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FUNKTIONENFOLGEN UND

-REIHEN

§12. Gleichméiflige und punktweise Konvergenz

12.1. Definition

Es sei K eine Menge und fiir n € N sei eine Funktion f,,: K — C gegeben. Dann erhalten
wir fiir jedes z € K durch (f,,(z))nen eine Folge komplexer Zahlen.

1)

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert punktweise gegen die Funktion f: K — C, falls
fiir jedes x € K die Folge (f,(2))nen gegen f(x) konvergiert:

Vee K fu(z) = f(z) (n— o),
d.h. im Detail
(12.1) Ve e KVe>03N =N(z,e) e NVn>N: |fu(z)— f(z)] <e.
(Beachte: N héngt hier von ¢ und von z ab!)

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmafsig gegen die Funktion f: K — C,
falls gilt:

(12.2) Ve>03dN =N()eNVn=N:Vee K |fu(z)— flz)] <c.

sup, e e | fn (@)= f(z)|<e

(Beachte: N héngt hier nicht von z ab!)

Es sei g: K — C, dann bezeichnen wir
(12.3) 9]l := sup |g(x)
zeK

als Supremumsnorm oder Unendlichnorm von g. Die Funktion g ist beschrénkt genau
dann, wenn ||g|| < oo gilt.



Bemerkungen:

(i) Die Bedingung (12.2) ist stérker als (12.1), daher folgt aus der gleichméBigen Konvergenz
einer Funktionenfolge stets die punktweise Konvergenz.

(ii) Die gleichméfige Konvergenz f, — f ist gleichbedeutend mit folgender Bedingung
(12.27) Ve >03IN =N() eNVn>N: | f, — fll. <e,

das heifit || f, — f||, — 0 fiir n — oo (insbesondere || f,, — f||., < oo fiir fast alle n).

(iii) Die Bedingung (12.2) kénnen wir mit Hilfe von e-Umgebungen auch so umformulieren:
zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so dass f,(z) € U.(f(z)) fiir alle n > N und fiir alle
x € K gilt (dquivalent: f,(x) — f(z) € U.(0)).

Anschaulich gesprochen heif3t
letzteres, dass die Graphen der
Funktionen f, schlielich in-
nerhalb eines e-Schlauches um
den Graphen von f bleiben.

12.2. Beispiele

1) Es sei fiir n € N die stiickweise (affin) lineare Funktion f,: [0,1] — R, gegeben durch
folgenden Graphen:

[Wir ~ bendtigen  fiir  die  weiteren
Uberlegungen gar keine expliziten For-
meln fiir f,(z). Die Skizze macht schneller
klar, was passiert, wenn n grofl wird: die
Dreiecke werden héher und schméler, wobei
die Spitzen und rechten Eckpunkte nach

. links wandern. Vergleichen Sie mit der

'1 x Angabe f,(z) = n?z, wenn 0 < z < 1/n,
fn(x) = —n2x + 2n, wenn 1/n < z < 2/n,
und fp(z) =0, wenn 2/n <z < 1]




Behauptung 1: f,, — 0 (n — oo0) punktweise.

Beweis: Zunéchst gilt f,(0) = 0 fiir alle n. Zu x # 0 gibt es ein N > 2 mit 2/N < z (N
héngt also von x ab!). Somit folgt fiir jedes n > N, dass 2/n < x und daher f,(z) = 0.
Somit gilt fiir jedes x € [0, 1], dass lim,,_, fr(z) = 0 ist.

Behauptung 2: (f,,) ist nicht gleichméBig konvergent.

Beweis: (Indirekt) Falls (f,,) gleichméfig konvergiert, so muss der gleichméBige Limes gleich
dem punktweisen Limes sein (klar warum?). Ist f,, gleichméBig konvergent gegen 0, so folgt
aber

an - OHoo = fn(l/n) =n+0 (n - OO)

(Die Folge der Supremumsnormen der f,, ist hier sogar unbeschrinkt. Auch mit Spitzen
der fixen Hohe 1 ergébe sich noch keine gleichméfige Konvergenz.)

2) Sei m > 0 beliebig und fir n € N betrachte f,,: [-m, m] — R, gegeben durch
no Lk
T

k=0

Wir wissen bereits aus Analysis 1, dass f,, punktweise gegen die Exponentialfunktion strebt
((fu(z))nen ist ja gerade die Partialsummenfolge fiir exp(x)). Es ist

exp(z) = fo(x) + Ryt (2),
wobei wir fiir |z| <1+ n/2 die Restgliedabschéitzung

‘x’nJrl

(n+1)!

[ Rnga ()] <2

(in Analysis 1) gezeigt haben. Daher gilt fiir n > 2(m — 1)

an—I—l
exp — fulloo = sup |exp(x) — fp(z)| < —— — 0 (n — 00).
o~ = s [xp(z) ~ @) < Ty =0 (0= )

Mit anderen Worten: (f,,) konvergiert auf dem Intervall [—m, m] gleichm&Big gegen exp.

12.3. Theorem

Es sei K C C und fiir jedes n € N eine stetige Funktion f,,: K — C gegeben. Falls (f,,)
gleichméfig gegen die Funktion f: K — C konvergiert, dann ist auch f stetig.

Beweis:

Es sei x € K beliebig. Wir miissen zeigen, dass f stetig in x ist.
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Sei € > 0 vorgelegt. Dann gibt es wegen der gleichméBigen Konvergenz von (f,,) gegen f
ein N € N, so dass gilt

VEe K |fn(€) — (O] <e/3.
Wegen der Stetigkeit von fy gibt es ein 6 > 0, so dass

Vil e K, |z —2'| <d: |fn(z) — fn(2')| <eg/3.

Somit gilt fiir alle ' € K mit |x — 2’| < ¢ (mittels Einschieben von geeigneten Differenzen)

F(@) = £ < 1) = Sx@)]+ @) = fnla)] + 1n (@) = f@) < S+ 5+ 5 =

0

12.4. Bemerkungen

(i) Sind alle f,, stetig und konvergieren aber nur punktweise gegen die Funktion f, so muss
f im Allgemeinen nicht stetig sein. (Ein konkretes Beispiel dafiir ist in den Ubungsaufgaben
versteckt.)

(ii) Das obige Theorem kann natiirlich auch fiir folgende Schlussweise verwendet werden:
falls die stetigen Funktionen f, punktweise gegen eine Funktion f streben und f aber
unstetig ist, so kann die Konvergenz nicht gleichméfig sein.

Als konkrete Anwendung erinnern wir an die (punktweise giiltige) Gleichung

> singgkx) =~ (xelo,2a]),

(e}
k=
die wir in Analysis 1, Kapitel IV, bewiesen hatten.

Es sei f: R — R definiert durch f(0) = 0, f(z) = (7 — x)/2 fiir 0 < x < 27 (die rechte
Seite obiger Gleichung) und 27-periodische Fortsetzung auf ganz R. Weiters setzen wir
folz) = >, sin(kz)/k (x € R, n € N, n > 1; entspricht also den Partialsummen der
linken Seite in obiger Gleichung). Dann bedeutet obige Summenformel gerade, dass

VeeR: fu(x)— f(z) (n— o),

also die punktweise Konvergenz von f, gegen f.

Die Grenzfunktion f hat aber Sprungstellen, ist also unstetig:
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27

o]

Daher kann f,, (auf R) nicht gleichméaflig gegen f konvergieren. (Auf keinem Intervall, das
einen Punkt 2{m, | € Z, enthilt, kann gleichméBige Konvergenz stattfinden.)

12.5. Theorem (Satz von Weierstraf)

Es sei K eine Menge und f,,: K — C (n € N). Falls die Reihe Z || fill o konvergiert, so ist
k=0

die Funktionenreihe Z fr absolut konvergent (d.h. > | fx(z)| konvergiert fiir jedes x € K)
k=0

und gleichméBig konvergent (d.h. Z fr konvergiert gleichméafig fiir n — 00).

k=0

Beweis: Fir z € K und k € N gilt | fi(2)] < || fell, daher ist Y || x|, eine konvergente
Majorante fiir Y | fx(z)|. Somit ist fiir jedes € K die Reihe ) fx(z) absolut konvergent.

Setze F(x) := Z fr(x) fir z € K und F,, := ka fiir n € N. Wir zeigen, dass F,, — F
k=0 k=0
gleichmaBig (auf K) fir n — oo.

(e e}
Sei ¢ > 0. Wegen der Konvergenz von Y || fx|| gibt es ein N € N, so dass Z I fello <€

k=n+1
fir alle n > N.

Es sei x € K und n > N, dann gilt

> fil@)

k=n+1

<A@ DY Il <=

k=n-+1 k=n+1

|F(2) — Fu(x)] =

Wenn wir zum Supremum iiber z € K iibergehen, erhalten wir daraus
|F—Full, <e Vn >N

und somit die Behauptung. O



Eine kleine Warnung: In der Situation von Theorem 12.5 erhalten wir sogar, dass auch die
Reihe der Absolutbetrige > |fx| gleichméBig konvergiert (wende den Satz auf |fx| statt fi an).
Allerdings folgt im Allgemeinen aus der gleichméfiigen und punktweise absoluten Konvergenz
einer Funktionenreihe nicht, dass die Reihe der Absolutbetrige gleichméflig konvergiert, wie man
an Hand des Beispiels (aus [BF00, p.316]) mit f(z) = (—1)¥2%/(1+2%)* (z € R) studieren kann.

12.6. Beispiele

1) Es sei m > 0 und f;: [-m,m] — R gegeben durch fi(z) = ’]”C—If (k € N). Dann ist
| fill. = m"/k! und wegen

ZkaHoo:Zﬂ =e" <o
k=0 k=0

erhalten wir einen weiteren Beweis dafiir, dass > | 2t aquf jedem Intervall [—m, m] gleichmé&Big

il
konvergent (gegen exp(z)) ist.

2) Es sei fr(z) = SE) (ke N, k> 1,z € R). Wegen || fill, = 1/k2 ist

k2
o0 [e.°] 1
Sl = 355 < o0
k=1 k=1
. cos(kx) . .. ..
und daher Z 12 gleichméBig konvergent (auf R).

k=1

12.7. Proposition (Vertauschung von Limes und Integral)

Es sei f,,: [a,b] — R stetig (n € N) und (f,,) gleichméfig konvergent. Dann gilt

b

/(lim fn(x)) der = lim [ f,(x)dx.

n—oo n—oo
a

Beweis:
Wir setzen f(x) := lim, . fn(x) fir € [a,b]. Nach Theorem 12.3 ist f: [a,b] — R stetig,
also integrierbar und es gilt

b b b

/ﬂ@m—/ﬁmes/uw—nuwmsw—MU—mueo<wem>

a a a

0



12.8. Beispiele

- k

1) Bs sei fu(e) =Y OSEZ) (1 e N n > 1, 3 € [0,27]). Gemiif Beispiel 12.6.2) ist (£,)
k=1

gleichméBig konvergent, daher besagt Proposition 12.7 fiir jedes ¢ € [0, 27]

t
. cos(kx) =1 = 1 sin(kx)
/Z 12 dxzzﬁ/cos(kx)dac:Zﬁ ’
0

k=1

2) Punktweise Konvergenz reicht im Allgemeinen nicht aus, um Limes und Integral ver-
tauschen zu diirfen:

fir die (Dreiecks-)Funktionen f, aus Beispiel

1
2 1
12.2.1) ergibt sich /fn =—neg = 1 fiir alle n,
0

n
aber
1 1
:1:6 /limfn(x)da::/dezo.
0 0

12.9. Proposition (Vertauschung von Limes und Differentiation)

Essei f,,: [a,b] — R stetig differenzierbar (n € N). Die Folge ( f,,) sei punktweise konvergent
gegen f: [a,b] — R und die Folge der Ableitungen (f!) sei gleichméBig konvergent. Dann
ist f differenzierbar und es gilt

Vo € [a,b] 0 f'(x) = lim f)(x).

n—oo

Insbesondere ist [’ stetig.
Beweis:
Wir setzen g := lim,, . f,. Nach Theorem 12.3 ist g: [a,b] — R stetig.

Sei x € [a, b], dann wird aus der Gleichung f,(z) = f.(a) + / fr(t)dt

fiir n — oo geméf Proposition 12.7 die Gleichung f(x) = f(a) + /g(t) dt.

a

Somit muss f'(x) = g(x) gelten. O



12.10. Bemerkung

Die gleichméBige Konvergenz der Folge (f,,) allein geniigt im Allgemeinen nicht, um Limes
und Differentiation vertauschen zu koénnen, d.h. selbst wenn f,, stetig differenzierbar fiir
alle n € N ist, f, — f gleichméBig und f differenzierbar, dann folgt i.a. nicht (einmal),
dass f) — f’ (punktweise).

Als Beisiel betrachte f,(z) = sin(nz)/n (n € N, n > 1, z € R). Wegen | f,||., =1/n — 0
gilt f, — 0 gleichméBig (n — o0). Aber f/(x) = cos(nx) ist nicht einmal punktweise
konvergent (z.B. im Punkt x = ).

Die Situation wird bedeutend {iibersichtlicher, wenn wir spezielle Typen von Funktionen-
folgen und -reihen betrachten, wie zum Beispiel Potenzreihen im folgenden Abschnitt.



§13. Potenzreihen

Wir hatten in Kapitel IV den Begriff der Taylor-Reihe fiir eine unendlich oft differenzierbare
(reelle) Funktion f auf einem Intervall I C R eingefiihrt und gesehen, dass wir damit in
vielen Féllen polynomiale Approximationen an die Funktion gewinnen koénnen. Fiir einen
Entwicklungspunkt o € I definiert man dazu die Folge

f) (z0)

und erhélt (fiir jedes z € I und n € N)

fl@)=> " en(a = 20)" + Roga(x),

k=0
wobei wir fiir das Restglied verschiedene konkrete Darstellungen gegeben hatten. Die
Taylor-Reihe ist dann gegeben durch

o0

Z cx(x — xo)*

k=0
und stellt die Funktion f dar, falls das Restglied mit n — oo gegen Null strebt. Wir nehmen
nun einen anderen Standpunkt ein, indem wir allgemein Reihen obigen Typs (zunéchst)
losgelost von im Vorhinein gegebenen Funktionen betrachten, d.h. fiir (¢;) irgendeine Zah-
lenfolge zulassen.

13.1. Definition

o0

Es sei (¢x) eine Folge komplexer Zahlen und zy € C, dann nennen wir ch(x — x0)F
k=0
(x € C) eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z.

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Konvergenzeigenschaften von Potenzreihen in
Abhéngigkeit von x, d.h. wir studieren Folgen von Polynomfuntionen (p,), wobei p,(z) =

D ko k(T — @0)".
13.2. Proposition

Es sei > ¢(xz —x0)" eine Potenzreihe und x; € C habe die Eigenschaft, dass > cx (21 —x0)"
konvergent ist.

Fir r € R mit 0 < r < |z — x| bezeichne * Ty
K(zo,r) :={ze€C: |z -z <1}

die (abgeschlossene) Kreisscheibe mit Radius r um .



Dann gilt:

1.) Z cr(x — 0)* konvergiert absolut und gleichmifig auf K (g, 7).

k=0
2.) Die (formal') gliedweise differenzierte Reihe Z cr k(v — 20)" ! konvergiert ebenfalls
k=0

absolut und gleichméafig auf K (z, ).

Beweis: 1.) Wir setzen f,(z) = co(x — x9)" (n € N, & € K(xo,7)). Es ist fiir jedes
x € K(xg,7)
_ n o__ n ’.CE B [L'()’ "
)] = lealle = " = e = ol (=20 )

wobei ﬁf;?(h < |xlix0‘ =: # < 1. Weiters miissen wegen der Konvergenz der Reihe

> cn(r1 — 0)" die Glieder eine Nullfolge bilden, insbesondere gibt es also ein M > 0
mit |c,||x; — xo|" < M fiir alle n € N. Daher liefert die obige Darstellung fir f,(z) die
Abschéatzung

|fu(z)| < M- 0" Vo € K(zg,7) ¥n € N,

und somit
[fall = sup  |fu(z)] < M O™

z€K (zo,7)

Nach dem Majorantenkriterium ist ) || f, ||, konvergent, daher nach dem Satz von Weier-
trafl 12.5 also die Reihe ) f,, absolut und gleichméfig konvergent auf K (xq, ).

2.) Wir setzen g,(x) = c,n(x — x9)" ' (= f/(x)) und erhalten wie im Beweis von 1.), dass
lgnllo < nMO™.

Aus dem Quotiententest folgt, dass > nM6" ! konvergiert. Daher ist wiederum nach dem
Satz von Weierstrafl die Reihe ) g, absolut und gleichméBig konvergent auf K (zg,r). O

13.3. Bemerkungen

T
(i) Satz 13.2 besagt insbesondere, dass zwischen Punkten
x € C mit |z — xo| = r und = = x; keine Liicken beziiglich
Konvergenz auftreten: falls die Potenzreihe fiir x+ = x; kon-
vergent ist, so ist sie in jeder (abgeschlossenen) Kreisscheibe
K (zo,r) mit r < |21 — 20| gleichméfig konvergent.

In allen Punkten der (offenen) Kreisscheibe {z € C : |x—z¢| < |x1—x¢|} ist die Potenzreihe
somit jedenfalls punktweise konvergent. (Fiir das Konvergenzverhalten in den Randpunkten
kann keine allgemeine Aussage gemacht werden.)

IFiir reelle z ist dies natiirlich die iibliche Ableitung im Sinne der Analysis 1.
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(ii) Wir erhalten also durch f(z) := Y 72 cx(x — x0)" eine Funktion f: {z € C: |z —z¢| <
|z1—x0|} — C, die sogar stetig ist: eine geniigend kleine Umgebung eines beliebig gegebenen
Punktes # € C mit |z — x| < |x; — x| ist in einem passenden K (zo,7) mit |z — x| <
r < |x; —xo| enthalten, und darauf findet die Konvergenz der stetigen Partialsummen (das
sind ja Polynomfunktionen) gleichméBig statt. Umgekehrt kann man die Frage stellen,
welche Funktionen denn durch Potenzreihen gegeben sind. Dies fiihrt auf den Begriff der
analytischen Funktion, der im Rahmen der Komplexen Analysis (oder ‘Funktionentheorie’)
eingehend studiert wird.

Ausd

em obigen stellt sich die Frage, ob wir fiir jede Potenzreihe auf praktikable Weise einen

maximalen Konvergenzkreis bestimmen koénnen. Dies fithrt unmittelbar auf den néchsten
Begrift.

13.4

Es sei

(13.1)

. Definition

> cn(x — )™ eine Potenzreihe, dann heifit
R :=sup{r € [0, 00| cn(z — )" konvergiert in K (zo,7)}
n=0

Konvergenzradius der Potenzreihe. Es ist 0 < R < oc.

13.5

Es sei

1)
2.)

3.)

. Proposition

R der Konvergenzradius der Potenzreihe ) ¢, (x — x¢)". Dann gilt:

Im Falle R = 0 konvergiert die Reihe nur im Punkt = = z,.

Im Falle R = oo konvergiert die Reihe fiir alle + € C und die Konvergenz ist
gleichméBig auf jeder (abgeschlossenen) Kreisscheibe K (xg,r) mit 0 < r < oo.

Im Falle 0 < R < oo konvergiert die Reihe fiir alle x € C mit |z — 29| < R und die
Konvergenz ist gleichméfig auf jeder (abgeschlossenen) Kreisscheibe K (zg,7) mit
0<r<R.

Die Reihe ist divergent fiir alle x € C mit |z — 2| > R. (Fiir die Randpunkte z € C
mit |z — zo| = R kann sowohl Divergenz als auch Konvergenz vorliegen [und zwar
auch beide Fille in verschiedenen Randpunkten derselben Reihe].)

Es gilt die Formel von Hadamard

1
13.2 Sy m
(13.2) 7 imsup |c,|

n—oo

wobei wir R = 0 setzen, falls der Limes superior unendlich ist, und R = oo, falls der
Limes superior Null ist.

11



Beweis:

1.) und 2.) folgen unmittelbar aus der Definition 13.4 und Bemerkung 13.3.

3.) Es sei z € C mit |z — x¢| < R. Dann gibt es ein 21 € C mit |z, — x¢| > |z — x¢], sodass
die Reihe Y ¢, (21 — zo)" konvergiert. Daher konvergiert die Potenzreihe gleichméflig auf
jeder Kreisscheibe K (xg,r) mit 0 < r < |x; — zg|, insbesondere auch im Punkt z. Weil R
als Supremum definiert ist, kann der Punkt z; so gew#hlt werden, dass |z; — x| beliebig
nahe (unterhalb) R ist. Damit folgt der erste Teil der Aussage.

Sei nun z € C mit |z — x| > R. Wire > ¢,(z — xp)™ konvergent, so stiinde das im Wider-
spruch zur Definition von R, weil Proposition 13.2 dann Konvergenz auf einer Kreisscheibe
K(zo,r) mit R <r < |z — xo| impliziert.

4.) als Ubungsaufgabe. (Hinweis: Wurzeltest.) O

13.6. Bemerkung

Die Berechnung des Konvergenzradius ist oft auch mit Hilfe des Quotiententests moglich

(bzw. einfacher). Falls || konvergiert, dann gilt

(13.3) R= lim |-

n—oo

Cn—l—l

cni1(z—x0)nt? ‘
(

cn(x—z0)™

(Sei namlich p der angegebene Limes, dann haben wir im Quotiententest |

|z — @l |2 — @ fiir n — oo, also Konvergenz fiir |x — xq| < p).

13.7. Beispiele

OO —1)n1
1) Wir betrachten die Potenzreihe E L x". [Taylor-Reihe fiir log(1 + ), Analysis 1]
n
n=1

In diesem Beispiel ist also 2o = 0 und ¢o = 0, ¢, = (=1)""!/n (fir n > 1).

Fiir z = 1 erhalten wir die Reihe ) %, die nach dem Leibniz-Kriterium konvergent
ist. Daher konvergiert die Potenzreihe sicher fiir alle x € C mit |z] < 1 und gleichméfBig
auf jedem Kreis K (0,7) mit 0 <r < 1.

Fir z = —1 erhalten wir die divergente Reihe ) %(—1)” = — > L daher hat der
Konvergenzradius den Wert R = 1. Insbesondere folgt Divergenz fiir alle z € C mit |z| > 1.

Ubrigens folgt das Resultat fiir den Konvergenzradius hier ebenso einfach aus der Formel
von Hadamard (weil (1/n)Y/™ — 1) oder dem Quotiententest (weil (n 4+ 1)/n — 1).

12



Zusammenfassend erhalten wir bisher folgende divergent

Ubersicht: Konvergenz innerhalb des Einheitskrei-
ses, Divergenz auflerhalb; im Randpunkt x = —1
Divergenz und im Randpunkt x = 1 Konvergenz.
(Man kann zeigen, dass diese Reihe fiir jeden Rand- -1
punkt z # —1 konvergiert [vgl. etwa [RS02, 4.2, Auf-
gabe 2] oder [SS03, Chapter 1, Exercises 14 and 19]])

konvergent

¢]
2) Z n!-2" (xg =0, ¢, = n!) hat Konvergenzradius
n=0
1
R = lim || = lim — 0.
Cn+1 n -+ ]_

Daher ist diese Potenzreihe fiir jedes x # 0 divergent.

Ubrigens folgt hier aus der Tatsache R = 0 mit Hilfe der Hadamard-Formel, dass

lim (n!)% = 00.

n—~o0

9 1 k
3) Z ((2 k;' 2% (also die Cosinus-Reihe).
k=0 ’

Wir haben zy = 0 und ¢, = 0 fiir ungerades n, ¢, = (—1)"/?/n! fiir gerades n.

Wir wissen bereits aus Analysis 1, dass diese Reihe fiir jedes © € C konvergiert, daher ist
R = 0. Ebenso erhalten wir Konvergenzradius R = oo fiir die Sinus- und die Exponenti-
alreihe.

Wenn alle Koeffizien ¢, sowie xy reell sind, so definiert die Potenzreihe eine reelle Funk-
tion auf dem Durchschnitt ihres Konvergenzkreises mit R. Es stellt sich heraus, dass wir
hierdurch unendlich oft differenzierbare Funktionen erhalten, deren Taylor-Reihen dann
gerade durch die Potenzreihen gegeben sind.

13.8. Proposition

Es sei Y ¢, (x — x9)™ eine Potenzreihe mit xy € R, ¢, € R fiir alle n € N und Konvergenz-
radius R > 0. Wir setzen [ :=|zg — R,20 + R[C R und f: [ — R,

f(z) = ch(a: — x)" (x €l).

n=0

Dann gilt:
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1.) f € C>(I,R), d.h. f ist unendlich oft differenzierbar.

2.) Fiir alle z € I gilt: f'(z) = chn (z —z0)" .
n=0

+1b
On

b [o¢]
3.) Fiir alle a,b € I gilt: /f(x) dr = Z e u

n+1

n= a

Beweis: Nach Proposition 13.2 ist fiir jedes 0 < r < R sowohl die Potenzreihe wie auch
die gliedweise differenzierte Reihe gleichméfig konvergent auf [zo — 7, zy + r|. Daher folgt
aus Proposition 12.9 die stetige Differenzierbarkeit von f und die Formel fiir f" in 2.).

Durch sukzessive Anwendung derselben Argumentation auf f’, f”, ... folgt weiters die
Behauptung 1.).

3.) ist eine direkte Konsequenz aus den Propositionen 13.2 und 12.7. O

13.9. Korollar

Es sei f:]zg — R,z0 + R[— R, f(x) = > cy(x — x0)™ durch eine Potenzreihe mit reellen
Koeffizienten und Entwicklungspunkt sowie Konvergenzradius R > 0 gegeben. Dann gilt

_ f(n) (z0)

n!

VneN: ¢,

)

d.h. die Taylor-Reihe von f um zy ist gleich der Potenzreihe ) ¢, (x — xo)™.
Insbesondere sind die Koeffizienten einer Potenzreihe also stets eindeutig bestimmt (ndmlich
durch die Ableitungen von f bei x).

Beweis: Nach Proposition 13.8 ist f unendlich oft differenzierbar und sukzessive Anwen-
dung der Ableitungsformel liefert

F™ () = ch Tkl —1) - (k—n+1)(z — 20)F ™.

Fiir z = 2 folgt daraus f(zo) = ¢, - n!. O

13.10. Beispiele

1) In Analysis 1 hatten wir fiir 0 < x < 1 die Giiltigkeit der folgenden Taylor-Reihenentwicklung

nachgewiesen:

log(1+2z) = Z (_1)n_1x”.

n
n=1

14



Wir konnen nun aber alternativ aus Proposition 13.8 herleiten, dass diese Entwicklung im
Intervall | — 1, 1] gilt, wodurch dann insgesamt die Giiltigkeit in | — 1, 1] bewiesen ist.

In 13.7.1) haben wir schon den Wert R = 1 fiir den Konvergenzradius dieser Potenzreihe

ermittelt. Wir setzen f(z) :== ) 7, %x” fir x €] —1, 1] und erhalten durch gliedweise
Differentiation

! = n—1,n—1 - 1
Fla) =20 PG e

Dabher folgt auch fiir alle t €] — 1, 1]

t

ﬂﬂzf@%ﬁ/f@ﬂw=0+/

0

1
dz = log(1+1).
g e = lest+d)

2) Wir bestimmen die Taylor-Reihenentwicklung fur die Funktion f: ] —1,1[— R, f(z) =
arctan(z) durch einen &hnlichen Trick wie in 1).

Es gilt
Pla)= e LSy
1+ 1—(-2?) <& ’
wobei der Konvergenzradius der auftretenden Potenzreihe R = lim|(—1)*|*/?F = 1 ist

(beachte co, = (—1)* und cgp,41 = 0). Daher folgt aus Proposition 13.8 fiir alle ¢t €] — 1, 1]

t oo ¢ 00 2k+1
arctan(t) = f(t) = f(0) +/f/(x) der =0+ Z(—l)k/x% dr = Z(—l)k th _: 1
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§14. Fourier-Reihen

In der Physik und Elektrotechnik gehort die Zerlegung periodischer Signale oder allge-
meiner Schwingungen in Grundschwingungen und Grundfrequenzen zu den Standardme-
thoden. Mathematisch gesprochen geht es dabei um die Darstellung oder Approximation
periodischer Funktionen als Summen bzw. Reihen von Winkelfunktionen bzgl. einer Folge
von Frequenzen.

14.1. Periodische Funktionen

Sei L > 0; f: R — C heifit periodisch mit Periode L (kurz L-periodisch), wenn

(14.1) VeeR: flx+L)= f(x).

Es folgt dann induktiv Vk € Z, Vo € R:  f(x + kL) = f(x). Daher ist eine L-periodische
Funktion f: R — C bereits festgelegt, sobald sie auf einem Intervall der Form [z, 2o + L]
bekannt ist fiir ein beliebiges xg € R.

Es gilt fir f: R —-Cund L >0
f ist L-periodisch & F(x):= f (%x) ist 2m-periodisch.

Daher ,,geniigt® es also, 2m-periodische Funktionen zu studieren und man kann stets mit-
tels Skalierung riickiibersetzen auf L-periodische Funktionen. Wir betrachten deshalb im
weiteren 0BdA nur noch Periode 27.

Beispiele: sin,cos: R — R;z — exp(iz), R — C sind 27-periodisch;

ebenso sind fiir k € Z die Funktionen e,: R — C, en(z) := ¢ bzw. z — sin(kz),
x + cos(kx) 2m-periodisch;

konstante Funktionen sind periodisch bzgl. jeder Periode L > 0.

Definition

Es seien n € N und ay, by € R (k=0,...,n). Dann heiit p,: R — C gegeben durch

+ Y (ay cos(kz) + by sin(kx))
k=1

Qo
pn(x) = B}

trigonometrisches Polynom (der Ordnung n).

16



Die komplexe Version trigonometrischer Polynome der Ordnung n € N erhalten wir durch
Koeffizienten ¢, € C (—n < k < n) als Abbildung ¢, : R — C mit der Darstellung

qn(x) = Z cpet™®.

k=—n

Mittels der Euler-Relationen cos(kz) = (e** 4 =) /2 und sin(kz) = (e'** — e=™*)/2;
erhalten wir nach Koeffizientenvergleich

a 1 . 1 )
Gn = Ppn < 00250, ckzﬁ(ak—zbk), c,kzﬁ(ak—i—zbk):_k (keNk>1).

14.2. Fourier-Koeffizienten

Mini-Exkurs iiber Integration und Differentiation komplexwertiger Funktionen:
Fir f: [a,b] — C setze u(z) := Re(f(z)), v(z) := Im(f(z)), somit erhalten wir reelle
Funktionen w,v: [a,b] — R mit der Eigenschaft Va € [a,b]: f(x) = u(x) + iv(x).
f heifit Riemann-integrierbar, falls © und v R-integrierbar sind. Wir setzen in diesem Fall
b b b
/f(x) dx = /u(w) dx —i—i/v(x) dzx.

Ebenso verfahren wir beim Begriff der Differenzierbarkeit: f ist differenzierbar, falls © und
v es sind und wir setzen f’:=u' + v’

Es sei nun f: R — C ein trigonometrisches Polynom der Ordnung n, also von der Form
n

f(z) = E ;€' Konnen wir die Koeffizienten ¢; aus der Kenntnis von f bestimmen?

l=—n

Durch Multiplikation mit e~* erhalten wir zunichst

(*) 6—ika: . f([L’) _ zn: a ei(l—k;)w‘

l=—n

Bevor wir dies weiter umformen machen wir folgende entscheidende Beobachtung: das
Integral fOZW e'™® dx ergibt fiir m = 0 den Wert fo% 1 dz = 27 und fiir m # 0 haben wir eine
Stammfunktion " /m, somit wegen der 27-Periodizitit also fo% emrdy = <= 3= 0;
zusammenfassend gilt

2
(14.2) /e dx—{ 0 m£0.
0
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Integrieren wir nun beide Seiten der Gleichung (%) iiber das Intervall [0, 27] (und beniitzen
zur vereinfachten Notation das Kronecker-Deltal: §;, = 0 fiir [ # k, dpx = 1), so erhalten

WIr
2 n

2m
/e—ik;:vf(x) dr — Z a /ei(l—k‘)x dr = Z c - 21 - Oy, = 2T - ¢,
0 0

l=—n l=—n

Folglich ist ¢ durch f wie folgt bestimmt:

2m
1 —ikx
c,=—1_[¢€ x)dzx.
s / f(z)
0
Fiir allgemeinere 2m-periodische Funktionen erheben wir diese Relation nun zur

Definition: Sei f: R — C eine 2r-periodische Funktion und R-integrierbar auf [0, 27].
Dann sind

2

(14.3) Cp 1= L e~k f(x) da (keZ)
2m
0

die (komplexen) Fourier-Koeffizienten® von f und

(14.4) > et

k=—o00

heiflt zugeordnete Fourier-Reihe.

14.3. Reelle Version der Fourier-Koeffizienten

Ist f reell-wertig, d.h. f(z) = f(x) fir alle z € R, dann folgt aus (14.3) auch ¢ = ¢_; und
somit

cr €™ 4 e e = o e ¢y ekt = 2 Re(cpe™™) = 2Re(cy) cos(kx) — 2Im(cy,) sin(kz).

Leopold Kronecker (*7.12. 1823 Liegnitz; 129.12. 1891 Berlin), deutscher Mathematiker
2Jean Baptiste Joseph Fourier (*21.3. 1768 Auxerre; 116.5. 1830 Paris) [[5 bap'tist fo'sef fu'rje],
franzosischer Mathematiker und Physiker
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Setzen wir das in die Partialsummen der Fourier-Entwicklung ein, dann ergibt sich (vgl.
die reelle Form der trigonometrischen Polynome in 14.1)

n n
§ Cr ezkx = ¢y 4 § (Ck 6zkx + c_ 671kx) —
k=—n k=1

= \c%/—l— Z <2 -Re(cg) - cos(kx) + (—2 - Im(cy)) ~sin(k;x)>.
ag/2 Qg by

Insgesamt erhalten wir fiir die reellen Fourier-Koeffizienten ay, by aus (14.3) die Formeln

(14.5(a) o = %/f(x) cos(kz)dz  (k=0,1,2,...)
(14.5(b)) by = %/f(x) sin(kx)de  (k=1,2,...).

0

Wir lesen aus obigen Integralformeln folgende Eigenschaften ab:
e ist f gerade, d.h. f(—z) = f(z), dann folgt b, = 0 fiir alle k,
e ist f ungerade, d.h. f(—z) = —f(x), dann gilt ax = 0 fiir alle k.

14.4. Beispiel

Wir kommen zuriick zu der schon in Analysis 1 bewiesenen Relation

Vr e R: Z sin(kz) = f(z),

k=1
wobei f: R — R die 27-periodische Fortsetzung folgender Funktion ist

f(x):{o =0

= €027,
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T
Wie bereits in 12.4(ii) festgestellt, 2

ist die Konvergenz punktweise fiir 21

alle z € R, aber nicht gleichméifig ¢ _N. 7'\. ¢
auf R, weil die Grenzfunktion Un- T
stetigkeitsstellen in den Punkten D)

2km (k € Z) hat.

Behauptung: Obige Summe ist genau die Fourier-Reihe fiir f, d.h. in diesem Fall wird
die Funktion f (punktweise) durch ihre Fourier-Reihe dargestellt.

Beweis. Wir bestimmen die (komplexen) Fourierkoeffizienten von f: zunéchst bemerken
wir, dass allgemein der Wert eines R-Integrals fab g(x) dx gleich bleibt, wenn der Integrand
g nur an endlich vielen Stellen abgeéindert wird. Daher diirfen wir hier fiir den Integranden

einfach die Funktion (7 —x)/2 verwenden und erhalten fiir k = 0: 2w ¢y = fo% =Edr = 0;
und fiir k£ # 0:

21 27 2
) — . 1 )
2T ¢, = /e_”””ﬂ—xdx = E/e_m dxr — —/xe_”“” dx =
2 2 2
0 0 0
0
21
| 1 T
t. Int. | = —xe ™| - — [ e dr=—,
part. Int. | = grae ™) = g [T =g
NI

daher ist ¢ = —i/2k.
Fiir die reelle Version der Fourierkoeffizienten erhalten wir daraus a; = 2Re(cx) = 0 und

bp = —2Im(cx) = 1/k, d.h. > % ist tatsichlich genau die Fourier-Reihe von f. O
k=1

Es gilt sogar folgende zusétzliche Aussage: Fiir jedes 0 < § < 7 konvergiert die Fourier-
Reihe von f auf dem Intervall [4, 2 — §] gleichméBig gegen f.
(Hinweise fiir einen Beweis finden sich in einem [freiwilligen| Zusatzbeispiel im Proseminar.)

14.5. Bemerkung

Wir haben in der obigen Berechnung bereits verwendet, dass alle Fourierkoeffizienten ¢, —
und somit auch die Fourier-Reihe — unverdandert bleiben, solange f nur an endlich vielen
Stellen im Intervall [0, 27[ beliebig abgedndert wird. Daher ist klar, dass die Forderung der
punktweisen Konvergenz der Fourier-Reihe gegen die Funktionswerte in allen Punkten
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eines Periodizitdtsintervalls im Allgemeinen nicht angemessenen sein kann. Wir werden
daher weiter unten eine andere Art von Konvergenz fiir Fourier-Reihen untersuchen.

Man kann zeigen, dass die Fourier-Reihe einer 27-periodischen stiickweise stetig differen-
zierbaren Funktion f (d.h. es gibt eine Zerlegung 0 = ¢ty < t; < .-+ < ty = 27, so dass
f ‘] bts] stetig differenzierbar und stetig fortsetzbar auf [t;_;,¢;] ist) auf jedem endlichen
abgeschlossenen Teilintervall innerhalb des Stetigkeitsbereichs gleichméfig gegen die Funk-
tion konvergiert; an den (endlich vielen) Unstetigkeitsstellen ist der Limes der Fourier-Reihe
gleich dem arithmetischen Mittel aus links- und rechtsseitigem Grenzwert der Funktion,

d.h. es gilt dann in allen Punkten zumindest

+oo
> a5 (t ) + i 70

k=—o00

(denn in Stetigkeitspunkten steht rechts einfach f(t)). (Vgl. z.B. [Heu04, Sétze 136.3 und
137.2].)

14.6. Beispiel

Wir bestimmen die reelle Version der Fourier-Reihe der Funktion g : R — R, die als
2m-periodische Fortsetzung von

(x —m)? =«

4 12
gegeben ist. Da g gerade ist, sind alle by = 0. Weiters ist

g(x) = (z € [0, 2n])

21 21

(x —m)? 2 (z—np31" © = 7 7’
_ de= [ 2" gp D o= |0 2 2 D
o /g(x)x/ 1 T 2 ], 6 12 12 6
0 0

Fiir die Berechnung von a;, fiir £ > 0 haben wir

21 2 2
1 1 9 us
ar = — /g(x) cos(kx) dx = in /(x — 7)) cos(kx) dx BT /cos(k;x) dx
0 0 N _
[part‘.,Int.] ;,0
1 5 o 9 2
= E( @ sin(kz) 0 -7 /(x — m) sin(kx) dm)
. ~ 7/ \ 0 P
=0 g
[part. Int.]
1 (k) [ [ cos(k)
— cos(kx cos(kx
L (UL dz )
2rk < (x=m) k 0 - / k !
0
—_———

=0

1 1 1
=53 (7 cos(2km) 4 m cos(0)) = @(1 +1)= L
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Daher lautet die Fourier-Reihe von g also

. cos(kx)
>
k=

1

Wie wir bereits in 12.6.2) bemerkt haben, ist diese Reihe gleichméBig konvergent. Es gilt
diesem Fall wiederum, dass die Funktion durch ihre Fourier-Reihe (sogar als gleichméafiger
Limes) dargestellt wird, d.h. es gilt im Sinne gleichmafiger Konvergenz

(x—m)? 7 = cos(kx)
onf 2 Sheolhn) ez
k=1

Dies folgt allgemeiner fiir stetige stiickweise stetig differenzierbare Funktionen (vgl. [For06,
§23, Satz 3]), jedoch konnen wir mit Hilfe der am Ende von Beispiel 14.4 angegeben Ei-
genschaft einen direkten Beweis dafiir geben: demnach ist fiir jedes 6 € ]0, 7| die Reihe

i": <cosk(fx))’ N singm) _ ; m

k=1

gleichméBig konvergent im Intervall [, 27 — 4.

Wegen ¢'(z) = (¢ — m)/2 fiir alle x € [0, 27] gilt also nach Proposition 12.9, dass g und
die Summe der Fourier-Reihe sich nur um eine Konstante ¢ unterscheiden (und zwar durch
stetige Ausdehnung auf dem gesamten Bereich). Durch Integration der Differenz von g und
der Summenfunktion iiber das Periodizitatsintervall erhalten wir (dank obiger Berechnung
von ap = 0 und Vertauschung der Summe mit dem Integral [Prop. 12.7]), dass ¢ = 0 sein
muss. Daher gilt also

. cos(kx)
g(2) =) —3 Va € [0, 2x].
k=1
> 1 2 2 2
e Speziell fiir z = 0 ergibt sich ; w2 = WZ — 71T_2 — %
) o —1)k1 2
e Fiir x = 7 erhalten wir (’kl?)k = _7{—;, d.h. ( )2 = 7T—.
k=1 — k 12
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14.7. Eine hermitesche Form fiir R-integrierbare Funktionen

Die auf dem Intervall [0, 27| komplex-wertigen, Riemann-integrierbaren Funktionen R[0, 27|
bilden einen Vektorraum iiber C, wenn die Operationen wie iiblich punktweise definiert
werden, d.h. fiir f,g € R[0,27] und A € C setzen wir

(f +9)(@) = f(x) +g(x), (Af)(@) =X f(2);
und sowohl f + ¢ als auch A\f sind ebenfalls R-integrierbar.

Aus der Linearen Algebra kennen wir den m-dimensionalen komplexen Vektorraum C™
als unitdren Vektorraum ausgestattet mit dem Skalarprodukt (d.i. eine positiv definite
hermitesche Sesquilinearform) definiert fiir z = (z1,...,2p), w = (w1, ..., w,) € C™ durch

(w]z)= Zwkzk

und der daraus resultierenden Norm ||w|| := /(w | w) (siehe z.B. [Fis03, Kapitel 5]).

In Analogie dazu verwenden wir nun fo% f g, um eine Hermitesche Form auf R[0, 27| zu
erhalten. Ubrigens haben wir in Analysis 1 (§9) bewiesen, dass fiir f, g € R[0,27] auch die
R-Integrierbarkeit von fg und |f|? folgt.

Definition: Es sei (. |.): R[0,27] x R[0,27] — C gegeben durch

21

(14.6) (F19) =5 / (@) 9@ dr Vf,g € R0, 2n]

0

und ||.||2: R[0,27] — R die (so genannte) 2-Norm

1/2

(14.7) 1flle = VTS = / (@) de

(Wegen |f(z)]* > 0 folgt aus der Monotonie des Integrals, dass (f | f) > 0 gilt; daher ist
I f]l2 fiir jedes f € R[0, 2] definiert.)

Proposition: Fiir f,g,h € R[0,27], A\, u € C gilt:
L) (AMf+pg|hy=AX{f|h)+ulgl|h) [d.h. f+— (f | h) ist linear]
2) (f | Ag+uhy =X {f|g)+u(f]|h) [d.h. b — (f | h) ist konjugiert-linear]
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3)(flg)=1(l| ) [d.h. (. |.) ist hermitesch]
4)(f1f) >0 (d.h. (.| .) ist positiv semidefinit).

Beweis: 1.) und 2.) folgen direkt aus der Linearitdt des Integrals, 3.) durch Zerlegung in
Real- und Imaginérteil. 4.) folgt direkt aus der Definition in (14.7) (bzw. der Klammerbe-
merkung unmittelbar danach). O

Bemerkung: (. |.) ist kein ,richtiges* Skalarprodukt auf R[0, 27| (und daher auch |||
keine ,richtige“ Norm), weil f # 0 (Nullfunktion!) nicht impliziert, dass (f | f) > 0 gilt,
d.h. (. | .) ist auf den R-integrierbaren Funktionen nicht positiv definit (es folgt eben
L.A. nur (f | f) > 0): als Beispiel betrachten wir die Funktion

f(x):{o xFET

1 x=m
es gilt f € R[0,27], f #0, aber [" f(z)?dz = 0.

Dieser ,,Defekt“ stort die Anwendung auf Fourier-Reihen in der Praxis nicht und kann au-
Berdem auch strukturell sozusagen umgangen werden, indem man ,,Klassen von Funktionen
bildet, die sich nur auf solchen Mengen unterscheiden, die bei Integration vernachléssigbar
sind“ (~ was sind das fiir Mengen? | fiihrt auf so gennante Nullmengen, im Jordan- oder
Lebesgue-Sinn).)

Auf stetigen Funktionen ergibt (. | .) iibrigens sehr wohl ein Skalarprodukt, d.h. die Ein-
schrinkung auf C([0, 27]) x C([0, 27]) ist positiv definit (Ubungsaufgabe!).

Fiir k € Z sei e, € R|0, 27| definiert durch
(14.8) er(x) :==e* v e|0,27].
Dann entspricht in dieser Notation der Relation (14.2) die folgende Gleichung

0 k#1

k,leZ).
1 k=1 ( )

(149) <6k | 6l> == 6kl = {

Die Relation (14.9) besagt, dass {ex: k € Z} ein Orthonormalsystem bzgl. (. | .) bildet
und Formel (14.3) fiir die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € R0, 27| konnen wir nun
einfach so schreiben:

a=(flex) (keZ)
die Fourier-Reihenentwicklung wird dadurch formal &hnlich zur Darstellung eines Vektors

f bzgl. einer Orthonormalbasis
+oo

> (flew) e
k=—o00
(In seiner abstrakten Ausprégung fithrt dies zur Theorie der Hilbertrdume und konkret zum
Raum der quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen £2[0, 27]; ~ Funktionalanalysis
bzw. MaB- und Integrationstheorie.)
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Lemma: Es seien f,g € R[0,27]. Dann gilt:
1.) Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(14.10) (STl <Az - lglls-

2.) Die Dreiecksungleichung

(14.11) 1 +glly < (1712 + llgll,

(das ist ein Spezialfall der Minkowski-Ungleichung in Abschnitt 15 unten).

Beweis: 1.) Beide Seiten der behaupteten Ungleichung kénnen wir als Limiten von ent-
sprechenden Riemann-Summen schreiben. Daher geniigt es, folgende Version der Unglei-

chung fiir endliche Summen zu beweisen: Es sei m € N und x1,..., %, y1,...,ym € C,
dann gilt

m " 1/2 " 1/2
® S faltnl < (Shat) (L)

k=1 k=1 k=1

(wegen > zr k| < > |zk| |yx| impliziert dies die behauptete Ungleichung.)

Wir setzen A := /> |zk]|? und B = /> |yk|?> und diirfen A, B > 0 annehmen, weil

andernfalls alle z; oder alle y; verschwinden und die Ungleichung dann trivial ist. Mit
der Notation ay, := |zx|/A und By = |yx|/B (k = 1,...,m) ist dann (x) dquivalent zur
Aussage: > O < 1.

Diese wiederum ergibt sich leicht aus der, in Analysis 1 (
zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel (Va,
durch folgende Rechnung;:

2 2
Sons= Y Joi < R =Y e 53

weil ja > a2 =Y 32 = 1 nach Konstruktion gilt.

§8) bewiesenen, Ungleichung
b

> 0: Vab < (a +b)/2)

)
|

2.) Wir verwenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in der folgenden Rechnung:

If+aglla={(f+glf+a)=(f|f)+2Re(f|g)+{g]9g)
< I£15 + 201 £ 15 gl + gl = (1flls + llglls)?-

O
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14.8. Approximation im quadratischen Mittel

Lemma

Sei f € R0, 27] mit den Fourier-Koeffizienten (cy)gez.

Dann gilt:

=l =D lexf?

1.) Vn e N: "f Z CrCk

k=—n k=—n
—+00 . n
2) > lel*:=lim 37 fen < IS
k=—0c0 =0 p—_n

n
Beweis: 1.) Setze f, := > ckex, dann gilt
k=—n

(Fl5)= 3 @(fla)= S el = TT7T = (| /) und

k=—n k=—n

Ck N ,

reell

n n
(fal fo) = > acilen ey = 3 |cx? somit
kl=—n 7—/ k=—n

kl

*2'(/J:|fn>

1f = fallZ == fa L F=fay = (F LY = Ul £ = F | )

=1fI13—=2-> |ex|* + > |ex]?, also folgt 1.)

2.) Aus 1.) folgt > |cl® < ||f||3 fiir alle n € N, daraus folgt 2.) fiir n — oc.

k=—n

(Bessel-Ungleichung?).

+ {fn | fn)

Definition: Sei f € R[0,27] und (f,)nen eine Folge mit f,, € R[0, 2x]; wir sagen, (f,)

konvergiere gegen f im quadratischen Mittel, falls

igg)”f1__fh”2 =0

(man spricht von Konvergenz bzgl. der 2-Norm ||.||2; dquivalent dazu ist also die Aussage

S (@) = fal)[? dz — 0 fiir n — o).

3Friedrich Wilhelm Bessel (*22.7. 1784 Minden; 117.3. 1846 Konigsberg) war einer der bekanntesten

deutschen Wissenschaftler des 19. Jahrhunderts.
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Bemerkung
1.) Falls f,, — f gleichméBig auf [0, 27| und alle f,, stetig sind, dann folgt ||f, — f|l2 — 0

[weil dann auch gilt, dass |f, — f|*> — 0 glm., ist Prop. 12.7 anwendbar].
Die Umkehrung ist jedoch falsch!

Z.B. fiir f,, gegeben durch f,(z) =0 (+ <2 < 27) und

fa(®) =1—nz (0 <z < 1), ergibt sich 1
1/n ) 5 11/n ) fn

T R . :
/ —3n |y 3n 0 1 o

wéhrend || f,|lo = 1 fiir alle n.
2.) Aus Punkt 1.) des obigen Lemmas schliefen wir folgende niitzliche Aquivalenz:

o0
die Fourier-Reihe konvergiert im quadr. Mittel gegen [ <= Z lek? = || f1|3.

k=—o00

Theorem

Sei f: R — C 27-periodisch und Rieman-integrierbar auf [0, 27]. Dann konvergiert die
Fourier-Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f. Sind ¢, (k € Z) die Fourier-
Koeffizienten, so gilt

+o0 27
1
(14.12) 3 laft =g [k
=—00 0

(Parseval-Gleichung? oder Vollstéindigkeitsrelation)

Beweis: 1. Schritt: Das Theorem gilt fiir jede charakteristische Funktion der Form

1 0<zx<a

f(@) = L o) = { (0 <a<2m)

0 a<x<2m

(mit 27-periodischer Fortsetzung auf R).

4Marc-Antoine Parseval des Chénes (*27.4. 1755 Rosieres-aux-Saline; 116. 8. 1836 Paris) ['mark a'twan
parso'val de [e'ne], franzosischer Mathematiker
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Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten: ¢y = % foa dr = 5-; fiir k # 0 erhalten wir

k= 5= [y e de = 34 (e7F — 1), somit
|Ck;|2 4ﬂ%k2 \(67ika . 1) (eika . 1)} _ 172c7:>251£12€a)'
Vv

2—etka_e—ika=2(1—cos(ka))

Daher gilt zunéchst

2 o0 2 o
Z 5, a Z 1 —cos(ka) a 1 1 1 Z cos(ka)
[ — 2 . - @ @ 0 = J— _— . —
] 2 + 2m2k2 472 + T2 — K2 w2 k2 [14.6]

k=—0c0 =
a2 1 7 1 ((oz—7r)2 7r2) a?

4?2 T p2 6 2 412

B 1 a +a7r 1+1_a'
C4m2 6 4w2 0 272 4 12 27

andererseits ist auch

2m a
2 1/ 9 1/ a
=_— do = — [ lde=—
1713 = 5= [ 1 @)Pde = = [1do =,
0 0

daher konvergiert nach obiger Bemerkung 2.) die Fourier-Reihe im quadratischen Mittel
gegen f.

2. Schritt: Das Theorem gilt fiir Treppenfunktionen (mit 27-periodischer Fortsetzung).

Essei N € Nund 0 < a1 < -+ < ay < 2m, f
Yi,--n € Rund fj = g o (1 < j < N jedes
f; ist vom Typ wie in Schritt 1).
Fir z € [0,27] mit x # a; (mo6gliche Sprungstellen)
sei die Treppenfunktion f gegeben durch _ 3 + 72

3
Y3+v2+71

N T
r) =Y 7 @), 0 27

Es bezeichne F[f,n](z) = > ce*® die n-te Partialsumme der Fourier-Reihe von f und
k=—n
F[f;,n] (j =1,...,N) die entsprechenden Partialsummen fiir die Fourier-Reihe von f;.
N
Es gilt F[f,n] = Y_ v;F|[f;,n] (endliche Summe mit fixer Anzahl von Summanden), daher
=1

folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung und Schritt 1 fiir n — oo nun

N

Z |- Iy = Flfj,nlll2 — 0.

If = Fln, flll2 = F[fjn]
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3. Schritt: allgemeiner Fall. OBdA ist f reellwertig (betrachte Real- und Imaginirteil ge-
trennt) und |f(z)| < 1 (andernfalls Division durch || f]|)-

Sei ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es ¢,¢ € T[0, 27| (die wir uns 27-periodisch fortgesetzt
denken) mit folgenden Eigenschaften:

(a) -1<p<f<y<l

() fy" ((x) = p()) do < % - &2
Wir setzen g := f — p, dann gilt F[f,n] = Flg,n] + F[e,n].
GeméB Schritt 2 gibt es ein ng € N: Vn > ng:  [[¢ — Flp,n]l]; < 5.
Aus 14.8, Lemma 1.), folgt zudem ||g — F|g,n]||3 < ||g]/3-

Weiters ist |g]* = [f — ¢[* < (¥ —¢)* = (¢ — ¢) (¥ — ¢) <2(¢) — ), daher
~—

[0<.<2]
21 2 2
1 1 e 5
. ) _ 2<__2/ _ de < == _ &
ls = Flo, i <llglls < 722 [ W =9} de < = = 7

0

Durch Kombination erhalten wir (wieder mittels Dreiecksungleichung) fiir n > ng

If = Flfnllla = llg + ¢ — Flg, n] = Fle,n]l

e €
<llg—=Flg.nllz +llo = Flonllla < 5 + 5

7~ ©

also zusammenfassend || f — F[f,n]|l2 — 0 (n — o0), somit wegen Lemma 1.) schlielich
die behauptete Parseval-Gleichung

—+00
IF1I5 =D leal®

k=—o00

O

Reelle Version der Parseval-Gleichung: Falls f reellwertig, 2m-periodisch und R-
integrierbar auf [0, 2] ist, haben wir fiir die Koeflizienten der zugeordneten reellen Fourier-
Reihe ¢y = ap/2, und fiir £ > 1 die Relationen c¢_; = ¢ sowie ¢, = (ay — ibx)/2. Somit
ist in der Parseval-Gleichung |ck|? = (a? + b2)/4 einzusetzen und wegen |c_i| = |ckl,
|/ (2)]* = f(z)* also
2 © 2 32
ag ay, + by 1 9
— 42y F—F=_— d
L2 = | f@)de,
k=1 o
daher gilt
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(14.12) DS (a2 1) = % / () dz.

14.9. Beispiel

Wir betrachten nochmals die Fourier-Reihe aus Beispiel 14.6, wobei wir diesmal aber den
konstanten Term 7%/12 der Reihenentwicklung zurechnen, d.h.

R | (x —m)?

15 T2 g reoslha) = = (z € [0,2q]).
—~— k=1~

ao/2 ak

Die reelle Version der Parseval-Gleichung (mit ag = 72/6, ar, = 1/k? fiir k > 1, b, = 0)
liefert nun
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VI TOPOLOGISCHE
GRUNDBEGRIFFE

§15. Metrische und normierte Riume

15.1. Definition

Es sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d: X x X — R, (z,y) — d(x,y)
mit folgenden Eigenschaften:

(M1) d(z,y) > 0Vz,y € X;d(z,y) =0z =y
(M2) Symmetrie: Vz,y: d(z,y) = d(y, z)
(M3) Dreiecksungleichung: V,y, z € X gilt

d(r,2) <d(z,y) +d(y, 2)

Wir nennen (X,d) einen metrischen Raum und
d(xz,y) den Abstand oder die Distanz der Punk-
te x,y € X bzgl. der Metrik d.

15.2. Beispiele
1) R oder C mit d(z,y) := |z —y|

2.) Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann ist dy :=d
induzierte Metrik auf A und (A, d4) ist ein metrischer Raum.

die so genannte

AxA

3.) Sei X eine beliebige Menge. Unter der trivialen oder diskreten Metrik auf X versteht
man d: X x X — R, gegeben durch

R S



Im Rahmen dieser Vorlesung entstehen die wichtigsten Beispiele metrischer Réume aus
Teilmengen von normierten Vektorrdumen.

15.3. Definition

Sei V' ein Vektorraum iiber dem Grundkoérper K = R oder C. Eine Norm auf V ist eine
Abbildung ||.||: V — R,  +— ||z|| mit folgenden Eigenschaften:

(N1) VzeV:|z|| >0z =0 2 =0 r+y
(N2) YAe K, Vz e V: ||[Az| = |A| - ||z]]

(N3) Dreiecksungleichung;:
Va,y € V ogilt: [lz +y| <[zl + [yl

(V. ||.]l) ist ein normierter (Vektor)-Raum.

0
15.4. Proposition
Sei (V,].||) ein normierter Raum. Dann wird durch d(z,y) = ||z — y|| (z,y € V) eine
Metrik auf V' definiert.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

15.5. Beispiele: Euklidische Normen

R™ mit Standardskalarprodukt (z | y) = >, x;,y;, wobei » = (2;)7_,,y = (y;)}-, € R™.
Dann ist

1/2
(15.1) Izl = llzll == V/(z | 2) = <Zx>

die euklidische Norm (oder 2-Norm). Einen Beweis, dass tatsichlich (N1-3) erfiillt ist,
erhélt man aus den Uberlegungen im Beweis des Lemmas in 14.7 oder als Spezialfall fiir
p =2 in 15.6 unten.

Entsprechend ist

1/2
d(z,y) = |lz —ylla = (Z )

der euklidische Abstand zwischen x und y.

Allgemeiner: Ist V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (.|.): V xV — R (sym-
metrische, positiv definite Bilinearform), dann definiert ||z|| := y/(z | ) eine Norm auf V'
(siehe z.B. [Fis03, Kapitel 5]).
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15.6. p-Normen

Wir fithren hier eine wichtige Klasse von Normen, die sogenannten p-Normen (1 < p < 00),
auf C™ und fiir R&ume komplexwertiger Funktionen ein.

1.) Maximums- und Supremumsnorm, p = oo:

(a) Sei x = (x1,...,2y) € C™ (oder R™), dann setzen wir
ol = max((al, ) = s o

Fiir || ||, auf C™ sind die Eigenschaften (N1-2) unmittelbar klar, d.h. [[Az]|s = |A] - ||2]/s
und [|z]| > 0, 5 [|2]|e = 0 < = = 0. Weiters folgt (N3) direkt aus der Dreiecksungleichung
fiir komplexe Zahlen, indem wir in den Ungleichungen |z; 4+ y;| < |z;| +y;| (j =1,...,m)
jeweils zum Maximum iibergehen.

Dabher gilt: (R™, || ||,) (bzw. (C™, || ||..)) ist normierter Vektorraum iiber R (bzw. C).

(b) Sei X eine Menge und f: X — C beschrénkt, dann setzen wir
(15.2) | fllo ==sup{|f(2)| : 2 € X} =sup|f(2)| (Supremumsnorm).
zeX

Behauptung: Die Supremumsnorm || || auf den beschrankten Funktionen B(X) :=
{f: X — C : fist beschrénkt} erfiillt die Norm-Axiome (N1-3), mit anderen Worten:
(B(X), | ||,) ist ein normierter Vektorraum.

Wir {iberpriifen die Norm-Axiome:

(N1): ||flle = 0 ist klar; falls ||f||loc = 0, dann gilt |f(x)] = 0 fir alle z € X, also
Ve € X: f(x) =0 und somit f =0 in B(X).

(N2): Fir A € C, f € B(X) gilt [|A flloo = supgex [Af(2)] = sup |A] - | f(2)] = [A] - | f]lo-

(N3): Vo € Xt | f(x) +g(z) | <|f(2)] + [g(x)| < sup|f(x)|+ sup|g(x)], daher folgt
W zEX z€X
g)(x

I Fllootllgllc
1 + gl = suppex [f(x) + ()] < [ flloc + l|9lo0-
Somit ist die Behautung bewiesen.
2.) Die Fille 1 < p < oo:
(a) Sei x = (x1,...,2y) € C™ (oder R™), dann setzen wir

m 1/p
[zl == (Z lﬂfk\p)
k=1

(der Spezialfall p = 2 entspricht der euklidischen Norm).
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(b) Sei f € R|a, b], dann setzen wir

1/p

b
£l = / (@) de

(eine Verallgemeinerung von (14.7) — abgesehen vom Normierungsfaktor 1/27, der dort
verwendet worden war).

Fiir [| ||, auf C™ (bzw. R™) sind die Eigenschaften (N1-2) unmittelbar klar, d.h. [[Az[|, =
Al ||z]|, und ||z]|, > 0, ; ||z|l, = 0 & x = 0. (N3) folgt aus der Minkowski-Ungleichung

(siehe das folgende Lemma).

Fiir || [|, (1 < p < 00) auf R-integrierbaren Funktionen ist die Eigenschaft (N2) und der
erste Teil von (N1) unmittelbar klar, d.h. |[Af|l, = |Al - || fll,, | fll, = O; aber ||f|l, = 0
erzwingt nicht f = 0.

Allerdings ist auch (N1) giiltig, falls wir uns auf die stetigen Funktionen C([a,b]) C Ra, b]
beschranken: fiir f stetig und f # 0 gibt es xp und § > 0 mit | f(z)| > | f(z0)|/2 > 0, wenn
| — ao| < 6; dann folgt [|f[[2 = [ |fIP > 26| f (x0)|?/2% > 0.

(N3) folgt ebenfalls aus dem angekiindigten

Lemma

Seien p, g €]1, co[ mit %D—i— % =1oder p=1und ¢ = cc.
(i) Vx,y € C™ gilt:

> |yl < llzlly - llylly  (Holder-Ungleichung)
k=1

und
lz+yll, < llzll, + llyllp (Minkowski-Ungleichung)

(i) Vf, g € Rla, b] gilt:
b
/ |f(z)g(x)| dx < fll,- llglly (Holder-Ungleichung fiir Integrale)

und
Nf+all, < IIfllp +1lgllp (Minkowski-Ungleichung fiir Integrale)
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Bemerkung: Die Spezialfille der Holder-Ungleichungen fiir p = ¢ = 2 ergeben jeweils
die entsprechenden Cauchy-Schwarz-Ungleichungen, denn

(@ | )] < 3 ewysl < Nlzllz- Iyl bzw. [(f [ 9)] < [1f(2)g(x)]dz < [|f]l2- llgllo.

Beweis

(i)| ® OBdA ist = # 0 und y # 0. Fiir p = 1, ¢ = oo ergibt sich die Holder-Ungleichung
direkt wie folgt

m m
D lanllyel < DLzl - 1ylloe = Mzl - lyloe.
k=1 k=1

e Fiir 1 < p,g < oo mit 1/p+ 1/q = 1 erinnern wir an die in Analysis 1, §8, bewiesene
Ungeichung

Vr,s >0 : Tl/p-sl/qgfjtf.
p q

p q m m
Wir setzen & = <|iiﬁL> , M = ('y“) (k=1,...,m),dann ist > & = > m = 1 und
k=1 k=1
somit

[zl 1ylq ||y||q

Z’-Tkyk’ Zfl/p 1< kz% — ka—l- Zﬁk—— —:1.

e Fiir p = 1 folgt die Minkowski-Ungleichung direkt aus der Dreiecksungleichung fiir kom-
plexe Zahlen:

m m
Dzl < > (] + [yel) = 2l + gl
k=1 k=1

e Seip > 1: Wir setzen 2, := |zp+yp|P~' (k=1,...,m), dann gilt mit ¢ > 1, 1/p+1/qg =1

2= |z +Z/k\q'(p71) = |z +yk|ﬁ'(p71) = |xg + Y|’

1/q
und weiter ||z]|, = (Z 2 = || +y||%%. Daraus erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksun-
k

gleichung fiir komplexe Zahlen und der eben bewiesenen Hélder-Ungleichung

lz+yllp = o+ uel? =D w4l - 12l <D ew el + D yw 2l
k k k
< (ll2llp + llyllp) - 12l = (lzllp + lyllo) - Nz + 112/

Wegen p — I = 1 folgt also ||z +yll, < [|z[l, + [[yll,-
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(i) | In §9 der Analysis 1 haben wir gezeigt, dass mit f und g auch |f - g|, |f|?, |g|"

R-integrierbar (auf [a,b]) sind.

Die Hélder- und die Minkowski-Ungleichung gelten fiir die entsprechenden Riemann-Summen,
iibertragt sich im Limes daher auch auf die Integrale.

0

Somit erhalten wir zusammenfassend die

Proposition: Es sei 1 < p < oo, dann sind (R™, || [), (C™, || [|,)) und (C([a,b]), || [I,)
normierte Vektorrdume (iiber R bzw. C).

15.7. Definition

Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1.) Sei a € X, r > 0, dann heifit
(15.3) B.(z) :={z € X : d(a,z) <1}
die (offene) Kugel' mit Mittelpunkt a und Radius r (bzgl. der Metrik d auf X)
2.)Sei U C X,z € U. Dann ist U eine Umgebung von z, falls gilt:
de>0: B.(x) CU

Insbesondere ist B.(z) stets eine Umgebung von z, die so genannte e-Umgebung von x
(bzgl. d).

IFiir Kugeln wird in der Mathematik oftmals der Buchstabe B benutzt, weil in vielen Sprachen das
Wort fiir Kugel mit b beginnt; hier einige Beispiele: englisch ball, spanisch bola, franzosisch boule.
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15.8. Proposition (Hausdorff-Trennungseigenschaft)?

Sei (X, d) ein metrischer Raum, z,y € X

mit x # y. Dann gibt es Umgebungen U
von z und V von y, die disjunkt sind, d. h. X
unv =4.

Beweis:

Setze ¢ := @ > 0, U := B.(z), V := B.(y). Dann ist U Umgebung von z und V'

Umgebung von y.
Weiters ist U NV = (), denn

2eUNV = d(x,z)<e und d(z,y) <e
= 3e=d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) < 2¢ ein Widerspruch 4.

O

15.9. Definition

Sei (X,d) ein metrischer Raum und U C X. U heifit offen, falls Vx € U gilt: U ist
Umgebung von x. (D.h. U ist Umgebung jedes ihrer Punkte.)

Eine dquivalente Bedingung ist: Vz € U: 3¢ > 0: B.(z) C U.

15.10. Beispiele

1.) Sei (X,d) ein beliebiger metrischer Raum, a € X, r > 0. Dann ist U := B,(a) ist
offen:

Sei x € B,(a), ¢ :=r — d(z,a) > 0, dann gilt fiir jedes y € B.(z):
d(y,a) < d(y,z)+d(z,a) < e+d(z,a) =r,d.h. y € B.(a); also B.(z) C B,(a).

2.) Sei a < b, dann ist |a, b ist offen in R:

[ ]
.-

Sei x €a, b[; setze € := min(z — a,b — ) > 0, dann
ist Be(z) =]z —e,x 4+ ¢[C]a, b].

Ebenso sieht man, dass |a, oo| und | —o0, a[ offen sind.

Intervalle der Form [a, b oder [a, b] sind nicht offen (siche Ubungsaufgaben).

2Felix Hausdorff (*8.11. 1868 Breslau; 126. 1. 1942 Bonn), deutscher Mathematiker
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15.11. Theorem

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

1.) X und 0 sind offen
2.) U,V C X offen = U NV offen (allgemeiner: endliche Durchschnitte)

3.) Sei I eine Menge. Falls U; C X offen fiir alle ¢ € I, dann ist |J U; offen.

i€l

Beweis:

1.) Vo € X,Ve > 0: B.(z) C X, also ist X Umgebung jedes Punktes z € X.

Fiir 0 ist die Umgebungsbedingung trivialerweise erfiillt.

2) Seiz e UNV.
U ist offen, daher 3e; > 0: B, (z) C U
V ist offen, daher Je5 > 0: B.,(z) C V.
Fiir € := min(ey, €9) ist dann B.(x) CUNV.

3.) Sei x € |J U;. Dann existiert ein j € I: x € Uj.
i€l
U; ist offen, daher existiert € > 0: B.(z) C U; = B.(z) C | U;.
i€l

15.12. Bemerkung
Eigenschaft 2.) gilt nur fiir endliche, nicht aber fiir unendliche Durchschnitte.
Z.B. betrachte in X =R die Folge offener Intervalle U, =] — +,1+ [ (fiir n € N;n > 1).
Dann ist () U, = [0, 1], also nicht offen.
neN

15.13. Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. A heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Folgende Eigenschaften erhalten wir direkt aus Theorem 15.11:

1.) @ und X sind abgeschlossen
(diese Mengen haben beide Eigenschaften: offen und abgeschlossen.)
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2.) A, B C X abgeschlossen = A U B abgeschlossen (allg.: endliche Vereinigungen)

3.) Ist Vi € I die Menge A; C X abgeschlossen, dann ist auch [ A; abgeschlossen.
iel

15.14. Beispiele
1.) Sei a < b, dann ist [a,b] C R abgeschlossen, weil

[, 8] = (R\] = 00, a[) N (R\ ], o)

ein Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist.

Hingegen ist [a, b[ nicht abgeschlossen (und auch nicht offen).

2.) A; CR* Ay C R™ seien abgeschlossen (jeweils bzgl. der euklidischen Metrik).

Behauptung: A; x Ay C R* x R™ = RF*™ st abgeschlossen.
(Allg.: endliche kartesische Produkte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.)

Beweis:

Wir zeigen, dass U := (RF x R™)\ (A; x Ay) offen ist.
Sei (z,y) € U, dann gilt x € R*\ A; oder y € R™\ A,.

Angenommen z € RF \ A; (der Fall y € R™\ A, ist dann analog).
Je > 0: B.(r) C R*\ A; und daher ist auch B.((z,y)) C (RF x R™)\ (A; x Asy), denn

(@) € Be((wy) = &> (@) — (@ y)]

= [[(z,0) = (" 0)II* + [1(0,5) = (0.)* = [l = 2|* = o' ¢ A

O

Spezialfall: Seien a; <b; (j =1,...,n), dann ist der Quader
(15.4) Q={(x1,...,25) €ER"1a; <2; <b; (j=1,...,n)} = H[aj,bj]

abgeschlossen in R”.
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Lage von Punkten bzgl. einer Teilmenge Y im metrischen Raum X:

X

y liegt innerhalb von Y: 3 | Schutzkugel“ B.,(y) C Y
z liegt auBerhalb von Y: 3, Schutzkugel“ B.,(z) C X \ Y

x liegt weder aulen noch innen bzgl. ¥ ~»

15.15. Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Ein Punkt x € X heifit Randpunkt von Y,
wenn gilt:

Ve>0: Bx)NY #0 und B.(z)N(X\Y) #0.
(Aquivalent: Jede Umgebung von z enthlt sowohl Punkte aus Y als auch aus X \ Y.)

Die Menge 0Y := {z € X: z ist Randpunkt von Y} heifit der Rand von Y.

15.16. Beispiele

1.) Essei a < bund I C R das Intervall [a,b] oder [a, b] oder |a, b] oder |a, b].
In allen Féllen gilt 01 = {a, b}.

2) In X =R"sei K := {x € R": ||z|| < 1}. Dann ist 0K = {z € R": ||z|| = 1} =: S"!,
also die (Einheits-)Sphére.?
Ebenso gilt fiir die offene Kugel B;(0) = {z € R": ||z|| < 1}, dass dB;(0) = S"~1.

3Die (n— 1)-Sphire bildet also die ,,Oberfliiche® der n-dimensionalen Einheits-Kugel um den Ursprung;
der Name kommt von dem griechischen Wort 7 ogaipa (Kugel).
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ec>0,yeS" = (1+5)-y€B(y)N(R"\ K)
und der Punkt (1 — ) -y (falls € < 4) oder 0 (falls "
e > 4) gehort jedenfalls zu K N B.(y), also gilt

St C OK.

ez ¢ S" ! = |jz|| > 1 oder ||z]] < 1, also ist
B.(x) ganz innerhalb oder aulerhalb von K, falls
e := |1 — ||lz]|| /2 gesetzt wird; daher K C S™~*.

Sn—l

3.) Fur Q C R ist 0Q = R (Q ist also ein echte Teilmenge des eigenen Randes).

[In Analysis 1 hiefl es ‘Q und R\ Q liegen dicht in R’ in folgender Bedeutung:
Ve € RVe > 0: B.(z) NQ # 0 und B.(z) N (R\ Q) # 0]

15.17. Proposition
Sei (X, d) ein metrischer Raum, ¥ C X Dann gilt:

1) Y :=Y \ 9Y ist offen; Y heiBt das Innere von Y (auch offener Kern von Y')

2.) Y := YUY ist abgeschlossen; Y heifit Abschluss von Y (auch abgeschlossene Hiille
von Y)

3.) Der Rand 9Y ist abgeschlossen.
4.) O(X \Y)=0Y (d.h. Y und sein Komplement [in X] haben denselben Rand)

Beweis:

1) yeY\dY,dh yeY und y ¢ 0V
= Je > 0: B.(y)NY =0 oder B.(y)N(X\Y)=0
g, wol 4 € Y. (1)
= B:(y) N (X\Y) =0, dh B(y) CY;
noch zu zeigen: B.(y) N JY = @ [dann fertig, weil B.(y) C Y \ 9Y folgt]

Indirekt: z € B.(y) N Y = fiir alle n mit 0 < n < e —d(y, z) gilt (weil z Randpunkt
ist und wegen B, (z) C B.(y))

D4 (X\Y)NB,(z) C(X\Y)NB.(y) =0, ein Widerspruch 4.

4) z€d(X\Y) <= Ve>0:B.(2)N(X\Y)#Dund B(2)NY #0
— z€9Y
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2) YUY = YUIX\Y)= (X\(X\Y)) UAX\Y) =
=X\ [(X \Y)\o(X \ Y)} =X\ (X \Y) ist abgeschlossen
[1.) offen]

3) Y = (YUY)\ (Y \dY)=Y\Y
und somit ist X \ Y = (X \ Y)UY offen [weil Y abgeschlossen gemif 2.)]
= 0Y abgeschlossen
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§16. Konvergenz und Stetigkeit

16.1. Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

1.) Eine Folge (xy)ren in X ist eine Abbildung z: N — X, wobei z := z(k) (k € N)
gesetzt wird.

2.) Sei (xy) eine Folge in X, a € X. Dann heifit (z;) konvergent gegen a, a = klim Tp,

oder auch zy — a (k — o0), wenn gilt

(16.1) Ve>03dN e NVE>N: ;€ Ba).

Aquivalent dazu ist die Bedingung

(16.1)" Fiir jede Umgebung U von a gilt: AN e NVE> N : 1z, €U
oder auch:

(16.1)” Ve >03IN e NVE > N: d(zg,a) <e.

16.2. Definition

Sei (X, d) metrischer Raum, A C X; dann heifit
(16.2) diam(A) := sup{d(z,y): z,y € A} € [0, 9]

der Durchmesser von A. (griech.: # 8iduetpoc).

Falls diam(A) < oo, so heifit A beschrdankt (bzgl d). Eine Folge (zj) in X heifit beschrinkt,
wenn A = {x: k € N} C X beschrinkt ist.

16.3. Proposition

Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1.) r>0,a € X = diam B,(a) < 2r, insbesondere ist B,(a) beschrankt

[Bem: fiir die diskrete Metrik und r < 1 ist stets B,(z) = {z} und diam B,(z) = 0,
also echt kleiner als 2r.]

2.) Fur A C X gilt: A beschréinkt <= 3JIr>03z€ X: AC B,(2)

3.) Jede konvergente Folge in X ist beschréinkt.
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Beweis:

1.) z,y € By(a) = d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < 2r

2.) @ Kklar, weil diam A < diam B,(z) < 2r < oo
©eA=0=Yr>0Vze X: AC B,(2)
o A#(:sei z€ Aund r =1+ diam(A);
r€A=d(z,z) <dlam(A) <r = x € B.(2)
3.) Sei a =lim(zy); e =1 in (16.1) liefert: IN € NVk > N: z, € Bi(a);

sei rg == max, d(zj,a), dann gilt Vk € N: 2 € Bax(ro1)(a).

16.4. Theorem

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann besteht folgende Aquivalenz:

A ist abgeschlossen <= Fiir jede Folge (z) in A gilt: falls (xj) konvergent ist und
x := lim(zy) (in X), dann folgt = € A.

Beweis:

© Sei (x1) eine Folge in A, die konvergiert und = = lim(zy) € X; z.z.: © € A.
Indirekt: x ¢ A, d.h. z ist Element der offenen Menge X \ A
= Je > 0: B.(x) CX\ A, dh B(x)NA=0.
Andererseits gilt wegen x; — x: AN: Vk > N: 2, € B.(x), ein Widerspruch % dazu,
dass x;, € A.
© z.z.: X \ A ist offen
Indirekt: angenommen Jx € X \ A so, dass Ve > 0 gilt B.(x) N A # (;
zue =z (k> 1) wihle zy, EAOB%(x)

= (xy) ist eine Folge in A und x;, — z, also x € A, ein Widerspruch 4%
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16.5. Cauchy-Folgen und Vollstindigkeit

Definition: Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1.) Eine Folge (z) in X heifit Cauchy-Folge, falls gilt

(16.3) Ve >03dN e NVk,m > N:  d(xg,z,) < €.

2.) (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

3.) Ist (V,||.||) ein normierter Vektorraum und als metrischer Raum vollsténdig (bzgl.
der Metrik d(z,y) := ||z — y||), so heiBt (V,||.||) Banach-Raum.!

Beispiel: 1.) aus Analyis 1 wissen wir, dass R (mit der euklidischen Metrik) vollsténdig
ist.

2)X = Q mit d(z,y) = |z — y| fiir alle x,y € Q ist nicht vollstandig; sei z. B. z) =
Dezimalbruchentwicklung von V/2 bis zur k-ten Stelle

= (=) ist Cauchy-Folge in Q und zj, — v/2 € R\ Q, d.h. (x}) ist nicht konvergent in Q.

Proposition: Wenn (x;) eine konvergente Folge im metrischen Raum (X, d) ist, dann
ist (zx) eine Cauchy-Folge.

Beweis: Sei a = lim(zy) und € > 0; wihle N € N: Vk > N: d(2,a) < §,

dann folgt Vk,m > N:  d(z, 2p) < d(ag, a) +d(a, 2,) < 5+ 5 = €. 0

16.6. Theorem

Wir betrachten nun R” mit der euklidischen Norm ||z = /(z | z).

1.) Sei (x1)gen eine Folge in R™ mit xp = (g1, Tho, ..., Tp,) fir & € N, weiters sei
a=(ay,...,a,) € R" dann gilt
rp—a(k—o00)inR" «— j=1,...,n: aj:klim zk; (in R)
—00
2.) R™,||.|| ist ein Banach-Raum.

1Stefan Banach (*30. 3. 1892 Krakau; 131.8. 1945 Lemberg) ['stefan 'banax], polnischer Mathematiker

45



Beweis:

1.) & furalle j gilt: |zg; — aj| < |lox, —al]] = 0 (k — o0)
© Seie>0; zujedem j € {1,...,n} IN; Yk > N;: |a; — zx;| < NG

sei N = max N, und & > N, dann ist
1<j<n

n
i —all? = Y |aw —a;? < n- = =€
=1

ji
Daher also Vk > N:  d(xy,a) = ||z —a]| < e.
2.) (zx) Cauchy-Folge in R* = Vje{l,...,n}: |25 — Tpmj| < ||z — Tn|
also ist fiir j = 1,...,n jeweils (xy;)ren eine Cauchy-Folge in R.

Daher gilt Vj € {1,...,n}: 3a; := limy_ 23, € R; setze a = (ay, ..., a,), dann folgt
nach 1.), dass z — a (k — o0).

16.7. Stetigkeit:

Definition: Esseien (X, d;) und (Y, ds) metrische Rdume und f: X — Y. Die Abbildung
f heilt stetig im Punkt a € X, falls gilt:

Ve>030>0Ve e X: di(z,a) <o = do(f(x), fla)) <e.

f heifit stetig auf X, wenn f stetig in jedem Punkt a € X ist.

Wir nennen f einen Homdomorphismus, falls f stetig und bijektiv ist und die Umkehrab-
bildung f~1: Y — X ebenfalls stetig ist. X und Y heiflen dann zueinander homéomorph?.

Theorem: Es seien (X, d;), (Y, dy) metrische Rdume, f: X — Y und a € X. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1.) f ist stetig in a.

2.) Fiir jede Folge (z1) in X mit a = limxy, (in (X, dy)) ist f(a) = lim f(zx) (in (Y, d)).
Man schreibt dann auch f(a) = lim,_, f(x)

ZVon griechisch épolépopgpoc, wortl. ,von gleicher Gestalt®.
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Beweis:

1.) = 2.): Sei (z,) eine Folge in X mit z,, — a.
Zu € > 0 existiert 0 > 0, sodass Vo € X mit di(x,a) < § gilt da( f(x), f(a)) < e.

Wéhle N € N: dy(x,,a) < § fiir alle n > N; daher folgt dann Vn > N, dass
do(f(xy), f(a)) < e gilt; somit f(x,) — f(a).

2.) = 1.): Esist lim,_, f(2) = f(a);

indirekt: f nicht stetig in a =
Je>0Vi>03r e X: di(zr,a) < und do(f(z), f(a)) > e.

Zud =2 (n>1)gibt es z, € X mit di(z,,a) < = und do(f(2y), f(a)) > &;

nun ist (z,) eine Folge in X mit z,, — a (n — o0), aber f(z,) /~ f(a), ein Wider-
spruch %

16.8. Beispiele

1.) add: R* = R, (z,y) — = + y ist stetig.
Mm(zg, yx) = (x,y) = lim(zg + yx) = x + y = add(z, y)]

2.) mult: R? - R, (z,y) — x -y ist stetig.

3.) quot: R x (R\ {0}) = R, (z,y) — z/y ist stetig.

16.9. Proposition

Seien X, Y und Z metrische Rdume und f: X — Y, ¢g: Y — Z Abbildungen.
Sei f stetig in a € X und g stetig in b:= f(a) € Y. Dann ist go f: X — Z stetig in a.

Beweis: Sei a =limz, € X, dann ist b = f(a) = lim f(x) € Y und
(g0 f)(a) = g(b) =limg(f(zx)) = lim(g o f)(x),
also g o f ist stetig in a. U
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16.10. Stetige Abbildungen X — R"

Sei f: X — R", dann ist fiir jedes x € X der Funktionswert f(z) € R™ gegeben durch ein
n-Tupel f(z) = (fi(x),..., fu(x)), wobei fi,... fn: X — R die Komponentenfunktionen
von f sind.

[Bemerkung: Bezeichne fiir 1 < j < n jeweils p;: R® — R, (xq,...,2,) — x;, die j-te
(Koordinaten-)Projektion, dann ist f; = p; o f.]

Proposition: Sei X ein metrischer Raum und f: X — R", dann gilt:

[ stetig <= Vje{l,...n}: f;: X — R stetig

Beweis: Sei X 3 a=limxy, b:= f(a) € R”, dann gilt nach Theorem 16.6, 1.):

b= fla) =lim fzy) <= Vj:b; = fi(a) = lim f;(wy) O

Korollar: Sei X ein metrischer Raum und f,g: X — R stetig, dann sind auch die
Abbildungen f+¢g: X — R, f-g: X — R stetig.

Ist zusétzlich g(x) # 0 Vo € X, dann ist g: X — R ebenfalls stetig.

Beweis: (f,g): X — R? x+— (f(z),g(x)) ist stetig nach obiger Proposition; daher sind
auch f+ g = addo(f,g), f-g = multo(f,g), 5 = quot o(f, g) also Zusammensetzungen
stetiger Abbildungen stetig (siehe 16.8 und 16.9). O

16.11. Beispiel (Polynomfunktionen auf R")

Es sei F': R" — R eine Polynomfunktion in n (reellen) Variablen vom Grad < m, also
gegeben durch

— k1 ko k
F(zy,...,z,) = E Chyohn © L1 =Xy T,
—_—
k1+kk12,¥»,<lﬁlf§§m Monome vom Grad <m

wobel ¢k, .k, € R.

Zum Beispiel beschreibt der Ausdruck 7z% + 3z123 — 42323 eine Polynomfunktion vom
Grad 7 auf R? (d.h. in 3 Variablen).

F ist stetig, weil es als Summe von Produkten stetiger Funktionen entsteht (x — const
und = — z; sind stetig).
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16.12. Beispiel (Lineare Abbildungen R" — R™)

Eine lineare Abbildung L: R"™ — R™ sei gegeben durch die Matrix

aixz - Qip
A= : : (bzgl. der Standardbasen), d. h.
Am1 *°* Qmn
Lz = <; aj xl> = (Lj(a:))jl

Die linearen Abbildungen L;: R" — R sind Spezialfille von 16.11, ndmlich vom Grad < 1.
Also ist jedes L; stetig (j =1,...,m), daher auch L stetig.

16.13. Beispiele

1.) Sei (X, d) ein metrischer Raum, zy € X, dann ist f: X — R, f(z) := d(x, x) stetig.

Seia € X und € > 0. Es ist

[f(x) = fla)| = |d(z, z0) — d(a, zo)| = ()

Mini-Lemma: |d(y,&) — d(z,€)| < d(y, 2)

,Beweisschen“: kombiniere d(y,&) < d(y,z) +d(z,€) und d(z,€) <d(z,y) +d(y,&)
Daher erhalten wir (x) < d(z,a), somit ist mit 0 := ¢ die Stetigkeitsbedingung erfiillt.
(Ebenso einfach: x, — a = d(z,,a) — 0= |f(x,) — f(a)] — 0.)

Bemerkung: dhnlich sieht man auch, dass d: X x X — R stetig ist; denn durch Einschie-
ben geeigneter Terme erahalten wir aus dem Mini-Lemma auch

|d(z,y) — d(zo,y0)| < |d(z,y) — d(xo,y)| + |d(z0,y) — d(x0,y0)| < d(x,20) + d(y,y0) — O,

falls * — ¢ und y — yp.
2.) Lineare Abbildung zwischen normierten Rdumen:

Seien (V. ||.]l1), (W, |.]]2) normierte Vektorrdume und L: V' — W linear. Wir definieren die
Operatornorm von L durch

(16.4) IL|lop = sup {||Lz||2: = € V mit ||, < 1}.
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Behauptung: L stetig <= ||L|lop < 0

In diesem Fall gilt auch

(16.5) Vee V. |[Lafly < [[Llop - [l#]1

Beweis:

© Esist [|L0]l2 = ||0]2 = 0; falls « # 0, dann gilt

L]z = |zl [ 2 < [[Llopll]]1,

N
e
also folgt (16.5).

Somit ist auch ||[Lx — Lal|s = || L(x — a)|l2 < ||L|op - |z — al|1,

d.h. zu beliebigem ¢ > 0 kann ¢ :=
lich ||[Lz — La|ls < § < € gilt.

sy > U gewdhlt werden, sodass schlieB-

© Stetigkeit von L bei 0: zue =130 >0Vz € V: ||z|1 <0 = || Lz|2 < 1;

Sei z € V'\ {0}, 7 := 2||§:||1 -z, dann ist [|Z[|; = 2 < § und weiter

1> Ll = 52 - [Lallo = 2lally > | Lall

d.h. Vz € V mit ||z]j; <1 gilt ||La||> < 2; somit also ||L][op < 2 < 0.

Korollar: Sei L: R" — R™ linear, dann gilt ||L||,, < oo und (jeweils mit euklidischer
Norm)

Ve e R": |[Laf| < [[Llep - |2l

Beweis: L ist stetig, also folgt dies aus der obigen Behauptung bzw. aus (16.5). O

Bemerkung: Durch direktes Nachrechnen der Normaxiome (N1-3) erhalten wir, dass
LV.,W)={L:V — W: L ist linear und stetig} ausgestattet mit |.||o, zu einem normier-
ten Vektorraum wird.
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16.14. Theorem

Es seien X, Y metrische Rdume und f: X — Y. Dann ist dquivalent:
1.) Fir jeden Punkt @ € X gilt: zu jeder Umgebung V von f(a) (in Y) gibt es eine
Umgebung U von «a (in X) mit f(U) C V.
2.) VW CY offen: f~1(W) ist offen in X.
3.) VB C Y abgeschlossen: f~!(B) ist abgeschlossen in X.

4.) f ist stetig auf X.

Beweis:

1.)& 4.) folgt aus den Definitionen von Umgebung, ndmlich mit Hilfe von Kugeln bzgl.
der betrachteten Metrik, und Stetigkeit: Ve > 0: 30 > 0: f(Bs(a)) C B.(f(a)).

2.)¢< 3.) folgt direkt mittels der Aquivalenz ‘W offen < Y\ W abgeschlossen’ und allge-
meinen Relationen fiir Abbildungen [~ (Y \ W) = X \ f~}(W) etc.

Wir zeigen noch 1.) < 2.), dann sind wir fertig:

1.) = 2.): Sei W C Y offen; z.z.: f~'(W) offen in X.

Sei a € f~1(W) beliebig. W ist Umgebung von f(a), daher existiert eine Umgebung
Uvona (in X): f(U)CW,d.h.UC f~Y{W).

2.) = 1.): Sei V Umgebung von f(a), dann 3¢ > 0: B.(f(a)) C V;
esist a € f71(B:(f(a))) =: U offen, also Umgebung von a, und f(U) C V.

16.15. Beispiel

Sei (X, d) ein metrischer Raum, f: X — R eine stetige Funktion, ¢ € R beliebig, Dann
sind Mengen der Form

{reX: f(x)<c}=f1]—o0,c]) offen

{reX: f(x)=c}=f"1({c}) abgeschlossen

{reX: f(z) <c}=f1]—o0,c) abgeschlossen.
)

Weiters ist z.B. K,(a) := {x € X:d(z,a) < r} = f71([0,r]) fir f(z) := d(x,a), wobei
f: X — [0, 00] stetig ist. Somit ist die , abgeschlossene* Kugel um a mit Radius r auch
abgeschlossen im Sinne der Metrik d.
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16.16. Der Fixpunktsatz von Banach

Definition:

1.) Seien (X, d), (Y, d2) metrische Rédume. Eine Abbildung f: X — Y heit Kontraktion,
falls es eine Konstante ¢ € ]0, 1] gibt, so dass Vz,y € X gilt:

(16.6) dy(f(2)), f(y)) < q-dilz,y)

(insbesondere folgt, dass f stetig ist).

2.) Sei X eine Menge und f: X — X eine Abbildung. Ein Fizpunkt von f ist ein Punkt
a € X mit der Eigenschaft f(a) = a.

Beispiel: X = [0,1] C R. f:[0,1] — [0, 1],
T+ 277 ist eine Kontraktion: 1 | (o) y=2
[f (@) = f(y)] < sup.epo L' (2)] - & =y

= 8UPepo [l0g2 - 27 - o —y[ < log2 - [x —y],
wobei 0 < log2 < 1.

Hat f einen Fixpunkt a € [0, 1]

Idee: wihle o € [0, 1] beliebig und definiere
x1 = f(xo), ..., Tpy1 = f(x,), ... die Skizze
gibt Hoffnung auf Konvergenz gegen Fixpunkt

To Ta 11

Theorem: Es sei (X, d) ein vollsténdiger (!) metrischer Raum und f: X — X eine Kon-
traktion. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt a € X. Fiir 2o € X (beliebig) konvergiert
die Folge (z,) mit x,1 := f(x,) (n € N) gegen a.

Beweis:

FEindeutigkeit: wére a # b und f(a) = a, f(b) = b, so folgte

0 <d(a,b) =d(f(a), f(b)) < q-d(a,b)< d(a,b), ein Widerspruch %
Ezistenz: Sei xq € X beliebig und fiir n € N: z,, 11 := f(x,);

dann gilt Vn > 1:  d(x,q1,2,) = d(f(x), f(2n1)) < q-d(xn, 240 1);
und induktiv: d(x,, 1, 7,) < ¢ d(api1, 2) (0 < k < n); daraus folgt

d(zm xk) < d(zm zn—l) + d(xn—la xn—Q) +o+ d(xk—f—l? xk) <

52



1_qn—k

1—q : d($k+1, xk)

< (qnfkfl + qnfk*2 4+ 4 1) . d($k+1, xk) =

AuBerdem ist d(xy 1, 2x) < ¢~ - d(x1,7) (ersetze oben n durch k und k durch 0), also

k n

d(‘rnamk) S 1 :Z

—I= - d(x1,20) < A d(x1,x0).

Dies zeigt, dass (x,,) eine Cauchy-Folge ist (denn zu € > 0 wihle N mit fTNq d(xy,x0) < €
dann gilt d(x,,xy) < ¢ fiir n,k > N).

(X, d) ist vollsténdig, daher 3 a := lim xz, und es gilt (weil ja f stetig ist)

Ln+1 = f(xn)
L (n—o0) |
a f(a),
wegen der Eindeutigkeit des Limes also a = f(a). O]

Bemerkung: Aus d(z,,x;) < f—k d(x1,x0) erhalten wir fiir n — oo, x, — a,

E )

die Fehlerabschétzung d(a, zy) < 1% - d(x1, o) im k-ten Schritt des Verfahrens.

16.17. Gleichmiflige Konvergenz

Definition: Sei X eine Menge, (Y, p) ein metrischer Raum, sowie f: X — Y und
fn: X =Y (fiir n € N) eine Folge von Abbildungen.
Die Folge (f,) konvergiert gleichmdfig gegen f, falls gilt:

Ve>03dN eN: VzeX: p(fu(z), f(z)) <e V¥n>N.

[d.h. sup p(}:($)7f($))§5]
rzeX

Proposition: Seien (X,d), (Y, p) metrische Raume, f,: X — Y stetig (n € N). Wenn
(fn) gleichméBig gegen f: X — Y konvergiert, dann ist f stetig.

Beweis: (D) gleichméBige Konvergenz: Ve > 0 3N Vn > N Vx € X: p(fu(z), f(x)) <
@) [ ist stetig in a € X, daher 36 > 0: d(x,a) < = p(fn(z), fn(a)) < 5.

£
3

Somit gilt fiir alle z € X mit d(z,a) < J:

p(f(x), fa)) < p(f(x), fn(x) +p(fn (), fn(a)) +p(fn(a), fla)) <e.

-~ -~ -~

@: <% @: <% @:
Daher ist f stetig in a; a war beliebig aus X, also ist f stetig auf X. O
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16.18. Korollar

Sei (X, d) ein metrischer Raum und

(X, B i= {f: X — R st £ o := sup (0] < oo},
Te
Dann ist (Cyp(X,R™), ||.|lc) ein Banach-Raum.

Beweis: Zunéchst ist ||.]|oc: Cp(X,R™) — R eine Norm [wie in §15].
(fn) Cauchy-Folge bzgl. ||.||« = V2 € X: (f.(x)) ist eine Cauchy-Folge in R —
Ve e X: 3f(z) = nll_{go fo(x) €R™
Somit ist eine Abbildung f: X — R™ definiert; es bleibt noch zu zeigen, dass f, — f und
f stetig und beschrankt ist:
Seize X, k,neN
1 fi(@) = fa(@)[| < [Ifi = fulloo < € fiir kyn > N
1 (n — o0
[fx(2) — f(2)||, 2 beliebig => || fr — fllc <€ (k= N).

Daher ist (fx) gleichméBig konvergent gegen f und weiters folgt mit 16.17, dass f stetig
ist.

Schlieflich ist |[f(2)[| < [[f(z) = fn(@) |+ I/ x (@) < [f = Inllos Fl[ I lloos
—_———

<e

daher ||fllooc < e+ [[fn]loc < 00, also ist f beschrinkt. O
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§17. Kompaktheit

17.1. Definition

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

1)

2.)

Sei I eine Menge und Vi € [ : U; C X offen.
(Us)ier heift offene Uberdeckung von A, wenn gilt: |J U; D A.

i€l
A heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung (U;)se; von A eine endliche Teiliiber-

k
deckung enthélt, d.h. 3k e N: Jiy,...,ix € I: |JU; DA [endliche Vereinigung!]
=1

17.2. Proposition

1.)
2.)

Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist beschrankt und abgeschlossen.

Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist selbst kompakt.

Beweis:

2.)

Sei K C X kompakt, A C K abgeschlossen und (U;);es eine offene Uberdeckung von
A.

Esist X\ A offen und (X\A)UY U; 2 (X\A)UA = X D K, d.h. durch Hinzufiigen
i€l
von X \ A erhalten wir eine offene Uberdeckung von K.

k
Aus der Komaktheit von K folgt nun: Jiy,...4 : (X \ A)U |J U;; 2 K D A, daher
=1

J

k
auch |J U;; 2 A. Also ist A kompakt.
=1

J

Sei A C X kompakt und A # () (andernfalls ist die Aussage trivial).
Sei a € A, dann gilt |J B,(a) 2 A, also ist (B,(a)),>1 eine offene Uberdeckung von
n=1
k
A. Die Kompaktheit von A garantiert: Iny,...,ny € N\ {0}: (J By, (a) 2 A
j=1

Wegen B,,(a) C By,(a) fir m > n ist dann A C By(a), wobei N := max(ny,...,ng);
also ist A beschrankt.

Noch z.z.: A ist abgeschlossen
Wir zeigen: X \ A offen
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Falls A = X, dann X \ A = () offen. Daher nehmen wir im weiteren A # X an.
Sei x € X \ A; fir n € N, n > 1 setze

1
Un:={y € X :d(z,y) > )

die Mengen U, sind offen und |J U, = X \ {z} 2 A, d.h. wir haben damit eine
n=1

offene Uberdeckungen von A konstruiert. Die Kompaktheit von A liefert somit

k
ng, ..ok AC U Uy, dhoVye Adj: d(x,y)>%.
] J

j
Setze N := max(ny,...,n;), dannist © < = (j=1,..., k) und z € B%(x) C X\ A
Also ist X \ A offen.

17.3. Theorem (Satz von Heine-Borel')

Fir A C R” gilt:

A ist kompakt <= A ist beschrinkt und abgeschlossen

Bemerkung und Warnung: In beliebigen metrischen Rdumen miissen beschréinkte,
abgeschlossene Teilmengen nicht immer kompakt sein (Beispiele in VO zu Topologie und
Funktionalanalysis).

Beweis:

& gilt allgemein nach Proposition 17.2.

@ Indirekt: Sei (U;)ie; eine offene Uberdeckung von A, fiir die keine endliche Teiliiber-
deckung von A existiert.

n

A ist beschrénkt, daher gibt es einen abgeschlossenen Wiirfel W = [][—3, 3] (
j=1
mit Kantenlinge = s > 0) mit A C W. [Bew: wiihle s > 0 mit A C B;(0) C W]

Wir zerlegen W in 2" Teilwiirfel mit Kantenlédnge .

Es muss ein Teilwiirfel W; darunter sein, so dass A N Wy nicht von endlich vielen U;
iiberdeckt werden kann;

1He/inrich Eduard Heine (*15.3. 1821 Berlin; 121.10. 1881 Halle), deutscher Mathematiker
Félix Edouard Justin Emile Borel (*7.1. 1871 Saint-Affrique; 13.2. 1956 Paris) [fe'liks edu'ar [ys't€ e'mil
bo'rel], franzosischer Mathematiker und Politiker
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Wiederholung des Verfahrens mit W; usw. liefert eine Folge abgeschlossener Wiirfel
W12 Wy D,..., wobei W; Kantenléinge 5z hat und

(x)  Vk: AN Wy kann nicht von endlich vielen der U; (i € I) iiberdeckt werden.

Fiir £ > 1 wahle z;, € ANW}, beliebig; fiir [ > k gilt dann z;, z, € AN W)}, und somit
d(xl,xk) S 2%

Daher ist (z) eine Cauchy-Folge; sei a := limg_o x. Es ist a € A, weil A abge-
schlossen ist. Aulerdem Jip € [ :a € U;, (weil A C |J U;).
il

dko e NVE > ky:a € Wi, CU,,
(denn 3¢ > 0 : B.(a) C Uy, und fiir 555 < g ist W), € Wy, € Be(a) Vk > k)

Insgesamt folgt nun Vk > ko : ANW, C U, ein Widerspruch 4 zu ().

0

Das Konzept der Teilfolgen ist in allgemeinen metrischen Rdumen genauso wie in R:

fiir eine streng monotone Teilfolge von Indizes ng < ny < ... bildet (x,, )ren eine Teilfolge
von ().

17.4. Proposition (Satz von Bolzano-Weierstraf3)

Sei A eine kompakte Teilmenge des metrischen Raumes X und (z,) eine Folge in A (d. h.
fiir jedes n ist x,, € A). Dann gibt es eine Teilfolge (x,, )ren, die gegen einen Punkt a € A
konvergiert.

Beweis: Indirekt: angenommen, es gibe keine konvergente Teilfolge. Dann gibt es zu
jedem a € A eine offene Umgebung U, von a, in der nur endlich viele Folgenglieder liegen.

N
Wegen A C |J U, und der Kompaktheit von A gibt es a;,...,an € Aso, dass A C |J U,,.
acA j=1

Demnach liegen aber iiberhaupt nur endlich viele Folgenglieder in A, ein Widerspruch 4 [

Bemerkung: Es gilt auch die Umkehrung in obigem Satz (vgl. [Heu04, Satz 157.1]).

17.5. Korollar

Jede beschrianke Folge in R™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei (x) eine beschriankte Folge. Dann ist {x) : k € N} enthalten in einer offenen
Kugel Br(0), somit auch in deren Abschluss Br(0) = {y € R" : |ly|| < R}, der nach dem
Satz von Heine-Borel kompakt ist. O
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17.6. Theorem

Seien X,Y metrische Rdume und f : X — Y stetig. Ist K C X kompakt, dann ist auch
f(K) CY kompakt.

Beweis:

Sei (Vi)ics eine offene Uberdeckung von f(K). Fiir jedes 7 ist U; := f~1(V;) ist offen in X,

weil f stetig ist. Aulerdem ist laut Konstruktion K C |J U;, was wegen der Kompaktheit
i€l

k
von K eine endliche Auswahl von Indizes Jiy,... i, € I mit K C | Ui, erlaubt.
j=1

k k

Dann ist aber auch f(K) € U f(Us;) € U Vi, somit eine endliche Teiliiberdeckung von
Jj=1 Jj=1

(Vi)ier fiir f(K) gefunden. 0

17.7. Korollar

Sei X ein metrischer Raum, K C X eine kompakte Teilmenge und f : K — R stetig. Dann
ist die Funktion f beschriankt (d.h. f(K) ist beschrinkt) und nimmt ihr Maximum und
Minimum an, d.h. Jp,q € K: f(p) =sup f(K), f(q) = inf f(K).

Beweis:

A= f(K) C R ist kompakt, da f stetig ist. Somit ist A beschrinkt und abgeschlossen.

Sei av ;= sup A und [ := inf A, dann gibt es Folgen (zx) und (yx) in A mit zy — « und
yr — 0 (k — o0). Da A abgeschlossen ist, gilt o, 5 € Aund 3 p,q € K: f(p) = «, f(q) = 0.
U

17.8. Proposition

Es seien (X, d;), (Y, ds) metrische Rdume, K C X kompakt und f : K — Y stetig. Dann
ist f: K — Y gleichmdf$ig stetig, d. h.
Ve>030>0Vr,ye K: di(z,y) <o = do(f(x), f(y)) <e

(0 kann unabhéngig von der Stelle x bzw. y gew#hlt werden).

Beweis: Sei ¢ > 0; f ist stetig in jedem Punkt von X, daher gilt:
Vee K30(x) >0Vy € K. di(z,y) < d(z) = do( f(2), fy)) <

I

N ™
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k
U Bsw (x) 2 K und K ist kompakt, daher 3zy,... 2, € K : |J Bsw (z;) 2 K.

zeK 2 j=1

Wir setzen § := min (@, o g”k)) fiir x,y € K beliebig mit d;(z,y) < J gilt:
Jje{l,....k}:z € Ba(m.)(x') und damit auch

di(y,zj) < di(y,z) + dy(z,2;) <5+ 5(%

do(f(), f(y)) < do(f(x), f2;)) + do(f(z5), f(y) < 5+ 5=¢. 0

< 28 4 28 — §(z;), daher weiter

17.9. Anwendung: Aquivalenz von Normen auf R”

Definition: Zwei Normen ||.|| und ||.||" auf dem Vektorraum V' (iiber R oder C) heiflen
dquivalent, falls gilt:

(17.1) 301, Cy > 0:Vz €V Cyllz|| < ||zl < Cs |z

Bemerkung: 1.) Es ist leicht zu sehen, dass (17.1) eine Aquivalenzrelation (auf der
Menge aller Normen auf V') definiert.

2.) Auf unendlichdimensionalen Vektorraumen gibt es indquivalente Normen (siche Funk-
tionalanalysis fiir Beispiele).

Proposition: Seien ||.|| und ||.||" dquivalente Normen auf V' und d bzw. d’ die entspre-
chenden Metriken. Dann definieren d und d’ die gleichen offenen Mengen und Umgebungen
in V' (daher bleiben auch die Begriffe Konvergenz und Stetigkeit dieselben).

(,Die Topologie wird durch Ubergang zu einer dquivalenten Norm nicht verdndert.*)

Beweis: Es geniigt, die entsprechende Schachtelung von offenen Kugeln zu zeigen; dies
zeigt man leicht aus der folgenden Beobachtung;:

) < Gyl = Gd(e.)

1
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Beispiel: Auf R" sind |[.[[ und ||.|[> &quivalent, denn

n 3
[2]loc = max([z1], ..., [zn]) < <Z Ixj\2> =
j=1

IN

= [lll2

(ZHIHio) =Vn-|zle VreR"
j=1

Theorem: Je zwei Normen auf R” sind dquivalent.

Beweis:
Sei ||.|| eine beliebige Norm auf R™ und bezeichne ||.||o die euklidische Norm.
Sei e; = (0,...,0, 1 _,0,...,0) (j=1,...,n).

~

j-te Komponente

Fiir jedes x € R™ haben wir die Basisdarstellung © = ", z;e;. Daraus folgt mit der

j=1
Dreiecksungleichung
= 2\ /2 2\ 3
loll < 3 Jasl - llesll < (D lsl?) - (D lleal) * = G- o,
Jj=1 T
=:C2

Somit gilt [||lz[| — [ly[|| < [Jz —y[| < Callz — yll,, daher ist die Abbildung @ — |[[z|| stetig
(R? [ -fl2) = (R, [])-

St ={z € R": ||zl = 1} ist kompakt (weil beschrinkt und abgeschlossen), daher
Jzg € S"71 1 ||xp]| = min{||z|| : z € S"T1}.

Wir setzen Cy := ||xo]|; es ist C1 > 0, weil xy # 0.

Vo #0: o5 € S0 daber C) < 2|l = 5L doh Gy - Jlz]le <l

[EIP flzfl2

Insgesamt haben wir gezeigt: Cy - ||zl < [|z]] < Cy - ||2]|.

Somit ist jede Norm auf R™ dquivalent zur 2-Norm, also sind je zwei Normen dquivalent
(Transitivitdt und Symmetrie). O
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VII DIFFERENZIERBARE
ABBILDUNGEN R" — R™

Grundlegende Notationen und Begriffe

x €R" x = (x1,...,2,) ... Zeilenschreibweise (um Platz zu sparen; in Operationen als
Spaltenvektoren aufgefasst)

1 <j<ne = (0),, =(0,...,0,1,0,...,0) ... j-ter Standardbasisvektor (1 in der
j-ten Komponente, sonst 0); {e1,...,e,} ... Standardbasis des R™
UCR" f: U — R™ eine Abbildung ... oft in Kurzschreibweise: f: R" O U — R™

Komponentenfunktionen: Yx € U: f(x) = (fi(x),... fm(z)), wobei fiir j = 1,..., m jeweils
fitU—Rsesist f=(f1,..., fm)

Wichtiger Spezialfall: skalare Funktion f: R™ O U — R mehrerer Variablen x1,. .., x,
mit partiellen Funktionen bei festem x € U:

fm: y— f(ry, . 1, Tk + Y, Tprty X)) = f(x+y-erp) (1< k<n)

ist definiert fir y € R mit (xy,..., 251, Tk + Y, Thi1, .-, Tpn) € U

Bemerkung: Wenn U offen, dann existiert ein offenes Intervall I € R um 0 derart, dass
fr» auf I definiert ist.
(Beweis: y — = + ¥y - e ist stetig, daher ist das Urbild von U darunter offen in R.)



Veranschaulichung skalarer Funktionen durch Graphen und Niveaumengen

G(f) =A{(z, f(x)) e R* x R: z € U}
heit Graph von f

Im Fall n = 2 ergibt sich eine , Fldche®
oder ,Landschaft® iiber U C R? im
dreidimensionalen Raum, beschrieben
in Koordinaten durch x3 = f(x1,x2),
x=(x1,29) €U.

T

T2

Niveaumengen (auch ,Niveaulinien“ oder
,Hohenschichtlinien*):

fiir jedes c € R ist

Ni(e) ={z € U: f(z) =c} = f7'({c})

4
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§18. Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit

18.1. Definition

Sei U CR"offen, f: U - Rund 1 <j <n.

Dann heifit f in x € U partiell differenzierbar in der j-ten Koordinatenrichtung, falls

flx+h-e) = f(z)

(18.1) D;f(x) := lim . = (Ji.2)'(0)]

existiert (wobei der Limes natiirlich fiir h — 0 mit h # 0,z + he; € U zu nehmen ist); in
diesem Fall heifit D; f(x) die j-te partielle Ableitung von f bei x.

Wenn D; f(z) fiir jedes x € U existiert, so definiert x — D, f(x) wieder eine Funktion:
D;f: U — R. Die Funktion f heifit partiell differenzierbar (in U), falls D; f(x) fiir jedes
x € Uund Vj € {1,...,n} existiert. Es sind dann die partiellen Ableitungsfunktionen
Dif,...,D,f: U — R definiert. f heifit stetig partiell differenzierbar, wenn f partiell
differenzierbar ist und alle Dy f,..., D, f stetig sind.

Andere Schreibweisen:

of

_ _ 0f(2) of

bZW. D]f = @]f = %

J

D;f(x) = 9;f(x)

e Formal klarer ist die Notation als Operator ohne Variablenbezeichnung

e In Rechnungen mit konkreten Termen sind aber oft Ausdriicke mit Variablenbezeich-
nungen im Ableitungsoperator selbst vorteilhaft, wie z. B. in Ausdriicken der Form

O (oo +y? | — o—2? . 9 (7)) — 77 . y? _ —z?4y?
By <e =e oy \€ =e 2ye¥ =2ye .

([nach Michael Grosser:] x wird fiirs Ableiten nach y zunéchst eingefroren und danach

wieder aufgetaut ~ einfache Ableitung nach y mit x als , Konstante*; heraus kommt
aber wieder eine Funktion beider Variablen!)

18.2. Beispiele

1
1) Seir: R* > R, 7(z) = ||z]| = (z;;l x§) ’
Fiir ¢ > 0 ist N,(c) = {z € R": |z| = ¢} = ¢- S" !, also die Sphére mit Radius c.

Sei x # 0 dann ist fir (k=1,...,n):

1 = 9 2 T
Dyr(z) = 3 (Z@) < 2wy, = Tz),



daher ist r in R™ \ {0} stetig partiell differenzierbar.

Etwas allgemeiner: Sei f: |0, co[— R stetig differenzierbar, dann ist g := f or, d.h.
g(x) = f(r(x)) = f(||lz]]), stetig partiell differenzierbar in R™ \ {0} und

Dy g(x) = f'(l2]]) - Der(x) = f(l]]) - %

2.) Die Funktion F': R? — R, gegeben durch

ist in R?\ {0} partiell differenzierbar, denn es ist F'(z) = P

der Quotienten-Regel folgt

To(2? + 23) — ;179274 o 1Ty
e " N P

DF(x) =

Analog ist Dy F(z) = Tk —-2—

partielle Differenzierbarkeit bei x = 0: wegen w = % = 0 folgt
Dy F(0) = 0.

Also ist F partiell differenzierbar auf ganz R2.

ABER F ist nicht stetig in (0,0)! (Ubungsaufgabe; betrachte die Folge (+.3))

Somit im Allgemeinen: ‘partiell differenzierbar # stetig‘

3.) Essei f: R? — R gegeben durch

$y3

0
" I ewwy
fe) {o (2,9) = (0.0)

o (z,y) # (0,0): t — 2 ist differenzierbar, die Ableitung bei ¢ = x liefert

12446
3
B Y 3 2r
Dif(z,y) = Do f(2,y) = 2+ G -y (22 + )2
3 3(,6 1‘2
_ 2y 62.(x2+y6_2x2):y(§/ 62)
(2% + y) (2% + ")
ebenso durch Differentiation von s +— w;”j; bei s =y
3xy? 3 6y®
DQf(I7y) = Dyf(%y) = x2+y6 -y ($2+y6)2
3zy? o 3xy*(2? — y°)

:7(952—1—(7;6—21;6) =

(1’2 +y6)2 (1’2 +y6)2
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e In (0,0): f(x,0) =0, daher D, f(0,0) = 0;
f(0,y) =0, daher Dof(0,0) = 0;
daher ist f partiell differenzierbar auf R?
Es ist aber iibrigens D; f nicht stetig in (0,0), denn z.B.
3(t% — 41%) 319 3
Dyf(2t*,t) = — -
Wf(250) (416 + 16)2 2512 25¢3

ist nicht konvergent fiir ¢t — 0.
e [ ist nicht stetig in (0,0): fiir ¢ > 0 ist
33 1

f(Et 1) = im =+5 4 0= f(0,0) (t—0).

18.3. Definition

Sei U C R" offen, f: U — R und vy,...,v,: U — R seien partiell differenzierbare Funk-

tionen; wir bilden v := (vy,...,v,), somit ist v: U — R™ ein Vektorfeld auf U.
Dy f(z)
1.) Der Gradient von f ist definiert durch grad f: U — R™ mit grad f(x) := :
D, f(x)
2.) Die Divergenz von v ist definiert durch div (v): U — R mit
div (v)(z) = Y _ Djvj()
j=1
D,
Formal erhalten wir mit dem sogenannten Nabla-Operator! V := : die Merkregeln
D,
grad f =</ f [wie skalare Multiplikation von V mit f von rechts]
div (v) = (v | v) = Dyvy + - - -+ Dyv, [inneres Produkt von V mit o]

18.4. Beispiele
L) r(z) = [z, r: R"\ {0} - R

gradr(z) = (Dir(),. .., Dur(z)) = ( o ) S

!Die Bezeichnung Nabla geht auf William Robertson Smith (1846-1894) zuriick und ist vom Namen
eines antiken Saiteninstruments abgeleitet, das eine dhnliche Form hatte.
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allgemeiner fiir eine Verkniipfung mit einer differenzierbaren Funktion f, d.h. g(x) =

f(r(x)) = f(ll=]]) ist

Sl
grad g(z) = -z
]
2.) Fir v(z) := o v R” \ {0} — R" erhalten wir
n n 1 1 942
- E0 ()£ -4 )
2 Pi\ ) =2 i) "2 Tl
n 1 “~ n 1 g n—1
= — — . x.:—— -Hx”:
r(z) =l 2.7 (| I ]

j=1

18.5. Hohere partielle Ableitungen

Sei U C R” offen, f: U — R partiell differenzierbar und D f,..., D, f: U — R jeweils
wieder partiell differenzierbar, d.h.: 3 Dy(D; f) (1 <1, j < n), dann heifit f zweimal partiell
differenzierbar.

Induktiv: f: U — R heit (k + 1)-mal partiell differenzierbar (k € N), wenn f k-mal
partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen Dj, ---D;,D; f: U — R (1 <
J1, -+, Jk < n) wieder partiell differenzierbar sind.

f heiBt k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und
alle Ableitungen der Ordnung < k stetig sind.
f zweimal partiell differenzierbar N D;D;f =D;D;f (1 <i,j<n).

Im Allgemeinen: nein!

(Ubungsaufgabe: f(z,y) = zy®/(2? + y?) fir (z,y)
1

# (0 0) und f( 0) = 0 ergibt
D,f(0,y) =y, Dyf(x,0) =0, daher D, D, f(0,0) = 0=

18.6. Theorem (Satz von Schwarz?)

Essei f: R" O U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt

offen
Beweis:

OBdA: n = 2 (nur zwei Koordinatenrichtungen sind betroffen, die restlichen Variablen
bleiben konstant) und a = 0 (was durch Verschiebung bewerkstelligt werden kann).

2Hermann Amandus Schwarz (*25. 1. 1843 Hermsdorf; 130. 11. 1921 Berlin), deutscher Mathematiker
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Wihle § > 0: [=4,0] x [—0,d] C U.
e Sei 0 # x9 € [—0, 0], definiere F,: [—0,d] — R, F,,(t) :== f(t,z2) — f(¢,0);

Sei 0 # 1 € [—4, 0], dann liefert der Mittelwertsatz der Differentialrechnung [Analysis 1]:
36 € R mit [§] < aa:

Fyy(21) — Fp (0) = F (&) - a1 = £D1f(517$2) — Dy f(&,0)) - 2;

>3

hier MWS fiir s— D1 f(£1,5)

weiters 36 mit |&o| < |xo|: Dyf (&1, 22) — D1f(&1,0) = DoDyf (&1, &2) - @a.
Daher folgt nun mit der Notation & = (&1, &), * = (21, x2)

(*) f(x) - f(l’b 0) - f(0>$2) + f(o) = Fxg(iﬂl) - FxQ(O) = Dlef(f) * T Tg.

e Definiere nun G, : [—9,6] — R durch G,,(s) := f(z1,s) — f(0, s);

wiederum ergibt zweimalige Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung,
dass Frpp, 1 € R mit [na] < [aaf, m] < |

Gm(@) - le(()) = Glxl(ﬁz) Ty = (D2f($1, 772) - D2f(0>772)) Ty = D1D2f(771>772) T1Z2,
d.h. mit n = (91, 19)
(%) f(x) = f(0,22) — f(21,0) + f(0) = DDy f(n) - 1 x2.

e Die linken Seiten von (x) und (xx) sind gleich, daher folgt nach Division durch z;zs
zunéchst

D1 Dy f(n) = DDy f(£);

beachten wir noch, dass 0 < [|€|lec < [|Z]lc0 und 0 < [|7]loe < ||#]|oo, dann folgt fir z — 0
auch & — 0,17 — 0; nach Voraussetzung sind D1 D, f und Dy D1 f stetig, daher gilt

D1 Dy f(0) = DyDy £(0).

18.7. Korollar

Sei f: R" O U — R k-mal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt fiir jede Permutation

offen

o der Menge {1,...,k} und fir alle jy,...,jx € {1,...,n}, dass

Dj1Dj2 e 'Djkf = chr(l) o 'Dja(k)f'

Beweis: Jede Permutation ist als Verkniipfung von Transpositionen darstellbar (siehe
z.B. [Fis03, Lemma in 3.2.2]) und fiir jede Transposition ist Theorem 18.6 anwendbar. [
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18.8. Bemerkung

Héaufig benutzte Schreibweisen fiir hohere Ableitungen:

9 f

DD f=_27
= Ox;0x;’

a 2
J

oder allgemeiner mit Multiindex o = (a,...,0a,) € N*und D = (Dy, ..., D,) in der Form
D*f = D" D3y*--- Do f

hierbei gibt dann |a| :== a3 + ..., die Ordnung der Ableitung an. (Kommt am Beginn
von §19 ausfiihrlicher.)

18.9. Beispiele

1.) Auf der Menge der zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktionen f: R™ D

offen

U — R ist der Laplace-Operator® A definiert durch
Af:=) Dif =div(grad f) = (V | V).
i=1

2.) Sei U C R? offen, v = (vy,vq,v3): U — R ein Vektorfeld und v; (j = 1,2, 3) partiell
differenzierbar. Dann definieren wir die Rotation von v als rot (v): U — R? mit

(182) rot (’U) = (DQUg — D3’U2, Dg”{]l — Dl’l)g, D1U2 — DQUl) =V x .

Ist speziell v = grad f, wobei f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar ist,
dann gilt nach dem Satz von Schwarz

rot(grad f) = (DyDsf — D3Dsf,...) = (0,070),
d.h. in diesem Fall

(18.3) v=gradf = rot(v)=0.

3.) Einige partielle Differentialgleichungen aus der Physik:
Au =0 ... Potentialgleichung fiir u: R* D U — R

3Pierre-Simon Laplace (* 28.3. 1749 Beaumont-en-Auge; 15. 3. 1827 Paris) [pjersi'm3 la'plas], franzosi-
scher Mathematiker und Astronom
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D?u — - Ayu=0 ... Wellengleichung fiir u: R” x R — R, (z,t) — u(z,t)
[c = const hat die Rolle einer Geschwindigkeit]
Dyu— k- Ayu=0 ... Warmeleitungsgleichung [ k = const ... Leitfahigkeit]
Dy — il Ay =0 ... Schrodinger-Gleichung fiir : R" x R — C, (z,t) — ¢(z, 1)
[h = h/2m, h das Plancksche Wirkungsquantum)]

4.) r(x) = ||z|, 7: R*\ {0} — R; wir haben in 18.4 bereits

gradr(x) = ) =:v(x)
und
div (o)) = T
berechnet. Zusammen ergibt das nun
n—1

5.) u(x) :=log||z|, u: R?\ {0} — R; wegen log/(t) = 1/t erhalten wir aus 18.4

1 xr r
[ o 1 o

gradu(z) =

nun ist fiir j = 1,2 zunéchst

€T €T 1 T 20
D‘ J :_D J — 7 J
! (HwIIQ) ’ (x? + -t xi) [ |

und daraus durch Summenbildung

A u(z) = div (grad u) (z) :Dl( 21 )+D2( 7 )

[kl [kl
I N L, ¥y _ 2 _QHxHQZO
el )t [z]]? fzf* [zl l=f*

18.10. Differenzierbarkeit

Wir haben in 18.2 gesehen, dass partielle Differenzierbarkeit (das ist also Differenzierbar-
keit entlang jeder Koordinatenrichtung) nicht einmal ausreicht, um die Stetigkeit einer
Funktion mehrerer Variablen zu erzwingen. Das legt nahe, dass wir fiir einen geeigne-
ten Differenzierbarkeitsbegriff im Hoherdimensionalen gewissermaflen alle Richtungen , auf
einmal® beriicksichtigen miissen.

In Analysis 1 wurde die Ableitung auch (gleichwertig) als lineare Approximation aufgefasst.
Nun machen diesen Aspekt zum definierenden Prinzip:
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Definition: Es sei U C R" offen. Eine Abbildung f: U — R™ heifit im Punkt x € U
differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung A: R™ — R™ gibt mit der Eigenschaft
fa+&—fla)—A-g

el

(18.4) 0.

Anders ausgedriickt: 30 > 0 37: Bs(0) — R™ mit limr(£) = 0 und

£—0
(18.5) fla+8 =fle)+A-E+r@ €l V€€ Bs(0)
[vgl. mit (18.4): r(§) = W];

oder wiederum &quivalent dazu:
Es gibt 0 > 0 und ¢: Bs(0) — R™ mit ¢(&) = o(||£]|) (fiir & — 0) und
(18.5') flx+8) = flx) + A- £+ p(8).

Bemerkung: 1.) Wir identifizieren die lineare Abbildung A mit ihrer Matrixdarstellung
bzgl. der Standardbasen in R™ bzw. R™, d.h.

aix - Qip &1
: )

Am1 -+ Qmn fn
wobei a;; € R (1 < i <m, 1< j <mn). Dann lautet (18.4) in Komponenten gelesen: fiir

1< <mist
file + &) — filz) = 377 aié;

im = 0.
0760 €]

Insbesondere folgt fiir £ = h - ¢, mit h € R die Relation

L fiathe) = file) = - au
0£h—0 h

0=

. filz + hey) — fi(x) _ .
= 071;}3 . . — air, = Difi(z) — au;
d.h. f ist partiell differenzierbar in  und A ist durch die Bedingung (18.4) eindeutig
bestimmt; es ist

(18.6) A= (Dk fi(x)) = (Df)(z)  [(m x n)-Matrix].

1<i<m
1<k<n

(Df)(z) heit Ableitung, Differential oder Jacobi-Matriz* von f bei z.

2.) Fiir den Spezialfall m = n = 1 erhalten wir (Df)(z) = f'(z) und somit bedeutet
(18.4) genau die Differenzierbarkeit geméf Analysis 1 (im Falle von Funktionen auf offenen
Teilmengen von R).

4Carl Gustav Jacob Jacobi (¥10.12. 1804 Potsdam; 118.2. 1851 Berlin), deutscher Mathematiker
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Proposition: Essei f: R® O U — R™ differenzierbar in x € U. Dann gilt:

offen
1.) Firi=1,...,mist f; ist partiell differenzierbar in x.
2.) (Df)(x) = <Dkfz(x)) ., . ist die eindeutige lineare Abbildung mit Eigenschaft (18.4).
k=1,...,n

3.) f ist stetig in x.

Beweis: 1.) und 2.) wurden im Laufe der Herleitung von (18.6) gezeigt.

3.) Nach (18.5") gibt es ¢: Bs(0) — R™ mit ¢(§) = o(|[£]]) (£ — 0) und

fla+8=fla)+A-E+¢&) = fl2)+A-0+0=f(z) (€] <6,£—0).

Also gilt
li /() = lim o+ €) = £()

n—x

d.h. f ist stetig in x. O

Beispiele: 1.) Sei f: R" O U — R differenzierbar in x € U; dann ist D f(z) also die
(1 x n)-Matrix

(Df)(x) = (D1f(x),...,Dpf(z)) ="(grad f(z)).

2.) Sei C' = (¢;;) eine symmetrische reelle (n x n)-Matrix und f: R® — R die zugehorige
quadratische Form

f)=(z|Cx)y="2-C 2z
Es ist

fla+8=(+&|Clz+8)=(z|Cx)+ (| Cr) + (x| CE + (£ | CE)
= f(z) + (2Cz [ §) + (£ | CF),
©(&)

wobei nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

49 < L <oy 6] — 0 fir ¢ — .
Dabher ist f differenzierbar in x und (D f)(x) = (grad f(z)) = *(2Cx).

(Alternativ kénnten wir auch direkt berechnen: Dy f(x) = Dy (Z?:l > cijxiacj) =...)

18.11. Theorem

Es sei f: R" O U — R partiell differenzierbar und alle partiellen Ableitungen Dy f

offen
(k=1,...,n) seien stetig in € U. Dann ist f differenzierbar in .
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Bemerkung: Fir f: U — R™, f = (f1,..., fm) gilt ein analoges Statement. Dabei ist
die obige Aussage zunichst auf jede Komponentenfunktion f; (j = 1,...,m) anwendbar
und die Differenzierbarkeit von f folgt dann leicht mit Hilfe der Tatsache, dass sich die
lineare Abbildung D f(z): R™ — R™ aus den m linearen Funktionalen D fi(z),...Df,
(x): R® — R aufgebaut werden kann, namlich als Zeilenvektoren in der entsprechenden
Matrix (beziiglich der Standardbasen).

Beweis: 3§ > 0: Bs(x) C U; sei £ € Bs(0) (somit gilt z + £ € Bs(x)).
Fir k =1,...,n setzen wir

Ro=x+ Zﬁjej € Bs(z), 2% :=u;

dann ist 2 = z 4+ £ und fiir £ > 1 gilt 20 — 26-D = ¢,

Mit Hilfe der Notation fiir partielle Funktionen (eingefithrt unmittelbar vor §18) kénnen
wir schreiben

FEW) = fED) = fisomn (&) = frao-n(0).
Daher gibt es nach dem Mittelwertsatz (bzgl. der k-ten Variable) ein 6 € [0, 1]:

FEW) = fERD) = D f (2% + 0, e - s
als Abkiirzung setzen wir y®*) := (=Y 4 9, &,e;., dann erhalten wir

n

fla+8) = flo) = (f(zW) = fz*))

k=1

= Z Dyf(y Z Dif(x) - &+ 3 (Dyf (™) = Dif (@) - &

k=1
N

J/

-~

(grad f@)€) =:p(¢)

Fiir ¢ — 0 folgt y*) — 2, somit wegen der Stetigkeit von Dy f auch Dy f(y™)— Dy f(z) — 0
(k=1,...,n). Daraus folgt

POl S D) = D) 12~ 0 (e~ 0),
1€l =~ - HfH
—0
beschrankt
also die Differenzierbarkeit von f bei x. O

Korollar: Ist f: R* O U — R stetig partiell differenzierbar, dann ist f stetig auf U.

offen
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18.12. Bemerkung:

zusammenfassend erhalten wir folgende Ubersicht

‘stetig partiell differenzierbar‘ m ‘differenzierbar‘ m ‘partiell differenzierbar

l[ls.lo]

Vorsicht! Keiner der Implikationspfeile ist (im Allgemeinen) umkehrbar: so kennen wir
schon aus Analysis 1 differenzierbare Funktionen, deren Ableitung nicht stetig ist; weiters
fanden wir unter den Beispielen 18.2 Funktionen, die partiell differenzierbar, aber nicht
einmal stetig sind, daher schon gar nicht differenzierbar; und stetige Funktionen, die nicht
differenzierbar sind, kennen wir ebenfalls schon aus Analysis 1.

Wir werden im folgenden meistens die kiirzere Sprechweise stetig differenzierbar statt stetig
partiell differenzierbar verwenden. (Eine gewisse Rechtfertigung dafiir kann man in obigem
Schema sehen.)

18.13. Proposition (Kettenregel)

Seien U C R", V. C R™ offen und f: U — R™, g: V — RP mit f(U) C V. Wenn f
differenzierbar in x € U ist und g differenzierbar iny = f(z) € V ist, dann ist gof: U — R?
differenzierbar in x und es gilt

(18.7) D(go f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x)

(Auf der rechten Seite handelt es sich also um eine Verkniipfung linearer Abbildungen bzw.
um eine entsprechende Matrizenmultiplikation.)

Beweis: Wir setzen A := Df(x) und B := Dg(y). Zu zeigen ist: D(go f)(x) = B - A.
(18.5") fiir f, g besagt: (&) = o([[£]]), ¥ (n) = o(||n|]), sodass (fiir ||£]| und ||n|| klein) gilt

flx+&) = f(z) + AL+ »(§)
gy +mn)=gy) + Bn+v).

Firn= f(x + &) — f(z) = AL + p(§) gilt wegen der Stetigkeit von f in z:
1€l =0 =l —o0.
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Es ist

(90f)(fv+€)=g(f(fv+€))= g(f(x) +n) = g(f(x)) + B-n+(n)
= g(f(z)) + B - (AL + ¢(§)) + V(AL + p(€))
=(go f)(@)+(B-A){+ B o(&) + v(AL+9()).

Wir miissen zeigen, dass x(£) = o(]|¢]]) (£ — 0).

Es ist
x(§)

5. 28 | V(AL + ()

1€]] 1€]] 1€]]
—_————
(*)
wobei der erste Term auf der rechten Seite mit £ — 0 gegen Null strebt, weil (die lineare

Abbildung) B stetig ist und ¢(&) = o(||£]|) ist. Es bleibt also zu zeigen, dass der Ausdruck
(%) ebenfalls beliebig klein wird fiir £ — 0.

Zunichst ist fiir ||£]] klein genug (weil ¢(&) = o(||£]]) ist)

el
€]l

Wegen () = o([|n]]) gﬂt auch ¥ (n) = i (n) [0l (fir 7] Klein),
wobei lliir& U(n) = hm I ”) = 0.

n#0 n#O

Il = A€ + (I < [|Allop €1 +

€11 < ([ Allop + DIIEI

Wenn 6 > 0 klein wird, so wird mit ||| < § auch ||n]| = [[A& + (|| < (|Allop + 1) -6
klein. Daher ist dann

[9(AS + () = [[AE + L&) - 111 (A& + LI < (1 Allop + 1) [I€]] 11 (A& + ()l
—————

n

und somit
(A
9l = || AN < o+ 1) o+ pleDll = 0 (6~
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass hm H(;H) 0 gilt. U
G0
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18.14. Korollar

Essei f: R" O U — R differenzierbar:

offen

1.) Koordinatenwechsel: Sei p: R"™ O V — R" differenzierbar mit (V') C U. Dann gilt

offen
fiir die Ableitung von g := fo
(18.8) Dg(y) = "grad f(e(y)) - De(y) Yy eV.

2.) Ableitung entlang von Kurven: Sei v: R O I — R" differenzierbar mit v(I) C U.

Dann gilt e
7 (t)
(18.9) D(foy)(t)="grad f(v(t))- | : | = (grad f(y(t))]F(t)).
Yn(t)
Dy (t)=(t)

18.15. Beispiel

1.) Wenn g,h: R — R und f: R?* — R differenzierbar sind, dann gilt

d

——(/(g(2), 1)) = D1f(g(x), h(x)) - ¢'(x) + D2 (g(x), h(x)) - W' (x).

2.) Firve S™! (={y e R": |ly|]| = 1}) und xp € R™ stellt v: R — R", y(t) = zo+t-v
die Gerade durch z( in Richtung v dar.

Fiir jede differenzierbare Funktion f: R™ — R gilt dann
(f o) (t) = D(f oy)(t) ="grad f(zo + tv) - v = (grad f(zo + tv) | v);

speziell bei t = 0 ergibt sich (f o) (0) = (grad f(zo) | v).

18.16. Definition

Essei f:R* O U — R, 2 €U und v € S*!. Die Richtungsableitung von f im Punkt x

offen

in Richtung v ist

(18.10)  Dyf(z) = i(f(x +t))|  =lim flz+to) = /(@)

dt g 0 r (falls existent).
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Spezialfall: fiir v = e; (j € {1,...,n}) ergibt sich D, f(z) = D;f(x), d.h. die j-te
partielle Ableitung ist die Richtungsableitung bzgl. e;.

Bemerkung: Aus der Existenz aller Richtungsableitungen (dh fiir alle v € S™!) bei
einem Punkt z folgt nicht die Differenzierbarkeit bei x! (siche Ubungsaufgaben oder auch
[BF96, 14.2. Beispiel 5)])

18.17. Geometrische Bedeutung des Gradienten

Proposition: Sei f: R" O U — R differenzierbar; dann gilt:

offen

1.) Fiir alle v € S*~! existiert die Richtungsableitung und es gilt
D, f(z) = (grad f(x) | v) Vo e U.

2.) Falls grad f(x) # 0, dann ist die Richtungsableitung im Punkt z maximal fiir die

Richtung
grad f(x)
vy = .
| grad f ()|
d.h. grad f(x) gibt die Richtung des stirksten Anstiegs von f bei x an.

Beweis: 1.) ist klar nach 18.15.
2.) Vv € 8" ! gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(grad f(z) | v) < | grad f(z)[| - [|v]| = || grad f(z)]

und fiir v = vg erhalten wir

(grad f(x) | grad f(z)) _ | grad f(z)]”
I grad f(2)] I grad f(2)]

(grad f(z) | vo) = = | grad f(z)]|

O

Bemerkung: Das Maximum der Richtungsableitungen (in Punkten mit grad f(z) # 0)
ist sogar eindeutig, weil in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung Gleichheit bekanntlich genau
dann gilt, wenn die beteiligten Vektoren linear abhéngig sind (vgl. [Fis03, Kapitel 5]).

Tangentialhyperebene an den Graphen einer differenzierbaren Funktion:

Essei f: R* O U — R differenzierbar und zy € U. Wir betrachten den vertikalen Schnitt

offen

des Graphen G(f) iiber der Geraden t — g + t - vg, wobei vy := % (bzw. vy € R™
beliebig, falls grad f(xz¢) = 0):
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Tn+1

[l grad f(zo)|

(.0

grad f(zo)

Vo

Y

zeR"

Die Funktion hat in dieser Schnittebene den groBten Anstieg, namlich || grad f(zo)||, in
(der) Richtung (tber) grad f(zp). Ein Normalvektor auf die Tangentialhyperebene E,
iiber dem Punkt x ist gegeben durch

_— ( gl"ad_f;(%) ) '

Dabher ist nach der Hesseschen Normalform:

(fil) = <” | ( - ) - ( s )> -

was nach Zerlegung entsprechend (x, z,1) bedeutet, dass

(grad f(xo) | 2 — wo) — (Tnt1 — f(20)) =0,

oder nach kurzer Umformung

(*) Tnt1 = [(x0) + (grad f(zo) | x — ).

Definition: Die Tangentialhyperebene E,, an den Graphen von f bei (xq, f(zo)) ist
gegeben als Menge jener Punkte (z,z,.1) € R*™, die (x) erfiillen. (Dies entspricht der
linearen Approximation von f.)
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Beispiel: f(z,y) =+/1—2?—y>=2, U = {(z,y): 2> + y*> < 1} 5 (x0, yo) beliebig und
2o = f (20, Yo)-

R3 D G(f) ist die obere Halbsphire (ohne Aquator) und grad f(zg, yo) = — (%2, L).

20’ 20

Fiir die Tangentialebene erhalten wir die Gleichung

1 _
o= {1GER))
20 Yo Y—Y
und nach Umformung die sogenannte Spaltform fiir die Sphére 22 + y? + 22 = 1 als Tan-
gentialebenengleichung

Txo+Yyo+ 220 =5+ Y5+ 25 =1

18.18. Mittelwertsatz

Erinnere an Analysis 1: sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig differenzierbar, x und
x + & € I, dann folgt (durch Substitution r = x + t£)

z+€

fa+ ) — f(x) = / f(r) dr = / Fla+t€) dt - €.

xT

Wir geben nun eine entsprechende Verallgemeinerung dieser Relation fiir f: R* O U —
offen

R™ stetig differenzierbar entlang von geradlinigen Strecken innerhalb U.

Danun (Df)(z+t€) eine Matrix ist, brauchen wir also eine passende Version von fab v(t) dt,
wobei v: R D I — RP vektorwertig und stetig ist (z.B. p = m - n im Falle von (m x n)-
Matrizen, weil der Vektorraum M (m,n,R) all dieser ismomorph zu R™™ ist.)

Ist v: I — RP stetig mit v = (vy,...,vp), so definieren wir einfach fiir a,b € I das Integral
komponentenweise
b b p
/v(t) dt == /vj(t) dt
a a 7j=1

Lemma: Seiv: [a,b] — R? stetig, dann gilt

b b
(18.11) /v(t)dt g/Hv(t)Hdt.
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Beweis: Setze w := fabv(t) dt € RP, dann gilt:

b b

||wr|2:<w\w>=< / v(t)dt|w> T [0 [0

a des Integrals] a

< [ 1wl ulde= ) [ o

Nun ist im Fall ||w|| = 0 die Aussage des Lemmas trivial und fiir w # 0 folgt sie aus obiger
Ungleichung nach Division durch [jw]|. O

Proposition: Es sei f: R* O U — R™ stetig differenzierbar und = € U. Falls fiir

offen

¢ € R" gilt, dass {x +t&:t € [0,1]} € U (d.h. die ganze Strecke von = nach x + £ liegt
innerhalb U), dann folgt:

1

(18.12) Fr+6) — fla) = /Df(x+t§)dt €

0

und mit M := max{||Df(z 4+ t§)||op: t € [0, 1]} weiters

(18.13) 1f(z+ &) = )l < M -]l

(Es ist M < oo, weil t — ||Df(x + t&)||op stetig ist und [0, 1] kompakt.)

Insbesondere muss f konstant (gleich einem fixen Vektor in R™) auf jeder Kugel innerhalb
U sein, auf der D f = 0 gilt.

Beweis: Seien f;: U — R die Komponenten von f (j € {1,...,m}) und setze g;: [0,1] —
R, gi(t) := f;(z +t&). Dann ist g; stetig differenzierbar und

1 1
Flo+€) = £ =9,0) - 9,0) = [ g0yt = [ D+ 1))
0 0 1
= /ij(x+t§)dt <&
0
D fi
Esist Df = : (mit Df; als Zeilenvektoren), also gilt (18.12).
D fm
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Setzen wir v(t) := D f(x +t£) - £ in (18.12), dann folgt aus dem obigen Lemma:

1

1z +6) — f@)] = /Df(a:+t£)-§dt s/r|Df<a:+ts>~5Hdt

0

1 1
< [105(0+ t€) - el < [ 31 lde = 1 .
0 0

Falls Bs(zg) € U und Df(y) = 0 fir jedes y € Bs(xg) gilt, so folgt aus (18.12) (mit
§=y— )
fy) = flzo) =0 VBs(o).

18.19. Parameterintegrale

In Anwendungen aus der Physik, aber auch bei innermathematischen Fragen (z.B. bei
Kurvenintegralen oder Fourier- und Laplace-Transformation), treffen wir héufig auf Funk-
tionen mehrerer Variabler (¢,z1,...,x,) — ¢(t,z1,...,x,), die beziiglich einer Variable
(bei festgehaltenen anderen Variablen) integriert werden: z.B. (zy,...,z,) € R" fix und

fab g(t,z1,...,x,)dt. Die von der Integration nicht betroffenen Variablen x4, ..., x, werden
dann als so genannte (,auere”) Parameter aufgefasst und es stellt sich die Frage, welche
Eigenschaften die resultierende Funktion

b

(a:l,...,xn)H/g(t,xl,...,xn)dt

a

bzgl. Stetigkeit oder Differenzierbarkeit hat.

Proposition: Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R” und ¢: [a,b] x U — R
stetig. Wir definieren die Funktion A: U — R durch

b
(18.14) h(x) ::/g(t,x) dt.

dann gilt:

1.) h ist stetig

2.) Sei U offen. Ist fiir jedes t € [a,b] die Funktion x — ¢(¢,z), U — R partiell differen-
zierbar und sind die partiellen Ableitungen D, g: [a,b]xU — R stetig (j = 1,...,n),
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dann folgt, dass h stetig differenzierbar auf U ist und fiir die partiellen Ableitungen
von h gelten die Formeln

(18.15) D;h(x) :/Dg;jg(t,x) Qi G=1,...n)

mit anderen , Worten® -2- bg t,xy,...,T,) = b o -g(t,x1,...,x,)dt
a ox
J J

ox a

Beweis: Zunichst ist h wohldefiniert, weil fiir jedes x € U die Funktion ¢ — ¢(¢, z) stetig
und somit R-integrierbar ist.

ad 1.): Sei & € U und (zy) eine Folge in U mit x, — & (k — 00).
Q :={r, € U: k € N} U{z} ist kompakt in R™ und [a, b] x @ ist kompakt in R"™!; daher
ist g‘[a bxQ gleichméafig stetig, d. h.

(%) Ve > 030> 0V(tx), (¢ 2) €la,b] x Q:
=]+ llz— 2| <6 =|g(t,x) —g(t', )| <e.

Wir setzen gy (t) := g(t, zx), gx: [a,b] — R (k € N).
Behauptung: (gx) konvergiert gleichméBig gegen die Funktion g, wobei g(t) = ¢(t, z).
Sei ndmlich € > 0, dann wéhle § > 0 geméB (x) und N € N, sodass Vk > N gilt ||z, —Z| < J;
wenden wir (k) auf (¢,x) und (¢, %) an, so folgt
|9(t) — ()] = lg(t, @) — g(t, T)| <&

da diese Abschétzung fiir beliebiges t € [a, b] gilt, erhalten wir

sup [gi(t) —g(t)| < e
te(a,b]

und somit die Behauptung.
Wegen der gleichméfligen Konvergenz der g; gilt schliefSlich
b b

b
lim h(zy) = klim gi(t) dt = /khm gr(t) dt = /g(t,i) dt = h(z),

k—oo
a a

daher ist h stetig im Punkt z € U.

ad 2.): Seix € U, 1 < j <nund (hy) eine Folge in R mit hy # 0, hy — 0; wir setzen

)4 = gtz + hk;j) — gt z) (k € N).
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Behauptung: Die Folge ( f,gj ))keN konvergiert gleichméBig gegen g;, wobei g;(t) = D,,g(t, x).

Sei r > 0 so gewahlt, dass {hy: & € N} C [—r,7]. Die Funktion D%.g‘[ab}xm

gleichméfig stetig, d. h.

(3) Ve > 030 >0V(t,y), (t,y) € [a,b] x B.(x) :

1st

=+ lly =yl <3 = [Ds9(t,y) — Duyg(t', )| < e.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (in der j-ten Variable) kénnen wir fiir

jedes k ein 6, € [0,1] finden, sodass gilt:

U(t) = Dy, g(t, = + O hye;).

Wir wihlen N € N so, dass ||hy|| < d fiir alle £ > N gilt und wenden (xx) auf (¢, z+6hie;)

und (¢, x) an (es ist ja ||z + Ophre; — z|| = O - ||he|| < [|hi]] < ). Dies ergibt
() — ;1)) = |Dag(t, @ + Oihye;) — Dyyg(t,x)| < e,
und weiter, weil ¢ beliebig war auch

sup | f(t) — g;(1)] < e.
te(a,b]

Also ist die Behauptung bewiesen.

SchlieBSlich erlaubt die gleichméfige Konvergenz folgende Umformungen

lim h(xz + hie;) — h(z)

k—oo hk k—o0

Beispiel einer Anwendung auf Parameterintegrale mit variablen Grenzen:
wollen die Differenzierbarkeit eines Integralausdrucks der Form

beziiglich = untersuchen und die Ableitung bestimmen.

O

Wir

Wir vereinbaren folgende Annahmen: Es seien ¢, : [¢,d] — R differenzierbar. Die Funk-
tion g: [a, b] X [¢,d] — R sei stetig mit der Eigenschaft, dass fiir jedes t € [a, b] die partielle
Funktion = +— g¢(t,z) differenzierbar ist und deren Ableitung D, g stetig auf [a,b] x [c,d]

1st.
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Behauptung: Fiir alle x € I :=]c, d[ gilt

Y(z) P(zx)
(18.16) — / (t, ) g(h(x),x) - '(x) — gle(z), x / D,g(t,x) dt.
o(z)

Zum Beweis betrachten wir die Hilfsfunktion f: I? — R, gegeben durch

z

flz,y,2) = /g(t, ) dt.

Dann ist also

Die Funktion f ist stetig partiell differenzierbar, denn

e bei festem (x,y) ist z — f(z,y,2) nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung differenzierbar mit Ableitung

D3f($, Y, Z) - 9(27 .T),
die Funktion (x,y, z) — Dsf(z,y, z) ist stetig, weil g es ist

e bei festem (x, z) ist y — f(x,y, z) ebenso nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung differenzierbar mit Ableitung

DQf(xa Y, Z) = _g(ya x)a
die Funktion (x,y, 2) — Do f(x,y, 2) ist stetig, weil g es ist

e bei festem (y, z) ist © — f(z,y, 2z) nach der obigen Proposition differenzierbar mit

Ableitung
f(x,y, 2 / Doyg(t, )

wir werden weiter unten den Beweis dafur nachreichen, dass auch die Funktion
(x,y,2) — Dy f(z,y, 2) stetig ist.

Somit ist f also differenzierbar und wir konnen die Kettenregel anwenden:

(o) 00) =

Dyif(x, o(x),90(2)) + Daf (z, (x), ¢ (2)) - ¢'(x) + D3 f(z, p(x), () - ¥'(2)
P(z)

_ / Dog(t, z) dt — glp(),7) - ¢/ (2) + g((x), 2) - ().

w(z)
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Nun noch der Nachtrag zur Stetigkeit von Dy f: die Ableitung D-g ist stetig auf der kom-
pakten Menge [a,b] x [c,d] C R? daher gilt

D29l = sup [g(t, )] < oo
a<t<b

cg_zgd
und Dsg ist gleichméBig stetig, d.h. Ve > 0 40 > 0, sodass
V(t, ), (', 2') € a,b] x [e,d] . |t—1t|+||Jx—2'|| <& = |Dag(t,x) — Dag(t',2")| < e.

Nun sei (z9, 5o, 20) € I® und € > 0 beliebig. Wir wihlen § > 0 wie oben und zusitzlich
kleiner als e, dann folgt fiir (z,y,2) € I® mit |z — zo| + |y — vo| + |2 — 20| < § (mittels
Einschieben geeigneter Terme)

z 20
|D1f(z,y,2) — D1f(zo, yo, 20)| = /D2g(t,$) dt — /D2g(t,$o) dt

z 20 20 20
= /Dgg(t,x) dt—/Dgg(t,x) dt—i—/Dgg(t,x) dt—/Dgg(t,x) dt
y Yo
/Dggtxdt /Dggtxo

20

/Dgg (t,x)dt| + /Dgg (t,x)dt| + /(Dgg(t,x) — Day(t, x0)) dt

Yo

<lz— Zo\ N D2gll o + lvo =yl - |1 D29l + 120 — w0l - € < (2| D2gll o + 20 — w0l) - €

und somit die Stetigkeit von Dy f bei (o, Yo, 20)-
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§19. Taylor-Formel und lokale Extrema

19.1. Hohere Ableitungen

Vorbemerkung: Es seien Vi, Vs, V3 endlichdimensionale Vektorrdume iiber demselben
Grundkorper. Dann gilt

L(V1, L(V2, V3)) = BL(V1 x V2, V3),

wobei wir allgemein mit L(V, W) den Vektorraum der linearen Abbildungen V' — W be-
zeichnen und mit BL(V; x V5, V3) den Raum der bilinearen Abbildungen V; x Vo — Vj
(vgl. [AE99, Abschnitt VII.4], wo dies sogar etwas allgemeiner fiir stetige multilineare Ab-
bildungen auf Banachrdumen bewiesen wird). [Fiir einen Beweis betrachte die Abbildung
L(Vy, L(V,,V3)) — BL(Vy X Vo, V3), A — (B4 mit Sa(vy,v9) := (A-v1) - vg bzw. als Inverse
B (v Bv,.))]

Essei f:R®" O U — R™ eine N-mal stetig (partiell) differenzierbare Abbildung, wobei

offen

N>2fir1<k<n,1<Il<mistdann Dyf,: U — R stetig (partiell) differenzierbar.

Daher ist die Abbildung Df : U — L(R",R™) = M(m,n,R) = R™" differenzierbar und
Yz € U: D(Df)(z) € L(R", L(R", R™)).

Somit ist D?f(z) := D(Df)(x) auffassbar als bilineare Abbildung R" x R" — R™; indem
wir so fir p < N sukzessive fortfahren, erhalten wir das p-fache Differential D?f(z) =
D(---(Df))(x) als p-lineare Abbildung (R")? — R™ (vgl. [AE99, VIL5]).

Wichtigster Spezialfall N =2 m = 1: Esist also f : R® O U — R zweimal stetig
differenzierbar. Dann ist fiir x+ € U das zweite Differential D*f(z) : R" x R" — R eine
Bilinearform mit Wirkung D?f(z)(v,w) := (D(Df)(z) - v) - w fiir alle v, w € R™.

(D)) v~ DS (znkf )

[Lin. der Abl.]

als Abb. F:U—R

= (D1F,...,D,F)(x) = <ZD1Dkf “Uky e ZD Dy f(x >

d.h. mit w = Y(wy, ..., w,) ist
D D,;D _ty. <D-D ) w.
; 2 wf () - v w; v Dy f () \<jk<n w

Nach dem Satz von Schwarz ist D; Dy f = Dy D, f, daher folgt
DQf(x)(v,w) = D2f(x)(w, U)?

85



also ist D?f(x) symmetrisch und wird (als quadratische Form auf R") durch die Matrix
<DjD;€f(x)) ' gegeben.

1<jk<n

Definition: Essei f:R"” O U — R zweimal stetig differenzierbar, dann heif3t

(19.1) Hy(z) := (DiDef(2))1 <} h<n

Hesse-Matriz' von f bei z. (Die Hesse-Matrix ist symmetrisch.)

19.2. Multiindex-Notation

Essei o« € N”, d.h.. ein n-Tupel @ = (v, ..., ) mit a; € N (j =1,...,n). Im Zusammen-
hang mit der Differentialrechnung mehrerer Variablen wird so ein n-tupel als sogenannter
Multiindex verwendet.

Zunachst heifit
lal :=a1+ -+ ay

die Ordnung oder Léange von o und zur vereinfachten Notation mit kombinatorischen Fak-
toren wird

al:=ap!-ag!- - ay!
gesetzt.
Fir z = (z1,...,2,) € R" fihren wir die Notation
=t - a?-aln (ER)
ein.

Wenn f eine N-mal stetig differenzierbare Funktion in n Variablen ist und || < N, dann
ist

Df:= Dy - Dy* - Dt f
wobei die Reihenfolge der partiellen Ableitungen geméfl Korollar 18.7 beliebig ist.

Ludwig Otto Hesse (*22.4. 1811 Konigsberg; 14.8. 1874 Miinchen), deutscher Mathematiker
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19.3. Lemma

Essei N € NN > 1und f:R" O U — R N-mal stetig (partiell) differenzierbar. Weiters
offen

sei x € U und fiir £ € R gelte {x +t£:t € [0,1]} C U.
Dann ist die Funktion ¢ : [0,1] — R, g(t) := f(x + t£), N-mal stetig differenzierbar und

(192) 0 = 3 A e

aeN”n
|a|=N

Beweis: Wir zeigen zunichst induktiv die Relation
() n gM(t) =
Ji

N = 1: aus der Kettenregel folgt ¢'(t) = Df(z +t§) - § = >77_ | Djf(z +1t§) - &, also (+)1;

N N+ 1 g™(t) = (¢M)(t) = ) (Djy - Dy f(w + 1)) -y - - &

i1 DjDjn Dy f(a+t€)-€5
wenn wir nun j = jy41 setzen, ergibt das (%)n..

Wir sortieren nun die Mehrfachumme in (*)y um und niitzen also aus, dass die Reihenfolge
der partiellen Ableitungen D, --- D, beliebig abgeéndert werden darf.

Es ist
Djy - Dj, = Dt - D,
wobei fiir [ =1,...,n:
0<ar=|{ke{l, .., N} ju=1}
:Al(j:r,...,jN)
(oy gibt an, wie oft [ unter jy, ..., jy vorkommt) und mit o := (aq, ..., qy)
N! N!

}{(]1,...,]]\7) e{l,....n}" A UL - JN)| = (1= 1,...,77,)}} S ol el dl
(Modell: N Zahlen aus {1,...,n} auf n Késtchen aufteilen, wobei ; in das erste Kéastchen
kommen usw.)
Weiters ist &, - - - &, = &%, somit ergibt (x)y also die Gleichung (19.2). O
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19.4. Theorem (Taylor-Formel)

Die Funktion f : R" O U — R sei (/V+1)-mal stetig (partiell) differenzierbar und = € U,

offen
€ € R" so, dass {z +t& :t €[0,1]} C U. Dann gibt es ein 0 € [0, 1], mit dem gilt
Def(z) Def(x+08)
(19.3) flat+& =) et > — ¢
|a| <N |a|=N+1

Beweis: Wir betrachten die Hilfsfunktion ¢ : [0,1] — R, g(¢) := f(z 4 t£). Dann ist ¢
ebenfalls (N +1)-mal stetig differenzierbar und die Taylor-Formel in der Variablen ¢ ergibt:
30 € [0,1] so, dass

N (k) (N+1)( a
9" (0) « g D* f e Def(z+6S) o
k=0 0 |o|=Fk lo|=N-+1
H_/

2jal<n

19.5. Korollar

Sei f:R" O U — R eine N-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt Vz € U:

offen

(194 o= P e aay) o).

la|<N

Beweis: Zu x € U existiert § > 0 mit Bs(z) C U.
V¢ € Bs(0) 30() € [0, 1]:

ferg= Y Pl 5o PUEEE)

Oé
|| <N -1 la|l=N

¥ D“f DY) o, 5 D x+9£> D) o

la|<N la|=N " ~~ -
=:ra(§)

Fir |a] < N ist D*f stetig; wegen [0(£)] < 1 folgt x + 0(£) & — = fiir ||£]| — 0 und weiter
lime_74(&) = 0.

AuBerdem ist [€%] = [€]* -+ [€a]* < [lg[Jr -+ [lE]|o = [lg]|rrem = igl]',

daher also 37 7a(£)€* = o([[€]|Y) (€ — 0). O

la|=N
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19.6. Spezialfall: Approximation 2. Ordnung

Sei f:R® O U — R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt Vo € U:

offen

(195)  fla+8)= f(z) + {arad f(z) | € + 5 (Hy(0)€ | &)+ () (€ —0).

Beweis: Wir verwenden Korollar 19.5 mit N = 2 :

ft e = @)+ 3 P D e 5 DI o ey
lal=1 ) |a|=2 )
3 3

ad @): weil o] =1gbtesle{l,....,n}:ay=1und a; =0 fiir j # 1 (d.h. a = ¢).
Daher ist D* = Dy, a!l =1, £~ = &, also einfach

@ = Dif(x)-& = (grad f(z) | £).

ad (2): wir haben |«| = 2 und unterscheiden 2 Fille:

ea=2-¢=(0,..., 2, 0,...,0),dh D*=D?undal=2=2
—~—

j-te Komponente
ea=¢+e =(0,...0, 1, 0,...,0, 1, 0,...,0) mitl < j,
~— ~—

I-te Stelle j-te Stelle

dh. D*=D/D; = D;D;, al =1 und £* = ¢ - &;.

Also ist

" D? ,
@=Z%@)§§+ > Mﬁj&
j=1

1<i<j<n
NS

-
_1
=3 2l

1 1,
-3 %:Dlef(a:) &&= 5 £ - (Diflli(x)) €.
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19.7. Definition

Essei f:R"” DU — R. Ein Punkt « € U heiit lokales Mazimum (bzw. Minimum) von f,
falls gilt: Es gibt eine Umgebung V' von x, V' C U, sodass gilt:

VyeV: f(z)=fly) (baw. f(z) < f(y))
Wir nennen z ein lokales Extremum, falls es ein lokales Maximum oder Minimum ist.

Ein Extremum ist strikt, falls in obiger Bedingung zusétzlich Yy € V' \ {z} gilt f(x) > f(y)
(bzw. f(z) < f(y)).

19.8. Proposition

Sei f:R® O U — R partiell differenzierbar und x € U ein lokales Extremum von f.

offen

Dann gilt grad f(z) =

Beweis: Fiirj = 1,2,...,n betrachten wir die partiellen Funktionen g;: t — f(z+te;) =
fiax(t) (vel E1n1e1tung zZu Kapltel VII, unmittelbar vor §18); g; ist definiert auf einem
offenen Intervall 0 € I; C R und ist laut Voraussetzung differenzierbar.

Da z ein lokales Extremum fiir f ist, folgt, dass g; ein lokales Extremum bei ¢ = 0 besitzt.
Daher gilt 0 = g;(0) = D; f(x). O

19.9. Bemerkung und Vorbetrachtung
Wie wir schon aus Analysis 1 (d.i. also der Fall n = 1) wissen, kann die Bedingung
grad f(z) = 0 im Allgemeinen nicht hinreichend sein!

Nun sei f zweimal stetig differenzierbar und besitze ein lokales Extremum bei z. Die
quadratische Approximation an f geméif (19.5) nahe x lautet dann:

e+ =fx)+(0]& + < ()€\€>+0(H€H)

Y A

Ay

( > (0, falls A positiv definit
! < 0, falls A negativ definit

Aus dieser Heuristik heraus erwarten wir also folgendes:

H¢(z) positiv definit = lokales Minimum
H¢(z) negativ definit = lokales Maximum.
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Man vergleiche dies wiederum mit dem Fall einer Variable (n = 1), in dem z.B. gilt:
f"(x) > 0 = lokales Minimum.

19.10. (Wiederholung) aus der Linearen Algebra

Eine reelle symmetrische (n x n)-Matrix A heif3t:

1.) positiv definit, falls V¢ € R", £ #£0: (A | &) >0
2.) positiv semidefinit, falls V€ € R™: (AL | €) >0
3.) negativ definit, falls —A positiv definit ist
4.) negativ semidefinit, falls —A positiv semidefinit ist
5.) indefinit, falls gilt 3¢, n € R™ mit (A | &) > 0 und (An | n) < 0.
Da A symmetrisch ist, gibt es eine Orthonormalbasis B = {v, ..., v,} aus Eigenvektoren;
alle Eigenwerte A; ...\, sind reell und V¢ € R™ : A =300 A (€] ) vy
———’
j-te Komponente von £ bzgl. B
A0 ... 0
0 X ... O
d.h. A ist dhnlich zur Diagonalmatrix .
0 0 ... A\,

Somit ist (A€ | €) = 3" A, (€ ] ;) und daher gilt:
=1

(a) A positiv definit & Vi A >0
(b) A positiv semidefinit << Vj: A\; >0
(¢) A negativ definit & Vi A <0
(d) A negativ semidefinit <« Vj: \; <0
(e) A indefinit & i ga A <0<,

Ein Nachteil dieser Kriterien ist allerdings, dass man zu deren Anwendung (aufler eventuell
im Fall (e)) alle Eigenwerte kennen muss.

Lemma zum Spezialfall n = 2: Essei A = ( Z

ZC) ) eine reelle (symmetrische) (2 x 2)-
Matrix, dann gilt:

1.) Aindefinit <= detA <0
2.) A positiv definit <= detA>0unda>0

3.) A negativ definit <= detA>0unda <0
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Bemerkung: Allgemein gilt fiir symmetrische (n x n)-Matrizen das folgende Kriterium
mittels der sogenannten Hauptminoren: sei fiir k = 1,...,n eine (k x k)-Teilmatrix von A
definiert durch Ay := (a;j)1<i j<k (die linken oberen k Reihen und Spalten in A), dann gilt
(siehe [Fis03, 5.7.7])

A positiv definit <= firk=1,...,n: det Ay > 0.
Beweis: Wir schreiben 2z = < zl ) e R?
2

ad 2.) &) setze z = < (1) ), dann folgt 0 < ‘zAz = a;

Setze z = ( 1

b
a ), dann folgt 0 < zAz =a (—2)2 +2b (—g . 1) +c=

———2 +c—M %édetfl>0;

a

b2
e zAz = az? 4+ 2bz129 + c25 = a (21 + 222)2 + (c — ;) 22 > 0;
——

ac—b2
= >0

242 =0=2=0und 0 =12 + 2z =2 = 2 =0.
ad 3.) Wie in 2.) fiir —A; beachte det(—A) = (—1)% - det A = det A.

a— A b

adl.)det( b e

) =(@a—Nc—AN)—-0P=XN~ (a+c) N tac—V
—— SN——
s:=Spur(A) det A

hat als Nullstellen A\, = %

+ (3)2 — det A; setze A = ((%)2 — det A), dann gilt

2
det A< <= A><§> <— A <0< Ay <= A indefinit.

19.11. Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema

Theorem: Sei f : R" O U — R zweimal stetig differenzierbar und z € U mit

offen

grad f(z) = 0 (man sagt: z ist eine kritische Stelle). Dann gilt:
1) Hy(x)
)

2.) Hy(x) negativ definit ==z ist striktes lokales Maximum

positiv definit =z ist striktes lokales Minimum

3.) H¢(x) indefinit = x ist kein lokales Extremum
(1m Fall n = 2 spricht man hier von einem Sattelpunkt)
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Bemerkung: Die Bedingungen im Theorem sind zwar hinreichend, aber nicht notwendig
(vgl. nochmals mit dem Fall n = 1). Ist H¢(x) semidefinit, so kann keine allgemeine Aussage
getroffen werden: z. B. im R? haben die folgenden Funktionen R? — R

filwnws) = ai g, foler,2s) =t falon,25) i= 2t + 23

jeweils eine kritische Stelle in (0,0) (mit Funktionswert f(0,0) = 0); die Hesse-Matrix

H (0,0) = ( g 8 ) ist in allen Féllen positiv semidefinit (fir k = 1,2, 3), aber

e f1 hat ein striktes Minimum in (0, 0) [f(z1,22) > 0 fur (x1,z2) # (0,0)]
e f5 hat ein lokales Minimum in (0, 0), das aber nicht strikt ist [f2(0,29) = 0 Vo

e f3 hat kein Extremum in (0, 0) [t — f3(0,t) = t3> nimmt in jeder Umgebung von
(0,0) sowohl positive als auch negative Werte an].

Beweis des Theorems: Wir setzen A := Hy(x). Nach (19.5) gilt fiir £ € R” mit ||€]| < 7,
wenn r klein genug ist (< = + £ nahe x):

Flo+€) = () + 3{AE | €) +h(©),
wobei h(€) = o([|€]|2), d.h.

() Ve>035>0: [[£]| < = |h(é)] <ell€]”

ad 1.) A ist positiv definit, daher ist g(§) := (A& | &) >0 V€ #0;
die Abbildung ¢ — g(&) ist stetig S"! — R und S"~! kompakt, somit gilt
a:=min{g(¢): £ € "1} > 0.
Sei & # 0, dann ist
A
[E]

und fiir £ = 0 gilt die resultierende Ungleichung ebenso.

mua=< w%>MW2aMW

Wiihle ¢ := ¢ in (%) und 0 > 0 passend, dann gilt

a a a
f@+8&) = f(@) + FIEI” = €l = fe) + Il > f(=)
fir ||€|| < 9, € # 0; daher hat f ein striktes lokales Minimum in x.
ad 2.) Betrachte —f und wende 1.) an.
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ad 3.) A ist indefinit; wihle &, 7o € R™ \ {0} mit

Y= (A& | &) >0 und o = (Any | no) < 0.

Sei r > 0 und so, dass Vt € [—r,7]: t-&, t-no € B,(0); es ist

2
fla+ &) = () + 5o + h(t6o)
2
flz+tmo) = f(z) + %72 + h(tno).

Aus der Bedingung (*) erhalten wir:
30 €]0,7[: || <d = |h(t&)] < nt?/4 und |h(tno)| < |va| t2/4;
somit gilt fiir 0 < || < 0:

2 2 2
flattg) 2 f@)+ 2= T = pa) + 21 > )
2 2 2
> fle)+ T2 = g+ T2 T e ),

d. h. fur alle Umgebungen V von z gilt: 3§,n € V mit f(&) > f(z) > f(n)
(z.B. mit ¢ klein genug: & = x + t&, n = x + tno).
Also kann in z kein lokales Extremum vorliegen. U

19.12. Beispiel

Wir untersuchen die Funktion f: R? — R, f(z,y) := (22 —y®) e * ¥ auf lokale Extrema:

_—a?y? 2x (1 — 2 + y2) ISR - Ny |
gradf(xu y) =e¢ ( _2y (1 + ZEQ _ y2) =€ ay )

L a2 2(1 — 2% +y?) — 4a* — 2zay —4zy — 2zas
Hy(z,y) =e ( —dxy — 2zas —2(14 2% — y?) + 4y* — 2yay

Um die kritischen Stellen zu finden, 16sen wir das Gleichungssystem

20 (1 —2* +9%) =0
—2y(1+2* —y*) =0.
er=0: —2y(1—9y*)=0 = y=0Vy=-1vy=1

o #£0: 1=2>—y* N 2y(1+22—9y*) =0 = 1=22—y> A—2y(1+1)=0

= y=0z=—-1V =1
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Also haben wir die kritischen Stellen K, = (0,0), K; = (1,0), Ky = (0,1), K3 = (—1,0)
und K4 = (0, —1). Aulerdem lesen wir aus der Definition von f direkt ab, welches Vorzei-
chen f in verschiedenen Bereichen des R? hat: es ist f > 0 < 22 > y2. Somit kommen wir
zunéchst zu folgender schematischer g[,J bersicht:

r=1Yy
\
\ Jid
S ’
S ’
S ’
AN 0,1) ¢ /
’
S ’
S ’
S ’
S ’
N ’
S ’
N ’
N ’
N ’
S ’
S ’
S ’
Nl
N
(_170) / AN (170) z
’
’ AN
‘ \
‘ \
f \
7 N
‘ \
‘ \
‘ \
7 N
f N
’
P (0’ —1) 1 AN
7 ~
7 N
‘ \
‘ \
’
r=—-Y

Weiters geniigt es wegen der Symmetrien f(—xz,y) = f(z,y) = f(z,—y) = f(—x, —y), die
Punkte Ky, K7 und K5 zu untersuchen.

H(0,0) = ( (2) _g ) ist indefinit = Sattelpunkt in K

Hf(1,0) =1 ( _é _2 ) ist negativ definit = striktes lokales Maximum in K;

H(0,1)=1 ( 3 2 ) positiv definit = striktes lokales Minimum in K5
Die entsprechenden Funktionswerte sind f(0,0) =0, f(1,0) = 1/e und f(0,1) = —1/e.
Wegen | ll'}m f(z) = 0 folgt somit, dass

in (1,0) ein globales Maximum vorliegt, weil £ > 0;
in (0,1) ein globales Minimum vorliegt, weil —% < 0.

In den folgenden Darstellungen des Graphen und einiger Niveaulinien der Funktion f mit
Hilfe von MATHEMATICA werden die Ergebnisse auch recht gut sichtbar: im rechten Bild
bedeuten dunklere Zonen niedrigere Funktionswerte; beachte die Nullniveaulinien, die in
diesem Fall genau die Diagonalen x = y und x = —y sind.
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Der Funktionsgraph wurde mit der Eingabe

Plot3D[(x"2 - y~2) Exp[-x~2 - y~2], {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
AxesLabel -> {x, y, z}, Boxed -> False,
ViewPoint -> {1.803, -2.246, 1.775}]

erzeugt, das Bild der Hohenlinien mit

ContourPlot[(x"2 - y~2) Exp[-x~2 - y~2], {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
Contours -> 9, ImageSize -> 180]

19.13. Extrema unter Nebenbedingungen

Definition: Essei f: R* O U — R stetig differenzierbar und M C U sowie a € M.

offen

Wir sagen, f | o besitze ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) in a, wenn gilt:

AV C UmitaeV: f(z) < f(a) (bzw. f(x)> f(a)) YVreMNV.

offen

Theorem: Es sei f: R" O U — R stetig differenzierbar. Weiters seien » < n und
offen

91, -, 9 U — R stetig differenzierbare Funktionen mit der Eigenschaft, dass der Rang
der Jacobi-Matrix D(gy, ..., g,)(x) gleich r (also maximal) ist fiir alle z € M, wobei

M:={zeU: gi(x)="--=gr(z) =0}

~
r Nebenbedingungen
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Falls f ‘ o 1 a € M ein lokales Maximum oder Minimum besitzt, dann existieren r reelle
Zahlen A{,..., )\, € R, die so genannten Lagrange-Multiplikatoren, sodass die folgende
Gleichung gilt

(19.6) grad f(a) = Z Aj - grad g;(a).

Anstatt eines Beweises machen wir hier nur fiir den Fall einer Nebenbedingungsgleichung
von der Form g(x,y) := y— h(z) = 0 im R? eine Plausibilititsiiberlegung und geben spéter
in 23.9 einen rein geometrischen Beweis fiir den allgemeinen Fall. Eine Version des Beweises,
die ohne den Begriff der Untermannigfaltigkeit auskommt und direkt auf den Satz {iber
implizite Funktionen (vgl. bei uns 20.2) zugreift findet sich z.B. in [Heu04, Abschnitt 174].

Plausibilititsiiberleqgung: Seien also f: R*> — R sowie h: R — R stetig differenzierbar und
g(z,y) :=y — h(z). Die Losungsmenge der Nebenbedingung

M = {(x,y) €eR*: g(z,y) =0} = {(2,y) ER? : y = h(2)} = {(x,h(x)) € R*: z € R}

ist dann einfach der Graph von h im R2. Laut Annahme hat f ein lokales Extremum im
Punkt a € M. Seit zy € R mit (xg, h(xp)) = a. Dann muss die differenzierbare Funktion
x +— f(z,h(x)) ein lokales Extremum in xy besitzen, also verschwindende Ableitung in
diesem Punkt haben. Somit folgt nach der Kettenregel

d

0= = (f(@,h(x))) = Daf(a) + Daf(a) - W (w0).

Dies lehrt uns aber, dass der Vektor grad f(a) € R? normal auf (1, h'(xy)) # 0 steht, daher
also parallel zur Richtung (—h'(zo), 1) = grad g(a) sein muss. Mit anderen Worten: es gibt
eine reelle Zahl A so, dass

grad f(a) = Agrad g(a).

Methode: Die grofite Bedeutung der Lagrange-Multiplikatoren liegt in ihrer Anwendung
beim Aufsuchen von Kandidaten fiir lokale Extrema einer G!-Funktion f unter den Neben-
bedingungen g; = - - - = g, = 0. Dazu gehen wir wie folgt vor:

wir bilden eine neue Funktion von n + r Variablen durch
F('Ta )\17 ey )\T) = f(x) - Algl(x) -t )\Tgr(x)

und bestimmen Losungen (z,\) = (z1,...,Zn, A1, ..., Ar) € U X R” des Gleichungssystems
grad, y F'(z,A) = 0, d-h. in Zeilen gemaf} z- und A-Ableitungen aufgeteilt

grad f(r) — Ay grad gy (z) — - -+ — A, grad g,(z) = 0
(19.7) 91(z) : 0
gr($) =0
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Mit ein wenig Naivitiat betrachtet sieht das vielversprechend aus, weil wir hier n + r Glei-
chungen fiir n + r ,,Unbekannte“ vorfinden. In der Praxis wird man natiirlich nur so viele
Aj bestimmen wie nétig sind, um alle xj, zu erhalten. Allerdings kann obiges Gleichungssys-
tem sehr unzugénglich fiir eine explizite Losungsfindung sein, weil es ja z.B. bzgl. x4, ..., z,
typischer Weise nichtlinear ist.

Beispiel: Fiir f: R® - R, f(z,y,2) = 5x +y — 3z stellen wir uns die folgende Aufgabe:

Bestimme die Maxima und Minima von f auf dem Schnitt der Ebene z + y + z = 0 mit
der Kugeloberfliche 2% + y2 + 22 = 1.

Die zwei Nebenbedingungen erhalten wir, indem wir die Ebene sowie die Sphére als Null-
stellenmenge der stetig differenzierbaren Funktionen

g, y,2) =z +y+z bzw. go(z,y,2) =2 +y*+ 22— 1
darstellen.

Nun bilden wir fir die Funktion F(x,y,z, A\, u) = f(z,y,2) — Ag1(x,y, 2) — pga(z,y, 2)
zeilenweise die Ableitungen nach z,y, z, A, u:

(1) bt 1 2z 0
(2) 1) =Al 1 | —pnl| 2y =
(3) -3 1 2z 0
(4)
(5)

)

o

rT+y+z =
Pty -1 =

o

(+(2)+3) = 3-3Xx—-2u(z+y+2) =0 = A=1, daher ergibt sich weiter
~———

0 [(4)]
(1): 4 —2ux = = pu#0
(2): —2py=0 = y=0
(4): z+2z= = z=-C
(5): 22+ (—2)*-1=0 = 2x2:1,dh.x::i:%.

Wir haben also folgende Kandidaten fiir Extrema: P = <%, 0, —%) und Q) = (—%, 0, %) .

Wir bemerken, dass die Menge M = {(z,y,2): g1(z,y,2) = ¢g2(x,y, z) = 0} kompakt ist
(weil abgeschlossen und C Kugel), daher existiert sowohl ein Maximum als auch ein Mini-
mum von f ‘ - Nachdem wir nur zwei Kandidaten haben, gentigt ein einfacher Vergleich
der Werte an diesen Stellen:

wegen f(P) = % = 4v/2 und f(Q) = —4v/2 muss also das Maximum in P und das
Minimum in ) angenommen werden.
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§20. Implizite Funktionen und Umkehrsatz

20.1. Spezialfall: Hohenlinien im R?

Es sei f:R? D U — R stetig differenzierbar. Fiir ¢ € R ist die entsprechende Niveau-
offen
menge im Definitionsbreich gegeben durch

Ni(e) ={(x,y) € U: f(z,y) = c},

wird also durch ,eine Gleichung in zwei Variablen“ beschrieben. Naiv gesehen wiirden
wir erwarten, dass sich aus dieser Gleichung ,,eine Variable durch die andere ausdriicken
lasst*, womit eine explizite Beschreibung einer Hohenlinie erreicht wire (ndmlich beider
Koordinaten entlang der Niveaumenge durch einen Parameter).

y Um die Fragestellung zu prézisieren,

gehen wir von einem fixen Punkt
N¢(c) (x0,y0) € N¢(c) aus.

Gilt nahe (zg,yo):
f(z,y)=c [d-h. (2,y) € Ny(c)]
()

1 z = g(y) oder y = h(x).

" }\ [~ Genauer: es sollen also Umgebungen V)
grad f(zo,%) von xo und V5 von yq existieren, sodass
obige Aquivalenz in V; x V5 gilt, wobei
g: Vo — Vi bzw. h : Vi — V, stetig

. . differenzierbar sind.

Vl X

Um ausgeartete Fille zu vermeiden nehmen wir zusétzlich an, dass

grad f(zo, Z/o) #0

gilt, der Punkt (xg,yo) also nicht kritisch ist. Zum Beispiel gehoren zu strikten lokalen
Extrema stets einpunktige Niveaumengen und in einem Sattelpunkt schneiden einander
zwel Niveaulinien (das kann z.B. aus Teil 3.) des Beweises von Theorem 19.11 geschlossen
werden. )

Notwendige Bedingungen: Angenommen es gibt eine differenzierbare Funktion g: V5 —
V1, sodass (g, yo) € Vi x Vo C U mit g(yo) = xo und
offen

flg(y),y)=c  Vyela
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Dann folgt durch Differentiation (nach y) mit der Kettenregel

Dif(9(y),y) -4 (y) + D2f(9(y),y) = 0.

Dy f(xo,y0) = 0 erzwingt Ds f (2o, y0) = 0 und daher auch grad f(zo,yo) = 0 — ein Wider-
spruch %

Somit muss gelten:

D f(x0, y0)

(20.1) Dif(zo,y0) #0 und  ¢'(yo) = Dy (w00

Ahnlich zeigt man: Falls & : V; — V; differenzierbar mit h(zy) = o, dann folgt aus
f(z,h(z)) = c YV € Vi, dass

Dy f(xo,y0)

(20.2) Dof(xo,y0) 20 und  h'(z9) = Do (20 50)

Existenz von g oder h: Es sei v := D f(zo,y0) > 0.

Die Funktion z — f(z,10) ist dann nahe xy streng monoton wachsend und wegen der
Stetigkeit von D f erhalten wir:

HX/J :]aj,bj[ (] = ]_,2) mit a1 < g < b1 und s < Yo < bg, sodass gllt

1) V(z,y) € V1 x Va: Dif(z,y) > 2>0

2.) Yy € Vy=las, bo): f(ar,y) < c= f(zo,y0) < f(b1,y).

Ni(e) .
\ (® Konstruktion von g: V, — Vi:
by | sei y € Vor t — f(t,y) ist streng mo-
" grad f(zo, yo) noton wachsend [a;,b1] — R und es gilt
2

f(al,y) <c< f(blvy);
daher 'z €lay, bi[: f(z,y) =c.
Wir setzen g(y) := x.

az

Die Funktion ¢ ist auf V5 eindeutig be-
stimmt und es gilt f(g(y),y) = ¢ nach
Konstruktion.
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Noch zu zeigen: g ist stetig differenzierbar.
(® Stetigkeit von g: Sei y € V5 und (y,,) eine Folge in V5 mit y, — y (n — 0).
Setze x := g(y), T, := g(y,); wir miissen zeigen, dass z,, — x gilt.
Esist f(@n,yn) — f(x,yn) = D1f(&n, Yn) -(x, — x) fiir ein &, zwischen x und z,,
U L T
¢ (n—o0) 23>0
daher 0 < 3 - |z, — o < [D1f (& yn)l|2n — 2 = [c = f(2,4)| = 0 (n — 00)
und somit z,, — x (n — o), d. h. g(y.) — g(v).
(o) Stetige Differenzierbarkeit von g: Sei y € V5 und 0 # h so klein, dass y + h € V3
gilt.

o gly+h)=gly) = Wb _g

e gly+h)#gly) = [flgly+h),y)# f(g(y),y) (wegen strenger Monotonie) und

c
A

9ly+h) —gly) _ 9y +h) —9(y) Sy +n)y) — Flgly+h)y +h)
h Flgly+h),y) = fla(y),y) h
—
[fur h — 0,
9y +h) — g(y)] ! !
1

m ( - D2f(g(y)ay))

e ist h, #0, h, — 0 und g(y + h,) = g(y) ¥n, dann haben wir einfach

Dyf(g(y),y) = lim flgy),y +ha) — flg(), y)

00 hn,

) = i YT —9(y) . Daf(9(y).y)
391y) = lim h D1f(g(y),y)

Diese Formel zeigt auch die Stetigkeit der Ableitung, also ist g stetig differenzierbar.

Analog argumentiert man fiir die Félle Dy f(xo, y9) < 0 bzw. Dy f(xo,y0) > 0und Ds f(xg, yo) <
0, wobei wir bei letzteren zwei Féll wir lokal y = h(z) erhalten.

Zusammenfassend gilt also folgende
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Proposition: Es sei f : R? O U — R stetig differenzierbar, ¢ € R und (zg,y0) €

offen

Nite) = £7((e)) it gmad flao) £ ( g )

Falls { D11 (o, yo) } # 0 ist, dann gibt es V3, V5 C R offen mit (zg,y0) € Vi x Vo C U

D5 f (20, yo)
g:Vo—V; L . . L . .
und { bV 1 } stetig differenzierbar und eindeutig mit der Eigenschaft:
. z=g(y)
en)eVixe:  @peN) — {2700

/ __ Daf(g(y)y)
g y) — Dif(9(y)y)

h’(y) _ _Dif(z,h(x))

Weiters gilt dann {

Bemerkung: Bei der Anwendung dieser Proposition wird oft die Schreibweisen y = y(x)
statt y = h(z) verwendet und mit so genanntem ,impliziten Differenzieren gearbeitet:

d d ©
R A
gl ¥ ’

Beispiel: f:]0,00*—= R, f(z,y) := 2 +y+ log(zy), ¢ = 2 und (z0, yo) = (1,1);

esist f(1,1) =1+ 1+log(1) =2, also (1,1) Element von N¢(2);

wegen Dof(z,y) =0+ 1+ x—ly r=1+ é, somit Dy f(1,1) =2 # 0, ist die Gleichung
z +y + log(vy) = 2

nahe x = 1 nach y auflésbar durch eine stetig differenzierbare Funktion z +— y(z) mit

D f(z,y 1+ 2
ley) T, also y'(1) = —1.
Yy

_DQf(xvy) a 1+

Durch weiteres implizites Differenzieren erhalten wir auch

y'(z) =

!

—E0+) -0+ (-

()

Z.B. gewinnen wir daraus die Taylorentwicklung fiir y um zy = 1:

)’ also y//(l) _ __1 ) (2) -2 (1) —1.

y//(x) = - 22

y(@) =y + 1) (- 1)+ L 1) 40 (- 1) =

l—(z—-1)+
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20.2. Satz iiber implizite Funktionen

Es seien U; C R*, U, C R™ offen und F: U; x Uy — R™, eine stetig differenzierbare
Abblldung? F(ZE, y) = (Fl(‘x?y)? RS Fm(xv y))

Die Bedingung

(%) F(z,y) =0
entspricht einem System von m Gleichungen fiir xq, ...,z und y1, ..., Ym.

Konnen aus den Gleichungen (x) die m Variablen v, ...,y durch die k£ Variablen
x1,...,x ,ausgedriickt werden?

Legt (*) durch seine Losungsmenge y € R™ als Funktion von z € RF fest?

Nehmen wir einmal probeweise an, es wére so; d.h. es sei y = g(x) und g differenzierbar.
Fiir 1 < j < m erhalten wir dann durch Einsetzen in (x) die Gleichung

Fy(z,9(x)) =0
und daraus durch partielle Differentiation nach z; (1 <1 < k) geméf der Kettenregel

m

0= DIl(Fj(x>g(x))) = Dxle(:L’,g(:B)) + ZDprj(x’g(x)) ) szgp(x)'

p=1

Das resultierende Gleichungssystem konnen wir als linearistierte Form von (x) auffassen.
Dazu fiithren wir noch eine kompaktere Notation fiir entsprechende Teilmatrizen der Jacobi-
Matrix von F' ein:

oF __  O(F1,.., Frm) . 1 1

rrl m = (D:C]F’Z) 11§2§<7; [(m X k)-TellmatrlX]
(20.3) O(F1. Fo) T

oF __ oI, ™ o . .

T = ey = (D?/jFi)lgz‘,jgm [(m x m)-Teilmatrix].

Damit lautet die gewonnene Linearisierung von (%) dann

(20.4) S .9(a)) + Gz g() - Dgla) = .

Nun gilt folgende Aquivalenz:
(20.4) ist auflosbar nach ,,dy“= Dg(z) <= %(w,g(m)) ist invertierbar.

Dass diese Bedingung sogar hinreichend fiir lokale Auflésbarkeit des urspriinglichen Glei-
chungssystems (%) nach y ist, beweisen wir im folgenden
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Theorem: Es sei (a,b) € U; x Uy C R* x R™ mit F(a,b) = 0. Weiters gelte, dass

F
(20.5) %—(a, b) invertierbar ist.
Y

Dann gibt es offene Umgebungen V; von a mit V; C U; und V5 von b mit V5, C U, und eine
eindeutige stetig differenzierbare Abbildung ¢ : V; — V, mit g(a) = b und der Eigenschaft:

V(r,y) e VixVa:  Flz,y)=0 <<= y=g(2).

Es gilt dann auch

(206) Dyla) — - (2—5 <x,g<x>>)_ I, gta).

Bemerkung: Proposition 20.1 ist somit ein Spezialfall dieses Theorems fiir k = m = 1,
F(z,y) = f(z,y) — c und %—5 = Do f (bzw. falls Dy f(x0,y0) = 0 ist, vertausche die Rollen
von z und y).

.. > +y*+22-6 Fi(z,y,z
Beispiel: F: R! xR? - R? F(zx,y,2) = ( 3 +yy3 LB )= F;Ex z z§

Fiir die Ausgangssituation im Theorem haben wir £ =1 und m = 2.

Ist innerhalb der Losungsmenge des Gleichungssystems F'(z,y, z) = 0 nahe des Losungs-
punktes (1,2, 1) zumindest lokal (y, z) als Funktion von x darstellbar?

2y 2 2
: IF Y z OF z
Es ist D) = ( 32 322 ) und 7~ = ( 3,2 )

Wir setzen B := a?sz) (1,2,1) = 142 g , dann ist det B = —12 # 0, also B invertierbar
dB == 572 Wit t it A= 201,21 = 2
un =% | _jo 4 ) Weiters setzen wir A := Sr(1,2,1) = 5 )

Aus dem Theorem folgt: 3V; C R offen, 1 € V4, und 3V, C R? offen, (2,1) € V4, sowie
g: Vi — V; stetig differenzierbar mit g(1) = (2, 1) so, dass

V(z,y,2) € Vi x Va: F(x,y,z):<8) — <y)= (z)

und weiters

Dg(l):_B_l'A:%Q<—1g _i)'<§):1_12<—1g):<—(1))‘
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In der geometrischen Interpretation stellt g: R O V; — R? lokal die Schnittkurve der
beiden Flachen Fi(z,y,z) = 0 und Fy(z,y,2) = 0 dar, ndmlich mittels Parametrisierung
in der Form z — (z, g(x)):

Fi(z,y,z) = 0 beschreibt eine
Sphére mit Radius v/6 um den
Ursprung. Ein Ausschnitt der
durch Fy(z,y, z) = 0 gegebenen
Teilmenge des R? ist in der Gra-
phik links dargestellt und der
Schnitt dieser mit der Sphére ist
im rechten Bild illustriert.

Hier stellen wir die Situation noch ein-
mal in einer anderen Ansicht dar, in A AN
der zur Verdeutlichung eine kleine Ku- - ( SN
gelumgebung um den Punkt (1,2, 1) ein- i |
geschwérzt wurde:

Zur Information: Die obigen Illustrationen wurden in MATHEMATICA mit den folgenden Eingaben
erzeugt. Zunichst werden die speziellen Graphik-Pakete eingelesen (z.B. fiir Niveauflichen von
Funktionen dreier Variablen)

<< Graphics‘ContourPlot3D°¢

Zur Vorbereitung (keine Abbildung oben) erzeugen wir die Sphire mittels

cpl = ContourPlot3D[x"2 + y'2+2z"2 -6, {x, -2.5, 2.5}, {y, -2.5, 2.5%},
{z, -2.5, 2.5}, Lighting -> False, ContourStyle -> {RGBColor[0, 1, 1]},
PlotPoints -> {5, 5}]

und dann die durch F» gegebene Fliche (Abbildung oben links)

cp2 = ContourPlot3D[x"3 + y°3 + z"3 - 10, {x, -2.5, 2.5}, {y, -2.5, 2.5},
{z, -2.5, 2.5}, Lighting -> False, ContourStyle -> {RGBColor[1, 0, 0]},
PlotPoints -> {8, 8}, ViewPoint -> {-0.428, 1.498, 3.004}]
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nun werden die erzeugten Graphiken zusammen dargestellt (Abbildung oben rechts):
Show[cpl, cp2, ViewPoint -> {-0.428, 1.498, 3.004}]

Die Erzeugung der kleinen schwarzen Kugelumgebung kann z.B. so vorgenommen werden (wir
brauchen viele PlotPoints, um bei dem kleinen Radius noch Punkte innerhalb der Sphére zu
erfassen; ohne Abbildung)

cp3 = ContourPlot3D[(x - 1)"2 + (y - 2)"2 + (z - 1)°2 - 0.04, {x, -2.5, 2.5},
{y, -2.5, 2.5}, {z, -2.5, 2.5}, Lighting -> False,
ContourStyle -> {RGBColor[0, 0, 0]}, PlotPoints -> {12,12},
ViewPoint -> {-0.428, 1.498, 3.004}]

schlieBlich wurde diese in die kombinierte Ansicht mit angepasster Viewpoint-Option eingefiigt

Show[cpl, cp2, cp3, ViewPoint -> {1.508, 3.029, -0.026}]

Beweis des Theorems:
OBdA ist (a,b) = (0,0) € RF¥ x R™ (andernfalls ist dies stets durch Translation erreichbar,
wobei die Ableitung unverdndert bleibt).

Wir setzen A := 2£(0,0) [eine (m x k)-Matrix] und B := %—5(0,0) [eine invertierbare

(m x m)-Matrix].
1) Umformulierung in ein Fixpunktproblem mit Parametern:

Wir betrachten die Abbildung G : Uy x Uy — R™, G(x,y) :=y — B™'- F(z,y);

dann gilt: F(z,y) =0 <= G(z,y)=vy
(d.h. y ist Fixpunkt von y — G(x,y) bei gegebenem z)

Es ist

%(x’y):[m_Blaa—];(%y) wobei I, = :

B
Y . 19 1

~
Matrix mit stetigen Funktionen als Komponenten

also ist (x,y) — % stetig und %(0,0) = 0. Daher gibt es W; x Wy C U; x Uy mit
offen
(0,0) € Wy x Wy und

oG

() || <

1
3 V(z,y) € Wy x Wa;

op

Wiéhle r > 0 so, dass B,.(0) C W5 und setze Vs := B,.(0).
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G ist stetig und G(0,0) =0 — B~'-0 = 0, daher gibt es V; C W, offen mit 0 € V;:

sup ||G(z,0)[| < 3 [weil auch z — ||G(z,0)]| stetig ist].
zeV;

Seien x € Vi und 3,1 € V5, dann gilt:

(1) IG(z,y) — Gla.n)]| < sup Z—j<x, 0

CEV

1
Ny —nll < QW—ML
[

op ()]

Mit n = 0 erhalten wir aus (A) zusammen mit obigem weiters

1 r
slyll = G2, y) = Gz, 0)| 2 |Gz, y)ll = |Gz, 0}l = |Gz, y)l| = 3
d.h.: IG@ I <s5yl+7)  VYoeW, Vyel,=B(0).
Insgesamt gilt also
_ 1
(%) veeVi: yely = |[Glzyll=gr+r)=r

somit bildet y — G(x,y) die abgeschlossene Kugel V, = B,.(0) in sich ab, falls z € V}.

2) Entlarvung als Fixpunktproblem im Raum stetiger Funktionen:

Co(Vi, R™) = {f : Vi — R™ stetig : || f]lo := sup 1/ (@) < oo}
xeVy

ist ein Banach-Raum [vgl. Korollar 16.18] und

X ={feCVL,R"): |fllec <7}
ist eine abgeschlossene Teilmenge (das ist die abgeschlossene r-Kugel bzgl. der Metrik
d(f1, f2) = ||f1 — f2lloo; vel. Beispiel 16.15).
Daher ist (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. [Sei (f,) Cauchy-Folge in X = (f,)
Cauchy-Folge in C, = (f,,) konvergiert in €, = Limes von (f,) in X, weil X abgeschlossen.]
Wir definieren zunéchst eine Abbildung @ : C,(V1,R™) — C(V4,R™) durch ®(f)(z) :=
G(z, f(z)).
Wegen (k) gilt: || flloo <7 = [[Po(f)|loc < 7, d.h. (X)) C X.

Wir setzen nun & := &y|_ : X — X.

x
Es ist fur fl,fQ e X:

1D(f1) = @(f2)lloo = sup [|G(z, f1(x)) — Gz, fo())]

zeVy

< 1 sup || fi(z) — fo(x)]| = %Hfl — falloo;

(&) 2 zews
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d.h. ® ist eine Kontraktion auf dem vollstdndigen metrischen Raum X.

Nach dem Fixpunktsatz von Banach gilt also: 3lg € X: ®(g)(z) = g(z) Vx € V3,
d.h. g: V) — B,(0) C Vo CR™ ist stetig mit der Eigenschaft, dass

g(x) = G(z,g(x)) = g(x) = B~ - F(z, g(x)),
was wiederum &dquivalent ist zur Giiltigkeit von

F(z,g(x))=0  VzeV.

3) Differenzierbarkeit von ¢:

(%) bedeutet fiir (z,y) € Wy x Wy und R:= B! - %—g(x,y), dass || 1, — RHOp < £ gilt.

Daher ist R injektiv [denn Rz =0 = ||z|| > [[Inz — Rz|| = ||2]| = =z = 0], also auch
bijektiv [als lineare Abbildung von R™ in sich].

Somit ist %—5(3&, y) invertierbar; insbesondere ist %—5(35, g(x)) invertierbar Vo € V].
Sei zo € VA, Yo := g(x0) und Ag := % (z0,y0), By := %—5(370,3/0)-

F ist differenzierbar in (x¢, yo), daher gibt es nahe (g, yo) eine Abbildung ¢ mit ¢(z,y) =
o(I(@ =0,y = yo)|l) = o(llz — xol| + [ly — oll) und

Xr — X

Fl.y) = Flzo,yo)+ DF(zo,90) ( - 0)+so(x,y),
—— —_—— Y —7Yo

0

(Ag,Bo)
[(m X (k+m))-Matrix]
d.h. F(z,y) = Ao - (x — x0) + Bo - (y — %0) + @(z,y).
Setzen wir y = g(z), so folgt
0= F(x,9(x)) = Ay - (x — 0) + By - (g(x) - g(xo)) + o(z, g(z))

und daraus wegen der Invertierbarkeit von By auch

g9(x) = g(xo) = =By - Ao+ (x — x0) — By ' - oz, g())
= ()
eLls bleibt zu zeigen: ¢(x) = o(||z — zo||) (Definition der Differenzierbarkeit!)

Behauptung: 3V} C V; offen mit xzy € V] und K > 0:

lg(x) — g(xo)|| < K - ||& — x| Ve V.

— ist diese Behauptung bewiesen, dann sind wir fertig, denn fiir x — x folgt daraus

Y(@) =By (. g(x) = ol — wol| + K - ||z — xol) = o]z — 1))
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Beweis der Behauptung:
Ve > 03V C VixVyoffen, (xg,y0) € V', V(x,y) € Vi |lp(z,y)|| < e (|lx — zo|l + [y — vol|)-
Es ist

(% %) lg(x) = g(@o)ll < || By " Aollop -l = woll + || By *llop -, 9(x))]I-
—_——— ——

=:cC1 =:cC2

Aus der Stetigkeit von g folgt, dass x — (x,g(x)) stetig ist. Daher 3V/ C V} offen mit
xo € V{, sodass der Graph von g, d.h. {(x,g(z)) : x € V{}, ganz in V' enthalten ist; dann
gilt Vo € V"

le(z, g(@)l < e (z = ol + llg(z) — g(zo)ll) ,

somit haben wir vermoge (* * ) insgesamt

lg(x) = g(zo)|| < (c1 + € o)l —zoll + - ca- |lg(x) — g(xo)l-
Waihlen wir £ > 0 so klein, dass ¢ - € < %, dann folgt somit
1 1
Slg(@) — 9@l < (e + 5) -z = ol
d.h. die Behauptung gilt mit K = 2¢; + 1.

4) Formel (20.6) und stetige Differenzierbarkeit:

g ist differenzierbar, daher gilt Formel (20.4) und daraus folgt mittels Invertierbarkeit von

%—i(x,g(x)) (Vx € V1) direkt die Gleichung (20.6):

Dy(e) = - (G e.9) G gl

Geméf der Voraussetzungen ist die rechte Seite dieser Gleichung stetig abhingig von z,
also ist x — Dg(x) stetig; somit ist g stetig differenzierbar.

O

20.3. Umkehrabbildungen

Es seien Uy, Uy C R”™ offen und f : U; — U, stetig differenzierbar und bijektiv.
Ist f~! stetig differenzierbar?

Notwendige Bedingung: Falls f~! : Uy — U, differenzierbar ist, folgt aus f~' o f = idy,
nach der Kettenregel

D(f)(f(x)) - Df(x) = I
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und somit, dass sowohl (D f)(x) als auch D(f~1)(f(x)) invertierbar sind. Weiters folgt die
Gleichung

D(f)(f(2)) = (Df) (@) .

Wie wir zeigen werden, ist die Bedingung der Invertierbarkeit von (D f)(x) zumindest lokal
auch hinreichend.

Theorem: Es sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und a € U sowie
b:= f(a) € R". Falls
Df(a) invertierbar ist,

dann gilt: 3Uy C U offen, a € Uy und 3V, C R" offen, b € V;, mit der Eigenschaft, dass
-1
f‘UO : Uy — Vy bijektiv und g := (f}UO) : Vo — Uy stetig differenzierbar ist

und es gilt die Gleichung
Dg(b) = (Df(a)) "

Beweis: Betrachte die Abbildung F': R® x U — R", F(x,y) := x — f(y).

Es ist F(b,a) = 0 und %—g(b, a) = —Df(a) invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen gibt es daher offene Umgebungen V' 3 b, U D U’ 2 a und h : V' — U’ stetig
differenzierbar mit der Eigenschaft

V(z,y) e V' xU': F(z,y)=0 <= y=h(x).
——

d.h. z=f(y)

Sei Uy C U’ mit a € Uy, sodass Vy := f(Uy) C V'. Dann ist Vy = h=1 (1), also ist Vp

offen
offen [weil h stetig ist], b € Vi, und f(Uy) = Vo, d.h. f}UO ist surjektiv; Vo € Vg, Yy € Uy
gilt:
y=h(z) << z=/[f(y)

wobei g := h’vo die Menge 1} in U, abbildet.

Also ist f }Uo bijektiv mit der Umkehrfunktion g, die ebenfalls stetig differenzierbar ist. [

Definition: Es seien U,V C R” offen und f : U — V bijektiv und €' (stetig dif-
ferenzierbar). Falls f~! : V' — U ebenfalls stetig differenzierbar ist, so heifit f ein @€!-
Diffeomorphismus.

Allgemein: Sind f und f~! beide k-mal stetig differenzierbar, so heifit die Abbildung C*-
Diffeomorphismus; oft sagt man fiir k& = oo (oder auch schon fiir k£ = 1) einfach Diffeo-
morphismus.
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Bemerkung: Ist f ein C'-Diffeomorphismus und f k-mal stetig differenzierbar, dann ist
f sogar ein C*-Diffeomorphismus.

[Beweis induktiv: da in D(f~1)(y) = (Df)(f(y)))"" alle Komponentenfunktionen stetig
differenzierbar sind, ist D(f~!) stetig differenzierbar usw.]

Beispiel: Polarkoordinaten im R?
Wir betrachten f: RT x R — R2, (r,¢) — (r - cosp,r - sin p).

. [ cosp —r-sing
Bs ist Df(r, ) = < singp  r-cosg
fur alle (r, ) € RT x R invertierbar.

), daher det(Df(r,¢)) = r > 0 und somit D f(r, ¢)

Also ist f ein lokaler Diffeomorphismus [f ist €] und

DU en) = (DA ) = ((Gn? Lo ) - (mgng).

sing  1r-cosp - -
(r.)

Wegen z = rcosg, y = rsing ist /22 +y? =r und ¥ = cos p, £ = sin p, somit ist

x Yy
_ 2+2 2+2
D(f ) = | VIV

m f ist nicht global bijektiv R* x R — R?\ {(0,0)}, denn f(r,p) = f(r, o+ 2kn) Vk € Z.

e Wir geben eine explizite lokale Umkehrung fiir —7 < ¢ < 7 an:

z=rcosp >0 fir (r,p) € V:=R" x |-Z 2| daher ist £ = tan y;

somit ist die Umkehrfunktion RT x R — V gegeben durch (z,y) — (r(z,y), o(x,y)) =
(v/2? 4 y?, arctan ¥) und die Polarkoordinatenabbildung f ist bijektiv von V' nach R* x R,
dort also ein €*°-Diffeomorphismus.

Yy
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VIII] KURVEN UND FLACHEN —
UNTERMANNIGFALTIGKEITEN
DES R"

§21. Wege und Kurven

21.1. Definition

Es sei I C R ein Intervall.

1) Eine stetige Abbildung ~v: I — R"™ heiit Weg. Ist I = [a,b], dann ist v ein Weg von
p:=(a) nach q := y(b).

2) Es sei v: I — R™ ein differenzierbarer Weg, dann heiit §(¢) := Dv(t) Tangentialvektor
an 7 im Punkt ~(¢). Falls 4(¢) # 0 ist, so heifit % Tangenteneinheitsvektor.

3) Ein Weg ~v: I — R™ heifit requldr, wenn -~ stetig differenzierbar ist und ~(t) # 0 gilt fiir
allet € I.

4) Ein Weg v: I — R" heifit stickweise reguldr, wenn - stetig ist und es eine Zerlegung
to <ty <--- <ty von I gibt, sodass die Einschrankungen v‘[t, tn] (fir j=0,...,N —1)
VRAS)

jeweils regular sind.

Kinematische Interpretation: In einer géngigen physikalischen Interpretation von We-
gen betrachten wir I als Zeitintervall, ~(¢) als Ort eines Teilchens (oder eines Korper-
schwerpunktes) zur Zeit ¢, 4(¢) als (momentanen) Geschwindigkeitsvektor (engl. velocity)
und ||¥(¢)]| als (Betrag der momentanen) Geschwindigkeit (engl. speed) zur Zeit t.



21.2. Beispiele

1)

Seien a,v € R", dann beschreibt 7v: R — R™ mit v(t) = a +t - v die Gerade durch a
in Richtung v. Es ist 4(¢) = v und somit gilt: ~ ist regulir <= v #0.

Esseir > 0;7: [0,27] — R*mit v(t) = (r-cost, r-sint)
beschreibt einen Kreis vom Radius 7 um den Ursprung. yl @)
Es gilt

A(t) = (=rsint,rcost) L ~(t).

Insbesondere ist v regulir, weil ||¥(t)]| = r > 0 ist.

Sei f: I — R stetig differenzierbar und
v I —R2 t (L, f(t)). v(t)

Dann ist (I) gerade der Graph von f.
Wegen 4(t) = (1, f'(t)) # (0,0) ist ~ stets

regulér.

Es seien r > 0 und ¢ > 0; der reguliare Weg
v(t) = (rcost,rsint,ct), v: [0,27] — R? be-
schreibt eine Schraubenlinie mit Ganghohe
27e.
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Y
5.) Fiir v: R — R2, ~(t) = (12 — 1,3 — t) ist Y(=1)
Y(t) = (2¢,3t> — 1) (1)

und daher v regulér. T

~ ist nicht injektiv: es gibt einen so genannten

Doppelpunkt in (0,0) = v(—1) = (1), wobei

H(=1) = (=2,2) und 4(1) = (2,2).

. . . Y 2 3

6.) Die Neilsche Parabel v: R — R? wobei y(t) = (¢, ¢%); y-=x

es ist
() = (2t,3t%),
daher 4(0) = (0,0) und ~ nicht regulér.

Dieselbe Bildmenge C' := v(R) wird durch den stiick- | x
weise reguldaren Weg

—t. —|t]3/2
a@):{( t—lt?) ¢ <o,

(t,13/?) t>0

erzeugt.

7.) o:[0,7] — R?% o(r) := (rcos(27),rsin(27)) beschreibt wie Beispiel 2.) ebenfalls
einen Kreis vom Radius » um den Ursprung, d.h. es gilt o([0, 7]) = ([0, 27]).

Die Durchlaufgeschwindigkeit ist aber wegen (1) = 2 - 4(27) verdoppelt.

8.) Der Weg p: [0,27] — R? p(7) := (rcos(27), rsin(27))

beschreibt denselben Kreis wie in den Beispielen 2.) p(0) = p(r) =

und 7.). Allerdings wird nun die Bildmenge zweimal
durchlaufen.
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21.3. Definition

Es seien I, J C R Intervalle.

1.) Eine zuldssige Parametertransformation ist eine stetig differenzierbare Abbildung
w: I — Jmit ¢'(t) >0 fir alle t € I.

2.) Zwei Wege v: I — R" und o: J — R™ heiflen
dquivalent, wenn es eine zuléssige Parameter-
transformation ¢: I — J gibt mit 0 o ¢ = ;
wir schreiben dafiir auch kurz v ~ o.

Es ist leicht zu zeigen (ndmlich durch entspre-
chende Verkniipfungen bzw. Inverse von Pa-
rametertransformationen), dass dadurch eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege '\/ Y f
im R" definiert wird. 1 J

3.) Eine orientierte stiickweise requlire Kurve C ist eine Aquivalenzklasse von stiickweise
reguldren Wegen. Jeder Repréasentant v von C heiflit eine Parametrisierung von C
es entspricht dann also C' der Klasse aller Wege o mit o ~ 7.

21.4. Bemerkung

1.) Die Bedingung ¢'(t) > 0 bedeutet Im Fall ¢'(t) < 0 dreht sich die Ori-
geometrisch, dass v und o im selben entierung gerade um, wobei die Bild-
Sinn durchlaufen werden. mengen nach wie vor gleich sind.

o Y
o o

2.) Wegen ¢'(t) > 0 (fiir t € I) ist eine zuldssige Parametertransformation also streng

monoton wachsend und stetig differenzierbar invertierbar (also ein €*-Diffeomorphismus

I — (). Bs gilt (p7!) = 5= > 0, daher ist auch ¢! eine zuléissige Parameter-

transformation ¢(I) — I.

3.) Fiir die Anderung der Tangentialvektoren differenzierbarer Wege v, o unter einer
Parametertransformation gilt

Y(t) = (o0 9)(t) = ¢'(t) - o(p(1)).
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21.5. Definition

Es sei v: [a,b] — R ein stiickweise regulérer oder stetig differenzierbarer (nicht notwendig
reguldrer) Weg. Dann heifit

b
(21.1) L(y) = / ()l de

die Bogenlinge von 7.

21.6. Bemerkung

1.) t — [|¥(t)| ist stetig bis auf hochstens endlich viele Sprungstellen, also Riemann-
integrierbar auf [a, b].

2.) In der kinematischen Interpretation ist ||§(¢)|| der Betrag der Momentangeschwin-
digkeit und somit entspricht fab |7(t)|| dt dem zuriickgelegten Weg.

3.) Man kann zeigen: L(y) ist der Limes der
Gesamtlangen eingeschriebener Polygonziige;
dies ergibt Riemann-Summen fiir das Inte-
gral in (21.1) und fiihrt auf den Begriff des
rektifizierbaren Weges (vgl. [For05, §4]).

4.) Es sei v: [0,1] — R"™ das Geradenstiick v(t) = a+t- (b — a) zwischen a und b im R".
Dann gilt L(7y) = fol |b—al| dt = ||b—al|; d.h. fur gerade Strecken ist die Bogenlénge
genau die euklidische Linge.

21.7. Proposition

1.) Sei I := I} U Iy, wobei I} = [a,b] und I, = [b,c] mit a < b < c. Weiters seien
v Iy — R™ o0 I — R™ stiickweise reguldre Wege mit 7, (b) = v,(b). Wir definieren
den stiickweise reguldren Summenweg v = v, + 72 [ — R" durch

[ nt) a<t<h
v(t) = { 12(t) b<t<ec
Dann gilt L(y) = L(71) + L(72). (Additivitat der Weglénge)

2.) Invarianz der Bogenlénge unter zuldssiger Parametertransformation: Sind die stiick-
weise reguldren Wege v: [a,b] — R™ und o: [«, 5] — R" dquivalent (y ~ o),
dann gilt L(y) = L(0).

Daher ist die Weglénge von (orientierten) stiickweise reguldren Kurven wohldefiniert.
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Beweis: 1.) folgt ausf |17 (t)|| dt = f |13 (¢ Hdt—i—fb |152(t)|| dt.

2.) Sei ¢: [a,b] — [c,d] eine zuldssige Parametertransformation und o o ¢ = . Wegen
4= (60p)- ¢ folgt durch Substitution (7 = ¢(t))

/mrw /w /w Jlldr = L(o).

O p(a)

21.8. Beispiele

1.) Fiir @ > 0und r > 0 sei v: [0, a] — R? der Kreisbogen
v(t) = (r-cost,r-sint). Wegen 4(t) = (—r-sint, r-cost)
ist ||%(¢)]| = r und daher

:/H"y(t)Hdt:r/dt:r-a. r r-a
0

0

Insbesondere ergibt sich fiir den Einheitskreisumfang
27 (setze r = 1 und «a = 27r).

Der Parameter ¢ € [0, a] beschreibt hier also den Win-
kel genau im so genannten Bogenmaf.

2.) Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar, so-

dass (t) := (t, f(t)) den Graphen von f be- /—\
. . '\_/D

schreibt. Dann gilt 1

b

Mw=/wjmwﬁ:/¢HW@Mt

a

21.9. Parametrisierung nach der Bogenléinge
Wir geben nun fiir orientierte regulédre Kurven eine ausgezeichnete Parametrisierung 7 an,
in der stets ||7(s)|| = 1 gilt, also der Tangentialvektor normiert ist.

Sei 7v: [a,b] — R™ ein reguldrer Weg. Wir suchen ein kompaktes Intervall J C R und eine
stetig differenzierbare, bijektive Funktion ¢: J — [a,b] mit ¢'(s) > 0 fiir alle s € J, sodass
fiir 5 := vy o @ gilt ||[F(s)|| =1 fiir alle s € J.
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Wegen 7 = (¥ 0 ¢) - ¢’ muss daher 1 = [|[5(¢(s))|| - ¢'(s) gelten. Daraus folgt mit ¢ := ¢(s)

nun
1

(7)) = 76) lelo]

und schliefflich nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

wlwzwlmwg/mwwm (a<t<b).

Wir diirfen uns ¢~ (a) = 0 wiinschen und erhalten somit ¢~ '(t) = [*||4(7)|| dt. Das heit
die gesuchte Parametrisierung 7 = v o ¢ verwendet dann den neuen Parameter

s=¢71(0) = L (],y) € 0, 20)

den so genannten Bogenldngenparameter. Der Weg 7: [0, L(y)] — R™ heifit Parametrisie-
rung von vy nach der Bogenldnge.

Die Berechnung des Bogenldngenparameters gemafl s = L (v}[a t}) ist natiirlich auch fiir

stetig differenzierbare (nicht notwendig regulidre) Wege moglich. Es wird i.A. aber dadurch
keine zuldssige Parametrisierung erzeugt. (Warum?)

Bemerkung: Ist C' eine regulére Kurve und v ein regulidrer Weg, der C' représentiert, so
gilt fiir seine Parametrisierung v nach der Bogenléinge

)P = ((s) [ 7(s)) =1 Vs € [0, L(3)].

Durch Differenzieren nach s erhalten wir daraus 2DA(s) | H(s)) = 0, d.h. es gilt mit
(s) := D7(s) als Beschleunigungsvektor stets

Y(s) LA(s).
[Warnung: diese Relation gilt i.A. nur fiir die Parametrisierung nach der Bogenlénge!]

Die GroBe k(s) := ||3(s)| heift Kriimmung der Kurve C' im Punkt F(s).
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§22. Vektorfelder, 1-Formen und Kurvenintegrale

22.1. Definition

y

Es sei U C R™. Eine Abbildung v: U — R” -0t : : T I Lt
heiit Vektorfeld auf U. S EERERE N
- 4 4 = Uy "I T R
- ¢ 4 4 4 4 4 AU T T R N
- ¢ 4 4 4 4 4 2: D WU TR D D T WS
Wir stellen uns dabei die Abbildung v oft A DD N
i - ¢ 4 4 4 4 ¢ 1> D Y N D R W N
so vor, dass an jedem Punkt p € U der D RN SR SR SR SR
(Tangential-) Vektor v(p) angeheftet wird. S A A R T
! . s . LY DY W S Y T R =

In der Physik entspricht das einem (zeitun- I NN N S AN 7 - P
abhéingigen) Kraftfeld. DDA A A

22.2. Beispiel

1.) Obige Graphik zeigt das Vektorfeld v: R* — R? v(z,y) = (y, —e¥sinz) auf (einem
Ausschnitt von) R% Der Plot wurde erstellt in MATHEMATICA mit der Eingabe

<< Graphics‘PlotField®

PlotVectorField[{y, - ExplylSin[x]}, {x, -Pi, Pi}, {y, -Pi/2, Pi},
Axes -> True, AxesLabel -> {x, y}]

2.)Sei f: R" D U — R eine @'-Funktion, dann definiert v(p) := grad f(p) (fiir p € U) ein
offen

stetiges Vektorfeld v: U — R"™. Wir sagen, v sei ein Gradientenfeld. In der Physik nennt
man in diesem Fall — f ein Potenzial fiir v.

22.3. Vektorfelder und 1-Formen

Sei v ein Vektorfeld auf der offenen Teilmenge U C R™ und bezeichne (. | .) das Standard-
Skalarprodukt auf R"™.

Fiir jedes p € U definieren wir ein lineares Funktional auf R™ durch w(p): R" — R,
w(p)(h) := (v(p) | h) fir alle h € R"; also ist w(p) ein Element im Dualraum (R™)*.

Vermoge der Zuordnung p +— w(p) erhalten wir eine Abbildung U — (R™)*. In der betrach-
teten Situation haben wir diese Abbildung aus einem gegebenen Vektorfeld erzeugt. Den
allgemeinen Fall fassen wir in die folgende
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Definition: Eine 1-Form oder Pfaffsche Form auf U ist eine Abbildung w: U — (R™)*.

Beispiele:

1.) Ist f: U — R differenzierbar, so ist Df: U — L(R™,R) = (R")* und definiert also
eine 1-Form, die wir mit df bezeichnen und (duferes) Differential von f nennen.
[Die Notation df (p) soll den Standpunkt des linearen Funktionals betonen, wéhrend
wir ja bisher Df(p) zur Vereinfachung meist mit dem Zeilenvektor der partiellen
Ableitungen ((1 x n)-Jacobi-Matrix) identifiziert haben.]

Es gilt fiir alle p € U und fiir alle h € R™
df (p)(h) = (grad f(p) | h) = Df(p) - h
2.) Als Spezialfall von 1.) fur f = prj}U: U — R, die j-te Koordinatenprojektion mit

prj(x1,...,o,) = x; erhalten wir als Differential dpr; eine 1-Form, die wir mit | dz;

bezeichnen.

Ist {ey,...,e,} die Standardbasis in R™, so gilt Vp € U:

dx;(p)(er) = (e; | er) = dji;
d.h. {dz1(p),...,dz,(p)} ist die zu {ey,...,e,} duale Basis in (R™)*. Insbesondere
lautet die Darstellung von df (p) aus 1.) in dieser Basis

(22.1) ZDf - dx;(p).

Wir kénnen dhnlich wie in (22.1) sogar fiir jede 1-Form w eine punktweise Basisentwicklung
angeben, in der w durch passende Koeffizientenfunktionen fi, ..., f,: U — R vetreten wird.
Zugleich erlaubt dies eine Identifizierung von Vektorfeldern mit 1-Formen (auf der festen
offenen Teilmenge U C R").

Proposition

Es sei U C R" offen.
1.) Zu jeder 1-Form w: U — (R™)* gibt es genau eine Abbildung f = (f1,..., fn): U — R"
mit der Eigenschaft

(22.2) Z fi(p)-dz;(p)  VpeU.

Es gilt f;(p) = w(p)(e;) fur jedespe Uund j =1,...,n

2.) Die Zuordnung v = (vq,...,0,) — Z - dx; liefert einen Isomorphismus (d. h.

eine lineare und bijektive Abbildung) des R Vektorraumes von Vektorfeldern mit jenem
der 1-Formen auf U.
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Beweis: ad 1.): Fiir jedes p € U ist {dz1(p),...,dz,(p)} eine Basis von (R")*. Daher
gilt Vp € U: es gibt eindeutige reelle Zahlen A, ..., A\, mit

w(p) = Z Aj dz;(p).

Esist \; = \; dz;(p)(ej) = w(p)(e;). Wir setzen f;(p) := A;.
Somit haben wir Funktionen f,..., f,: U — R definiert, fiir die gilt

W = ij dl’j.
j=1

Die Eindeutigkeit von fi,..., f, ist klar wegen der Eindeutigkeit der skalaren Faktoren in
der Basisdarstellung fiir jedes p € U.

ad 2.): Die Menge aller Vektorfelder auf U sowie die Menge der 1-Formen auf U bilden
Vektorrdume iiber R, wenn die Operation der Vektoraddition und skalaren Multiplikation
punktweise ausgefiihrt werden. [Fiir A\, € R und v,w Vektorfelder bzw. 1-Formen w, v ist
p— A-v(p)+ p-w(p) wieder ein Vektorfeld bzw. p — X-w(p)+ - v(p) eine 1-Form und es gelten
alle Vektorraumaxiome.|

Die Linearitdt der Abbildung v — o ist klar.

Injektivitét: falls © = 0 ist, so folgt daraus Vp € U, dass v(p) = Y v;(p)dz;(p) = 0; daher
i=1
muss nach 1.) dann v;(p) = 0 gelten (j = 1,...,n); da p beliebig war, erzwingt dies v = 0.

Surjektivitét: sei w eine 1-Form auf U mit der Darstellung w(p) = > f;(p)dx;(p) fur alle
j=1

p € U gemaB 1.); wir setzen v := (fy,..., fn): U — R", dann gilt nach Konstruktion
U= w. O

Definition: Fine 1-Form w auf der offenen Menge U C R™ heifit stetig (bzw. differen-
zierbar, stetig differenzierbar etc.), wenn alle Komponentenfunktionen fi,..., f,: U — R
in der Darstellung (22.2) es sind.

Bemerkung: Die Identifizierung von Vektorfeldern mit 1-Formen in Punkt 2.) der obigen
Proposition baut — bei genauer Betrachtung — auf dem gegebenen Skalarprodukt (. | .) im R”
auf (bzw. hingt von der dadurch vermittelten dualen Basis ab). Ein anderes Skalarprodukt auf
R™ ergébe in derselben Weise ebenfalls einen Isomorphismus, der aber als lineare Abbildung i.A.
verschieden sein wird.
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22.4. Wegintegrale

Definition: Sei U C R™ offen, w eine stetige 1-Form auf U und ~v: [a,b] — U ein stetig
differenzierbarer Weg. Dann ist

(22.3) = [t

a

das Wegintegral von w iiber ~.

Wenn w die Darstellung w = > f;-dx; mit stetigen Komponentenfunktionen fi, ..., f, hat,
=1
f="(fi,--., fn) gesetzt wird, und v = (y1,...,7,) ist, so haben wir fiir den Integranden

in (22.3) den folgenden konkreten Ausdruck
w(y(#)(¥(t) = ij(v(t))%(t) = (f(y(®) [¥(1)),

woraus auch die Stetigkeit beziiglich ¢ klar ist. Zusammenfassend erhalten wir fiir die
Berechnung des Wegintegrals

n b b
(22.3) [w=3 [ nowrtd= [tow o)

Bemerkung: Falls der Weg v nur stiickweise €' ist, d.h. v: [a,b] — U ist stetig und
es gibt eine Zerlegung a =ty < t; < --- <ty = b, so dass 0; = 7‘[# ] jeweils C! ist
j—15t5

(j=1,...,N), dann setzen wir fiir das Wegintegral

[oox ]

9j

Beispiele: 1.) Sei y(t) = (cost,sint) fiir t € [0,27] und w(z,y) = —y dz + x dy auf R?,
dann ist

21
/w:/(—sint(—sint)+costcost) dt = 2.
y 0 :rl
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2.) Betrachte v: [0,2] — R? mit

und w(z,y) = 2*dx + (x — y) dy auf R?.

Wir berechnen mit ¢4(t) = (1,1) und o5(t) = (1, —1)

/wzi/w+/Ln:/@?1+@—¢yUdﬁ+j@?1+@—42—wy@4»ﬁ

1
::/ﬂdr+/t?+%— t=-+ (= +t*—2t)
3 °3 )
1
8 1 8 11
= 44— (1 - =+ 1=
3+%+ ) %+ ) 37" 3

22.5. Lemma (Unabhéngigkeit des Wegintegrals von der
Parametrisierung)

Sei U C R" offen, w eine stetige 1-Form, v: [a,b] — U ein €-Weg und ¢: [¢,d] — [a, D]
eine zulissige Parametertransformation [d.h. ¢ €' und ¢’ > 0]. Dann gilt

e

Yoy

Bemerkung: Fiir ¢’ < 0, d.h. ¢ orientierungsumkehrend, so gilt fvww = — fyw.

[6=¢"-9]
[etteenGeeneeds = fubomma= [ 0
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22.6. Korollar und Definition

Sei U C R" offen, w eine stetige 1-Form und C' eine orientierte regulére Kurve in U.

Dann ist das Kurvenintegral / w wohldefiniert wie folgt:
c

Sei 7: [a,b] — U ein beliebiger Représentant von C', dann ist

ot

(Analog fiir stiickweise regulire Kurven.)

22.7. Bemerkung (Kurvenintegrale von Vektorfeldern)

Sei v = (vy,...,v,): U — R™ ein Vektorfeld auf U, dann ist o = ) v, dx; die entspre-
j=1

chende 1-Form auf U. Symbolisch kénnen wir mit dz = (dz,...,dz,) die Identifizierung

so schreiben: © = (v | dz). Somit erhalten wir die Identitét

b

[o=[wiin = [whw) o)

C C a

deren rechte Seite auch als Definition fiir das Kurvenintegral des Vektorfeldes v entlang C
Jo(v | dz) dienen kann.

In der Physik z.B. sind auch die Notationen ds = dz und v - w fiir (v | w) iiblich. Dann
kann der Ausdruck | o v-ds als Kurvenintegral von v {iber C' im obigen Sinne interpretiert
werden.

Eine physikalische Interpretation des Kurvenintegrals fasst dieses als geleistete Arbeit (oder
gewonnene Energie — je nach Vorzeichen) im Kraftfeld v bei der Bewegung entlang der
Kurve C' auf.

22.8. Stammfunktionen

Definition: Sei w eine stetige 1-Form auf der offenen Teilmenge U C R"™. Eine Stamm-
funktion von w ist eine C'-Funktion F': U — R mit dF = w. Eine 1-Form heiit exzakt,
wenn sie eine Stammfunktion besitzt.

Bemerkung: 1.) Ist F' eine Stammfunktion von w, dann ist fiir alle ¢ € R auch F + ¢
eine Stammfunktion von w.
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2.) Im Fall n = 1 konnen wir stetige 1-Formen stets als w = f dx schreiben, wobei f eine
stetige Funktion ist. Die Frage nach einer Stammfunktion F fiir w fithrt auf die Gleichung

7
fdx:wdF:F/dx,

daher gilt folgende Aquivalenz:
F Stammfunktion von w <= F ist Stammfunktion von f im Sinne von Analysis 1.

Daraus lesen wir ab: Jede 1-Form auf einem offenem Intervall U C R ist exakt
(Fiir zp € U fix erhalten wir ndmlich stets eine Stammfunktion durch F(z f f(t)
[Die Aussage gilt sogar fiir beliebige offene Teilmengen U C R; vgl. [AE99, VIH 3 4( )] ]

3.) Sei v: U — R" ein stetiges Vektorfeld, dann gilt: © = Z - dx; ist exakt

— JF: U%RelmltZDFdxj—d :f):z v dx;

<= 3JF:U — R C! mit v = grad F.

‘v ist ein Gradientenfeld <= 0 ist exakt‘

In der Physik sagt man in dem Fall auch, dass v das Potenzial ® = —F' besitzt.

Folgende Fragen werden wir im Rest dieses Abschnittes behandeln:
1) Welchen Nutzen haben Stammfunktionen?
2) Welche 1-Formen w: U — (R™)* besitzen Stammfunktionen?

3) Wie findet man Stammfunktionen zu gegebenen 1-Formen?

Proposition: Sei U C R" offen, w eine exakte stetige 1-Form auf U und F eine Stamm-
funktion von w (auf U).

Fiir jeden stiickweisen €'-Weg v: [a,b] — U mit Anfangs- und Endpunkten p := v(a),q :=
v(b) € U gilt:

(22.4) /w:/dF:F(q)—F(p).
y y
Insbesondere gilt: wenn v (zusétzlich) geschlossen ist, d.h. y(a) = v(b), dann folgt

[e=o

y
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Beweis: Zunichst sei v stetig differenzierbar. Dann ist nach der Kettenregel

CPO0)) = (grad F((0) | 4(0)) = AR () (1)
und daher
[ar = [ara@Goyd = [ 5F6w)d=Fowl = Fo - Fo).

Falls  nur stiickweise C! ist, gilt mit einer entsprechenden Zerlegung a =ty < --- < ty = b,
Ye =7 |[tk—lytk}:

/dF = ; / dF = ; (F(v(tx)) = F(y(tx-1))) = F(y(tn)) = F(y(to))-

Beispiel: Sei U :=R?\ {0,0} und

-y
dx +
x? + 52 ! 24y

w(r,y) = 5 dy.

Es ist also w = fide + fody mit f(z,y) = (fi(z,y), fo(2,y)) = <ﬁ, %ﬂz)

/ N Das Vektorfeld f beschreibt Tangen-
A ten an Kreise um den Ursprung, die
/ \\V/.y gegen den Uhrzeigersinn durchlau-
fen werden.
B

Sei v: [0,a] — U gegeben durch () = (r cost,r sint) mit » > 0 und «a > 0:

CON . _ /1 —rsint ‘ —rsint _
A(t) = (—rsint,rcost) und w(y(t))(¥(t)) = <T2 ( v eost ) ( " cost )> = 1, daher
folgt



Insbesondere ergibt sich fiir &« = 27 und r = 1 ein geschlossener Kreis und

[w=2mz0:

v

aus obiger Proposition folgt also, dass w auf U keine Stammfunktion besitzen kann!

Aus den Beobachtungen in 22.8 kénnen wir die Idee gewinnen, die Existenz von Stamm-
funktionen fiir eine 1-Form w auf U durch Integrale iiber geschlossene Kurven zu testen. Die
entscheidende Frage ist dann aber, ob die Bedingung, dass geschlossene Kurvenintegrale
allesamt verschwinden miissen auch hinreichend fiir die Existenz einer Stammfunktion ist?

22.9. Definition

1.) Eine Teilmenge A C R™ heifit wegzusammenhdingend, wenn es fir alle Punkte z,y € A
einen stetigen Weg von x nach y gibt, d.h. v: [0,1] — A C R" stetig mit v(0) = =
und (1) = y.

A= Al U AQ, wobei d(Al, AQ) =
inf{d(z,y) : v € A,y € A3} >0

geht nicht
wegzusammenhéngend

2.) Ein Gebiet im R" ist eine Teilmenge U, die offen und wegzusammenhéngend ist.

[Bemerkung zu einem allgemeineren Begriff: Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes
heifit zusammenhdngend, falls es keine zwei offenen, nichtleere und disjunkte Mengen O
und O3 in X geben kann mit A = (01 N A) U (02 N A).

Im Allgemeinen gilt 'wegzusammenhéngend = zusammenhéngend’, aber nicht umgekehrt
(vgl. [vQO01, Kapitel 4]).

Ist nun U eine offene Teilenge eines normierten Vektorraumes, so gilt allerdings:

U zusammenhingend <= U wegzusammenhingend.

Fiir einen Beweis siehe z.B. [AE02, Kap. III, Korollar 4.11]; d.h. insbesondere hétten wir
bei der Definition von Gebiet auch ,nur® zusammenhéngend verlangen miissen.|
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Die grundlegende Idee der Konstruktion eines Kandidaten fiir eine Stammfunktion F' einer
gegebenen stetigen 1-Form auf U ist nun folgende: wir halten einen Punkt p € U fest und
definieren Funktionswerte F'(q) fiir ¢ € U, indem wir jeweils einen Weg ~ von p nach ¢
wéhlen und angeleitet durch Gleichung (22.4) ansetzen: F(q) := F(p) + fyw, wobei der
fixe Wert F(p) beliebig sein kann.

Ist U ein Gebiet, so wird uns die Existenz eines stetigen Weges v von p nach ¢ garantiert
— fiir die Kurvenintegrale benétigen wir jedoch stiickweise C!'-Kurven. Diesen technischen
Zusatz verschaffen wir uns im folgenden

22.10. Lemma

1.) Sei (X,d) ein metrischer Raum, K C X kompakt und A C X abgeschlossen mit
AN K = (. Dann gilt: 3¢ > 0 derart, dass
Vee KVye A:  d(z,y) > c.
2.) Sei U C R” offen und o: [0,1] — U stetig; wir setzen p := ¢(0) und ¢ := o(1).

Dann gibt es auch einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~ in U, der p und ¢
verbindet, d.h. 3v: [0,1] — U C R" stiickweise C! mit y(0) = p und (1) = ¢.

Beweis: 1.) wurde als Ubungsaufgabe zu §17 bewiesen.

2.) Es ist K := 0([0,1]) € R™ kompakt und A := R™ \ U abgeschlossen mit AN K = 0.
Nach 1.) gibt es also ein ¢ > 0, sodass

(%) Vie[0,1] Yy e R"\U: |o(t) -yl > c

Als stetige Abbildung auf einer kompakten Menge ist o gleichméfig stetig, daher gibt es
eine Zerlegung 0 =tg < t; < --- <t,, = 1 mit

lo(t;) —olt;)ll <e G=1...,m).

Wir definieren nun v: [0, 1] — U als Polygonzug mit den Ecken o(ty),...,o(tm),
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dh. v+ (1= Ntjo1) == Ao(t;) + (1= N)o(tj—q) fir0<A<1l,5=1,...,m.

Dann ist ~ stiickweise gerade mit stetigen Ubergingen an den Zerlegungspunkten, daher
also stiickweise C!. Weiters gilt v(0) = o(to) = p und v(1) = o(t,,,) = q.

SchlieBlich gilt auch +([0,1]) € U, denn zu jedem t € [0,1] gibt es A € [0,1] und j €
{1,...,m} mit t = A\t; + (1 — \)t;_; und somit

(@) = o)l = Alo(t;) —o(t;)l <1-c=¢

wegen o(t;—1) € 0([0,1]) = K und (%) muss daher () € U gelten. O

22.11. Theorem

Sei U C R"™ ein Gebiet und w eine stetige 1-Form auf U. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1.) w besitzt eine Stammfunktion in U (d.h. w ist exakt in U).

2.) Fiir jeden geschlossenen stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~ in U gilt

(22.5) / o=

y

Beweis:

(1.) = (2.): folgt aus Proposition 22.8.

(2.) = (1.): Wir folgen der oben beschriebenen Idee fiir die Konstruktion einer Stamnm-
funktion F"

sei pp € U beliebig und fix; da U wegzusammenhéngend ist,
gibt es zu & € U einen stetigen Weg v in U von py nach z. Nach
Lemma 22.10 gibt es auch einen stiickweisen C'-Weg a: [0,1] —

U mit a(0) = pp und a(1) = x; wir setzen F(z) = [ w.

(® F ist wohldefiniert U — R:

Sei néimlich 3: [0,1] — U auch stiickweise €' mit 5(0) = po und 3(1) = z, dann bilden wir
die Zusammensetzung von o mit 3 durch den Weg ~: [0,2] — U mit
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(o) = a(t) 0<t<1 v
T 800 1<t<2 o
Do
Dann ist 7 stiickweise €' und geschlossen (v(0) = py = 7(2)), daher folgt laut Annahme

fo -

wobei wir die Additivitit des Kurvenintegrals und 22.5 mit Orientierungsumkehr verwendet
haben. Somit gilt [ w = [ pwund F (x) ist wohldefiniert; daher ist auch die vereinfachte

Schreibweise
F(z) = / w

po

sinnvoll (weil unabhéngig vom Weg).

(® F ist stetig differenzierbar und es gilt dF = w:

Es sel w = ) f;dx;. Wir zeigen, dass f; = D;F (1 < j < n) gilt, dann sind wir fertig,
j=1
weil daraus die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen von F' folgt und weiters auch dF =

YoDjdr =) fidr =w.

Sei wie iiblich {ey,...,e,} die Standardbasis des R™ und h € R mit kA # 0 so klein, dass
die Strecke ((t) :=x +the; fr 0 <t <1 ganz in U zu liegen kommt. Dann ist

z+he;

Flo+ hey) — /w—/w_/w—/ w(a+ thes) (he)

f]-(a:-l—thej)-h

und daher
1
F he;) — F
D, F(x) = lim L Re) = F@) fj(a:—l—thej)dt:/fj(x)dt:fj(x).
h—0 h h—0 ~————
0 —f() [gn] 0

22.12. Integrabilitdtsbedingungen

Die Bedingung (22.5) ist zwar #dquivalent zur Existenz einer Stammfunktion, ldsst sich
aber keineswegs direkt aus den Koeffizientenfunktionen fi, ..., f,, einer stetigen 1-Form w
ablesen. Deshalb untersuchen wir moglichst einfache Folgerungen der Gleichung w = dF'.
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Zunichst bedeutet die obige Gleichung wegen dF' = ) D;F dx; natiirlich, dass f; = D;F
(j =1...,n) gilt. (F ist aber spéter eben gesucht — bzw. die Existenz von F' in Frage;
daher versuchen wir, jegliche Referenz auf Werte von F' loszuwerden.)

Angenommen F sei eine €2-Funktion (somit w also €'), dann folgt durch weitere partielle
Differentiation mit Hilfe des Satzes von Schwarz 18.6

Dif; = DiD;F = D;D;F = D;f; (1 <1,j<n).

Durch die Gleichheit der duflersten Terme haben wir also notwendige Bedingung fiir die
Existenz einer zweimal stetig differenzierbaren Stammfunktion vorliegen.

n

Definition: Sei U C R™ offen. Eine stetig differenzierbare 1-Form w = Y f; dz; auf U
j=1
heifit geschlossen, falls die Integrabilititsbedingungen

(22.6) D;fi =D f; (1<2,5<n)

gelten.

Bemerkung:

1.) In Dimension n = 3 sei ein €' Vektorfeld v = (fi, fo, f3) auf U C R3 gegeben: dann
bedeutet die Bedingung (22.6) fiir die entsprechende 1-Form ¢ gerade, dass rot(v) = 0
gilt.

Wir hatten bereits in (18.3) gesehen: v = grad F' = rotwv = 0; dies tibersetzt sich
nun mittels w = v wie folgt: w exakt = w geschlossen.

2.) Die Bedingungen (22.6) sind notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Existenz einer
Stamfunktion. Um dies zu zeigen, greifen wir zuriick auf Beispiel 22.8 mit U =
R2\ {0,0} und w(z,y) = oz dr + s dy = fi(z,y)dv + fo(z,y) dy: wir haben
dort gezeigt, dass w keine Stammfunktion in U besitzen kann; dennoch gilt aber

—1- (@ +y°) +y2y y? —a?
Dyfi(z,y) = (22 + 32)?2 - (22 + y2)? ]

1 (2* 4+ y?) — a2z y? — a2
Difo(z,y) = (22 + y2)?2 - (22 + y2)? J

Es zeigt sich, dass der in 22.12, Bemerkung 2.), beobachtete , Defekt* gewissermaflen in
der ungiinstigen Gestalt von U liegt: in Gebieten ,ohne Locher® (so genannte einfach
zusammenhdngende Gebiete) ist fiir stetig differenzierbare 1-Formen die Bedingung (22.6)
gleichwertig mit der Existenz von Stammfunktionen (vgl. [AE99, Kapitel VIII, Theorem
4.8]). Wir werden dies zumindest fiir eine vereinfachte Variante nachweisen.
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22.13. Sternformige Teilmengen des R"

Definition: Eine Menge U C R"™ heifit sternformig beziiglich des Punktes py € U, wenn
folgendes gilt: Vo € U liegt die gesamte Verbindungsstrecke von py nach z in U, d.h.
{1=t)po+t-z:0<t<1}CU.

Mit anderen Worten: ,,von py aus kann ganz U beleuchtet werden®.

Beispiel: U = R?\ {0,0} ist nicht sternférmig, denn
fir jedes py € U ist stets ein Halbstrahl hinter (0,0)
verdeckt. ‘

/’po

22.14. Theorem

Sei U C R" ein sternformiges Gebiet und w eine stetig differenzierbare 1-Form. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1.) w ist exakt (d.h. w besitzt eine Stammfunktion).

2.) w ist geschlossen (d.h. w erfiillt die Integrationsbedingung (22.6)).

Beweis: 1.) = 2.): folgt aus den Uberlegungen am Anfang von 22.12.

2.) = 1.): OBdA ist U sternformig bzgl. po = 0 (andernfalls ist dies durch Translation
stest zu erreichen).

n

Sel w = Y fidxy; fir © € U definieren wir den Wert der (prospektiven) Stammfunktion
=1
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durch Integration tiber die Strecke von 0 nach z, d.h. mit y(¢) = tx fiir 0 <t <1 ist

1

mm:/@/wmmw](iﬁmn)w

0

g

g(t,x)

Nach Proposition 18.19 ist F' als Parameterintegral stetig diffferenzierbar und es gilt fiir
7=1,....n

1 1
@H@:/Dwmwﬁ:/ D, (tz)-ta | + fi(t) | dt
’ = =~
0 0 [(22.6)] =Dy f;
1, 1 1 ;
:/<Zlej(tx)txl> dt+/fj(tx) dt:/%(t-fj(tx))dt
0o = . 0 0

A (tf;(tx))—f; (tz)
=1-f;(1-2)=0-f;(0-2) = fi(=),

also ist dF = w. O

22.15. Beispiel

Wie wir oben gesehen haben, erfiillt die stetig differenzierbare 1-Form w(x,y) = 17 dr+

ﬁ dy auf U = R?\ (0,0) die Integrabilititsbedingungen und kann auf diesem Gebiet

aber keine Stammfunktion haben. Aber auf dem Gebiet V := R?\ {(x,0): z < 0} besitzt
w sehr wohl eine Stammfunktion:

Y Vv Das Gebiet V entsteht néimlich aus R? \ {(0,0)} durch Ent-

fernung der negativen x-Achse und ist somit fiir jedes r > 0
sternférmig beziiglich (r,0).

Daher gibt es nach dem obigen Theorem eine Stammfunktion
F:V—->Rzuw.

Wie sieht so eine Stammfunktion konkret aus?

Dazu wéahlen wir den Punkt pg = (1,0) € V als Startpunkt fiir Kurven der Form v = 1+,
nach (x,y) € V in folgender Art:
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mit r = (22 +9?)Y2 > 0und —7r < p < 7
V2 (eindeutig) so, dass © = rcosp,y = rsing,
setzen wir
o falls r < 1:y(t) = (r—t,0) (r—1<t<0)
o fallsr > 1: 1 (t) = (r+¢,0) (1—r <t <0)
sowie fiir (0 <t < |p])
o falls ¢ > 0: 75(t) = (rcost,rsint)
o falls ¢ < 0: o(t) = (rcost, —rsint).

71

0,00  (n0)  (L0)

Dann ergibt sich

/w: /w + /w =04+ =0
0l 71

2
~— ~—
[y=0,dy=0] [Bsp. 22.8]

Wir betonen nochmals, dass fiir (z,y) € V der Polarwinkel ¢ eindeutig im Bereich | — 7, 7]
gewihlt werden kann und schreiben fiir die dadurch vermittelte Abbildung ¢ = arg(z,y),
arg: V' — R. Somit haben wir also die Stammfunktion

F(z,y) = arg(z,y)

zur 1-Form w auf dem Gebiet V' erhalten.

22.16. Zur praktischen Bestimmung einer Stammfunktion

Ein Beispiel im R3: w(x,y,2) = (z+2)de — (y+2)dy+ (v —y)dz = fidx+ fody+ fsdz
Wir iiberpriifen die Integrabilitdtsbedingungen:
T+ z -y —z

r—y
WS NG N N
0 —1 1 -1

0 1

~> Integrabilitidtsbedingung sind erfiillt; da R? sternférmig ist, gibt es eine Stammfunktion,
d.h. F: R? — R mit

O, F=x+=2
OyF = —y—=z
0,F=x—uy.

(0) Wir versuchen FUU = [ f, do = %2 +zx [= 0.F = fi
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und {iberpriifen: 9,F!! = 0 ... sollte aber = f, = —y — z sein!

(1) Korrektur F2 .= Fl 4 [(fo — gyFW)dy = & + za + [(—y — 2) dy
2

_ a? Yy
=5 tzx—5 —2y

[Bemerkung: 8, [(fa — OyFW)dy = [(,fo — 0py FM) dy = 0]

Oy f1 Ay f1

wir iiberpriifen: 0,F® = o —y = f; ... fertig,

d.h. F(z,y,2) = # + z(x — y) ist eine Stammfunktion.

Algorithmus:

sei das Gebiet U C R" so beschaffen, dass entlang der Koordinatenrich-

tungen integriert werden darf und w = fidry + ...+ f,dz,

(0)

K JA Fli+1].—plk]
( ) gehe zu Schritt (k+1)

F[l} = /fldl'l
|

JA Fl2l.—pl
gehe zu Schritt (2)

NEIN

[Dlgl = f(lez - D12F[1]) dzy

M 4 g1 = [(Daofr — Daf1) = 0]

NEIN

9 = [(frs1 — Dra FM) dagiq

F = F"
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§23. Untermannigfaltigkeiten des R"

23.1. Parametrisierte Flichenstiicke und Immersionen

Grundidee: wir stellen uns eine zweidimensionale Fliche im R? als verbogenes Ebe-
nenstiick vor, wobei die Verbiegung durch eine stetig differenzierbare Abbildung bewerk-
stelligt wird:

- D1®($0790>
T CR? \
s SO i .
(1'0)3/0) t — CD((ZL‘(), y()) + tlel)

t1 — (x0,Y0) + tie1

D,®,
Mit @: R*> O T — R? differenzierbar und der Notation D;® = | D;®y | liefert die
offen
D,®;

(komponentenweise gebildete) Taylor-Approximation erster Ordnung eine Linearisierung
nahe des Punktes ®(x¢,yp) in der Form

(2o, y0) +t1 - €1 t1 - D1®(x0, yo)
P(x, +
(w0, 90) +12- €2 ~ (%0, 90) to - Da®(o, yo)

[\ J/ [\ J/
-~ -~

Basisrichtungen Tangentialvektoren an die Fliche ®(T")

Da die Dimension der solcherart infinitesimal linearisierten Fléache gleich 2 sein soll, ver-
langen wir, dass die Tangentialvektoren linear unabhéngig sein sollen, d.h.

dim(R?) = 2 = Rang (D1®(z0, yo) D2®(z0,y0)) = Rang D®(zg, yo).

Definition: Es sei T C RF offen und ®: T — R™, (t1,...,tx) — ®(ty,..., 1) stetig
differenzierbar. ® heifit Immersion, falls gilt:

(23.1) VteT: Rang DO(t) =k

[somit muss iibrigens k < n gelten]; dquivalent dazu ist

(23.1") VteT: {D1®(t),...,DyP(t)} ist linear unabhingig in R".

In diesem Fall wird F' := ®(T") C R™ als parametrisierte k-Fliche bezeichnet. Im Spezialfall
k = 1 erhalten wir reguldre Kurven als 1-Flachen.
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Bemerkung: 1.) Falls ¥ = n gilt, ist ® nach dem Umkehrsatz aus §20 ein lokaler €!-
Diffeomorphismus.

2.) Gleichung (23.1) impliziert die folgende wichtige technische Bedingung:

fiir jedes t, € T konnen wir k£ von den n Komponentenfunktionen in & auswéhlen, d.h.

1 <iy <19 <+ < i <n, sodass

I(Piy,...,D;,)
8(t1, cey tk)

in einer offenen Umgebung von ¢, gilt [das folgt aus der Rangbedingung zusammen mit

der Stetigkeit von t — det %(t)]

(23.1") det

() #0

Allgemeiner gesagt gilt also fiir stetig differenzierbare Abbildungen f: R¥ O W — R»
offen
und t, € W:

(23.2)  Rang Df(t,) =k = 3 Umgebung U > t,: Rang Df}U(t) >k Vtel.

Proposition: Essei ®: R*¥ D T — R" eine Immersion. Dann gilt:
offen

Vt € T 3V C T mit t € V und der Eigenschaft, dass ® als Abbildung V' — &(V)

offen
aufgefasst ein Homdomorphismus ist (d.h. @ ist stetig und bijektiv mit stetiger Inverser

®(V) — V [vgl. Definition 16.7]).

Beweis: Fiir den Fall £ = n folgt die Aussage aus dem Umkehrsatz. Daher nehmen wir
also k < n an.

Sei t, € T, dann gibt es nach (23.1”) Indizes 1 <i; < -+ < i < n, sodass in einer ganzen

A(@;, . ®i,) o .
W(t) # 0. OBdA haben wir (iy,...,ix) = (1,...,k)

(sonst nehmen wir einfach eine Umnummerierung der Koordinaten im R" vor).

Die Abbildung G := (®y,...,®;): T — RFist dann ein lokaler Cl-Diffeomorphismus, daher
AV C Tmitt, € Vund U C R mit G(t,) € U, sodass G := G|,,: V — U bijektiv und

offen offen

C! sowie ¥ := G~': U — V ebenfalls @! ist.

Umgebung von ¢, gilt det

Sei weiters H := (®Pgy1,...,P,), dann ist CD‘V = (G,H): V — U x R"* injektiv.

SchlieBlich bezeichne ® die Abbildung V' — ®(V) C U x R** mit ¢ — ®(¢). Dann ist ®
bijektiv mit der Umkehrabbildung ®(V') — V' gegeben durch (71, ..., Ty, Ty, - .-, Tp) =
U(zy,...,xx). Letztere ist nach Konstruktion auch stetig. O

Die Bedeutung der Proposition liegt darin, dass wir bei gegebener Immersion ®: 7" — R”
stets durch Verkleinerung von T (also ,lokal“) so genannte , Selbstdurchdringungen* von
k-Flachen (das sind Stellen der Nichtinjektivitédt von ®, Doppelpunkte usw.) vermeiden
konnen — dies fiihrt auf den Begriff der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten (oder
auch Teilmannigfaltigkeiten) des R™: diese sind lokal stets homéomorph zu offenen Teil-
mengen des R”.
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23.2. Definition

1.) M C R" heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit' von R", falls gilt:

zu jedem Punkt a € M gibt es eine offene Umgebung U C R™ von a und T C R¥ offen
sowie eine Immersion ®: T — R", so dass gilt:

(a) ® ist ein Homéomorphismus 7" — ®(7")

(b) ®(T)=MnU.

RTL

Wir nennen ®: T" — M N U eine lokale Parametrisierung von M nahe a; die Inverse
U:=&"1: MNU — T C R heiit Kartenabbildung (oder nur Karte) um a.

Ist M 5 p=®(ty,...,t), so sind ty,..., 1t die lokalen Koordinaten von p beziiglich .

Die Codimension von M ist n — k. Untermannigfaltigkeiten der Codimension 1 nennt man
auch Hyperflichen.

2.) Es seien M C R™ und N C R" Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f: M — N
heifit differenzierbar (bzw. C* C*), falls gilt:

zu jedem p € M gibt es U C R™ offen mit p € U und eine differenzierbare (bzw. Gk, @)

Abbildung f: U — R™ mit f| = f] .

Bemerkung: Die Proposition in 23.1 besagt also folgendes: Ist ®: R* D T' — R" ei-
ne Immersion und ty € 7, dann 3V C T offen mit tg € V, so dass (V) eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R" ist. Mit anderen Worten: lokal sind k-Fléchen
stets k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten.

!Der mathematische Begriff ,,Mannigfaltigkeit“ wurde 1854 von Bernhard Riemann eingefiihrt.
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23.3. Beispiele

1.) Rotationsfliichen im R3: Es sei I C R ein offenes Intervall und o: I — R?, a(t) =
(ay(t), aa(t)) ein reguldrer Weg, dessen Bildmenge wir als Kurve in der zz-Ebene auffassen;
dann lassen wir jeden Kurvenpunkt a(t) := (ay(t),0, as(t)) um die z-Achse rotieren und
erhalten so eine 2-parametrige Abbildung

ay(t) cos
F:IxR—R mit (t,¢)— | ai(t)sine
a(t)

# (v1 (t) cos @, aq (t) sin g, 0)

Wir iiberpriifen zunéchst, ob F' eine Immersion ist: wegen

aj(t)cosyp —ay(t)sing
DF(t,p) = | o (t)sing ai(t)cosyp
as(t) 0

unterscheiden wir zwei Falle:
a;p(t) = 0: es folgt Rang DF(t,p) =1 < 2

) , aj(t)cosp —ai(t)sing \
a(t) #0: e af(t) # 0 = det ( al()sing  an(t)cosp ) oy (H)ay(t) # 0, also hat
DF(t,¢) Rang 2

e o/(t) =0 = aj(t) # 0, weil a regulér ist!
0 —aq(t)sing
Somit hat DF(t, ) = 0 ai(t)cosp | in diesem Fall auch Rang 2.
al(t) 0
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Zusammenfassend haben wir:
F ist Immersion <= Vit € I: a;(t) # 0 (kein Schnittpunkt mit der z-Achse)
< M :=F(I xR) ist eine 2-Fliche im R3
Bemerkungen: (i) Die Abbildung F ist wegen F(t, p+2m) = F(t, ) nicht global injektiv.

(ii) Die Teilmenge M = F(I x R) C R? ist im All-
gemeinen keine Untermannigfaltigkeit. Wie man sich z
iiberlegen kann, tritt dieser Fall z.B. dann ein, wenn
die durch « in der xz-Ebene definierte Kurve wie in
nebenstehender Skizze aussieht, wobei ein offenes Kur-
venende beliebig nahe an einen festen Kurvenpunkt
heranfithrt (kein Doppelpunkt!). Es ist iibrigens dann
auch das Bild von « keine 1-dimensionle Teilmannig-
faltigkeit von R2.

T

Wir formulieren nun eine zusétzliche Bedingung an «, die garantieren soll, dass die Rota-
tionsfliche M auch eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. Die topologische
Bedeutung ist, dass es um jeden Kurvenpunkt beliebig kleine Umgebungen (im R?) geben
soll, innerhalb derer die Kurve aus einem zusammenhéngenden Stiick besteht:

E|t1,t2 € [,tl <ty < ty:
Bs(a(to)) Na(l) = a(Jts, t2)).

Behauptung: Ist zusitzlich zu den obigen Annahmen auch (x) erfiillt, dann ist M =
F(I x R) eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R? (also eine Hyperfléiche).

Beweis: Seip € M. Wegen der Rotationsinvarianz diirfen wir OBdA annehmen, dass p in
der xz-Ebene liegt; daher gibt es ein tg € I, so dass p = (a1(to), 0, aa(to)); d.h. p = F(ty,0).

Aus Proposition 23.1 folgt, dass F' lokal ein Homéomorphismus Ty — F(Tp) ist, wobei
Ty eine geeignete Umgebung von (ty,0) ist. Wir wihlen §; > 0 geméf (x). Weiters sei
0 < 0 < 0; sowie ¢ > 0 so klein gewahlt, dass mit ¢,,to € I wie in (%) auch noch
[t1,t2] X [—¢,¢] C T gilt.

Wir setzen T :=]t1,t5[ x| —e,e[. Dann ist ®: T — F(T), (t,¢) — F(t,¢) ein Homéomor-
phismus. Auflerdem ist

U :={(z1cosp,x18inp,x9): (z1,22) € Bs(al(ty)), |p] < e}

eine offene Umgebung von p (bestehend aus allen Rotationen um Winkel zwischen —e und ¢
der 6-Scheibe um den Punkt p in der zz-Ebene). Nach Konstruktion hat U die Eigenschaft,
dass ®(T) = F(T) = M NU ist. Somit ist Definition 23.2 erfiillt. O
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Bemerkung: Die Bedingung (x) bedeutet gerade, dass a(I) eine eindimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R? ist. (Dies folgt aus einem allgemeineren Theorem iiber 'regulire Teilmannigfaltig-
keiten’; siehe z.B. VO Differentialgeometrie von Kollegen Michael Kunzinger, Universitdt Wien,
Sommersemester 2006.)

2.) Der Torus® ergibt sich als Rotationsfliche wie in 1.) beziiglich eines Kreises:

R+ rcost
rsint

2(t)

gungen aus 1.) (inklusive (%)) und die Parametrisierung F': R?* — R3 lautet explizit

mit 0 < r < Rsei a: R — Rt — ( z(t) ) = ( ) Dies erfiillt alle Bedin-

(R +rcost) - cos(s)
F(t,s)= | (R+rcost)-sin(s)
rsint

Der Torus M, p = F(R?) ist somit eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R,
also eine Hyperflache.

= —
——

In vielen konkreten Fragen iiber Untermannigfltigkeiten ist es nicht praktikabel, direkt auf
die definierenden Eigenschaften in 22.2 zuriickzugehen. Deshalb geben wir im folgenden
eine Reihe von dquivalenten Bedingungen.

2Das lateinische Wort torus bezeichnete ein Kissen in der Form eines Kranzes.
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23.4. Theorem

Fiir eine Teilmenge M C R"™ sind folgende Aussagen &quivalent:

1.)
2.)

M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Lokale Darstellung als Graph: Ya = (ay,...,a,) € M gilt: zu o' := (aq,...,a;) und
a” = (ag41,--.,an), gibt es (eventuell nach Umnummerierung der Koordinaten) offe-
ne Mengen U’ C R¥, U” C R** mit o’ € U’, a” € U"” und eine stetig differenzierbare
Abbildung ¢g: U" — U” mit der Eigenschaft, dass

MnU xU")={(2',g9(2")) e R*": 2/ € U'} = Graph von g

(mit anderen Worten: lokal, d.h. innerhalb der Umgebung U’ x U” von a, ist v € M
gleichwertig mit der Relation z” = g(2')).

Lokale Beschreibung als Nullstellenmenge: Ya € M gibt es eine offene Menge U C R"
mit a € U und stetig differenzierbare Funktionen fi,..., f,—x: U — R mit der
Eigenschaft, dass

Rang aa({;’l;::if;nl;)(x):n—k Vre MAU
und
MnNU={zeU: fi(x) == foi(z) =0}

Lokal diffeomorph zu einem k-dimensionalen Untervektorraum des R™: Es bezeichne
Ep = {(z1,...,2£,0,...,0): z; € R (j = 1,...,k)} € R™ Va € M gibt es eine
offene Menge U C R™ mit a € U und V C R" offen sowie einen C!-Diffeomorphismus
F: U — V mit der Eigenschaft

F(MNU)=E.nV.

Beweis: Wir zeigen 1.) = 2.) = 3.) = 4.) = 1.)

1.) = 2.): Sei a € M. Laut Definition 23.2 gibt es eine offene Menge U C R" mit a € U

und 7' C R* offen sowie eine Immersion ®: 7' — R", so dass T — ®(T) = M NU ein
Homo6omorphismus ist.

.....

gilt. Dann ist ® := (®y,...,D;): T — RF ein lokaler Cl-Diffeomorphismus, d.h. es
gibt T} € Tmitt, € TyundU; C R* sodass ®: Ty — U ein C'-Diffeomorphismus

offen offen

mit Umkehrabbildung ¥: U; — T7 ist.
Wir setzen G := ® o ¥: U; — R™ und erkennen G(z1,...,x;) =




wobei g := (gri1,- -, 9n): Ul — R"7F stetig differenzierbar ist. Insbesondere gilt fiir
jede Teilmenge Y C U stets Graph(g |y) = G(Y) =Q(V(Y)) C M NU.

Sei U” C R * offen mit a” € U”, so dass U; x U"” C U ist. Wihle weiters U’ C U,
offen mit ' € U’ und ¢(U’) C U".

Dann gilt Graph(g |p7) = G(U’) C U’ x g(U") C U" x U" sowie Graph(g |¢p/) =
GU') =®(V(U'") C MNU. Somit ist einerseits

Graph(g ) C M N (U x U").
Andererseits folgt fiir (2/,2") € M N (U x U") C &(T), dass 2’ € U’ und (2/,2")

®(f) mit £ € T gelten muss. Also muss ¢ € W(U’) sein und somit (z/,2") € ®(¥(U"))
G(U") = Graph(g |v/); d.h. zusammenfassend

Graph(g ) = M N (U x U").
2.)=3.):Seij=1,...,n—k; wir setzen

fj(iEl, Ty = Tkt —gkﬂ(iﬂl, )

fir x € U' x U" mit 2/ = (xy,...,2x) €U, 2" = (xp11,...,2,) € U".

Of1ysfnt) _ 1 hat A(f1,-fn

Wegen 7 owenis ICT x;’)“) Rang gleich (n — k); weiters folgt direkt

MNU xU")={(,g(a): 2" e U} ={(2',2"): f;(a’,2")=0(=1,...,n—k)}.

3.) = 4.): OBdA (d.h. nach eventueller Umnummerierung) kénnen wir annehmen, dass

oo o) ) 2 i

a($k+1, Ce ,.Tn)
Wir definieren F': U — R" durch F(zy,...,2,) = (x1,..., 2k [1(2),. .., fu_k(x)).

Dann hat
L0
DF = w«  OUnefnok)
O(Thy1,ee5Tn)

nahe a Rang gleich n, ist also invertierbar. Daher ist F ein lokaler C!-Diffeomorphismus,
d.h. ein @'-Diffeomorphismus offener Mengen W C U und V C R” mit a € W.

Fir x € W gilt: fi(z) =+ = fo_i(z) = 0 ist gleichwertig damit, dass fiir y = F(x)
gilt ypy1 =+ =y, =0. Daherist F(IM NW)=E,NV.

det

4.) = 1.): Laut Voraussetzung ist F'~': V — U ein C!-Diffeomorphismus; es bezeichne
p: R" — R¥ die Projektion (z1,...,2,) — (21,...,25).

Wir setzen T := p(V) = p(E, N V) C RF.

T ist offen: mit der Notation BX(z) fiir die e-Kugel um z in einem metrischen Raum
X konnen wir die Umgebungseigenschaft von T fiir jeden Punkt in 7" auf die Relation
BE"(y) N B, = B¥ (p(y)) x {0} zuriickspielen.
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Sei ®: T — U definiert durch ®(¢y,...,tx) := F ' (ty,...,t,0,...,0). Nach Kon-
struktion ist ® stetig differenzierbar und eine Immersion. Weiters ist

O(T)=F YT x{0})=F Y E,NV)=MnU

und es gibt eine stetige Inverse vermoge M NU Ly T, d.h. ® ist ein Hom6omor-
phismus auf sein Bild.

23.5. Anwendung

Die Funktion f: R" — R, f(z) = ||z||* — 1 ist stetig differenzierbar und

.....

Somit folgt aus dem obigen Theorem, dass
St ={z e R": f(x) =0}
eine Hyperfliche ist, also eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

Ein wenig allgemeiner konnen wir mit dieser Methode eine Fiille von interessanten Unter-
mannigfaltigkeiten als solche erkennen bzw. generieren.

Korollar: Es sei f: R O U — R stetig differenzierbar und ¢ € R. Es bezeichne

offen

N¢(e) = f~'c) € R" die Niveaumenge fiir den Wert c. Falls grad f(z) # 0 fiir alle
x € N¢(c), dann heifit ¢ ein reguldrer Wert von f und N¢(c) ist eine (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit (also Hyperflache) im R™.

Kurz gesagt: Niveaumengen zu requliren Werten sind Hyperflichen.

23.6. Definition

Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ und a € M.
Ein Vektor v € R™ heiit Tangentialvektor an M im
Punkt a, wenn gilt: es gibt einen stetig differenzier-
baren Weg (bzw. Kurve) v: | — e,e[— M C R™ mit
7(0) = @ und %(0) = v.
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To(M) := {v € R": v ist Tangentialvektor an M in a} C R"
heiflt Tangentialraum in a an M und
No(M) :={weR": Yo e T,(M) ist (w|v) =0} CR"

heifit Normalraum in a an M. [In Kurzschreibweise: N,(M) = T,(M)*.]

Die Tangential- und Normalrdume an alle Punkte einer Untermannigfaltigkeit konnen for-
mal zusammengefasst werden (man beachte, dass es sich fiir verschiedene Punkte um ver-
schiedene Mengen handelt): wir nennen

T(M) = | {a} x Tu(M)

aeM

das Tangentialbiindel an M und

N(M) = | J{a} x Na(M)

aeM

das Normalenbiindel an M.

23.7. Proposition

Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und a € M.

1.) T,(M) ist ein k-dimensionaler Vektorraum iiber R. Fiir jede lokale Parametrisierung
®: T — M nahe a mit ®(t,) = a ergibt

{D1®(ts), ..., D®(t.)}
eine Basis von T,(M).

2.) N,(M) ist ein (n — k)-dimensionaler Vektorraum iiber R. Wenn M nahe a durch
Gleichungen beschrieben ist wie in 23.4,3.),

dh MNU={zeU: fi(x) == fri(zx) =0},

wobei a € U C R" und Rang 2YL=ofn=b) () = p — k| dann ist

offen O(x1,..2n)

{grad f1(a), .., grad fu_i(a)}

eine Basis von N, (M).
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Beweis: Es seien V' := span{D;®(t,): j = 1,...,k} und W := span {grad f;(a): j =
1,...,n—k} (die linearen Erzeugnisse der angegebenen Mengen von Vektoren im R"™).

Da & eine Immersion ist, gilt dimV = k. Die Rangbedingung in 2.) wiederum ergibt
dimW =n — k.

Behauptung 1: 'V C T, (M)

k
SeiveV,dh v=> ¢D;P(t,) mit passenden Skalaren ¢; € R. Wir wihlen ¢ klein
j=1
genug, so dass fiir |s| < e stets t, + s (¢1,...,¢x) in T liegt. Sodann definieren wir
den Weg v: | —e,e[— M C R™ durch

V(s) =Pt + s (c1,- .-, x))-
Dann ist 7(0) = ®(t,) = a und nach der Kettenregel
k
Y(0) =) ¢; Di®(t.+ 0 (c1,...)) =,
j=1
daher v € T,(M).

Behauptung 2: W C N, (M)

N,(M) ist als orthogonales Komplement einer Teilmenge von R™ selbst ein Vektor-
raum. Es geniigt also zu zeigen, dass gilt

(grad f(a) |v) =0 Vv e T,(M).

Sei v: | —g,e[— M ein €'-Weg mit v'(0) = v € T,(M) und v(0) = a.

Nachdem ~(s) € M ist Vs €] — e,¢[ gilt auch f;(v(s)) = 0. Daher folgt mittels
Differentiation nach s aus der Kettenregel

0= Dif;i(4(0)) - %(0) = (grad fj(a) | v).

Aus den Behauptungen 1, 2 folgt nun einerseits
n—k < dim N,(M) < dim V+ =n — k und somit N,(M) =W
sowie

V CT,(M) C N,(M)*+, wobei dimV = k = dim N,(M)* und somit V = T,(M) gilt. O
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23.8. Beispiel

Sl = {z € R": f(x) := ||z||* — 1 = 0}, daher gilt fiir jeden
Punkt a € 5™ !

n—1
N,(S™ ') = span{grad f(a)} = span{2 - a} = span{a}. Na(5™7)
Somit folgt auch

T,(S™) = N(S" 1)t = {a}*. To(5™7)

Im Spezialfall n = 3 vergleichen wir dies mit der Be-

z
stimmung des Tangentialraumes T, (S5?) vermoge einer
lokalen Parametrisierung durch Polarkoordinaten a
cos ¢ - sin 1
a=®(p,0)=| sing-sind |. @ y
cos
x

Dann ist
—sin ¢ sin ¥ —sin g
D1®(p,0) = | cosesind | =sind | cosp | La
0 0
cos ¢ cos 1 coS ¢ 0
Dy®(p,9) = | singpcosd) | =cosd | sing | + 0 1 a.
—sind 0 —sind

23.9. Nachtrag des Beweises von Theorem 19.13

Wir wiederholen hier nochmals die entscheidende Behauptung in 19.13 beziiglich der Me-
thode der Lagrange-Multiplikatoren.

Theorem: Es sei f: R®" O U — R stetig differenzierbar. Weiters seien » < n und
offen

g1, ---,9r: U — R stetig differenzierbare Funktionen mit der Eigenschaft, dass der Rang
der Jacobi-Matrix D(gy, ..., g,)(x) gleich r (also maximal) ist fiir alle z € M, wobei

M:={zeU: gi(x)=---=g,(x) =0}

~
r Nebenbedingungen
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Falls f ‘ o 1 a € M ein lokales Maximum oder Minimum besitzt, dann existieren r reelle
Zahlen A{,..., )\, € R, die so genannten Lagrange-Multiplikatoren, sodass die folgende
Gleichung gilt

grad f(a) = Z A; - grad g;(a).
j=1

Beweis: Wir wissen mittlerweile aus 23.4, dass die oben definierte Teilmenge M C R”
eine (n — r)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Es sei v: | —¢,e[— M C R"™ ein beliebiger €'-Weg mit 7(0) = a. Dann hat die Funktion
h: | — e,e[— R, definiert durch h(t) := f(v(¢)), laut Annahme bei ¢ = 0 ein lokales
Extremum. Daher gilt nach der Kettenregel

d

0= —
dt

(f(r(1))) |,_g = (grad f(7(0)) | #(0)).

Wenn wir alle moglichen €'-Wege mit v(0) = a einsetzen, so durchliduft 4(0) den ganzen
Tangentialraum 7,(M). Somit gilt grad f(a) € N,(M).

Nach 23.7 ist N,(M) = span{gradg;(a): 7 = 1,...,7}, daher folgt die oben behauptete
Darstellung fiir grad f(a). O
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