/i 3.3. Definition -

Es seien I, J C R Intervalle.

1.) Eine zuldssige Parametertransformation ist eine stetig differenzierbare Abbildung
w: I — Jmit ¢'(t) > 0 fiir alle t € I.

2.) Zwei Wegey: I — R™und o: J — R” heien
_Gquivalent, wenn es eine zuldssige Parameter-
transformation ¢: I — J gibt mit o 0 ¢ = 7;
wir schreiben dafiir auch kurz v ~ o.

Es ist leicht zu zeigen (némlich durch entspre-
chende Verkniipfungen bzw. Inverse von Pa-
rametertransformationen), dass dadurch eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege l\, © /
im R”™ definiert wird. I J

3.) Eine orientierte stiickweise regulire Kurve C ist eine Aquivalenzklasse von stiickweise

regulidren Wegen. Jeder Reprasentant v von C heifit eine Parametrisierung von C;
L ATAMELTISIETUNY

es entspricht dann also C der Klasse aller Wege ¢ mit o ~ 7.

/A%.4. Bemerkung -

1.) Die Bedingung ¢'(¢) > 0 bedeutet Im Fall ¢'(t) < 0 dreht sich die Ori-
geometrisch, dass v und o im selben entierung gerade um, wobei die Bild-
Sinn durchlaufen werden. mengen nach wie vor gleich sind.

y Y
o o

2.) Wegen ¢'(t) > 0 (fiir ¢ € I) ist eine zuldssige Parametertransformation also streng
monoton wachsend und stetig differenzierbar invertierbar (also ein @'-Diffeomorphismus

I — (I)). Es gilt (1) = == > 0, daher ist auch ¢! eine zuléssige Parameter-
@'op

transformation ¢(I) — I.

3.) Fiir die Anderung der Tangentialvektoren differenzierbarer Wege <y, o unter einer
Parametertransformation gilt

7(@t) = (g09)(t) = ¢(t) - 5((t)).
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/12 .5. Definition -

Es sei v: [a,b] — R" ein stiickweise reguldrer oder stetig differenzierbarer (nicht notwendig
regularer) Weg. Dann heifit

b
L) = [ Il d
die__\/_{ggf@};& vou e

12.6. Bemerkung:

L) t = ||¥(t)]| ist stetig bis auf hochstens endlich viele Sprungstellen, also Riemann-
integrierbar auf [a, b].

2.) In der kinematischen Interpretatlon ist ||¥(t)]] der Betrag der Momentangeschwin-
digkeit und somit entspricht f 17(¢)|| dt dem zuriickgelegten Weg.

3.) Man kann zeigen: L(v) ist der Limes der

Gesamtléngen eingeschriebener Polygonziige;
dies ergibt Riemann-Summen fiir das Inte- ——
gral in 43,5 und fithrt auf den Beeriff des

rektifizierbaren Weges ( vS«,{’ - Hewge V\Q‘)
Vi

4.) Es seivy: [0,1] — R” das Geradenstiick y(t) = g+t - (b~a) zwischen @ und b im R™.
Dann gilt L(y) = fol |b—al| dt = ||b—al|; d.h. fiir gerade Strecken ist die W{,i 2o
genau die euklidische Lénge. ) %

;/i 3.7. Proposition :

1.) Sei I := Iy U I, wobei I; = [a,b] und Iy = [b,c] mit a < b < c. Weiters seien
Y1: Iy = R", 791 I — R™ stiickweise regulare Wege mit v, (b) = 2(b). Wir definieren
den stiickweise regulédren Summenweg v = v; (Pye: I — R™ durch

7)) a<t<b
() = {
2 (t) b.,it <e.
Dann gilt L(y) = L(71) + L(72). (Additivitat der Weglinge)

2.) Invarianz der \A/éfi lsvpe unter zuléssiger Parametertransformation: Sind die stiick-
weise reguliren Wege v: [a,b] — R™ und o: [, f] — R™ #quivalent (y ~ o),
dann gilt L(vy) = L(0).

Daher ist die Weglénge von (orientierten) stiickweise reguléren Kurven wohldefiniert., [J ; jece
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Beweis: 1.) folgt aus [7||¥(¢)|| dt = f 192 @)] dt + [ [|72(2)]] dt.

2.) Sei @: [a,b] — [c,d] eine zulédssige Parametertransformation und o o ¢ = . Wegen
4 = (6 o) - ¢ folgt durch Substitution (7 =¢(t))

b b @(b)
aﬂwww=/wwww¢9w=£mmww=u@

13.8. Beispiele -

1.) Fir oo > Ound 7 > 0 sei 7: [0, a] — R? der Kreisbogen
v(t) = (r-cost,r-sint). Wegen ¥(t) = (—r-sint,r-cost)
ist ||¥(¢)]| = r und daher

=/a[]'j/(t)|!dt=7"/adt=7‘-a. r rea

Insbesondere ergibt sich fiir den Einheitskreisumfang
27 (setze r = 1 und a = 27).

Der Parameter ¢ € [0, a] beschreibt hier also den Win-
kel genau im sogenannten Bogenmaf.

2.) Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar, so- £8)

dass y(¢) := (¢, f(t)) den Graphen von f be- /\
schreibt. Dann gilt ' N~

b b
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/A2.9. Parametrisierung nach der Bogenliinge :

el
Wir geben nun fiir orientierte regulire Kurven eine ausgezeichnete Parametrisierung ¥ an,

in der stets [|7(s)|| = 1 gilt, also der Tangentialvektor normiert ist.

Sei v: [a,b] — R™ ein reguldrer Weg. Wir suchen ein kompaktes Intervall J C R und eine
stetig differenzierbare, bijektive Funktion ¢: J — [a,b] mit ¢/(s) > 0 fiir alle s € J, sodass
fiir 5 := v o  gilt |F(s)|| = 1 fiir alle s € J.



Wegen § = (7.0 -’ muss daher 1 = [[§((5))]]  /(s) gelten. Daraus folgt mit t := o(s)

nun
1

(™)@ = o) [pi0ll

und schliellich nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
¢
7 t) =9 Ha) + / [7() | dr (a <t <b).

Wir diirfen uns ¢~!(a) = 0 wiinschen und erhalten somit ¢~'(¢) = [ ||4(7)| dt. Das heit
die gesuchte Parametrisierung 7 = 7y o ¢ verwendet dann den neuen Parameter

s=¢ () =1L (ﬂm) €0, L(v)l;

den so genannten Bogenlingenparameter. Der Weg 7: [0, L(vy)] — R™ heifit Parametrisie-
g ;
rung von vy nach der Bogenldnge. ( ' z é‘f I/z “9:‘45‘)

Die Berechnung des Bogenlédngenparameters geméfl s = L (7|[a t]) ist natiirlich auch fiir

stetig differenzierbare (nicht notwendig regulire) Wege moglich. Es wird i.A. aber dadurch
keine zuldssige Parametrisierung erzeugt. (Warum?)

Bemerkung: Ist C eine reguldre Kurve und 7 ein regulirer Weg, der C reprisentiert, so
gilt fiir seine Parametrisierung 4 nach der Bogenlinge

IFSIP = (F(s) [ 7(s) =1 Vs € [0, L(x)).

Durch Differenzieren nach s erhalten wir daraus 2(D¥(s) | ¥(s)) = 0, d.h. es gilt mit
7(s) := D¥(s) als Beschleunigungsvektor stets

7(s) L7(s)-

[Warnung: diese Relation gilt i.A. nur fiir die Parametrisierung nach der Bogenlinge!]

Die Grofle x(s) := ||7(s)|| heiBt Krimmung der Kurve C im Punkt 7(s).
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