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O Wiederholung: Metrische Raume

Metrische Radume sind aus den Analysis-Vorlesungen bereits bekannt und dieser Abschnitt
gibt einen sehr kurzen Riickblick auf grundlegende Begriffe und Methoden dieser Theorie,
die sich zum guten Teil als konkretere Vorstufe fiir die allgemeine Topologie begreifen lésst.

0.1. Definition: Es sei M eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — R heiltt Metrik auf
M, wenn sie folgende Eigenschaften fiir alle x,y, z € M erfillt:

(M1) d(z,y) = 0; d(z,y) =0 & ==y,
(M2) d(z,y) = d(y, z),
(M3) d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Das Paar (M, d) wird metrischer Raum genannt.

0.2. Beispiel: 1) R™ mit der euklidischen Metrik d(z,y) = \/23”:1(95] —y;)? = |lz —yl;
speziell fir m = 1 ist d(x,y) = |x — y|. Ist allgemeiner (V, ||.||) ein normierter Vektorraum,

dann definiert d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik auf V.

0 z=uy,
1 z#uy.

3) Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Dann definiert die Einschriankung d|axa
eine Metrik auf A, die wir meistens wieder mit d bezeichnen.

2) Auf einer beliebigen Menge M gibt es stets die diskrete Metrik d(z,y) = {

0.3. Definition: (i) Sei X eine beliebige Menge. Eine Folge (z,,)nen in X ist eine Abbildung
7: N — X, wobei wir z,, = (n) fiir jedes n € N setzen; Kurzschreibweise (x,,).

(ii) Sei (M, d) ein metrischer Raum und x € M. Eine Folge (z,,) in M konvergiert gegen x,
wir schreiben z,, — x, falls gilt:

Ve >03dN e NVn > N: d(z,,x) <e.

Der Punkt x heifft dann Grenzwert oder Limes der Folge (z,,).

0.4. Beispiel: 1) Aus der Analysis ist bekannt: Im R™ mit der euklidischen Metrik kon-
vergiert eine Folge genau dann, wenn jede Komponentenfolge in R konvergiert. Die Kom-
ponenten des Grenzwertes entsprechehn dann den Limiten der Komponentenfolgen.

2) Tragt M die diskrete Metrik, so gilt: z, - = < INVn > N: x, = x.



Eine Metrik vermittelt eine ,,Abstandsmessung®, die zur Entscheidung iiber relative Nahe
und Nachbarschaft herangezogen werden kann. Spéter in topologischen Rdumen geht es
dann darum, den Begriff der Umgebung auch ohne Abstandsbegriff zu fassen.

0.5. Definition: Sei (M, d) ein metrischer Raum. Fiir € M und € > 0 heifst
U(x) = Be(z) :=={y € M | d(x,y) < €}

die e-Umgebung von z oder die (offene) e-Kugel um x.

Die folgende Aussage ist nur die Umformulierung der Konvergenzdefinition mit der eben
eingefiithrten Notation.

0.6. Proposition: Sei (M,d) ein metrischer Raum, x € M und (z,) eine Folge in M,
dann gilt:
T, >r <= Ve>0dINeNVn>N:uz,ecUlx).

Metrische Radume haben die sogenannte Hausdorff-Eigenschaft, d.h. Punkte konnen mittels
disjunkter Umgebungen ,,getrennt” werden. Eine wichtige Folgerung davon ist die Eindeu-
tigkeit von Grenzwerten.

0.7. Korollar: Sei (M, d) ein metrischer Raum.

(i) Sind z,y € M mit = # y, dann besitzen diese Punkte disjunkte e-Umgebungen, d.h.
Je1,e9 > 0, sodass U, (z) N Ug,(y) = 0.

(ii) Grenzwerte konvergenter Folgen sind eindeutig.

Beweis: (i) Es ist d(z,y) > 0; setze €1 = €3 := d(z,y)/3, dann erhielten wir fiir z €
U, (z) N U,,(y) den Widerspruch d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < 2d(x,y)/3.

(i) Fir =, — 2z und =, — y mit x # y wihle disjunkte e-Umgebungen U, (z) und
Ue,(y) wie in (i). Dann miissten geméfs Konvergenzdefinition die Folgenglieder schlieflich
im Durchschnitt dieser Umgebungen liegen, was absurd ist. ]

Teilmengen metrischer Rdume, die um jeden ihrer Punkte auch noch ganze ,Schutzkugeln*
enthalten, werden offen genannt.

0.8. Definition: Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge W C M heifst offen,
falls gilt:
Ve e W de > 0: U(z) CW.

Eine Teilmenge A C M heilt abgeschlossen, falls M \ A offen ist.

0.9. Proposition: Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen.



(ii) Falls z € M die Eigenschaft
Ve >0:Ux)NA#D

besitzt, dann gilt x € A.
(iii) Ist £ € M und (x,) eine Folge in A |d.h. z, € A Vn| mit z,, — x, dann gilt x € A.
Beweis als Ubungsaufgabe.

Die im folgenden Theorem beschriebenen drei Grundeigenschaften des Systems aller offenen
Teilmengen eines metrischen Raumes werden wir in abstrakteren topologischen Raumen
dann als grundlegende Axiome an die Spitze stellen.

0.10. Theorem: Sei (M, d) ein metrischer Raum, dann gilt:
(i) ® und M sind offen,
(ii) Vereinigungen (beliebige vieler) offener Mengen sind offen,
(iii) endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.

Beweis: (i) Fiir jeden Punkt x € M und fiir jedes ¢ > 0 ist U.(z) C M, daher ist M offen.
Die leere Menge enthélt gar keinen Punkt, daher gilt die Bedingung in der Definition der
Offenheit nach dem Prinzip ,ex falso quodlibet®.

(ii) Sei A eine Menge und fir jedes A € A sei W), eine offene Teilmenge von M. Ist
x € [Jyep W, dann gibt es ein A\g € A, sodass x € Wy,. Nachdem W), offen ist, gibt es ein
e > 0 mit Us(z) C Wy, € Uyep Wa. Somit ist die Menge (J, ., W offen.

(iii) Seien m € N und Wi, ..., W,, offene Teilmengen von M. Ist x € (-, W;, dann gibt
es zu jedem i € {1,...,m} ein g; > 0, sodass U,,(z) C W;. Wir setzen ¢ := min(eq,...,&y)
und erhalten U, (x) C (.2, W;. Somit ist (;-, W; offen. O

0.11. Bemerkung: Mit Hilfe der Gesetze von de Morgan erhalten wir entsprechende
Aussagen fiir die abgeschlossenen Teilmengen in einem metrischen Raum (M, d):

(i) @ und M sind abgeschlossen,
(ii) Durchschnitte (beliebig vieler) abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen,
(iii) endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

0.12. Beispiel: 1) In R mit der euklidischen Metrik gilt fiir ¢ € R und ¢ > 0 einfach
U(c)=]c—e,c+¢€]

und fiir a,b € R mit a < b ist ]a,b| offen, [a,b] abgeschlossen, und die (sogenannten
halboffenen) Intervalle [a, b[, ]a, b] sind weder offen noch abgeschlossen.

Als Ubungsaufgabe iiberlegt man sich mit Intervallen in R auch leicht ein Beispiel dafiir,
dass (iii) im obigen Theorem fiir unendliche Durchschnitte im Allgemeinen nicht mehr gilt.



Nach Eigenschaft (ii) bilden andererseits beliebige Vereinigungen offener Intervalle stets
eine offene Menge. Man kann auf elementare Weise zeigen (Ubungsaufgabe), dass sogar
alle offenen Teilmengen von R (bzgl. der euklidischen Metrik) in dieser Art entstehen,
genauer gilt: W C R ist genau dann offen, wenn W (hochstens) abzéhlbare Vereinigung
disjunkter offener Intervalle ist.

2) Sei (M, d) ein metrischer Raum: Fiir jedes z € M und € > 0 ist U.(x) stets offen, denn
zu y € U (x) kénnen wir 0 := (¢ — d(z,y))/2 setzen und erhalten fiir jedes z € Us(y)

d(z,x) <d(z,y) +d(y,z) <+ d(y,z) =

somit Us(y) C U(x).

Einpunktige Mengen {z} C M sind stets abgeschlossen, denn W := M \ {z} ist offen: Ist
ndmlich y € W, dann folgt y # x und somit € := d(z,y)/2 > 0; fiir jedes z € U.(y) gilt
nun d(z,z) > d(y,z) — d(y,z) = 2e —d(y,z) > 2e —e = ¢ > 0, daher z # x, d.h. z € W,
somit gilt U.(y) C W.

Falls d die diskrete Metrik ist, gilt fiir 0 < ¢ < 1 stets U.(x) = {z}. In diesem Fall sind
also einpunktige Mengen sowohl abgeschlossen als auch offen. Daher ist nach Eigenschaft
(ii) im obigen Theorem jede Teilmenge von M offen; weiters also auch jede Teilmenge
abgeschlossen.

0.13. Definition: Seien (X, d;) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y
heiflt stetig bei x € X, falls gilt:

Ve>030>0Vy € X:di(z,y) <0 = do(f(2), f(y)) <e.

Wir nennen f stetig, wenn f stetig bei jedem z € X ist.

0.14. Theorem: Seien (X, d;) und (Y, ds) metrische Rdume und f: X — Y eine Abbil-
dung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig
(ii) Vo € X Ve > 036 > 0: f(UD(2)) C U%(f(x)). [Umgebungen bzgl. d; bzw. ds
(iii) Vo € X: Ist (z,) eine Folge in X mit z,, — =, dann gilt auch f(z,) — f(z) in Y.
(iv) Urbilder offener Mengen |bzgl. (Y, ds)| unter f sind offen |bzgl. (X, d;)].
(v) Urbilder abgeschlossener Mengen unter f sind abgeschlossen.
Beweis: (i) < (ii) ist klar, weil (ii) nur eine Umformulierung der Stetigkeitsdefinition ist.

(ii) = (iii) ist eine typische Analysis-Ubungsaufgabe: Zu & > 0 wihle § > 0 gemif (ii);
nun wihle N € N, sodass z,, € Ui (z) fiir n > N gilt; dann folgt f(z,) € U%(f(x)) fiir
n > N, also f(z,) — f(x).



(iii) = (iv) zeigen wir indirekt: Sei B C Y offen, sodass f~!(B) nicht offen in X ist, d.h. es
gibt einen Punkt x € f~1(B) (d.h. f(z) € B), fiir den keine e-Umgebung ganz in f~(B)
enthalten ist. Dann gibt es fiir jedes n € N ein z,, € U1 (z) mit =, &€ f~1(B). Es gilt also
x, — x, aber f(x,) ¢ B fir jedes n. Da B offen ist und f(z) € B, gibt es ein € > 0 mit
U%(f(x)) C B und somit folgt f(z,) & U%(f(z)) fiir jedes n — ein Widerspruch zu (iii).

(iv) = (ii): U%(f(z)) ist nach dem obigen Beispiel offen, daher ist f~1(U%(f(z))) offen
und enthilt klarerweise x; also gibt es ein § > 0, sodass U (z) C f~H(U%(f(x))) gilt;
somit folgt f(Uy* () C f(f (UL (f(2))) C U(f(x)).

(iv) & (v) folgt aus elementaren Regeln fiir Urbilder unter Abbildungen:
=: Fiir F C Y abgeschlossen ist Y \ F offen und somit auch f~*(Y \ F) offen; wegen
X\fUF)=f"Y)\fYF)=fYY \F) ist daher f~!(F) abgeschlossen.
«: Fiir B C Y offen ist Y\ B abgeschlossen und somit f~!(Y \ B) abgeschlossen;
wegen X \ f7YB) = YY)\ fYB) = fY(Y \ B) ist daher f~}(B) offen. [

Den fiir die Analysis und alle Anwendungen der Theorie metrischer Radume so essentiel-
len Begriff der Kompaktheit haben wir in diesem Riickblick noch nicht einmal gestreift.
Wir werden im Schlussteil der Vorlesung darauf zuriickkommen, nachdem wir kompakte
topologische Rdume allgemein studiert haben.

In der Analysis flieflen viele der tiefsten Sétze aus verschiedenen Varianten von Vollsténdig-
keitseigenschaften. Im Rahmen der metrischen Raume lésst sich die Vollstandigkeit mittels
Cauchy-Folgen definieren. Es ist iibrigens interessant zu bemerken, dass dies kein rein topo-
logisch gepriagter Begriff ist, weil dafiir bereits eine Form von ,Gleichméfigkeit der Nahe*
formuliert werden muss — unabhéngig von der Lage eines prospektiven Grenzwertes. Dies
kann allgemeiner in der Struktur der uniformen Rdume beschrieben werden, deren Theorie
wir aber in dieser Vorlesung nicht behandeln werden.

0.15. Definition: Sei (M, d) ein metrischer Raum.
(i) Eine Folge (z,) in M heifst Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve > 03N e NVm,n > N: d(x,,x,) <&

(ii) (M, d) heifst vollstindig, falls jede Cauchy-Folge konvergent ist.

0.16. Beispiel: 1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge: Angenommen x,, — x;
zu vorgegebenem ¢ > 0 wéahle N € N, sodass d(x,z;) < £/2 gilt VI > N; dann folgt fiir
beliebige m,n > N direkt d(z,, z,,) < d(z,,x) + d(x, x,) < €.

2) R bzw. R? mit der euklidischen Metrik sind vollstandig. (Siehe Analysis-VO.)

3) Q mit der von R vererbten euklidischen Metrik ist nicht vollstédndig. (Betrachte z.B. die
Dezimalbruchentwicklung von \/5)

Eine Teilmenge A C M eines metrischen Raumes nennen wir vollstandig, falls sie es bzgl.
der von M auf A vererbte Metrik ist.



0.17. Proposition: Sei (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum und A C M, dann gilt:

A ist vollsténdig <= A ist abgeschlossen.

Beweis: (=) Sei (x,,) eine Folge in A mit x,, — x in M; als konvergente Folge ist (x,,) eine
Cauchy-Folge in M, somit auch eine Cauchy-Folge in A, daher konvergent in A; somit muss
x € A gelten.

Sei (x,,) eine Cauchy-Folge in A. Dann ist (x,,) auch eine Cauchy-Folge in M und somit
konvergent in M, d.h. es gibt ein x € M mit x,, — x. Die Abgeschlossenheit von A impliziert
nun = € A, also konvergiert die Cauchy-Folge (x,) in A; somit ist A vollstandig. ]

In vielfaltigen Anwendungen und insbesondere bei Fragen der Losbarkeit von nichtlinearen
Differentialgleichungen sind Fixpunktsétze oft der Schliissel zum Erfolg. Eine elementare
und dennoch weitreichend anwendbare Variante ist der Fixpunktsatz von Banach, an den
wir abschliefsend noch erinnern wollen.

0.18. Definition: Scien (X, d;) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y
heifst Kontraktion, falls es eine Konstante 0 < g < 1 gibt, sodass

Yo,y € Xt do(f(2), [(y) < q-di(,y).

(Insbesondere ist eine Kontraktion stets (gleichméfig) stetig.)

0.19. Theorem (Banachscher Fixpunktsatz): Es sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer
Raum und f: X — X eine Kontraktion. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt, das heifst
dlz € X mit f(z) = 2.

(Ein Beweis findet sich in den tiblichen Vorlesungen oder Lehrbiichern zur Analysis. Die Eindeu-
tigkeit des Fixpunktes folgt sofort aus der Kontraktionseigenschaft. Der Existenzbeweis wird meist
so gefiihrt, dass ausgehend von einem beliebigen Startpunkt xg € X iterativ durch x, 1 := f(x,)
eine Folge (z,,) konstruiert wird, die dann mittels Kontraktionsungleichung als Cauchy-Folge ent-
larvt wird.)



1 Topologische Raume

1.1. Definition: Es sei X eine Menge.

(i) Eine Teilmenge 7 der Potenzmenge P(X) heifst Topologie auf X, falls gilt:
(01)P €7 und X €T,

(O2) beliebige Vereinigungen von Mengen aus 7 gehoren zu 7,

(03) endliche Durchschnitte von Mengen aus 7 gehoren zu 7.

Das Paar (X, 7) ist dann ein topologischer Raum und die Mengen aus 7 heifsen offen. Wir
werden in so einer Situation spéter oft einfach nur vom ,topologischen Raum X* sprechen.

(i) Sind 7 und 7» zwei Topologien auf X, so heifst 71 grober (oder auch schwécher) als 7o,
falls 7 C 7o gilt; in diesem Fall heift 75 feiner (oder auch stérker) als 7.

1.2. Beispiel: 1) Sei (M,d) ein metrischer Raum, dann bildet die Menge aller geméfs
Definiton 0.8 als offen bezeichneten Teilmengen laut Theorem 0.10 eine Topologie 7, auf
M, die von der Metrik induzierte Topologie.

Bemerkung: Ein topologischer Raum (X, 7) heifst metrisierbar, falls es eine Metrik d auf
X gibt, fiir die 7 = 7,4 gilt.

2) Ein Spezialfall von 1) ist R™ mit der von der euklidischen Metrik induzierten Topologie,
die wir die euklidische Topologie auf R™ nennen.

3) Sei X eine beliebige Menge, dann ist 7 = P(X) die sogenannte diskrete Topologie auf
X. Es ist also jede Teilmenge von X offen und 7 ist gerade die von der diskreten Metrik
induzierte Topologie (vgl. mit dem Ende von Beispiel 0.12.2)).

4) Sei X eine beliebige Menge, dann ist 7 = {0}, X'} die triviale oder chaotische Topologie
(oder auch , Klumpentopologie“). (Falls X mindestens zwei Elemente enthilt, ist die chaotische
Topologie nicht metrisierbar, weil die Hausdorff-Eigenschaft 0.7(i) verletzt ist: Wére d eine Metrik
auf X mit 7 = 75 und x,y € X mit = # y, so gebe es &1 > 0 und 2 > 0 mit U, (z) N U, (y) = 0;
nach 0.12.2) sind U, (z) und U, (y) offen, wegen x € U, () und y € U, (y) sind beide nichtleer
und daher gilt U, () = X = U, (y); somit konnen diese Mengen nicht gleichzeitig disjunkt sein.)

5) Auf der Menge X = {1,2} ist 7 = {0, {1}, X} eine nichttriviale Topologie, die nicht
metrisierbar ist: Angenommen, es wére d eine Metrik auf X mit 7 = 7,. Da {1} offen ist
und 1 € {1} gilt, gibt es ein ¢ > 0 mit U.(1) C {1} (und somit U.(1) = {1}, weil stets



z € Uc(x) gilt). Wegen 2 ¢ {1} muss d(2,1) > ¢ gelten und daher U.(2) = {2}. Geméf
Beispiel 0.12.2) miisste nun auch {2} offen sein, was aber der Definition von 7 widerspricht.

1.3. Definition: Es sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge F' C X heift
abgeschlossen, falls X \ F offen ist.

Nach den Regeln von de Morgan fiir Komplemente von Durchschnitten und Vereinigungen
von Mengen ergeben sich direkt aus den Axiomen (01)-(03) die folgenden Eigenschaften
des Systems aller abgeschlossen Mengen.

1.4. Proposition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum, dann gilt:

(i) @ und X sind abgeschlossen,

(ii) beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen,
(iii) endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Insbesondere ist der ganze Raum stets eine abgeschlossene Obermenge jeder Teilmenge von
X. In der folgenden Definition wird fiir jede Teilmenge £ C X die kleinste abgeschlossene
Menge beschrieben, die E' umfasst.

1.5. Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und £ C X. Der Abschluss von E ist

die Menge
E = ﬂ F.

ECF,
F abge-
schlossen

Der Abschluss E ist demnach abgeschlossen ung erfilllt E C E C X. Fiir jede abgeschlos-
sene Teilmenge F' von X mit £ C F gilt auch £ C F.

1.6. Proposition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum, dann gilt fiir Teilmengen A, B C X:
i) ACB = ACB,

(i) A = 4,

(iii) AUB = AU B,

(iv) A ist abgeschlossen <= A= A. (Insbesondere gilt §f = ) und X = X.)
Beweis als Ubungsaufgabe.

1.7. Beispiel: 1) Ist X mit der diskreten Topologie ausgestattet, dann ist jede Teilmenge
offen und abgeschlossen. Daher gilt hier A = A fiir alle A C X.

2) Ist X mit der chaotischen Topologie ausgestattet und A eine nichtleere Teilmenge von
X, dann gilt A = X.



3) Es sei (M,d) ein metrischer Raum: Die abgeschlossen Mengen bzgl. der induzierten
Topologie 74 stimmen dann mit jenen geméfs Definition 0.8 {iberein. Fiir jedes x € M und
€ > 0 ist die Menge

Ke(x) :={ye M |d(z,y) < e}
abgeschlossen, weil X \ K_(z) sich wie folgt als offen erweist. Fiir z € X \ K.(z) muss
d(x,z) > e gelten. Mit r := (d(x,z) — €)/2 > 0 ergibt sich dann U,(z) C X \ K.(z), denn

. d(z,z €
fir y € U.(2) folgt d(z,y) > d(x,z) —d(z,y) > d(z,z) —r = % +5>e.

Wegen U.(x) C K. () gilt also stets U.(x) C K.(z). (Im R"” mit der euklidischen Metrik gilt
hier sogar immer Gleichheit, in allgemeinen metrischen Riumen aber nicht; Ubung.)

Fiir Teilmengen A, B C M setzen wir d(A, B) := inf{d(z,y) | * € A,y € B} und ver-
wenden die iibliche Schreibweise d(A,y) statt d(A, {y}). Damit kann folgende Aussage als
Ubungsaufgabe gezeigt werden: Fiir jede Teilmenge A C M gilt

A={yeM|dy,A) =0}.

4) Als Spezialfall von 3) betrachten wir R mit der euklidischen Metrik d. Fiir A = Q und
B =R\ Q ergibt sich A = R = B, weil es fiir jedes € R beliebig nahe benachbarte
rationale und irrationale Zahlen gibt, demnach also d(z, A) = 0 = d(z, B) gilt. Somit gilt
in diesem Fall AN B =R, wihrend AN B = 0 = () ist, also AN B £ ANB.

Bemerkung: Die Relation AN B C AN B gilt allgemein.

Die folgende Definition beschreibt nun fiir eine beliebige Teilmenge F C X die grofte
offene Menge, die in E enthalten ist.

1.8. Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und E C X. Das Innere von E ist die

Menge
E° = U G.

GCE,
G offen

Das Innere E° ist demnach offen und erfiillt ) € E° C E. Fiir jede offene Teilmenge G von
X mit G C F gilt auch G C E°.

1.9. Proposition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum, dann gilt fiir Teilmengen A, B C X:
(i) X\A°=X\Aund X \ A= (X\ A,

(i) ACB = A°C B°,

(if) (A°)° = A°,

(iv) (AN B)° = A°N B°,

(v) Aist offen <« A°=A. (Insbesondere gilt (° = ) und X° = X.)

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus den beiden Aquivalenzen
(G offen und G C A) < (X \ G abgeschlossen und X \ A C X \ G)
und (F' abgeschlossen und A C F') < (X \ F' offen und X \ FF C X \ A).
Die Aussagen (ii)-(v) folgen aus (i) in Kombination mit Proposition 1.6 O

9



1.10. Beispiel: 1) In R mit der euklidischen Topologie sei a,b € R mit a < bund A = [a, b].
Dann gilt A° =]a, b[.

(Es ist namlich |a, b[ offen, |a,b[C A und keine der Teilmengen [a, b], |a,b], A ist offen).

2) In R? mit der euklidischen Topologie hat K1(0) = {(x1,22) | 2% + 23 < 1} das Innere
K1(0)° = U,(0) = B1(0) = {(z1,12) | 23 + 23 < 1}.

(Zunéchst ist B1(0) € K;1(0) und B;(0) offen, somit B1(0) C K;(0)°; ist andererseits x € K;(0)°,
so gibt es eine offene Menge G mit z € G C K;(0), und weiters ein ¢ > 0 mit Uz(x) C G C K;1(0).
Es ist jedenfalls 22 + 22 < 1. Im Falle 2% + 23 = 1 wiire aber U.(z) € K1(0) fiir jedes ¢ > 0 [z.B.
(1+ §)z € U-(z) \ K1(0)]; somit muss 3 + 23 < 1 gelten; also gilt auch K1(0)° € B1(0).)

3) In R mit der euklidischen Topologie betrachte wieder A = Q und B = R\ Q, dann folgt
A°=(R\ B)* =R\ B=R\R =0 und ebenso B° = (). Somit gilt A°U B° = (), wihrend
(AU B)° =R ist, also A°U B° # (AU B)°.

Bemerkung: Allgemein gilt A°U B° C (AU B)°.

1.11. Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und £ C X. Der Rand von FE ist die
Menge o o
OFE =ENX\E=EN((X\E°)=F\E".
1.12. Proposition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und £ C X, dann gilt:
(i) OF ist abgeschlossen,
(ii) E = EUOE,
(i) E° = E \ OF.

Beweis: (i) gilt, weil F laut Definition der Durchschnitt der beiden abgeschlossenen Men-
gen F und X \ E ist.

i) FUPE=FEU(ENX\E)=(EUE)N(EUX\E)=ENnX =E.
(iii) E\OE =E\ (EN(X\ E°) =(E\E)U(E\ (X \ E°) =0UE° = E°. O

1.13. Beispiel: 1) In R mit der euklidischen Topologie: Fiir a,b € R mit a < b gilt
Jla, b] = 0)a, b] = J[a, b|= 0]a, b[= {a, b}.
Weiters erhalten wir 0Q = Q\ Q° =R\ ) = R.

2) In jedem topologischen Raum X gilt X = ), weil stets X = X = X° erfiillt ist.

3) In R? mit der euklidischen Topologie gilt

0K1(0) = K1(0) \ K1(0)° = K1(0) \ B1(0) = {(21,32) | 2] + 25 = 1} = S".
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2 Umgebungen und Basen

Wir wollen nun zu einer ,lokalen Beschreibung” von Topologien gelangen, d.h. wir suchen
nach geeigneten abstrakten Begriffen, die eine Topologie ,in der Néhe jedes Punktes* cha-
rakterisieren.

2.1. Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und x € X. Eine Teilmnge U C X
heifst Umgebung von x, falls es eine Menge V' € 7 mit der Eigenschaft x € V' C U gibt.

Die Menge U(x) aller Umgebungen von z heiftt das Umgebungssystem von x (oder auch
der Umgebungsfilter von x).

Die Aussagen des folgenden Lemmas illustrieren bereits die Wechselbeziehung zwischen
den Begriffen ,,Umgebung” und ,offene Menge* bzw.  Inneres: Einerseits ist eine Menge
genau dann Umgebung eines gegebenen Punktes, wenn dieser Punkt zu ihrem Inneren
gehort. Andererseits ist eine Menge genau dann offen, wenn sie fiir jeden ihrer Punkte
(Obermenge einer) Umgebung ist.

2.2. Lemma: Es sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(i) Firz e X und U C X gilt: U € U(z) <= =xe€U°,

(ii) Fir U C X gilt: Uistoffen <= VzeU3IW e U(z): W CU.
Beweis: (i) U e U(z) <& FVer: (VCUundzxeV) & zelU°.

(ii) : Sei z € U. Wegen U = U° gilt z € U° C U und nach (i) ist U° € U(z).
: Fiir jedes z € U wihle ein W, € U(z) mit W, C U. Das Innere W? ist offen und nach
(i) gilt z € W7 also gilt U = |J,; W2 und U ist als Vereinigung offener Mengen offen. [

Der folgende Satz fasst im ersten Punkt die Grundeigenschaften von Umgebungssyste-
men zusammen und besagt im zweiten Punkt, dass wir Topologien alternativ auch durch
Umgebungssysteme beschreiben kénnen.

2.3. Theorem: Es sei X eine Menge.

(i) Ist T eine Topologie auf X und bezeichnet U(z) fiir jedes x € X das Umgebungssystem
von x bzgl. 7, dann gilt:

(U U elU(z) = =xzelU,
(U2) U,V eU(z) = UNV elUx),
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(U3) YU € U(z) IV € U(z) Vz € V: U € U(2),
(U UelU(z),VCX: VDU = Vella).

(ii) Ist jedem x € X ein nichtleeres System U(x) C P(X) zugeordnet, das (U1)-(U4) erfiillt,
dann existiert genau eine Topologie 7 auf X mit der Eigenschaft, dass fiir jedes x € X
gerade U(x) das Umgebungssystem von x bzgl. T ist.

Beweis: (i): (Ul) und (U4) folgen unmittelbar aus der Definition einer Umgebung.

(U2): Nach dem obigen Lemma gilt z € U° C U und = € V° C V. Daher folgt = €
UenNVeCUNV und somit UNV € U(x), weil U° NV offen ist.

(U3): Setze V = U°. Fiir jedes z € V = U° gilt dann z € U° C U, also U € U(z).

(ii): Eindeutigkeit: Geméh obigem Lemma und Eigenschaft (U4) sind offene Mengen bzgl.
einer Topologie genau als jene Mengen festgelegt, die Umgebungen jedes ihrer Punkte sind.

Existenz: Wir definieren nun die gesuchte Topologie genau so, wie es eben durch das obige
Lemma und (U4) nahegelegt wird, ndmlich durch

T={GCX|VreG: Gelx)}

Dadurch wird tatséchlich eine Topologie auf X definiert: Es ist () € 7 und wegen (U4) auch
X € 7, also gilt (01); (02) folgt aus (U4) und (03) folgt durch Induktion aus (U2).

Es bezeichne W (x) das Umgebungssystem von x € X bzgl. 7 geméf Definition 2.1. Es
bleibt zu zeigen, dass W (z) = U(x) fiir jedes x € X gilt.

Sei x € X und U’ € W(x), dann gibt es eine Menge G € 7 mit € G C U’. Nach Definition
von 7 ist G € U(x) und daher nach (U4) auch U’ € U(zx). Somit W (z) C U(x).

Sei z € X und U € U(z). Wir betrachten die Menge U := {y € U | U € U(y)}, die
sozusagen aus den inneren Punkten von U im Sinne der Systeme U(z) (¢ € X) besteht.

Nach (U1) gilt € U und somit auch z € U. Weiters werden wir unten auch noch U € 7

zeigen. Danach sind wir fertig, weil zusammen mit z € U C U daraus U € W (x) folgt;
somit erhalten wir U(z) C U(x) und insgesamt U (z) = U(x).

Wir zeigen also schlieklich noch, dass Uzur gehort: Sei y € U. Laut Definition von U
gilt daher U € U(y) . Nach (U3) gibt es eine Menge V' € U(y), sodass U € U(z) fiir jedes
z € V gilt, wegen (U1) daher insbesondere V' C U. Hieraus folgt V' C U , also ergibt sich
aus (U4) nun Ue U(y). Da y beliebig aus U war, haben wir U € 7 gezeigt. O

Auf Grund der Eigenschaft (U4) sind Obermengen von Umgebungen ebenfalls Umgebungen
und es geniigt fiir die meisten Zwecke, mit einem Teilsystem von ,hinreichend kleinen*
Umgebungen zu arbeiten.

2.4. Definition: Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und x € X. Ein Mengensystem
B(z) C U(x) heibt Umgebungsbasis bei x, falls es zu jedem U € U(z) ein V € B(z) mit
V C U gibt.
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Somit gilt in diesem Fall U(z) ={U C X |3V € B(z): V C U}.

2.5. Beispiel: 1) In jedem topologischen Raum (X, 7) ist B(z) :={V € 7 | 2 € V} eine
Umgebungsbasis bei x € X, denn fiir jede Umgebung U von z gilt: U° ist offen und x € U°.

2) Sei (M, d) ein metrischer Raum und x € M: Das abzéhlbare Mengensystem

B(z) :={Us(x) | n € N}

n

ist eine Umgebungsbasis bei x. Dazu geniigt die Beobachtung, dass es zu jedem ¢ > 0 ein
n € Nmit 1/n < € gibt und daher Uy, (z) C U.(z) gilt. (Kleiner , Test*: Warum geniigt dies?)

3) In R? mit der euklidischen Topologie besteht die Umgebungsbasis geméiR 2) bei 2 € R?
aus den offenen Kreisscheiben um den Mittelpunkt = mit Radien 1,1/2,1/3,...
Genausogut konnen hier aber auch achsenparallele Quadrate (egal, ob offen oder nicht) mit
Mittelpunkt = und rationalen Seitenléngen als abzéhlbare Umgebungsbasis bei x dienen.

4) Ist X mit der diskreten Topologie ausgestattet und = € X, so bildet B(z) := {{z}} eine
Umgebungsbasis bei .

5) Sei X mit der chaotischen Topologie versehen und x € X, dann ist B(z) = {X} die
einzige Umgebungsbasis bei x.

Die folgende Charakterisierung von offenen Mengen ist die naheliegende Variante von Lem-
ma 2.2(ii) mit Umgebungsbasen statt Umgebungen.

2.6. Lemma: Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und fiir jedes x € X sei B(x) eine
Umgebungsbasis bei z. Fiir eine Teilmenge G C X gilt dann:

Gistoffen <= VreG3IV e B(x):V CG.

Beweis: : Zu x € G gibt es nach Lemma 2.2(ii) ein U € U(z) mit U C G. Weiters gibt
es dann ein V € B(z) mit V C U C G. ist wegen B(z) C U(x) und 2.2(ii) klar. O

Die Variante des Satzes zur Beschreibung von Topologien durch Umgebungsbasen an Stelle
von ganzen Umgebungssystemen liest sich nun so.

2.7. Theorem: Es sei X eine Menge.

(i) Ist 7 eine Topologie auf X und ist B(z) fiir jedes € X eine Umgebungsbasis bei z,
dann gilt:

(UB)VeB(z) = azeV,
(UB2) Vi, Vo € B(x) = 3TV3€ B(x): V3 C V1NV,
(UB3) YV € B(z) 3V, € B(x) V= € Vy IW € B(2): W C V.
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(ii) Ist jedem x € X ein nichtleeres System B(z) C P(X) zugeordnet, das (UB1)-(UB3)
erfiillt, dann existiert genau eine Topologie 7 auf X mit der Eigenschaft, dass B(x) fiir
jedes © € X eine Umgebungsbasis bei x bzgl. T ist.

Beweis: (i) folgt direkt aus den Eigenschaften (U1)-(U3) fiir Umgebungen und der Defini-
tion einer Umgebungsbasis.

(ii) Die Findeutigkeit folgt unmittelbar aus dem vorigen Lemma, weil damit die offenen
Mengen schon aus der Kenntnis von Umgebungsbasen bestimmt sind.

Existenz: Wir definieren fiir jedes x € X das ,prospektive Umgebungssystem bei x durch
WU(z):={U C X |3IB € B(x): BCU}.

Wir zeigen, dass die Systeme U(z) (z € X) die Eigenschaften (U1)-(U4) erfiillen, dann

folgt die Aussage aus Theorem 2.3.

(U4): Ist U € U(z) und U C V' C X, so gilt nach Konstruktion von U(z) auch V' € U(z).

(U1): Sei U € U(z). Dann gibt es ein B € B(x) mit B C U. Nach (UB1) gilt € B, somit
auch x € U.

(U2): Zu Uy, Us € U(z) gibt es By, By € B(x) mit By C Uy und By C Us. Nach (UB2) gibt
es eine Menge Bs € B(x), sodass By C By N By C Uy N Us. Daher gilt U; N Uy € U(x).

(U3): SeiU € U(z) und B € B(x) mit B C U. Gemif (UB3) existiert ein By € B(x), sodass
gilt: Vz € By AW, € B(z): W, C B. Insbesondere gilt also B € U(z), daher mit (U4) auch
U € U(z), fur jedes z € By. Das heiftt aber, es gilt (U3) mit V = By € B(x) C U(z). O

2.8. Beispiel (Die Sorgenfrey-Gerade): Fiir jedes € R setzen wir

B(z) = {[z, z[| z > z}.
Als Ubungsaufgabe kann man zeigen, dass B(z) die Eigenschaften (UB1)-(UB3) erfiillt,
also dadurch eine Topologie 75 auf R definiert wird.

Die Aussagen des folgenden Satzes kann man gut durch Umgebungsbasen aus Kugeln
in der euklidischen Topologie des R" illustrieren: Innere Punkte einer Menge E besitzen
,Schutzkugeln“, die zur Génze innerhalb E' liegen; fiir Punkte im Abschluss einer Menge F
enthélt jede Kugel Elemente aus E; und Randpunkte von F sind dadurch charakterisiert,
dass jede Kugel sowohl die Menge F als auch deren Komplement trifft.

2.9. Theorem: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und fiir jedes x € X sei B(z) eine
Umgebungsbasis bei x. Dann gilt fiir £ C X:

(i) E={re€ X |VBe€B(x): BNE +# 0},
(i) E° = {x € X | 3B € B(x): B C E},
(iii) 0OF = {x € X |[VB € B(z): BNE # 0 und BN (X \ E) # 0}.
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Beweis: (i) Es bezeichne A die Menge auf der rechten Seite der behaupteten Gleichung.
Die Menge X \ FE ist offen, daher kénnen wir mit Hilfe von Lemma 2.6 schliefsen:

r€X\E & 3B€B(x): BCX\E < 3B€B(x): BNE =1

2 IABcB(z): BNE=0 & z€ X\ A
Hier gilt aber der mit x markierte Implikationspfeil auch umgekehrt: nach Lemma 2.2(i)
ist x € B°, insbesondere B° € U(x), daher gibt es ein By € B(x) mit B; C B°; die Menge
X \ B° ist abgeschlossen und aus B°NE C BNE = folgt £ C X \ B°, also £ C X\ B°;
somit gilt BN E C B°NE = 0.

(i) X\E°=X\E 2{zxe X |VBeBx): BN(X\E)#0} =
=X\{zreX|3BeB(x): BN(X\E)=0} =X \{zre X |3IBeB(z): BC E}.

(i) folgt aus OF = EN (X \ E) zusammen mit (i). O

2.10. Bemerkung: 1) Ist A eine Teilmenge des topologischen Raumes X, dann nennen
wir z € X einen Hdaufungspunkt von A, falls U N (A \ {z}) # 0 fir alle U € U(z) (oder
aus einer Umgebungsbasis bei z) gilt. Zur Ubung kann man zeigen, dass beim Abschluss
hoéchstens die Haufungspunkte zu A hinzukommen, d.h.

A= AU{r € X | x ist Hiufungspunkt von A}.

2) Seien 7; und 7, Topologien auf der Menge X und fiir jedes z € X seien B!(z) bzw.
B?(x) Umgebungsbasen bei z bzgl. 71 bzw. 7. Dann gilt (Beweis als Ubungsaufgabe):

71 ist grober als 7y <= Vz € X VB! € B'(z) 3B* € B*(z): B> C B'.
Ahnlich wie fiir Umgebungen kénnen wir auch die Beschreibung aller offenen Mengen auf

gewisse Grundmengen reduzieren.

2.11. Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C 7 der Topologie
heift Basis fiir 7, falls es zu jedem G € 7 ein Teilsystem € € B mit G = (Jpzo B gibt.
Mit anderen Worten gilt 7 = {{Uzee B | € C B}.

2.12. Lemma: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und B C 7, dann gilt:

B ist eine Basis fir 7 <«— VG erVpeGdBeB:pe BCG.

Beweis: :Sei G = |Jpee Bmit € C B. Zu p € G gibt es demnach eine Menge B € € C B
mit p € B C G.

: Sei G € 7. Fiir jedes p € G wahle ein B, € B mit p € B, C G. Wir setzen
€:={B, | p € G}, dann folgt G =, By = Upce B- O

2.13. Beispiel: 1) Wenn die Menge X die diskrete Topologie triagt, dann ist B = {{z} |
x € X} eine Basis dafiir.
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2) In R mit der euklidischen Topologie ist B = {I C R | [ ist ein offenes Intervall } eine
Basis, was aus der Aussage am Ende von Beispiel 1) in 0.12 folgt; es gentiigt sogar, nur die
offenen Intervalle mit rationalen Randpunkten zu betrachten.

3) In einem metrischen Raum (M, d) bildet die Menge aller offenen Kugeln B = {U,.(z) |
x € M,r > 0} eine Basis fiir 7.

2.14. Theorem: Es sei X eine Menge und B C P(X). Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) B ist Basis einer (eindeutigen) Topologie auf X.
(ii) B erfiillt die beiden Eigenschaften (a) X ={Jz.5 B und

(b) Bi,Bo€eBundpe BiNBy, = dB3€B:pec B3 C BN By.
Beweis: (i) = (ii) folgt direkt aus der Definition und dem vorigen Lemma.
(ii) = (i): Es ist naheliegend 7 := {{Jgee B | € € B} anzusetzen.

Wir zeigen, dass 7 eine Topologie auf X ist: Nach (a) ist X € 7 und () € 7 ergibt sich aus
der Definition von 7 mit € = () (Vereinigung tiber eine leere Familie), also ist (O1) erfiillt.
Eigenschaft (02) bzgl. beliebiger Vereinigungen folgt direkt aus der Konstruktion von 7.

Schliefslich zeigen wir (O3), wobei es gentiigt, einen Durchschnitt von zwei Mengen zu be-
trachten: Sind Gy, Gy € 7, dann gibt es C;,Cy C B mit G = UAe& Aund Gy = UBEez B
und somit zunachst

GiNGy= |J (AnB).

Acey,
BeCq

Sind A € €; und B € @y, dann gibt es geméfs Eigenschaft (b) fiir jedes p € AN B eine
Menge C, € B mit p € C, C AN B. Daher kénnen wir AN B = C), schreiben und

peEANB ~'P
erhalten insgesamt
anG=J) U a=U¢c

Aeey, peANB cee
Be€y

wobei € :={C, |pe ANB,A € €, B € Cy} gesetzt wurde. Somit gilt G4y NGy € 7.

Laut Konstruktion ist B eine Basis fiir die Topologie 7, die als Menge aller Vereingungen
beliebiger Teilfamilien von B auch eindeutig mit dieser Eigenschaft ist. ]

Fiir Teilsysteme der offenen Mengen sind die Begriffe der Basis einer Topologie und der
Umgebungsbasen fiir jeden Punkt auf einfache Weise verkniipft.

2.15. Theorem: Sei (X,7) ein topologischer Raum und B C 7. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) B ist eine Basis fiir 7.

(ii) Vo € X: B(x) := {B € B | z € B} ist eine Umgebungsbasis bei x.
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Beweis: (i) = (ii): Jedes B € B(x) ist offen und daher auch Umgebung von x, somit
B(z) C U(x). Sei nun U € U(zx) beliebig. Dann gilt = € U° € 7, daher gibt es nach Lemma
2.12 ein B € B mit x € B C U°. Wir erhalten B € B(z) und B C U° C U, also ist B(x)
eine Umgebungsbasis bei x.

(ii) = (i): Wir zeigen, dass B die Bedingung in Lemma 2.12 erfiillt. Sei G € 7 und p € G.
Weil B(p) Umgebungsbasis bei p ist, gibt es eine Menge B, € B(p) mit B, C G, was wegen
B(p) € B den Beweis beendet. O

Fiir die konkrete Konstruktion von Topologien auf gegebenen Mengen ist es bequemer, die
noétigen Grundbausteine sogar noch weiter zu reduzieren.

2.16. Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge 8§ C 7 heiftt Subbasis
fir 7, falls das System B := {(gc55 | F € 8,7 endlich} aller endlichen Durchschnitte
von Mengen aus 8 eine Basis fiir 7 ist, wobei wir uns im Falle ¥ = () der Konvention
Nsep S = X bedienen.

Interessant ist, dass jedes Mengensystem von Teilmengen schon als Subbasis einer geeig-
neten Topologie dienen kann.

2.17. Proposition: Es sei X eine Menge und § C P(X). Dann ist § eine Subbasis fiir die
grobste Topologie 7 auf X beziiglich der alle Elemente von § offen sind, d.h. § C 7.

Beweis: Wir setzen B := {( g5 S | T € 8, endlich} und zeigen, dass B die Eigenschaften
(a) und (b) aus Theorem 2.14(ii) erfiillt: Wegen der in obiger Definition erwdhnten Kon-
vention gilt X = (g S € B, also ist (a) erfiillt; und (b) folgt aus der einfachen Tatsache
Nses, SN Nres, T = Npes,us, It € B, falls F1, F, C 8 endlich.

Somit gibt es eine eindeutige Topologie 7 auf X, die B als Basis besitzt und insbesondere
8 enthélt. Ist 7 eine beliebige Topologie auf X mit 8 C 7/, dann folgt auch B C 7/ und
daraus weiters 7 C 7/. O

2.18. Beispiel: In R ist 8 := {] — 00,b[| b € Q} U {]a, 0[] a € Q} eine Subbasis fiir die
euklidische Topologie.

Wir hatten bei den metrischen Rdumen bemerkt, dass Teilmengen durch entsprechende
Einschrankung der Metrik selbst zum metrischen Raum werden. In allgemeinen topolo-
gischen Raumen konnen wir die offenen Mengen einfach mit der gegebenen Teilmenge
schneiden.

2.19. Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X. Dann wird durch 74 :=
{GNA| G e 7} die (Relativ- oder) Spurtopologie von T auf A definiert. Es ist leicht zu
sehen, dass 74 eine Topologie auf A ist. Das Paar (A, 74) wird als (topologischer) Teilraum
von (X, 7) bezeichnet.

Wir versammeln im folgenden Satz einige Eigenschaften der Spurtopologie, die ,im tagli-
chen Umgang” mit deren grundlegenden Begriffen niitzlich sind.

17



2.20. Proposition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und (A, 74) ein Teilraum, dann
gelten folgende Aussagen:

i) Fiir H C A: H ist offen in A (bzgl. 74) <= 3G offen in X (bzgl. 7): H =GN A.
ii) Fir FF C A: F ist abgeschlossen bzgl. 74 <= 3Z abgeschlossen in X: F' = Z N A.

(
(
(iii) Fiir £ C A: Der Abschluss von E bzgl. 74 ist gleich AN E. (E Abschluss bzgl. 7.)
(iv) Fir x € V. C A: V ist Umgebung von = bzgl. 74 <= 3U € U(x) bgl. 7: V.= ANU.
(

v) Ist z € A und B(x) eine Umgebunsgbasis bei  bzgl. 7, dann ist {BNA | B € B(z)}
eine 74-Umgebungsbasis bei x.

(vi) Ist B eine Basis fiir die Topologie 7, dann ist {BN A | B € B} eine Basis fiir 74.

Beweis: (i) ist nur eine Umformulierung der Definition und (ii) folgt sofort daraus durch
Komplementbildung.

(iii) Der 74-Abschluss von E wird beschrieben durch

N FY N @nn™ (N 2)na=Ena

F 1 5-abg., Z T-abg., Z T-abg.,
FDOE ZNADE ZDOE

(iv) V ist 74-Umgebung von x & JH € t4: 0 € HCV @ AGeT: e GNACV (%).

Wir zeigen (%) < JU € U(z): V=ANU:

Sei (%) erfiillt, dann ist G offen und enthélt x, somit G € U(x); setzen wir U := GU V| so
erhalten wir U € UW(z) und UNA=(GUV)NA=(GNA)U(VNA) =(GNAUV =V.
Umgekehrt gibt es G € 7, sodass x € G C U gilt; daher weiters auch GNACUNA=V.

(v) Nach (iv) ist BN A eine 74-Umgebung von z fiir jedes B € B(x). Sei V eine beliebige
Ta-Umgebung von x, dann gibt es wiederum nach (iv) ein U € U(xz) mit V =UNA. Zu U
gibt es ein B € B(z) mit B C U und somit BNACUNA=YV.

(vi) folgt direkt aus (v) zusammen mit Theorem 2.15. O

2.21. Beispiel: 1) Fiir R? mit der euklidischen Topologie und A =R x {0} entspricht 74
gerade der euklidischen Topologie auf R, d.h. G x {0} ist offen bzgl. 74 genau dann, wenn
G offen in R ist.

2) In R mit der euklidischen Topologie ergibt die Spurtopologie auf Z die diskrete Topologie,
was man mittels der Schnittmengen Uy 2(k) NZ = {k} fiir k € Z leicht sieht.

3) Teilraume diskreter topologischer Rdume sind diskret und die chaotische Topologie
vererbt stets die chaotische Topologie auf Teilmengen.
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4) Ist (M,d) ein metrischer Raum und A C M, dann stimmt die Spurtopologie von 74
auf A mit jener Topologie iiberein, die von der Einschrankung der Metrik auf A x A als
metrische Topologie erzeugt wird. (Beweis als Ubungsaufgabe.)

2.22. Ordnungstopologien: Sei X eine Menge und < eine Totalordnung! auf X. Sind
a,b € X, dann schreiben wir wie iiblich a < b, falls a < b und a # b gilt.

Fiir a,b € X mit a < b definieren wir die ,Intervalle” [a,b] := {z € X | a < x < b}, [a,b]:=
{r e X |a<az<b}usw., sowie | —o0,b[:={r € X |z <b},|—00,b] :={x € X | x < b}
und Ja,00[={r € X |a <z}, [a,00[={r € X |a <z}

Wir verwenden das System
§:={]—00,b[|be X} U{]a,0[|a € X}

als Subbasis fiir eine Topologie geméf Proposition 2.17, die wir als Ordnungstopologie T<
auf X bezeichnen.

Es gilt stets | — 00, a[, Ja, col€ § C 7 und weiters ist ]a, b] stets T<-offen fiir a < b, weil wir
la,b[=] — o0, b[N]a, oo schreiben kénnen.

Beispiele: 1) Auf Z mit der iiblichen Ordnung ergibt 7< die diskrete Topologie. Hier sind
tibrigens ,abgeschlossene Intervalle* auch ,offene Intervalle”, z.B. [1,2] =]0, 3].

2) Auf R mit der tiblichen Ordnung < ergibt 7< die euklidische Topologie 7.: Wegen 8 C 7,
ist 7< C 7. und aus Beispiel 2.18 folgt auch 7. C 7<; also gilt 7« = 7..

2.23. Beispiel (Der Ordinalzahlraum): Sei X eine iiberabzihlbare Menge mit einer
Wohlordnung <, d.h. < ist eine Totalordnung mit der zuséatzlichen Eigenschaft, dass jede
nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt. (Nach einem Satz von Zermelo kann unter
der Annahme des Auswahlaxioms jede Menge wohlgeordnet werden; sieche Appendix.)

In einer wohlgeordneten Menge besitzt jede nichtleere nach oben beschrankte Teilmenge
ein Supremum, nédmlich das Minimum der Menge aller oberen Schranken.

Wir bezeichnen mit 0 das kleinste Element von X bzgl. <, in Kurzschreibweise 0 := min X.
Weiters sei Y := {y € X | [0,y] ist iiberabzdhlbar}. Es gilt X = |J,[0,y] und [0,41] C

[0, 4] fiir y1 < 5. Wegen der Uberabzihlbarkeit von X gibt es daher ein y € X, sodass
[0, y] iiberabzdhlbar ist, d.h. Y # (). Wir setzen nun w; := minY" und

Q:=0,w]={re€X|0<z<w}

Nach Konstruktion gilt also: (a) w; ist das grofte Element von €,
(b) Yar € Q mit o < wy ist die Menge [0, «] abzdhlbar.

Bemerkung: w; ist die kleinste {iberabzéhlbare Ordinalzahl und stimmt weiters auch mit
der kleinsten iiberabzahlbaren Kardinalzahl {iberein.

Ld.h. eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation und je zwei Elemente sind vergleichbar.
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Wir bezeichen mit < auch die Einschrankung der Wohlordnung auf €2 und erhalten als
Subbasis 8 fiir die Ordnungstopologie auf (2 alle Mengen der Form

[0,a][=] — oc0,a] und |a,w;] =]a, 0] (a € Q).

Der dadurch definierte topologische Raum (€2, 7<) heifst Ordinalzahlraum.

Wir setzen Qy := Q\ {w1} = [0,w;[ und geben zwei grundlegende Eigenschaften dieser
Menge an:

20

o Ist A C ) eine nichtleere abzahlbare Teilmenge, so gilt sup A < wy.

Beweis: A ist jedenfalls durch w; nach oben beschrinkt, daher existiert sup A. Fiir
die Menge B := {f € Q| Ja € A: B < a} gilt B = [J,c4[0, @], daher ist sie als
abzéhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen selbst abzéahlbar und es gilt A C B # Q.
Wegen der Wohlordnungseigenschaft von < existiert v := min 2\ B und fiir alle e € A
gilt @ < 7. Daher gilt sup A < 7.

Laut Konstruktion ist fiir 5 € 2 die Bedingung g € B dquivalent zu § < =, daher
gilt [0,v] = BU{v} und diese Menge ist sicher abzahlbar. Daher muss v < w; gelten
und somit sup A < v < wy. O

Es gilt wy € Q. (Wegen w; & € ist w; also ein Haufungspunkt von €2.)

Beweis: Dies folgt aus Ja, wi]NQy =], wi[# 0 fiir alle o < wy, weil {Ja, wq] | @ < wy}
eine Umgebungsbasis bei w; ist. ]



3 Stetigkeit; Konstruktion
topologischer Raume

Mit nur geringfiigiger Ubertreibung darf man sagen, dass die Topologie als Teilgebiet der
Mathematik im wesentlichen entwickelt wurde, um den Begriff der Stetigkeit angemes-
sen flexibel beschreiben und studieren zu kénnen. Wir abstrahieren dazu von der Cha-
rakterisierung der Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen metrischen Rdumen mit Hilfe von
Kugelumgebungen und gelangen zum folgenden Begriff.

3.1. Definition: Es seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heifst
stetig im Punkt x € X, falls gilt: Fiir jede Umgebung V von f(z) (in Y) gibt es eine
Umgebung U von z (in X), sodass f(U) C V gilt.

(Es geniigt, hier jeweils Umgebungsbasen statt der gesamten Umgebungssysteme zu betrachten!.)

Die Bedingung f(U) C V ist gleichwertig mit f~'(V) 2 U und Obermengen von Umge-
bungen sind Umgebungen, sodass wir die definierende Bedingung der Stetigkeit von f in x
auch so formulieren kénnen: Urbilder von Umgebungen von f(z) sind Umgebungen von x.

Schlieklich sagen wir f sei stetig (auf X ), falls f stetig in jedem Punkt aus X ist.

3.2. Theorem: Es seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig (auf X),

(i) fiir jede offene Teilmenge B C Y ist f~!(B) ist offen in X,

(iii) fiir jede abgeschlossene Teilmenge F' C Y ist f~!(F) ist abgeschlossen in X,

(iv) fiir jede Teilmenge A C X gilt f(A) C f(A).

Bemerkung: Es ist weiters gleichwertig, Eigenschaft (ii) nur fiir Mengen B aus einer Sub-
basis der Topologie von Y zu verlangen.

Beweis: (i) = (ii): Fiir jedes x € f~!(B) ist B eine (offene) Umgebung von f(z). Daher
gibt es eine Umgebung U von x mit U C f~!(B). Also ist f~!(B) offen.

(i) = (iii): Y\ F ist offen, daher ist f~'(Y'\ F) offen und somit f~(F) = X\ (X\f7'(F)) =
X\ f7YY \ F) abgeschlossen.

!Speziell die Menge aller offenen Umgebungen bildet immer eine Umgebungsbasis (vgl. Beispiel 1) in 2.5).
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(iii) = (iv): Wir zeigen, dass fiir jede abgeschlossene Teilmenge F' von Y mit f(A) C F
auch f(A) C F gilt, dann folgt die Behauptung aus der Definition des Abschlusses: f~!(F
ist abgeschlossen und aus f(A) C F folgt A C f~'(f(A)) C f~Y(F), also gilt A C f~'(F
und weiters f(A) C f(f~(F)) C F.

S—

(iv) = (i): Indirekt. Es sei z € X und V eine Umgebung von f(x) in Y, sodass f~1(V)
keine Umgebung von z ist. Daher gilt U N (X \ f~4(V)) # 0 fiir jede Umgebung U von z,
somit gilt € E fiir £ := X \ f~1(V).

Wir erhalten nun f(z) € f(E) C f(E) = f(X \ f~1(V)), daher V N f(X \ f~2(V)) # 0.
Letzteres ist aber ein Widerspruch, weil es zu y € f(X \ f~1(V)) ein 2o € X \ f~1(V) mit
f(zo) = y geben muss, d.h. g € X mit y = f(z) € V. O

3.3. Korollar: Seien X,Y, 7 topologische Rdume und f: X — Y, ¢g: Y — Z stetige
Abbildungen, dann ist go f: X — Z stetig.

Beweis: C C Z offen = ¢ '(C)offenin Y = (gof)'(C) = f~'(¢g7'(C)) offenin X. [

3.4. Definition: Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heilit dicht in X,
wenn A = X gilt.

Zum Beispiel sind sowohl Q als auch R \ Q dicht in R.

3.5. Korollar: Es seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y eine stetige surjek-
tive Abbildung. Ist A dicht in X, dann ist f(A) dicht in Y.

Beweis: Aus der Stetigkeit von f folgt f (A) C f(A) und die Surjektivitit von f besagt
f(X) =Y, dh. zusammen f(A) D f(A) = f(X)=Y, also f(A) =Y O

Wir zeigen in der folgenden Proposition, dass Einschrankungen stetiger Funktionen stetig
bzgl. der Spurtopologie sind und geben weiters eine Version fiir das ,,Zusammenstiickeln*
stetiger Funktionen an.

3.6. Proposition: Es seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung.

(i) Ist f stetig und A C X, dann ist auch die Einschrankung f|4: A — Y stetig bzgl. der
Spurtopologie auf A.

(ii) Die Teilmengen A, B C X seien beide offen oder beide abgeschlossen und es gelte
X = AU B. Tst sowohl f|4 als auch f|p stetig (jeweils bzgl. der Spurtopologie), dann ist
f stetig.

Beweis: (i) Ist C offen in Y, so ist f~!(C) offen in X und daher weiters (f|4)"'(C) =
f7HC) N A offen in A. Also ist f|4 stetig bzgl. der Spurtopologie auf A.

(ii) Wir zeigen die Variante fiir offene Teilmengen A, B (fiir A, B abgeschlossen verlduft
der Beweis analog): Wegen X = AU B gilt die Relation f~'(D) = (f|a) " (D)U(f|z) (D)
fiir jede Teilmenge D C Y.
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Ist C' offen in Y, dann ist zunéchst (f|4) ™' (C) offen in A und (f|p)~*(C) offen in B. Daher
gibt es offene Teilmengen G, H in X, sodass (f|4) ™ (C) =GNAund (f|p)"(C)=HNB
gilt. Nachdem A und B offen sind, sind auch die beiden Durchschnitte G N A und H N B
offen. Somit ist auch f~1(C) = (f]4)"H(C) U (f|5) ' (C) offen in X. Also ist f stetig. [

Wir kommen nun quasi zu den ,Isomorphismen® fiir die Theorie der topologischen Réaume:

3.7. Definition: Es seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heift
Homdéomorphismus, falls gilt:

(a) f ist stetig, (b) f ist bijektiv und (c) die Umkehrabbildung f~': Y — X ist stetig.

Die topologischen Rdume X und Y heiffen dann homdomorph und wir schreiben X =Y.

3.8. Bemerkung: 1) Wir erinnern daran, dass die Inverse einer stetigen bijektiven Abbil-
dung im Allgemeinen nicht stetig ist. Betrachte z.B. X = [0,1]U]2,3] und Y = [0, 2] jeweils
mit der Spurtopologie der euklidischen Topologie auf R und die stetige bijektive Abbildung
f: X =Y, gegeben durch f(z) =z fir 0 <z <1und f(z) =2 — 1 fiir 2 <z < 3. Die
Inverse f~1: Y — X erfiillt f(y) =y fir 0<y <1, [l y)=y+1firl <y<2und
hat bei y = 1 eine Sprungstelle.

2) Der Begriff des Homdomorphismus kann als Aquivalenzrelation auf der Klasse der topo-
logischen Raume aufgefasst werden. Eine Eigenschaft topologischer Raume wird topologisch
genannt, falls sie durch Homéomorphismen iibertragen wird, d.h. falls gilt: X hat Eigen-

schaft € und X =Y =— Y hat Eigenschaft €.

3.9. Theorem: Es seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y eine bijektive
Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist ein Homéomorphismus,

(ii) fur A C X gilt: f(A) ist offen in Y <= A ist offen in X,

(iii) fir B C X gilt: f(B) ist abgeschlossen in Y <= B ist abgeschlossen in X.
(Beweis als Ubungsaufgabe.)

3.10. Beispiel: Jeweils mit der euklidischen Topologie von R oder deren Spurtopologie
gilt:

o fiir a < bist |a,b[=]0, 1] mittels x — =2

b—a’

e |1,00[2]0, 1] mittels z — I,

o R=]— 7, 7[ mittels z — arctan(z).
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3.11. Kartesische Produkte von Mengen: Fiir endliche viele Mengen X1, ..., X, ist

n

[1Xi={(....,z) |Vie{l,... ,n}: 2 € X}

=1

={z:{L,...n} > | JXi|Vie{l,. .. n}:ze X},
i=1
wobei z; mit x(i) identifiziert wurde.

Fiir eine beliebige nichtleere Indexmenge I statt {1,...,n} ist das kartesische Produkt von
Mengen X; (i € I) definiert durch (vgl. Appendix)

[[Xi={a: 1= JX;|Viel:a()e X}
el i€l

Zur Notation von x € [],.; X; verwenden wir meistens die Schreibweisen x; := z(i) und
x = (2;);e; und nennen z; auch die i-te Koordinate von x.

Fiir jedes j € I definieren wir die j-te Projektionsabbildung m;: [[,.; Xi — X; durch
mj(x) ==z (= x())).

Bemerkungen: 1) Nach dem Auswahlaxiom ist []

Daher ist in dem Fall 7; stets surjektiv.
2) Ist X; CY; fiir jedes ¢, dann folgt [[,., Xi C [, Yi-

Beispiele: 1) Fiir I = N und X; = X fiir alle ¢ € N ergibt sich | J,.; X; = X und daher als
kartesisches Produkt einfach
I]x=x"

neN

X; # 0, falls keines der X; leer ist.

i€l

also die Menge aller Folgen in X.
2) Fir I = R und X; = R fiir jedes 7 € I ergibt sich
[[R={f:R—>R}=R¥

zeR

d.h. die Menge aller Funktionen R — R. Hier entspricht also der Funktionswert f(x) der
z-ten Koordinate von f und die Projektion 7, ist die Auswertung einer Funktion bei x.

Wir wollen nun eine Topologie auf dem kartesischen Produkt ], , X; einfiihren, die aus
den Topologien der einzelnen X; entspringt und zum Beispiel fiir R mit der euklidischen
Topologie auf R x R die euklidische Topologie des R? ergibt.

Ein naheliegender Ansatz wére zunéchst, als Basis das Mengensystem Byoy := {][;c; Ui |
Vi € I: U ist offen in X;} zu nehmen, denn es erfiillt die geforderten Eigenschaften in
Theorem 2.14(ii) und definiert die sogenannte Boz-Topologie. Diese stellt sich aber fiir
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viele wichtige Konstruktionen als zu fein heraus (erlaubt also ,zu viele offene Mengen),
falls die Indexmenge I unendlich ist. Zum Beispiel ist die Abbildung f: R — RN mit
f(t) == (t,t,¢,...) nicht stetig, wenn auf RN =[] R die Box-Topologie betrachtet wird,
obwohl jede der Abbildungen m, o f stetig R — R ist: Es ist ndmlich f(0) = (0,0,...)
und U := HneN} — £ 1[ cine Umgebung von (0,0,...), fiir die aber das Urbild f~(U) =
Nuen] — 2= {O} kelne Umgebung von 0 in R ist.

3.12. Definition: Es sei [ eine nichtleere Menge und fiir jedes i € I sei X; ein topologischer
Raum. Dann erfiillt das Mengensystem

B = {[J Ui | 37 € I, J endlich: U; offen in X; fiir i € J, U; = X; fiir i ¢ J}
el

die Eigenschaften einer Basis aus Theorem 2.14(ii) (Beweis als Ubungsaufgabe) und defi-

niert die Produkttopologie Tpoa auf Hle I

Es geniigt natiirlich auch, fiir 7 € J jeweils U; aus einer gegeben Basis in X; zu nehmen.

Die Mengen aus B konnen auch mittels Urbildern unter Projektionen umgeschrieben wer-
den, sodass wir

_{ﬂw 5) | J C I,J endlich, U; offen in X;}

jeJ

erhalten. Insbesondere sehen wir nun unmittelbar, dass
8 :={m;'(U;) | i € I,U; offen in X;}
eine Subbasis fiir 7p,0q ist.

3.13. Beispiel: Wie bereits bemerkt erhalten wir fiir / = R und X; = R (¢ € I) als
kartesischen Produkt gerade die Menge R¥ aller Funktionen R — R. Als Subbasis fiir die
Produkttopologie konnen demnach die Mengen der Form

Bayyoe = {9 € RY [ |9(20) — yo| < €} = 75, (Us(0))
mit g, yo € R und € > 0 dienen.

Daher sehen typische offene Basisumgebungen einer Funktion f € R® wie folgt aus: Wir
wéahlen zunéchst eine endliche Teilmenge J C R, z.B. J = {z1,...,2x}, und zu jedem
x; € J ein offenes Intervall U,, um den Funktionswert f(x;), z.B. in der Form U, =
1f(z1) — e, f(z1) + & mit & > 0; dann ist die entsprechende offene Umgebung von f
gegeben durch

Ular,candieren (f) = {9 € R [g(@) — fm)] <er (I=1,...,N)}.

Noch etwas einfachere Basisumgebungen erhalten wir mit ¢ := min(ey,...,ex) und J wie
oben durch

Use(f) == {g € R | Vx € J: |g(z) = f(2)| < e} C Upeyen (f)-
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3.14. Definition: Es seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y
heifst offen (bzw. abgeschlossen), wenn sie offene (bzw. abgeschlossene) Teilmengen von X
in offene (bzw. abgeschlossene) Teilmengen von Y {iberfiihrt.

3.15. Proposition: Es seien X und Y topologische Raume und f: X — Y eine bijektive
Abbildung. Dann gilt:

(i) f ist offen <= f~1 ist stetig,
(i) f ist ein Hombomorphismus <= f ist stetig und offen,
(iii) f ist ein Hombomorphismus <= f ist stetig und abgeschlossen.

Beweis: Weil f bijektiv ist, bedeutet nach Theorem 3.2 die Offenheit (bzw. Abgeschlossen-
heit) von f gerade die Stetigkeit von f~!. Daraus folgen alle drei Aussagen unmittelbar. [

X; mit der Produkttopologie ausgestattet, dann ist fiir
X, — X stetig und offen.

3.16. Proposition: Es sei [],;
jedes j € I die Projektion m;: [],,
Beweis: Sei V' C X offen, dann ist 7rj’1(V) = [Lic; Vis wobei V; = X, fiiri # jund V; = V
gilt. Daher ist 7rj_1(V) nach Definition der Produkttopologie offen. Also ist 7; stetig.

Wir weisen nun nach, dass 7; offen ist. Dazu geniigt es, zu zeigen, dass 7;(B) offen ist in X
fiir jede Menge B aus der Basis B der Produkttopologie. Sei also B = [, o . (Uy), wobei
K C I eine endliche Teilmenge ist und Uy offen in X, fiir £ € K. Dann ist 7;(B) = X},
falls j ¢ K, und 7;(B) = Uj, falls j € K, also in jedem Fall offen in X;. ]

3.17. Bemerkung: Die Projektionen sind zwar nach der eben bewiesenen Proposition
stets offen, aber im Allgemeinen nicht abgeschlossen, wie das folgende einfache Beispiel
lehrt: Als Ubungsaufgabe iiberlegt man sich leicht, dass die Produkttopologie auf R? bzgl.
der euklidischen Topologien auf jedem Faktor gerade die euklidische Topologie der Ebene
ist. Der Hyperbelast A := {(z,2) | « > 0} ist eine abgeschlossene Teilmenge des R* und
fiir sein Bild unter der Projektion 71 : R? — R auf die z-Achse erhalten wir 7;(A4) =0, o],
also keine abgeschlossene Teilmenge in R.

3.18. Theorem: Sei [ eine nichtleere Menge und X; ein topologischer Raum fiir jedes
i € I. Die Produkttopologie T,0q ist die grébste Topologie auf [[,., X; beziiglich der alle
Projektionen 7; (j € I) stetig sind.

Beweis: Stetigkeit der Projektionen bzgl. 7,04 wurde in der obigen Proposition gezeigt. Sei
nun 7 eine beliebige Topologie auf [[,.; X, sodass alle 7; (j € I) stetig sind. Dann ist fiir
jedes 7 € I und fiir jede offene Teilmenge U; in X; das Urbild 7T]-_1(Uj) T-offen im Produkt
Hie ; X;. Daher enthélt 7 die Subbasis 8§ der Produkttopologie und somit gilt 7,04 € 7. O

Im Lichte dieses Theorems lasst sich die grundlegende Konstruktion der Produkttopologie
mittels einer Subbasis aus Urbildern von offenen Mengen auf allgemeinere Situationen
iibertragen.
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3.19. Definition: Seien I, X nichtleere Mengen und fiir jedes i € I sei X; ein topologischer
Raum und f;: X — X, eine Abbildung. Die initiale Topologie auf X beziiglich der Familie
fi (i € I) ist definiert durch die Subbasis aus Mengen der Form f;"!(U;), wobei i € I und
U; offen in X ist.

3.20. Bemerkung: 1) Die initiale Topologie ist daher die grobste Topologie, sodass alle f;
stetig sind. (Die Stetigkeit der f; ist in die Definition der Subbasis eingebaut; und jede Topologie,
die Stetigkeit aller f; erlaubt, muss zumindest die Mengen dieser Subbasis enthalten.)

bzgl. der Projektionen.
3) Sei Z ein topologischer Raum und A C Z. Mit X = A, [ = {1}, X; = Z und f; =
t: A — Z die Inklusionsabbildung erhalten wir als Basismengen fiir die initiale Topologie

auf A einfach :7'(G) = G N A mit G offen in Z; also ist hier die initiale Topologie gerade
die Spurtopologie auf A.

.1 Xi ergibt sich die Produkttopologie als die initiale Topologie

Treten initiale Topologien im Zielraum einer Abbildung auf, so kann die Stetigkeit einfach
durch Verkniipfung mit den einzelnen f; iiberpriift werden. Das ist die Verallgemeinerung
davon, dass die Stetigkeit einer vektorwertigen Funktion f = (fi,..., f,): R™" DU — R"
dquivalent zur Stetigkeit der einzelnen Komponentenfunktionen fy,..., f,: U — R ist.

3.21. Theorem: Die Menge X trage die initiale Topologie bzgl. fi: X — X; (i € I),
weiters sei Y ein topologischer Raum und f: Y — X eine Abbildung. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

() f ist stetig,
(i) fir jedes i € I ist fio f: Y — X, stetig.
Beweis: (i) = (ii) gilt, weil die Verkniipfung stetiger Funktionen setig ist.

(ii) = (i): Wir zeigen, dass die Urbilder unter f von Subbasiselementen der initialen To-
pologie offen in Y sind, dann ist die Stetigkeit von f gezeigt. Sei ¢ € I und U; offen in X,
dann ist f=1(f;71(U;)) = (f; o £)~1(U;) und diese Menge ist offen, weil f; o f stetig ist. [

3.22. Korollar: Sei Y ein topologischer Raum, ], , X; trage die Produkttopologie und
sei f:Y — [[,c; Xi eine Abbildung. Dann gilt:
fist stetig <= WViel: mof:Y — X, ist stetig.

Die Abbildung 7; o f wird auch als i-te Komponentenfunktion von f bezeichnet.
Beweis: Setze f; = m; im obigen Theorem. [

3.23. Bemerkung: Gewissermafen dual zur initialen Topologie gibt es auch das Konzept
der finalen Topologie auf einer Menge Y fiir die Situation mit einer Familie von Abbildungen
fi: X; = Y (i € I). Sie lésst sich dadurch charakterisieren, dass eine Abbildung f: Y — Z
in einen topologischen Raum Z genau dann stetig ist, wenn f o f; fiir alle ¢ € I stetig ist.
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Eine Teilmenge B C Y wird dabei als offen erklirt, falls fiir i € I die Menge f; '(B) offen
in X; ist. Weiters ist die finale Topologie gerade die feinste Topologie auf Y, sodass alle
fi X; — Y stetig sind.

Ein wichtiger Spezialfall davon ist der Quotient Y := X/ « eines topologischen Raumes
X nach einer Aquivalenzrelation «~ mit der kanonischen Surjektion ¢: X — Y, die z € X
auf die Klasse von x bzgl. «~ abbildet; die finale Topologie auf Y mit I = {1}, X; = X
und f; = ¢ heit Quotiententopologie; G C 'Y ist offen, falls ¢~1(G) offen in X ist. Weiters
ist eine Abbildung f: Y — Z in einen topologischen Raum Z genau dann stetig, wenn
foq: X — Z stetig ist.

Ein einfaches Beispiel ist X = R mit der euklidischen Topologie und =z « y, falls y — x
ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. Dann kénnen wir den Quotienten mit ¥ = S?!
identifizieren und die Quotientenabbildung mit ¢: R — S*, g(x) = (cos(x),sin(z)). Die
Quotiententopologie auf S! entspricht hier der Spurtopologie von R? auf S!, wie man sich
an Hand von ,intervallartigen* offenen Umgebungen von Punkten am Kreisbogen iiberlegen
kann.
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4 Zusammenhangende Raume

4.1. Definition: Ein topologischer Raum X heifst zusammenhdngend, wenn es keine Zer-
legung X = U UV mit offenen, nichtleeren, disjunkten Mengen U,V C X gibt. Eine
Teilmenge A C X heifst zusammenhéngend, wenn A als topologischer Raum mit der Spur-
topologie zusammenhéngend ist.

4.2. Bemerkung: Ist X nicht zusammenhéngend, so gibt es also nichtleere offene Mengen
UV CXmitUNV =0und X =UUV. Daher sind U =X\ V und V = X \ U auch

abgeschlossen, also beide Mengen sowohl offen als auch abgeschlossen.

Ist umgekehrt U C X nichtleer, U # X und U sowohl offen als auch abgeschlossen, dann
erhalten wir durch X = U U (X \ U) eine disjunkte Zerlegung durch nichtleere offene
Teilmengen, also ist X nicht zusammenhéngend.

4.3. Beispiel: 1) Ein diskreter Raum X, der mindestens zwei Punkte besitzt, ist nicht
zusammenhéngend. Fir x € X ergeben némlich die Teilmengen {z} und X \ {2z} eine
Zerlegung durch nichtleere, offene und disjunkte Mengen.

Allgemeiner wird ein topologischer Raum total unzusammenhdngend genannt, wenn dar-
in keine Teilmenge aus mindestens zwei Punkten zusammenhingend ist. Wir haben also
gerade gesehen, dass jeder diskrete Raum total unzusammenhéngend ist. Die Umkehrung
davon gilt nicht, wie das folgende Beispiel lehrt.

2) @Q (mit der Spurtopologie der euklidischen Topologie auf R) ist total unzusammen-
héngend: Besitzt A C QQ mindestens zwei Elemente x,y € A mit x # y, dann gibt es eine
irrationale Zahl r, die zwischen = und y liegt. Daher ist dann A = (]—o0, r[NA)U(]r, co[NA)
eine disjunkte Zerlegung durch Mengen, die nichtleer und in A offen sind.

3) In R mit der euklidischen Topologie sind die nichtleeren zusammenhéngenden Teilmen-
gen genau die Intervalle, insbesondere ist R zusammenhingend. (Ubungsaufgabe.)

(Hier ein Hinweis fiir ein Lemma, das man auf dem Weg zu einem moglichen Beweis zeigen kénnte.
Fir A C R gilt: A ist zusammenhéngend < Va,y € A,z < y: [z,y] C A.)

4.4. Theorem: Ist f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen und
X zusammenhéngend, dann ist auch f(X) zusammenhéngend.

Insbesondere ist damit der Zusammenhang eine topologische Eigenschaft, wird also unter
Homo6omorphismen vererbt.

29



Beweis: Angenommen f: X — Y ist stetig und f(X) nicht zusammenhéngend. Dann gibt
es offene Teilmengen U,V C Y, sodass Uy := U N f(X), V1 := V N f(X) nichtleer und
disjunkt sind und f(X) = U; U V; erfiillen. Es ist f~Y(U;) = f~1U) N f71(f(X)) =
fHU)NX = f~1(U) offen und nichtleer und Entsprechendes gilt fiir f~'(V;). Weiters gilt
PO A £ (V) = OV = £0) = 0 sowie £ (U3) U F (Vi) = F- (U3 U ;) =
S7Hf(X)) = X. Somit ist X nicht zusammenhéngend. O

In Kombination mit der Erkenntnis, dass die zusammenhédngenden nichtleeren Teilmen-
gen von R genau die Intervalle sind (vgl. 3) im obigen Beispiel), konnen wir als einfache
Folgerung nun illustrieren, warum das vorige Theorem als Verallgemeinerung des aus der
Analysis bekannten Zwischenwertsatzes betrachtet werden kann.

4.5. Korollar: Es sei X ein zusammenhdngender Raum und f: X — R stetig. Sind
x1, 22 € X Punkte mit verschiedenen Funktionswerten, sagen wir f(x;) < f(z2), dann gibt
es zu jedem Zwischenwert ¢t € R mit f(z) <t < f(z1) einen Punkt x € X mit f(z) =¢.

Beweis: Da X zusammenhéingend und f stetig ist, muss auch () # f(X) C R zusammen-
héngend sein, also ist f(X) ein Intervall. Daher gilt | f(x1), f(x2)[C f(X). O

4.6. Proposition: Sei X # () ein topologischer Raum, dann gilt:

(i) X ist genau dann zusammenhéngend, wenn jede stetige Abbildung f: X — Y in einen
diskreten Raum Y konstant ist (d.h. Jyo € Y': f(x) = yo fiir jedes z € X).

(ii) Der Abschluss einer zusammenhéngenden Teilmenge von X ist zusammenhéngend.

(iii) Kleeblattlemma: Ist A = {A; | i € I} eine Familie von zusammenhéngenden Teil-
mengen A; C X (i € I), sodass fiir ein gewisses jo € I stets A;, N A; # 0 fiir jedes i € T

gilt, dann ist A := |J,.; A; zusammenh&ngend.

Beweis: (i) Sei X zusammenhingend. Ist yo € f(X) beliebig, dann ist f~'({yo}) offen,
abgeschlossen und nichtleer. Daher gilt f~!({yo}) = X, also f konstant.

Ist umgekehrt X nicht zusammenhingend, dann gibt es eine disjunkte Zerlegung X =
U UV durch nichtleere offene Mengen U, V. Wir definieren f: X — {0,1} durch f(z) =0
fir z € U, f(x) = 1 fir z € V, und versehen {0,1} mit der diskreten Topologie. Die
Einschréankungen f|y und f|y sind stetig, daher ist nach Proposition 3.6(ii) auch f stetig,
aber sichtlich nicht konstant.

(ii) Fir die leere Teilmenge ist die Aussage trivial, daher nehmen wir ) #A C X an. Sei
Y ein diskreter Raum und f: A — Y stetig. Dann ist auch f|4: A — Y setig, also nach (i)
konstant. Sei yo € Y mit f(A) = {yo}. Weil f stetig ist, folgt f(A) C f(A) = {yo} = {%o},

also ist f konstant. Nach (i) ist somit A zusammenhéngend.

(iii) Sei Y ein diskreter Raum und f: A — Y stetig. Fiir jedes i € I ist dann f|4, stetig,
also konstant, weil A; zusammenhéngend ist. Somit gibt es zu jedem i € I ein y; € Y mit
f(A) = {yi}. Wegen A;; N A; # () muss daher y; = y;, fiir jedes i € I gelten, also ist f
konstant. Somit folgt aus (i), dass A zusammenhéngend ist. O
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4.7. Definition: Sei X ein topologischer Raum und x € X. Dann ist nach dem Kleeblatt-
lemma die Menge
.= |J A4

A zusammen-
héngend, €A

zusammenhéangend und heifst die Zusammenhangskomponente von x.

Fir x € X ist C, die grofste zusammenhéngende Menge, die x enthélt. Ein Raum X ist
also genau dann total unzusammenhéngend, wenn C, = {z} fir jedes z € X gilt.

Die Zusammenhangskomponenten besitzen folgende Eigenschaften (Ubungsaufgabe):
(i) Fir jedes « € X ist C, ist abgeschlossen,

(ii) Yo,y € X: C, = C, oder C, N C, = 0.

Wir erhalten also eine Partition von X durch abgeschlossene Mengen.

In der Analysis und Differentialgeometrie spielt der folgende Zusammenhangsbegriff, der
sich auf ,,Punkt zu Punkt Verbindungen“ durch Kurven stiitzt, eine grofe Rolle.

4.8. Definition: Ein topologischer Raum X heifst wegzusammenhdngend (oder auch bo-
genweise zusammenhéngend), falls es zu je zwei Punkten x,y € X einen stetigen Weg
c: [0,1] = X mit Anfangspunkt ¢(0) = z und Endpunkt ¢(1) = y gibt.

4.9. Proposition: Jeder wegzusammenhéngende Raum ist zusammenhéngend.

Beweis: Indirekt, angenommen X ist wegzusammenhéangend, aber nicht zusammenhan-
gend. Sei X = U UV eine disjunkte offene Zerlegung durch nichtleere Teilmengen U, V.
Wéhle z € U und y € V beliebig, dann gibt es einen stetigen Weg c: [0,1] — X
mit ¢(0) = x und ¢(1) = y. Als stetiges Bild einer zusammenhéngenden Menge ist nun
B = ¢([0, 1]) zusammenhéngend in X. Wegen x € BNU,y € BNV sind BNU und BNV
nichtleer, disjunkt und offen in B, weiters folgt B = (BNU)U (BNV), im Widerspruch
dazu, dass B zusammenhéngend ist. [

4.10. Beispiel: 1) Konvexe Teilmengen des R™ sind wegzusammenhéngend, denn als ste-
tige Verbindungswege kénnen hier sogar Geradenstiicke dienen. Insbesondere ist R™ weg-
zusammenhéngend.

2) Im R? ist die Menge G := {(x,sin(2)) |  €]0,1]} wegzusammenhingend (als Graph
einer stetigen Funktion auf einem Intervall). Thr Abschluss ist G = G U ({0} x [-1,1])
und ist nicht wegzusammenhéngend, aber als Abschluss einer zusammenhéngenden Menge

zusammenhingend. (Ubungsaufgabe.)

4.11. Bemerkung: Eine offene Teilmenge U C R" ist genau dann zusammenhéngend,
wenn sie wegzusammenhéngend ist (fiir einen Beweis siche z.B. [Wil70, Corollary 27.6]
oder auch Satz 161.4 im Lehrbuch der Analysis, Teil 2 von H. Heuser). In der komplexen
Analysis werden offene (weg)zusammenhingende Teilmengen von C = R? bekanntlich als
Gebiete bezeichnet.
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5 Konvergenz und
Abzahlbarkeitseigenschaften

Der geeignete Konvergenzbegriff fiir Folgen in topologischen Rdumen ergibt sich wiederum
aus der bewahrten Verallgemeinerung der metrischen Kugelumgebungen zu Umgebungen.

5.1. Definition: Sei X ein topologischer Raum, (z,),en eine Folge in X und z € X. Wir
sagen, dass die Folge (z,,) gegen = konvergiert, in Zeichen z,, — z, falls gilt:

VU € U(z) Ing € NVn > ng: x, € U.

(Es geniigt hier natiirlich auch, nur Basisumgebungen zu betrachten.)

5.2. Beispiel: 1) In einem metrischen Raum (M, d) ergibt sich daher die Konvergenz
T, — x bzgl. der metrischen Topologie 7; genau dann, wenn x,, — x im Sinne der Metrik
d gilt, weil die e-Umgebungen von x eine Umgebungsbasis bei x bilden.

2) In R® mit der Produkttopologie wie in Beispiel 3.13 beschrieben sind Basisumgebungen
fiir f € R® durch eine endliche Menge J C R und € > 0 gegeben als

Use(f) ={g € R* | lg(z) — f(2)| <eVz € J}.

Daher gilt fiir eine Folge (f,) in R®: f, — f < Vr e R: f,(z) = f(z).
Deshalb wird die Produkttopologie auf R® Topologie der punktweisen Konvergenz genannt.

Wie wir frither gesehen haben, besitzen metrische Rdume stets abzahlbare Umgebungs-
basen bei jedem ihrer Punkte (némlich z.B. die Kugeln mit Radien 1,1/2,1/3,...). Eine
solche Eigenschaft eines topologischen Raumes erlaubt es, in ihm mit Konvergenz und
Stetigkeit im wesentlichen wie aus der Analysis gewohnt umzugehen.

5.3. Definition: Ein topologischer Raum erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom und wird
als AAI-Raum bezeichnet, falls jeder Punkt eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt.

Jeder metrische Raum ist also ein AAl-Raum. Wie in metrischen Rdumen konnen wir in
AA1-Raumen den Abschluss durch Limiten von Folgen beschreiben.

5.4. Proposition: Sei X ein AAl-Raum, F C X und z € X. Dann gilt:

r€FE <= esgibt eine Folge (z,,) in E (d.h. z, € E Vn) mit z,, — 2.
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Beweis: Sei B(z) = {U, | n € N} eine abzéhlbare Umgebungsbasis bei z. OBdA gilt
Uy D...2U, 22U, 2 ... (andernfalls gehen wir zu Durchschnitten U, := ﬂ?zl U; iiber).

Weil z € E ist, gilt U,NE # () fiir alle n. Daher kénnen wir fiir jedes n € N ein «,, € U,NE
wéhlen, wodurch wir eine Folge (z,,) in E erhalten. Ist U € U(x), so gibt es ein ny € N mit
Un, € U und somit auch z,, € U, C U,, C U fiir n > ng. Also konvergiert (z,) gegen z.

Fiir jede Umgebung U von x gibt es ein ny € N, sodass =, € U flir n > ng gilt.
Insbesondere ist also U N E # (). Also ist z € E. ]

Fir Funktionen auf AAl-Rdumen ist Stetigkeit dquivalent zur sogenannten Folgenstetig-
keit, wie sie im folgenden Satz beschrieben ist.

5.5. Theorem: Sei X ein AAl-Raum, Y ein topologischer Raum und f: X — Y eine
Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

() f ist stetig,
(ii) fiir jede Folge (x,) in X mit =, — zx gilt auch f(z,) — f(z) inY.
(Wie der Beweis zeigen wird, gilt die Implikation (i) = (ii) allgemein.)

Beweis: (i) = (ii): Sei V' eine Umgebung von f(x), dann gibt es eine Umgebung U von
x mit f(U) C V. Zu U gibt es ein ng, sodass z,, € U fiir n > ny. Daher gilt weiters fiir
n > ng auch f(z,) € f(U) C V. Also konvergiert (f(x,))nen gegen f(z).

(ii) = (i): Sei zunéchst {U,, | n € N} eine abzdhlbare Umgebungsbasis bei z, die OBdA
fallend geschachtelt ist, d.h. U; D Uy O ... wie im Beweis der obigen Proposition. Wir
nehmen indirekt an, es gebe einen Punkt x € X, in dem f nicht stetig ist. Dann gibt es
eine Umgebung V' von f(z), sodass f(U,) N (Y \ V) # 0 fiir jedes n gilt. Wahle jeweils
ein x,, € Uy, sodass f(z,) € f(U,) \ V ist. Dann gilt x, — z, aber (f(z,))nen kann nicht
konvergent gegen f(z) sein — ein Widerspruch. O

Wir haben also gesehen, dass in AA1-Raumen wesentliche Grundelemente der Topologie
durch Folgenkonvergenz charakterisiert werden konnen. Jenseits der AA1-Rdume gelten
allerdings die Aussagen der vorangegangenen beiden Sétze nicht mehr. Zumindest reicht die
Folgenkonvergenz nicht mehr aus, um Abschliisse und Stetigkeit adédquat zu beschreiben,
wie wir in den folgenden Beispielen sehen werden.

5.6. Beispiel: 1) In R¥ mit der Topologie der punktweisen Konvergenz betrachten wir die
Teilmenge
E = {g € R*| g(x) # 0 fiir nur endlich viele z}.

Es sei f die konstante Funktion mit f(x) = 1 fiir alle z € R. Dann ist f ¢ E, aber es gilt
f € E: Fiir jede endliche Teilmenge J C R und fiir beliebiges ¢ > 0 ist namlich z.B. die
Funktion g(x) := 1 fiir z € J, g(x) := 0 sonst, im Durchschnitt U;.(f) N E enthalten.

Wir zeigen nun, dass es keine Folge (f,) in E geben kann, die gegen f konvergiert: Fiir
jedes f,, € E ist namlich die Menge {x € R | f,,(x) # 0} endlich, daher ist die abzdhlbare
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Vereinigung 1" := | J,,cn{2 € R | fu(x) # 0} hochstens abzéhlbar. Falls eine Funktion h der
punktweise Limes der Folge (f,,) ist, dann ist fir x € R\ T der Wert h(z) = lim f,,(x) =0
festgelegt, also h # f.

2) Sei Q@ = [0,w;] der Ordinalzahlraum aus Beispiel 2.23 und €y = [0,w;[. Wir haben
gesehen, dass w; € )y gilt und sup A < w; ist fiir jede abzdhlbare Teilmenge A C €.

e Es gibt keine Folge (a,,) in g mit «,, — wy:

Ist ndmlich («,) eine Folge in €y, dann ist die Menge aller Folgenglieder A := {«, |
n € N} C Qq abzéhlbar und daher v := sup A < wy. Somit ist U :=]vy,w;] eine
Umgebung von wy, in der aber kein einziges o, enthalten ist.

e Die Funktion f: Q@ — R, definiert durch f(«) := 0 fiir @ € Qp und f(w;) := 1, ist
folgenstetig, aber unstetig:

Wir zeigen zunichst, dass f folgenstetig ist: Sei @ € Q und («,) eine Folge mit
a, — «. Falls a = wy ist, dann muss nach dem Obigen «, = w; fiir fast alle n € N
gelten. Daher ist f(ay,) = f(w1) = f(«) fir fast alle n, also f(«,) — f(«). Im Falle
a < wy ist hochstens endlich oft «,, = wy, daher f(a,) = 0 = f(«) fir fast alle n,

also f(ay) = f(a).

[ ist unstetig: Es ist Qy = Q. Wire f stetig, so miisste daher {0,1} = f(Q) =
f(Q0) € f(20) = {0} = {0} gelten, was absurd ist.

Bemerkung: Die soeben besprochenen Phéinomene in 1) und 2) zeigen, dass weder R® noch
) ein AA1-Raum sein kann; somit sind diese beiden Rdume auch sicher nicht metrisierbar.

Nachdem also Folgen auf Grund ihrer ,eingebauten Abzidhlbarkeit* fiir allgemeine topo-
logische Untersuchungen nicht ausreichend sind, kann man an eine angemessene Verallge-
meinerung der Indexmenge N mit ihrer linearen Ordnungsstruktur denken. Dies wird uns
auf den Begriff der Netze fiithren, die den Folgen formal noch recht &hnlich sind. In der
rein topologischen Literatur findet man an ihrer Stelle noch &fter das abstraktere Kon-
vergenzkonzept mittels sogenannter Filter (siche dazu weiter unten), und zwar einerseits,
weil Netze gerade durch ihre formale Ahnlichkeit mit Folgen im ungeiibten Umgang zu
manchen Trugschliissen verleiten und andererseits, weil Filter zum Beispiel in Form von
Umgebungssystemen in der Topologie quasi natiirlich auftreten.

Zunéachst aber zur Verallgemeinerung der total geordneten abzéhlbaren Indexmenge (N, <)
einer Folge.

5.7. Definition: Eine gerichtete Menge ist ein Paar (I, <), bestehend aus einer Menge 1
zusammen mit einer Relation < auf I, die folgende Eigenschaften hat:

(R1)Vie I:i<i (Reflexivitét),
(R2) Vi,j,kel: i<jund j <k = i<k (Transitivitit),
(R3) Vi, j € [ 3k € I miti<kund j < k.
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Eigenschaften (R1) und (R2) sind Teil der tiblichen partiellen Ordnungsstrukturen, wobei
wir hier die Antisymmetrie nicht verlangen (in der Literatur ist dies nicht ganz einheit-
lich gehandhabt, macht aber keinen Unterschied fiir die Konvergenzbegriffe selbst). Die
Eigenschaft (R3) ermoglicht bei Netzen die passende Verallgemeinerung der Sprechweise
Jfiir n — oo bei Folgen und gibt in diesem Sinne eine ,,Richtung ins Unendliche* an.

5.8. Beispiel: 1) I = N mit der iiblichen Ordnungsrelation ist eine gerichtete Menge.

2) Fiir jede nach oben unbeschrénkte Teilmenge I C R mit der iiblichen Ordnungsrelation
der reellen Zahlen ist (I, <) gerichtet.

3) Sei I =]0, 1] mit der Relation t1<ty & 1, > to; dann ist (1, i) eine gerichtete Menge.

4) Sei X ein topologischer Raum und = € X beliebig. Dann ergibt das Umgebungssystem
I = U(x) bei z zusammen mit der Relation U <V & V C U eine gerichtete Menge.

5) Sei P die Menge der endlichen Zerlegungen des Intervalls [a,b] C R, das sind endliche
Mengen P = {tg,...,Ix} mit tp = a < t; < ... < ty = b. Wir erinnern an die Feinheit
einer Zerlegung 6(P) := maxo<x<n-_1 |tk+1 — tx|, also die maximale Lénge der auftretenden
Teilintervalle, und definieren eine Relation auf P durch P, < P, :& 6(P) > 0(P,). Dann
ist (P, <) eine gerichtete Menge. (Hier gilt z.B. die Antisymmetrie der Relation nicht; dies lésst
sich aber leicht erreichen, indem zusétzlich Py C P» verlangt wird.)

5.9. Definition: Es sei X eine Menge. Ein Netz (oder eine Moore-Smith-Folge) in X ist
eine Abbildung z: I — X, wobei (I, <) eine gerichtete Menge ist. Als Notation fiir das
Netz verwenden wir (z;);cr, wobei z; := Z(i) gezetzt wird.

Eine Verfeinerung (oder ein Teilnetz) von (x;);c; (oder ein feineres Netz als (z;)icr) ist
gegeben durch eine Verkniipfung Z o ¢: H — X, wobei (H, <y) eine gerichtete Menge ist
und die Abbildung ¢: H — I folgende Eigenschaften erfiillt:

(a) h1 <g hs = ©(h1) < p(hy) (g ist monoton),
(byVielI3he H:i<p(h) (¢ ist konfinal).

Wir verwenden fiir feinere Netze die Schreibweise (2, )hen mit z;, = z(p(h)).

Eine Teilfolge ist in diesem Sinne ein feineres Netz: Ist (z,,) eine Folge in X, dann entspricht
eine Teilfolge ja genau der Angabe einer streng monoton wachsenden (daher konfinalen)
Funktion ¢: N — N, die durch Wahl von n; < ny < n3z < ... mittels ¢(k) = ny definiert
wird, und die in der Analysis iibliche Schreibweise ist (2, )ren. Aber Vorsicht: Nicht alle
Teilnetze einer Folge sind Folgen! (Z.B. (]0,1], <) als gerichtete Menge wie in Beispiel 3) oben
und ¢1:]0,1] = N, ¢1(t) := | 1] statt ¢ ergibt ein feineres Netz fiir jede Folge.)

In der Definition der Konvergenz und eines Haufungspunktes eines Netzes sind nach wie vor
die aus der Analysis typischen Sprechweisen formal mit Hilfe der gerichteten Indexmenge
umgesetzt: Konvergenz gegen einen Punkt, falls fiir eine beliebige gegebe Umgebung dessel-
ben das Netz ,schlieflich in dieser Umgebung ist; Haufungspunkt, falls fiir eine beliebige
gegebe Umgebung desselben das Netz ,immer wieder” in dieser Umgebung ist.
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5.10. Definition: Sei X ein topologischer Raum, (z;);c; ein Netz in X und z € X.

(i) Das Netz (x;);e; heilt konvergent gegen x, wir schreiben in dem Fall z; — =z, falls gilt:

\V/UEU(ZE)HZ()E]V'LG] <1 = x; €U

(ii) Der Punkt x ist ein Hdufungspunkt von (x;);e;, falls gilt:
VUelUWz)Viel3jel,i<j: z;el.

(In beiden Féllen geniigt es natiirlich, die Bedingungen mit Basisumgebungen zu priifen.)

5.11. Beispiel: 1) Eine Folge in einem topologischen Raum konvergiert genau dann im
Sinne der Netzkonvergenz, wenn sie als Folge geméfs Definition 5.1 konvergent ist.

2) Sei X ein topologischer Raum, z € X und B(z) eine Umgebungsbasis bei x: Ahnlich
wie im Beispiel 4) weiter oben nehmen wir B(z) als Indexmenge mit der Richtungsrelation
Uy < Uy & Uy CU;. Wahlen wir fir jedes U € B(x) ein zy € U, so erhalten wir ein
Netz (zv)ves(z) in X.

Es gilt xyy — x: Sei V € U(x), dann gibt es ein Uy € B(x) mit Uy C V. Fiir jedes U € B(x)

3) Riemann-Integrierbarkeit als Netzkonvergenz: Es sei wieder P die Menge der
endlichen Zerlegungen des Intervalls [a,b] € R. Wir betrachten nun zusétzlich zu jeder
Zerlegung P = {to, ..., ty} beliebige Zwischenvektoren £ = (&;,...,&y) mit ¢, <& <1,
(j=1,...,N). Auf der Menge

I:={(P¢) | P e P, Zwischenvektor zu P}
definieren wir eine Richtungsrelation wieder mit Hilfe der Feinheit von Zerlegungen durch
(P.§) < (P.¢) == oP) =)

(die Zwischenvektoren beeinflussen hier die Relation absichtlich nicht).

Fiir eine Funktion f: [a,b] — R definieren wir das zugeordnete Riemann-Netz R; in R,
also Ry: I — R, durch die Riemann-Summen

Ry(P,§) = Zf(fj)(tj —tj1) e (P6) = ({to, .-, tn}, (&1, &) € 1.

Es gilt nun (vgl. z.B. Heusers Lehrbuch der Analysis, Satz 79.2):

b
f ist Riemann-integrierbar und / f(x)dr =9 <= Ry konvergiert in R gegen p.
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Wenn wir konsequent das Wort Folge durch Netz und Teilfolge durch feineres Netz ersetzen,
dann kénnen wir entsprechende Varianten vieler bekannter Aussagen aus der Theorie der
metrischen Rdume auf allgemeine topologische Raume iibertragen.

5.12. Proposition: Sei (x;);c; ein Netz im topologischen Raum X und z € X. Dann gilt:
(i) Ist (x;)ier konvergent gegen z, dann konvergiert auch jedes feinere Netz gegen z,

(ii) z ist Haufungspunkt von (x;);c; <= es gibt ein feineres Netz, das gegen = konvergiert.
Beweis: (i) Ubungsaufgabe.

(ii) ) Wir setzen L := {(;,U) | i € I,U € UW(z),z; € U} und (i1,U1) = (i2,U3) &
i1 <'ig,Us C Uy, dann ist sehr leicht zu sehen, dass (L, <) eine gerichtete Menge ist. Wir
definieren ¢: L — I durch (i, U) := i, was eine monotone und konfinale Abbildung ergibt,
weil (I, <) gerichtet ist. Wir zeigen, dass das feinere Netz T o ¢ gegen x konvergiert: Sei
V' eine Umgebung von z. Wéhle ein iy € I mit z;, € V. Dann ist (ip,V) € L und fiir
(1,U) = (io, V) gilt i > iy, U C V und somit z(¢(i,U)) =z; € U C V.

Sei vermoge ¢: H — [ ein feineres Netz x o ¢ definiert, das gegen = konvergiert, d.h.
fiir jede Umgebung U von x gibt es ein hy € H, sodass Z(p(h)) € U fir alle h > 5 hy gilt.

Nun sei eine Umgebung U von x und ein ¢y € I vorgegeben. Weil ¢ konfinal ist, gibt es
ein hg € H mit p(hg) > iy. Weiters gibt es ein hy € H mit der Eigenschaft, dass aus
h >y hy stets Z(p(h)) € U folgt. Wir wihlen ein h* € H mit h* >y hy und h* >y hy.
Setze i* := p(h*), dann folgt i* = p(h*) > p(hy) > ip und wegen h* >p hy auch
i = Z(p(h*)) € U. Also ist = ein Haufungspunkt. O

5.13. Proposition: Sei X ein topologischer Raum, £ C X und x € X, dann gilt:

r€FE <= esgibt ein Netz (z;)ic; in E mit z; — 2.

Beweis: (=) Fiir jedes U € U(z) ist ENU # ), somit kénnen wir 2y € E N U wihlen und
erhalten ein Netz (2y)yeu) wie im Beispiel 2) oben, fiir das xy — o gilt.

=) Zu beliebigem U € U(z) gibt es ein iy € I, sodass z; € ENU fiir alle i > iy gilt;
insbesondere ist FNU # (). Somit ist = € F. O

5.14. Theorem: Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen und
x € X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig in x,
(ii) fir jedes Netz (;)ier in X mit x; — « folgt f(x;) — f(z) in Y.

Beweis: (i) = (ii): Sei V' eine Umgebung von f(z). Dann gibt es eine Umgebung U von z
mit f(U) C V. Zu U gibt es ein ig € I, sodass z; € U fiir i > iy. Also folgt fiir ¢ > i auch
f(z;) € f(U) C V. Daher gilt f(z;) — f(x).
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(ii) = (i): Indirekt, angenommen es gilt (ii), aber f ist nicht stetig bei x. Dann gibt es eine
Umgebung V' von f(x) mit der Eigenschaft, dass fiir jede Umgebung U von z ein xy € U
existiert mit zyy € f~1(V), d.h. f(xy) € V. Somit gilt (wie in Beispiel 2) oben) zyy — x,
daher zwingend f(xy) — f(x), was aber im Widerspruch zu f(zy) ¢ V steht. O

Wir hatten am Anfang dieses Kapitels gesehen, dass Konvergenz von Folgen in RF =
[I,cr R bzgl. der Produkttopologie genau der punktweisen Konvergenz von Funktionen
R — R entspricht. Dies verallgemeinert sich entsprechend auf beliebige Produktraume und
Netze darin, d.h. die Konvergenz von Netzen bzgl. einer Produkttopologie entspricht genau
der koordinatenweisen Konvergenz.

5.15. Theorem: Sei X = [[,., X\ mit der Produkttopologie versehen, (z;);c; ein Netz
in X und z € X. Dann gilt:

r;—xin X <= Vael: m,(x;) = mo(z) in X,.

Beweis: (=) Fiir jedes o € A ist m,: X — X, stetig und daher folgt 7, (z;) = ma(x).

B Sei V = my [ (Ux,)N...N7  (Uy,,) eine typische Basisumgebung von z im Produktraum.
Fiir j = 1,...,m gilt: Wegen 7y, (2;) — 7y, (x) gibt es ein i; € I, sodass 7y, (z;) € U, fiir
i > i;. Durch Induktion folgt aus der Eigenschaft (R3) fiir gerichtete Mengen, dass es ein
o € I gibt mit i > ¢; fiir j = 1,..., m. Nun gilt also fiir jedes ¢ € I mit 7 > 4y demnach
xiew;jl(UAj) (j=1,...,m),dh 2, € V. O

Weitere Abzahlbarkeitseigenschaften in topologischen Raumen

Neben abzahlbaren Umgebungsbasen wie bei den AA1-Rdumen sind auch andere Abzahl-
barkeitsbedingungen fiir viele konkrete Konstruktionen in der Topologie oder Analysis von
Bedeutung.

5.16. Definition: Ein topologischer Raum erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsariom und wird
als AA2-Raum bezeichnet, falls er eine abzahlbare Basis fiir seine Topologie besitzt.

5.17. Eigenschaften und Beispiele zum Verhéltnis von AA1 zu AA2:
(i) Jeder AA2-Raum ist auch ein AA1-Raum. Dies folgt aus Theorem 2.15

(ii) Ein tiberabzahlbarer diskreter Raum ist ein AA1-Raum, der kein AA2-Raum sein kann:
Jeder Punkt x darin besitzt ndmlich die einelementige Umgebungsbasis {{z}}, wihrend
eine Basis der Topologie mindestens alle einpunktigen Teilmengen enthalten muss.

(iii) Teilrdume von AA2-Réumen sind AA2-Réume (Definition der Spurtopologie).

Die AA2-Eigenschaft kann in manchen Féllen etwas schwierig zu iiberpriifen sein. Es gibt
eine sehr niitzliche einfachere Bedingung, die im Allgemeinen zwar schwicher ist, sich aber
in metrischen Rdumen sogar als dquivalent herausstellt.
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5.18. Definition: Ein topologischer Raum heiltt separabel, falls es eine abzahlbare dichte
Teilmenge gibt.

5.19. Einfache Eigenschaften und Beispiele separabler Raume:
i) R mit der euklidischen Topologie ist separabel, weil z.B. Q dicht in R ist.
ii) Ein diskreter Raum ist genau dann separabel, wenn er abzahlbar ist.

(
(
(iii) Ein metrischer Raum ist genau dann separabel, wenn er AA2 ist. (Ubungsaufgabe.)
(

iv) Achtung: Im Allgemeinen sind Teilrdume separabler Radume nicht notwendig separabel.
(Ein Beispiel ist die z-Achse im separablen Niemytzki-Raum (vgl. Ubungen).

(v) Offene Teilrdume separabler topologischer Rdume sind separabel.
(Weil dann die ,,Spuren offener Mengen auch offen in der urspriinglichen Topologie sind.)

(vi) Beliebige Teilrdume separabler metrischer Raume sind separabel.
(Folgt aus (iii) und 5.17(iii).)

(vii) Ein separabler AA1l-Raum muss im Allgemeinen nicht AA2 sein.
(Z.B. ist der Niemytzki-Raum AA1 und separabel, kann aber nach 5.17(ii),(iii) nicht AA2 sein,
weil die z-Achse als Teilraum darin nicht AA2 ist. Ein weiteres Beispiel fiir einen separablen
AA1l-Raum, der nicht AA2 ist, ist die Sorgenfrey-Gerade; siche z.B. [SS79].)

(viii) Jeder AA2-Raum ist separabel.

(Wihle einen Punkt aus jeder Menge einer abzidhlbaren Basis fiir die Topologie.)

Filter, Ultrafilter und ultrafeine Netze

Wie bereits weiter oben erwahnt, sind Filter zumindest in der mengentheoretischen Topo-
logie fast die beliebtere Alternative zu Netzen. Wir geben hier einen kurzen Vergleich und
niitzen die abstrakte Eleganz der Filtertheorie aber gleich aus, um auch Ultrafilter und
ultrafeine Netze einzufiihren.

5.20. Definition: Es sei S eine Menge. Eine Teilmenge F der Potenzmenge P(.S) heifst
Filter auf S, wenn gilt:

(F1)0¢ 3,
(FQ) Fl,Fgegj - FlﬂFQES",
(F3) fir AC Sgilt: FeF FCA = Acd.

Sind F; und F;, zwei Filter auf S, dann heift F; feiner als Fy (und Fy grober als F;), wenn
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5.21. Beispiel (Der Umgebungsfilter): Sei X ein topologischer Raum und =z € X.
Dann ist das Umgebungssystem U(x) ein Filter auf X. Dies folgt unmittelbar aus den
Eigenschaften (U1), (U2) und (U4) von Umgebungssystemen.

5.22. Definition: Sei X ein topologischer Raum und =z € X. Ein Filter F auf X ist
konvergent gegen x, wir schreiben F — z, falls F feiner als der Umgebungsfilter U(x) ist,
d.h., wenn U(x) C F gilt.

5.23. Ubersetzung zwischen Filtern und Netzen:

Von Netz zu Filter: Es sei (z;);cr ein Netz in X.

Fiir iy € I setze By, :={z; | i > o}, dann ist F := {F C X | Jip € I: B;, C F'} ein Filter,
wie man leicht direkt tiberpriift. Wir nennen F den von (den Endabschnitten von) (z;)er
erzeugten Filter.

Von Filter zu Netz: Es sei F ein Filter auf X.

Wir setzen Iy := {(z, F) € X x P(X) | x € F € F} und fithren darauf eine Relation durch
(21, F1) < (29, F,) & Fy, C F) ein. Es ist leicht zu zeigen, dass (I5, <) eine gerichtete
Menge ist. Wir definieren nun z: I — X durch z(z, F') := z. Dann nennen wir = das auf
J basierende Netz.

Eigenschaften der Ubersetzung: Es sei X ein topologischer Raum und z € X, dann gilt:

(i) Ein Netz (z;);er in X konvergiert genau dann gegen z, wenn der von (z;);c; erzeugte
Filter gegen x konvergiert,

(ii) ein Filter F auf X konvergiert genau dann gegen x, wenn das auf F basierende Netz
gegen x konvergiert.

Die Beweise dieser beiden Aussagen sind Routineaufgaben, werden hier aber ibersprungen.

Ein wesentlicher Vorteil der Filter oder Netze gegeniiber dem Folgenbegriff ist die Existenz
von ,maximalen Verfeinerungen“ zu einem gegeben Filter oder Netz. Wir fithren zunéchst
die entsprechenden Begriffe des Ultrafilters und des ultrafeines Netzes ein und zeigen spéter
Aussagen zu deren Existenz.

5.24. Definition: Es sei X eine Menge. Ein Filter 3 auf X heilt Ultrafilter, falls es keinen
echt feineren Filter auf X gibt. (D.h.: fiir jeden Filter § auf X mit F C G gilt § =F.)

5.25. Lemma: Ein Filter F auf X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn fiir jede Teilmenge
E C X gilt, dass entweder £ € F oder X \ F € F zutrifft.

Beweis: Sei zunédchst & ein Ultrafilter und £ C X.
Wir behaupten: (VE € F: FNE #0) oder (VF € F: FN(X\E)#0).

Andernfalls existieren Fy, Fy € F, sodass F1 N E = und F, N (X \ E) = (0 gilt. Dann ist
aber FiNF,=(FiNFKR)N(EU(X\E)) C(FINE)U(FN(X\ E)) =0 im Widerspruch
zur Filtereigenschaft () ¢ .
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Somit konnen wir oBdA annehmen, dass F'N E # () fiir jede Filtermenge F € F zutrifft.
Es ist leicht zu zeigen, dass das Mengensystem §:={G C X |IF € F: FNE C G} ein
Filter ist, der wegen F'N E C F' feiner als J ist. Weiters ist £ € G, weil stets £ D FNE
gilt. Da J ein Ultrafilter ist, muss § = J gelten und somit ist £ € JF.

Fiir die Umkehrung nehmen wir nun an, dass fiir jede Teilmenge ¥ C X entweder £ € &
oder X\ E € Fgilt. Ist G ein feinerer Filter als F und A € G\F, so muss daher X\A € FC G
gelten. Aber A € Gund X \ A € G ist im Widerspruch zur Filtereigenschaft () ¢ G. ]

5.26. Definition: Es sei X eine Menge. Ein Netz (x;);c; in X heift Ultranetz (oder
ultrafeines oder universelles Netz), falls fiir jede Teilmenge E C X gilt: (z;);es ist schlieflich
in F oder (z;);e; ist schlieklich in X \ FE.

Aus Lemma 5.25 folgt unmittelbar: Der oben angegebene Ubersetzungsprozess zwischen
Filtern und Netzen fiihrt Ultranetze in Ultrafilter iiber und umgekehrt.

Wir kommen nun zur Existenz von hinreichend vielen Ultrafiltern bzw. Ultranetzen, die
sich aus dem Auswahlaxiom ergibt.

5.27. Theorem: Es sei X eine Menge.
(i) Jeder Filter auf X ist in einem feineren Ultrafilter enthalten.
(ii) Jedes Netz in X besitzt ein feineres, ultrafeines Netz.

Beweis: (i) Sei F ein Filter auf der Menge X. Es bezeichne ® die Menge aller Filter auf X
die feiner als F sind. Wegen F € ® ist ® nicht leer und die Mengeninklusion C definiert
eine partielle Ordnung auf ®. Ist I' C ® eine Kette in (®, C), so ist T := (Jg & ein Filter
(leicht zu zeigen), also eine Oberschranke von I' in ®. Nach dem Lemma von Zorn existiert
ein maximales Element G in (®, C), das somit ein Ultrafilter ist, der F enthélt.

(ii) Sei (x;)ier ein Netz in X und bezeichne F den geméf 5.23 von (z;);cr erzeugten Filter
auf X. Zu JF existiert wegen (i) ein feinerer Ultrafilter §. Wir iibersetzen nun § zuriick in
eine Verfeinerung von (x;);c;. Hier reicht allerdings die vereinfachte Konstruktion aus 5.23
nun nicht aus, sondern muss zusétzlich an die Indexmenge I des urspriinglichen Netzes
angepasst werden.

Wir definieren auf der neuen Indexmenge H := {(i,G) € I x §|i € I,G € G, z; € G} die
Relation (i,G) <y (i',G’) & i < i und G O G'. Dadurch wird (H, <py) zur gerichteten
Menge, denn (R1),(R2) sind klar und (R3) folgt so: zu hy = (i1,G;) € H und hy =
(19, Gy) € H wahle zunéchst iy € I mit ig > iy,i9 und setze G3 := G; N Gy € G; wegen
By == {z; | i > iy} € F C Gist By NGy # 0, daher gibt es i3 > iy mit z;, € G3; mit
hs := (i3, G3) ist dann (R3) erfiillt. Die Abbildung ¢: H — I, (i,G) — i ist monoton und
konfinal (leicht zu zeigen) und definiert somit mittels yj, := 2, ein Teilnetz (yp)nen von
(x;)ier. Es bleibt zu zeigen, dass (yn)nen ein Ultranetz ist.

Sei £ C X. Wegen der Ultrafiltereigenschaft von G diirfen wir oBdA annehmen, dass F € §
gilt. Fixiere ig € I beliebig, dann ist wegen B;, € F C G wieder B;, N E # (). Daher gibt es
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ein jo € I mit z;, € B;, N E. Wir setzen hy := (jo, £), dann gilt fiir jedes h = (i, G) >p hyo
nach Konstruktion y, = z; € G C E. Somit ist (yp,) schlieklich in E. O]

5.28. Proposition: Bilder von Ultranetzen sind Ultranetze, d.h. ist f: X — Y eine
Abbildung und (z;);er ein Ultranetz in X, dann ist (f(z;));er ein Ultranetz in Y.

Beweis: Sei B C Y, dann ist (x;) als Ultranetz schlieklich in f~'(B) oder in X \ f~'(B) =
f~YY \ B). Somit ist (f(x;)) schlieklich in B oder in Y\ B. O

Bemerkung: Die Menge der Bilder der Mengen eines Filters unter einer Abbildung ergibt
eine sogenannte Filterbasis in der Zielmenge. Der davon erzeugte Filter ist sozusagen der
,Bildfilter* und man kann zeigen, dass in diesem Sinne ein Ultrafilter auf einen Ultrafilter
abgebildet wird.

5.29. Proposition: Hat ein Ultranetz in einem topologischen Raum einen Haufungspunkt,
dann konvergiert es gegen diesen.

Beweis: Sei (x;) ein Ultranetz im topologischen Raum X und x € X ein Héufungspunkt
von (z;). Fiir jede Umgebung U von x gilt, dass das Netz (z;) immer wieder in U ist;
nachdem (z;) aber ein Ultranetz ist, muss es zudem schlieflich in U oder X \ U sein, daher
ist es schlieklich in U. Somit konvergiert (z;) gegen . [
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6 Trennungseigenschaften und
normale Raume

6.1. Definition: Ein topologischer Raum X heifst
(i) T1-Raum, wenn gilt:

Ve,ye X,z #y 33U e U(x) IV e UW(y): x ¢V und y € U,

(i) Ty- oder Hausdorff-Raum, wenn gilt:

Vo,ye X,x#y3U e U(z) IV e Uly): UNV =0.

Offensichtlich ist jeder T5-Raum auch ein 73-Raum. Beispiele von T3-Raumen, die nicht 75
sind, kénnen als Ubungsaufgabe konstruiert werden.

Die Ti-Eigenschaft eines topologischen Raumes X ist unter anderem dquivalent zur Forde-
rung, dass fiir jedes x € X die einpunktige Menge {z} abgeschlossen ist.

6.2. Proposition: Sei X ein topologischer Raum, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist ein T7-Raum,
(ii) jede einpunktige Teilmenge von X ist abgeschlossen,

(iii) fiir jede Teilmenge A C X gilt A = ﬂ G.

G offen
GDA

Beweis: (i) = (ii): Sei z € X. Fiir jedes y € X mit y # x gibt es eine Umgebung V' mit
x ¢ V. Daher ist X \ {z} offen, also {x} abgeschlossen.

(il) = (iii): Es ist klar, dass A eine Teilmenge der angegebenen Schnittmenge ist. Fiir jedes
x € X mit v ¢ Aist X \ {z} eine offene Obermenge von A und es gilt

A= () X\{=} 2 ) G

IEX\A G offen
GDA
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(iii) = (i): Sei # € X beliebig, dann gilt {z} = ﬂ U.Ist y € X mit y # x, dann gibt

U offen,
zeU

es also eine offene Menge U mit x € U und y ¢ U. Nun kann man dasselbe Spiel mit

vertauschten Rollen von x und y durchgehen und erhélt auch eine offene Menge V' mit
yeVundz V. ]

Die etwas starkere T5-Figenschaft zeichnet sich vor allem dadurch aus, dass Grenzwerte
von Netzen oder Filtern eindeutig sind. Daher treten in den Anwendungen der Topologie
fast nur Hausdorff-Radume auf.

6.3. Theorem: Sei X ein topologischer Raum, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist ein Hausdorff-Raum,

(ii) Grenzwerte von Netzen sind eindeutig, d.h. ist (z;);c; ein Netz in X und z,y € X mit
r; — x und x; — y, dann folgt x = v, (ebenso fiir Filter)

(iii) die Diagonale A := {(z,z) € X x X |z € X} ist abgeschlossen in X x X.

Beweis: (i) = (ii): Wére x # y, so gebe es Umgebungen U € U(z) und V € U(y) mit
UNV = 0. Aus der Konvergenz folgt die Existenz von 41,4 € I mit z; € U fiir alle i > 4;
und x; € V fiir alle ¢ > i5. Weiters gibt es ein ig € I mit ig > 47 und ig > s, fiir das nun
z;, € UNV = () gelten miisste — ein Widerspruch.

(ii) = (iii): Wére A nicht abgeschlossen, so gebe es Punkte z,y € X mit  # y und ein
Netz ((xi,xi))iel in A, das in X x X gegen (z,y) € (X x X) \ A konvergiert. Nach den
Eigenschaften der Produkttopologie folgt nun z; — x und z; — y — ein Widerspruch.

(iii) = (i): Seien x,y € X und = # y. Dann ist (z,y) € A und, weil (X x X )\ A offen ist,
kénnen wir eine Basisumgebung der Form U x V' von (z,y) mit offenen Mengen U,V C X
finden, sodass (U x V)NA =0 gilt. Es gilt alsoz € U,y € V und UNV = 0. O

6.4. Beispiele und Bemerkungen: 1) Folgende topologische Raume sind keine 77-
Réume (und somit nicht 75): Jede mindestens zweipunktige Menge mit der chaotischen
Topologie; X = {1,2} mit der Topologie 7 = {0, X, {1}}.

2) Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum, wie bereits in Korollar 0.7 festgestellt.

3) Ordnungstopologien haben stets die Hausdorfl-Eigenschaft. Gilt ndmlich < y in der
totalgeordneten Menge (X, <), so unterscheiden wir zwei Félle:

a) falls es kein ¢ € X gibt mit z < ¢ < y, dann sind U :=] —o0,y[2> z und V :=]z,0[> y
disjunkte offene Umgebungen,
b) gibt esein c € X mit x < ¢ <y, sosind U :=]—00,¢[> z und V :=]¢, 00 > y disjunkte

offene Umgebungen.

4) Folgende Aussagen sind leicht zu zeigen: Teilrdume von T5-Réumen sind stets To-Raume;
Produkttopologien sind genau dann 75, wenn jeder Faktor es ist.
(Achtung: Quotienten von T5-Réumen sind nicht notwendig 75.)
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6.5. Proposition: Es sei X ein topologischer Raum, Y ein Hausdorff-Raum und f und g
seien stetige Abbildungen X — Y. Dann gilt:

(i) die Menge F' := {(z,y) € X x X | f(x) = f(y)} ist abgeschlossen in X x X
(i) die Menge F := {x € X | f(x) = g(z)} ist abgeschlossen in X,
(iii) ist D C X eine dichte Teilmenge und gilt f|p = ¢|p, dann folgt f = g.

Beweis: (i) Sei (z,y) € (X x X) \ F, dann gilt f(z) # f(y) und wir konnen disjunkte
Umgebungen U von f(x) und V von f(y) finden. Da f stetig ist, ist f~(U) x f~1(V) eine
Umgebung von (z, y) in der Produkttopologie, die (f~'(U) x f~'(V))NF = ( erfiillt. Also
ist F' abgeschlossen.

(ii) Sei € X und (x;) ein Netz in E, d.h. f(z;) = g(z;), mit ; — x in X. Aus der
Stetigkeit von f und g folgt f(z;) — f(x) und g(x;) — g(x) in Y. Wegen der Eindeutigkeit
von Grenzwerten in Y muss daher f(z) = g(x) gelten, d.h. z € E. Also ist E abgeschlossen.

(iii) Mit der Bezeichnung und der Aussage von (ii) ist D C E = E, daher gilt X = D = E,
also f =g. O

6.6. Kurze Bemerkung zu weiteren Trennungseigenschaften: Ein topologischer
Raum heifit!

To-Raum, falls gilt: Vo # y U € U(x) IV € U(y), sodass x ¢ V oder y & U,

T5-Raum, falls gilt: zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X und fiir jeden Punkt x €
X \ A gibt es eine Umgebung U € U(z) und eine offene Menge V, V' O A (eine offene
Umgebung von A), sodass U NV = (),

requldr, falls X sowohl Ti- als auch T3-Raum ist,

TB%—Raum, falls es zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und fiir jeden Punkt z € X' \ A
eine stetige Funktion f: X — [0, 1] gibt, sodass f(x) =1 und f(A) C {0} gilt,

vollstindig reguldr, falls X sowohl T1- als auch T; 1 -Raum ist.

Die vollstandig reguldaren Raume sind einerseits wichtig im Zusammenhang mit sogenann-
ten uniformen Strukturen, die unter anderem die Formulierung von Begriffen wie gleichmé-
fige Stetigkeit und gleichméfige Konvergenz erlauben; andererseits kann deren Topologie
charakterisiert werden als initiale Topologie bzgl. aller stetigen Abbildungen X — R.

Man kann zeigen, dass vollstdndig regulédre Rdume stets regular sind, und diese wiederum
Hausdorff-Raume sind; weiters, dass die Eigenschaft Tgé immer T3 impliziert, aber aus T3
im Allgemeinen nicht 7 folgt ... eine wahre Spielwiese fiir tabellarische Darstellungen
von diversen Implikationen in Kombination verschiedener Zusatzbedingungen.

Worsicht: Leider ist die Nomenklatur hier in der Literatur nicht ganz einheitlich, z.B. ist in [Wil70] der
Begriff regulér mit 75 vertauscht zu lesen, 7% 1 heifst dort vollstdndig reguldr und vollstéandig regulére
Réume heifen dort Tychonoff-Réume.
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Eine fiir vielfialtige Anwendungen wichtige Klasse von topologischen Rdéumen wird durch
Kopplung von T} mit einer weiteren Trennungseigenschaft fiir disjunkte abgeschlosse Teil-
mengen beschrieben.

6.7. Definition: Ein topologischer Raum X heifst Ty-Raum, falls gilt: Zu zwei disjunkten
abgeschlossenen Teilmengen A, B C X gibt es stets offene Mengen U,V C X mit A C U,
B CV (d.h. offene Umgebungen von A bzw. B), sodass U NV = () gilt.

Ein topologischer Raum heiflt normal, wenn er sowohl T}- als auch Ty-Raum ist.?

6.8. Beispiel: 1) Jeder metrische Raum (M, d) ist normal: Die 7-Eigenschaft folgt aus der

Ts-Eigenschaft. Fiir den Nachweis der Ty-Eigenschaft konstruieren wir zu gegeben abge-

schlossenen, disjunkten, nichtleeren Teilmengen A, B C M eine geeignete stetige Funktion,

die diese beiden Mengen durch ihre Funktionswerte ,trennt”. Wir definieren f: M — [0, 1]
durch U A
(o) = L)

(x,A) + d(z, B)

Als Ubungsaufgabe kann iiberlegt werden, dass f stetig ist. Ist 2 € A, so folgt d(z, A) = 0
und es ergibt sich f(z) = 0; fir x € B ist d(x, B) = 0 und daher f(z) = 1. Setzen wir also
U:= 0,3 und V := f~'(]3,1]), dann sind U, V offene Mengen in M mit A C U und
B CV und UNV = 0. (Die Funktion f ist eine sogenannte Urysohn-Funktion fiir A und
B; vgl. Theorem 6.9.)

2) Die Tychonoff-Planke: Es sei N := N U {oo} mit der durch n < oo fiir alle n € N
erweiterten Totalordnung und der davon abgeleiteten Ordnungstopologie versehen. Weiters
sei Q = [0, w;] der Ordinalzahlraum aus 2.23 und Q = [0, w;[= 2\ {w1}.

(x e M).

Wir setzen X := (Q x N) \ {(w1, 00)} und statten dies mit der Spurtopologie der Produkt-
topologie von €2 x N aus. X ist ein Hausdorff-Raum (als Teilraum eines Produktes von
T>-Réumen), von dem wir nun zeigen werden, dass er nicht normal ist.

Die beiden Teilmengen A := {w1} x N C X und B := Qy x {00} C X sind abgeschlossen
in X (Ubung) und offensichtlich disjunkt.

Sei U eine in X offene Teilmenge mit U O A, dann gilt: V(wy,n) € A C U Ja, € g, sodass
Jan, wi] x {n} C U, weil die Basisumgebungen von (w;,n) mit n € N im Produktraum
diese Form haben. Nach 2.23 existiert 5 := sup{a, | n € N} und es gilt 5 < w;. Daher gilt
18,001] N € Ul Jamy o] x {n} C U.

Fiir jedes a € Qp mit @ > f ist (a,00) € B. Eine Umgebungsbasis von (o, c0) in X
ist durch B(a,00) = {(]7,[ x [m,o0]) N X | 7,0 € Q,7 < a < §,m € N} gegeben. Jedes
Element von B(«, 00) hat einen nichtleeren Durchschnitt mit U, weil z.B. die Punkte (a, n)
mit groflem n € N darin enthalten sind. Daher muss fiir jede offene Umgebung V' von B
jedenfalls V NU # () gelten. Da U eine beliebige offene Umgebung von A in X war, kann
X nicht normal sein.

ZVorsicht: Gegeniiber [Wil70] ist 74 mit normal zu vertauschen.
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Bemerkung: Wie wir spiter sehen werden, ist  x N als Produkt kompakter Riume selbst
kompakt und kompakte Hausdorff-Rdume sind stets normal. Hier ist also verbliiffender
Weise X ein nicht normaler Teilraum im normalen Raum €2 x N.

Die grofse Bedeutung der normalen Raume kommt daher, dass es auf solchen immer ,unter
Garantie geniigend viele* stetige Funktionen gibt, wie durch die folgenden beiden Sétze
(Lemma von Urysohn und Ausdehnunssatz von Tietze) belegt wird.

6.9. Theorem (Lemma von Urysohn): Es sei X ein 73-Raum, dann gilt: X ist genau
dann normal, wenn es zu zwei abgeschlossenen disjunkten Teilmengen A, B C X immer eine
stetige Funktion f: X — [0,1] mit f(A) C {0} und f(B) C {1} gibt (Urysohn-Funktion).

(Der Beweis zeigt, dass die Tj-Eigenschaft allein dquivalent zur Existenz von Urysohn-
Funktionen ist.)

Beweis: Wenn es so eine Urysohn-Funktion gibt, dann erhalten wir durch U := f~1([0, 5[)
und V' := f7'(]2,1]) offene disjunkte Umgebungen von A bzw. B, also ist die T}-Eigenschaft
erfiillt. Weil X laut Voraussetzung auch ein 77-Raum ist, ist er somit normal.

Nun habe umgekehrt X die Ty-Eigenschaft und A, B C X seien zwei abgeschlosse disjunkte
Teilmengen.

Zunéchst behaupten wir, dass in einem T);-Raum folgende Schachtelung moglich ist:

/uF CX abggchlossen und O C X offen mit F' C O gibt es eine offene Menge O; C X

Beweis der Behauptung: Es ist namlich E := X \ O abgeschlossen und F N F = (). Daher
gibt es nach der Ty-Eigenschaft offene Umgebungen U,V von F, E mit U NV = (). Wir
setzen O; := U, dann gilt offensichtlich F' C O; C O,. Weiters gilt wegen X \ 0, =
(X\O)°=(X\U)PD2V°=VDE=X\O auch O, CO.

Wir werden nun obige Schachtelungskonstruktion sukzessive auf die Ausgangssituation
mit FF = A und O = X \ B und auf jeweils zwischengeschachtelte Mengen anwenden
und zu einer Folge von immer feineren disjunkten ,Mengenapproximationen zwischen A
und B gelangen. Diese Folge von Zwischenschachtelungen wird dann in einem weiteren
Schritt noch , kontinuierlich interpoliert”, bevor in einem letzten Schritt daraus die Urysohn-
Funktion als eine Art ,Limes von zugeordneten Treppenfunktionen konstruiert wird. (Sehr
schone Illustrationen dieser Beweistechnik finden sich in [Jae05, Abschnitt 8.2].)

Es sei D := {& | p,k € N,0 < p < 2¥}, also die Menge der dyadisch rationalen Zahlen
im Intervall [0,1], fir die wir eine Abzahlung ]D = {d; | | € N} nach dem Muster einer
“9 11131357 271

,Gleichverteilung® 0, v§>ZvZ7§v§7§v§"">2n72nv'"7 5 - - - wahlen.

Schritt 1: Durch zweifache Anwendung der obigen Schachtelungsaussage erhalten wir offene
Teilmengen Gy und G; mit AC Go C Gy C G C Gy C X\ B.
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Schritt 2 — Induktion: Es sei b = 2’;‘:1 = d,, € D und fiir jedes d € {d;,ds,...,dn_1} CD

sei bereits eine offene Menge G4 konstruiert, sodass fiir d € {di,ds,...,dp_1} und d < d
stets Gy C Gy gilt.

Esist a := max{d; | ] < m —1lundd;, < b} = ;—f = 527 und dhnlich erhalten wir

c:=min{d; | l <m—1und d; > b} = 2‘312 = 5[11 auf Grund des Aufzdhlungsmusters.
Wegen a < ¢ gilt G, C G..

Gemiif Schachtelungseigenschaft gibt es eine offene Menge Gy mit G, C Gy C Gy C G..

Schritt 3: Fiir ¢t € [0, 1] setze Hy := U G-

deD,d<t

Die Menge H, ist als Vereinigung offener Mengen offen. Sind ¢,¢ € [0,1] mit ¢ < #', so
koénnen wir T,y € Dmitt < r; < ry < t" wahlen und erhalten die Inklusionskette
H, C G, CG, CG,, C Hy, aus der auch H; C Hy folgt.

1 H
Schritt 4: Wir definieren f: X — [0, 1] durch f(x) := 1 . v

inf{t € [0,1] | x € H;} x € H;.
Fiir v € A folgt * € Gy = Hy und somit f(z) = 0; fir z € Bgilt z € X\ G, = X \ H;
und daher f(x) = 1. Es bleibt zu zeigen, dass f stetig ist.

Es seien € X und € > 0 beliebig vorgegeben und V' :=]f(z) —¢, f(z)+¢[N]0, 1] (die Spur
der e-Umgebung von f(z) auf [0, 1]). Wéhle 0 €]0,¢[ und setze U := Hypyqes \ Hp(z)—e-
Dann ist U offen und es gilt x € U, also ist U eine Umgebung von x in X. Fiir beliebiges
y € U gilt nach Konstruktion f(y) < f(x)+¢e—0 < f(x) + e und f(y) > f(x) — e (und
0 < f(y) < 1 sowieso), daher ist f(y) € V. Somit gilt f(U) C V. ]

Durch eine einfache Modifikation lasst sich natiirlich fiir beliebige «, 8 mit o < [ auch eine
Urysohn-Funktion mit Bildbereich [a, 5] und f(A) C {a}, f(B) C {8} erreichen.

Die Bedingung der Existenz einer Urysohn-Funktion ldsst sich auch so interpretieren, dass
eine Funktion h: AUB — R vorgegeben ist, die auf A konstant gleich 0 und auf B konstant
gleich 1 ist, und stetig auf ganz X fortgesetzt wird. Die passende Verallgemeinerung dieser
Bedingung wird im folgenden Satz diskutiert.

6.10. Theorem (Ausdehnunssatz von Tietze): Es sei X ein 73-Raum, dann gilt: X ist
genau dann normal, wenn es fiir jede stetige Funktion f: A — R auf einer abgeschlossenen
Teilmenge A C X eine stetige Fortsetzung auf X gibt, d.h. eine stetige Funktion F': X — R
mit F | A= f

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die Ausdehnungseigenschaft die Ty-Eigenschaft impliziert.
Seien A, B C X abgeschlossen und disjunkt. Wir definieren f: AUB — R durch f(z) :=0
fir x € A, f(x) := 1 fir € B. Die Funktion f ist nach Proposition 3.6(ii) stetig und
AU B ist abgeschlossen. Sei F': X — R eine stetige Fortsetzung von f. Wir setzen U :=
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F~(] =00, 3[) und V := F~(]2, 00[). Dann sind U, V' offen, disjunkt und erfiillen A C U,
B C V. Somit ist X auch ein T;-Raum.

Nun nehmen wir an, dass X ein T;-Raum ist, und zeigen die behauptete Ausdehnungsei-
genschaft.

1. Schritt: Die Aussage gilt fiir Funktionen mit Bildbereich [—1,1] statt R, d.h. f: A —
[—1, 1] ldsst sich stetig fortsetzen zu F': X — [—1,1].

Wir konstruieren induktiv eine Folge stetiger Funktionen g,: X — R (n =0,1,2,...) mit
den Eigenschaften:

(d) fir x € X, m,n >p: |gn

Wir setzen zunéchst go(z) := 0 fir z € X, dann ist (a),(b) erfiillt ((c),(d) sind hier noch
zu ignorieren).

Angenommen, es sind go, . .., g, schon definiert und erfiillen zumindest (a), (b), (c).
(Eigenschaft (d) wird unten als Folgerung bewiesen.)

Setze Bupy = {o € 4| J(x) — gu(x) 2 12"}, G 1= {w € A| f(2) — gu(2) < 33},
dann sind B,.; und C,; wegen der Stetigkeit von f und g, in der Spurtopologie von
A abgeschlossen und somit wegen der Abgeschlossenheit von A auch abgeschlossen in X.
Weiters gilt B,.1 N Cphy1 = 0, also gibt es nach dem Lemma von Urysohn eine stetige

Funktion v,: X — [=3(2)", 4(2)"] mit v,(B,11) € {—3(2)"} und v,(Cy1) € {2(2)"}.

Wir setzen ¢,11 := g, — v, dann zeigt eine direkte Rechnung, dass g,.1 auch die Eigen-
schaften (a), (b), (c¢) erfiillt.

Die Folge (g,) erfiillt auch Eigenschaft (d), denn fiir n = m+k und m > p und z € X gilt

9m(2) = G (@) = 1D (G (@) = Grnj—1(2))] < Z |9m 3 (T) = Gy ()]

Jj=1
[(c)} k 1 2 m+j—1 2 m 1 k 2 j—1 2 m 2 p
< e By =(=) = - <l=] <[(=]).
<x3G) =6) axG) <6) <6)

Wegen (a) und (d) ist (gn) eine Cauchy-Folge im Raum Cj,(X, R) der stetigen beschrénkten
Funktionen X — R bzgl. der Supremumsnorm ||g||__ := sup,cx |g(z)|. Mit dem Wissen,
dass dies ein Banachraum ist, diirften wir sofort schliefen, dass die Folge (g,) gleichméRig
gegen eine stetige Funktion F': X — R strebt. Wir wollen dies zusammen mit den anderen
Eigenschaften von F' hier aber trotzdem direkt nachweisen.
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Zunéachst ist fiir beliebiges, festes x € X die Folge (g,(2))nen eine Cauchy-Folge in R,
daher existiert F'(z) := lim, o g,(z) und definiert eine Funktion F': X — R. Wegen (a)
gilt F(X) C [-1,1].

Aus (b) folgt fiir z € A einfach |f(z) — F(x)| = lim|f(z) — gn(z)| = 0, also F(z) = f(x).

Es bleibt also nur noch, die Stetigkeit von F' zu zeigen. Dies ist der jiibliche /3-Beweis*: Sei
zo € X und £ > 0. Wir bemerken zunéchst, dass wir mit n — oo in (d) die Ungleichung
|F(x) — gp(x)] < (2/3)? fiir alle z € X und p € N erhalten; wihle ein py € N mit
(2/3)P0 < g/3. Weiters beniitzen wir die Stetigkeit von g,, und wihlen eine Umgebung U
von zg, sodass gy, (U) C]gp,(T0) — 5, gpe(w0) + 5[ gilt. Dann folgt fiir jedes y € U

|F(y) — F(zo)| = [F(Y) = 9po(y) + 9po(¥) — Gpo(T0) + o (0) — F(20)]

£ 9 3
< 1F(5) = goo ()] + 950 (9) = g (0)| + Igin(20) = Flao)| < 5+ 5 +5 =

2. Schritt: Die Aussage gilt mit Bildbereich | — 1, 1] statt R.

Sei also f: A —| — 1,1] stetig. Nach Schritt 1 gibt es eine stetige Fortsetzung F': X —
[—1,1] von f. Wir setzen B := {z € X | |F(z)| = 1}, dann ist B abgeschlossen und
AN B =(. Falls B = 0 gilt, sind wir fertig; also nehmen wir nun B # () an.

Nach dem Lemma von Urysohn gibt es eine stetige Funktion g: X — [0, 1] mit g(A) C {1}
und g(B) = {0}. Setzen wir F(z) := g(z)- F(z) (x € X), dann ist die Funktion F': X — R
stetig (z.B. als Verkniipfung F' = m o (g, F) der stetigen Abbildungen m: R?2 =R, (r,s) —71-s
und (g, F): X — R% 2 — (g(z),F(z))). Weiters gilt |F(z)] < 1 fiir jedes x € X nach

Konstruktion und fiir z € A ist F(z) = F(z) = f(x).
3. Schritt: Reduktion der Aussage auf jene fiir den Bildbereich | — 1, 1.

Es sei h: R —] — 1,1[ ein Homdomorphismus (z.B. h(t) = 2arctan(t)/r). Gemél Schritt
2 gibt es eine stetige Fortsetzung F: X —| — 1,1 von ho f: A —] — 1,1[. Dann ist
F:=h7'oF: X — R eine stetige Fortsetzung von f: A — R. O
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7 Kompaktheit

Der Begriff der Kompaktheit in R” oder in metrischen Rédumen ist aus der Analysis bekannt
und seine zentrale Bedeutung bei wichtigen Konstruktionen wurde dort bereits sichtbar
(z.B. Existenz von konvergenten Teilfolgen, Existenz eines Maximums). Wir beginnen hier
mit der beweistechnisch giinstigsten allgemeinen Variante der Definition mittels offener
Uberdeckungen. Eine Bemerkung zur Nomenklatur: In der Literatur werden die hier als
kompakt bezeichneten topologischen Rédume gelegentlich quasikompakt genannt, wenn die
Hausdorft-Eigenschaft nicht zusétzlich gefordert wird.

7.1. Definition: (i) Ein topologischer Raum X heift kompakt, falls jede offene Uberde-
ckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. ist I eine Menge und U; C X offen
(¢ € I) mit (J;c; U; = X, dann existiert eine endliche Teilmenge J C I mit (J;,U; = X.

(ii) Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heift kompakt, falls A in der Spur-
topologie kompakt ist, d.h., falls fiir eine Menge I und offene Mengen U; (i € I) mit
U,er Ui 2 A stets eine endliche Teilmenge J C I existiert, sodass UjeJ U; O A gilt.

7.2. Beispiel: 1) In R mit der euklidischen Topologie sind fiir a,b € R mit a < b die
Intervalle Ja, b, ]a, b], [a, b] nicht kompakt. Ebenso sind die Teilmengen | — o0, b], [a, oo und
R nicht kompakt. Das beschriankte abgeschlossene Intervall [a, b] ist kompakt (Ubung.)

2) Der Ordinalzahlraum © = [0,w;] (vgl. 2.23) ist kompakt: Sei (U;)ic; eine offene Uber-
deckung von 2. Es gibt ein i, € I, sodass wy € U;,. Da U, eine offene Umgebung von w;
ist, gibt es ein € Qy = [0, wy[, sodass |B,w;| C U;, gilt.

Wir setzen oy := min{f € Qo |]5,w1] C U;,} (Wohlordnungseigenschaft!). Falls a; = 0
ist, sind wir bereits fertig, weil dann U;, ganz 2 umfasst. Andernfalls wihlen wir is € 1
mit a; € Uy, und setzen ay := min{s € Qy ||5, 1] C U, }. Auf diese Art fahren wir
induktiv fort, solange «, > 0 gilt. D.h. wir wéhlen ¢,,; € [ mit «,, € U; und setzen
Qny1 :=min{f € Qo |18, 00, C U;,,, }-

Die Folge ay > as > a3 > ... muss nach endlich vielen Schritten bei o, = 0 anlangen:
Wegen der Wohlordungseigenschaft existiert namlich v := min{c; | j € N}; es sei m € N
mit o, = v; ware «,, > 0, so gebe es ein i,,,1 € I und 8 € [0, ,,[ mit |3, ] C U;
und daher oy, 11 < 8 < a,, im Widerspruch zur Minimalitdt von ay,.

Wir wéhlen schliefslich ein ¢,,,; € I mit 0 € U, und erhalten U;”:le Ui, = €, also eine
endliche Teiliiberdeckung.

n+1

m—+1

m—+1

Der folgende Satz beschreibt wesentliche Charakterisierungen der Kompaktheit.
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7.3. Theorem: Fiir einen topologischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist kompakt,

(ii) ist (F})ier eine Familie abgeschlossener Teilmengen F; € X mit (., F; = (), dann gibt
es eine endliche Teilmenge J C I, sodass () ies B = () (endliche Durchschnittseigenschaft),

(iii) jedes Netz in X besitzt (mindestens) einen Haufungspunkt,
(iv) jedes Ultranetz in X ist konvergent.

Beweis: (Wir zeigen hier mehr einzelne Implikationen als nétig, damit man z.B. auch ohne Kennt-
nis von Ultranetzen einen Beweis fiir die Aquivalenz von (i), (ii), (iii) nachvollziehen kann.)

(i) < (ii) ist eine einfache Ubungsaufgabe.

(ii) = (iii): Es sei (x;)ier ein Netz in X. Fir ¢ € I setzen wir F; := {x | k€ [,k > i}.
Ist J = {i1,...,in} eine beliebige endliche Teilmenge von I, so gibt es in der gerichteten
Menge ein | € I, sodass I > i; (j = 1,...,N). Damit folgt z; € ﬂjvzl Fi;. Also sind
endliche Durchschnitte iiber Mengen aus der Familie (F;);e; nie leer, sodass wegen (ii)
auch F :=(,.; F; # 0 gelten muss.

Sei x € F und U eine Umgebung von z. Dann gilt Vi € I zunéchst z € F; = {z | k > i}
und weiter U N {xy | k > i} # 0, weil x zum Abschluss von {z}, | kK > i} gehort. D.h. zu
jedem ¢ € I gibt es ein k; € I, k; > i, sodass xy, € U gilt. Also ist x ein Haufungspunkt.

(ili) = (ii): Sei (£})ier eine Familie abgeschlossener Teilmengen F; C X, sodass [, ; Fj #
fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt. Wir zeigen, dass dann auch (,.; F; # 0 gelten muss.
Sei J := {J C I | J ist endlich} und darauf die Relation J; < Jy :& J; C Jy definiert.
Wir erhalten eine gerichtete Menge (J, <) mit der Eigenschaft, dass fiir jedes J € § ein
Element z; € (., Fj # () existiert. Somit ist ()¢ ein Netz in X, das gemif (iii) einen
Haufungspunkt x in X besitzt. Wir zeigen, dass z € ),.; F; gilt, dann sind wir fertig.
Fiir beliebiges i € I ist {i} € J und, weil x Haufungspunkt des Netzes (z) ist, gibt es fiir
jede Umgebung U von x eine Menge J € J mit ¢ € J (d.h. J > {i}), sodass z; € U gilt.
Wegen x; € (e, Fj C F; gilt insbesondere U N F; # (). Da sowohl i € I als auch U € U(x)
beliebig waren, folgt = € F; = F; fiir alle ¢ € I. Somit gilt « € (,; Fi.

(iii) = (iv): Sei (x;) ein Ultranetz in X. Nach (iii) hat (z;) jedenfalls einen Haufungspunkt
x in X. Als Ultranetz muss (z;) dann aber sogar gegen x konvergieren (Proposition 5.29).

(iv) = (iii): Sei (z;);es ein beliebiges Netz in X. Nach Theorem 5.27 besitzt (z;) ein feineres
Ultranetz (yp)pen. Geméaf (iv) ist (y,) konvergent, sagen wir gegen y € X. Somit folgt aus
Proposition 5.12(ii), dass y ein Haufungspunkt von (z;) ist. O

7.4. Bemerkung: Fiir die Kompaktheitsbedingungen werden oft auch verschiedene Va-
rianten betrachtet, die im Allgemeinen aber nicht gleichwertig sind. Die prominentesten
Beispiele fiir andere Kompaktheitsbegriffe auf einem Hausdorff-Raum X sind (siehe z.B.
[vQuO1, Abschnitt 8.C]):
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(a) jede Folge in X hat einen Haufungspunkt,

(b) abzihlbar kompakt: jede abzihlbare offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche
Teiliiberdeckung,

(c) folgenkompakt: jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

Hiervon sind (a) und (b) &quivalent und (c) impliziert stets (b). In AA1-Réumen sind (b)
und (c) dquivalent und fiir metrische Rédume fallen alle drei Bedingungen zusammen mit
der Kompaktheit (letzteres zeigen wir auch im néchsten Kapitel). Kompakte Hausdorff-
Réaume sind stets abzdhlbar kompakt, die Umkehrung davon gilt in AA2-Rdumen. Kom-
pakte Hausdorff-Réaume miissen nicht folgenkompakt sein und folgenkompakte Raume sind
im Allgemeinen nicht kompakt.

7.5. Proposition: Es sei X ein topologischer Raum und A C X, dann gilt:
(i) Ist X kompakt und A abgeschlossen, so ist A kompakt,
(ii) ist X ein Th-Raum und A kompakt, so ist A abgeschlossen.

Bemerkung: Wie bereits eingangs erwahnt werden in der Literatur oftmals kompakte Rau-
me inklusive T,-Eigenschaft definiert (z.B. in [Bou66] und [CR87]) und die Aussage (ii)
deutet an, welche Vorteile das hat. (Zumal (ii) ohne T3-Bedingung nicht immer gilt; siehe
z.B. [vQu01, Beispiel 8.8].)

Beweis: (i) als Ubungsaufgabe.

(ii) Sei x € A, dann gibt es ein Netz (z;) in A mit 2; — x in X. Weil A kompakt ist, hat
das Netz einen Haufungspunkt y € A. Daher gibt es ein feineres Netz (z;,), das gegen y
konvergiert. Das feinere Netz konvergiert aber ebenso gegen x, also folgt aus der Hausdorft-
Eigenschaft x =y € A. O

Aus der Analysis wissen wir zum Beispiel, dass die Bildmenge einer stetigen Abbildung
f:la,b] — R beschrankt und abgeschlossen ist. Die allgemeine Fassung dieser Aussage
lautet wie folgt.

7.6. Theorem: Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen.
Ist X kompakt, dann ist auch f(X) kompakt.

Beweis: Sei (V)er eine Familie offener Teilmengen von Y mit f(X) C (J,.; V;. Dann liefert
Ui = f_l(‘/;) (Z S I) wegen Uie] Uz = Uigjf_l(vi) = f_1<Ui€[V;') ) f_l(f(X)) =X
eine offene Uberdeckung von X. Daher gibt es eine endliche Teilmenge J C I, sodass

Ujes Uj = X gilt. Somit folgt f(X) = f(U;c;Uj) = Uje; f(U;) € Ujes Vi O

7.7. Bemerkung: 1) Als Folgerung des obigen Theorems sehen wir, dass Kompaktheit eine
topologische Eigenschaft ist: Wenn f: X — Y ein Homdéomorphismus ist und X kompakt,
dann ist auch Y = f(X) kompakt.
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2) Wir betrachten den Spezialfall einer stetigen reellwertigen Funktion f: X — R. Ist X
kompakt, so ist auch f(X) C R kompakt. Demnach ist f(X) abgeschlossen, weil R ein
Hausdorff-Raum ist, und beschréankt, weil in einer endlichen Teiliiberdeckung der Familie
(] = n,n[)nen enthalten. Somit sind y; := inf f(X) und y, := sup f(X) sogar in f(X)
enthalten (weil das Infimum und Supremum als Limiten von geeigneten Folgen aus f(X) auf-
treten), d.h. es gibt z1,29 € X, sodass f(z1) = min f(X) und f(x2) = max f(X). Mit
anderen Worten: Eine stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten topologischen
Raum nimmt ihr Minimum und ihr Maximum an.

7.8. Korollar: Es sei X ein kompakter Raum, Y ein Hausdorff-Raum und f: X — Y eine
bijektive stetige Abbildung. Dann ist f ein Homéomorphismus. (Daher auch Y kompakt.)

Beweis: Wir zeigen, dass f eine abgeschlossene Abbildung ist, dann ist die Stetigkeit der
Umkehrabbildung gezeigt. Sei E C X abgeschlossen, dann ist £ kompakt und daher f(FE)
kompakt im 75-Raum Y. Somit ist f(£) abgeschlossen. ]

7.9. Theorem: Jeder kompakte Hausdorff-Raum ist normal.

Beweis: Sei X ein kompakter T5-Raum. Dann ist X jedenfalls ein 71-Raum und wir miissen
noch die Ty-Eigenschaft nachweisen. Es seien abgeschlossene Teilmengen A, B C X mit
AN B = () gegeben. Dann sind sowohl A als auch B kompakt.

Schritt 1: Es sei x € A beliebig und zunéchst fest. Wegen der Ts-Eigenschaft gibt es
zu jedem y € B offene Umgebungen UY € U(z) und V,, € U(y) mit UY NV, = . Die
Familie (V},),ep bildet eine offene Uberdeckung von B, daher gibt es eine endliche Teilmenge
L, C B, sodass B C J,c, V, = V® gilt. Der endliche Durchschnitt U, := (0, UY ist
eine offene Umgebung von z und es gilt U, N V* = (). (Somit erfiillt X die T3-Eigenschaft.)

Schritt 2: Wir denken uns Schritt 1 fir jedes © € A durchgefithrt. Die Familie (U,),ca
bildet eine offene Uberdeckung von A, daher gibt es eine endliche Teilmenge M C A,
sodass A C |J,cp Us =: U gilt. Der endliche Durchschnitt V' := [, .,, V* ist offen und
erfiillt B C V. Weiters gilt laut Konstruktion U NV = (. Somit ist X ein T;-Raum, also
normal. O

7.10. Theorem (Satz von Tychonoff): Es sei X = []
topologischen Raume X; (i € ). Dann gilt:

ser Xi nichtleeres Produkt der

X ist kompakt <= Vie [: X, ist kompakt.
Beweis: Fiir jedes 7 € I ist die Projektion m;: X — X stetig und surjektiv, daher ist

X; = m;(X) kompakt.

(=) Wir zeigen, dass jedes Ultranetz (x))xea in X konvergent ist. Fiir jedes i € I ist
das Bildnetz (m;(x)))xea ein Ultranetz in X; (vgl. 5.28) und konvergiert demnach gegen
einen Punkt p; € X;. Wir setzen p := (p;)ier € X, dann gilt nach den Eigenschaften der
Produkttopologie ), — p in X. O
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7.11. Bemerkung: Der obige Beweis des Satzes von Tychonoff stiitzt sich auf das Aus-
wahlaxiom, weil die Charakterisierung der Kompaktheit mittels Ultranetzen verwendet
wird und im Beweis der Implikation (iv) = (iii) von Theorem 7.3 die Existenz einer ul-
trafeinen Verfeinerung eines beliebigen Netzes verwendet wird. Fiir endlich viele Faktoren
im kartesischen Produkt kann der Satz von Tychonoff auch ohne diesen Riickgriff auf das
Auswahlaxiom bewiesen werden, wie z.B. in [Cap07, 5.6] fiir den Fall von zwei Faktoren
ausgefiihrt. Andererseits gilt aber: Der allgemeine Satz von Tychnoff impliziert seinerseits
sogar das Auswahlaxiom, wie Kelley in einer kurzen Arbeit 1950 gezeigt hat (vgl. [Kel50]).

7.12. Beispiel: 1) Nachdem beschrankte abgeschlossene Intervalle in R kompakt sind
(vgl. 7.2), sind abgeschlossene beschrinkte Quader @ =[], [a;, b;] (ai,b; € R, a; < b; fiir
i=1,...,n) kompakt im R".

2) In R¥ mit der Topologie der punktweisen Konvergenz ist [0, 1]* = ],z [0, 1] kompakt,
weil [0, 1] kompakt in R ist und es sich um die Produkttopologie handelt. Die Menge [0, 1]®
entspricht der Menge aller Funktionen auf R mit Werten in [0, 1].

3) Der Ordinalzahlraum € ist kompakt (vgl. 7.2). Ebenso ist N = NU {oo} (aus Beispiel
2) in 6.8) mit der Ordnungstopologie kompakt: Ist (U;) eine offene Uberdeckung von N,
dann gibt es ein iy mit co € U,,; weil U,, offene Umgebung von oo ist, gibt es ein m € N

mit Jm, oo] C Uj,; die Restmenge N\ U;, C {1,2,...,m — 1} ist endlich und wird daher
sicher von hochstens endlich vielen weiteren U; tiberdeckt.

Somit ist  x N kompakt und als Produkt von Hausdorff-Raumen (Ordnungstopologien
sind T5; 6.4) auch selbst ein Hausdorff-Raum. Daher ist €2 x N auch normal.

Wir erinnern: Der Teilraum (© x N) \ {(w;,00)} davon — die Tychonoff-Planke — hat sich
in 6.8 als nicht normal herausgestellt.

Der aus der Analysis bekannte Satz von Heine-Borel iiber die Charakterisierung kompakter
Teilmengen des R™ lésst sich nun als einfache Folgerung des Satzes von Tychonoff und der
Proposition 7.5 beweisen.

7.13. Theorem (Satz von Heine-Borel): Es sei K eine Teilmenge in R™ mit der eukli-
dischen Topologie, dann gilt:

K ist kompakt <= K ist beschrankt und abgeschlossen.

Beweis: Nachdem R”™ ein Hausdorff-Raum ist, ist K jedenfalls abgeschlossen. Die Fa-
milie von offenen Kugeln U, (z) (v € K) bildet eine offene Uberdeckung von K und besitzt
daher eine endliche Teiliiberdeckung. Somit ist K in einer endlichen Vereinigung von Ku-
geln mit Radius 1 enthalten, also beschrankt.

Als beschrankte Menge ist K in einem Wiirfel der Form W := [—¢, ¢]™ fiir passendes
c¢ > 0 enthalten. Die Menge W ist als Produkt kompakter Mengen kompakt und K C W
ist abgeschlossen, daher selbst kompakt. ]

o7



7.14. Bemerkung: Die Richtung im obigen Beweis kann gleichlautend in allgemeinen
metrischen Rdumen bewiesen werden. Die Umkehrung gilt aber nicht. Wir nennen zwei
Beispiele dafiir (hier ohne Beweisdetails):

1) Fiir jedes p € [1,00[ im normierten Raum * = {z = (z4)reny € RY | Y07, 74| < 00}
mit [[z]l, = {/>_[x|? ist die (abgeschlossene) Einheitskugel K = {z € " | |[z[|, < 1}
abgeschlossen und beschrénkt, aber nicht kompakt. (Es geniigt hier, zu zeigen, dass die Folge
(ej)jen in K mit e;(k) = ;1 keinen Hiufungspunkt hat.)

2) Sei d die euklidische Metrik auf R™ und definiere daraus eine neue Metrik p auf R durch
p(z,y) :=d(x,y)/(1 + d(z,y)); dann induziert p ebenfalls die euklidische Topologie, aber
jede Teilmenge ist beschrankt bzgl. p.

Weitaus haufiger als kompakte Rdume treten topologische Radume auf, die um jeden ihrer
Punkte ,wie kompakte Rdume aussehen“. Wir geben abschlieffend einen kurzen Ausblick.

7.15. Lokalkompakte Radume: Wir nennen einen topologischen Raum X lokalkompakt,
wenn es bei jedem x € X eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen gibt. Fiir Hausdorft-
Réaume ist dies dquivalent zur Existenz wenigstens einer kompakten Umgebung bei jedem
Punkt (siehe [Wil70, Theorem 18.2]). Beispiele dafiir sind der R™ mit der euklidischen
Topologie oder N mit der diskreten Topologie.

Fiir einen lokalkompakten Hausdorff-Raum (X, 7), der nicht kompakt ist, gibt es die Kon-
struktion der sogenannten Alexandroff- oder Einpunkt-Kompaktifizerung, die wir hier kurz
skizzieren:

Wir setzen a(X) := X U {oo}, wobei hier oo ein beliebiges Element bezeichnet, das nicht
zu X gehort, und definieren eine Topologie 7, auf o(X) wie folgt: eine Teilmenge A C
a(X) \ {oo} = X gehort zu 7, falls A offen in X bzgl. 7 ist; eine Teilmenge A C a(X)
mit oo € A ist 7,-offen, falls (X)) \ A kompakt in X bzgl. 7 ist. Es ist leicht, zu zeigen,
dass 7, eine Topologie auf o(X) definiert.

Der Raum (a(X), 7,) hat die T»-Eigenschaft, denn Punkte in X kénnen wie gehabt getrennt
werden und Punkte x € X und y = oo trennen wir durch Wahl einer kompakten Umgebung
K von x in X mittels der offenen Umgebungen U := K° und V := a(X) \ K.

Schlieklich zeigen wir noch, dass (a(X),7,) kompakt ist: Sei (U;) eine offene Uberdeckung
von «(X). Sei iy ein Index mit oo € U;,. Dann ist a(X) \ U;, kompakt und wird von
den restlichen offenen Mengen U; (i # iy) der Familie iiberdeckt. Daher gibt es iy, ..., in,
sodass Uj,, . .., U;, die Menge a(X) \ U;, tiberdecken, also gilt insgesamt a(X) C ij:o Ui,

Beispiele: Es ist a(N) = N aus 6.8 und a(R") = S™. Insbesondere gilt a(C) = a(R?) = S,
wie man mit der sogenannten stereographischen Projektion direkt sehen kann, in der vom
Nordpol aus jeweils eine Gerade durch die anderen Spharenpunkte gezogen wird und der
Schnittpunkt mit der Ebene als Bildpunkt genommen wird; der Nordpol entspricht dem
unendlich fernen Punkt oco.
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8 Vollstandigkeit und Kompaktheit
In metrischen Raumen

Vollstandige metrische Rdume bilden die Grundlage fiir eine Fiille von Methoden in der
Analysis und Funktionalanalysis. Dies liegt an einer gewissen ,,garantierten Reichhaltigkeit
an inneren Punkten®, wie sie im unten folgenden Satz von Baire prézisiert wird. Davor
fiihren wir noch einige weitere Begriffe der allgemeinen Topologie ein, die wir fiir den Satz
von Baire bendtigen.

8.1. Definition: Es sei X ein topologischer Raum.

(i) Eine Teilmenge A C X heifit nirgends dicht, wenn (A)° = () gilt.

(i) Eine Teilmenge B C X heifit mager, wenn sie eine (hochstens) abzéhlbare Vereinigung
von nirgends dichten Mengen ist. (In der Literatur auch Menge von 1. Kategorie genannt.)

8.2. Bemerkungen und Beispiele: 1) Es ist X \ (4)° = X \ A = (X \ A)°, somit gilt:
A C X ist genau dann nirgends dicht, wenn (X \ A)° dicht in X ist.

2) Teilmengen, Abschliisse und endliche Vereinigungen nirgends dichter Mengen sind nir-
gends dicht.

3) Endliche Teilmengen von R sind nirgends dicht.
4) R x {0} ist nirgends dicht in R?.

5) Q ist zwar nicht nirgends dicht in R, aber als abziéhlbare Vereinigung einpunktiger
Teilmengen mager.

6) Sei X ein topologi_scher Raum und E C X offen oder abgeschlossen, dann ist der Rand
OF nirgends dicht. (Ubungsaufgabe.)

8.3. Proposition: In einem topologischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) nichtleere offene Teilmengen von X sind nicht mager,

(ii) magere Mengen in X haben leeres Inneres,

(iii) Komplemente von mageren Mengen in X sind dicht,

(iv) ist (Uy,)nen eine abzéhlbare Familie offener Teilmengen von X, sodass U, dicht in X
fiir jedes n € N ist, dann ist auch [,y U, dicht in X.
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Beweis: (i) = (ii): Sei A C X mager. Dann ist A° ebenfalls mager und A° # () wiirde (i)
widersprechen.

(if) = (iii): X \ A = X\ 4° = X.

(iii) = (iv): Wir setzen A, := X \ U,. Dann gilt (4,)° = A2 = X \ U, = 0, also ist A,
nirgends dicht (n € N). Somit ist X \ (,cy Un = U,,eny An mager und aus (iii) folgt, dass
Mpen Un dicht in X ist.

(iv) = (i): Angenommen E C X ist offen und mager. Dann gibt es eine Folge (A, )nen
nirgends dichter Mengen mit E = J, .y An. Fiir jedes n € Nist U, := X \ A, = (X \ 4,)°
offen und dicht, weil A, nirgends dicht ist. Geméf (iv) ist daher (), o Uy dicht in X und
SOl'Ilit E = EO = (UnGN An)o g (UnEN A")o = (UnGN(X \ Un))o = (X \ mnEN Un)o =
X\ Npen Un = 0. O

8.4. Definition: Ein topologischer Raum X heifst Bairescher Raum, wenn er eine der
dquivalenten Bedingungen aus Proposition 8.3 erfiillt.

8.5. Theorem (Satz von Baire): Vollstdndige metrische Rdume sind Bairesche Raume.

Beweis: Es sei (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum. Wir weisen die Eigenschaft (iv)
aus Proposition 8.3 nach. Sei fiir jedes n € N die Menge U,, offen und dicht in M.

Es ist zu zeigen, dass (), oy Un dicht in M ist. Wir werden beweisen, dass G N[,y Un # 0
fiir jede nichtleere offene Teilmenge G C M gilt.

Es gilt GNU, # 0, weil Uy dicht ist; aufierdem ist GNU; offen. Daher gibt es ein x; € GNU,
undeinr € R, 0 < ry < %, sodass B, (z1) € G N U; gilt. Diese Konstruktion setzen wir
induktiv fort, und zwar jeweils mit B, (z,—1) N U, an Stelle von G N Uy, und erhalten

eine Folge von offenen Kugeln (B,, (x,,))neny mit 0 < 17, < n+r1 und

B,,(xa) C By, (x,1) NU, CGN (U
j=1

Wir setzen B := (), oy Br, (%) € G N(),cny Un. Wir werden zeigen, dass B # ) gilt, dann

ist der Beweis beendet.

neN

Die Folge der Kugelmittelpunkte (x,),en ist eine Cauchy-Folge, denn zu vorgegebenem
€ > 0 kénnen wir ein N € N mit N+L1 < 5 wihlen und erhalten dann fiir n,m > N wegen
B, (zx) C B,,(z;) (k > 1) die Abschéitzung

1 1 €
-+

€
< e
d(xnaxm) —d<xnaxN)+d($N?xm) < N+1 +N+1 < 2 2

=E&.

Da (M, d) vollstandig ist, existiert x := limz,,. Es gilt nach Konstruktion x € B,, (x}) fiir
alle k € N, daher folgt z € B, somit ist B # ). O
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8.6. Bemerkung: Fine andere wichtige Klasse von Baireschen Raumen ist jene der lokal-
kompakten Hausdorff-Raume. Der Beweis dafiir verlduft iiber eine dhnliche Schachtelungs-
konstruktion wie oben, wobei als Ersatz der Vollstdandigkeit die entscheidende Existenz
eines Grenzwertes aus der Kompaktheit geschopft wird (siehe z.B. [CR87, Abschnitt 5.4]
oder [Sch75, Kapitel II, Abschnitt 3.9]).

8.7. Vervollstandigung eines metrischen Raumes: Wir skizzieren im Folgenden eine
Konstruktion fiir beliebige metrische Raume, die der klassischen Konstruktion von R aus
Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in Q nachempfunden ist: Jedes Element ist dabei ein
Représentant einer Klasse von rationalen Cauchy-Folgen ,mit demselben Limes®, d.h. bzgl.
der Relation (z,,) ~ (yn) < (2, — yn) ist eine Nullfolge; letzteres mit anderen Worten
heifst lim,, o d(2y, yn) = 0 fiir die euklidische Metrik d.

Definition: Zwei metrische Rdume (M, d) und (N, p) sind isometrisch, wenn es eine bi-
jektive Abbildung f: M — N gibt, sodass p(f(z), f(y)) = d(z,y) fir alle x,y € M gilt. In
diesem Fall nennen wir f eine Isometrie.

Eine Isometrie ist immer auch ein Homéomorphismus fiir die induzierten Topologien, denn
die Stetigkeit von f und f~! bzgl. der Metriken folgt direkt aus der Isometriebedingung.

Theorem: Zu jedem metrischen Raum (M d) gibt es einen vollstdndigen metrischen Raum
(M d) und eine Abbildung f: M — M, vermoge der M isometrisch einem dichten Teil-
raum (M) von M ist. Diese Vervollstindigung (M d) von (M, d) ist im folgenden Sinne
eindeutig: Ist (M’,d') ein vollstandiger metrischer Raum und ergibt «/: M — M’ eine Iso-
metrie von M mit dem in M’ dichten Bild /(M ), dann gibt es eine Isometrie f: M’ — M
mit fo/J =

Beweis: Wir setzen M := {(x,) € MY | (z,,) ist eine Cauchy-Folge}.
Fiir (x,,), (y,) € M ist (d(x,, yn))nen eine Cauchy-Folge in R, denn es gilt
|d(zn, yn) — AT, Ym)| = |d(@n, Yn) — ATy Yn) + ATy Yn) — AT, Y|
< |d(@n, Yn) = A(@n; Yo )| + (@ Yn) — d(@im, Y)| < AT, ) + A(Yn, Ym)-

Daher existiert d((x,), (y,)) := lim d(2,, y,) und definiert eine Abbildung d: M x M — R.
Diese erfiillt die Eigenschaften (M2) und (M3) einer Metrik und von (M1) aber nur den
Teil der Nichtnegativitdt. Um die kompletten Metrikeigenschaften zu erzwingen fiihren wir
auf M die Aquivalenzrelation

(xn) ~ (yn) <= limd(z,,y,) =0

ein, schreiben [(,)] fiir die Klasse von (), und definieren M = M/ ~ mit der Metrik
d: M x M — R, gegeben durch d([(x,)], [(yn)]) := d((zn), (yn)).

Wir definieren ¢: M — M durch v(z) = [(z)] (Klasse der konstanten Folge mit x,, = z fiir

jedes n). Dann gilt d(u(x), (y)) = d([(2)], [(y)]) = d((z), (y)) = limyoe d(x,y) = d(z,y),
also ist ¢ eine Isometrie als Abbildung M — «(M).
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Die Bildmenge L(M) ist dicht in M: Es sei & = [(z,)] € M. Setze %) := 1(z}) € o(M),
dann gilt 67(5 T®)) = d((2)nen, (Tk)nen) = limy, o0 d(y, 21). Da (z,,) eine Cauchy—Folge
ist, folgt aus dieser Gleichung, dass es zu jedem ¢ > 0 ein kg € N gibt, sodass d(x 7)) < e
fiir k > kg ist. Somit gilt z*) — 7 in M.

Schlieflich beweisen wir, dass (M d) vollstindig ist: Sei (*))en cine Cauchy—Folge in M

Da «(M) dicht ist, gibt es zu jedem k € N einen Punkt y, € M mit d(Z®, u(y;)) <
Wegen

k+1

d(ye, ) = d(e(i), ) < (o), 7)) + d@D,70) + d@D, ()
1 1
o (I G
< pyg TAEYE) +
ist (yx)ren eine Cauchy-Folge in M. Wir setzen y := [(y,)] € M, dann gilt ¥ — 7 in M,
weil

~ ~ 1

d@®,7) < d@, u(ye)) + d(e(yr), 7) < 1T d((yx)nens (Yn)nen)

1 .
= k’——l—l + nll_{lolo d(Yr, Yn)

und lim d(yg,y,) — 0 fir £ — oo gilt.

n— oo
Eindeutigkeit: Es sei (M’,d') vollstandig und ¢': M — M’ eine Isometrie auf das in M’
dichte Bild /(M). Fiir jedes 2’ € M’ gibt es eine Folge (z,) in M, sodass '(x,) — 2’ in

M’ gilt. Weil ¢/ eine Isometrie und (¢/(z,)) konvergent ist, muss (x,) eine Cauchy-Folge in
M sein. Wir setzen f(2') := [(z,)] € M.

Wir erhalten eine wohldefinierte Abbildung f: M’ — M, denn fiir zwei Folgen ¢/ (x,) — 2
und ¢/ (y,,) — 2’ ergibt sich d(x,,,y,) = d'(V'(xy), ! (yn)) — O.

Seien 2’,y' € M’ mit ' =lim/(x,), v = lim ¢/ (y,), dann folgt

d(f(2), f(y) = d((zn), (yn)) = limd(@n, yn) = limd'(e(zn), ' (yn)) = d' (2", 3)),
d.h. f ist eine Isometrie. Weiters gilt f(/(z)) = [(z)] = ¢(x) fir alle z € M. O

8.8. Kompaktheit in metrischen Raumen: Wir haben schon in 7.4 erwahnt, dass in
metrischen Rdumen alle der dort erwéhnten Kompaktheitsbegriffe zusammenfallen. Dar-
iiberhinaus héngt die Kompaktheit dann auch mit der Vollstandigkeit und der folgenden
Verstarkung des Beschranktheitsbegriffes zusammen.

Definition: Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C M heifst totalbe-
schrinkt (oder prakompakt), falls gilt:

Ve > 0dN. C A, N, endlich, Vx € A Ja € N.: d(a,z) < e.
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D.h. die Menge A kann bei noch so klein vorgegebenem Radius € > 0 mit endlich vielen
Kugeln B.(ax) um Mittelpunkte a; € A iiberdeckt werden.

Theorem: Es sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M, dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) A ist kompakt,

(ii) A ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in A besitzt eine Teilfolge, die in A konvergiert,
(iii) jede Folge in A besitzt einen Haufungspunkt,

(iv) A ist totalbeschrankt und vollstéandig.

Beweis: (i) = (ii): Es sei (a,) eine Folge in A. Wir setzen A, := {an, api1,...} fir n € N
und F,, := A,,. Dann folgt F} D F, D ... D Fy_1 D Fy fiir jedes N € N.

Es gilt AN,y Fn # 0, denn andernfalls wire (), (AN F,) = 0 und wegen der Kom-
paktheit von A gebe es ein N € N mit (),_,.y(A N F,) = 0, insbesondere ) # Ay C
ANFy = Njcpen (AN E,) = 0.

Es gibt also ein a € AN(),cy Fny alsoa € Aund a € A, fiir alle n. Daher gibt es zu jedem
n ein k, > n (somit a, € A,), sodass d(a,a,) < % Dann ist (ay, )nen eine Teilfolge von
(a,) mit ax, — a (n — o0).

(i) = (iii) ist klar.

(iii) = (iv): Zunéchst zur Vollstdndigkeit: Sei (a,) eine Cauchy-Folge in A. Geméf (iii)
besitzt sie einen Haufungspunkt x € A. Dann konvergiert die Cauchy-Folge aber gegen =,
denn zu £ > 0 wahle zunéchst N, sodass m,n > N immer d(a,, a,,) < £/2 impliziert und

zu N existiert ky > N, sodass d(ak,,x) < €/2 ist; insgesamt erhalten wir also d(a,,z) <
d(an, agy) + d(agy, ) < e fir n > N.

Zur Totalbeschréanktheit: Indirekt angenommen, A wére nicht totalbeschrankt. Dann gibt
es ein € > 0, sodass wir fiir jede endliche Teilmenge B C A stets ein a € A mit d(a, B) > ¢
finden kénnen. Wir gehen induktiv vor und wéhlen a; € A beliebig, denken uns B; := {a; }
und finden ay € A mit d(ag, 1) > €; dann denken wir uns By := {ay, a2} und finden a3 € A
mit d(as, a;) > ¢ (j = 1,2) und so weiter erhalten wir eine Folge (a,) in A mit d(a;,a;) > ¢
fiir i # 7. Dann kann (a,) im Widerspruch zu (iii) aber keinen Haufungspunkt besitzen.

(1V) = (i): Angenommen, es gilt (iv), aber A ist nicht kompakt. Dann gibt es eine offene
Uberdeckung (U;);e; von A, die keine endliche Teiliiberdeckung zulésst.

Auf Grund der Totalbeschrianktheit von A mit gewéhltem Radius € = 1, gibt es ein z; € A,
sodass Bj(z1) N A nicht von endlich vielen der U; iiberdeckt werden kann.

Es seien bereits zu Radien 1, %, ce 2,1—1,1 Kugeln By := By(21),...,Bn_1 := B%(mn_l) SO
2’”*
definiert, dass BN B;—1 #0 (j =1,...,n—1) gilt und B,_; N A nicht von endlich vielen

der U; tiberdeckt werden kann.
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Dann verwenden wir fir den Induktionsschritt ¢ = 2% in der Definition der Totalbe-

schrinktheit und finden ein z, € A, sodass B (xn) N B,_1 # 0 gilt und B%n(mn) N A
nicht von endlich vielen der U; iiberdeckt werden kann. Wir setzen B,, := B%ﬂ ().

Wegen B, N B,,_1 # () gilt stets d(x,_1,2,) < 2%1 + 2% = 2% Fiir jedes n € N wéahlen wir
ein a, € AN B, dann gilt

3 1 3

< — B _— =
2n—1 + on + on 2n—1

d(an—ly an) S d<an—17 xn—l) + d(xn—la mn) + d(x’m an)

und daher weiters fiir m,p € N stets

1 3 &1 3
d(am, mip) < d(@m, my1) + - oo+ A(Cmgp—1, Gmp) < 3 =< 0 Z ST

Somit ist (a,) eine Cauchy-Folge in A, hat also einen Grenzwert a € A. Es gibt ein iy € 1
mit a € U;,. Weil U;, also eine offene Umgebung von a ist, gibt es ein r > 0, sodass
B,(a) C Uj, gilt. Wir wihlen nun n so gro, dass sowohl 3 < = als auch d(a,a,) < % gilt.
Dann gilt fiir alle Punkte x € AN B,

1 1
d(z,a) < d(z,z,) +d(x,, a,) +d(ag,a) < —+ —+ =< -+ -+

T —_
gn Togn TSy Ty T Th

r
2
daher folgt ANB,, C B,(a) C U;, und somit wiare AN B,, sogar durch U, allein iiberdeckt,

was im Widerspruch zur Konstruktion von B,, steht. O

8.9. Gleichmifige Stetigkeit: Es seien (M, d) und (N, p) metrische Rdume. Wir nennen
eine Abbildung f: M — N gleichmdf$ig stetig, wenn gilt:

Ve>030 >0Ve,ye M: d(z,y) <d = p(f(z), fly)) <e.

(Im Vergleich zur Stetigkeit an einem Punkt z kann also § zu jedem e gleichméifig fiir alle
x gewahlt werden. Aus der gleichméfigen Stetigkeit folgt die Stetigkeit.)

Allgemeiner als in metrischen Rdumen wird dieser Begriff auch in sogenannten uniformen
Rdumen betrachtet — wie iibrigens auch der Begriff einer Cauchy-Folge bzw. eines Cauchy-
Netzes oder -Filters.

Zwei wesentliche FEigenschaften in Bezug auf die gleichméafige Stetigkeit sind die folgenden:
(i) Ist f: M — N stetig und M kompakt, so ist f gleichméfig stetig.

Beweis: Wihle zu ¢ > 0 fiir jedes + € M ein 0(x) geméf Stetigkeitsdefinition fiir £
statt e. Wir erhalten eine offene Uberdeckung von M durch die Kugeln Bsw (7)) (v €
2

M), die eine endliche Teiliiberdeckung Bsw,) (1), ..., Bsey) (xy) besitzt. Nun ist mit
2 2
d := min(d(xy),...,d(xy))/2 die Bedingung der gleichméfigen Stetigkeit erfiillbar, denn
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zu x,y € M gibt es zunéchst ein x; mit d(z,z;) < 6(x;)/2 und aus d(z,y) < ¢ folgt
d(y,z;) < d(y,z) +d(z,z;) <+ @ < (z;); daher weiters

p(F @), () < p(F (@), () + p(Flws), Fy) < 5 +5 =e.

O

(ii) Ist f: M — N gleichméfhig stetig und N vollstédndig, dann gibt es eine eindeutige gleich-

mifig stetige Fortsetzung von f auf die Vervollstandigung M von M, d.h. eine eindeutige
gleichméfig stetige Abbildung f: M — N mit f|y= f.

Beweisskizze: Als gleichméRig stetige Abbildung fithrt f Cauchy-Folgen in Cauchy-Folgen
tiber. Weil M dicht in M ist, folgt daraus die Eindeutigkeit der Fortsetzung f. Fiir die
Existenz von f betrachten wir die Abbildung, die jeder Aquivalenzklasse von Cauchy-
Folgen in M den (eindeutigen) Grenzwert der Bild-Cauchy-Folgen zuordnet. [

Bemerkung: Fiir eine stetige Abbildung ist eine stetige Fortsetzung auf die Vervollstéandi-
gung zwar auch eindeutig, sie muss aber nicht existieren, wie schon das elementare Beispiel
f:R\{0} = Rmit f(zx) =1 fiir x <0 und f(z) =2+ x fiir > 0 lehrt.

65






Appendix: Auswahlaxiom,
Wohlordnung und Lemma von Zorn

1) Auswahlaxiom: Ist I eine nichtleere Menge und (A4;);e; eine Familie von paarweise
disjunkten, nichtleeren Mengen, dann gibt es eine Abbildung s: I — Uie 7 A; mit s(i) € A,
fiir alle ¢ € I. Eine Abbildung s mit dieser Eigenschaft heifst Auswahlfunktion.

2) Das kartesische Produkt von zwei (oder endlich vielen Mengen) wird wie in [SS09, Defi-
nition 4.1.38] mittels geordneter Paare (oder Tupel) definiert. Fiir eine beliebige nichtleere
Indexmenge I ist das kartesische Produkt von Mengen X; (i € I) definiert durch

[[Xi={a: T JXi|Viel: a(i)e X}

iel i€l

Fiir endliche Indexmengen lédsst sich diese Definition mit der Konstruktion iiber Tupel
identifizieren. Insbesondere ist damit bei endlichen Produkten klar, dass nichtleere Faktoren
zu einer nichtleeren Produktmenge fithren. Fiir allgemeine Indexmengen folgt diese Aussage
zunédchst aus dem Auswahlaxiom und ist dariiberhinaus aber sogar gleichwertig damit (vgl.
z.B. auch [Cie97, Theorem 2.3.2]):

Lemma: Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Auswahlaxiom
(ii) Ist 1 # 0 und (X;);e; eine Familie nichtleerer Mengen, dann ist [].., X; # 0.

Beweis: (i)=-(ii): Bilde fiir jedes ¢ € I die Menge A; := {i} x X;. Dann ist (A;);c; eine
Familie von paarweise disjunkten, nichtleeren’ Mengen und das Auswahlaxiom garantiert
die Existenz einer Auswahlfunktion s mit s(i) € {i} x X; fiir alle ¢ € I. Somit ist immer
s(1) = (1, x(i)) fir geeignetes x (i) und wir erhalten durch i — x(i) ein Element im Produkt,
welches daher nicht die leere Menge sein kann.

(ii)=(i): Laut Voraussetzungen ist A := ], ; A; # 0. Somit existiert ein s € A, d.h. eine
Auswahlfunktion fiir (A;)es. O

IDas kartesische Produkt zweier nichtleerer Mengen ist eben vorher schon als nichtleer erkannt, weil expli-
zit die geordneten Paare gebildet werden kénnen (némlich z.B. (a,b) als Menge der Form {{a}, {a,b}}).
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3) Eine Wohlordnung auf einer Menge M ist eine Totalordnung (oder lineare Ordnung)
< auf M (vgl. [SS09, Definition 4.2.24]) mit der Zusatzeigenschaft, dass jede nichtleere
Teilmenge £ C M ein kleinstes Element besitzt, d.h. ein k € F, sodass Va € F gilt k < a.

Wohlordnungssatz (von Zermelo): Jede Menge kann wohlgeordnet werden.
(Der Beweis stiitzt sich auf das Auswahlaxiom, siehe [Cie97, Theorem 4.3.3].)

4) Es sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Teilmenge K C M heifit Kette, falls
(die Einschrankung von) < auf K eine Totalordnung ist.

Lemma von Zorn: Ist (M, <) eine partiell geordnete Menge mit der Eigenschaft, dass
jede Kette in M eine obere Schranke besitzt, dann gibt es in M ein maximales Element
bzgl. <, d.h. es gibt ein m € M, sodass gilt: a € M und m <a = a=m.

(Der Beweis stiitzt sich ebenfalls auf das Auswahlaxiom, siehe [Cie97, Theorem 4.3.4].)

(Wir verwenden diesen Satz fiir den Beweis der Existenz von nichttrivialen Ultrafiltern
bzw. Ultranetzen.)

5) Bemerkung: Der Wohlordnungssatz und das Lemma von Zorn sind sogar dquivalent zum
Auswahlaxiom, wie z.B. in [Cie97, Corollary 4.3.5 and Remark| gezeigt wird.
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