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Einleitung

Algebraische Strukturen, die wir schon kennen (sollten)

Halbgruppe (N, +): NxN3> (m,n)—»m+neN

Eigenschaften:
e assoziativ: (k+1)+m=Fk+ (I4+m)
e kommutativ: m+n=n+m

Gruppe (Z,+): N C Z, neutrales Element 0: m +0 =0+ m = m.

Zu m € 7 gibt es ein additives Inverses —m € Z, m+(—m) =(-m)+m=0
——

Schreibeweise m—m
+ ist auch kommutativ:i m+n=n-+m

Ring (Z,+,):

Distributivgesetz: k- (I+m)=k-l+k-m
multiplikativ neutrales Element: 1:1-k=k-1=%
Multiplikation ist auch kommutativ: k-1 =1-k

Restklassenringe Z,,={0,1,2,..m -1} =Z/m - Z
k={k+m zlz€Z}=k+m-Z
k+1:=k+1, k-1:=k-I, 0..neutrales Element bzgl. +, 1...neutrales Element bzgl. -

Bemerkung: Sei p eine Primzahl = Z,, ist Kérper, VI € Z,: N k€ Zy:l - k=k-1=1

Korper: QCcRcC
Q erweitert Z so, dass jedes z € Z, z # 0, ein multiplikatives Inverses % € Q hat.

R erweitert Q so, dass ,keine Liicken auf der Zahlengeraden bleiben®; bedeutet: R ist voll-

standig.
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C erweitert R so, dass jedes Polynom mit reellen (oder komplexen) Koeffizienten eine Null-
stelle besitzt, z.B. 2 + 1 hat Nullstelle bei +i € C/R

Permutationsgruppen: M = {1,....,n}
Sy =A{f: M — M|f bijektiv}
fogeS, fir f,g €S, (Verkniipfung bijektiver Abbildungen sind bijektiv).

Diese Verkniipfung ist assoziativ, auch die Inverse f~! ist bijektiv und

foft=f"1of=id (Spo)ist eine Gruppe mit n! Elementen.

(1 . . . n
f_<ﬂU~ ..fm)

Verkniipfung ,von rechts nach links".

Notation:

Beispiel:
1 2 3 1 2 3
! . (1 3)
O =
1 2
3 1 2 2 1 3
1 2 3 1 2 3
oy <1 3)
3 1
2 1 3 3 1 2

— stimmen nicht iiberein weil nicht kommutativ!

Ringe von Matrizen/ lineare Abbildungen:

(M(n,R),+, ) fur n > 2 nichtkommutativer Ring; I,,...multiplikatives neutrales Element.

V Vektorraum iiber R, L(V) := {f : V — V|f R — linear}
dim V' > 2: Multiplikation (=Verkniipfung von Abbildungen) nicht kommutativ.
idy ...multiplikativ neutral



INHALTSVERZEICHNIS 9

Klassische Fragen der Algebra (und Geometrie)

(A) Auflésung von Polynomgleichungen, Nullstellen

pgeER: 2> +p-c+q=0

Formel fiir Nullstellen: 1 2 = —% + 4/ % —q €C.
(geometrisch bekannt schon seit ca. 1700 v. Chr., algebraisch seit ca. 800 n.Chr.)

16. Jahrhundert: Formel fiir Polynome von Grad 3 und 4

Abel 1826: fiir allgemeine Polynome vom Grad > 5 gibt es keine solcher Auflésungsformel

mit Wurzeln - es gibt Mehtoden mittels Strukturen von Gruppen, Ringen und Koérpern.

(B) Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal

Folgende Fragestellungen sind mit Theorie der Kérpererweiterung negativ entschieden wor-

den:
1. Deli’sches Problem der Wiirfelverdopplung
2. Winkeldreiteilung

3. Quadratur des Kreises: beruht auf der Transzendenz von 7 (Lindemann 1882), d.h.
es gibt kein Polynom p(z) = a;p2™ 4 ap,_12™ 1 +... 4+ ap mit rationalen Koeffizienten

ag, A1, ..., Gy, sodass p(m) = 0 gelten kann.

»-Moderne Algebra* - Studium der algebraischen Strukturen und deren Anwendungen -

axiomatisches Geriist, daher Musterbeispiel einer (mathematischen) Theorie.



Teil |

Gruppen



Kapitel 1

Gruppenaxiome, Untergruppen,

Beispiele

1.1 Halbgruppen

Sei M eine Menge - eine (innere) Verkniipfung auf der Menge M ist eine Abbildung
x: M xM— M, (a,b)—axb

* heiftt assoziativ, wenn (a*b)xc=ax* (bxc) Va,bjce M
x heilst kommutativ, falls axb=b*xa Va,be M
Definition:

1. Eine Menge H zusammen mit einer assoziativen Verkniifpung x darauf heiftt Halb-

gruppe (H, x)

2. Sei (H,x) Halbgruppe. Ein Element e € H heifit neutral (bzgl. x), falls

a=axe—=exa Vac H

(e heikt linksneutral, falls exa = a Va € H gilt; analog rechtsneutral, falls axe = a

gilt.)

wadtzchen: Ein neutrales Element ist eindeutig.

»Beweischen®: Seien e und €’ neutral in (H, ), dann folgt e = exe’ = ¢ O
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Beispiele:

1. N={0,1,2,..}.
(N, +) kommutative Halbgruppe, 0 neutral
(N, ) kommutative Halbgruppe, 1 neutral

2. M#0, H:={f: M — M} mit Verkniipfung von Abbildung:

(feg)(x)=f(9(x)), fgecHzeM

folgoh)=(fog)oh

idyr : M — M,z — x...identische Abbildung. Diese ist neutral, denn

(f oidar)(x) = f(idy(x)) = f(z) und (idp o f)(z) = idm(f(2)) = f(z) Vo € M
Bemerkung: |[M| > 2 = (H, o) nicht kommutativ

3. (M(n,R),+) kommutative Halbgruppe; (M (n,R),-) Halbgruppe, nicht kommutativ
falls n > 2

1.2 Gruppen

Definition:
Eine Menge G mit Verkniipfung * : G x G — G heilst Gruppe, wenn gilt:

(G1) x ist assoziativ

(G2) a.) 3 (eindeutiges) neutrales Element e € G
b)Va € G 3 € G:bxa=ax*b=e.b heikt Inverses zu a; wir schreiben b = a~!.

(Falls (G1) und (G2.a) erfiillt sind, ist (G, *) Halbgruppe mit neutralem Element e.)
G heifit kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe, wenn * kommutativ ist.

Schreibweisen oft a-b oder ab statt a*b; bei abelschen Gruppen a+ b statt a*b; neutrales

Element bzgl. + wird meist mit 0 bezeichnet, bzgl. Multiplikation mit 1. Additiv Inverses

zu a wird meist mit -a notiert.

Bemerkung:
(i) durch Induktion: Assoziativitat fiir endlich viele Faktoren, d.h. aj *ag*...*a, sinnvoll

definiert und unabhéngig von Klammerung.
(i) (a-b)™' =b'-a7! denn: (a-b)(b'-a) = a(p-bNa! =a-a! = e und

(b~ta Y (ab) =b"Hata)b=b"lb=¢
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Lemma: Beim Nachweis der Gruppeneigenschaften gentigt es, statt (G2) die folgende Ver-

sion zu zeigen:

(G2’) Je € G mit Eigenschaften:
(a) exa=a Va€ G (elinksneutral)
(b) Vae G 3be G :bx*a = e (Linksinverses)

d.h. aus (G1) und (G2’) folgt (G2).

Beweis:
1. Schritt: Jedes Linksinverses ist auch Rechtsinverses:
Sei b linksinvers zu a, d.h. b-a = e, und sei ¢ linksinvers zu b, d.h. ¢- b = ¢, dann folgt

a-b=(ea)b= ((cb)a)b = (c(ba))b= (ce)b=cb=r¢

2. Schritt e linksneutral = e rechtsneutral; insbesondere ist dann e wegen Sitzchen in 1.1.
eindeutig. Sei @ € G mit Linksinversem b € G, d.h. ba = e; wegen 1. Schritt istauch ab = e;
daher

ae = a(ba) = (ab)a = ea =a

3. Schritt: Linksinverses ist eindeutig (somit ebenso Rechtsinverses eindeutig):

Seien b, b’ linksinvers zu a, dann gilt

b=¢eb= (Va)b="V(ab) =be=1V

Beispiele:

1. (Z,+) abelsche Gruppe
2. (Zm,+) abelsche Gruppe mit m Elementen

3. (S3,0) nichtabelsche Gruppe mit 3! = 6 Elementen (-siehe Einleitung zur VO)
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Satz: In einer Gruppe G sind fiir jedes a € G die Abbildungen I, : G — G,z — a-=x
(Linkstranslation) und r, : G — G,z — x - a (Rechtstranslation) bijektiv.

Insbesondere gelten die Kiirzungsregeln:

ar = ay=2x =y,

ra = ya = =4y.

Beweis:

l(r)=besar=bsx=a"b

somit [, injektiv (<> x ist eindeutig) und surjektiv (<> fiir jedes b lsbar).
Ebenso
ra(z)=boz-a=bsx=>ba!

azr = ay bedeutet () = l4(y), also x =y, weil [, injektiv.
za = ya heibt ro(z) = r4(y), also z = y.

1.3 Untergruppen

Definition:
Sei G eine Gruppe und H C G. Dann heikt H Untergruppe von G (wir schreiben H < G),
falls gilt:

(U1) a,be H=a-be H
(d.h. (a,b) — a - b ist eine Verkniipfung auf H, H ist ,abgeschlossen“ unter -).

(U2) (H,-) ist eine Grupe

Lemma: H C G ist Untergruppe genau dann, wenn H # () und Va,b € H :a-b"' € H.

Beweis:

Wenn H Untergruppe = 3e € H = H # ();
weiters b1 € H und ab~! € H, weil (H, ) selbst Gruppe ist.

e Agsoziativgesetz gilt in G, daher auch fiir alle Elemente von H

o H#()=3Jac H weitersa-a ' =ec H
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ebc M= eb ! =b"1c H, also Inverse existiert in H

e H abgeschlossen unter -, denn mit a,b € Hista-b=a-(b"1)"t € H

Bemerkung:
(i) Die Untergruppe {e} und G gibt es immer - das sind sogenannte triviale Unter-

gruppen.

(iil) H1 < G und Hy < G = H; N Hy < G (Beweis in UE, gilt auch fiir beliebig viele
Untergruppen).

Satz: Sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge.
Bra(M) = {af' o -~ airln € Mo, € M., = 1)

(Menge aller endlichen Produkte von Elementen aus M und ihren Inversen) ist eine Unter-
gruppe von G, die sogenannte von M erzeugte Untergruppe. Erz(() := {e} (bzw. n=0

oben).

Beweis:
Wegen {e} C Erz(M) ist Erz(M)# 0. Ist a := a5' - ... - a5, b := b3 - ... - b € Erz(M), dann

01 _

-1 _ & 5 - — i Aptm
ab™ =ay' -...-a) b b = e

n+m

mit c; =a; (1<i<n),¢;=bpymp1—; (M+1<j<n+m)
Q; =&, QA = _(5n+m+1—j-
also a - b~! € Erz(M); Lemma = Erz(M) ist Untergruppe.

Bemerkung:

(iii) G abelsch, dann kénnen gleiche Faktoren in Erz(M) immer zusammengefiihrt werden,

zB.a-b'-a-c=a®- b ¢; somit
Erz(M) = {a** - ... aFr|n e N, k; € 7}
bzw. additiv geschrieben

{kl a1+ ...+ ky - an\ki € Z}



(iv) Eine Gruppe G heift endlich erzeugt, falls eine endliche Menge M C G existiert
mit G = Erz(M). Falls |[M| = 1 gilt heift G zyklisch - dann ist G = {a*|k € Z}.

Beispiele:

1. Z = Erz({1}), also ist es eine zyklische Gruppe

2. Endliche Gruppen konnen (im Prinzip) durch Gruppentafeln beschrieben werden:
z.B. fiir 3 Elemente in jeder Zeile und Spalte muss jedes Element einmal vorkommen

~ algebraisches Sudoku®:

. e a b

e e a b
a a fb e

b b /e a |

dann fixiert

/ k/lse sind

Hier e wiirde unterhalb b erzwingen,
dann doppelt in 3. Zeile

a® =e, G = Erz(a)
3. V K-Vektorraum

GL(V):={f:V — V|f linear und bijektiv}

VR-Isomorphismus

mit Verkniipfung o von Abb. Verkniipfung linearer Abbildung ist linear, Assoziativ-
gesetz gilt sowieso fiir alle Abbildungen bzgl. o.
Neutrales Element ist idy, Inverse einer bijetkiven linearen Abbildung ist linear.

sgeneral linear group® (daher Gl...general linear)

o fiir V = R" ist GL(V) beschreibbar als GL(n,R)...invertierbare n x n-Matrix
1 0

iber R mit Matrixmultiplikation. Neutrales Element ist I,, =
Nichtkommutativ fir n > 2.
e analog GL(n,C)

4. O(n) :={A e GL(n,R)|A- AT = I,,} < GL(n,R)= orthogonale Gruppe
Beweis in UE

5. (R4, ) positive reelle Zahlen mit Multiplikation sind Gruppe

6. S':={z € C:|z| = 1} ist Untergruppe von C* := C\{0} bzgl. Multiplikation

12
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Kapitel 2

Homomorphismen und

Normalteiler

2.1 Homomorphismen

(homo-morph kommt aus dem griechishen und bedeutet ,gleichgestaltig®).

Definition:

Seien (G, *) und (G', ") Gruppen. ¢ : G — G’ heift Homomorphismus, wenn gilt:
o(axb) =(a)* o(b) Va,be G

(,, o respektiert die Gruppenverkniipfungen®).

Ein bijektiver Homomorphismus heifst Isomorphismus, dann ist G isomorph mit G’,
wir schreiben G = G'.
Homomorphismen G — G werden auch Endomorphismen genannt, Isomorphismen

G — G werden auch Automorphismen genannt.
Bild von ¢...Im(p) = ¢(G) € &'

Kern von ¢...Ker(p) := {a € G|p(a) = €'} (¢/ = neutrales Element in G').

Eigenschaften:
(a) p(e) =¢
(b) Ya € G:p(a)™' =p(a™)

(c) H<G=p(H)< G



KAPITEL 2. HOMOMORPHISMEN UND NORMALTEILER

(d) H <G = o H(H") <G
—_——

Urbildmenge
{a € Glp(a) € H'}
(e) ¢ injektiv < Ker(p) = {e}

1

(f) ¢ Isomorphismus = ¢+ : G’ — G Isomorphismus

(g) ¥ : G — G weiterer Homomorphismus = ¢ o ¢ : G — G"” Homomorphismus.

Beweis:

Kiirz. /

(a) ple) =wple-e) =p(e)-ple) = ple) =e
Wieder Schreibweise vereinfacht zu ¢(a) - p(b) statt p(a) *" p(b) ete.

(c) d, b €p(H)=Fa,be H:d =p(a),b = p(d)
= a- (V)7 = p(a) - (b) = pa) (b7 = p(ab™t) € p(H)

[p(e) € p(H) = p(H) # 0]

(d) a,be€ o™ (H') = ¢(a), p(b) € H'
= plab ) =p(a) (b)) =¢(a) - pb) P e H = a-b' € o (H)

e; pla) =€ = p(e) = a = e, weil ¢ injektiv ist.

(e) e € Ker(yp), weil ¢(e)
[<:]a,be G mit p(a) =¢
1

= p(ab™) = p(a) - (b

f e ! Homomorphismus:
12
a,beG = 3Ja,beG:d =p(a), V' =p(b), daher auch
a=p 1), b= }(t); somit

e Ha'V) = (pla) - p(b) = (pla-b) =a-b=p '(d) o ' (V)

e ! bijektiv weil Inverse einer Abbildung ¢.

(g) a,beG:

14

(¢ o p)(a-b) = p(p(ab)) = P(p(a)p(b)) = P(p(a)) ¢ (p(b)) = (¥ o p)(a) - (¥ o p)(b)
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Korollar: Aut(G) := {¢ : G — G| ¢ Automorphismus} ist eine Gruppe bzgl. Verkniipfung
von Abbildungen.

Beweis:

e ©,1 bijektiv = ¢ o ¢ bijektiv.

e 0,9 : G — G Homomorphismus = 1) o ¢ Homomorphismus [wegen (g)]
Also: ¢, p € Aut(G) = ¢ o p € Aut(G).

neutrales Element: idg

Assozativitidt von o gilt fiir alle Abbildungen

e Inverses zu ¢ ist o~ und ¢! € Aut(G) [wegen (f)]

Beispiele:
1. meNm>1,0,:7Z— Z,k+— m-k ist ein injektiver Homomorphismus:

emk+) =m-(k+1)=m-k+m-1=pnk)+ on)
om(k) =0 m-k=0< k=0, also Ker(g,) = {0}
Im(pm) = om(Z) =m - Z

2. ¢0:7Z — L,k — k =k +m-Z ist surjektiver Homomorphismus:

ok+1)=k+1=k+1=¢(k)+ o) also Homomorphismus
L,

| € Zy,, dann (1) = I, also surjektiv.

Ker(p):p(m-1)=ml=0,p(k) =0=Fk € Z, somit Ker(p) =mZ

3. p:Z S '={2€C:|z|=1},k— ¢t = (e%)k ist Homomorphismus:

p(k+1) = o =G - G = 0(k) - 0(0)
Im(p) = Cp, = {¢¥ |k € Z} = Gruppe der m-ten Einheitswurzeln.

2miml

Ker(p) : p(ml) = mdl __ = omil g

m
2mik

k
m =1=>—€Z=>kem-Zalso Ker(¢) =m-Z
m

gp(k):1:>df1:1:>e

4. @ : Ly, — Cpn, k > CF, ist Isomorphismus von (Z,, +) mit (Cp,,-) (UE)
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5. exp: R — R* = R\{0}, z — e” ist injektiver Homomorphismus mit
Im(esp) = Ry, =]0, 0o (UE)

6. exp: C — C* z — € ist surjektiver Homomorphismus.
Ker(exp) = {2min|n € Z} (UE)

7. det : GL(n,R) — R*, A — detA ist surjektiver Homomorphismus:

det(A - B) = det(A) - det(B)

c 0 ... 0
0o 1 ... :
det | = (' also surjektiv
: .0
0O ... 0 1

Ker(det) = {A € GL(n,R)|det(A) = 1} =: SL(n,R)

8. Signum einer Permutation:
sign : S, = {—1,+1},0 — sign(o)
ist ein Homomorphismus:

sign(o o) = sign(o) - sign(y)

Ker(sign) = {o € Sy|sign(o) = +1} =: A,, = alternierende Gruppe

9. G beliebige Gruppe, a € G.

Konjugation:

s#q: G — G,z axat

( “Sandwich mit a und seinem Inversen® )

ist ein innerer Automorphismus:

1 1

= azx(a ta)ya™?

sa(zy) = azya”

injektiv: su(z) =e=>aza l=e=ar=a=z=¢

surjektiv: y € Gz := a " lya = x,(x) = a(a ya)a ) =y
Bemerkung:

° %(;1:%

a1

e G abelsch = s,(z) =2z Vz € G, d.h. s, =idg

= (aza™)(aya™") = »a(@) - 7a(y)

16
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2.2 Nebenklassen

Sei H eine Untergruppe von G, a,b € G. Idee:
aflvb, wenn 3z e H:b=a-zoat-b=xc H
Man bezeichnet dies als “a = b (mod M)“ bzw. linkskongruent.

7 ist eine Aquivalenzrelation:
*a~a klar [x=e| (Reflexivitét)
o amlzb:>b:am:>a:bx*1:>b7a (Symmetrie)

ea~bb~c=b=ar,c=by, z,y€ H=c=ax- -y= a~ c (Transitivitit)
1 1 N l
eH

Aquivalenzklasse von a bzgl. ¥ ist
{beGB3xreH:b=a-z}=1a-H

aH..linke Nebenklasse von a bzgl. H
analog a ~b, wenn 3xr € H :b=x-a<b-a ' € H&ea-b! € H.
T
Ha:={be G|3x € H:b=x-a}..rechte Nebenklasse von a bzgl. H

Lemma: Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) aH =bH
(ii) b e aH

(iii) a~lbe H

ebenso:
(") Ha = Hb
(i) b€ Ha

(iii") ab~t e H

Beweis:
(i)=@{i):b=b-ecbH =aH

(ii)=(iii): v € H:b=a-v=>3FxcH:a'b=x=a'bc H
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(iii)=(i):
e ol CbHbH :
ycaH=>wrcH:y=a-z=y=(b-bVazx =bb"ta)zr =
=b-(a"')' 2 =ycbH

———

cH €H

—_———

€H

e bH C aH:

yebH=IxcH:y=bzx=>y=(a-a Vbr=a(a'b)_z caH
y H
eH €

(fiir Rechtsnebenklassen analog)

G kann in entsprechende Aquivalenzklassen zerlegt werden:
G/H :={aH|a € G}

H\G :={Hala € G}

Es ist aH = bH oder aH NbH = (), weil ¥ eine Aquivalenzrelation ist. G = U aH
aclG

Bemerkung: ® : G/H — H\G,aH — Ha™! ist bijektiv.
m Im Allgemeinen wird G/H nicht durch (aH) * (bH) := (ab)H zur Gruppe!

2.3 Ordnung und Index

Sei G eine Menge:
|G| falls G endlich

oo falls nicht endlich

ord(G) :=

Wegen Bemerkung in 2.2: G Gruppe, H Untergruppe, ord(G/H) = ord(H\G).

Definition:
Index von H in G ist
ind(G: H) = ord(G/H)
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Satz (von Lagrange): G eine endliche Grupppe,

H <G = ord(G) =ord(H) -ind(G : H)

Beweis:

Setze m :=ind(G : H),3ay, ..., am € G sodass G = a1 H U ...Ua,, H disjunkte Vereinigung
ist(Zerlegung in Aquivalenzklassen).

Jedes ajH enthalt genauso viele Elemente wie H, weil x — ajx, H — a; H bijektiv ist (vgl.
Manuskript). Also hat G demnach m - ord(H) viele Elemente.

Korollar: Ist ord(G) eine Primzahl, dann hat G nur die trivialen Untergruppen {e} und G.

Beweis:

Nach Satz von Lagrange ist ord(H) ein Teiler von ord(Q).

Ordnung eines Elements a € GG ist definiert als
ord(a) := ord(Erz({a}))

(Erz....Erzeugnis)
Wegen
Erz({a}) = {a*|k € Z} und o**' = d! - aF

gilt
ord(a) = min{k € N\{0} |a* = e} falls ord(a) < oo

Lemma: ord(a) < oo,k € Z

a* = e < ord(a)lk

Speziell:

ord(G)

a = e in endlichen Gruppen

(In UE haben wir es fiir endliche abelsche Gruppen bewiesen.
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Beweis:

. klar
= |:¢:7Z — G,l = d ist Homomorphismus und Ker < Z U7 = 3ImeZ:
2 2

Ker(p) = mZ. Somit:

a" =g(m)=e, o =p(j)£e (1<j<m)

d.h. m = ord(a) und a* = e = p(k) = e = k € Ker(p) = mZ = mlk (also ord(a)|k).

Bemerkung: Es muss nicht zu jedem Teiler n von ord(G) immer eine Untergruppe H mit
n = ord(H) geben.

Beispiele:
1. G =7Z,H = mZ, hier ist ind(Z : mZ) = m, weil
Z/mZ={k+mZlkeZ} ={0,1,...m—1} =Z,

fiir m = 6: ord(2) = 3, ord (3) =2, ord(4) = 3, ord(5) =6

2. G=GL(n,R),H :={A € GL(n,R)|det A > 0}
(H ist Untergruppe, denn detA - B~ = det A - (detB)~! > 0)

Sei C' € GL(n,R) beliebig mit detC' < 0;

VAe H :det(A-C) =det A-detC <0
—— =~
>0 <0
also H-C C {B|det B <0} =: N;
ist Be N,dann A:=B-C~! € H, weil det A = det B - (det C)~! > 0, somit

—_——
<0 <0

B=A-CeH- -C,asoH-C=N
weiters: C' - H = H - C, weil
X=A-CmtAcHeX=C-C'AC=C A mit A € H
det>0

Schlieilich
G ={A|det A > 0}U{B|det B < 0}
H CH




KAPITEL 2. HOMOMORPHISMEN UND NORMALTEILER 21

2 0 01
ind(G:H)=2; ord =00, ord =2
0 1 10

2.4 Normalteiler und Faktorgruppen

Definition:
H < G heifft Normalteiler, wir schreiben H <1 G, wenn

Va € G:aH = Ha

(d.h. die linken und rechten Nebenklassen stimmen iiberein).

Beispiel:
Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, H := Ker(y); dann ist H Normalteiler,
denn fiir x € H,a € G ist

1

az = gza_'-a und p(gza') = @(@&@9@(@‘1) =(a)-pa) "t =e

Also y € Ker(p) = H und somit ax = ya € Ha; ebenso za = a -a~!

aH = Ha.

xa € aH; insgesamt

Varianten der Normalteilerbedingung
Fiir H < G sind folgende Eigenschaften &quivalent:

(i) aH = Ha
(ii) aHa ' C H

(iii) aHa ' =H VYac @

Beweis:
(i)= (ii): z€aHa '=IycH: o2 =aya ' = va=aycad = Ha=2xc H
(ra = za mit z € H, daher z = 2z € H)

(ii)= (iii): nach (ii) ist »,(H) C H Va € G, also auch s,-1(H) C H, somit

H = (52,0 521 ) (H) = sa(32 1 (H))C 2a(H) € H

also H = 5,(H) = aHa™".
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(iii)= (i): ah =gHa '-a = Ha
H

Bemerkung: {e} und G sind Normalteiler in G. In abelschen Gruppen ist jede Untergruppe

Normalteiler.

Lemma: ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus

(i) NNaG = o }(N)< @G
(Spezialfall: N’ = {e}, dann ¢~ (N') = Ker(p))

(i) ¢ surjektivund N <G = p(N) <1 G

Beweis:

(i) ¢ Y(N') < G nach 2.1 (Eigenschaften). Wir zeigen: ap™'(N")a=! C ¢! (N’), dann
fertig;
Sei z € ¢ 1 (N'), d.h. 2’ := ¢(x) € N’, dann p(ara~?) = p(a)r’¢(a)~! € N, somit
aza™t € o7 H(N).

(ii) Gemék 2.1 (Eigenschaften) ist o(N) < G;
wir zeigen a’¢o(N)a'~! C p(N), dann fertig; 2’ € p(N), d.h. 3z € N : 2’ = ¢(x);

!0 1—1

Sei a’ = p(a) = da’'a"" = p(a)p(z)p(a™) = plaza’l) € p(N)

eEN
(Surjektivitat von ¢!)

Satz: G Gruppe und N < G, dann definiert (aN) * (bN) := (ab) - N eine Verkniipfung
auf G/N, sodass (G/N,x*) eine Gruppe ist und die kanonische surjektive Abbildung
p:G— G/N,a— aN(= Na) ein Homomorphismus ist.

Das neutrale Element in G/N ist N, das Inverse zu aN ist a !N und Ker(p) = N.

(G/N, *) heikt Faktorgruppe von G nach N und x ist eine eindeutige Verkniipfung, die p
zu einem Homomorphismus macht. (Wir schreiben spéter einfach (aN)-(bN) statt (aN)*(bN)).
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Beweis:

Wenn p ein Homomorphismus sein soll, so muss (aN) % (bN) = p(a) * p(b) = p(ab) = (ab) N
gelten, daher * eindeutig.

Wohldefiniertheit von * (also Unabhéngigkeit des “Wertes“ (aN) * (bIN) von den Repré-
sentanten a € alN,b € bN):

Seien a’ € aN und V' € bN, d.h. aN = a/N, bN = VN. Vo € N Iy € N mit a2t/ = V'y,
weil Nb' = b'N (Normalteiler!). Setze * = a~'a/(€ N, weil aN = a’N), dann folgt

—~
(ab) LaV)=bta WV =p Wy e N
N’ N——~
=by eEN

(b=’ € N, weil bN = b/'N.)
= (ab)N = (d'V')N, somit ist x wohldefiniert. Assoziativitit folgt leicht:

((aN)*(bN))*(cN) = ((ab)N)x(eN) = ((ab)e)N = (a(be))N = (aN)x(bc)N = (aN)x((bN)*(cN))
N = eN ist neutrales Element:
(eN) * (aN) = (ea)N = aN = (ae)N = (aN)  (eN)
(aN)™' =a 'N, denn: (a"'N) x (aN) = (e 'a)N = N = (aa"'N) = (aN) * (a ' N)
- - O
Beispiele:

1. Sei V Vektorraum iiber K, W ein Teilraum; dann ist W Normalteiler der additiven

Gruppe (V,+) und V/W entspricht dem Faktorraum (Quotientenraum) mit
V+W)+ (V' +W) =V +V)+W

w
V+W

(V + W ist ein parallel verschobener Teilraum)

2. G=7Z,N =mZ < Z (weil Z abelsch).



KAPITEL 2. HOMOMORPHISMEN UND NORMALTEILER 24

Faktorgruppe ist Z,, = Z/mZ wie in 2.3, Bsp. 1), Z ist zyklische Gruppe mit
ord(Z) = 00, Zy, ist zyklische Gruppe mit ord(Z,) = m.

3. G = GL(n,R) besitzt z.B. die Normalteiler
GLy(n,R):={A € GL(n,R)|det(A) > 0} (vgl. 2.3. Bsp. 2) und
SL(n,R) :={A € GL(n,R)|det(A) = 1} (Details in UE).

2.5 Isomorphiesatz

Satz (Faktorisierungssatz): Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. N <t G mit
N C Ker(y) und p: G — G/N die kanonische Surjektion auf die Faktorgruppe. Dann 3!
Gruppenhomomorphismus @ : G/N — G, sodass ¢ = @ o p gilt, d.h. das Diagramm (vgl.
Abb.) ist kommutativ (es kommt also nicht darauf an, in welche Richtung wir den Pfeilen

folgen).

¢

G — G
~
pl .’
31

Es ist dann weiters (G/N) = ¢(G) und Ker(p) = Ker(¢/N)

Beweis:

Die Eindeutigkeit von % folgt aus der Bedingung ¢ = @ o p, denn

P(aN) = (@op)(a) = ¢(a). Also setzen wir ¢ : G/N — G', p(aN) := ¢(a).
p(a)

e o wohldefiniert:

NCKer(p
®

aN =bN =a be N e = pla™b) = ¢(a)"te((b) = ¢(a) = ¢(b)

e ©» Homomorphismus:

#((aN) - (bN)) = @((ab)N) = p(ab) = p(a)p(b) = p(alN) - P(bN)

e ¢ = p o p laut Konstruktion

o wegen p(alN) = p(a) ist p(G/N) = ¢(G).
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e N<Gund N Cker(p) = N <ker(p)

o Ker(p) C Ker(yp)/N :

aN € Ker(p) = ¢(a) =p(aN) =¢' = a € Ker(¢) = aN € Ker(¢/N)

e Ker(p) D Ker(yp)/N :

aN € Ker(p/N) = 3b € Ker(p) :aN =bN = a"'b € N C Ker(¢) =

at=a"tb ! € Ker(p) = a € Ker(p) = 3(aN) = ¢(a) = ¢ = aN € Ker(p)

Somit Ker(p) = Ker(¢/N).

Anwendung auf die Bestimmung von Faktorgruppen (bis auf Isomorphie):

Fiir N = Ker(y) (ist immer Normalteiler!) ergibt sich:

G L» Gl
,1
pl »7
-

wobei @ nun injektiv ist, weil Ker(p) = Ker(yp)/Ker(p) = {N}, also ist @ injektiv als
Abbildung G/Ker(yp) = ¢(G), d.h.

’cp(G) = G/Ker(p) ‘ (vermoge P)

sogenannter erster Isomorphiesatz.

(22...“isomorph*)

Bemerkung: Tst ¢ surjektiv, also ¢(G) = G, folgt G' = G/Ker(p) (vermdge @).

Beispiel:
¢0:Z— S' ks ¢k aus 2.1, Bsp. 3);
©(Z) = Cp,, Ker(p) = mZ, somit Zy, = Z/mZ = Cy, = ©(Z).
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2.6 Klassifikation der zyklischen Gruppe

Erinnere: G heift zyklisch, wenn Ja € G mit
G = Erz({a}) = {d*|k € 2}

mit anderen Worten: ¢ : Z — G,k — a” ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung:
(i) Jede zyklische Gruppe ist kommutativ, denn

(ii) G endliche Gruppe mit ord(G) prim, a € G\{e} = G zyklisch und G = Erz({a})

Beweis:
(ii): p:= ord(G),H := Erz({a}). Wegen a # e ist ord(H) > 2; nach Satz von Lagrange
(2.3) gilt auch ord(H)|p; somit muss ord(H) = p sein, also H = G.

O

Satz: Sei G zyklische Gruppe mit erzeugendem Element a € G. Dann ist entweder G = Z
oder Im € N,m > 1, sodass ¢ : Z,, — G, k — a* ein Isomorphismus ist, also G = Z,,, ist.

Beweis:

Der Homomorphismus ¢ : Z — G, k — a” ist wegen G = {a*|k € Z} jedenfalls surjektiv,
e falls Ker(yp) = {0}, also ¢ auch injektiv ist, dann gilt G = Z (vermdoge ); hier ist
ord(G) = oc.

o falls {0} C Ker(p) C Z gibt es wegen Ker(y) < Z (wobei < geniigt) geméal UE7
ein m € Nym > 1 mit Ker(p) = m - Z; nach dem Isomorphiesatz 2.5 gilt also
Loy = 7/ Ker(p) = G mittels B(k) = ¢(k) = a¥ = ¢ (k)

0l

In diesem Sinne sind (Zy,, +) bzw. (Z, +) die “Grundmodelle“ fiir alle zyklischen Gruppen.

Bemerkung: (ohne Beweis)

e Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

e Sei G eine endliche zyklische Gruppe, m = ord(G), dann existiert zu jedem Teiler k

von m genau eine Untergruppe H < G mit ord(H) = k.
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Kapitel 3

Grundbegriffe und Polynomringe

3.1 Ringe, Nullteiler, Integritatsbereiche

Wir betrachen nun eine Menge R mit zwel inneren Verkniipfungen + und -, die durch

sogenannte Distributivgesetze gekoppelt sind (z.B, Z mit + und -).

Definition:
(R, +,-) ist ein Ring, falls

(R1) (R,+) eine abelsche Gruppe ist
(R2) (R,-) eine Halbgruppe ist (also - assoziativ ist)

(R3) die Distributivgesetze gelten:
Va,b,ce Rista-(b+c)=a-b+a-cund (b+c)-a=b-a+c-a.

Das neutrale Element 0 bzgl. + heift Nullelement von R. Wegen (R3) und “um Klam-
mern zu sparen soll “Punktrechnung vor Strichrechnung” gelten, wobei der “Punkte” oft

auch nicht geschrieben wird.
R heift kommutativer Ring, falls (R,-) kommutativ ist.

Ein Element 1 € R heift Einselelement, falls 1-a = a-1 = a Va € R. (Beide Gleichungen

miissen i.A. verlangt werden.)

Lemma (Mini-Lemma): In einem Ring (R, +,-) gilt:
(i) 0-a=a-0=0

(i) (—a)b = a(=b) = —(ab)

(iii) (—a)(=b) = ab

(iv) Wenn R ein Einselelement 1 besitzt: 1 =0 < R = {0}...Nullring

28
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Beweis in Ubung.

Definition:
a € R heift rechter bzw. linker Nullteiler, wenn 3b € R\{0} : b-a =0 bzw. a - b = 0 gilt.
(Somit ist 0 bei uns immer ein Nullteiler, falls R # {0}; es gibt aber auch andere Konven-

tionen, bei denen nur Elemente # 0 iiberhaupt als Nullteiler zugelassen werden.)

R heifit nullteilerfrei, wenn es keine rechten oder linken Nullteiler aufser 0 gibt.

Lemma (Mini-Lemma 2): Fiir einen Ring R ist aquivalent:
(i) R ist nullteilerfrei
(ii) auf R\{0} ist - eine innere Verkniipfung

(iii) es gelten die Kiirzungsregeln - fiir = # 0 gilt:
ar =br = a=">und

za=xb=>a=0>

Beweis in Ubung.

Definition:
Ein Ring R heift Integritdtsbereich oder Integritéitsring, falls gilt:

(a) R hat ein Einselelement 1 # 0
(b) R ist kommutativ

(c) R ist nullteilerfrei

Beispiele:

1. (Z,+,") ist Integritétsbereich

2. 2 ist Nullteiler in Zg, denn 2-3 =6 =0und 2 # 0,3 # 0
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3.2 Einheiten, Korper, Unterringe

Definition:
R ein Ring mit 1,a € R heift Einheit, falls 3Ja € R:a-a=a-a=1.

(i.A. muss man beide Gleichungen verlangen)

Es ist dann die Menge R* := {a € Rla ist Einheit } eine Gruppe bzgl. -, die sogenannte
Einheitengruppe von R:

e a,be R*=3Ja,beR:
da = aa = 1 = bb = bb = (ab)(ba) = abba = aa = 1 = ab € R*; éhnlich
(ab)(ab) = 1.

o 1 e R”

e a~! (in RX) Inverses zu a

Beispiel:

z* ={-1,1}

Fiir 1 # 0 ist also zwingend R* C R\{0}; falls sogar R* = R\{0}, also jedes Element
a # 0 ein multiplikatives Inverses besitzt, dann sprechen wir von einem Schiefk6rper, im

kommutativen Fall von einem Koérper: (K, +, ) heift Kérper, falls gilt:
(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0)
(K2) (K\{0},-) ist abelsche Gruppe (mit neutralem Element 1[# 0])

(K3) Distributivgesetz: a-(b+c¢)=a-b+a-c

Definition:
Sei (R, +,-) ein Ring. S C R heift Unterring von R, falls gilt:

(a) Va,be S:a+beSunda-be S

(b) S ist mit den von R geerbten Verkniipfungen + und - ein Ring

Ist (K,+,-) ein Korper, so heift L C K ein Unterkorper, wenn L ein Unterring und mit
diesen geerbten Verkniipfungen selbst ein Korper ist. Konsequenter Weise heifit K Ober-

korper von L oder (hiufiger) Kérpererweiterung von L.

Ist M C R, so heifst der kleinste Unterring von R, der M enthilt, der von M erzeugte

Unterring und wird mit Erz(M) bezeichnet. In ,Formeln“ ist Erz(M)= ﬂ S (S ein
MCS*
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Unterring von R) - ein beliebiger Durchschnit von Untergruppen ergeben wieder einen
Unterring.
Ist S C R ein Unterring und a € R, so schreiben wir S[a] := Erz(S U {a}) (kleinster

Unterring, der S und a enthélt) und sagen, a werde zu S adjungiert.

Bemerkung: S C R ist Untering <
(i) S#0
(i) Ya,be S:a—beSunda-be s

(Verwende Untergruppencharakterisierung in Lemma 1.3 fiir (S, 4+) und automatische Ver-

erbung von Assoziativgesetz fiir - und Distributivgesetz von R auf S).

3.3 Ringhomomorphismen

Definition:
Seien (R,+,-) und (R',+',-") Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — R’ heikt Ringhomomor-
phismus, falls Va, b € R gilt:

pla+d) =)+ ¢b), ¢la-b)=wp(a) ()
Ein bijektiver Homomorphismus heifst Isomorphismus bzw. Automorphismus fiir

R =R.

Ker ¢ :={a € R|p(a) = 0’} heifst Kern von ¢
Im ¢ := {¢(a)la € R} = ¢(R) heikt Bild von ¢.

Eigenschaften

(a) Ist ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus = Ker ¢ C R und Im ¢ C R’ sind jeweils

Unteringe

(b) Ist ¢ : R — R ein weiterer Ringhomomorphismus = ¢ o ¢ : R — R ist ebenfalls

ein Ringhomomorphismus

L' R" — R ist ebenfalls ein Ringisomorphismus

(c) Ist ¢ ein Ringisomorphismus = ¢~
(d) ¢ injektiv < Ker ¢ = {0}

(e) Ist R ein Korper, dann gilt: ¢ ist injektiv oder ¢(a) = 0’ Va € R.
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Beweis:

(a) - (d) sind leichte Routineiiberlegungen
(e): falls Ja € R* mit ¢(a) = 0/, dann (1) = p(a-a=1) = p(a)-p(a™) =0"-p(a™t) =0,
daher weiter Vb € R : p(b) = p(b- 1) = ¢(b) - p(1) = ¢(b) - 0/

Il
=

3.4 Beispiele

Beispiele:

1. Z ist ein Unterring von Q

2. R ist eine Kérpererweiterung von Q

3. C ist eine Korpererweiterung von R

4. Z+iZ = {m+n-ilm,n € Z} ist Unterring von C

5. R? mit (a,b) + (c,d) := (a + c,b+d) und (a,b) - (¢,d) := (ac,bd) ist ein Ring mit
Nullteilerln, z.B.: (1,0) - (0,1) = (0,0).

6. Sei M eine Menge, dann ist F(M,R) := {f : M — R} ein Ring mit punktweise
definierten (f + g)(z) := f(z) + g(z), (f - g)(x) = f(x) - g(x) (geht analog mit
beliebigem Ring R statt R).

Bem.: Fiir M = N erhalten wir gerade alle reellen Folgen mit komponentenweiser Addition
und Multiplikation (erinnere, dass eine Folge eine Abbildung a : N — R mit vereinbarter

Schreibweise a,, := a(n); (an)nen-

7. M =10,1] in 6. und S := C([0,1],R) = {f : [0,1] — R|f ist stetig}, dann ist S ein
Unterring von F([0, 1], R).

(Summe und Differenz stetiger Funktionen sind stetig, ebenso Produkte.)

8. M(n,R) und M (n,C) sind Ringe mit Matrixaddition und -multiplikation. Einselele-
ment ist I,,, GL(n,R) bzw. GL(n,C) sind Einheiten.

3.5 Polynomringe
L,Naiv“ bzw. praktisch* gesehen ist ein Polynom ein Ausdruck der Art
f(.f) =a, X"+ an_an_l + .. +a1 X +ag

mit Koeffizienten aj, die einer Addition und Multiplikation unterworfen werden kénnen

miissen, also Elemente eines Ringes sein sollen, und einer ,Unbekannten X. Aber was ist
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das formal korrekt?

Das X miisste so wie anderer Ringelemente mit den Koeffizienten multipliziert und auch
potenziert werden konnen. Aber festgelegt ist ein Polynom eigentlich durch seine Koeffizi-

enten und mit diesen wird hauptséchlich gerechnet:

(a3X? +asX? 4+ a1 X +ag) + (b1 X +by) = (a3 +0)X> + (ag +0) X2+ (a1 4+ b1) X + (ag + bo)

(a3X3+...+CLQ) (01X +bo) = (asby) X4+(a2b1+a360) X34 .
—— ~—_——
Indexsumme=4 Indexsumme=3

Der Trick fiirs Formale ist also, nur die Koeffizienten mit ihren Positionen zu notieren: Man

fingt besser links mit ,kleinen Potenzen von X“ an:
(ao, a1, az, az) + (bo, b1,0,0) = (ao + bo, -..)

(ag,a1,az,a3) - (bo,b1,0,0) = (agbo, a1bg + agby, ...)

Die Koeffizientenfolgen sind endlich, aber beliebig lang, daher kénnen wir sagen es sind

Folgen (a;);ecn, wobei a; = 0 fiir fast alle j ist.

Definition (Polynomring):

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

R[X]:= {(ap,a1,a2,...) € R | a; =0 fiir fast alle j € N }

Folgen in B 4 1\ nur fiir endlich viele j ist a;70

mit komponentenweiser Addition
(@5)jen + (bj)jen = (a;j + bj)jen
und dem sogenannten Cauchy-Produkt
(ag, a1, ag, ...) - (bo, b1, b, ...) := (co, c1, Ca, ...)

wobel

k
cp = Zal ~br_; = agbp + a1bp_1 + ... + agbg
=0

(Indexsumme = k)
Das ergibt einen kommutativen Ring mit Einselelement (1,0,0,0,...):
(1,0,...) - (ag, a1, ...) = (co,c1) mit cg =1-ag,c; =1-a; +0-ag = a; etc.

Wir schreiben wieder 1 statt (1,0,0,...).
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Mittels R — R[X],a — (a,0,...) ist R in R[X]| eingebettet, d.h. diese Abbildung ist ein
injektiver Rinhomomorphismus, der die Einselelemente auf einander abbildet. Daher fassen
wir R gleich als Unterring von R[X] auf. Wir kénnen nun auch X := (0, 1,0, ...) setzen,
dann ist X* = (0, ..., 0, 1 ,0,...) und
~~
(k+1)te Stelle

R[X] > (ag,a1,a2,...) =ap- 1 + a1 X + asX? + ... (endliche Summe!)

~> also ,alles in Butter. [Details dazu in UE].
(R[X],+, ) heikt Polynomring tiber R.

Einsetzen fiir X geht nun so:
Ist R’ ein Ring mit R" D R, a« € R' und f =ap+ a1 X + ... + a, X" € R[X], so setzen wir
f(a) = apt+ara+...4+a,a" € R'. Durch f — f(a) erhalten wir eine Abbildung R[X] — R'.

Bemerkung: R’ statt R ist praktisch, weil dann z.B. komplexe Zahlen in reelle Polynome
eingesetzt werden kénnen. Es ist aber auch R’ = R[X] mdglich, insbesondere fiir a = X
erhalten wir also id: R[X] — R[X]. (Jetzt ist alles formal sauber auseinander zu halten,

aber dennoch eine einfache Notation méglich!)

Polynom versus Polynomfunktion:
Ist f=ap+a1 X +...4+a,X" € R[X], so erhalten wir daraus die zugeordnete Polynom-
funktion f: R — R, x — ag + a1z + ... + a,z" [hier ist z € R].

Achtung: Polynome sind durch ihre Koeffizienten immer eindeutig bestimmt, fiir Polynom-

funktion gilt das iiber allgemeine Ringen aber nicht immer!

Beispiel:

R=175=1{0,T}, f = X2+X € Zy[X], dann ist f(0) = Ound f(I) = T°+1 = I+1 =2 =10,
somit f die Nullfunktion, die dem Nullpolynom (0,0, ...) = 0+0- X +... entspricht, obwohl
f # Nullpolynom [f = (0,1,1,0,...)].

Bemerkung: Wenn R ein Integrititsbereich mit oo vielen Elementen ist, dann ist f > f

injektiv, weil es in diesem Fall fiir f # 0 nicht oo viele Nullstellen geben kann (spéter).
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3.6 Grad eines Polynoms und Division mit Rest

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

Fir f = ap, X"+ ...+ a1 X + ap mit a,, # 0 nennen wir die héchste auftretende Potenz den
Grad von f, wir schreiben deg f = n und nennen a, den Leitkoeffizienten, a, X" den
Leitterm von f.

Fiir f = 0 (Nullpolynom) setzen wir kiinstlich deg 0 := —oo (damit es sich gut von allen
Polynomen abhebt und so, dass spétere Gradformeln auch in diesem Fall noch sinnvoll

lesbar sind.)

Ein konstantes Polynom f # 0 hat demnach deg f = 0, weil f = ap mit ap € R\{0};
deg(aX +b) = 1, falls a # 0 usw.

Gradformel: Vf, g € R[X] gilt

deg (f - g) < deg(f) + deg(g)

Gleichheit gilt, falls der Leitkoeffizient von f oder g kein Nullteiler ist.

Bemerkung: deg (f + g) < max(deg(f),deg(g)) (Leitkoeffizienten kénnten einander aus-

16schen)

Beweis (der Gradformel):

Falls f = 0 oder g = 0 ist, dann ist f- g = 0 und Ungleichung gilt im Sinne —oo < —oc.
Seien also f # 0 und g # 0 mit Darstellungen f = a, X™ + ... + ag, ay # 0 und
g="b, X"+ ...+ by, b, #0.

Wir haben also deg f = m.; deg g =n. In f - g ist der Koeffizient mit dem gréfitmoglichen
Index ¢pqn = G, - by, daher ist deg(f - g) < m+n.

Falls a,, oder b, kein Nullteiler, dann ist sicher ¢;, 4+, # 0, also deg(f - g) = m + n.

Ein Polynom mit Leitkoeffizienten 1 heift normiert. Ist f = ¢, X" +...+ag und a,, € R*,

also eine Einheit, so kdnnen wir f :=a_ ! f bilden und erhalten ein normiertes Polynom.
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Satzchen:
(i) R[X] ist nullteilerfrei < R ist nullteilerfrei

(ii) R nullteilerfrei = (R[X])* = R* (insbesondere alle Einheiten deg= 0).

Beweischen:

(i) Wegen R C R[X] Klar

es gilt deg(f-g) = deg(f)+ deg(g); falls (f-g) = 0, muss entweder deg(f) = —o0
oder deg(g) = —oo gelten, also f = 0 oder g = 0.

(i) R* C (R[X])* Klar (ap € R*, f = ag;g :=ag* = g- f = 1).
Wir zeigen (R[X])* CR*: fe (RX])* =39 RX]|:f-g=1
Somit 0 < deg(f) +deg(g) = deg(f - g) = deg(1) =0
—— N———

>0 >0
( weder f =0 noch g = 0 moglich, wenn f-g =1).

= deg(f) = 0 = deg(g); daher sind f und g ,konstante“ Polynome, also f = ag mit
ag € R*

Satz (iiber die Division mit Rest): Sei K ein Korper und f,g € K[X] mit g # 0. Dann
A g € K[X] und 3! r € K[X], sodass f = ¢- g+ r und deg(r) <deg(g).

Beweis:
Eindeutigkeit: Wenn qg+r = g+ 7 mit deg(r) < deg(g) und deg(7) < deg(g), dann folgt:

r=r=(0-9q-g

deg(r — 7) < deg(g); aus Gradsatz folgt:

deg(r —7) = deg(§ — q) + deg(g)

Existenz: Sei f = a, X" + ... + ag, g = by X™ + ... + by, n = deg(f),m = deg(g) >0
[g # 05 bm # 0].

e falls n < m, dann fertig mit ¢ =0 und r = f

e falls n > m, dann konstruieren wir sukzessive qi,...,qx € K[X] mit k <n—m +1

derart, dass ¢ :== ¢q1 + ... + gk mit r := f — qg eine Ldsung ergibt.
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1. Schritt: Setze fo:= f, q1 == 3= - X" (In Korperschreibweise o statt anbl).
fr:=fo— g, deg(fr) <deg(fo) [a1-9=anX"+..]

— falls deg(f1) < deg(g), dann fertig mit ¢ = ¢1,7 = fi

— falls deg(f1) > deg(g): mit fi wie oben mit fy verfahren, also gy := ¢- X 4e9(f1)=m
g2 - g gleichen Leitterm wie fi hat, fo:= f1 — qag, deg(f2) < deg(f1).

— Verfahren fortsetzen, bis fi := fr—1 — qrg die Bedingung deg(fi) < deg(g) er-

fiillt - das ist spitenstens bei k = n—m+1 der Fall, weil deg(fx) < deg(fr—1) <
... <deg(f1) <n und deg(g) =m < n ist.

Insgesamt f =qg+ fi=qg+q@s+fo=...=(@+..+a)g+ fr
~—_——— ~—~—
=:q =r

Variante des Divisionssatzes fiir Integritdtsbereich R statt K

Sei R ein Integritatsbereich und f,g € R[X] mit g # 0. Ist by, € R der Leitkoeffizient von
g, dann 3 ¢, € R[X] und k € N, sodass

bﬁl - f=q-g+rund deg(r) < deg(g)

Bem.: ¢ und r sind bis auf eine Potenz von b, eindeutig.

Begriindung fiir die Giiltigkeit der Variante: im obigen Beweis im ersten Schritt mit by, f
und ¢ - by, = ap X" ™ arbeiten (durch b, kann im Allgemeinen nichtdividiert werden,
aber by, ist jedenfalls kein Nullteiler).

J1="bmfo—q1-g,dann fo =bfi — Gog etc., baw. bf = fi1 + qug, B’ f = f2 + Gag usw.
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Beispiele:

. f=X2-1, g=2 X in Z[X]
2. f=2X?-2=_X -2X —2undr=-2
~— ~~

q g
f=q-g+r wirde g = %:p erfordern, geht nicht in Z[X]

2. in R[X]: Verfahren eigentlich aus Schule bekannt:
f=X3-X+1,g=X+1

1
X3 _X 1):(}( 1):X2—X -
( + + ¥
_X3_X2
_X?_ X
X2+ X

Alsol=r¢=X?-X=X3-X+1=(X2-X)- (X +1)+1

3.7 Nulistellen von Polynomen

Satz: Ist R ein Integritétsbereich und f € R[X] mit deg(f) > 1 und a € R mit f(a) =0,
dann

NgeRX]: f=(X—a) qund deg(q) = deg(f) — 1

Insbesondere hat ein Polynom vom Grad n > 1 hichstens n verschiedene Nullstellen in
R.

Beweis:

Division von f durch g = X — a mit Rest ergibt f = ¢ (X —a) + 7, deg(r) <1 = deg(g).
Wegen 0 = f(a) = r(a) folgt r =0, also f = ¢- (X —a); daher deg(f) = deg(q- (X —a)) =
deg(q) + 1.

Sind ay, ..., am € R (paarweise) verschiedene Nullstellen, d.h. f(a;) =0 (j =1,...,m) und
a; # a; (i # j), dann ergibt sich durch sukzessive Anwendung das Obige:

f=(X—-a1)... (X —ap) - h mit

0 <deg(h) =deg(f)—m=n—m=m<n

[h ; 0, sonst f =0.]
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Korollar: Sind ay, ..., a,, € R (paarweise) verschiedene Nullstellen von
f € R[X],deg(f) > 1, dann 3! h € R[X]:

f(X —a1)...(X —ap) - h, deg(h) =deg(f) —m >0

Beispiel:
f=X-1D(X-2)(2X-1) [=2X3-7X2+7X — 2]

nRX]: f=X-1)(X-2)(X-3)[2] \
minimaler , h-Anteil*

inZz]: f=X-1)X-2-[ex-1)]

3.8 Komplexe Einheitswurzeln

n € NNn > 1 : (¢ € C wird eine n-te Einheitswurzel genannt, wenn (" = 1 gilt.
Aquivalent dazu ist, dass ¢ eine Nullstelle des Polynoms X" — 1 ist. Es gibt nach 3.7.
hochstens n verschiedene n-te Einheitswurzeln und fir ¢, := es st jede der n Zahlen
¢* (k=0,1,...,n — 1) eine solche.

Es ist
d;c—l—l‘n _ e?ﬂik/n+27ril _ eQm'k/n _ qu-f

somit ist

Cof{¢ilk € Z) = {1,Gny o, (71} C ST

gerade die Menge der n-ten Einheitswurzeln.

Weiters gilt geméf 3.7:
X" 1= (X = (X = o)X — 27

In fritheren Beispielen und Ubungsaufgaben haben wir gesehen: o : Z — C,,, k ~— (¥ ist ein
Gruppenhomomorphismus und faktorisiert wegen ker(¢) = nZ zu einem Isomprphismus
B Ly — Oy, ki C¥: C, ist also eine endliche zyklische Gruppe.
Es ist

(X"—1)=(X-1)- (X" 14+ . . +X+1)

(X — 1) hat einzige Nullstelle 0 = 1 bzw. ¢; = 1, daher ist fiir n > 2 sicherlich ¢, eine

Nullstelle des zweiten Faktors, also
i+ G+ 1=0

Als Vektorsumme in R? interpretiert sagt dies, dass 0 der ,Schwerpunkt® des regelmifigen
n-Ecks C), ist:
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72

Bemerkung:

Cm N Cn = LggT(m,n)

(Ohne Beweis, siehe Fischer II, 1.9)

3.9 Vom Integritatsbereich zum Quotientenkorper

Es ist ein hdufiges mathematisches Ziel, junfertige” Strukturen zu ,yvervollstdndigen* - oft
als formale Nachbildung von historisch miithevoll gewachsenen Erweiterngen. z.B. kann die
Halbgruppe (N, +) zur Gruppe (Z,+) erweitert werden, indem Differenzen wie z.B. 3 — 7
durch Aquivalenzklassen von Paaren (3,7) ~ (4,8) ~ (5,9)... dargestellt werden. Somit
muss nicht gesagt werden, was negative Zahlen sind, und es kann mit diesen (Klassen von)
Paaren einfach gerechnet werden: (k,1) + (r,s) = (k+ r,l + s). Damit wird N x N/ ~ zur
Gruppe mit neutralem Element = die Klasse von (0,0) [~ (1,1) etc.] und zur Klasse von
(k,1) ist die Klasse von (I, k) invers, weil (k,1) + (I,k) = (k+ 1,1+ k) ~ (0,0).

(Allgemeiner Hintergrund fiir diese Konstruktion findet sich in Fischer II, 1.12)

Ahnlich kann ein Integrititsbereich R zu einem Koérper Q(R) erweitert werden, indem
man die multiplikative Halbgruppe (R\{0},-) auf dhnliche Art um die notigen ,Briiche*
erweitert wird: statt ,,#* fithren wir das Paar (a,b) € R x R\{0} ein und erinnern uns an
np = ‘;—,/ < ab’ = d'b, was wir durch (a,b) ~ (a/,V) < a-0 =d -V in R modellieren.

Multiplikation von ,Briichen ist leicht:
(a,b) - (c,d) := (ac, bd)

Addition von ,Briichen® erfolgt nach dem Muster

c ad+be, o
i (a,b) + (c,d) := (ad + be, bd)

“a _"_
b
0=(0,1),1=(1,1) (bzw. deren Klassen).

Die Menge Q(R) dieser Klasse von ,Briichen* wird so ein Kérper (vgl. Fischer II, 1.13) und
das Standardbeispiel ist Q(Z) = Q, wo dann die Paare (m,n) € Z x Z\{0} als Bruch ™

notiert werden.
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Ein weiteres wichtiges Beispiel ist fiir einen Kérper K
Q(K[X]) =: K(X)... Kérper der rationalen Funktionen

also Briiche von Polynomen 5, feK[X],ge K[X],g#0.

Achtung: i ergibt die zugeordnete rationale Funktion, die in den endlich vielen Nullstellen
von g nicht definiert ist (g # 0 heikt ja nur ,ungleich dem Nullpolynom®) - hier hat die
formale Einfiihrung der Polynome seine Vorteile gegeniiber der konkreten Modellierung als

Funktion.



Kapitel 4

|deale und Restklassenringe

4.1 Ideale

Wenn ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, dann ist geméfs 3.3 I := Ker(y) ein Unter-
ring. I hat hier aber sogar eine weitere starke FEigenschaft:
Sei z € Rund a € I, dan gilt p(az) = ¢(a) -p(z) =0, ¢(xa) = ¢(x) - p(a) =0

~—~— —~—

0 0
also z-a € I und a-x € I (fiir Unterring ist nur b-a € I Aa-b € I fir b € T no-

tig). Allgemeiner fithren wir nun einen danach modellierten Begriff fiir Unterringe ein:

Definition:
Ist R ein Ring und I C R, dann heift I Ideal, falls gilt:

(I1) I ist bzgl. + eine Untergruppe von R
M) acl,reR=z-aclNa-z€l

Insbesondere ist ein Ideal daher ein Untering.

Falls R kommutativ mit 1, ist (11+12) dquivalent mit

(I) 0 €I und Vn € NVay,...,a, € I V21,...; 25 € R :
ria1 + ... + xpan € 1

(Beweis in UE)

Weiters defiieren wir im kommutativen Fall fiir « € R das von a erzeugte Hauptideal
durch
(a):=R-a:={z-alz € R}

(dies ist ein Ideal, denn fiir z,y € R, Z,7 € (a) mit T = za,§ = ya ist T — § = za — ya =
Z .

(r—yla€(a)und firz€ Rist z-Z=z2-(r-a)=(z-7)-a € R).

42
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Beispiele:

1. oben gesehen: Kern eines Ringhomomorphismus ist immer ein Ideal
2. die trivialen Ideale {0} und R gibt es immer

3. mZ ist Ideal in Z

Bemerkung: Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, dann gilt:
(i) I' C R ein Ideal = (') C R ein Ideal
(ii) I C R ein Ideal und ¢ surjektiv = ¢(I) C R’ ein Ideal

(Beweis in UE)

Satz: (i) Rein Ringmit 1, I C Rein Ideal mit INR* #0=1=R
(ii) Ein Korper K besitzt nur die trivialen Ideale

(iii) R ein kommutativer Ring mit 1 # 0 und besitzt nur die trivialen Ideale {0} und R,

dann ist R ein Korper.

Beweis: (i) a€ INR* = 3be R*: =ba=1=1€l=

: ab
~—~
el
=VeecR:z-1e¢l=1=R
~~

(i) Esist K* = K\{0}. Ist I ein Ideal in K und I # {0}, so muss I N K* # () sein, also
I = K nach (i).

(iii) Wir miissen R* = R\{0} zeigen, dann fertig:
¢ € R\{0} = {0} # (¢) = Rc und Rc = R, weil keine nichttrivialen Ideale in R
existieren. Daher 3b € R : bc =1 (weil 1 € R = Re), somit ¢ € R, also R* = R\{0}
gezeigt, weil R* C R\{0} immer gilt.
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4.2 Restklassenringe

Nun Verallgemeinerung der Konstruktion Z\mZ bzgl. Ringstruktur (mZ ist Ideal in Z):
Sei I ein Ideal in R, dann ist es als Untergruppe der abelschen Gruppe (R, +) stets Nor-

malteiler, also 1asst sich Faktorguppe
R/I ={x+I|lz € R}

mit Addition (z + 1)+ (y+ I) := (z + y) + I bilden, die wieder eine abelsche Gruppe ist.
Sei p: R — R/I, x — x + I der kanonisches surjektive Gruppenhomomorphismus. Wir
wollen nun R/I durch die Multiplikation

(z+I1)-(y+1):=(z-y)+1

zu einem Ring machen - dies ist die einzige Multiplikation auf R/I, die p zu einem Ring-

homomorphismus machen kann kann:

e Multiplikation ist wohldefiniert:
c+Il=ad+Iy+I=y+I=ao—-2'clrhy—y el=xy—ay =
=@@-2)Vy+rly—y)el=(ay)+1=(2"y)+1

——— ——

el el)

e Assoziativgesetz und Distributivgesetz vererben sich von R auf R/I, weil sie fiir die

Repréasentanten x,y, ... der Klassen gelten.
e Ker(yp) = I nach Konstruktion von p
e wenn R kommutativ ist, dann auch R/I

e wenn R Einselelement 1 besitzt, dann ist 1 + I Einselelement in R/I

Bemerkung: Somit kann jedes Ideal als Kern eines Ringhomomorphismus aufgefasst wer-

den, weil immer I = Ker(p) fiir p : R — R/I kanonische Surjektion.

Wir nennen R/I den Restklassenring von R modulo I und schreiben Kongruenzen

modulo I in R auch so:

z=2 (mod ) o+ I=2d'+Tex—2 €l
(vgl. x =2’ (mod m) & z — 2/ € mZ).
Rechenregeln:

r=2'(mod I), y=y'(mod I) = z-y=12"-y(mod I), x +y =2’ + ¢ (mmod I)
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Eigenschaften: analog zu Gruppen gelten (ohne Beweis):

(i) Faktorisierungssatz: Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, I C R ein Ideal mit
I C Ker(p) und p : R — R/I die kanonische Surjektion. Dann 3! Ringhomomor-
phismus @ : R/I — R/, sodass gilt, d.h. die folgende Abbildung ist ein

kommutatives Diagramm:

¢ ‘
R——— R
/'
pl ,
/ Al

Weiters gilt p(R/I) = p(R), Ker(p) = Ker(p)/I.

(ii) erster Isomorphiesatz: ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus = % bijektiv als Ab-
bildung R/ Ker(¢) = ¢(R), x+Ker(p) — @(x) ergibt Isomorphismus ’ ¢(R) = R/Ker(p) ‘
Ist zudem ¢ surjektiv, dann ist R' = R/Ker(y).

4.3 Beispiele

Beispiele:

1. Jedes Ideal in Z ist auch additive Untergruppe, also von der Form mZ (frithere
UE-Aufgabe) und jedes mZ (m € N) ist auch Hauptideal in Z. Die zugehdorigen
Restklassenringe Z,, = Z/mZ sind die ,Prototypen® fiir 4.2 gewesen.

Z ist nullteilerfrei und (fiir m > 2) Z,, ist genau dann nullteilerfrei, wenn m eine
Primzahl ist (ebenfalls UE bzw. VO Zahlentheorie).
Fiir die Einheiten in Z,, gilt

Z,, = {klggT (k,m) = 1}

31€Z, 2€Z,g9T(k,m)=1=kl+mz,dh. k-1=1))

2. Betrachte ¢ : R[X] — C, f — f(i), ein surjektiver Ringhomomorphismus (UE).
Behauptung: Ker(p) = (X24+1) =R[X]- (X2 +1) ist Hauptideal.
E— ~—_——

Hauptidealklammern

ist klar, weil i2 4+ 1 =0, d.h. (X2 + 1) = 0 und somit

o(f - (X2 + 1) =0(f) - p(X>+1)=0
0
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wird in UE besprochen.

Isomorphiesatz: R[X]/(X?2+1)=C, : f+ (X2 +1) — f(4)

o fliracRist pla+ (X2+1)=a€R [f=adq]
e fiir X € R[X] erhalten wir (X + (X2 +1)) =i [f = 2z],
dh @ bX +(X%2+1)) = bi

go(a+f +(X*+1)=a+bi

Also ist Rechnen in komplexen Zahlen wie Rechnen in R[X] modulo (X2 + 1).

4.4 Hauptidealringe und euklidische Ringe

Definition:

Sei R ein Integritédtsbereich.

(i) R heifst Hauptidealring, wenn jedes ideal I in R ein Hauptideal ist, also
I = (a) = Ra fiir ein a € R.

46

(ii) R heikt euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung ¢ : R/{0} — N gibt mit folgender

Eigenschaft:
Va,be R\{0} 3¢,r€ R: a=¢q-b+rund 6(r) < (b), falls r # 0

(Division mit Rest)

Beispiele:

1. Z ist Hauptidealring, denn wie in 4.3 bemerkt ist jedes Ideal in Z von der Form mZ

mit m € N, mZ = (m).

In Z kann 6(k) = |k| verwendet werden und Division mit Rest gilt, also ist Z auch

ein euklidischer Ring.

2. K ein Korper, dann ist (nach 3.6) K[X] ein euklidischer Ring mit 0(f) = deg(f) fiir

f#0

3. Z[X] ist kein Hauptidealring (und geméf néchstem Satz auch kein euklidischer Ring):
I'={2-fi+ X - falfi, fo € Z[X]} ist ein Ideal in Z[X] und I # {0}. Es ist 1 # I,

somit auch I # Z[X].

Wire Z[X]| ein Hauptidealring, so miisste es ein f € Z[X]| mit I = (f) = Z[X] - f

geben: Wegen 2, X € I gibt es g, h € Z[X], sodass
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2=g-f , X=h-f,also f = ag, g = by mit ag,by € Z und agby = 2, in
~——— ~—_———

=deg(g)=0=deg(f) (%)
() X =h-ap=h=ar-X und apa; = 1= a9 ==*1,dh. f==£1= (f) =Z[X]
—~—
=1
4

Satz: Ein euklidischer Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis:
Sei R ein euklidischer Ring und I C R ein Ideal.
Im Fall I = {0} = (0) fertig, also wird nun I # {0} angenommen:

setze M :={n € N| da € I\{0} : n =6(a)}

I#{0} = M #0; sei k =min M und a € I\{0} mit k = §(a)

Behauptung: I = (a)
I D (a) ist klar, bleibt z.z. I C (a)

wire b € I\(a), dann Division mit Rest:
b=gqa+rmit §(r) <d(a) =k falls r #0

o fiir r = 0 wiire b=qa € (a) 7

o fiir r £0ist (r) <kundr=_b — ga €= §(r) € M £zur Minimalitét von k
~
€l el

0

Korollar: K ein Kérper = K[X] ist ein Hauptidealring.

Bemerkung: Fiir einen Integritdtsbereich R ist dquivalent:
(i) R ist ein Korper
(ii) R[X] ist euklidisch

(iii) R[X] ist ein Hauptidealring
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4.5 Primideale und maximale ldeale

Problem: Nullteiler in Restklassenring kénnen entstehen, wenn (X + I)(Y + 1) = I, d.h.
—_—

XY+I
XY €I ohne, dass X € I oder Y € [ gilt.

Definition (1):
Ein Ideal P C R heift Primideal, wenn

(a) P#R

(b) a,be Runda-be P=ac Poderbe P

Bemerkung: {0} ist Primideal < R ist nullteilerfrei

Satz (1): R ein kommutative Ring mit 1 # 0, P C R Ideal:

P Primideal < R/P Integritétsbereich

Beweis:

a + P ist Nullteiler in R/P = 3b € R\P :

(@a+P)-b+P)=P=abePE aecP=a+P=P [Nulklasse|

ab+P

abe P = (a+P)(b+P) =ab+P =0+P = a+P =Poderb+P =P =a € Poderbe P

Definition (2):
Ein Ideal M C R heillt maximales Ieal, wenn

(a) M #R
(b) Aldeal IC Rmit M CTC R

[(b) <V Ideale I C Rmit I D M = I = R oder I = M|

(Es kann verschiedene maximale Ideale geben.)
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Satz (2): R ein kommutativer Ring mit 1 # 0, M C R ein Ideal:

M maximales Ideal < R/M Koérper

Beweisskizze:

e falls1 € M, dann M = Rund R/M = {0+ M} kein Kérper und M nicht maximales
Ideal

e 1¢ M= R/M Ring mit 1 + M # 0+ M. Nach Satz (ii) und (iii) in 4.1 (bzw. UE)
ist R/M ein Korper <& R/M besitzt keine nichttrivialen Ideale < AI C R Ideal mit
MCICR.

Korollar: R ein kommutativer Ring mit 1 # 0, dann ist jedes maximale Ideal auch ein

Primideal.

Beispiele:

1. In Z ist jedes Ideal von der Form mZ; 0-7Z = {0} und 1-7Z = Z keine maximalen

Ideale; also m > 2:

L = Z/mZ Integritétsbereich oo, Bl Zy, Korper < m Primzahl

(& mZ Primideal) (& mZ maximales Ideal)

also: mZ Primzahl & mZ maximales Ideal < m Primzahl

Weiters: mZ C nZ < m = nk mit k € Z < n|m

Somit: mZ ist im maximalen Ideal pZ enthalten, wenn p Primteiler von m ist.

2. K[X] mit Kérper K (Hauptidealring). Sei a € K und ¢ : K[X] — K, f —
f(a)...Auswertng bei a
e ¢ Ringhomomorphismus

o feKer(p)& fla)=0= f=(X—-a)g, g € K[X]= Ker(¢) C (X—a)-K[X];
da Ker(y) Ideal und K[X] Hauptidealring, muss Ker(y¢) = (X —a) - K[X]| =
(X — a) gelten.

o o surjektiv, weil Vb € K : ¢(b) = b
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Isomorphiesatz = K[X]|/(X —a) = K..Kérper = (X —a) = Ker(p) ist maximales
Ideal in K[X]

3. Betrachte nun ¢ : R[X] — C, f~— f(i) [Variable von 2., ¢ R]

e © Ringhomomorphismus (vgl. UE)

e Ker(p) = (X?+1) (vgl. UE)

o o surjektiv, weil ¢(a) = a Va € R und ¢(X) =1, also p(a +bX) =a +ib
Isomorphiesatz = R[X]/(X2 + 1) = C... Kérper = (X2 + 1) maximales Ideal
in R[X]

Bemerkung:
(1) In C[X] sind maximale Ideale von der Form (X — ), A e C

(ii) Jedes Ideal in einem kommutativen Ring mit 1 # 0 ist in einem maximalen Ideal

enthalten (Auswahlaxiom).



Kapitel 5

Teilbarkeit und Irreduzibilitat in

Integritatsbereichen

(R ist nun immer ein Integritdtsbereich, also kommutativ mit 1 und nullteilerfrei, 1 # 0. )

5.1 Irreduzible Elemente

Definition:
q € R heiflt irreduzibel, wenn:

(a) ¢#0und g ¢ R*
(b) falls ¢ = a - b mit a,b € R, dann a € R* oder b € R*

andernfalls nennen wir ¢ reduzibel.
Also sind 0, Einheiten und Produkte von Nichteinheiten reduzibel.

Beispiel:
7> = {—1,41} und die irreduziblen Elemente in Z sind genau die Primzahlen und ihre

negativ gespiegelten Zahlen.

Satz: R Hauptidealring und a € R irreduzibel = R/(a) ist ein Korper.
(Verallgemeinerung von p Primzahl = Z, = Z/pZ Korper)

Beweis:

R/(a) ist kommutativer Ring mit Einselelement |# (a)].

noch z.z.: Jedes b+ (a) # 0+ (a) ist invertierbar:

b+ (a) # (a) = b ¢ (a) = I :={zxa+ yblx,y € R} D (a) (wir schreiben I = (a,b)).

I ist (das von a und b erzeugte) Ideal:

o I #0; (x1a+y1b) — (w2a + y2b) = (v1 —x2)a+ (1 —y2)b €1

ol
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e 2€ R, zat+ybel =z (za+yb) = (zx)a+ (2y)b €1

R Hauptideal = 3c € R : I = (¢); [(¢) 2 (a)]. Wegen a € I 3d € R : a = d - c. Wire
d € R*, dann ¢ = d~'a € (a), also (¢) C (a)f

Somit d ¢ R*; a irreduzibel= ¢ € R*; daher R=(¢)=1=1¢€1

=3dr,y € R:1=za+yb, dh. yb—1 € (a); also (y+ (a)) - (b+ (a)) =yb+ (a) =1+ (a),
d.h. b+ (a) ist invertierbar.

Bemerkung: p # 0,p ¢ R*, dann gilt:
p irreduzibel < (p) maximal als Hauptideal

[d.h. fa € R: (p) S (a) S R; Beweis als UE|

5.2 Teiler und Primelemente

a € R heift Teiler von b € R, wir schreiben a|b, wenn gilt:
Jee Rmitb=c-a

Einfache Eigenschaften:

(i) alb & (5) € (a)

(ii) «a|0, 1]a, ala; Ola<a=0

(iii) alb und blc = alc; albund c|d = aclbd
(iv) alby und alby = a|(z1b1 + x2ba) V1,70 € R
(v) a|l & a € R*

(vi) alb = (ax)lb Vz e R*
(«= folgt aus z = 1)

(Alle Beweise unmittelbar klar; (vi): b= ca = b = c(z"'z)a = (cx™1)(za).)
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Bemerkung: Diese Eigenschaften sind allesamt bekannt aus der Zahlentehorie fiir R = Z,
mit der Spezialsituation, dass Z* = {—1,+1} besonders einfach ist, sodass in Z : a|b <

a|(—b). Allgemeiner: a ~ b :< alb und bla, a und b heifen dann assoziert.
a~bsJreR :b=x-a< (a) = (b)

(Beweis als UE)

Definition:

p € R heiftt Primelement oder prim, wenn:

(a) p#0und p ¢ R*

(b) falls p|(ab) mit a,b € R, dann p|a oder p|b.

Lemma: Jedes Primelement ist irreduzibel.

Beweis:

Sei p = a - b, dann muss also p|a oder p|b gelten. O.B.d.A. p|a, somit:

306R:a=cpz>;g=abz(cp)b:(cb)pK:Z>Rcb:1:>b€RX

(Verwenden, dass p = 1(ab), p prim)

Beispiel:
In Z sind genau die Primzahlen und deren Negative die Primelemente. Wir werden gleich
sehen, dass die Begriffe irreduzibel und prim in Hauptdiagonalringen immer zusammen-

treffen.
Bemerkung: p # 0, p ¢ R*, dann gilt:

p prim < (p) Primideal
(Beweis als UE)

Satz: In einem Hauptidealring stimmen die Begriffe Primelement und irreduzibles Element

iiberein. Weiters ist ein Ideal ein Primideal genau dann, wenn es ein maximales Ideal ist.
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Beweis:
Wir wissen bereits, dass ,prim = irreduzibel“ (obiges Lemma) und ,maximales Ideal =
Primideal“ (Korollar in 4.5) gilt.

e ist p irreduziel im Hauptidealring R R R/(p) Kérper =15 gt 2 (p) maximales
bige B
Ideal = (p) Primideal »E pem prim.
obige Bem.

e ist / Primideal im Hauptidealring R = 3p € R : I = (p)

reduzibel *' 2% R/(p) Kérper 5 Bgte 2 (p) maximales Ideal

p prim = p ir-

! I maximales Ideal

b

2

Beispiel:
Z[X] kein Hauptidealring (4.4, Bsp. 3). X € Z[X] Primelement: X|(f-g) = X|f oder X|g,
daher (X) Primideal, aber nicht maximal: (X) C (2, X) C Z[X] (siehe 4.4, Bsp. 3)

5.3 Eindeutige Primfaktorenzerlegung

Ohne Beweise soll an dieser Stelle erwédhnt werden, dass jeder Hauptidealring - also spzeilell
Z und K[X] fiir einen Korper K - sowie auch Z[X] (kein Hauptidealring) die folgende Ei-
genschaft besitzen:

Fiir jedes a € R, a # 0 und a ¢ R* gibt es irreduzible (oder gleichwertig prime) Elemente
qi,---,qr € Rmit a = q - ... - ¢ und diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge

und Einheiten als Faktoren.

Solche Integritatsbereiche heiffen faktorielle Ringe (oder auch Gaufs’sche Ringe oder
ZPE-Ringe).

Es kann dann eine Teilmenge P C R von Primelementen (bzw. irreduziblen Elementen)
ausgewdhlt werden (je ein Vertreter fiir alle assoziierten Elemente), sodass wir schreiben

konnen (mit ,endlichem* Produkt):

a=e(a)- H prr(@

peP

mit e(a) € R*, vp(a) € N, nur endlich viele # 0.
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5.4 Irreduzibilitat von Polynomen

Erinnere: R[X]|* = R* fiir Integritétsbereich R (Sétzchen in 3.6). Also:

f € RIX|" & f=apmit ag € R*

Beispiele (fiir die Anderung der Irreduzibilitit beim Ubergang zu anderem Grundring):

1. f=2X irreduzibel in Q[X], reduzibel in Z[X]:

e in Z[X]: f=2-X und weder 2 noch X sind Einheit
o in QX]: 2X =g-h = deg(g) +deg(h) =1. O.B.d.A deg(g) =0, deg(h) =1,
d.h. g = ag, h = by + b1 X. Somit

2X:a0-(b0+b1X):a0b0+agle:>a0b0:O,aob1:2:> ao#o ,bp =10
——

=g Einheit
2. f =2 ist reduzibel in Q[X], irreduzibel in Z[X]:

e In Q[X]: 2 ist invertierbar, also eine Einheit
e inZ[X]: 2=g-h=deg(g) =deg(h) =0. 2 = apby = (ap =2 A by = 1) oder

Einheit
(ap = 1 Abg = 2) = g oder h ist eine Einheit.
——

Einheit

3. X2 + 1 ist irreduzibel in R[X], reduzibel in C[X]

e in C[X]: X2+1= (X —i)(X +1) - beide Terme sind keine Einheiten, weil
deg > 0.

e In R[X]: wissen aus 4.5, Bsp. 3, dass (X2 + 1) maximales Ideal ist, weil
R[X]/(X?% + 1) = C Kérper, somit X2 + 1 irreduzibel nach 5.1.

Kann aber auch direkt bewiesen werden, z.B. so:

X2 +1=g-h= deg(g) +deg(h) = 2. deg(g) = 0 oder deg(h) = 0 ergibt, dass
g oder h Einheit ist, weil R ein Korper ist.

Bleibt deg(g) = deg(h) = 1 zu betrachten, d.h.

b
g=ao+aX, h:bo+b1Xal’g¢0X2+1:albl(X+@)(X+b—0):>X2+1
aj 1

hat reelle Nullstellen —20 —Z—?, aber X241 > 1 hat keine reellen Nullstellen £

ay’

4. a € R = X — a irreduzibel in R'[X] fiir jeden Oberring R’ von R (mit demselben

Einselelement):

X—a=fg=f=ay, g=>bo+b1 X = ap:by =1 = a9 € R* C (R')* = f ist Einheit
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Also: In K[X], K Korper:

e aX +b teilt f < f hat Nullstelle —2
o fe K[X], deg(f) =2: f irreduzibel < f hat keine Nullstelle in K

Bemerkung: Beispiel 2.) (2 reduzibel in Q[X] und irreduzibel in Z[X]) ist ein Ausnahme-
fall (man kénnte auch ,Unfall* dazu sagen), denn fiir f € Z[X] mit deg(f) > 1 gilt der

Irreduzibilititssatz:

f irreduzibel in Z[X] = f irreduzibel in Q[X]

Irreduzibilitat in K[X]| filr K Korper:

Wegen K* = K\{0} sind alle Polynome vom Grad 0 Einheiten in K[X], und dies sind alle

Einheiten, also

K[X]* = {f = aolao € K\{0}} = {f[deg(f) = 0}

Ist f = ¢g-hund g oder h eine Einheit in K[X], dann folgt also f = ag-¢ mit ap € K\{0},
g € K[X], d.h. irreduzible Polynome f € K[X] erfillen deg(f) > 1 (sonst f = 0 oder

f = ap mit ag # 0) und lassen sich nur durch Herausheben eines konstanten Faktors # 0 als

/ Einheit
Produkt von Polynomen aus K[X] zerlegen.

Insbesondere haben irreduzible Polynome vom Grad > 2 keine Nullstellen in K. (Umkeh-
rung gilt nicht: (X2 + 1)(X2 + 1) ist irreduzibel und hat keine Nullstelle in R).

Bemerkung: In K[X], a,b € K:
e aX +b teilt f < f hat Nullstelle —2 (€ K)

e Fiir deg(f) = 2 gilt: f irreduzibel < g hat keine Nullstellen in K
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Grundlegende Begriffe

6.1 Charakteristik

R ein Ring mit 1, n € N, a € R, dann setze n-a := a+...+a (bzw. 0-a = 0),
——
n—mal
(—n)-a:=n-(—a).
¢:Z— R, n— n-1ist Ringhomomorphismus = ker(y) ist Unterring (= Untergruppe)
= dm € N: ker(¢) = mZ
Wir nennen char(R) := m die Charakteristik von R.
e char(R) = 0 heifit, dass ¢ injektiv Z — R ist

e falls char(R) > 0, dann gilt

char(R) = min{k € N|k >0, k-1 =0}

Satz: K Korper = char(K) = 0 oder char(K) ist Primzahl.

Beweis:

Sei m = char(K) und m > 1 [char(K) wiirde 1 = 0 implizieren, was fiir einen Kérper
unmoglich ist.] Ware m nicht prim, dann 3k, e N: m=k-[, 1<k, l<m=0=m-1=
(kl)-1=(k-1)-(1-1)....K Kérper! = k-1=0oder [-1=0= char(K) <m ¢

28
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6.2 Grad einer Korpererweiterung

Sei F' C K eine Korpererweiterung (F' Unterkorper von K), wenn L weiterer Unterkorper

von K mit F C L, dann nenen wir F' C L C K einen Zwischenkérper.

Beispiel:
QCRCC

m Idee: K kann als Vektorraum iiber F' angesehen werden: Vektoraddition in K, skalare
Multiplikation F' x K — K, (z,y) — -y mittels Einschrankung der iiblichen Multiplika-

tion in K.

Definition:
Der Kérpergrad von F' C K ist

[F: K] :=dimp(K)...Vektorraumdimension von K als F-Vektorraum

Beispiele:

1. [C:R] =2...dimg(C) (klar)

2. R : Q = oo, denn wire R als Q—Vektorraum endlichdimensional mit Basis
T1,.., Ty €ER
=R = {)\1$1 =+ ...+ )\nxnp\l)\n € Q}

R ist iiberabzdhlbar, diese Menge 7 ist abzidhlbar, da sie gleichméchtig mit Q" ist =
Widerspruch 4

Satz (Gradformel): F C L C K Zwischenkdrper = [K : F] = [K : L] - [L: F)]

Beweis:

Falls dimy (K) = oo oder dimp(L) = oo, dann auch dimp(K) = oo, denn eine L-linear
unabhéingige Menge in K ist sicher auch F-linear unabhéngig bzw. eine F-linear unabhén-
gige Menge in L ist auch F-linear unabhéngig in K O L.

Bleibt also der Fall [L : F] =m < oo und [K : L] = n < oo zu betrachten:

Sei x1, ..., Ty, Basis in F-Vektorraum L und vy, .., y, Basis im L-Vektorraum K. Wir zei-
gen: {z; -yjli =1,..,mund j = 1,...,n} ist Basis im F-Vektorraum K (das ergibt m -n

Basiselemente, also fertig).

e y € K beliebig hat eindeutige Darstellung y = byy1 + ... + by, mit by, ...,b, € L.
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Vj : es gibt eindeutige Darstellung b; = a1 - 1 + ... + apj - Ty, mit a;; € F, daher

Yy = Z a;ijz;yj, also span{z; - y;} = K
i’j

o {z;y;li=1,...,m, j=1,...,n} ist linear unabhéngig tiber F:

%\a?/xlyj :Oig (Z:a”:m) Yj =0
—_———

eFr
eL

(y; linear unabhéngig iiber L)
:>\V/j : Zaijxi =0
i
(z; linear unabhéngig iiber F')

= Q5 = 0 Vivj

Korollar: F C L. C K Zwischenkorper und [K : F| < oo, dann gilt:
(a) [K:L|=[K:Fl|=F=1L

(b) [K : F] Primzahl = FF =L oder L = K

Beweis: (a) [K:F])=[K:L]:[L:F]=[L:F]=1,also wegen L D F als Vektorraum

#00
L=F
(b) [K:F|=[K:L-[L:Fl=[K:Ll=1oder[L:F]=1=K=Loder L=F
——
prim
O
Beispiel:

[C : R] = 2 prim = es gibt keine echten Zwischenkérper R C L C C!
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6.3 Adjunktion von Elementen

Sei F' C K eine Koérpererweiterung und A C K
F(A).. kleinster Zwischenkorper F' C F(A) C K mit A C F(A)
F[A].. kleinster Unterring von K mit FF U A C F(A)

Beispiele:
1. F=R, K=C, A= {i}:{a+bila,b € R} =R(i) = C, weil R(7) # R und 7 echter
Zwischenkdérper RC L C C

2. Im Falle A = {a} schreiben wir F[A] = Fla], (F(A) = F(a)), es gilt

Fla] = {f(a)|f € F[X]}

denn o, : f — f(a) ist Homomorphismus F[X]| — K, daher S = o,(F[X]) =
{f(a) € K|f € F[X]} ein Unterring von K mit a € S, weil 0,(X) = a; somit
Fla] C S;ist R ein Unterring von K mit a € Rund F'C R = f(a) € RVf € F[X],
weil f = by + ... + b, X" ergibt f(a) = by + ... + bpa™ € R, also S C R; somit S
minimal, d.h. Fla] = S.

3. Ohne Beweis: {a-b!|a,b € F[A],b# 0} = F(A) = Q(F[A])...Quotientenkérper

4. (Bsp-Fortsetzung:) R[i] = {f(i) € C|f € R[X]} mit f(X) =a+bX (a,b € R) ergibt
sich f(i) = a + bi, also R[i] = R(i) = C.

Bemerkung: F(A; U As) = ((F(A1))(Az), speziell F({a1,a2}) = (F(a1))(az)

6.4 Algebraische und transzendente Elemente

Definition:
Sei K D I eine Korpererweiterung.
a € K heift algebraisch iiber F, falls 3 Polynom f € F[X],f # 0 mit f(a) =

Andernfalls heiflt a transzendent iiber F

Bemerkung: (i) Ya € K : a algebraisch iiber K, denn f = X —a € K[X] hat eine
Nullstelle in a.

(i) K = F(X) D F, (F(X) eine rationale Funktion): hier ist X transzendent iiber F,
denn Vf € F[X] mit f # 0ist f(X) = f # 0 [vgl. U-Aufgabe 34(b)].
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(iii) (Ohne Beweise:) e und 7 in R sind transzendent iiber Q.

Betrachte den Einsetzungshomomorphismus
0. FIX] > K, f— f(a)
Es gilt (klarer Weise):

e a transzendent tiber F' < ker(o,) = {0} < 0, ist injektiv

e a algebraisch iiber F' < ker(o,) # {0}

Satz: Ist a € K D F transzendent iiber F', dann gilt:
(a) o, ergibt Isomorphismen F[X]| — Fla] und F(X) — F(a)

(b) [F(a): F] = o0

Beweis:

(a) Haben in 6.3 gesehen: Fla] = 0,(F[X]) und o, ist injektiv, daher Fla] = F[X], somit
auch P(a) = Q(Fla) = Q(F[X]) = F(X).

(b) {1,X,X?% X3,..} ist eine unendliche linear unabhingige Menge im F-Vektorraum
F[X] = Fl[a], daher auch im F-Vektorraum F(z) = F(a) = dimp(F(a)) = oo

Insbesondere folgt aus (b):
(%)[F(a) : F] < 0o = a algebraisch

was wir aber noch einmal direkt durchspielen kénnen:

Sei dimp(F(a)) = n, dann sind die n + 1 Vektoren 1,a,a?, ...,a™ sicher linear abhingig,
d.h. INg, ..., Ay € F (nicht alle 0): \g- 1+ A1 -a+ ... + \pa™ = 0, d.h. f(a) = 0 fiir
F =X+ MX + ...+ A X" € F[X], f 0.

Lemma: Sei a € K algebraisch {iber F, dann gibt es ein eindeutiges nomiertes Polynom
fa € F|X] mit deg(fs) > 1, sodass ker(o,) = (fa) gilt. f, heit Minimalpolynom von a
iiber F.
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Beweis:
Wir wissen, dass ker(o,) # {0} gilt. Laut Korallar in 4.4 ist F[X] ein Hauptidealring,
daher Jg € F[X] : ker(o,) = (g). Laut Beweis von Satz in 4.4 haben wir

deg(g) = min{deg(f)|f € ker(os), f # 0}

Wir kénnen ¢g normieren (d.h. Leitkoeffizient gleich 1 erreichen), indem wir geeignet mul-
tiplizieren:

dee F: fy:=c-g¢€ (g) =ker(o,) normiert

Somit gilt (f,) = ker(o,), fo normiert und von minimalem Grad.
Ist hy € F[X] ebenfalls normiert mit h, € ker(o,) und deg(h,) = deg(fa), dann folgt
he =71+ fo mit f € F[X], deg(r) =0, also r € F. Da h, und f, normiert, folgt r = 1.

6.5 Eigenschaften des Minimalpolynoms

Sei F' C K eine Korpererweiterung.

Lemma: Fiir a € K und f € ker(o,) normiert sind dquivalent:
(i) f ist das Minimalpolynom von a

(ii) Vg € ker(o,),g # 0 : deg(g) > deg(f)

(iii) f ist irreduzibel in F[X]

Beweis:
(1)=(@i):| f = fo und g € ker(o,) = (fo) = Fh € F[X], h#0:9g="h" fa,
deg(h - fa) = deg(h) + deg(fa) > deg(fa)

(ii)=-(iii): | Sei f = g-h mit g,h € F[X] = 0 = f(a) = g(a) - h(a) = g € ker(o,) oder
h € ker(o,), wegen deg(f) < deg(g) oder deg(f) < deg(h) muss g oder h den Grad 0
haben, d.h. g € F* oder h € F*

(ili)=-(i): | Wegen f € ker(o,) = (fa) Jh € F[X], h #0: f = h- f,. Wegen f, ¢ F*

(Grad > 1!) muss nach (iii) h € F* gelten. f und f, normiert = h =1, also f = f,

0
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Satz: a algebraisch iiber F, f, € F[X] das Minimalpolynom, dann gilt:

(a) Fla] = F(a) = F[X]/(fa)
(b) [F(a): F] = deg(fa)

(c) n=deg(f,) = 1,a,a?,...,a" ! ist Basis des F-Vektorraumes F(a).

(Erinnere: 0, : FIX] = K, f — f(a).)

Beweis:

(a)

(fa) = ker(oq), Im(o,) &3 F[a]. Isomorphiesatz = Fla] = F[X]/(fa.), fa ist nach
Lemma irreduzibel, daher ist F[X]/(f,) und somit F[a] ein Kérper (Satz 5.1), also
F(a) = Fla]

Zunachst Behauptung
(%) Fla] ={h(a) € K|h € F[X], deg(h) < deg(fa)}

denn: b € Fla] = 3g € F[X] : b = g(a). Division mit Rest: ¢ = ¢ - fo + h mit
deg(h) < deg(fa). Es ist insbesondere g(a) = g(a) - fo(a) +h(a) = g(a) = h(a), d.h.

——
0

b € rechter Seite in (x). F[a] D rechter Seite in (x) ist klar. Sei also n = deg(f,) -
nach (x) gilt

Fla] = {Xo+ X a+ ...+ 10" Yo, s Adn_1 € F} =

= span{1,a,a?, ...,a" '} im F-Vektorraum Fl[a] = F(a)

n—

noch zu zeigen: 1,a, ...,a" ! sind linear unabhingig.

Angenommen I\, ..., \p—1 € F mit (Ao, ..., \p—1) # 0 in F", sodass

Ao+ A1a+...4+ 10"t = 0, dann wiire f := Ao+ M X +...+ A1 X" 1 € FIX], f#0
mit f(a) = 0 und deg(f) < deg(f,)#

Somit ist 1,a,...,a” ! Basis von F(a) (also gilt (c)) und [F(a) : F] = n = deg(f.)
(also gilt (b)).

Beispiel:

F=Q acCmitb:=a%2 € Q abera ¢ Q (zB. a =i oder a = \/(2),...), dann ist
X2 —b e Q[X] irreduzibel [sonst X2 —b = (X —b1)(X — bs) und by, by € Q Nullstellen von
X2 —b= {b1,b2} = {a,—a} € Q].
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Da X? — b auch normiert ist, ist f, = X? — b das Minimalpolynom von a iiber Q.

[Q(a) : Q] = deg(fa) = 2 und Q(a) = Qla] = {a + fala, § € Q}

1 a — Ba o — Ba « -6

a+Ba (a+pPa)(a—1a) o2 — [2a2 _a2—52b+a2—62b

-a € Q(a)

6.6 Kurzer Ausblick

(A) | Korpererweiterung K O F heift algebraisch, falls jedes a € K algebraisch {iber F

ist.

Im Falle [K : F] = n < oo (,endliche Korpererweiterung“) ist K O F algebraisch,
denn fiir a € K muss 1,a,...,a" linear abhingig sein, d.h. 3Ny, ..., \,, € F (nicht alle 0):
A+Ma+ ...+ 20" =0,dh. f:=X+MX+ ...+ X" FIX], f#0und f(a) =0.
Insbesondere ist C D R algebraisch. (Konkret tritt w = a + bi als Nullstelle von

(X —(a+0bi)) (X —(a—0bi)) = X% —2aX + a® + b? € R[X] auf.)

(B) | Ein Kérper K heift algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f € K[X]
mit deg(f) > 1 mindestens eine Nullstelle in K hat.

Durch sukzessive Anwendung von 3.7 (Nullstellen ~ Linearfaktoren) kénnen wir also

f € K[X]mit n = deg(f) > 1in diesem Fall immer in der Form f = a-(X —xz1)-....(X —xy,)
schreiben mit a € K*. x1,...,z, € K (die Nullstellen). Also:

K algebraisch abgeschlosse n< jedes irreduzible Polynom in K[X] hat Grad 1

Fundamentalsatz der Algebra:

C ist algebraisch abgeschlossen. (Ohne Beweis).
Jronie dabei“: Es gibt keinen rein algebraischen Beweis davon (Topologie oder komplexe

Analysis oder Analysis...)

Reelle Fassung: f € R[X]| mit n := deg(f) > 1 hat Darstellung
f=(X—-z1) .- (X—=2m)-9g1" .. gr, wobel m+2r = n, x1, ..., 2, die reellen Nullstellen

und gy, ..., g, irreduzible quadratische Polynome in R[X] sind.

Bemerkung: Ein algebraisch abgeschlossener Kérper muss unendlich viele Elemente besit-
zen.

(Denn andernfalls K = {ag, a1, ..., a, } hitte Polynom f := (X —ag) (X —a1)-....(X—ay)+1
in K[X] ohne Nullstelle, weil f(a;) =1 (j =1,...,n).
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(C)|Fiir f:=ap,X"+...4a, X" +...4+a1X +a9 € F[X] ist formale Ableitung definiert
durch

flf=n-a, X" '+ . . +r-a, X" +..+a €F[X]
Rechenregeln fiir F[X| — F[X], f— f"
e Va,be F, Vf,ge F[X]: (af +bg) = af + bg" (F-Linearitét)

e (f-9=/f -9+ f ¢ (Produktregel)

Satz: f € F[X], deg(f) > 1, dann ist dquivalent:
(i) 3 Erweiterungskorper K O F', in dem f mindestens eine mehrfache Nullstelle hat

(ii) f und f’ haben in F[X] einen gemeinsamen Teiler g € F[X] mit deg(g) > 1

Bemerkung:
(i) Ist = Nullstelle von f € F[X], dann gilt Vielfachheit von

x :=max{r € N(X —z)" teilt f}

(ii) char(K) = 0 = Vielfachheit der Nullstelle 2 = max{r € N|f(z) = ... = f~V(z) = 0}

(D)| Wenn f = X" + a1 X" '+ ... + a1X + a9 € K[X] vollstiindig in Linearfaktoren
zerfallt, d.h. f= (X —x1)-...- (X —x) mit 21, ...,x, € K, dann ergibt sich leicht fiir die

Koeflizienten als Funktion der Nullstellen

apg=(—1)"-z1-22-... T

ar=(—D)"1t (o230 Ty FT1TZ e Ty b F T T 1)

ap—1=—(z1+ 22+ ... +p)
- sogenannter Wurzelsatz von Vieta. Rechts stehen symmetrische Funktionen, d.h. Permu-

tation der x1, ..., T, dndert nichts!

Frage nach Auflésung obiger Formeln nach 1, ..., x, als Funktion der Koeffizienten aq, ..., an—1
entspricht also der Suche nach Lésungsformeln fiir Nullstellen allgemeiner Polynome, méog-
lichst nur durch Summen und Wurzeln in eventuellen Erweiterungskorpern (,Auflésung
durch Radikale®), einem sogenannten Zerfdllungskérper K fir f € F[X], also K O F
so, ,dass f in K in Linearfaktoren zerfillt und K moglichst klein gewdhlt werden kann.
Klarung der Frage gelingt auf Umweg iiber die Gruppentheorie: Sei K O F Korperer-
weiterung, Aut(K; f) := {¢ € Aut(K)|p/r = idp} Gruppe der Kérperautomorphismen
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p: K — K, die F fix lassen.
Wenn K D F Zerfallungskorper von f € F[X] ist, so heifst

Gal(f; F) := Aut(K; F)
die Galoisgruppe von f iiber F.

Galoistheorie liefert Korrespondenz:

Zwischenkorper von K O F' < Untergruppe von Aut(K; F)

Wenn char(F) = 0, dann gilt fiir f € F[X]:

f ist durch Radikale auflosbar < Gal(f; F') ist eine auflésbare Gruppe

d.h. 3 Untergruppen Ny, N, ..., Ny, von Gal(f; F), sodass G = Ny > Ny > ... > N = {e}
und N;/Njy ist abelsch (j =0,...,k —1).

Fiir allgemeines Polynom n-ten Grades (d.h. mit Koeffizienten als symmetrische Funktion
von n Variablen) lisst sich die Galoisgruppe mit der Permutationsgruppe S,, identifizieren
(als isomorphes Bild).

Weil man zeigen kann, dass S, fiir n > 5 keine auflésbare Gruppe ist, folgt, dass es keine
allgemeine Losungsformeln durch Radikale fiir Polynomgleichungen vom Grad > 5 geben
kann!

Fiir Grade 2, 3,4 sind Formeln bekannt. Fiir spezielle Typen/Klassen von Polynomen ho-

heren Grades kénnen Auflsungen durch Radikale gelingen, z.B. Kreisteilungspolynome.



Kapitel 7

Anwendung auf Konstruktion mit
Zirkel und Lineal

Zeichenebene R?, vorgegebene Teilmenge M C R%. Wir werden die Menge, der aus M mit
Zirkel und Lineal (ohne MaReinheiten darauf) exakt konstruierbaren Punkte im R? mit
Hilfe algebraischer Begriffe und Methoden beschreiben.

7.1 Die geometrischen Konstruktionsregeln

Typ I: Schnittpunkte nicht paralleler Geraden.
gegeben: e

konstruiert: o

Typ II: Schnitt Gerade mit Kreis

gegeben: e ;

konstruiert: o

Typ lI: Schnitt zweier Kreise
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gegeben: o

konstruiert: o

Definition:

M C R?, dann besteht die Menge Kon(M) C R? aus jenen Punkten p € R?, fiir die es ein
n € N und eine Kette von Teilmengen M = My C M; C ... C M, von R2 gibt, sodass
jedes M; aus M;_; durch eine Konstruktionsregel I,1I oder 111 entsteht und p € M, gilt.
Kon(M) heifst die Menge der aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte. In

jedem Schritt kommen 0, 1 oder 2 Punkte hinzu!

7.2 “Algebraisierung” von Kon(M)

Wir identifizieren R? mit C, damit wir die Koérperstruktur von C verwenden konnen.

Satz: Sei M C C mit 0,1 € M und setze
M = {z|z € M}
Dann gilt:
(i) Kon(M) ist Unterkérper von C
(ii) Q(M U M) ist Unterkdrper von Kon(M) und Kon(M)=Kon(M)

(iii) b € C und b? € Kon(M) = b € Kon(M)

(in Kon(M) kénnen also Quadratwurzeln konstruiert werden).

Beweisskizze:
ad (i): a,b € Kon(M)
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%ewwe; .

(et lnfe )
OD\ /0“{1’““w~«

IL|

ad (ii): 0,1 € M = Z C Kon(M) weil Kon(M ) Kérper muss Q = Q(Z) C Kon(M ); wegen
M C Kon(M) = Kon(M) (leicht zu sehen) auch Q(M U M) C Kon(M).

————O——
042 3 4-

ad (iif):

e fiir x € R, > 0 konstruiere \/z wie folgt:

T/v{@/&f,//\vo,}: Li . A

e fiir z € C mit |z| = 1 einfach Winkelhalbierung fiir Wurzel.

- zusammen: b? € Kon(M) = b € Kon(M)

7.3 Eigenschaften des Koérpers Kon(M)

Fiir M C C mit 0,1 € M haben wir Zwischenkérper Q C Kon({0,1}) C Kon(M) C C; es
gilt

(1) Die Kérpererweiterung Kon(M) 2 Q(M U M) ist algebraisch (folgt aus Eigenschaft
(3) unten)
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(2) [Kon({0,1}) : Q] = o0

. . . . ; ; 4
Beweis: Sukzessives Wurzelziehen —1, 14, e/™/4, ... ¢™/2" .

Minimalpolynom von w,, := ¢”™/2?" iiber Q ist (w, ist eine 2"*'-te Einheitswurzel)
X?" +1, also Index > 2" Vn € N.

(3) Fiir z € C gilt: z € Kon(M) < 3 Kette von Zwischenkorpern

QMUM)=LyCLiC..CL CC
mit z € L, und [L; : L 1] <2 (j=1,..,7).

Beweisidee: Jeder Konstruktionsschritt ergibt héchstens 2 neue Punkte, die nicht im

bisherigen Teilkérper liegen, aber durch eine Wurzel erfassbar sind...

Korollar: M C C mit 0,1 € M, L:=Q(MUM), z € Kon(M) = [L(z) : L] = 2™ fiir ein

m € N. Insbesondere ist z algebraisch {iber L.

Dieses Korollar ist entscheidend fiir Unldsbarkeit einiger klassischer Konstruktionsproble-

me!

7.4 Das Delische Problem der Wiirfelverdoppelung ist unlos-

bar

Kantenlédnge [ eines Wiirfels mit doppeltem Volumen des Einheitswiirfels (also Kan-

tenldnge 1) konstruierbar? Wir missten | = 23 aus M = {0, 1} konstruieren.
Behauptung: 23 ¢ Kon({0,1})

Denn: Minimalpolynom von 23 {iber Q = Q({0,1}) ist X3 — 2; daher [Q (2

was keine 2er-Potenz ist!

ol
N———
&)
| SS—
Il
w

7.5 Winkeldreiteilung ist im Allgemeinen nicht exakt mit Zir-
kel und Lineal moglich

Natiirlich konnen gewisse Winkel, wie etwa 270° = 37” gedrittelt werden, d.h. es kann e™/?

aus {0, 1, e3™/2} konstruiert werden.

ia/3

Die Frage ist aber, ob fiir jeden gegebenen Winkel a € [0, 27] der Punkt z := €'*/* aus der

Menge M := {0,1,¢} mit ¢ := €' konstruierbar ist.
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Behauptung: ¢™/ ¢ Kon({0, 1, ¢*™/3}) fiir o = 120° = 21,
2 ¢
Beweis: ( = % =QMUM)=Q()=:1L

Wir werden [L(z) : L] aus der Gradformel bestimmen

2r _ 1 gn2r V3 — _laV3 21 9 1:;V3 423 1 3 V3
® cos T = —5,8ing =G also (= —5+1%5,(F =525 17y = -5~ =

L Y3 also (24 ¢ = —1, dh. (2 + ¢+ 1 = 0. ¢ ist Nullstelle von X2 + X + 1;

zweite Nullstelle ist ¢ ¢ Q; somit ist X2 + X + 1 das Minimalpolynom von ¢ in Q[X]

o 20423 41 =43 L 2m/3 11 = (24 (+1=0,dh. zist Nullstelle von
X604+ X3 +1 € Q[X] und X+ X3 + 1 ist irreduzibel (ohne Beweis, siche Fischer,
I, §5.6) = [Q(2) : Q] = 6. Wegen 2% = ¢ gilt L(2) = Q(O)(2) = QU{¢, 2}) = Q(2)
also [L(z) : Q] =6

e somit ergibt (x): 6 = [L(z) : L] - 2 = [L(2) : L] = 3 keine Zweierpotenz!

7.6 Die Quadratur des Kreises ist unmoglich

Kann die Seitenlinge [ eines Quadrats konstruiert werden, das flichengleich mit dem

Kreis vom Radius 1 ist?

Wir miissten | = /7 aus M = {0,1} konstruieren. Mit /7 wéire aber auch 7 aus
Kon({0, 1}]; insbesondere wire dann 7 algebraisch iiber L = Q({0,1}) = Q - Widerspruch

Z7ur Transzendenz von 7. s
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