Ubung: Algebra fiir LAK SS 15
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Sein € Nmit n > 1, (, := ™™, C, wieder die multiplikative Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln und Z,, die additive Gruppe der Restklassen modulo n. Zeige, dass
die Abbildung v: Z, — C,,, k + ¢*, wohldefiniert und ein Isomorphismus ist.

Zeige, dass exp: (R,+) — (R*,-) ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Was
ist sein Bild? Ist dies eine Untergruppe von (R*,-)?

Zeige, dass exp: (C,+) — (C*, ) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist, des-
sen Kern gleich {27min | n € Z} ist.

Sei G eine Gruppe und a € G. Ist die Linkstranslation l,: G — G, l,(z) = axz,
ein Homomorphismus? Zeige, dass die Abbildung L: G — S(G), a — [,, einen
Homomorphismus von G in die Gruppe S(G) aller bijektiven Abbildungen G — G
mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen ergibt.

1 2 3 1 2 3\. .
Betrachte 7 := (2 1 3) und o := (2 3 1) in der Permutationsgruppe Ss.

Zeige: H := {id, 7} ist eine Untergruppe von Sz und die Links- und die Rechtsneben-
klasse von ¢ bzgl. H sind verschieden.

Zeige: Ist H < G mit ind(G : H) =2, so gilt H<G.

Zeige, dass GL,(n,R) :={A € GL(n,R) | det A > 0} Normalteiler von GL(n,R) ist
und Index 2 hat.

Ist die Untergruppe O(2) auch ein Normalteiler von GL(2,R)?

Zeige: Der Isomorphismus 1 aus Aufgabe 10 entsteht als Abbildung @ geméaf3 erstem
Isomorphiesatz (VO, 2.5) zum Homomorphismus ¢: Z — St k + (¥ aus 2.1, Beispiel
3) der VO (fiir m = n).

Zeige, dass SL(n,R) = {A € GL(n,R) | det A = 1} Normalteiler von GL(n,R) ist
und wende den ersten Isomorphiesatz auf det: GL(n,R) — R* an, um zum Ergebnis
GL(n,R)/SL(n,R) =2 R* zu gelangen.



