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Blatt 7

”Quer durCh den Gemﬁsegarten“ (Kapitel bzw. Waldmann 4.1 bis 5.5)

Zeigen Sie, dass die Menge H := {<é Zl); ?) | z,y,z € R} eine Untergruppe der GL3(R)
bildet, die ebenfalls nicht kommutativ ist. Bestimmen Sie dann das sogenannte Zentrum
Z:={A€ H|VB € H: AB = BA} der Gruppe H und zeigen Sie, dass Z eine kommu-
tative Untergruppe ist. [H ist die (universelie tiberlagerung der) Heisenberggruppe.|

Sei V' ein Vektorraum iiber K und vy, ...,v,, € V linear unabhingig. Zeigen Sie:
Ist w e V und v; +w, ..., v, + w linear abhéngig, dann gilt w € span{vy, ..., v,}.
Gilt auch die Umkehrung?

(a) Gibt es eine Basis von P; := {p € K|z] | deg(p) < 3}, sodass keines der
Basispolynome den Grad 2 hat?

(b) Es sei vq, vg, v3,v4 eine Basis des K-Vektorraums V. Zeigen Sie, dass dann
V1 + V2, V2 + U3, U3 + Vg, V4

ebenfalls eine Basis von V ist.

Sei U := {(x1, T2, 73,74, 75) € R® | 11 = 379, 13 = T4}

(a) Geben Sie eine Basis fiir U an.

(b) Erweitern Sie die Basis aus (a) zu einer Basis von R®.

(c) Geben Sie einen Teilraum W von R® an, sodass R> = U @ W gilt.

(a) Sei V ein Vektorraum iiber K und vy, ...,v,, € V linear unabhéngig. Zeigen Sie:
Fiir jedes w € V gilt dimspan{v; + w, ..., v, + w} >m — 1.

(b) Seien po,p1,...,pm € Klz] mit deg(p;) = j fiir j = 0,...,m. Zeigen Sie, dass dann
Do, P15 - - - » Pm €ine Basis des Teilraums P, := {p € K[z] | deg(p) < m} ist.

(a) Es seien U und W zwei vierdimensionale Teilriume von C°. Zeigen Sie, dass
U NW zumindest zwei Vektoren enthalten muss, die nicht parallel sind.

(b) Es seien U und W zwei fiinfdimensionale Teilriume des R?. Zeigen Sie, dass U N W
einen Vektor ungleich 0 enthalten muss.

(c) Es seien U und W Teilrdume des R® mit dimU = 3, dimW =5 und R® = U + .
Zeigen Sie, dass dann R® = U @ W gilt.

Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K:

(a) Seien m € N und vy, ..., v, paarweise verschiedene Vektoren aus V', weiters setzen wir
A :={vy,...,v,}. Betrachten Sie die lineare Abbildung 7': K™ — V mit T'(xy,...,xy) =
101 + . .. + TpUy. Unter welchen Bedingung an A ist T injektiv bzw. surjektiv?

(b) Sei nun W ein weiterer K-Vektorraum und ® € L(V,W). Zeigen Sie, dass es einen
Teilraum U von V' mit den Eigenschaften U Nker ® = {0} und im ® = {Pu | u € U} gibt.



