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Blatt 6

Ein konkretes ,,e-9-Spiel“: Wir betrachten die stetige Funktion f: ]0,1] —» R, z +— 1/z.

(a) Geben Sie fiir beliebige ,Daten* zo € ]0, 1] und € > 0 explizite Bedingungen fiir ein 6 > 0
an, sodass fiir x €10, 1] mit |x — x| < § die Abschétzung |f(z) — f(xo)| < € garantiert ist.

(b) Sie werden in (a) beobachtet haben, dass die Wahl von ¢ auf wesentliche Art sowohl
von ¢ als auch von z, abhéngt. Zeigen Sie nun, dass im Falle der Funktion f sogar die
Abhéngigkeit von z bei festem e := 1/2 grundsétzlich nicht ,abgeschiittelt werden kann:
Konstruieren Sie zwei Nullfolgen (x,,), (y,) in ]0, 1] mit den Eigenschaften 0 < y,,—x, < 1/n
und |f(z,) — f(yn)| > 1. (Die Funktion f ist also nicht gleichmdfig stetig.)

Untersuchen Sie die Stetigkeit der beiden Funktionen z — [z] und x — [z] + /2 — []
auf dem Intervall ]0, 2].

(a) Begriinden Sie, warum eine Polynomfunktion ungeraden Grades mindestens eine
Nullstelle in R besitzen muss.

(b) Ist die rationale Funktion r: R\ {2} —» R, z "’f — stetig fortsetzbar auf ganz R?

Analysieren Sie die Funktion f: [1,2] — R, z — % beziiglich Monotonie (ohne
Differentialrechnung zu verwenden!) und Stetigkeit. Bestimmen Sie die Bildmenge f([1,2])

und erortern Sie die Moglichkeit einer Umkehrfunktion ¢: f([1,2]) — [1,2]7?

Zeigen Sie: Eine stetige Funktion f: [a,b] — [a, b] besitzt (mindestens) einen Fixpunkt
xo € [a,b], d.h. f(xo) = xo. Geben Sie eine Funktion g: [-1,1] — [—1,1] an, die keinen
Fixpunkt hat.

(a) Begriinden Sie moglichst kurz und prégnant, warum z +— sin(%) eine stetige

Funktion R \ {0} — R defniert.
(b) Ist die Funktion f:]0,00[— R, 2 +— /7 - sin(%) stetig fortsetzbar auf [0, co[?

T

Untersuchen und vergleichen Sie folgende Funktionen beziiglich Stetigkeit und Diffe-
renzierbarkeit: fi: R — R mit fi(z) := |z|, fo: [0,00[— R mit fo(x) := |z|, f3: | —00,0] —
R mit f3(z) := |z| und fy: [0, 00[— R mit fy(x) := /2.

Bestimmen Sie jeweils die Geradengleichung der Tangente an den Funktionsgraphen
im angegebenen Punkt:

(a) f:]0,00[= R, z+— +in (2, f(2)),
(b) g: R > R, z — sinz in (m, f(7)).



