Ubungen zu ,,Funktionalanalysis® im SS 2021 (Giinther Hormann)

Sei (X, || ||) ein normierter Raum. Zeige, dass folgende Abbildungen stetig sind:
(a) Addition X x X — X, (x,y) — x+y, d.h. 2, — x und y,, — y impliziert x,, + vy, — z+v,

(b) Multiplikation mit Skalaren K x X — X, (A, z) — Az,
d.h. aus A, = A (in K) und z,, — z (in X) folgt Az, — Az,

(c) die Norm als Abbildung X — R, z — ||z||, d.h. 2, — = erzwingt ||z,| — ||z|.

Es sei (X, || ||) ein normierter Raum, a € X und r > 0. Zeige:
(a) Ur(a) ist konvex, d.h. fiir 0 < A <1 und z,y € Uy(a) gilt stets Az + (1 — Ny € Uy(a),

(b) Uy(a) = a+ rUy(0) und U, (a) = K,(a).

Es sei (X, || ||) ein normierter Raum. Finden Sie oder verschaffen Sie sich einen Beweis fiir
die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen (und tragen Sie diesen vor):

(i) X ist vollsténdig,

(ii) In X ist jede absolut konvergente Reihe konvergent, d.h. zu jeder Folge (a,) in X mit

Yonl llan|] < oo gibt es ein z € X, sodass z = limy_o0 Zﬁle ap in X gilt.

E Sei E der Vektorraum (bzgl. komponentenweiser Operationen) aller reellen Folgen mit nur
endlich vielen Gliedern ungleich null. Zeige, dass E mit keiner der beiden hier angegebenen
Normen vollsténdig ist:

(@) 2/l := suppen[znl,  (0) 2]y 3= 2250, [2nl- (Notation z = (zn)nen:)

Finden Sie oder verschaffen Sie sich einen Beweis fiir das sogenannte Lemma von Riesz:
Wenn U ein echter und abgeschlossener Teilraum des normierten Raumes (£, || ||) ist, dann
gibt es zu jedem n € R mit 0 < n < 1 ein x,, € E mit ||z,| = 1, sodass

VueU: |lu—zy) >n.

[6]Scien (X, || ||x) und (Y, | |ly) normierte Riume. Wir studieren hier das kartesische Produkt
X X Y mit den komponentenweisen Vektrorraumoperationen! als normierten Raum. Zeige:

(a) Fiir 1 < p < oo definiert ||(z,y)], = (Ha;|]§(—i—|]yH’;,)1/p und fiir p = oo definiert
|(z,9)] o = max(||z] x,||ylly) jeweils eine Norm auf X x Y.

(b) Alle Normen aus (a) sind dquivalent und erzeugen (durch ihre jeweiligen Metriken) die
Produkttopologie auf X x Y.

!Dies wird oft auch als duRere direkte Summe X @ Y bezeichnet.



Essei 1 <p<q<oo. Zeige: (a) P Cl9 und (b) P #1[9.

Es sei 1 < p < ¢ < oo. Zeige: (a) L([0,1]) € LP([0,1]) und
(b) es gilt weder LP(R) C L(R) noch LY(R) C LP(R).
@ C1(]0,1]) bezeichne die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen [0, 1] — C.

(a) Gib Begriindungen oder Beispiele dafiir an, dass C*(]0, 1]) als Teilraum des Banachraumes
(C(10,1]), || loo) nicht abgeschlossen sein kann.

(b) Zeige, dass durch ||f| = ||fllo + IIf'llo auf C*([0,1]) eine Norm definiert wird und
(C1([0,1]),] ||) ein Banachraum ist. (Auf passende Sitze aus der Analysis zuriickfiihren, nicht alles
,selbst stricken*.)

Zeige, dass [*° nicht separabel ist.
Zeige, dass cg separabel ist. Gilt dies auch fiir ¢?

Wir betrachten den Quotientenraum [ /cy mit der aus || ||, entspringenden Norm || ||".
Zeige, dass sich fir x = (z,) € [*° folgende Gleichung ergibt

o+ col’ = limsup fz.

(Erinnerung an die Analysis: Fiir jede beschrénkte reelle Folge (a,) strebt aj := supy,,, a, monoton
fallend gegen lim sup a,,.)

Zeige: (a) Jede lineare Abbildung von einem endlichdimensionalen normierten Raum in
einen beliebigen normierten Raum ist stetig.

(b) Ein endlichdimensionaler Teilraum eines normierten Raumes ist stets abgeschlossen.

Es sei D: C1([0,1]) — C([0,1]), f — f' der Ableitungsoperator. Zeige:

(a) Wenn sowohl C1([0,1]) als auch C([0,1]) mit der Supremumsnorm || ||, ausgestattet
werden, ist D nicht stetig.

(b) Wenn wir stattdessen auf C*([0,1]) die Norm aus [9](b) verwenden, so wird D stetig.

Seien X und Y normierte Rdume und A € L(X,Y). Zeige:

(a) A besitzt eine auf im(A) definierte stetige Inverse, falls A nach unten beschrankt ist, d.h.
es gibt ein ¢ > 0, sodass | Az|| > c||z|| fir alle z € X.

(b) A kann nicht stetig invertierbar sein, falls es eine Folge (z,) in X mit ||z,|| =1 (n € N)
und Az, — 0 (n — o0) gibt.

(c) Sei X ein Banachraum und A nach unten beschriankt, dann ist im(A) abgeschlossen in Y.



Wir verwenden hier , um das Resultat aus der VO tiiber die Neumannreihe in einer
Banachalgebra X mit Einselement e zu verbessern.

(a) Zeige: Gibt es zu x € X eine nichtnegative Zahl ¢ < 1 mit {/||z"|| < ¢ fiir fast alle n € N,
dann ist die Reihe ) ° ;™ konvergent in X.

(Bemerkung: Es gilt tibrigens stets inf,,eny ¥/]|27|| = limy, 0o ¥/]|2"||; und diese Zahl stimmt auch mit
dem sogenannten Spektralradius von x {iberein. Das alles wird aber in dieser Aufgabe nicht benétigt.)

(b) Ist € X und > o0 ;2™ konvergent, dann ist e — z invertierbar und es gilt (e — z)~! =
2z "
(c) Warum ist der Spezialfall aus der VO mit ||z|| < 1 in der Kombination von (a) und (b)
enthalten?

Wende auf die Banachalgebra L(C([0,1])) an, um zu zeigen, dass fiir beliebiges festes
k€ C(]0,1] x [0,1]) die Volterra-Integralgleichung

x(s) — /k‘(s,t)x(t) dt =y(s) (0<s<1)
0
fir jedes y € C([0,1]) eine eindeutige Losung = € C([0,1]) besitzt. (Aukerdem héngt die
Losung x stetig bzgl. ||.||,, von y ab.)

Verwende den Satz von Baire, um zu zeigen, dass ein unendlichdimensionaler Banachraum
keine abziahlbare (Hamel-)Basis besitzen kann. (Hinweis: Uberlege zuerst, ob endlichdimensionale
Teilrdume innere Punkte enthalten konnen.)

Seien X, Y, Z normierte Riaume, (A,) eine Folge in L(Y, Z), (B,,) eine Folge in L(X,Y).

(a) Zeige: Sind (A,) bzw. (B,) gleichméfig konvergent, d.h. jeweils beziiglich der Operator-
norm, gegen A € L(Y,Z) bzw. B € L(X,Y), dann ist die Produktfolge (A, B,) gleichméfig
konvergent gegen AB € L(X,Z), d.h. ||[A,B, — AB|| - 0 (n — 0).

(b) Folgere aus den Banach-Steinhaus-Satzen, wenn wir nun Y als Banachraum voraussetzen:
Sind (Ay) bzw. (B,) punktweise konvergent gegen A € L(Y,Z) bzw. B € L(X,Y), dann ist
die Produktfolge (A4, B,) punktweise konvergent gegen AB € L(X,Z), d.h. fiir jedes z € X
gilt A, Bpx — ABz in Z fiir n — oo.

Zeige ¢y’ =2 1! durch den Nachweis, dass die Abbildung T: I — ¢’ einen isometrischen

Isomorphismus ergibt, wobei Ta(z) := >_°° | anpz, fiir a € ' und z € ¢ ist.

(a) Zeige durch direkte Untersuchung (d.h. ohne Riickgriff auf den Satz von Riesz), dass es
sich bei folgenden Abbildungen jeweils um stetige lineare Funktionale auf C'([—1, 1]) handelt:
(i) to € [—1, 1] fest, 5t0: f — f(to),

(i) g € LY([~1,1]) fest, Tg: f > [1} g(x) f(x) da,

(b) Fiir jedes n € N sei g, € L'([-1,1]) definiert durch g,(x) = n/2 fiir |z| < 1/n und
gn(x) = 0 sonst. Zeige, dass T'g, auf C([—1,1]) punktweise gegen dy konvergiert, aber nicht
gleichméfig (im Sinne der Operatornorm von L(C([—1,1],C)).



Sei X ein normierter Raum und U ein abgeschlossener Teilraum. Zeige, dass die ka-
nonische Surjektion ¢: X — X/U stetig und offen ist, wenn X /U mit der Quotientennorm
ausgestattet wird. (Dies soll hier natiirlich ohne Verwendung der Bemerkung aus der VO in 1.21
iiber die Quotiententopologie gezeigt werden, sondern direkt aus der Definition der Quotientennorm.)

Sei X ein normierter Raum und p: X — K linear.

(a) Wiederhole aus der Linearen Algebra, dass dim X/ker(u) = 1 fiir g # 0 und fiir g = 0
natiirlich ker(p) = X (daher dim X/ ker = 0).

(b) Sei nun zusétzlich ker(u) abgeschlossen, sodass X/ ker(y) zum normierten Raum wird.
Folgere, dass dann die (injektive) Faktorabbildung ji: X/ ker(u) — K stetig ist.

Sei X ein normierter Raum und p: X — K linear. Verwende die Resultate der vorigen
beiden Aufgaben, um zu zeigen: p ist stetig < ker(u) ist abgeschlossen.

(Fiir lineare Abbildungen A: X — Y zwischen normierten Rdumen gibt es so ein Resultat nicht. Zwar
ist fiir stetiges A immer ker(A) abgeschlossen, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht mehr.)

Sei X ein normierter Raum. Zeige: Eine Teilmenge M C X ist genau dann beschrankt,
wenn fiir jedes u € X’ die Bildmenge (M) C K beschréankt ist. (Hinweis: X' ist ein Banachraum
und f,: X' = K, p — p(y) fir y € M definiert eine punktweise beschrénkte Familie in L(X’,K).)
Folgere, dass schwach konvergente Folgen in X beschrankt sind.

Wir notieren mit e, wie iiblich jene Folge in K, deren n-te Komponente 1 ist und alle
anderen 0. Zeige:

(a) Fiir 1 < p < oo konvergiert die Folge (e, ) in [P schwach gegen 0, kann aber nicht norm-
konvergent sein.

(b) In I! konvergiert (e,,) nicht schwach. (Bemerkung: Nach einem Lemma von Schur ist im {* jede
schwach konvergente Folge bereits normkonvergent.)

Seien X,Y normierte Rdume und A € L(X,Y). Zeige, dass A schwach folgenstetig ist,
d.h. wenn (z,,) in X schwach gegen x konvergiert, dann strebt (Az,,) schwach gegen (Ax).

Eine Folge (x,) in einem normierten Raum X heife schwache Cauchyfolge, wenn (f(x,,))
fiir jedes f € X' eine Cauchyfolge in K ist (dquivalent: lim f(x,) existiert fiir jedes f € X').
Zeige: Wenn X ein reflexiver Banachraum ist, dann hat jede schwache Cauchyfolge in X einen
schwachen Grenzwert in X. (Zwei Hinweise: Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit; Cauchyfolgen
mit konvergenten Teilfolgen sind konvergent.)



Essei 1 <p<oound k € C([0,1] x [0,1]). Fiir jedes f € LP(]0,1]) setzen wir

1
/k t)ydt Vse0,1].
0

Zeige: (a) Dadurch wird ein stetiger Operator A € L(LP([0,1])) definiert.

(b) Der Adjungierte A’ ldsst sich als Integraloperator auf L4(]0,1]) (1/¢ =1 — 1/p) auffassen
und hat den Integralkern &’ € C([0, 1] x [0, 1]), wobei ¥/ (s, t) = k(t, s) fiir alle s,¢ € [0, 1] gilt.

Es bezeichne M den Multiplikationsoperator mit (M f)(t) := tf(¢) fiir alle f € C([0,1]).
(Wie iiblich, wenn nichts anderes gesagt wird, meinen wir hier mit C([0, 1]) einen komplexzen Vektor-
raum, d.h. C([0,1]) = {f: [0,1] = C | f stetig}.) Zeige:

(a) M € L(C([0,1])) mit [[M]| = 1,
(b) o(M) = [0,1] € C,
(c) M hat keine Eigenwerte, d.h. o, (M) = 0.

Auf /P (1 < p < ) betrachten wir den Rechts- bzw. Linksshift, definiert fiir jede Folge
(331,332,1'3, .. ) € [P durch R(CCl,(IJQ, .. ) = (O,xl,xg, .. ) bzw. L(.’L‘l,xg, x3, .. ) = (1‘2,1‘3, .. )
Es sei K :={\ € C| |\ < 1}. Zeige:

(a) [|R|| = ||L|| =1 und daher o(R) C K sowie o(L) C K,
(b) jedes A € C mit |A\| < 1 ist Eigenwert von L und daher folgt auch o(L) = K

7

(¢) R hat keine Eigenwerte,
(d) fiir A € C mit [A| < 1ist e; € im(A — R) und daher folgt auch o(R) = K.

Wende den in der VO erwdhnten Satz von von Arzela-Ascoli an, um zu zeigen, dass der
Integraloperator

1
/k: t)ydt Vs e|0,1]
0
—C

mit stetiger Kernfunktion k: [0, 1]? — C auf C([0, 1]) kompakt ist.

Seien X, Y, Z normierte Riume und A € L(Y, Z), B € L(X,Y). Zeige: Die Verkniipfung
AB ist kompakt, falls A oder B kompakt ist.

Seien X,Y Banachridume. Eine lineare Abbildung A: X — Y heifte vollstetig, falls gilt:
Ist (zy,) in X schwach konvergent gegen z, dann ist (Ax,) in Y normkonvergent gegen Az.

(a) Zeige: Jedes A € K(X,Y) ist vollstetig.

(Hinweis: Verwende die Folgerung in 7 sowie 2.18(i) aus der VO, um zu einer Teilfolge (A, )
mit Normkonvergenz Az, — Az zu gelangen; wére die gesamte Folge (Ax,,) nicht auch normkonver-
gent gegen Ax, so gibe es ein €9 > 0 und eine Teilfolge (A, )ien mit ||Ax — Az, || > €o; allerdings
konnen wir mit der schwach konvergenten Folge (2, )ien dasselbe Spiel wie mit der Originalfolge ()
treiben und erhalten eine normkonvergente Teilteilfolge .. .)

(b) Zeige: Ist X reflexiv und ist A € L(X,Y") vollstetig, dann ist A kompakt.



Sei H ein Prahilbertraum und wuy,...,u, € H seien paarweise orthogonal sowie auf
Lénge 1 normiert (also ein endliches Orthonormalsystem). Fiir gegebenes x € H seien Zahlen
Ay .oy Am € K gesucht, sodass ||z — > " | A\yuy|| minimal wird. Zeige, dass die eindeutige

Losung durch A\, = (z, u,) gegeben wird. Weiters ist in diesem Fall der Vektor z — " | Apuy,
orthogonal zu spanf{uy, ..., u,} und es gilt

m 2 m
z= Y | = llzl® =D e un)
n=1 n=1

Sei H ein Hilbertraum, (z,) eine Folge in H und = € H. Zeige die Aquivalenz der
folgenden beiden Aussagen:

(i) (xy,) konvergiert gegen z,
(ii) (xn,y) — (x,y) fir alle y € H und zusétzlich gilt ||z| = limp—oo ||2n||-

Sei () eine Folge von paarweise orthogonalen Elementen in einem Hilbertraum H.
Zeige: 3.°° | x,, konvergiert in H genau dann, wenn 3.°° | [|z,||* < oo gilt.

In [? betrachte die Teilmenge U := {(x,) € I? | w9, = 0 fiir k € N}. Zeige, dass U
ein abgeschlossener Teilraum ist und beschreibe die orthogonale direkte Summenzerlegung
12 = U @ U+ moglichst konkret.

Zeige folgende Relationen fiir abgeschlossene Teilrdume U; und Us eines Hilbertraumes:
(Up + UQ)J_ = UlJ‘ N UQJ‘ und (U3 N UQ)J_ = U1J‘ + UQJ‘.

Zeige: Ist S = {uy,u2,us,...} ein abzdhlbar unendliches Orthonormalsystem in einem
Hilbertraum H, so konvergiert (u,) in H schwach gegen 0.

Auf L?([0,1]) sei A der Integraloperator

1
vf e (0.0): (AN(s) = [ Ks0f @ de (s €[0.1)
0

mit Integralkern k& € C(]0, 1] x [0, 1]), der reellwertig sei und symmetrisch, d.h. k(¢, s) = k(s,t)
fir alle s,t € [0,1]. Wir wissen zwar bereits aus , dass A stetig ist und kennen auch
prinzipiell die Gestalt der Adjungierten, aber die folgenden Aussagen sollen hier unabhéngig
davon im Hilbertraumkontext nachgewiesen werden. Zeige:

(a) Al < [kl
(Hinweis: Abschitzung ||A f||§ < Hk||io|| ng mittels Integralen und Cauchy-Schwarz-Ungleichung.)
(b) Yf,g € L2([0,1]) gilt (Af,g) = (f, Ag). (Hinweis: Satz von Fubini.)

(Diese Aufgabe zeigt also, dass A ein selbstadjungierter Operator auf L2([0,1]) ist. Die Abschitzung
in (a) wird in der VO verwendet, um auch die Kompaktheit von A bequem nachweisen zu Konnen.)



Zeige folgende Eigenschaften fiir den zu B € L(Hj, Hs) adjungierten Operator B* im
Sinne der Hilbertraume:

(a) |BB*|| = |B*B|| = || B|*,
(b) ker B = (im B*)*,
(c) im B = (ker B*)* bzw. ker B* = (im B)*.

Zeige, dass Unitaritdt von U € L(Hy, Ha) wie folgt charakterisiert ist:

U ist surjektiv und (Uz,Uy)p, = (x,y)m, fir alle z,y € H;.

Sei A € L(H). Zeige, dass A genau dann normal ist, wenn gilt:

Ve,ye H: (Ax, Ay) = (A%x, Ay).

Wir betrachten hier U := {f € C1([0,1]) | f(0) = f(1)} als (dichten, nicht abgeschlossenen)
Teilraum von L?([0, 1]) und definieren die lineare Abbildung D: U — L?([0,1]) durch f — if’.
Zeige:

(a) Vf,9 € U: (Df,g) = (f, Dyg),

(b) D ist nicht stetig und kann daher auch nicht die Einschrdnkung eines selbstadjungierten
Operators D € L(L*([0,1])) sein.

Wie verhélt sich die Erkenntnis aus (a) und (b) zum Satz von Hellinger-Toeplitz?



