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An Vorkenntnissen setzen wir die Inhalte folgender Lehrveranstaltungen (gemas curriculum 2014) voraus:
Analysis bzw. Lineare Algebra und Geometrie aus den ersten drei Semestern sowie die Grund-
begriffe der Topologie (wie z.B. in [Hoe20| behandelt). Fiir das Auswahlaxiom und einige dazu
aquivalente Aussagen verweisen wir auf den Appendix.

Fiir den Aufbau der Vorlesungsinhalte habe ich mich am stérksten an den beiden Biichern [Werl8§|
und [Heu06] orientiert.

Ich bedanke mich herzlich bei allen Studierenden, die mich (teilweise noch lange nach der Vorlesung
im Sommersemester 2021) auf Ungereimtheiten und Fehler im Skriptum aufmerksam gemacht
haben, was auch nachtriglich zu Verbesserungen im Text gefiihrt hat.
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1 Banachraume

Im Rahmen dieser VO betrachten wir ausschliefslich Vektorraume iiber dem Grundkorper
R oder C, den wir immer dort mit K bezeichnen, wo der Unterschied nicht wichtig ist.

1.1. Definition: Ein normierter Raum ist ein K-Vektorraum X zusammen mit einer Norm,
d.h. einer Abbildung X — R,z — ||z||, sodass fiir alle z,y € X und VA € K gilt:

(i) [l]l = 0 und (flz]] = 0 < = = 0),

(iD) Azl = ALz,

(iii) Dreiecksungleichung: ||z +y|| < ||z| + ||y||-

Aus (iii) folgt leicht die sogenannte umgekehrte Dreicksungleichung: |||z| —||y||| < [z — y]|-

Bekanntlich wird durch eine Norm auf X mittels d(x,y) := ||z —y|| eine Metrik de-
finiert und wir werden einen normierten Raum X stets auf diese Art als metrischen
Raum auffassen, falls nichts anderes gesagt wird. Somit ist eine Folge (x,) in X al-
so genau dann eine Cauchyfolge, falls es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N gibt, sodass fiir
n,m > ng stets ||z, —x,| < e gilt. Konvergenz der Folge (z,) gegen a € X bedeutet,
dass lim,, 0 ||z, — al| = 0 gilt, was wiederum &dquivalent dazu ist, dass fiir jedes € > 0 die
Folgenglieder schlieflich in der offenen Kugel

Ue(a) = {z € X | [lx —a| <}

vom Radius € um a liegen. Letztere bilden ja die typischen metrischen e-Umgebungen des
Punktes a und somit eine Umgebungsbasis.

1.2. Kugeln und Sphéiren in normierten Raumen: Fiir ¢ € X und r > 0 haben wir
neben der offenen Kugel U, (a) mit Radius 7 um a auch noch die abgeschlossene Kugel

K.(a) ={zxe X ||lz—a| <r}.

Wir erinnern daran, dass die Offenheit von U, (a) und die Abgeschlossenheit von K, (a)
aus der Stetigkeit der Abbildung X — R, z +— d(z,a) = ||z — al| folgen. Wéhrend in
allgemeinen metrischen Rdumen nur U,(a) C K,(a) garantiert war, gilt in normierten
Raumen stets

Ur(a) = K, (a)

(Beweis als UE). Somit kénnen wir dies mit der Sphdre S, ( y={re X ||lzr—a| =r}
vom Radius 7 um a auch so schreiben: U,(a) = K,(a) = U,(a) U S,(a).



Der Beweis der folgenden grundlegenden Aussagen ist eine UE-Aufgabe.
1.3. Proposition: Sei X ein normierter Raum, dann sind folgende Abbildungen stetig:
(i) Addition X x X — X, (z,y) — z+y, d.h. x, — z und y,, — y impliziert x,,+y, — x+v,

(ii) Multiplikation mit Skalaren K x X — X, (A, z) — Az,
d.h. aus A\, = A (in K) und z,, — = (in X) folgt \,x, — Az,

(iii) die Norm als Abbildung X — R, z — ||z||, d.h. z,, — = erzwingt ||z,| — |||

1.4. Definition: Ein normierter Raum (X, || ||) heilt Banachraum, falls er (als metrischer
Raum) vollsténdig ist, also jede Cauchyfolge in X konvergent ist.

1.5. Teilrdume von normierten Raumen: Ein Teilraum U eines normierten Raumes
X wird durch Einschrankung der Norm selbst zu einem normierten Raum. Weiters gilt:

(i) Der Abschluss U ist ebenfalls ein Teilraum von X.
(ii) Ist X ein Banachraum und U abgeschlossen, dann ist auch U ein Banachraum.
(iii) Ist U vollsténdig, so ist U auch abgeschlossen.

Die Beweise liegen auf der Hand: (i) folgt aus der oben bewiesenen Stetigkeit von Addition
und Multiplikation mit Skalaren in Kombination mit der Teilraumeigenschaft, wahrend (ii)
und (iii) nur auf allgemeinen Eigenschaften von Teilmengen metrischer Rdume beruhen.

1.6. Bemerkung: (i) Wie in der Topologie-VO bereits fiir metrische (oder uniforme)
Réaume diskutiert, kann ein nicht vollstandiger normierter Raum X zunéchst mit dichtem
Bild und isometrisch in einen vollstidndigen metrischen Raum X eingebettet werden. Wir
erinnern daran, dass X aus Aquivalenzklassen [(z,,)] von Cauchyfolgen (z,) konstruiert
werden kann, wobei (2,,) ~ (y,) einfach |2, — yn|| = d(n, yn) — 0 bedeutet. Auf X lisst
sich durch komponentenweise Operationen leicht eine Vektorraumstruktur angeben und
durch ||[(x,)]]| ¢ := lim ||, eine Norm definieren bzgl. der X ein Banachraum ist und als
Vervollstindigung des normierten Raumes X bezeichnet wird.

(ii) Sei (X, ]| ||) ein normierter Raum. In den UE beweisen wir folgende Aquivalenz:

X ist vollstdndig <= Jede absolut konvergente Reihe konvergiert in X.
(Die zweite Eigenschaft heift im Detail: Zu jeder Folge (a,,) in X mit Y7, ||a,|| < oo gibt
esein z € X mit 2 = limy_,o0 ij:l ay).

1.7. Vergleichbarkeit und Aquivalenz von Normen: Seien || ||, und || ||, zwei Normen
auf dem K-Vektorraum X. Die Norm || ||, heifit stirker als die Norm || ||;, falls es eine
Konstante C' > 0 gibt, sodass ||z||, < C||z||, fir alle z € X gilt. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass aus ||z, —al|, = O stets ||z, —a|; — 0 folgt, also Konvergenz einer Folge
(x,) gegen a € X bzgl. || ||, auch jene bzgl. || ||, erzwingt. (Die von || ||, induzierte metrische
Topologie ist feiner als jene von || ||;.)



Ist || ||, stérker als || ||, und auch || ||, stérker als || ||,, dann sprechen wir von dquivalenten
Normen. Das trifft genau dann zu, falls es Konstanten C7,Cy > 0 gibt, sodass

vee X: Gl < el < Callall,.

In diesem Fall stimmen also die Konvergenzbegriffe fiir beide Normen (Metriken) tiberein.
1.8. Proposition: Sei X ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, dann gilt:
(i) Auf X sind je zwei Normen dquivalent.

(ii) X ist mit jeder Norm ein Banachraum.

Beweis. Um (i) zu zeigen nehmen wir dim X = n an und wéhlen eine Basis ey, ..., e, von
X. Wegen der Eindeutigkeit und Linearitdt der Koeffizienten in jeder Basisentwicklung
erhalten wir durch

n
E aje;
j=1

eine Norm auf X. Sei weiters || || eine beliebige Norm auf X.

2

Behauptung 1: || ||, ist stérker als || ||.

Dies folgt mittels C' := max(||eq]|, ..., [|ex||) > 0, der Dreiecksungleichung und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung (in R") fiir z = > 77| aje; aus

]l =

n
E :Oéjej
j=1

n n n
2
<D laglllesl < (| D a2y | D llesll” < llll,
j=1 j=1 j=1

> 02 = yaCllall,
j=1

Behauptung 2: || || ist stérker als || [[,.

Gemék Behauptung 1 ist f: (X, || [|,) — R, gegeben durch f(x) := ||z| fir z € X, eine
stetige Abbildung, weil |f(z) — f(y)| = [llz] = [lyll| < llz —y[l < vnCllz —yll, gilt. Wir
bezeichnen mit h die Einschrankung von f auf die Einheitssphire S;(0) = {z € X |
|z||, = 1} bzgl. || ||, Letztere ist gerade das Bild der euklidischen Sphére S™ C K" unter
dem isometrischen Koordinatenisomorphismus x: K" — X, (aq,...,q,) — 2?21 aje;,
d.h. S1(0) = k(S™). Als isometrische Abbildung ist x auch stetig. Daher folgt aus der
Kompaktheit von S™ auch jene von S;(0). Somit nimmt die reellwertige Funtion A auf
S1(0) ihr Minimum g an, d.h. es gibt einen Punkt z mit ||zo]], = 1 (daher =y # 0) und
0 < ||lwol| = h(zo) = p < ||z|| fiir alle x € X mit ||z||, = 1. Fiir jedes y # 0 erhalten wir
daraus wegen y/||y||, € S1(0) die Ungleichung

1
ylly, < =yl
2T

die trivialer Weise auch fiir y = 0 gilt.



Behauptungen 1 und 2 zeigen, dass jede Norm auf X zu || ||, dquivalent ist. Mittels ele-
mentarer Ungleichungsketten folgt, dass je zwei beliebige Normen auf X &quivalent sind.

(ii) folgt nun aus der Beobachtung, dass der oben erwidhnte Koordinatenisomorphismus x
als Isometrie die Vollstandigkeit des K™ mit der euklidischen Metrik auf (X, || ||,) tibertragt
und somit wegen (i) auch auf X mit jeder anderen Norm. O

Im Verlauf des obigen Beweises hatten wir die Kompaktheit einer Einheitssphére im End-
lichdimensionalen mittels Stetigkeit des Koordinatenismorphismus erkannt. Mit derselben
Technik und einfachen Translationen und Skalierungen ergibt sich folgende Aussage.

1.9. Korollar: Jede abgeschlossene Kugel und jede Sphére eines endlichdimensionalen
normierten Raumes ist kompakt.

Der folgende Satz beinhaltet sogar eine Umkehrung davon.
1.10. Theorem: Ein normierter Raum ist genau dann endlichdimensional, wenn seine

abgeschlossene Einheitskugel kompakt ist.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dass aus der Kompaktheit von K;(0) = {x € X | ||z]| <
1} im normierten Raum (X, || ||) stets dim X < oo folgt. Durch (Uy/2())zek, (o) erhalten
wir eine offene Uberdeckung von K;(0), fiir die es eine endliche Teiliiberdeckung geben
muss, d.h. wir kdnnen 2y, ..., 2, € K1(0) finden, sodass K;(0) C UL, Ur/a(z;) gilt. Es sei
E :=span{z,..., z,}, dann ist also zu zeigen, dass X = F gilt. Dafiir geniigt es wiederum,
K;(0) C E nachzuweisen, weil die Vielfachen von K7 (0) natiirlich ganz X erreichen.

Zunéachst bemerken wir, dass F als endlichdimensionaler normierter Raum geméf Propo-
sition 1.8 ein Banachraum ist, also nach 1.5(iii) insbesondere auch abgeschlossen.

Aus der anfangs konstruierten Uberdeckung erhalten wir zunéichst

K,(0) € U Urpa(25) = U (27 + U12(0)) € E+ Uyye(0) C E+ %Kl(O)

J=1

und dann iterativ in n Schritten
1 1 1 1 1

Sei nun = € K;(0) beliebig. Fiir jedes n € N gibt es nach obiger Inklusionsrelation ein
T, € Emit ||z — z,|| < 1/2"; daher folgt z,, - x € E = E. Somit gilt also K;(0) C E. O

1.11. Beispiel: Die sogenannten p-Normen auf K" sind gegeben durch

n 1/p
||, == <Z |xj\p> fiir 1 < p < oo und ||z, = max(|z1], ..., |z]).

j=1



Nur der Nachweis der Dreiecksungleichung fiir die Falle 1 < p < oo ist nichtrivial und ent-
spricht genau der aus der Analysis bekannten Minkowski-Ungleichung. Geméfs Proposition
1.8 sind all diese Normen dquivalent und machen K" jeweils zum Banachraum.

1.12. Beispiel: Fiir 1 < p < oo bezeichnen wir mit [P die Menge aller Folgen = = (z,,)en
in K mit der Eigenschaft Y °  |z,|? < co und setzen

e’ l/p
], := (Z !xn!”> -
n=1

Die iiblichen komponentenweisen Operationen geben [P eine K-Vektorraumstruktur, wobei
z.B. fir © = (x,),y = (y,) € I? die Summenfolge x + y = (x,, + y,) auf folgende Art als
Element von [? nachgewiesen werden kann:

Z|wn+yn|”<2 [l + [ynl Z (2max(|za], [ya]))" = 2°Y " max(|z, |, |yn]?)
n=1 n=1
Z 2P+ [ya]?) = 22D P + 27yl < 0.
n=1 n=1 n=1

Beim Nachweis, dass || ||, eine Norm auf I” ergibt, steckt wieder die Minkowski-Ungleichung
hinter der Dreiecksungleichung und die anderen Eigenschaften sind klar.

Wir zeigen nun auch noch die Vollsténdigkeit, d.h. dass [P ein Banachraum ist: Sei (z))ex
eine Cauchyfolge in (7, wobei 2(*) = (:v(k) xgk), ) =(z (k)) mit " € K ist. Bei beliebigem

fixen n € N ist (:m(f))keN eine Cauchyfolge in K, weil fiir y = (y,,) € IP stets [yn| < ||yll,

fiir jedes m € N gilt und somit also speziell \x,(f) - 7(11)] < =) — x(l)”p folgt (mit m = n

(1

und y = 2™ — 20), Wir! setzen z,, := limy_,o on ) und betrachten die Folge x := (x,,).

Wir behaupten, dass z € I und 2 — z gilt.

Zu vorgegebenem £ > 0 wahlen wir geméaft Cauchyfolgeneigenschaft ein kg € N, sodass
fiir alle k,1 > ko stets ||:v(k) —a:'(l)Hp < ¢ garantiert ist. Daher gilt fiir k,1 > k¢ und
Partialsummen mit beliebiger Obergrenze N € N die Abschétzung

N 1/p
(Z; |x7(1k) _ $$ll)|p> < Hx(/ﬂ) — x(l)Hp < e,

Wir diirfen also ganz links zum Grenzwert fiir k& — oo libergehen (endliche nichtnegative
Summe mit oberer Schranke e unabhéngig von k) und erhalten

N 1/p
(St str) <
n=1

verwenden die Vollsténdigkeit von K und

1



was wegen der Beliebigkeit von N (und der Unabhéngigkeit der oberen Schranke € von N)

auch noch
0 1/p
<Z|xn—mg)|p> <e
n=1

ergibt. Daher ist z — 2® € [? und weiter = (z — ) 4+ 2 € (. Schlieklich zeigt die
obige Abschétzung Hx —z® Hp < ¢ fiir alle [ > ko. Somit konvergiert (z(")) gegen .

1.13. Beispiel: Sei T eine nichtleere Menge und B(T') die Menge aller beschrankten Funk-
tionen z: T"— K. Es ist ganz leicht nachzuweisen, dass B(T") mit den iiblichen punktweise
definierten Operationen ein Vektorraum ist und

[ 2]l == sup [z(#)]
teT

eine Norm ergibt. Die Konvergenz einer Funktionenfolge (x,,) bzgl. dieser Supremumsnorm
entspricht natiirlich genau der gleichméfigen Konvergenz auf 7.

Wir zeigen, dass (B(T'),]| ||,,) ein Banachraum ist: Sei (z,,) eine || || -Cauchyfolge, dann
folgt aus der fiir alle y € B(T) giiltigen Abschétzung |y(t)| < ||y||, fir jedes t € T, dass
(7,,(t)) nen eine Cauchyfolge in K ist fiir jedes ¢ € T. Wir? definieren die Funktion z: 7' — K
durch z(t) := limy, 00 2, (t).

Wir behaupten, dass € B(T) und z,, — z gilt.

Sei € > 0 vorgegeben. Wir wahlen geméft Cauchyfolgeneingenschaft ein ng € N, sodass fiir
m,n > ng stets ||z, — ||, < € gilt. Sei t € T" beliebig, dann gibt es wegen z,,(t) — z(t)
ein mg € N (abhéngig von € und ¢) mit |z,,(t) — z(t)| < e fir alle m > mg. Zusammen
erhalten wir nun fiir ein fixes m; > max(ng, mp) und alle n > ng

(1Y) () = zn(@)] = [2(t) = 2, (8) + 2, (8) — 20 (1))
< fa(t) = @y O] + |2, () = 20 (B)] < € 4 [J2m, —2all, <€+ =28,

wobei wir also speziell fiir |x(t) —z,, ()| eine obere Schranke unabhéngig von t € T erhalten
haben. Somit gilt

VEeT : |x(t)] = |2(t) = @ng(t) + 2o ()] < [2(t) = Lo (D] + [0 ()] < 26 + [0 [|

daher diirfen wir hier das Supremum iiber alle ¢ € T' nehmen, was € B(T) zeigt. Die
Abschétzung (1.1) lehrt nun, dass ||z — z,|| < 2¢ fiir alle n > ng gilt. Somit folgt z,, — .

1.14. Beispiel: Als Spezialfall des vorigen Beispiels mit 7' = N erhalten wir den Banach-
raum (> := B(N) der beschrankten Folgen x = (2,,)nen in K mit der Norm

2o = sup |n|.
neN

2verwenden wiederum die Vollstéindigkeit von K und



1.15. Beispiel: Wir betrachten die Teilrdume ¢ und ¢y von (I*°,]| || ), wobei ¢ die Menge
der konvergenten Folgen in K bezeichne und ¢y jene davon mit Grenzwert 0. Klarerweise
ist ¢g C ¢ und ¢y # c. Wir werden beweisen, dass beide Teilrdume abgeschlossen sind, also
nach 1.5 selbst Banachréume sind (bzgl. || ||_.)-

Sei (®))yen eine Folge in ¢, die bzgl. || || gegen x € I konvergiert. Wir miissen zeigen,
dass x € c gilt.

Es sei z(®) = (x,(lk))neN, T = (Ty)neny und fiir jedes k € N jeweils a; := lim,,_, ¥ Die in

[ konvergente Folge (z(¥)) ist auch eine || || -Cauchyfolge, daher ist wegen
o — o = | lim (&9~ #0)] < sup ot — 20 = [ — )]

n—00 neN o0

die Folge (ay)ren eine Cauchyfolge in K; es existiert also a := limy_,, ax € K.

Wir behaupten, dass auch lim,,_,, ,, = a gilt, somit insbesondere x = (x,,) € ¢ wie erhofft.
Sei € > 0 vorgegeben. Wir wihlen kg, ny € N mit den Eigenschaften

£ 5 £
|z — x(kO)H <=, ag, —al <=, VY >mng: |zt — ) < <.
© 3 3 3
Dann gilt fiir jedes n > ng

|2 — a] < |a, — 2 + |20 — ag,| + |ag, — a < [|lo —2®||_+ % + % <e;

also folgt =, — a.

Die Abgeschlossenheit von ¢y beweisen wir wie oben mit der Beobachtung, dass dann a; = 0
fiir jedes k ist und somit auch a = 0, woraus x € ¢ folgt.

1.16. Beispiel: Sei T ein metrischer Raum und
Co(T) :={f: T — K| f stetig und beschrénkt}.

Fir kompaktes 7' ist einfach Cy(T) = C(T,K) := {f: T — K | f stetig}. In jedem
Fall ist Cy(T") ein Teilraum des Banachraumes (B(T), || ||.) (vgl. Beispiel 1.13). Er ist
auch abgeschlossen, weil der gleichméfige Limes einer Folge stetiger Funktionen stetig
ist; dies wurde in der Analysis wohl bewiesen, wenn 7' ein reelles Intervall ist; auch im
allgemeineren Fall ist hier nichts anderes als der ,typische $-Beweis” nétig. Fiir f,, € Cy(T)
mit f, — f in B(T) wollen wir also zeigen, dass f in einem beliebig vorgebenen Punkt
to € T stetig ist: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir wihlen N € N mit [|f — f,||, < ¢/3 fiir
n > N und zusétzlich geméf Stetigkeit von fy ein passendes § > 0, sodass d(t,ty) stets
|fn(t) — fn(to)] < €/3 nach sich zieht. Solcherart vorbereitet konnen wir f(t) — f(to) =
f(t) — fn(t) + fn(t) — fn(to) + fn(to) — f(to) schreiben und gewinnen die Abschitzung

|f(t) = f(to)| < [f(t) = [n(@O)] + [fn() = fa(to)] + [fn(to) — f(to)]

g g 15 g
<|If - - —flo<=+-+===¢

Somit ist auch (Cy(T), | ||, ) ein Banachraum.



Wir fithren nun recht kursorisch als Beispiele auch jene duflerst wichtigen Banachriaume
ein, die aus dem Lebesque-Integral (bzw. aus der Maftheorie) entspringen. Falls die Details
dazu noch nicht aus der Analysis oder anderen Zusammenhéngen bekannt sind, bieten sich
als Referenz dafiir entsprechende Abschnitte in folgenden Quellen an (sortiert ungefdhr
nach Umfang und Allgemeinheit): [Musl4, Werl8, Consl16, Fried82, Foll99, El18|.

1.17. Beispiel: Sei I C R ein Intervall und 1 < p < oo. Zunéchst wird der Vektorraum aller
messbaren Funktionen f: I — K| sodass | f|P Lebesgue-integrierbar ist, in Klassen modulo
Gleichheit fast iiberall eingeteilt (das entspricht dem Quotientenvektorraum nach dem
Teilraum aller Funktionen, die fast tiberall null sind). Wir folgen dem iiblichen ,abuse of
notation und bezeichnen auch diese Klassen wieder wie die Funktionen selbst mit f (wobei
f also eigentlich ein gewéhlter Repréisentant seiner Klasse ist) und den so entstandenen
Vektorraum (der Klassen) mit LP(I). Wir erhalten durch

1/p

I, = | [1r@Pds

eine Norm auf LP(I) (basierend auf der Minkowsi-Ungleichung) und die starken Konver-
genzsatze der Lebesgueschen Integrationstheorie erlauben den Beweis, dass dadurch ein
Banachraum definiert wird. Es lésst sich schlieflich auch noch zeigen, dass C(I) N LP(])
bzgl. || ||, dicht in LP(I) ist, was fiir p = 1 gerade darauf hinweist, dass durch Lebesgue die
alteren Integralbegriffe von Cauchy und Riemann ,yvervollstandigt wurden.

Allgemeiner, aber im Grundkonzept analog, kénnen die Banachrdume LP(£2, i) konstruiert
werden, wobei p ein Mak auf (einer o-Algebra von Teilmengen von) einer Menge () ist.
Ubrigens ergibt sich dann fiir das Beispiel des Zahlmafes auf Q = N gerade LP(N, u) = IP.

1.18. Beispiel: Es sei wieder I C R ein Intervall und wir gehen diesmal aus vom Vektor-
raum aller messbaren Funktionen f: I — K, sodass f auferhalb einer Lebesgue-Nullmenge
beschrankt ist. Wiederum nehmen wir den Quotienten nach dem Teilraum der Funktio-
nen, die fast tiberall verschwinden, und erhalten so den Vektorraum L*°(I) (ebenso mit
dem iiblichen ,abuse of notation“, dass Funktionen fiir ihre Klassen stehen). Durch

| fll. :==inf{ sup |f(¢)| | N C I ist Lebesgue-Nullmenge}
teN\N

erhalten wir eine Norm, die sogenannte essentielle Supremumsnorm, auf L>(I) und der
Beweis der Vollstandigkeit ist, abgesehen von technischem Hantieren mit Nullmengen, zu-
riickfithrbar auf jene der Supremumsnorm fiir beschrinkte Funktionen in Beispiel 1.13.
Also ist L>°(I) ein Banachraum.

Maftheoretisch allgemeiner kann wieder L>(€, 1) als Banachraum eingefithrt werden und
[*° ergibt sich wieder als Spezialfall aus dem Zahlmaf auf 2 = N.

Wir erinnern daran, dass ein topologischer Raum X separabel heifit, wenn er eine abzahl-
bare dichte Teilmenge A besizt, d.h. A ist abzéhlbar und A = X. Fiir einen normierten
Raum kdénnen wir dies mit Hilfe der Dichtheit von gewissen Teilrdumen umformulieren.



1.19. Lemma: Fiir einen ein normierten Raum X sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist separabel,

(ii) Es gibt eine abzdhlbare Teilmenge A C X, sodass span A dicht ist in X.

Beweis. (i) = (ii) ist wegen A C span A klar.

(ii) = (i): Details hier nur fiir K = R; im Komplexen sind die Uberlegungen analog, wobei
dann Q durch Q + iQ ersetzt werden muss. Wir betrachten die Menge B := spang A der
Linearkombinationen von Elementen aus A mit rationalen Koeffizienten. Da Linearkom-
binationen stets aus endlichen Teilmengen von A gebildet werden, ist B abzahlbar. Es ist
noch zu zeigen, dass B dicht in X ist.

Sei x € X und € > 0. Laut (ii) existieren n € N, ay,...,a, € Aund Ay,..., A\, € R mit
|z —al| < e/2, wobel a := A\ja; + ...+ A\pa, € span A. Es ist OBdA a := ||aq|| + ... +
|la,|| > 0. Fiir jedes [ = 1,...,n wihlen wir r, € Q mit |\, — r;| < £/(2a) und setzen
b:=riay+...r,a,. Dann ist b € B und

g “ g g “
o= bl < llz—all +llo =l < S+ = nillal < 5+ o= > flall =<
=1 =1

O

Wir erinnern daran, dass sich in metrischen Rdumen die Separabilitidt auf die Spurtopolo-
gien vererbt. Daher sind Teilrdume separabler normierter Rdume stets selbst separabel.

1.20. Beispiel: 1) K" ist mit jeder Norm separabel.
2) ¢y ist separabel (UE).
3) [* ist nicht separabel (UE).

4) I mit 1 < p < oo ist separabel: Bezeichne e,, die Folge mit lauter Eintragen 0, aufser
einem Einser in der m-ten Komponente und betrachte A := {e,, | m € N}. Dann ist
d := span A C [P gerade der Teilraum der endlichen Folgen und ein beliebig vorgelegtes
z = (21)ren € [P wird durch die Elemente ™ :=>"" _ z,.e,, = (z1,...,2,,0,0,...) € d
approximiert, denn

Jm [|lo =2, = lim > fouf” = 0.
k=n+1

5) In (C([0,1]),] || ) liegt der Teilraum aller Polynomfunktionen (eingeschrénkt auf das
Intervall [0, 1]) dicht, was aus dem klassischen Approximationssatz von Weierstraf geschlos-
sen werden kann (vgl. [Hoe20, 8.10] bzw. [Werl8, Satz 1.2.11]). Da die Polynome gerade die
lineare Hiille der abzihlbaren Menge der Monome z* (k € N) sind, folgt die Separabilitiit
von C([0,1]). (Ebenso gilt dies allgemeiner fiir C(K'), wenn K eine kompakte Teilmenge
von K" ist.)



6) Fiir 1 <p < oo ist LP([0, 1]) separabel: Zunéchst ist, wie gegen Ende von 1.17 bemerkt,
C([0,1]) dicht in LP([0, 1]), also wird jede Funktion f in LP([0, 1]) bzgl. || ||, beliebig gut
durch eine stetige Funktion g approximiert. Approximieren wir nun g geméf 5) in der
Supremumsnorm durch ein Polynom %, so erhalten wir wegen ||f —hl, < |If —gll, +
lg = Rll, < |If = gll, + llg — Pl insgesamt eine beliebig gute Approximation von f durch
h; d.h. die Polynomfunktionen (eingeschrinkt auf [0, 1]) liegen auch dicht in LP([0, 1]).

7) L>(]0, 1]) ist nicht separabel: Fiir 0 < 6 < 1 sei fs(z) :=1fir 0 <2z < und fs5(z) =0
sonst. Dann ist M = {fs | 0 < 6 < 1} eine tiberabzéhlbare Menge in L*([0, 1]) mit
der Eigenschaft || f, — fs5]| ., = 1 fiir 0 # 7. Es kann daher keine abzéhlbare Menge A C
L>([0,1]) geben, aus der wir an jedes Element von M auf || || -Néhe 1/3 herankommen.

1.21. Quotienten normierter Raume nach abgeschlossenen Teilraumen: Es sei
(X, || |) ein normierter Raum und U ein abgeschlossener Teilraum von X. Der Quotien-
tenvektorraum X /U besteht dann also aus den Klassen z+ U fiir z € X und die (wohldefi-
nierten) Vektorraumoperationen sind A-(z+U) = Ax+U und (z+U)+(y+U) = (z+y)+U.
Wir behaupten, dass auf X/U wie folgt eine Norm eingefiihrt wird:

|z + U] := inf ||z — u]|.
uelU

Unabhéngigkeit von der Wahl des Reprasentanten einer Klasse folgt, weil 1 +U = x5+ U
einfach z1 = x9+wu mit v € U bedeutet und damit das Infimum iiber den Teilraum U nicht
verindert wird. Klarerweise ist ||# + U]|" > 0 und |0+ U||' = 0. Ist ||z + U|" = 0, dann
ergibt sich durch Wahl einer das Infimum approximierenden Folge u,, € U, dassz € U = U
ist, alsox + U =U =04 U gilt. Fiir A €e K, A # 0 ist (wegen u € U < \u € U)

Nz + )| = || e+ U| = inf || Az — u|| = inf | Az — \u|| = |||z + U]|;
uelU uelU

fiir A = 0 ist die Homogenitét trivial. Schliefslich ist die Dreiecksungleichung nachzuweisen.
Bei gegebenen x,75 € X und beliebigem ¢ > 0 wihle wj,uy € U mit |lz; —uj|| <
|z; + U] + &/2. Dann folgt

[(z1 4+ U) + (z2 + U)||' = |[(z1 + 22) + U] < ||(z1 + 22) — (w1 + uo)|
9 19
< oy — w4 [Je — ug| < |y:c1+Uy|’+§+||x2+UH’+§ <oy + U + |lae +U|| + ¢

und somit ||(x1 + U) + (w2 + U)|| < ||y + U||" + ||w2 + U||’, weil ¢ beliebig war.
Bemerkung: (i) Offensichtlich gilt ||z + U||" < ||z|| (weil ja 0 € U im Infimum mitspielt).

(ii) Die Norm || || auf X/U erzeugt gerade die Quotiententopologie bzgl. der Relation
x ~y < x—y € U und der kanonischen Surjektion ¢: X — X/U, d.h. G C X/U ist genau
dann offen, wenn ¢7'(G) offen in X ist (siche [Conw10, Chapter III, Theorem 4.2.(c)]).
Insbesondere ist ¢ stetig. Daraus folgt iibrigens im Falle der Separabilitit von X auch

sofort, dass X /U separabel ist: Sei A C X abzéhlbar und dicht, dann ist ¢(A) 2 ¢(4) =
q(X) = X/U, also q(A) eine abzéhlbare dichte Teilmenge in X/U.

Proposition: Wenn X ein Banachraum ist, dann auch X/U.
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Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung der Vollstdndigkeit in 1.6(ii) mittels absolut
konvergenter Reihen. Seien x; € X gegeben, die eine absolut konvergente Reihe in X/U
bilden, d.h. Y237 [lz + Ul < oo. GemiR Infimumskonstruktion in der Quotientennorm
gibt es zu jedem k € N ein u, € U, sodass ||z — ug|| < |lzp + Ul + 1/2* gilt; wegen
xp + U = — uy, + U diirfen wir OBdA gleich ||a4]| < ||z + U|" + 1/2* annehmen. Nach
Summation iiber k folgt daraus nun Y., [[zx]| < oco. Daher existiert = := Y ;- x; und

wir erhalten fiir die Partialsummen
!

$+U—zn:($k+U)

k=1

<

I

n / n
x—g . +U x—g Ty
k=1 k=1

was flir n — oo natiirlich gegen 0 strebt. Daher ist >, (z; + U) konvergent in X/U. O

1.22. Normierte Algebren, Potenzreihen und die Neumannsche Reihe: Sei X
eine K-Algebra mit Einselement e € X, d.h. X ist ein K-Vektorraum mit einer zusétzlichen
Multiplikation X x X' — X, die assoziativ und bilinear ist und mit e als neutralem Element.
Weiters sei auf X eine Norm || || definiert, die zusétzlich folgende Eigenschaften hat:

Ve,y e X layll < [leflllyll und el =1.

Wir nennen X eine normierte Algebra und im Falle der Vollstandigkeit Banachalgebra.
Zusitzlich zur Stetigkeit der Vektorraumoperationen ist in einer normierten Algebra auch
die Multiplikationsabbildung X x X — X, (z,y) — zy stetig.

Beispiele fiir kommutative Banachalgebren sind (jeweils mit punktweisen bzw. komponen-
tenweisen Operationen) [, Cy(T') und L*>(€2, ). Als endlichdimensionale nichtkommutati-
ve Beispiele kennen Sie aus den Einfithrungsvorlesungen bereits die Matrixalgebren M, (K)
(n > 2) mit der Operatornorm ||A| = sup{||Az||' | z € K, ||z|" = 1}, wobei || ||" eine
beliebige fest gewahlte unter den dquivalenten Normen auf K" ist. Unendlichdimensionale
nichtkommutative Beispiele ergeben sich aus dem néchsten Kapitel.

In einer normierten Algebra X ergibt sich induktiv fiir jedes x € X und k € Ny (wir setzen
29 := ¢) die Ungleichung

2| < Il
und fiir vertauschbare Elemente z,y € X, d.h. zy = yx, die Giiltigkeit des Binomischen
Lehrsatzes. Wir nehmen nun fiir das Weitere an, dass X wvollstindig, also eine Banachal-
gebra, ist. Wir erhalten z.B. fiir jedes x € X die bzgl. || || absolut konvergente Reihe

> e
k!
k=0
die geméf Bemerkung 1.6(ii) in X konvergent ist und somit als Limes ein eindeutiges

Element in X definiert, das wir mit exp(x) bezeichnen. Mittels Cauchyprodukt und Bino-
mischem Lehrsatz gewinnen wir fiir vertauschbare x,y € X dann auch die Formel

exp(z +y) = exp(x) exp(y).

11



Ein bisschen allgemeiner konnen wir Potenzreihen in X betrachten, also mit Koeffizienten-
folgen ay € K (k € Ny) definierte Reihen

o
E akxk,
k=0

die jedenfalls fiir jene z € X mit ||z|| < R := 1/(limsup +/|ax|) absolut in X konvergiert.

Speziell kénnen wir fiir jedes € X mit ||z|| < 1 die Neumannsche Reihe z(z) := >, x*
bilden, die also einfach die Verallgemeinerung der geometrischen Reihe ist. Durch die iibli-
che Rechnung ergibt sich

[ee] o0
(e—x)z Zxk Zxkﬂ—e—zx)(e—x),

k=0 k=0

d.h. e — x ist invertierbar in X und es gilt

oo
(e —x) Zx sowie |[[(e —z)7"| < ZHJ;Hk: 1—1||a:||’
k=0

Wir wollen daraus nun etwas allgemeiner etwas iiber die Menge G(X) der invertierba-
ren Elemente in der Banachalgebra X lernen. Zunéchst ist G(X) eine Gruppe bzgl. der
Multiplikation, wie sich leicht nachpriifen lasst (bzw. auch aus der Theorie der Ringe mit
Einselement folgt). Wir werden aber auch noch topologische und analytische Eignschaften
beisteuern.

Lemma: Die Gruppe G(X) der invertierbaren Elemente der Banachalgebra X ist offen
und die Abbildung x — z7! ist || ||-stetig G(X) — G(X). Genauer: Fiir xy € G(X) und
r:=1/||ag"|| ist die offene Kugel U, (z) enthalten in G(X) und fiir alle z € U, (z0) gilt

Beweis. Aus der allgemein giiltigen Relation x = ¢ — (19 — 2) = z¢(e — 25" (2o — 2)) sehen
wir, dass wir fiir € U,(z¢) ein Produkt erhalten aus dem invertierbaren Element zy und
dem Faktor (e— " (zo—2)), der wegen ||zg ' (zo — z)|| < ||zg"||lz0 — ]| = [|zo — 2 /r < 1
gemaf Neumann-Reihe invertierbar ist. Also ist z invertierbar und es gilt

[e.9]

_ _ _ _ k
vt = (e — a2y (vg — 7))~ 1$01—Z(CE01(I0—JI)) ) —1—2 x5 (zo — 2))" g,

k=0
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woraus wir folgende Abschétzung mittels der geometrischen Reihe gewinnen:

0 o
o™t = a5 | < 3 llwo — 2l lag 7 = llwo — 2l |25 [ (o — 2l 5 |))'
k=1 =0
B Rt S S %k
- r2 1—|lzg —z||/r  r(r—|lzo —2|)
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2 Lineare Operatoren und Dualraume

Wir betrachten nun lineare Abbildungen — oft sprechen wir stattdessen von Operatoren
— zwischen normierten Rdumen X und Y. Die Menge der stetigen linearen Abbildungen
(bzw. stetigen Operatoren) X — Y bezeichnen wir in dieser VO mit L(X,Y) und einem
ygebriauchlichen Missbrauch® folgend, werden wir die Norm in beiden Rdumen X und Y
nun meistens mit demselben Symbol || || notieren. Ist X =Y (und beide Male mit derselben
Norm ausgestattet!), dann setzen wir L(X) := L(X, X).

2.1. Theorem: Seien X und Y normierte Raume und A: X — Y linear. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist stetig bei 0,

(ii) A ist stetig,

(iii) A ist gleichméfhig stetig,
(

iv) A ist beschrinkt, d.h. es gibt ein M > 0, sodass || Az|| < M||z|| fir alle z € X gilt.

Beweis. (iv) = (iii) ist wegen ||[Az — Azo|| = ||A(x — z0)|| < M||z — x| sofort einzusehen
und (iii) = (ii) = (i) ist trivial. Es bleibt nur noch (i) = (iv) zu zeigen, was wir durch
Kontraposition erledigen: Ist A unbeschrankt, dann gibt es zu jedem n € N ein z, mit
| Az, || > nl||z,||. Wegen A0 = 0 muss x,, # 0 gelten und wir kénnen mit y,, :== z,,/(n||z,||)
zu ||Ay,|| > 1 umformen. Wir erhalten daher ||y,|| = 1/n — 0 fiir n — oo (d.h. y, — 0)
und gleichzeitig Ay, /4 0 = A0, d.h. A ist unstetig bei 0. ]

Der Nulloperator ist immer stetig, also ist L(X,Y") # () und Summen und skalare Vielfache
stetiger Operatoren (wie iiblich punktweise definiert) sind z.B. mittels Kriterium (i) oder
(iv) im obigen Theorem auch sofort als stetig erkannt. Somit ist L(X,Y') ein Vektorraum.
Da beschrénkte Mengen in metrischen/normierten Raumen gerade solche sind, die in (ir-
gend)einer Kugel enthalten sind, besagt Eigenschaft (iv), dass Bilder beschrinkter Mengen
unter einem stetigen Operator beschrankt sind.

2.2. Definition: Sei A € L(X,Y), dann heifst das Infimum aller méglichen Schranken
M > 0 in Eigenschaft (iv) von Theorem 2.1 die Operatornorm von A und wird mit || A|l
bezeichnet. Insbesondere ist also ||Az|| < ||A|l||z]-
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Wenn wir fiir z # 0 die Ungleichung ||Az|| < M||z|| umformen, sehen wir unmittelbar

[Az|

|All = sup ——— = sup ||Az|| = sup ||Az|.
20 ||zl jay= lzll<1

2.3. Bemerkung: (i) Wenn D C X ein dichter Teilraum ist und ein Y Banachraum, dann
kann A € L(D,Y) eindeutig als stetige lineare Abbildung auf X fortgesetzt werden.

(Hier folgt die Eindeutigkeit direkt aus der Dichtheit von D zusammen mit der geforderten Stetig-
keit der Ausdehnung. Die Existenz einer Fortsetzung ergibt sich recht miihelos aus der gleichmafi-
gen Stetigkeit von A geméfs 2.1(iii): Zu = € X gibt es eine Folge (x,) mit x,, € D und x,, — z.
Als konvergente Folge hat (x,,) die Cauchyfolgeneigenschaft. Letztere iibertragt sich auf die Folge
der gleichméfig stetigen Bilder (Ax,,), also existiert Az :=lim Az, in Y. Die Unabhéngigkeit des
Wertes Az von der Wahl der approximierenden Folge (z,) ergibt sich leicht mittels || A|| als gleich-
méafige Schranke fiir Differenzen von solchen. Die Linearitdt von A is klar und fiir den Nachweis
der Stetigkeit von A kénnen wir einfach Beschriinktheit mittels Stetigkeit der Norm auf X zeigen:
| Az = lim || A]| < limsup [ Allall = 1Al lim [lz, | = [[A] 2]

(ii) UE-Aufgabe: A € L(X,Y) besitzt eine auf im(A) definierte stetige Inverse, falls A nach
unten beschrinkt ist, d.h. es gibt ein m > 0, sodass ||Az|| > m||z| fiir alle x € X.

Eine direkte Folgerung davon: A kann nicht stetig invertierbar sein, falls es eine Folge (x,,)
in X gibt, sodass ||z,|| = 1 und Az, — 0.

2.4. Proposition: Die Operatornorm macht L(X,Y) zum normierten Raum. Ist zudem
Y vollsténdig, dann ist L(X,Y") ein Banachraum (fiir jeden normierten Raum X).

Beweis. Von den Normeigenschaften ist hochstens bei der Dreiecksungleichung kurz zu
argumentieren: Fir A, B € L(X,Y) und = € X ist

I(A+ B)z| = [|Az + Bz|| < ||Az|| + || Bz|| < [|Allll=]l + [ Bllll=ll = (IAI + [|B]) =],

woraus sofort ||[A + B|| < ||A]| + || B]| folgt.

Nun sei Y ein Banachraum und (A4,,) eine Cauchyolge in L(X,Y’) bzgl. der Operatornorm.
Fiir fixes beliebiges = € X ist wegen

[Anz = Amz]| = [[(An = Ap)z|| < [|An = Al ]]

(A, z) eine Cauchyfolge in Y, hat also einen Grenzwert Az := lim A,z € Y. Die so definierte
Abbildung X — Y, x — Ax ist offensichtlich linear (weil jedes A, und die Grenzwertbil-
dung linear sind) und es ist noch die Stetigkeit von A sowie ||A,, — A|| — 0 zu zeigen.

Sei e > 0. Wahle geméft Cauchyfolgeneigenschaft von (A,,) ein ng € N, sodass fiir n, m > ng
immer ||A, — A,| < e garantiert ist. Dann folgt fiir n,m > ng und jedes x € X wie oben

[Anz = Ap| < [[An = Amll[lz] < efl],
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woraus durch Ax = lim,,, ,, A,z die Ungleichung
Vn>noVe e X || Apx — Az|| < ¢z

wird. Insbesondere folgt geméf Theorem 2.1(iv) die Stetigkeit von A — A,,, und somit auch
dievon A = (A—A,,,)+ A,,. Weiters besagt die obige Ungleichung natiirlich |4, — Al < e
fiir alle n > ng. Daher folgt A, — A. H

2.5. Proposition: Seien XY, Z normierte Rdume, A € L(Y,Z) und B € L(X,Y). Dann
ist AB € L(X, Z) und es gilt (fiir die entsprechenden Operatornormen) ||AB|| < || A||||B]|-

Beweis. Als Verkniipfung linearer stetiger Abbildungen ist AB sebst linear und stetig. Fiir
x € X gilt |ABz|| < ||A||||Bz|| < ||AJl||B||||z||, woraus die Behauptung folgt. O

Obige Propositionen erlauben mit Riickblick auf 1.22 zwei sehr niitzliche Folgerungen.

2.6. Korollar: Fiir einen Banachraum X ist L(X') eine Banachalgebra mit der identischen
Abbildung (notiert meistens als I oder 1) als Einselement.

2.7. Korollar: Ist X ein Banachraum und A € L(X) mit ||A]] < 1, dann ist 1 — A
invertierbar und es gilt

1

(1-A)"= ZA =7 < =y

Es wire nun reine Routine auch die quantitativen Aussagen des Lemmas in 1.22 auf den
Fall eines invertierbaren Operators zu iibertragen. Die Gruppe der stetigen invertierbaren
Operatoren auf dem Banachraum X wird in diesem Fall oft mit GL(X) bezeichnet.

2.8. Beispiel (Fredholmsche Integralgleichung): Fiir vorgegebene Funktionen y €
C([0,1]), k € C([0,1] x[0,1]) und A € K suchen wir eine Losung x € C([0, 1]) der Gleichung

z(s) — )\/k(s,t)w(t) dt =y(s) (s€][0,1)).

Wir wollen dies als Operatorgleichung im Banachraum (C([0,1]), || ||,.) interpretieren und
studieren dazu zunéchst die Abbildung K : C([0,1]) — C([0,1]), gegeben durch

(Kz)(s) ::/k(s,t)x(t) dt (s €0,1)).
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Offensichtilch bildet K den Vektorraum C'([0,1]) linear in sich selbst ab (vgl. Parame-
terintegral aus der Analysis). Die Funktion k wird Integralkern oder Kernfunktion des
Integraloperators K genannt. Nun lasst sich die Integralgleichung abstrakt in der Form

r—AKr =y bzw. (1-AK)x=y

schreiben. Wir konnen leicht zeigen, dass K stetig bzg. der Norm || ||, ist:

0<s<1

IKzl = sup /k(s,t)x(t) dt| < sup /\k(s,t)x(m dt

1

< sup / sup [k(s,r)a(r) dt < sup [k(s,r)] sup |o(r)] = &l 2]
0<s<1.J o0<r<i 0<s,r<1 0<r<1

Insbesondere folgt auch || K| < |k||,, und somit [[AK|| < M|k Ist z.B. ||k]| < M
mit M > 0, dann erhalten wir fiir jedes A € K mit |A| < 1/M wegen ||AK| < 1 die
Invertierbarkeit von 1 — AKX und dirfen mittels Neumann-Reihe schreiben

= (1= XKy = S XKy =y SN KTy,

n=0 n=1
d.h. es gibt eine eindeutige Losung = € C([0,1]) und diese héngt stetig von y ab.

Bemerkung: (i) Mit ein bisschen Rechnen (vgl. [Heu06, Werl8| kénnten wir leicht sehen,
dass sich die Potenzen K™ als Integraloperatoren mit stetigen Kernfunktionen k,, schreiben
lassen und (fir [A| < 1/M) sogar die Funktionenreihe )" ° | A"k, gleichméfig auf [0, 1] x
[0,1] gegen eine (stetige) Funktion h konvergiert, die als (auf)losender Kern bezeichnet
wird. Die Losung x ist dann also selbst durch einen Integraloperator gegeben in der Form

2(s) = y(s) + /h(s,t)y(t) it (0<s<1).

(ii) Fredholmsche Integralgleichungen der obigen Form entstehen unter anderem als Um-
formulierungen von Rand- und Eigenwertproblemen fiir lineare Differentialoperatoren (ins-
besondere sogenannte Sturm-Liouville-Probleme; siche z.B. [Heu06, §3]).

Wir wenden uns nun einigen Grundprinzipien der Funktionalanalysis zu, deren Beweise
essentiell auf der Baire-FEigenschaft vollstandiger metrischer Riume beruhen (vgl. [Hoe20,
Theorem 8.5|)

2.9. Die Sitze von der offenen Abbildung und von der stetigen Inversen: Wir
erinnern zunéchst daran, dass eine stetige bijektive Abbildung f: T'— S zwischen topolo-
gischen Rdumen genau dann ein Homémorphismus ist (also eine stetige Inverse f~! hat),
wenn f offen ist, d.h. die Bilder f(O) offener Teilmengen O C T stets offen in S sind.
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Offene lineare Abbildungen zwischen normierten Raumen miissen stets surjektiv sein, weil
ja z.B. das Bild der offenen Einheitskugel U;(0) eine offene Kugel um 0 enthélt und somit
durch Skalierungen der ganze Zielraum als Bild auftritt. Im Falle von Banachraumen gilt
nun sogar eine Umkehrung davon.

Theorem (Satz von der offenen Abbildung): Seien X, Y Banachrdume und A: X —
Y linear, stetig und surjektiv. Dann ist A offen.

Beweis. Nachdem offene Kugeln Umgebungsbasen bilden und A linear ist, geniigt es wegen
der Stetigkeit von Skalierungen und Translationen zu zeigen, dass jedes Bild einer offenen
Kugel um 0 in X eine offene Kugel um 0 in Y enthalt.

1. Schritt: Sei U := Uy (0) € X mit r > 0 vorgelegt und @ := U,(0) C Uy (0). Es gilt
X = U, ey nQ, daher wegen der Surjektivitdt von A auch Y = |, .y nA(Q) € U, ey nA(Q).

Nach dem Satz von Baire gibt es ein m € N, sodass mA(Q) eine offene Kugel B enthilt,
also A(Q) 2 (1/m)B. Weiters ist wegen U D ) — @ auch A(U) 2 A(Q) — A(Q) und daher

A(U) D) A(Q) — A(Q) [Stetigkeit der Differenz|

SAQ) - A@ 2 ~B- 5= |J (x—%B) S0,

zE%B
7

TV
Vereinigung offener Mengen

was zeigt, dass A(U) eine offene Kugel V' um 0 enthalten muss.

2. Schritt: Sei 1y > 0 beliebig und nun U := Us,,(0). Wir wéhlen Zahlen r, > 0 (n € N),
sodass > 7 1, < 1o gilt. Geméak Schritt 1 konnen wir zu jedem n € Ny eine offene Kugel
V, in Y um 0 mit Radius o, > 0 finden, sodass

VneNy:V, C A(U,,(0)),
wobei OBdA auch ¢, — 0 gilt. Sobald die folgende Behauptung gezeigt ist, sind wir fertig.
Behauptung: Vo C A(U).

Sei y € Vo. Wegen y € A(U,,(0)) gibt es also ein xy € U, (0) mit ||y — Azg|| < o1, d.h.
y — Axzy € V. Daher folgt auch y — Az € A(U,,(0)) und wie vorhin finden wir nun ein
x1 € Uy (0) mit y — Azg — Azq € Vi Induktiv erhalten wir z,, € U, (0) mit

(%) ly —Alzo+ a1+ ...+ z,)|| <opp1 (n=0,1,2,...).
Wegen [|z,|| < 7, ist D2 llzall < ro + Doy rn < 2r¢, also existiert nach 1.6(ii) der

Grenzwert z := >~ x,. Es folgt ||z|| < Y77 ||znl| < 2r¢, also z € Us,,(0) = U, daher
mittels (x) und der Stetigkeit von A auch y = Az. Das heift aber insgesamt y € A(U). O
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Im vorigen Beweis haben wir also im ersten Schritt die Vollstdandigkeit von Y verwendet,
im zweiten dann jene von X. Nun folgt unmittelbar das néchste wichtige Prinzip.

Korollar (Satz von der stetigen Inversen): Seien X, Y Banachrdume und A: X — Y
linear, stetig und bijektiv. Dann ist A~! stetig.

2.10. Korollar (Der Satz vom abgeschlossenen Graphen): Sei A: X — Y eine
lineare Abbildung zwischen Banachrdumen. Falls der Graph von A

['(A) ={(z,Az) e X xY |z € X}

abgeschlossen in X x Y ist, dann ist A stetig.

Beweis. T'(A) ist als abgeschlossener Teilraum des Banachraumes' X x Y selbst ein Ba-
nachraum. Die Projektion P: I'(A) — X, (z, Ax) — x ist linear, stetig und bijektiv, besitzt
also eine stetige Inverse P~!: X — I'(A). Fiir jede Folge (z,,) in X mit z,, — x gilt daher
(n, Az,) = P71z, — P~'x = (x, Ax), daher insbesondere auch Az, — Az. O

2.11. Bemerkung: Graphenabgeschlossenheit von A: X — Y heifst mittels Folgen aus-
gedriickt, dass (i) z,, = 2 in X zusammen mit (i) Iy € V: Az,, — y immer (iii) y = Az
impliziert. Stetigkeit heifit gerade, dass allein aus (i) schon (ii) und (iii) folgt.

2.12. Prinzip der gleichmifiigen Beschrinktheit und Banach-Steinhaus-Sitze:
Hier geht es einerseits darum, aus punktweise giiltigen Schranken fiir eine Familie von Ope-
ratoren auf globale Schranken zu schliefien. Andererseits werden Kriterien fiir die punkt-
weise Konvergenz von Operatorfolgen gegen einen stetigen Operator formuliert.

Theorem (Prinzip der gleichmifiigen Beschrianktheit): Seien X ein Banachraum,
Y ein normierter Raum, / eine Menge und A; € L(X,Y) fiir jedes j € I. Dann gilt:

<‘v’x € X: sup||4;z| < oo) = <SUP 145 < OO)
jel Jel

Beweis. Fiir jedes n € N setzen wir X,, := {z € X | sup;c;[|A;z| < n}, sodass laut
Voraussetzung X = J,,cny Xn gilt. Wegen der Stetigkeit von x — || A x| fiir jedes j € I
und X, = ;e {z € X | [[A;z| < n} ist jedes X, abgeschlossen. Nach dem Satz von Baire
existieren m € N, 5 € X und r > 0, sodass K,(zg) C X,,; also gilt: ||z — o] < r =
Viel:|Az|| <m.

Sei z € X beliebig mit ||z|| < 1. Dann ist x := xo + rz € K,(z¢) und daher

m+m 2m

1 1
A (;(x _ x())) H <~ (1ol + 1 4smoll) < 0 = 22,

r

14,2 = '

Wir erhalten also || A;]| = sup, < [[A;z2]] < 2m/r fiir alle j € 1. O

I'Normen auf dem Produktraum und die Vollstéindigkeit werden in den UE ausfiihrlich besprochen.
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Korollar A (Satz von Banach-Steinhaus): Seien X ein Banachraum, Y ein normierter
Raum und (A,,)en eine Folge in L(X,Y), sodass fiir jedes z € X der Grenzwert Az :=
lim,,_,, A,z € Y existiert. Dann ist die Abbildung A: X — Y, z — Az linear und stetig,
die Folge der Normen (||A,||) ist beschrankt und es gilt ||A]| < liminf ||A,]||.

Beweis. Linearitat von A ist klar. Aufserdem ist fiir jedes z € X die Folge (A,x) als
konvergente Folge beschrinkt, also (A,) punktweise beschrinkt. Nach dem gerade be-
wiesenen Prinzip gibt es eine Konstante M > 0, sodass ||A,| < M fiir alle n € N, d.h.
|Apz|| < M|jz|| fiir n € Nund z € X. Mit n — oo bei fixem x folgt daraus || Az|| < M|z||,
also die Stetigkeit von A. Wegen || A, z|| < [|A,||||z] und A,z — Az erhalten wir aber sogar
|Az|| < liminf, . ||An]l||z], also ||A] < liminf||A,]||. O

Korollar B (Satz von Banach-Steinhaus): Seien X, Y Banachrdume und (A, ),cn eine
Folge in L(X,Y’), dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) (A,) konvergiert punktweise gegen einen stetigen Operator A € L(X,Y),

(ii) die Folge der Normen (|| A,||) ist beschrankt und es gibt eine dichte Teilmenge D C X,
sodass fiir jedes x € D die Folge (A, z),en konvergent ist.

Beweis. (i) = (ii) folgt aus Korollar A.

(ii) = (i): Sei z € X und € > 0 beliebig. Wir wéhlen ein z € D mit ||z — z|| < £ und
setzen M := sup,,cy ||An||. Wegen der Konvergenz von (A,z2) gibt es ein ny € N, sodass fiir
m,n > ng stets ||A,z — A, z|| < € garantiert ist. Wir erhalten also fiir m,n > ng

|Ape — Apz|| < |Anz — Anz|| + [|Anz — Azl + |Amz — Az
< Ml|x—z||+e+ M|z—z|| < Me+e+ Me = (2M + 1)e.

Dabher ist (A,z) eine Cauchyfolge in Y und wir diirfen Az := lim A,,x setzen. Somit ist (A4,,)
eine (auf ganz X) punktweise konvergente Folge von Operatoren und wir kénnen wieder
Korollar A anwenden. O

2.13. Der Dualraum eines normierten Raumes: Zu dem normierten Raum X ist
X' := L(X,K) der (stetige) Dualraum. Aus der Vollsténdigkeit des Grundkorpers K folgt
mit Proposition 2.4, dass X’ mit der durch die Operatornorm gegebenen Norm

[
12 = sup B9 — g i@) = sup @) (€ x)
0 [zl =1 el <1

stets ein Banachraum ist. Im Vergleich zum rein algebraischen Dualraum X* aller linearen
Funktionale besteht also X’ ,nur* aus den stetigen linearen Funktionalen X — K und es gilt
X’ C X*. Im Unendlichdimensionalen ist aber iibrigens X’ # X*, d.h. es gibt dann immer
unstetige lineare Funktionale auf X (allgemeiner gibt es in dem Fall fiir jeden normierten
Raum Y # {0} unstetige lineare Abbildungen X — Y’; vgl. z.B. [Meg98, Theorem 1.4.11]).
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Fiir dim X < oo wurde in der Linearen Algebra dim X = dim X* gezeigt und natiirlich
gilt hier auch X’ = X* weil alle linearen Abbildungen auf einem endlichdimensionalen
normierten Raum stetig sind (UE).

Wir werden einige Beispiele von Dualrdaumen besser durch geeignete Identifikation mit
anders konstruierten Banachrdumen verstehen. Dafiir bendtigen wir noch die folgenden
Begriffe.

2.14. Definition: Seien X und Y normierte Raume.

(i) Ein stetiger linearer Operator T € L(X,Y) heift Isomorphismus, falls T bijektiv und
T—! stetig ist.

(ii) Eine lineare Abbildung T: X — Y heilt Isometrie, falls [|Tx| = ||z| fir alle z € X
gilt. Eine solche Abbildung ist automatisch stetig und injektiv.

(iii) T: X — Y heikt isometrischer Isomorphismus, falls T sowohl ein Isomorphismus als
auch eine Isometrie ist. Wir schreiben in diesem Fall X =Y (vermdoge 7).

2.15. Bemerkung: (i) Nach dem Satz von der stetigen Inversen ist fiir Banachraume X, Y
bereits jede stetige bijektive lineare Abbildung X — Y ein Isomorphismus.

(ii) Sind X und Y isomorph und X vollstédndig, so muss auch Y ein Banachraum sein.

(iii) Eine surjektive Isometrie T: X — Y ist bereits ein isometrischer Isomorphismus, weil
die Inverse einer Isometrie klarerweise beschrankt, also stetig, ist.

(iv) In einem unendlichdimensionalen normierten Raum Y kann ein echter abgeschlossener
Teilraum X C Y, X # Y, trotzdem isomorph zu Y sein?. Ein prominentes Beispiel ist
X =cpund Y = ¢ (wobei hier wiederum ein isometrischer Isomorphismus ¢y = ¢ unmoglich ist,
wie sich durch Studium von Extremalpunkten der Einheitskugeln erweist; vgl. dazu [Schr00, §2.2,
Aufgabe 12] oder [Kabl18, §3.5, Aufgabe 7]).

2.16. Beispiel (Einige klassische Dualrdume): 1) Wir betrachten (I?)' fiir 1 < p < oo.
Wir wéhlen ¢ > 1, sodass %+% = 1, wobei wir ¢ = oo im Falle p = 1 setzen. Fiir

a = (a,) € 19 betrachten wir die Abbildung

Ta: P - K, (z,) — Zanwn.

n=1

Aus der Hélder-Ungleichung folgt sofort, dass [Ta(x)| < |lal|,[|z||, gilt, womit T'a als lineare
Abbildung 7 — K definiert und stetig ist; es folgt ||[Tal| < [[a]|, und die Linearitét der
Abbildung a +— Ta ist klar. Daher ist T': 19 — (I?) stetig und linear. Wir werden zeigen,
dass T ein isometrischer Isomorphismus ist, also

R

2Im Falle von Hilbertriumen wiire dies sogar mit isometrischer Isomorphie machbar.
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Injektivitit von T': Sei e,, die Folge mit Eintragung 1 an der n-ten Stelle und sonst 0. Wenn
a = (a,) € 19 mit Ta = 0 ist, dann folgt a,, = T'a(e,) = 0 fiir jedes n € N, also a = 0.

Surjektivitiat von T: Sei p € (I?)'. Wir setzen a,, := u(e,), a = (a,) und werden a € [?
sowie T'a = p zeigen.

Fiir den Fall p > 1 (somit 1 < ¢ < 00): Es ist mit b, := 0, falls a,, = 0, und b, := |a,|?/an,
falls a,, # 0, zunéchst fiir jedes N € N

1/p
Z|an|q - Zanb _ anu en) = (Zb en> <l (pr)
1/p N 1/p
= [lull (Zlanlp(q_l)) = [lull (Zlan|q> :
n=1 n=1

1/q
daher wegen 1 — 1/p = 1/¢ nach Division einfach (Zivzl |an|q> < |||l Da N beliebig

war, erhalten wir a € I mit [lal[, < ||ul|. Wegen T'a(e,) = a, = p(e,) stimmen die beiden
stetigen linearen Funktionale T'a und p auf dem (geméf Beispiel 1.20(iv)) dichten Teilraum
span{e, | n € N} von [? {iberein, miissen also gleich sein.
Fiir den Fall p =1 (somit ¢ = 00): Wegen |a,| = |u(en)| < [ullllenll = gl ist a € 1*°
mit [jal| < ||p||. Wiederum stimmen die Funktionale T'a und p auf dem dichten Teilraum
span{e, | n € N} von [? {iberein, miissen also gleich sein.

T ist Isometrie: Wir haben beim Surjektivititsbeweis |[af, < [|u|| gezeigt, was wegen
p = Ta zusammen mit der fritheren Beobachtung [|T'a|| < |laf|, nun [|Ta|| = ||al|, ergibt.

Wir haben nun sogar die Wahl und konnen die Stetigkeit der Inversen T~! direkt aus

der Isometrieeigenschaft ablesen oder aus dem Satz von der stetigen Inversen folgern, weil

sowohl (9 als auch (I?)" Banachrédume sind.

2) ¢o’ = 1! folgt dhnlich wie in 1) mittels T: I — ¢/, wobei Ta(z) := > 7 | aya, fir a € I*,
! ~ /

T € ¢ (Beweis als UE). Ebenso ergibt sich ¢ 2 [!| was bemerkenswert ist, weil also ¢y’ & ¢
gilt, wahrend ¢y 2 c ist.

3) Sei (2, 1) ein o-endlicher Mafraum, d.h. es gibt eine Folge von messbaren Teilmengen
E, € Qmit u(E,) < oo und |J, oy En = Q. Beispiele dafiir sind das Lebesgue-Mafs auf
beliebigen Intervallen I C R oder Wahrscheinlichkeitsmafe (d.h. u(2) = 1). Dann kann
mit maftheoretischen Versionen der Beweise aus 1) gezeigt werden (vgl. [Werl8, Satz I1.2.4]
oder [EIL8, Abschnitt VIL.3| oder [Fried82, §4.14]), dass fiir 1 < p < oo und % + % =1
(wiederum ¢ = oo fiir p = 1) die Abbildung T": L9(Q2, u) — LP(Q, )’, gegeben durch

(To)(f) = / fgdn  ¥ge LU, u),Vf € LM, p),

ein isometrischer Isomorphismus ist, d.h. es gilt LP(Q, u)" = LI(Q, p).
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4) Warum wurde der spezielle Fall p = 0o (daher ¢ = 1 nétig fiir ; + 2 = 1) in 1) bzw. 3)
nicht erwihnt? Tatsdchlich sind die Raume (1°°) bzw. L>([0, 1]) jeweils ,,grofer” als I! bzw.
L'([0,1]) in dem Sinne, dass wir durch Abbildungen analog zu 1) bzw. 3) jeweils Isometrien
' — (1) bzw. L'([0,1]) — L>([0,1])" erhalten, die aber nicht surjektiv sind (sieche
z.B. [Werl8, Satz II1.1.11] konkret fiir [*°). Fiir den Nachweis der Nichtsurjektivitét ist
der weiter unten behandelte Fortsetzungssatz von Hahn-Banach sehr praktisch. Auferdem
ergibt sich in weiterer Folge (siche Korollar 2.19) auch das Resultat, dass ein normierter
Raum mit separablem Dualraum selbst separabel sein muss, was wegen der Separabilitéit
von ! bzw. L'([0,1]) und der Nichtseparabilitit von [* bzw. L>([0,1]) also auch die
Hoffnungen auf I! 2 (I°°) bzw. L'([0,1]) = L*>([0, 1])’ zerstort. (Und iibrigens kann L' ([0, 1])
gar nicht Dualraum eines normierten Raumes sein; siehe z.B. [Werl8, Korollar VIII.4.6].)

Bemerkung: Fiir allgemeine Mafriume lisst sich iiber L°°(€, u)’ vs. L*(€, i) nicht so viel
sagen, weil schon einfache ,Extremfille* von (£, u) jeweils sehr verschiedene qualitative
Eigenschaften hervorrufen; z.B. ist L>(€2, u) fiir eine endliche Menge €2 sicher endlichdi-
mensional und insbesondere auch separabel, wahrend fiir das Zahlmaf auf einer iiberab-
zéhlbaren Menge € nichtmal LP(€, 1) mit 1 < p < oo separabel ist.

5) Es sei K ein kompakter Hausdorff-Raum, dann lésst sich C'(K) geméfs Darstellungssatz
von Riesz (|[Werl8, Theorem I1.2.5] oder [Coh13, Section 7.2]) mit dem Raum M (K) der
komplexen requldren Borelmafe auf K, ausgestattet mit der Variationsnorm, identifizieren.

Zunéchst zu den maftheoretischen Grundbegriffen. Ein Element 4 € M (K) ist (zumindest)
auf der o-Algebra der Borelmengen, die von allen offenen Teilmengen von K erzeugt® wird,
definiert und hat Werte in C (also ist +o0o ausgeschlossen!); weiters ist p(0)) = 0 und p
o-additiv?. Man kann zeigen (vgl. [E118, Kapitel VIL, §1, Aufgabe 1.7] oder [Coh13, Section
4.1]), dass fiir jede Borelmenge A C K

12|(A) := sup { > 1A

k=1

N
Ay, ..., Ay disjunkte Borelmengen, A = U Ak} < 0

k=1

ist und dadurch ein positives endliches Maf |u| definiert wird; von diesem positiven endli-
chen Mak |u| wird nun zusétzlich folgende Regularititseigenschaft gefordert: Fiir jede Bo-
relmenge A soll |u|(A) = sup{|u|(C) | C C A, C kompakt} = inf{|u|(O) | A C O, O offen}
gelten. Schlieklich wird durch

[l = ] (KC)

eine Norm auf M (K) definiert, mit der (M (K), || ||) zum Banachraum wird (vgl. [Werl8,
Beispiel 1.1(j) und Definition 1.2.14] oder [Cohl13, Proposition 4.1.8]).

Der anfangs erwéhnte Satz von Riesz besagt nun, dass C'(K)" = M(K) vermoge des isome-
trischen Isomorphismus 7': M (K) — C(K)' gilt, wobei fiir ein Maf p € M(K) das lineare

3als Durchschnitt {iber alle die Topologie von K umfassenden o-Algebren
Fiir jede disjunkte Folge von Borelmengen Ay, gilt pu(Upey Ak) = > pey 1(Ak)
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Funktional 7'y auf C(K') durch Integration gegeben ist:

(Tu)(f) = / f@)du(z)  Vf e C(K).

6) o ,ist kein Dualraum®, d.h. es gibt keinen normierten Raum X, sodass ¢y = X' gilt.
(Dies lasst sich aus einem Satz von Krein-Milman folgern, der in gewisser Weise besagt, dass
Einheitskugeln in einem Dualraum eine reichhaltige Menge an sogenannten Extremalpunkten be-
sitzen; siehe z.B. [Wer18, Theorem VIII.4.4 und Korollar VIII.4.6].) In dem Sinne ist auch ¢ kein
Dualraum, weil sich andernfalls relativ leicht mittels der Zerlegung ¢ = ¢q @ span{e}, wobei
e=(1,1,1,...), zeigen liefse, dass ¢y = U’ fiir U = ker(e) sein muss — ein Widerspruch.

Wenn X, Y normierte Rdume sind, U C X ein Teilraum und Ag: U — Y eine stetige li-
neare Abbildung, so mag es zunéchst nicht vermessen wirken, auf eine stetige Fortsetzung
A € L(X,Y) mit Aly = Ap zu hoffen. Rein linear algebraisch, d.h. ohne Stetigkeitsbe-
dingung, ist das ja immer moglich, indem wir einen Komplementédrraum W zu U wahlen,
dh. X =U® W, und A auf W zum Beispiel gleich 0 setzen. Fiir die stetige Fortsetzbar-
keit steckt jedoch tatsdchlich die etwas tiefere Frage nach der Existenz von abgeschlossenen
Komplementirraumen dahinter, wobei U selbst OBdA als abgeschlossen vorausgesetzt wer-
den darf. Dann muss nach einem abgeschlossenen Teilraum W C X gesucht werden, der
X = U@ W erfiillt. Aber das ist nicht immer méoglich, z.B. erlaubt der abgeschlossene Teil-
raum ¢o von [* keinen abgeschlossenen Komplementarraum (vgl. [Werl8, Satz IV.6.5]) und
daher lasst sich auch die identische Abbildung ¢y — ¢ nicht zu einem stetigen Operator
[* — ¢¢ ausdehnen (vgl. die Diskussion auf Seite 181 in [Werl18]).

Erst vor dem Hintergrund des vorigen Absatzes ist die gute Nachricht der nun folgenden
Hahn-Banach-Sétze tiber die Fortsetzbarkeit von linearen Funktionalen richtig zu wiirdigen.

2.17. Fortsetzungssidtze von Hahn-Banach fiir lineare Funktionale: Wir definieren
zunachst den Begriff einer Halbnorm auf einem Vektorraum X iiber K = R oder K = C.
Das ist eine Abbildung p: X — R, sodass fiir alle z,y € X und VA € K gilt:

(i) p(x) >0,
(i) p(Az) = |[Alp(z),
(iil) p(z +y) < p(x) + p(y).

Satz von Hahn-Banach A: Sei X ein K-Vektorraum mit Halbnorm p, U C X ein
Teilraum und [: U — K linear mit der Eigenschaft |[(u)| < p(u) fiir alle u € U. Dann gibt
es ein lineares Funktional L: X — K mit den Eigenschaften

VueU: L(u) =1l(u) und Vre X:|L(z)| <p(z).
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Beweis. 1) Reduktion auf den reellen Fall: Wir zeigen hier, wie das Resultat auf einen
komplexen Vektorraum ausgedehnt wird, sobald es im Reellen bewiesen ist. Zur Vorberei-
tung bemerken wir, dass jedes C-lineare Funktional p auf X punktweise in den Real- und
Imaginéarteil zerlegt werden kann, sodass

Vo € X: () = (@) + (o)
mit R-linearen Funktionalen p; und po. Es gilt dann

p (i) +ipe(iz) = pliz) = ip(x) = ip(z) — po(),

woraus ps(x) = —py(iz) folgt und daher

() = i () — ijus (i),

Umgekehrt kann dadurch aus einem gegebenen R-linearen Funktional p; ein C-lineares
Funktional o definiert werden.

Fiir das zu [ gehorende R-lineare Funktional [y auf U gilt nun die Abschétzung

Vu € U [s(u)] < [i(w)] < plu).
Aus dem reellen Resultat folgt nun, dass es ein R-lineares Funktional L, auf X gibt, sodass
(%) VueU: Li(u) =l(u) und Vze X:|Li(z) <px).

Wir definieren nun das C-lineare Funktional L durch L(x) := Ly(x) — iL;(iz) fir jedes
x € X und erhalten sofort® die Fortsetzungseigenschaft

Vu e U: L(u) = Ly(u) —iLy(iu) = 1 (u) — ily (iu) = 1(u).

Es bleibt noch, die Abschétzung |L(z)| < p(x) nachzuweisen: Bei beliebigem festen x € X
verwenden wir eine Polardarstellung L(z) = rexpif mit r > 0 und 0 < § < 27. Dann ist

L(exp(—if)x) = exp(—if)L(z) = r € R und daher L(exp(—if)z) = L;(exp(—if)z). Nun
kénnen wir aus () wie folgt schliefen

|L(2)| = [e7L(x)| = [L(e™2)| = [Li(e™"2)| < p(e™z) = p(a).

Wir nehmen also ab nun an, dass K = R ist.

2) ,Abschiitteln der Betragsstriche®: Wir behaupten, dass fiir ein lineares Funktional h auf
einem beliebigen Teilraum H C X die Giiltigkeit der Ungleichung |h(y)| < p(y) fur alle
y € H aquivalent ist zu

Vze H: h(z) <p(2).

5Beachte, dass U ein komplexer Teilraum ist, also insbesondere ju € U fiir jedes v € U gilt.
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Das ist in einer Richtung trivial und umgekehrt ist nur —h(z) = h(—z) < p(—2) = p(z)
zusammen mit h(z) < p(z) zu beachten.

Wir diirfen also nun das Statement des zu beweisenden Satzes so modifizieren, dass die
Voraussetzung lautet
Yue U: l(u) < p(u),

woraus die Existenz einer Fortsetzung L von [ mit
Ve e X: L(z) < p(x)
zu schliefen ist.

3) Erweiterung um eine Dimension: Im Falle U = X ist nichts zu zeigen. Sei also zy € X \U.
Im Teilraum H := span{zo} U U hat jedes Element eine eindeutige Darstellung der Form
Axg +u mit A € R und u € U. Eine Fortsetzung h von [ auf H muss notwendiger Weise
die Gestalt

h(Azg +u) =roA+1(u) YAeRVueU

mit 7o € R haben und jedes solcher Art mit beliebigem ry € R definierte h ist tatséchlich
eine Fortsetzung von [ auf H. Wir benétigen also ein 7y € R mit der Eigenschaft

() VAeR YueU: 1A+ 1l(u) < p(Azg+ u).
Zunichst folgt daraus mit A = 1 sofort die Relation

(®) VueU: ro<plrg+u)—I1(u)

und mit A = —1 und —u statt v die Ungleichung

(©) YueU: 19> —p(xo+u)—l(u).

Andererseits folgt aus (@) und (&) wiederum (xx), denn

(i) fiir A = 0 entspricht (xx) gerade der (modifizierten) Annahme [(u) < p(u) tiber ,

(ii) fur A > 0 mit u/\ statt u ergibt sich aus (@) sofort A\rg < p(Azg + u) — I(u),

(iii) fiir A < 0 mit u/\ statt u lautet (©) wegen || = — A zunéchst 7o > (p(Azo+u)—I(u))/A,
was nach Multiplikation mit A < 0 eben Arg < p(Azg + u) — I(u) ergibt.

Die Aufgabe ist also, ein 7 zu finden, das (&) und (&) erfiillt. Das ist genau dann moglich,
falls

(% %) sup (=p(zo +w) = l(w)) < inf (p(wo +u) —I(u))

gilt. Zum Beweis von (x x x) seien w,u € U beliebig. Dann gilt
lu) — l(w) =l(u—w) <plu—w) =p((xeg+u) — (zo +w)) < plxy+u)+ plry+ w),

daher auch —p(zg + w) — l(w) < p(zo + u) — l(u).
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4) ,Den Rest erledigt Zorn“: Wir betrachten die Menge F aller Paare (h, Hy), wobei h
ein lineares Funktional auf dem Teilraum Hj, mit U C H, C X ist und h|y = [ sowie
h(z) < p(x) fur alle x € Hy, gilt. Wegen (I[,U) € F ist F # .

Wir fiithren auf F wie folgt eine (partielle) Ordnungsrelation ein
(g’Hg) j (thh) S Hg th und h’Hg =4g.

Wenn nun X eine Kette in F ist, dann erhalten wir durch H := U( 9.Hy)EX H, einen Teilraum
von X (weil fir (f, Hy), (9, Hy) € K stets Hy C H, oder H, C Hy gilt) mit U C H. Wir
definieren h: H — R durch h(z) := g(z), falls x € H, mit (g, H;) € K. Dies ist wegen der
Ketteneigenschaft wohldefiniert, weil fiir z € Hy N H, entweder Hy C Hy, mit gly, = f
oder Hy C Hy mit f|y, = g gilt. Ganz éhnlich folgt die Linearitdt von h. Aukerdem folgt
h(z) < p(x) fir x € H laut Definition von F und h. Schlieklich gilt laut Konstruktion
(9. Hy) = (h, H) fiir alle (g, Hy) € X, weil natiirlich H, C H und h|g, = g ist.

Somit hat jede Kette in F eine obere Schranke, sodass nach dem Lemma von Zorn ein
maximales Element (L, Hy) € F existiert. Wére Hy, # X, dann konnten wir L geméif 3)
zumindest um eine Dimension unter Erhaltung der Halbnormungleichung ausdehnen, was
der Maximalitét von (L, Hy,) widerspricht. Also muss H;, = X sein und L hat bereits alle
gewiinschten Eigenschaften. ]

Satz von Hahn-Banach B: Sei X ein normierter Raum, U C X ein Teilraum und
l: U — K linear und stetig. Dann gibt es ein stetiges lineares Funktional L € X’ mit den
Eigenschaften

Vue U: L(u) =1l(u) und |L| =]

Beweis. Durch p(z) := ||l||||z] fir € X wird eine Halbnorm p definiert und es gilt nach
Konstruktion |l[(u)| < p(u) fir v € U. Gemék obigem Satz A gibt es eine Fortsetzung L
von [ mit |L(x)| < p(xz) = ||l||||z] fir alle x € X. Daher ist L stetig und ||L| < ||I]|
Fiir jedes w € U ist |l(u)| = |L(u)| < ||L|||Ju||, woraus mittels Supremum tiber v € U mit
|lul]| <1 auch die umgekehrte Ungleichung ||I|| < ||Z|| folgt, insgesamt also ||L|| = [|I]|. O

2.18. Unmittelbare Folgerungen aus dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach:
Sei X ein normierter Raum und U ein Teilraum.

(i) Ist 29 # 0, dann gibt es { € X' mit ||l|| = 1 und I(z¢) = ||@o||. Insbesondere ist X’
punktetrennend, d.h. zu x1, x5 € X mit x; # xo gibt es | € X’ mit I(x1) # [(x2).

Beweis: Der zweite Teil folgt aus dem ersten mit xy := xy; — x5. Definiere auf dem eindi-
mensionalen Teilraum span{z,} das Funktional Az — A||xo|| und setze es geméfs Satz von

Hahn-Banach normgleich auf X fort. U
(ii) Fir jedes z € X gilt ||z|]| = sup |i(z)]. [Erinnere: ||| = supj < [{(z)]]
lex i<t
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Beweis: Wegen |I(x)| < [|I]|||z|| gilt bereits ,,>“ in der behaupteten Gleichung. Fir x = 0
gilt die Behauptung sowieso, also diirfen wir fiir den Teil ,,<“ gleich  # 0 annehmen. Dann
gibt es nach (i) ein [ € X’ mit ||/|| = 1 und /(z) = ||z|| und wir sind fertig. O

(iii) Ist U abgeschlossen und zg € X \ U, dann gibt es | € X’ mit [|y = 0 und [(zo) # 0.

Beweis: Wegen der Abgeschlossenheit von U ist ¢ := inf{||zg — 2| | 2 € U} > 0, weil wir
andernfalls eine Folge (z,) in U mit z, — ¢ konstruieren kénnten und somit xy € U wére.

Es sei W := span{zo} UU und h: W — K definiert durch h(Azo+u) := J\, wobei Az +u
die eindeutige Darstellung fiir Elemente in W mit v € U und A € K ist. Es ist h(u) =0
fir w € U und fiir A # 0, u € U ist (wegen z := —u/A € U und Definition von 6 > 0 oben)

[h(Azo +u)| = O[A] < Al = [IAzo +ull,

1
X —U
O\

daher ist h stetig. Nun setzen wir h nach Hahn-Banach zu [ € X’ fort, dann gilt [(u) =
h(u) = 0 fiir w € U und l(xg) = h(zg) =6 # 0. O

(iv) Uist dicht in X <= MeX':lly=0 = [=0).

Beweis: Dies gilt, weil jede stetige Abbildung X — K durch die Werte auf der dichten
Teilmenge U eindeutig festgelegt ist.
(=) Wenn U # X, dann gibt es nach (iii) ein [ € X’ mit [|;z = 0, aber | # 0. O

[

Wir ziehen eine Folgerung, die zum Beispiel belegt, dass nicht (I°°) = [! sein kann.

2.19. Korollar: Sei X ein normierter Raum und X’ separabel. Dann ist X selbst separabel

Beweis. Da sich flir metrische Rdume die Separabilitdt auf Teilmengen vererbt ist auch
S:={le X'|||l]| = 1} separabel. Es gibt also eine abzahlbare Teilmenge {l;,l3,...} C S,
die dicht in S ist. Wegen ||I,|| = 1 gibt es fiir jedes n € N ein z,, € X mit ||z,|| = 1 und
1, (2,)] > 1/2. Wir setzen U := span{wx1, 7, ...} und behaupten, dass U = X gilt, also U
ein dichter Teilraum von X ist, woraus geméf Lemma 1.19 die Separabilitit von X folgt.
Wir wollen 2.18(iv) anwenden. Sei indirekt angenommen es gibe ein [ € X’ mit I|y = 0
und [ # 0. Dann ist OBdA ||/|| = 1 (Skalierung), also [ € S. Es gibt also ein m € N mit
Il = l,n]] < 1/4. Dann ergibt sich wegen I(z,,) = 0 aber

< Nl (@m)| = [l (2m) = Wzm)| = |l = D (@m)| < [l = [ l2m] < i,

N | —

also ein Widerspruch. O

2.20. Bemerkung: Fiir Anwendungen auf Optimierungsaufgaben von entscheidender Be-
deutung sind oftmals geometrische Versionen des Satzes von Hahn-Banach, sogenannte
Trennungssitze. Eine Version fiir einen reellen normierten Raum X erlaubt zum Beispiel
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fiir zwei disjunkte konvexe Teilmengen V; und V5 von X, von denen eine offen ist, ein
[ € X' zu finden, sodass

l([L‘l) < l(l’g) \V/flfl S ‘/1,\V/172 S ‘/2

gilt. Eine Skizze dazu im R? oder R? zeigt: Mit passendem o € R erhalten wir eine affine
Hyperebene in der Form {z | [(x) = a}, sodass V] auf einer Seite davon liegt und V; auf
der anderen. (Vgl. [Werl8, Abschnitt I11.2], [Heu06, §42| [Cons16, Theorems 3.17, 3.19].)

2.21. Definition: Sei X ein normierter Raum mit Dualraum X'.

(i) Eine Folge (z,) in X heifst schwach konvergent gegen z € X, falls gilt

Vie X': l(x,) = U(z) (n— o0).

(i) Eine Folge (1) in X’ heift schwach* konvergent gegen [ € X', falls gilt

Vee X: Il,(x) = l(x) (n— o00).

2.22. Bemerkung: (i) Wegen |l(x,,)—1(z)| < ||I||||x — zn|| bzw. |l (x)—=1(x)] < ||l — 1]|||=]|
sind normkonvergente Folgen immer auch schwach bzw. schwach* konvergent.

(ii) Geméfs 2.18(i) sind schwache Limiten eindeutig. Fir die schwach* Konvergenz folgt
das sogar direkt aus der Definition, weil es sich einfach nur um die punktweise Konvergenz
von Abbildungen X — K handelt.

2.23. Lemma (Satz von Banach-Alaoglu): Ist (/,,) eine beschrénkte Folge im Dualraum
X' eines separablen Banachraumes, dann hat sie eine schwach* konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei W := span{zy, xs, ...} dicht in X. Die Zahlenfolge (I,,(x;)) ist beschréankt und
hat daher eine konvergente Teilfolge (I,,,(x1)). Ebenso gibt es zu (I, (x2)) wiederum eine
konvergente (Teil)Teilfolge (I,,,(z2)) usw. Wir betrachten die ,zugehorige Diagonalfolge*
(In,,) in X', die laut Konstruktion in jedem Punkt z; (k € N) konvergiert und somit auch
fiir jedes x € W. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus, Version B, ist (l,, ) also punktweise
konvergent auf X, d.h. schwach* konvergent. ]

2.24. Die kanonische Isometrie ¢: X — X”: Wir betrachten die kanonische Injektion
¢ von einem normierten Raum X in seinen Bidualraum X" := (X')’, d.h. fiir jedes z € X
ist «(z) € X" = L(X',K) gegeben durch [ — [(x), also

wz)() =1(z) (zeX,leX').
Die Stetigkeit von ¢(z) ist wegen |c(z)(1)| = |I(z)| < ||I]|||=] klar. Ebenso ist die Linearitét

von z ~ «(x) routinierte Offensichtlichkeit. Geméf 2.18(ii) gilt ||z = supj; < [I(z)] =
supyy <1 [t(z)(1)| = [[¢(x)]|, weshalb das folgende Resultat bewiesen ist.
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Satz: Die kanonische Injektion ist eine Isometrie, d.h. es gilt ||¢(x)]| = ||z]|.

Wir erhalten somit durch im(¢) eine isometrisch isomorphe ,Kopie“ von X in X", die
wir durch den Abschluss in X” vervollstdndigen konnen, falls X es nicht ist. Mit ande-
ren Worten haben wir damit fiir normierte Rdume eine ,konkretere Konstruktion fiir die
Vervollstandigung zur Verfiigung.

Nachdem X" stets ein Banachraum ist, kann ¢ fiir einen nicht vollstdndigen normierten
Raum X niemals ein isometrischer Isomorphismus sein. Aber unter den Banachrdumen
wird dies zum Kriterium fiir eine besonders interessante Klasse.

2.25. Definition: Ein Banachraum X heifit reflexiv, wenn die kanonische Isometrie auch
surjektiv ist.

2.26. Bemerkung: Fiir einen reflexiven Banachraum X gilt somit insbesondere X =
X". Allerdings darf die Giiltigkeit dieser ,Gleichung“ alleine nicht mit der Definition der
Reflexivitéit verwechselt werden, wo ja spezifischer verlangt wird, dass ¢ ein isometrischer
Isomorphismus ist.

Aus Korollar 2.19 angewandt auf X’ statt X lernen wir, dass fiir einen reflexiven separablen
Raum auch sein Dualraum separabel sein muss (X = X" ist dual zu X'), also gilt insgesamt
die folgende Aussage.

2.27. Proposition: Ein reflexiver Banachraum X ist genau dann separabel, wenn sein
Dualraum X’ es ist.

2.28. Beispiel: 1) Endlichdimensionale normierte Raume sind natiirlich reflexiv.
2) Wir werden spéter sehen, dass jeder Hilbertraum reflexiv ist.

3) Fir 1 < p < oo ist P reflexiv: Wir bezeichnen mit R: (9 — (I?) und S: " — (19) die
in 2.16.1) konstruierten isometrischen Isomorphismen, wobei 110 + % = 1 ist. Insbesondere
tritt jedes f € (I?)" in der Form f = Ry mit einem eindeutigen y € [? auf. Wir berechnen
also fiir x € [P nun «(z) € (I?)” durch

(2)(f) = f(z) = (Ry)(x) = Y ywn = (S)(y) = (Sx)(R7'f),

daher ist «(z) = (Sz) o R™'. Wenn nun ¢ € (I?)” = L((I?)",K) vorgegeben ist, dann ist
¢ o R eine stetige lineare Abbildung [ — K, d.h. (o R € ({?)" und es gibt ein (eindeutiges)
x € [P mit ( o R = Sz. Dann ist aber ¢ = (Sz) o R™' = (). Somit ist ¢ surjektiv.

4) Fir 1 < p < oo ist LP(Q, u) reflexiv. Das kann im Prinzip so &hnlich wie in 3) ge-
zeigt werden (siehe z.B. |Fried82, Corollary 4.14.5]). Alternativ gibt es Beweise tiber die
Eigenschaft der sogenannten gleichméfigen Konvexitat (siehe z.B. [Kab18, Schr00]).

5) Finige wichtige Banachrdiume, die nicht reflexiv sind: Da ein reflexiver Raum insbe-
sondere Dualraum eines normierten Raumes sein muss, wissen wir schon aus 2.16.6), dass

31



weder ¢y noch c reflexiv sein kénnen. Weiters haben wir oben gesehen, dass fiir einen re-
flexiven separablen Raum auch sein Dualraum separabel sein muss. Somit kann weder [*
noch L'([0,1]) reflexiv sein, weil sie separable Raume sind, wihrend ihre Dualrdume [
und L*°([0, 1]) es nicht sind. Ebenso kann der separable Banachraum C/([0, 1]) nicht reflexiv
sein, weil sein Dualraum M ([0, 1]) nicht separabel ist (z.B. haben in der iiberabzihlbaren Teil-
menge von Dirac-Maken {d, | to € [0,1]} € M([0,1]) je zwei verschiedene Elemente Abstand 2
voneinander). Schlieflich ist weder [*° noch L>°([0, 1]) reflexiv, wie wir mittels 2.30 einsehen
werden (weil I* bzw. L'([0,1]) nicht reflexiv sind).

2.29. Proposition: Abgeschlossene Teilrdume reflexiver Rdume sind reflexiv.

Beweis. Sei X reflexiv und U ein abgeschlossener Teilraum von X. Wir miissen zeigen, dass
die kanonische Isometrie ¢y : U — U” surjektiv ist. Sei p € U” vorgegeben. Wir gewinnen
daraus eine lineare Abbildung pi: X' — K, I — u(l|y), die stetig ist, denn

[ = o) | < ol < el

Also ist 1 € X” und wegen der Reflexivitat von X gibt es ein kanonisches Urbild x € X
von ji unter ¢: X — X" d.h.

Vie X': l(z) = u(|y).

Es muss © € U sein, denn andernfalls gibe es wegen der Abgeschlossenheit von U nach
Hahn-Banach, genauer 2.18(iii), ein [ € X’ mit /|y = 0 und I(z) # 0, was im Widerspruch
zu obiger Gleichung ist.

Schlieklich zeigen wir noch (y(z) = p: Fiir beliebig gegebenes Iy € U’ sei | € X' eine
Hahn-Banach-Fortsetzung von [y, dann gilt

u(lo) = p(lly) = l(x) = lo(v) = () (o).

2.30. Theorem: Sei X ein Banachraum, dann gilt: X reflexiv <= X’ reflexiv.
Beweis. In diesem Beweis bezeichnen wir mit ¢ nur die kanonische Isometrie X — X".

Sei L € X”. Dann ist die lineare Abbildung [ := L o stetig X — K, also gilt [ € X".
Wir behaupten, dass L gerade das Bild von [ unter der kanonischen Isometrie X' — X"’
ist, d.h. dass L(u) = (1) gilt fiir alle u € X”. Das folgt aber nun leicht aus der Reflexivitét
von X, weil jedes p € X” eindeutig als ¢(y) mit y € X auftritt und somit

L(p) = L(e(y)) = (Lot)(y) = l(y) = «(y)(l) = p(l)
ergibt.

Vorbemerkung: Die Vollstandigkeit von X iibertrigt sich auf das isometrisch isomorphe
Bild «(X) € X", weshalb +(X) sicher ein abgeschlossener Teilraum von X" ist.
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Coole Beweisvariante: Wir diirfen aus dem Beweisteil bereits schliefsen, dass X" reflexiv
ist. Nach Proposition 2.29 ist also ¢(X) reflexiv. Nun folgt die Reflexivitdt von X sofort,
falls wir uns auf die Tatsache berufen, dass Isomorphie die Reflexivitét iibertriagt (siehe
z.B. [Meg98, Proposition 1.11.8]). (Nach [Meg98, Proposition 1.11.22] geniigt sogar eine stetige
lineare Surjektion F — F', um aus der Reflexivitiat von E auf jene von F' zu schliefsen.)

Fine auch nicht uncoole Beweisvariante: Nehmen wir indirekt an, dass ¢(X) # X" gilt.
Dann gibt es nach Hahn-Banach ein L € X" L # 0, das aber auf dem abgeschlosse-
nen Teilraum ¢(X) verschwindet. Wegen der Reflexivitéit von X’ gibt es ein eindeutiges
kanonisches Urbild [ € X’ zu L, d.h.

Ve X" L(u) = u(l).
Fiir die speziellen Elemente p = «(x) € X” mit x € X bedeutet dies aber
Ve e X: l(x) = u(z)(l) = L(¢(x)) = 0.

Daraus folgt [ = 0 und somit weiter L = 0, was einen Widerspruch erzeugt. [

2.31. Theorem: In einem reflexiven Banachraum besitzt jede beschrinkte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei X ein reflexiver Banachraum und die Folge (x,) in X beschrénkt. Der abge-
schlossene Teilraum U := span{xy, s, ...} ist nach 2.29 reflexiv und offensichtlich separa-
bel. Wegen U =2 U" ist U” ebenfalls separabel und weiters ist nach 2.19 auch U’ separabel.
Wir konnen (x,,) vermoge ¢: U — U” als beschriankte Folge in U” = (U’)" auffassen und
den Satz von Banach-Alaoglu 2.23 anwenden. Demnach gibt es eine Teilfolge (z,, ) und ein
x € U, sodass ly(zy,) = t(xn, )(lo) = t(x)(lo) = lo(z) gilt fiir alle [, € U'.

Sei nun [ € X’ beliebig und [y = l|y € U’, dann folgt

ny) = lo(2n,) = lo(z) = I(2).

Weil [ € X’ beliebig war, folgt daraus die schwache Konvergenz von (z,, ) gegen . ]

2.32. Adjungierte Operatoren: Hier seien stets X, Y normierte Rdume.

Definition: Sei A € L(X,Y), dann ist der zu A adjungierte Operator A": Y' — X’ gegeben
durch ¢/ — v/ o A fiir jedes ¢’ € Y, d.h. es ist (A'y')(z) = ¢/ (Ax) fiir alle x € X.

(Linearitat von x — A'y/(z) und von y’ — A’y ist klar und aus |y (Az)| < [|¢/||||A]|||z|| folgt auch
jeweils die Stetigkeit.)

Beispiel: Fiir 1 < p < oo betrachten wir den Linksshift L: [? — [P mit

L(zy,x0,23,...) == (22,23,...) Vo= (x,) €l
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und bestimmen die Adjungierte L', die wir in diesem Fall mittels (I?)" = [? (mit 1/q =
1 —1/p) als Operator [¢ — [? auffassen konnen. Wir berechnen also fiir y = (y,) € {7 und
x = (x,) € [P einfach [mit dem expliziten isometrischen Isomorphismus 7': 19 — (IP)’ aus 2.16.1)]

(L'y)(z) = Ty(Lz) = Z YnTni1 = 021 + Zyk—lxk
n=1 k=2

- 0 k=
= 2 = Tz(x) mit 2, = { ’ ’
k=1

Wir erhalten somit L' = R mit dem Rechtsshift R: (7 — [9,

R(yl)y27 . ) = (O7y17y2a .- ) Vy - (yn) SHAS

Bemerkung: (i) Die Abbildung A — A’ ist eine Isometrie L(X,Y) — L(Y’, X'), wobei
die Ungleichung ||A’|| < [|A|| unmittelbar aus der Definition folgt und fiir den Nachweis
der Gleichheit dann am besten die Formel aus 2.18(ii) herangezogen wird.

(ii) Durch Routinerechnung ergibt sich (AB) = B'- A’ fir A€ L(Y, Z), B € L(X,Y).

Satz: Sei A € L(X,Y), dann ist der Abschluss des Bildes von A in Y gleich dem Annihilator
von ker(A’), d.h.

im(A) =ker(A) :={y €Y |Vy € ker(A"): ¢/(y) = 0}.

Beweis. Der Teilraum U := im(A) ist abgeschlossen in Y und ker(A’), ist als Durchschnitt
tiber die abgeschlossenen Mengen ker(y') fiir y' € ker(A’) ebenfalls abgeschlossen.

Wir zeigen zuerst U D ker(A’), indem wir Y\ U C Y \ ker(A’) | nachweisen: Zuy € Y \U
gibt es nach Hahn-Banach ein ' € Y’ mit ¢/|y = 0 und ¢/(y) # 0. Daher gilt fiir alle z € X
dann 0 = ¢/(Az) = (A'y)(x), d.h. A’y =0 in X', daher 3/ € ker(A’). Wegen /'(y) # 0 ist
also y & ker(A’) .

Nun zeigen wir noch U C ker(A’),: Es geniigt, im(A) C ker(A’), zu zeigen, weil wie oben
bemerkt ker(A’), abgeschlossen ist. Sei nun y € im(A) beliebig. Es gibt ein z € X mit
y = Ax und daher folgt fiir jedes y' € ker(A’) einfach 0 = (A'y)(x) = v/(Ax) = v/(y), also
y € ker(A’),. O

Aus dem obigen Satz kénnen wir als unmittelbare Folgerung ein héufig praktikables Krite-
rium fiir die Losbarkeit von inhomogenen Operatorgleichungen Az = y gewinnen, weil sich
Kerne von Operatoren in der Regel besser (und teilweise sogar explizit) bestimmen lassen.

Korollar: Sei A € L(X,Y) mit abgeschlossenem Bild, d.h. im(A) ist ein abgeschlossener
Teilraum von Y. Dann sind die folgenden beiden Aussagen fiir jedes y € Y dquivalent:

(i) Die Gleichung Az = y ist l6sbar fiir (mindestens) ein z € X,
i) Vy' e Y Ay =0 = ¢/'(y) =0.
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Wir verallgemeinern nun einige Aspekte der Theorie der Eigenwerte fiir lineare Abbildun-
gen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen auf die Situation von

stetigen Endomorphismen A € L(X) auf einem Banachraum X

(insbesondere haben wir weiterhin als Grundkérper K = R oder K = C).
2.33. Resolvente und Resolventenabbildung:

Definition: Sei X ein Banachraum und A € L(X). Die Resolventenmenge von A ist
o4 ={NeK|3IN-A) " e LX)}
und o(A) = L(X), A (A — A)~! =: R\(A) heiit Resolventenabbildunyg.

Beachte: Wegen des Satzes von der stetigen Inversen gilt fiir eine Zahl A € K bereits genau
dann A € p(A), wenn A — A bijektiv ist.

Weil L(X) eine Banachalgebra ist, erhalten wir aus dem Lemma in 1.22 und der Beobach-
tung ||(A — A) — (u — A)|| = |\ — |, dass fiir A € p(A) stets auch die Menge aller u € K
mit A — p| < 1/||RA(A)|| zu 0(A) gehort. Somit ist das folgende Resultat bewiesen.

Lemma: o(A) ist eine offene Teilmenge von K.

Bemerkung: Mit Hilfe der Neumann-Reihe lédsst sich auch ganz leicht zeigen, dass die
Resolventenabbildung analytisch ist in dem Sinne, dass sich die Resolvente lokal immer
durch eine Potenzreihe bzgl. A mit Koeffizienten in L(X) entwickeln l&sst.

Wihrend fiir endlichdimensionales X und A € L(X) jedes A € K\ o(A) zwingend ein
Eigenwert von A sein muss, ist das im Unendlichdimensionalen sogar sehr héufig nicht
der Fall. Ein ganz einfaches Beispiel erhalten wir durch den Rechtsshift R(xq,z,...) =
(0,21, 29,...) auf {» mit A = 0: Hier ist (0 — R)z = (0, —1, —22, . ..) offensichtlich nicht
bijektiv, daher sicher 0 € K\ o(R), aber wegen ker(0 — R) = {0} gibt es auch keinen
Eigenvektor z # 0 zu 0, weil das gerade Rx = 0 verlangen wiirde.

2.34. Spektrum: Sei X ein Banachraum und A € L(X), dann heifit o(A) := K\ o(4)
das Spektrum von A.

Satz: 0(A) ist kompakt und es gilt |A| < ||A]| fiir jedes A € o(A).

Beweis. Als Komplement einer offenen Menge ist o(A) natiirlich abgeschlossen. Fiir A € K
mit |A| > || A gilt ||[A/A|| < 1, daher ist nach 2.7 der Operator 1 —A/\ (stetig) invertierbar
und somit auch A — A = A(1 — A/\). Es folgt also wegen o(A) C {\ € K| || < ||A]l} die
Beschréanktheit von o(A). Nach dem Satz von Heine-Borel ist o(A) kompakt. O
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Bemerkung: Im Falle K = C ist 0(A) # () garantiert. Beweise dafiir niitzen typischer Wei-
se die Analytizitéat der Resolventenabbildung und den Satz von Liouville aus der Komplexen
Analysis (vgl. alle Funktionalanalysisbiicher in der Literaturliste). Im Falle K = R wissen wir
bereits aus der endlichdimensionalen Linearen Algebra, dass o(A) = () passieren kann.

Wegen des Satzes von der stetigen Inversen ist A € o(A) gleichwertig damit, dass A — A
nicht bijektiv ist. Wir erhalten die folgende disjunkte Zerlegung des Spektrums

o(A) =0,(A)Uo.(A)Uo,.(A)
mit dem Punktspektrum bzw. der Menge der Figenwerte
op(A) ;== {X € K| A — A nicht injektiv},
dem kontinuierlichem Spektrum
0.(A) :={X € K| A — A injektiv, nicht surjektiv und im(\ — A) dicht}
und dem Residualspektrum

o.(A) :={A € K| A — A injektiv und im(A — A) nicht dicht}.

2.35. Kompakte Operatoren: Es seien X, Y normierte Rdume.

Definition: Eine lineare Abbildung A: X — Y heift kompakt, falls A(K;(0)) (Bild der
abgeschlossenen Einheitskugel) kompakten Abschluss in Y hat, also relativkompakt ist.

Nachdem kompakte Mengen stets beschrénkt sind, ist jeder kompakte Operator auch ste-
tig. Die Menge aller kompakten Operatoren X — Y bildet einen Teilraum K (X,Y’) von
L(X,Y). Im Falle X =Y schreiben wir auch K (X).

Aquivalent zur Kompaktheit von A: X — Y sind klarerweise auch folgende Bedingungen:
(i) A bildet beschrankte Mengen auf relativkompakte Mengen ab,

(ii) ist (x,) eine beschrénkte Folge in X, dann besitzt die Bildfolge (Az,) in Y eine kon-
vergente Teilfolge.

Es lasst sich miihelos z.B. mittels Folgen zeigen, dass fiir A € L(Y, Z), B € L(X,Y) stets
die Kompaktheit von AB folgt, falls A oder B kompakt ist. Insbesondere ist demnach
K(X) immer ein Ideal in L(X).

Lemma: Sei nun Y ein Banachraum. Falls A € L(X,Y’) der Limes (bzgl. Operatornorm)
einer Folge (A,,) von Operatoren mit endlichdimensionem Bild ist, d.h. fiir jedes n € N ist
dimim(A4,) < oo, dann ist A kompakt.
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Beweis. Wir werden zeigen, dass A(K;(0)) totalbeschrankt (oder prakompakt) ist, dann

ist der Abschluss A(K;(0)) kompakt (weil vollstédndig in Y'!) geméf einer bekannten Cha-
rakterisierung kompakter Mengen in metrischen Rdumen (siche z.B. [Hoe20, 8.8|).

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wéhle N € N, sodass ||A — Ax|| < /3. Weil Ay(K;(0)) im
endlichdimensionalen normierten Raum im(Ay) totalbeschriankt ist, gibt es xy,...,z, €
K;(0) C X, sodass die Menge M, := {Anz1, ... Ayx,,} folgende Eigenschaft hat: Zu jedem
x € K1(0), gibt es ein x;, sodass ||[Ayz — Ayxz|| < /3 gilt. Somit erhalten wir insgesamt

|Az — Azy|| < ||Ax — Ayz|| + ||[Ave — Anaxy|| + [|[Anvz — Az

9 9 9 9
<|A-A -+ || Ay — A <-:1l+-4+--1=c¢.
<A — Anlllo]l + 5 + | Ax = Allla < 5145+ 5-1=¢

Daher ist A(K(0)) durch e-Kugeln mit den Mittelpunkten Az, ..., Az, tiberdeckt. Weil
e > 0 beliebig war, ist somit A(K;(0)) als totalbeschrankt erkannt. O

Beispiele: 1) Operatoren mit endlichdimensionalem Bild sind kompakt.
2) Die Identitit X — X ist genau dann kompakt, wenn X endlichdimensional ist.

3) Seia € ¢ fest, 1 <p < oound A € L(I?) gegeben durch Az = (a,z,) fir z = (x,) € IP.
Dann ist A kompakt, weil bzgl. Operatornorm approximierbar durch die Folge (Ay) von
Operatoren Ay € L(I?) mit Agx = (ayx,. .., axxi, 0,0, .. .), fiir die offensichtlich im(Ay) C
spanfey, ..., e} gilt: Fiir z € IP mit ||z[[, <1 gilt némlich

Az — AkiEHp = [1(0,...,0, Qg4 1Th 41, Ahy 2T, - - -)||p < sup |ay| - ||$||p < sup |ay,
n>k n>k

daher ist ||[A — Ag|| = SUD|) <1 Az — Agz||, < sup,-y |a,| — 0 fiir k — oo.

Bemerkung: Viele Integraloperatoren auf C([0,1]) oder auf LP-Rdumen sind kompakt.
Benotigt werden fiir den Nachweis jeweils praktikable hinreichende Bedingungen fiir die
Kompaktheit von Teilmengen in diesen Funktionenrdumen. Fir LP(R) mit 1 < p < oo
vgl. etwa [Werl8, Satz I1.3.5] und fiir C([0,1]) beruht dies hiufig auf dem Satz von
Arzela-Ascoli (vgl. [Werl8, Satz I1.3.4] oder [Hoe20, 8.10]), demgeméf z.B. M C C([0, 1])
relativkompakt ist, falls M beschrankt ist und gleichgradig stetig, d.h.

Ve>030 >0VfeM:|s—t|<d=|f(s)— f(t)] <e.

Eine Charakterisierung der relativkompakten Mengen in [? findet sich iibrigens in [Werl8,
Aufgabe I1.5.24|. Damit konnte alternativ auch das obige Beispiel 3) gekliart werden.
Proposition: Seien X, Y Banachrdume, A: X — Y linear und folgende Aussage vorgelegt:
(x) Ist (z,) in X schwach konvergent gegen z,

dann ist (Az,) in Y normkonvergent gegen Azx.

Dann gilt:
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(i) Jedes A € K(X,Y) erfiillt (x).
(i) Ist X reflexiv und gilt (x) fir A € L(X,Y), dann ist A kompakt.
Die Bedingung () wird auch als Vollstetigkeit bezeichnet. Beweis als UE (mit Hinweisen).

2.36. Einige Liicken in unserem Stoff in Kauf nehmen: Wir beschreiben hier einige
allgemein sehr brauchbare Resultate, deren Beweise wir aber im Rahmen der VO nicht aus-
fiihren. Auferdem werden diese auch in unserer Skizze der Rieszschen Theorie kompakter
Operatoren weiter unten eine Rolle spielen.

(i) Lemma von Riesz (wurde in UE behandelt): Wenn U ein echter und abgeschlossener
Teilraum des normierten Raumes E ist, dann gibt es zu jedem n € R mit 0 < < 1 ein
x, € E mit ||z,| =1, sodass

VueU: |u—uz,) >n.

(i) Satz von Schauder (siche [Werl8, Satz I11.4.4]): Seien X,Y Banachriume, dann gilt
A€ L(X,Y) kompakt & A" € L(Y', X') kompakt.

Der Beweis zeigt eine weitere Anwendung des oben erwidhnten Satzes von Arzela-Ascoli.)

(

(iii) Sei X ein Banachraum und A € L(X), dann gilt o(A) = o(4’).
(Fiir einen Beweis siehe [Werl8, Satz VI.1.2].)
(

iv) Sei X ein normierter Raum mit abgeschlossenen Teilrdumen U, V', sodass X =U &V
gilt. Die direkte Summenzerlegung heifit topologisch, falls X isomorph ist zum Banachraum
U x V mit der Norm ||(u,v)||; = ||u]| + ||v|| (bzw. einer der auf U x V dquivalenten Normen
[(u,v)||, wie in den UE besprochen). Wenn X ein Banachraum ist, dann gelten folgende
Aussagen ([Werl8, Satz IV.6.3]):

(a) X = U @V ist topologisch,

(b) es existiert eine stetige Projektion P auf U, d.h. P € L(X) mit P? = Pund im P = U,
(c) es ist X/U isomorph zu V.

Bemerkung: Falls U ein endlichdimensionaler Teilraum eines normierten Raumes X ist,
dann gibt es immer eine stetige Projektion P auf U (|[Werl8, Satz IV.6.2]) und ker P ist
dann ein abgeschlossener Komplementarraum ([Werl8, Lemma IV.6.1]).

(v) Verwandt zum Satz, den wir in 2.32 bewiesen haben, ist der sogenannte Satz vom
abgeschlossenen Bild (|[Werl8, Satz IV.5.1]): Seien X,Y Banachrdume und A € L(X,Y),
dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) im A ist abgeschlossen in Y,

(b) imA =ker(A"), :={yeY |Vy € ker(4"): ¥/ (y) =0},

(c) im(A’) ist abgeschlossen in X,

(d) im(A’) = ker(A)t := {2/ € X' | Vx € ker(A): 2/(z) = 0}.

(

vi) Sei X ein normierter Raum, U ein abgeschlossener Teilraum und U+ := {2’ € X' | Vu €
U: 2'(u) = 0}. Dann gilt U’ = X’/U+ und (X/U) = U+. (Vgl. [Werl8, Satz 111.1.10].)



Ab nun sei X stets ein Banachraum. Hier ist nun ein erstes Resultat iiber das Spektrum
o(A) eines kompakten Operators A auf dem Banachraum X. Viele weitere wichtige Eigen-
schaften von o(A) folgen unten.

2.37. Proposition: Ist A € K(X) und X unendlichdimensional, dann gilt 0 € o(A).
[Aber 0 ist nicht notwendig ein Eigenwert von A.|

Beweis. Wenn 0 € p(A) gilt, dann ist A stetig invertierbar. Wie in 2.35 (vor dem Lemma)
festgestellt ist dann AA~! kompakt, also die Identitit auf X kompakt, was nach Beispiel
2) in 2.35 dim X < oo nach sich zieht. O

Der obige Satz betraf den Spektralwert 0 fiir einen kompakten Operator A € K(X) auf
einem unendlichdimensionalen Banachraum. Wenn wir nun mogliche Spektralwerte A # 0
untersuchen wollen, so bemerken wir zunéchst, dass wir uns wegen A — A = A\(1 — A/\)
stets qualitativ auf den Fall 1 — A fiir A kompakt zuriickziehen kénnen.

2.38. Theorem (Satz von Riesz-Schauder A): Sei A € K(X), dann gilt:
(i) ker(1 — A) ist endlichdimensional,
(i) im(1 — A) ist abgeschlossen und X/im(1 — A) ist endlichdimensional.

Beweis. (i): Setze U := ker(1 — A) und sei (z,,) eine beschriankte Folge im abgeschlossenen
Teilraum U von X. Wegen der Kompaktheit von A konvergiert eine geeignete Teilfolge
(Az,, ) in X. Wegen (1—A)z,, = 0 folgt insbesondere x,, = Ax,, und somit die Konvergenz
von (x,, ). Wegen der Abgeschlossenheit von U liegt der Grenzwert von (z,,) in U. Wir
haben also gezeigt, dass Kugeln in U relativkompakt sind, woraus dim U < oo folgt.

(ii): Wir setzen F' :=1 — A. Es ist ker F' abgeschlossen sowie X/ ker F' geméf Proposition
1.21 vollsténdig. Uber der kanonischen Surjektion q: X — X/ker F' faktorisiert F': X —
im F' wie iiblich zur bijektiven linearen Abbildung F: X /ker F' — im F' mit Fo q=F.
Aufgrund der Definition der Quotientennorm (bzw. der zugehorigen Quotiententopologie)
ist stetig. Wir werden zeigen, dass auch Pl stetig ist%, somit F ein Isomorphismus und
daher auch im F' vollstéandig ist, also im F' abgeschlossen in X.

Unstetigkeit von F1ist dquivalent (vgl. UE) zur Existenz einer Folge (z,, 4 ker F'), ey mit
|2, + ker F|| = 1 fiir alle n € N, aber Fx, = F(x, + ker F) — 0 fiir n — oo. OBdA
ist ||,]| < 2 (Definition von || ||" als Infimum) und wegen der Kompaktheit von A ist
eine Teilfolge (Ax,, ) konvergent, daher auch z,, = Az,, + Fx,,. Sei = limz,,, dann
folgt Fx = lim Fz,, = 0, d.h. € ker F und daher ||z + ker F||" = 0 im Widerspruch zu
|z + ker F||" = lim ||z,,, + ker F||' = 1. Also ist F~! stetig und somit im F abgeschlossen.

Es bleibt zu zeigen, dass X/im F endlichdimensional ist. Zunichst gilt (im F)* = ker F,
weil F'(z') = 0 fir 2’ € X’ gleichbedeutend mit z/(Fz) = 0 fur alle x € X ist. Fiir den

6Den Satz von der stetigen Inversen kénnen wir nicht anwenden, weil wir noch nicht ,wissen, dass im F'
vollsténdig ist.
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abgeschlossenen Teilraum im F* C X gilt laut oben erwdhnter Liicke (vi), dass (X/im F') =
(im F')* = ker F" ist. Laut Liicke (ii) ist auch A’ kompakt und daher ist der erste Beweisteil
auf I/ =1 — A’ anwendbar, womit dimker F’ < oo folgt. Daher ist auch der dazu isome-
trisch isomorphe Raum (X/im F')’ endlichdimensional und insbesondere reflexiv. Geméf
Theorem 2.30 ist dann auch X/im F' reflexiv, also gilt speziell X/im F = (X/im F)" =
((X/im F)")', wobei der letzte Raum als Dualraum eines endlichdimensionalen Raumes
selbst endlichdimensional ist. Somit ist X/im F' endlichdimensional. O

Nun folgen einige Konstruktionen, die an die Jordan-Zerlegung aus der endlichdimensio-
nalen Linearen Algebra erinnern.

2.39. Lemma: Sei A € K(X) und fiir m € N jeweils N, := ker(1 — A)™, Ny := {0} und
R, :=1im(1—A)™, Ry := X. Dann sind alle N,, endlichdimensional, alle R, abgeschlossen
mit dim X/R,, < oo und ergeben die Inklusionsketten Ny C Ny C Ny C .-+ und Ry 2
Ry O Ry O ---. Weiters gelten folgende Aussagen:

(a) Es gibt minimale p, ¢ € Ny mit N, = N,41 baw. R, = R 41,
(b) Fiir k € Nist Ny, = N, und R, = Ry,
(c) Np N R, = {0},
(d) N+ R, =X,
(e) p

Beweis. Esist (1—A)™ =3>"1" (7)(—=1)FA* = 1-AB mit B € L(X), also AB ein kompak-
ter Operator, sodass wir fiir 1 — AB analog die Resultate des obigen Riesz-Schauder-Satzes
anwenden diirfen. Daher ist jedes R,, abgeschlossen und N, sowie X/R,, endlichdimen-
sional. Wir setzen nun zur Abkiirzung F' := 1 — A.

Die Endlichkeit der aufsteigenden bzw. absteigenden Ketten von Teilrdumen N,, bzw. R,,,
also (a), wird indirekt bewiesen, wobei mittels sukzessiver Anwendung des Lemmas von
Riesz (siehe Liicke (i)) ein Widerspruch zur Kompaktheit von A hergestellt wird. Genau so
eine Technik fithren wir im Beweis von Korollar 2.46 weiter unten im Detail aus, weshalb
wir das hier mal ruhig iiberspringen konnen.

(b): Npyr 2 N, und Ry, € R, ist klar, bleibt also nur N,yx € N, und Ry 2 R,
zu zeigen. Fiir ¥ € N, = ker FP** ist F*"1x € N,;; = N,, also € N,y;_; und, falls
k—1 > 0, folgt nach weiteren k—1 Schritten schlieklich N,,r C N,. Analog fiir R, 2 R,.

c): Ist x € N, N R,, dann also FPx = 0 und es gibt ein y € X mit x = FPy. Es folgt
p P
F*y =0, sodass y € Ny, = N, gilt. Daher ist letztlich 0 = FPy = .

(d): Sei z € X beliebig. Es ist Fix € R, = Ry, und daher gibt es ein y € X mit Flzx = F?%y.
Daraus folgt F(x — Fiy) = 0, d.h. x — Fly € N,. Wegen F'% € R, erreichen wir somit
immer eine Darstellung © = (x — F%) + F% passend zu N, + R,,.
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(e): Angenommen p > ¢, dann folgt aus (b) zunéchst R, = R,. Wegen der Minimalitét von
p geméfk (a) folgt gleichzeitig, dass es ein € N,\ N, gibt. Mittels (d) schreiben wir x = y+=2
mit gewissen y € IV, und z € R; = R,. Dann ergibt sich z = x —y € N, + N, C N, also
zusammen z € N,NR,, was nach (c) nur z = 0 bedeuten kann. Demnach wire z =y € N,
ein Widerspruch.

Angenommen p < ¢, dann ist N, = N, nach (b) und wegen (a) gibt es ein x € R, \ R,,.
Wieder haben wir nach (d) eine Darstellung © =y + z mit y € N, = N, und z € R,. Nun
folgt y =2 —2¢€ R,+ R, C R, alsoy € N,N R, = {0} gemék (c). Also ist x = z € Ry,
ein Widerspruch. [

Wir ziehen eine fast unmittelbare Folgerung aus Lemma 2.39.

2.40. Korollar: Sei A € K(X), dann gibt es einen endlichdimensionalen Teilraum N und
einen abgeschlossenen Teilraum R von X, sodass X = N & R topologisch ist, (1—A)(N) C
N, (1—A)(R) C Rund (1 — A)|g ein Isomorphismus R — R ist.

Beweis. Wir wahlen p sowie N := N, und R := R, geméf Lemma 2.39. Dann ist R
abgeschlossen, N endlichdimensional und X = N & R (wegen 2.39(c)(d)), was nach dem
Bericht aus Liicke (iv) automatisch ergibt, dass die direkte Summe auch topologisch ist.

Wir setzen F' := 1 — A und erhalten ebenso aus Lemma 2.39 nach Konstruktion dort
F(N) = F(N,) = F(ker F*) C ker F*~! = N, ; C N, = N sowie F(R) = F(R,) =
F(im F?) = im FP™ = R, = R, = R. Aus Letzterem folgt bereits die Surjektivitit von
F|g als Abbildung R — R. Sei # € R und Fz = 0, dann gibt es wegen R = R,, zunéchst
ein 2 € X mit z = FPz, was wegen 0 = Fo = FP™'z sogar z € N,y; = N, = ker F?
impliziert, d.h. x = FPz = 0. Daher ist F'| als Abbildung R — R aufgefasst bijektiv, nach
dem Satz iiber die stetige Inverse also ein Isomorphismus des Banachraumes R. O

2.41. Theorem (Satz von Riesz-Schauder B): Es sei A € K(X), dann gilt
dim(X/im(1 — A)) = dim(ker(1 — 4)) = dim(X'/im(1 — 4")) = dim(ker(1 — A")).

Beweis. Wir setzen wieder F' := 1 — A, dann wissen wir bereits aus dem A-Teil des Sat-
zes, dass im F' abgeschlossen ist und ker F' sowie X/im F' endlichdimensional sind. Au-
fslerdem ergeben die Beobachtungen gegen Ende von dessen Beweis schon dim(ker F’) =
dim(X/im F)' = dim(X/im F'), was schon mal die Gleichheit der dufersten Terme in der
behaupteten Gleichungskette ergibt.

Wenden wir (vi) jaus der Liicke® mit U = ker F' an, so folgt (ker F')’ = X'/(ker F)*
und wegen der Abgeschlossenheit von im F' ergibt sich mit (v)(d) ebendort auch noch
(ker F')* = im(F"), sodass unmittelbar dim(X’/im F’) = dim(ker F)’ folgt. Da ker F end-
lichdimensional ist, haben wir zuétzlich dim(ker F') = dim(ker F)’, also gilt das mittlere
Gleichheitszeichen der Behauptung, womit schliellich nur noch Folgendes zu zeigen bleibt:

(A) dim(X/im F) = dim(ker F').
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Wir wenden nun Korollar 2.40 an und erhalten mit /' = 1 — A eine topologische direkte
Summenzerlegung X = N @& R mit endlichdimensionalem N, F(N) C N, F(R) C R und
F|g als Isomorphismus R — R. Wir setzen F := F|y, sodass F' € L(N). Nachdem N
endlichdimensional ist, verhilft uns die Lineare Algebra zu

(%) dim(N/im F) = dim(N) — dim(im F) = dim(ker F).

Wir zeigen nun, dass ker F' = ker F' gilt, wobei ker ¥ C ker F klar ist. Sei also z € ker F
zerlegt geméaft X = N @ R in der Form x = x + x5 mit eindeutigen x1 € N und z5 € R.
Wegen 0 = Fo = Fay + Fay ist Frg = —Fxy € NN R = {0}, also Fzy = 0 und
Fx, = Fx; = 0. Nach Letzterem ist z; € ker F' und die Isomorphie F |r: R — R erzwingt
ro = 0, somit insgesamt x = x1 + zo = x; € ker F. Wir diirfen also nun in (%) einsetzen
und erhalten als Zwischenergebnis

dim(N/im F) = dim(ker F').

Im letzten Schritt zeigen wir nun, dass die beiden endlichdimensionalen Vektorrdume
N/im F' und X/im F' isomorph sind, womit dann der Beweis fiir (A) erbracht sein wird.

Vorweg bemerken wir, dass natiirlich im F C im F gilt und daher fir z,y € N mit = +
imF =y +imF in X/im F auch stets  +im F = y 4+ im F in X/im F ist. Mit anderen
Worten: Wir erhalten durch = + im F +— x + im F' eine wohldefinierte lineare Abbildung
Q: N/imF — X/imF.

@ ist surjektiv: Sei z +1im F' € X/im F beliebig und = = x1 + x5 die eindeutige Zerlegung
mit 71 € N und 2 € R. Dann ist * — 21 = 23 € R = im(F|g) € im F und daher
Q(ry+imF)=z;+imF =x+imF.

Q ist injektiv: Sei Q(z +1im F) = 0+im F mit 2 € N, was wegen Q(z +im F) = z +im F
einfach x € N Nim F' bedeutet. Es gibt also ein z € X mit Fz = z. Mit der Zerlegung
z2=12z1+ 23,21 € N, 2o € Rfolgt Fzo = Fz— Fz; =2 — Fz € N, weil ja F(N) C N gilt.
Aber natiirlich ist ebenso Fzy € F(R) C R, also Fzy € NN R = {0}, somit zo = 0, weil
F|r ein Isomorphismus ist. Wir erhalten x = Fz; € F(N) = im F, d.h. x +im F ist die
Nullklasse in N/im F. O

2.42. Bemerkung: Ein Operator B € L(X) mit Eigenschaften analog zu jenen fiir 1 — A
aus dem Riesz-Schauder-Satz A, d.h. ker B endlichdimensional, im B abgeschlossen und
X/im B endlichdimensional heift {ibrigens Fredholmoperator. Der sogenannte Index von
B ist dann gegeben durch

ind(B) := dim(ker B) — dim(X/im B).

Also besagen die Riesz-Schauder-Satze A und B zusammen gerade, dass 1— A fiir kompaktes
A stets ein Fredholmoperator mit ind(1 — A) = 0 ist.
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2.43. Korollar (Fredholmsche Alternative): Sei A € K(X) und A € K mit A # 0,
dann tritt genau einer der beiden folgenden Fille ein:

(a) Die homogene Gleichung Az — Ax = 0 hat nur die triviale Lésung x = 0 und dann ist
fiir jedes y € X die inhomogene Gleichung Ax — Ax = y eindeutig losbar fiir x € X.

(b) Es ist 0 < n = dim(ker(A — A)) < oo, d.h. die homogene Gleichung \x — Az = 0
hat n linear unabhéngige Losungen, ebenso folgt n = dim(ker(A — A’)), und dann ist
die inhomogene Gleichung \z — Az = y fiir x € X l6sbar genau fiir rechte Seiten y aus

ker(A— A", ={2€ X |Vy € ker(A—A"): ¢/ (2) = 0}.

Beweis. Folgt einfach mittels A — A = A(1 — A/)) aus den obigen Sétzen A und B von
Riesz-Schauder zusammen mit dem Satz 2.32. O

2.44. Bemerkung: In obigem Korollar gibt also jeweils die ,Gréfse der Kerne® Aufschluss
iiber die Losbarkeit der inhomogenen Gleichung. Der obige Satz entsprang historisch aus
umfangreichen Untersuchungen von Fredholm zu Integralgleichungen um 1900 (vgl. z.B.
die stets sehr lesenswerten historischen Notizen in [Heu06, Werl8]).

2.45. Korollar: Sei A € K(X), dann gilt o(A4) \ {0} C 0,(A), d.h. jedes A € o(A) mit
A # 0 ist ein Eigenwert von A. Weiters ist fiir ein solches A der Eigenraum ker(A— A) immer
endlichdimensional und es gibt eine topologische direkte Summenzerlegung X = N) & R,
mit endlichdimensionalem Ny D ker(A — A), sowohl N, als auch Ry sind invariant” unter
A und (A — A)|g, ist ein Isomorphismus Ry — R,.

Beweis. Mittels A — A = A1 — A/\) folgt dies direkt aus den Riesz-Schauder-Sétzen,
Korollar 2.40 und der Fredholm-Alternative. O

Nach Konstruktion ist tibrigens (A — A)|n, wegen 2.39(b) nilpotent (auf Ny).

2.46. Korollar: Sei A € K(X), dann gilt:
(i) die Menge o(A) \ {0} ist hochstens abzéhlbar, [0p(A) kann auch leer sein.|
(ii) o(A) hat keinen Haufungspunkt ungleich 0. [Und auch 0 muss keiner sein.|

Beweis. Wir zeigen (i) und (ii) auf einen Schlag, indem wir folgende Behauptung beweisen:
Fiir jedes € > 0 ist die Menge C. := {\ € o(A) | |A\| > &} endlich.

Sei ¢ > 0 und C. unendlich. Dann gibt es eine Folge (\,) in C; mit A\, # A, fir n # m.
Wir wissen bereits aus Korollar 2.45, dass C. nur aus Eigenwerten bestehen kann. Daher
gibt es fiir jedes n € N auch einen Eigenvektor z,, # 0 zum Eigenwert A,,. Die Menge {z,, |
n € N} ist linear unabhéngig, weil es sich um Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten handelt (und fiir jede endliche Auswahl von paarweise verschiedenen Vektoren
das analoge Argument aus der Linearen Algebra ausreicht).

“d.h. A(Ny) € Ny und A(R)) C Ry
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Wir setzen U, := span{x,...,z,} und erhalten eine Folge von endlichdimensionalen (da-
her abgeschlossenen) Teilrdumen mit U; C Us € -+ und A(U,,) C U,,. Mittels Lemma von
Riesz (Liicke (1)) kénnen wir fiir jedes n € N ein z, € U, finden, sodass

N | —

|lzn]] =1 und Yu € U,_;: ||z, —ul >

Fiir n > m ist sicherlich Az, € U,, C U, _;. Weiters ergibt sich auch \,z, — Az, € U,_1,
weil 2z, = y + ax, mit y € U,_1, a € K gilt und somit \,z, — Az, = (A\y + \yax,) —
(Ay + M\yax,) = Ay — Ay € U,_1. Daher ist auch w := Az, + \,z, — Az, € U,_1 und
weiter A\,z, —w = A\, (2, —w') mit w’ = w/\, € U,_;. Schlieklich erhalten wir damit einen
Widerspruch zur Kompaktheit von A: Fiir m,n € N mit n > m gilt ||z,|| = 1 und

DN ™

(. /

Az, — Azl = H)‘nzn — (Azm + Anzn — Azn) | = H>‘n(zn - "LU/)H = |>‘n|||zn - w/H >

w

]

Also enthélt das Spektrum eines kompakten Operators auf einem unendlichdimensionalen
Banachraum zumindest 0 (ohne, dass dies ein Eigenwert sein muss) und besteht abgesehen
davon nur aus Eigenwerten, von denen es aber hochstens abzéhlbar viele gibt (eventuell
sogar gar keine) und die sich, wenn iiberhaupt, nur bei 0 héufen kénnen.
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3 Hilbertraume

Wir haben es weiterhin bei allen hier betrachteten Vektorrdumen nur mit dem Skalaren-
korper K = R oder K = C zu tun. Typischer Weise werden wir sogar gleich die Formulierun-
gen fiir den komplexen Fall geben, wobei dann im Reellen z.B. die komplexe Konjugation
einfach zu ignorieren ist (weil z — Z auf R eingeschrankt wie die Identitit wirkt). Wie wir
aus der Linearen Algebra bereits wissen, gibt es aber bei der Existenz von Eigenwerten
natiirlich deutliche Vorziige fiir K = C. Weiters kennen wir aus der Linearen Algebra den
Begrift des euklidischen oder unitdren Raumes, d.h. eines K-Vektorraumes X mit einem
Skalarprodukt (.,.): X x X — K| das folgende Eigenschaften hat:

(a) Fiir jedes y € X ist z — (z,y) linear X — K,
(b) Vz,y € X: (y,x) = (z,y), (Hermitizitét bzw. Symmetrie)
(c) Vz € X: (x,z) > 0 und ((z,z) =0 < = =0). ({.,.) ist positiv definit)

Es folgt, dass fiir fixes x € X die Abbildung y — (x,y), X — K, konjugiert linear ist,
d.h. (2, My + Aaye) = Az, y1) + Ao (z,92), was im Falle K = R einfach linear heift und
im Falle K = C oft auch fiir die erste Komponente in (.,.) statt in der zweiten verlangt
wird (insbesondere z.B. in der Quantenphysik). Im Rellen erhalten wir durch (., .) also eine
bilineare Abbildung X x X — K, im Komplexen eine sesquilineare.

Wir erinnern an die in der Linearen Algebra bewiesene Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

Vo,y € X: {2, 9)|* < (z,2)(y,y),

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn x, y linear abhéngig sind. Daraus wurde dann
weiters gezeigt, dass durch
Vee X: |z :=+/(z,2)

eine Norm auf X definiert wird, sodass die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auch so geschrie-
ben werden kann:

v,y e Xoo (gl < iyl

Wenn nichts anderes gesagt wird, betrachten wir einen Vektorraum mit Skalarprodukt
immer wie oben gegeben automatisch als normierten Raum.

3.1. Definition: Sei X ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann heiftt der daraus wie
oben definierte normierte Raum Prahilbertraum. Falls X mit dieser Norm ein Banachraum
ist, heilst er Hilbertraum.
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3.2. Lemma: Sei X ein Prahilbertraum, dann gilt:
(i) Das Skalarprodukt ist stetig X x X — K|
(ii) ist U ein dichter Teilraum und = € X mit (x,u) = 0 fiir alle u € U, dann folgt = = 0.

Beweis. (1): Fir xg, z, 90,y € X erhalten wir ndmlich

(=, y) — (2o, %0)| = [{z — 20, y) + (x0,y — yo)| < [lz— ol lly]l + llzolllly — woll-

(ii): Geméf (i) ist insbesondere die (konjugiert lineare) Abbildung I.: y +— (z,y) stetig
X — K und verschwindet auf einer dichten Teilmenge, muss also insgesamt die Nullabbil-
dung sein. Daher ist speziell 0 = [,(z) = (z,z), also x = 0. ]

3.3. Bemerkung: (i) In der Linearen Algebra (VO und UE) sind wir auch ein kleines Stiick
der Frage nachgegangen, welche Normen denn iiberhaupt von Skalarprodukten stammen.
Wir hatten gesehen, dass die Giiltigkeit der Parallelogrammgleichung

Iz +ylI* + [l —ylI* = 2)le|* + 2y > Va,y € X
sowie der sogenannten Polarisierungsformeln
Ma,y) = llr+yl* = llz —y|”  (fir K=R)
bzw.  d(z,y) = llz +yl* — o —ylI* + iz +ay|* —ille —iyl]* (fir K=C)

notwendig ist und bereits bemerkt, dass umgekehrt ein Skalarprodukt mittels Polarisie-
rungsformeln aus einer Norm ,rekonstruiert® werden kann, falls diese die Parallelogramm-
gleichung erfiillt. (Fiir einen Beweis siche [Werl8, Satz V.1.7]).

(ii) Teilrdume von Prahilbertrdumen sind Prahilbertraume. Weiters ist die Vervollstéandi-
gung eines Préhilbertraumes (als normierter Raum) ein Hilbertraum, weil auch die Norm
auf der Vervollstandigung aus Stetigkeitsgriinden die Parallelogrammgleichung erfiillt.

3.4. Beispiel: 1) Auf C" haben wir das Standardskalarprodukt gegeben durch

(x,y) = ka% fir z = (x1,...,2),y = (y1, ..., yn) € C".
k=1

2) Auf [? entsteht die Norm ||.||, genau aus dem Standardskalarprodukt

(w,y) =D od fir o = (2),y = (y) € 1%
h=1

Somit ist /2 ein Hilbertraum.
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3) Sei S eine nichtleere Menge und bezeichne 1%(S) die Menge aller Funktionen f: S — C,
sodass f(s) # 0 hochstens fiir s aus einer abzéhlbaren Teilmenge Sy = {s1,52,...} € S
gilt und > 7% | [f(s;)|* konvergent ist. Wir schreiben' fiir diese absolut konvergente Summe
im Weiteren einfach > _¢[f(s)]*.

Fiir f,g € 1%(S) setzen wir (f,g) = . s f(s)g(s), was sich leicht als Skalarprodukt
erkennen lasst, und gewinnen daraus die Norm || f|| := /(f, f), deren Vollsténdigkeit
genau wie im Falle der [P-Raume gezeigt werden kann.

Fiir S = N erhalten wir wieder genau 2. Fiir iiberabzihlbares S ist [?(S) ein Beispiel eines
nichtseparablen Hilbertraumes: Zwei Vektoren aus der Menge {d; | t € S}, wobei §;(s) =0
fiir s # t und 6,(t) = 1 sei, haben fiir ¢; # t5 den Abstand ||6;, — 6, | = V2.

4) Fiir einen Mafraum (€, ) ist auf L?(Q, ) durch

/ (@)@ du(w) (f.g € L9, )

ein Skalarprodukt definiert, das gerade die Norm ||.|, generiert. Somit ist L?(£2, ) ein
Hilbertraum. Im Falle Q = S mit dem Zdhlma® u ergibt sich daraus als Spezialfall 1?(S).

Die folgenden Begriffe sind allesamt schon aus der Linearen Algebra bekannt.

3.5. Definition: Zwei Vektoren x und y in einem Préahilbertraum X heifen orthogonal,
falls (x,y) = 0 gilt. In diesem Fall schreiben wir auch = 1 y. Fiir Teilmengen A, B C X
soll A | B einfach bedeuten, dass = L y fiir alle x € A und y € B gilt. Schlielich heifst

L ={recX|VacA: (x,a) =0}
das orthogonale Komplement von A.

3.6. Einfache Eigenschaften der Orthogonalititsbegriffe: Sei X ein Préahilbertraum.
Die ersten beiden der folgenden Punkte sind Wiederholungen aus der Linearen Algebra.

(i) Satz von Pythagoras: Sind z1,...,x, € X paarweise orthogonal, dann gilt

2 n
2
=D layll*
j=1

(ii) Fiir Teilmengen A, B C X gilt: AN At = {0}, falls 0 € A, und AN A+ = 0 sonst; A+
ist ein Teilraum von X; A C B impliziert B+ C AL; span A C (A1)*.

IDies lasst sich rechtfertigen, weil sogenannte summierbare Familien immer nur héchstens abzéhlbar viele
Elemente ungleich Null haben kénnen (vgl. [Schr00, Bemerkung 4 zu Definition 1.2.14]).
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(iii) At ist ein abgeschlossener Teilraum (als Durchschnitt der Kerne der stetigen lincaren
Abbildungen = + (x,a) fiir a € A). Daher folgt mit (ii) auch gleich span A C (A*)%, wobei
wir spater sogar Gleichheit zeigen werden.

(iv) A+ = (span A)* [D folgt aus A C span A und (ii); C folgt daraus, dass a +— (z, a) konjugiert
linear und stetig ist.|

3.7. Approximationsaufgaben: Es sei hier H ein Hilbertraum.

Proposition: Ist K eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Teilmenge von H, so gibt
es fiir jedes x € H ein eindeutiges y € K mit der Eigenschaft

[ =yl = nf{[lx — =] | z € K}.

Beweis. Wir setzen v := inf{||z — z|| | z € K} und wihlen eine Folge (y,) in K mit
|z — yn|| — v fiir n — oco. Seien n,m € N und u,, := = — y,, v, := x — y,. Dann ist

_ym+yn

m n:2
Uy, + VU (x 5

)7 Um — Un = Yn — Ym
und die Parallelogrammregel ergibt

1y = Ymall® = i = vall® = 2llta|* + 2l0l* = [t + 0n

2
 Ym

=2l =l + 2l = P = 4o - 22

Wegen der Konvexitét von K ist (v, +y,)/2 € K, also || — (Ym + yn)/2]| > 7 und daher
9 = Yl < 20|z = yl* + 2] = yal|* — 497,

Wegen ||z — ym|® — A2 fiir m — oo und ||z — yn||*> — A2 fiir n — oo ist also (y,) eine
Cauchyfolge in K und besitzt somit einen Grenzwert y € K, fiir den ||z —y|| = v gilt.
Damit ist die Existenz von y gezeigt und nur noch die Eindeutigkeit bleibt zu behandeln.

Ist y € K eine weitere Losung der Minimierungsaufgabe, d.h. ||z — §|| = v = ||z — y||, dann
kénnen wir die Vektorfolge (y,,) in K mit yox11 := y und yox, := ¥ betrachten, fiir die trivialer
Weise lim ||z — || = 7 gilt. Wie oben folgt [|yn — yml” < 201z — ym|* + 2|z — ya||* — 492,
woraus sich fiir n = 2k + 1 und m = 2k ergibt, dass y = y sein muss. O

Korollar: Ist U ein abgeschlossener Teilraum von H, so gibt es fiir jedes x € H ein
eindeutiges y € U mit der Eigenschaft

[z =yl = nf{[lz — ul| | v € U}

und es gilt v —y L U.
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Beweis. Die eindeutige Existenz von y folgt aus obiger Proposition, wir miissen also noch
(x —y,u) = 0 fiir jedes u € U zeigen. Da dies fiir u = 0 trivial ist, betrachten wir nur noch
u € U\ {0}. Fiir beliebiges A € K gilt wegen y + Au € U dann

lz = yl* < lle =y = Mull* = [lz =yl = Mu,& —y) = Xz = y,u) + AP lul
= |lz — ylI* = 2Re(A\u, & — y)) + [AP*[Ju]”,

was fiir X := (z — y,u)/|ul|” sofort zur Ungleichung

2 2 Sle—yu)f [y )P > [e—ywl’
e =yl < fle —ylI” =2 2 7 = lle =yl - 3
] ] i
fiihrt. Diese kann aber nur gelten, falls (z —y,u) = 0 ist. O

3.8. Zerlegungssatz: Ist U ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraumes H, dann gilt
die orthogonale direkte Summenzerlequng H = U & U+.

Insbesondere hat also in einem Hilbertraum jeder abgeschlossene Teilraum einen abge-
schlossenen Komplementarraum.

Beweis. Die Eigenschaft UNU+ = {0} ist klar, daher bleibt nur H = U+U* zu zeigen. Fiir
xr € H sei y € U die eindeutige Bestapproximation an x aus U geméaf Korollar 3.7, dann
ist insbesondere x — y € U+ und die Darstellung # = y + (z — y) beendet den Beweis. [

3.9. Korollar: Ist U ein Teilraum des Hilbertraumes H, dann gilt U = (U+)*.

Beweis. Die Relation U C (U+)* folgt bereits aus 3.6(iii). Nach 3.6(iv) ist U+ = U
und der Zerlegungssatz angewandt auf U ergibt nun H = U @ U+. Angenommen, es wire
r € (UH)H\U. Dann gibt es gemif der Zerlegung eine Darstellung x = u-+v mit eindeutigen
u €U C (Ut und v € UL, wobei wegen o € U jedenfalls v # 0 ist. Andererseits gilt
v=x—uc (UH)*+ (Ut = (U, daher folgt v € UL N (UL)* = {0} nach 3.6(ii), was
ein Widerspruch zu v # 0 ist. [

3.10. Theorem (Orthogonalprojektion): Ist U # {0} ein abgeschlossener Teilraum des
Hilbertraumes H, dann existiert genau ein P € L(H) mit ||P|| = 1,im P = U, ker P = U™,
P? = P und (Pz,y) = (z, Py) fiir alle z,y € H.

Die lineare Abbildung P heifst Orthogonalprojektion auf U und wird oft auch mit Py
bezeichnet. Im Falle U = H ist Py = 1, im Falle U # H ist 1— Py die Orthogonalprojektion
auf Ut mit |1 — Py|| = 1. Fiir U = {0} setzen wir Py = 0. (Bemerkung aus der Linearen
Algebra: Allgemein heifen lineare Abbildungen A: H — H mit A2 = A Projektoren, aber nicht
jeder Projektor ist eine Orthogonalprojektion.)
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Beweis. GemiR Zerlegungssatz ist H = U @ U+, d.h. fiir jedes x € H gibt es eindeutige
Vektoren v € U und u;, € Ut mit v = u + u,. Wir verwenden diese Notation nun
durchgehend im weiteren Beweisverlauf.

Eindeutigkeit: Sei P eine lineare Abbildung mit den genannten Eigenschaften. Es folgt
Pu; =0 und Pz = Pu. Wegen P(1 — P)x = Px — P*xr = Pxr — Pz =0 ist im(1 — P) C
ker P = U~. Fiir beliebiges y € H sei y = v +v, mit v € U, v, € U+, dann erhalten wir

(u— Pu,y) = (u — Pu,v+v,) = (u,v) — (Pu,v) + (u,v,) — (Pu,v,)
= (u,v) — (u, Pv) = (u, (1 — P)v) =0,

daher u = Pu, weil y beliebig war. Somit ist P aber sowohl auf U als auch auf U~ festgelegt.

Ezistenz: Wir definieren Pz := u als lineare Abbildung und erhalten wegen ||Pz|* =
[u]|® < flul® + furl]® = ||=]|* sofort ||Pz|| < ||z||, also die Stetigkeit mit ||P| < 1. Wegen
U # {0} gibt es u € U mit ||u|| = 1 und daher ||Pu|| = |Ju|| = 1, also gilt || P| = 1.

Laut Definition von P ist im P C U, ker P C U~ und auferdem P?z = Pu = u = Px, d.h.
P?2 = P.Ist v € U, dann gilt wegen u = x auch z = Px, also U C im P, womit schon mal

im P = U feststeht. Ist © € U+, dann folgt wegen u, ebenfalls aus der Definition Px = 0,
also U+ C ker P, d.h. insgesamt ker P = U~.

Zerlegen wir wieder y € H in der Form y = v +v, mit v € U, v, € U+, dann erhalten wir
(Px,y) = (u,v+v,) = (u,v) = (u, Py) = (u+uy, Py) = (x, Py).

]

3.11. Theorem (Satz von Fréchet-Riesz): Sei H ein Hilbertraum und fiir jedes y € H
das Element [, € H' definiert durch l,(x) := (z,y). Dann ist die Abbildung F': H — H’,
y +— [, konjugiert linear, isometrisch und bijektiv. Insbesondere gibt es zu jedem [ € H’
genau ein z € H, sodass

l(x)=1,(x)=(x,z) VeeH
und [[If} = =] gilt.

Beweis. Es ist klar, dass F' konjugiert linear ist und weiters mittels Cauchy-Schwarz-
Ungleichung [|F()]| = supjaycr [ 9] < suppyc eflyl] = ] folet. Fir y # 0 ist
FQ)(y/lyll) = (v v)/llyll = llyll, daher ist [[F(y)|| = [[yll; der Fall y = 0 ist trivial, also
ist F' isometrisch, weshalb auch die Injektivitéat klar ist.

Fiir den Beweis der Surjektivitdt sei also [ € H’ gegeben, wobei wir OBdA ||I]] = 1
annehmen diirfen. Wir setzen U := ker [ und erhalten aus dem Zerlegungssatz H = U@ U™ .

Behauptung: dim U+ = 1.

Zunéchst wiederholen wir aus der Linearen Algebra, dass dim(H/U) = 1 gilt. Wir be-
trachten die lineare Abbildung f: H/U — Ut mit f(z + U) = uy, wobei x = u + uy
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die eindeutige Zerlegung mit v € U und uy; € U™ sei. Ist f(z) = 0, dann heift dies
u; = 0, was wiederum x = u € U bedeutet, also x + U = 0 4+ U. Somit ist f injektiv.
Fiir beliebiges v € U+ ist f(v 4+ U) = v, weil v = 0 + v die eindeutige Zerlegung gemif
U@ U ist. Also ist f auch surjektiv und insgesamt ein Vektorraumisomorphismus. Daher

ist dim U+ = dim(H/U) = 1.

Nach der Behauptung gibt es ein eindeutiges z € U+ mit U+ = span{z} und I(z) = 1.
Jedes x € H = U@ U+ zerlegen wir nun in der Form # = u+ Az mit eindeutigen v € U und
A € K. Es folgt [(z) = l(u+A2) = l(u)+ M (2) = Aund L(z) = (z, 2) = (u+Az,2z) = A|z||,
dh. F(z) = I, = ||2|°l; aber wegen ||2[| = [[F(2)[| = |lz]*|lt]l = ||[|* muss auch ||z]| = 1
gelten, also insgesamt [ = [,. ]

3.12. Korollar: Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Beweis. Sei H ein Hilbertraum und F': H — H’ die konjugiert lineare, bijektive und
isometrische Abbildung aus dem Satz von Fréchet-Riesz. Dann wird durch

(F(x),F(y)) = (y,x) Vo,yecH

ein Skalarprodukt auf H’ definiert (die Reihenfolge der Faktoren ist auf der rechten Seite ab-
sichtlich umgedreht!), das wegen der Isometrie von F' genau zur Operatornorm auf H' passt.
Daher ist H' ein Hilbertraum und es gibt wiederum nach Fréchet-Riesz die entsprechende
konjugiert lineare, bijektive und isometrische Abbildung F’: H' — H". Wir beachten, dass
F'o F: H— H" als Verkniipfung konjugiert linearer Abbildungen linear ist; bijektiv und
isometrisch ist F” o F' natiirlich auch, also ein isometrischer Isomorphismus von H mit H”.
Wir miissen noch zeigen, dass F’ o F' gleich der kanonischen Isometrie ¢: H — H" ist.

Seien x € H und [ € H' beliebig, dann ist bekanntlich ¢(z)(l) = [(x). Schreiben wir
[ = F(y) mit einem eindeutigen Urbild y € H, so erhalten wir

Ux)(l) = U(z) = F(y)(z) = (z,y) = (F(y), F(x))" = F'(F(x))(F(y)) = (F o F)(x)(]).

Weil | € H' beliebig war, folgt ¢(x) = (F' o F')(z). Weil auch = € H beliebig war, heifst dies
gerade 1 = F' o F. [

3.13. Korollar: Sei H ein Hilbertraum, dann gelten folgende Aussagen:

(i) Eine Folge (z,,) in H konvergiert genau dann schwach gegen = € H, falls

Yye H:  (z,,y) = (z,y) (n— o0).

(ii) Jede beschriankte Folge in H besitzt eine schwach konvergente Teilfolge.
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Beweis. (i): Laut Definition heifit schwache Konvergenz von (z,,) gegen x gerade I(z,) —
[(z) fir alle [ € H', was wir mittels Satz von Fréchet-Riesz umformulieren kénnen in
(xn,y) — (z,y) fur alle y € H.

(ii): Im vorigen Korollar wurde bewiesen, dass H reflexiv ist. Daher folgt diese Behauptung
nun direkt aus Theorem 2.31. O]

Wie in der Linearen Algebra gezeigt wurde, gibt es in endlichdimensionalen euklidischen
oder unitdren Rédumen stets Basen, die zugleich Orthonormalsysteme sind, d.h. alle Ba-
sisvektoren sind paarweise orthogonal und auf Lénge 1 normiert. Solche Orthonormalba-
sen waren z.B. fiir die Berechnung der eindeutigen Koeffizienten eines Vektors in seiner
Basisentwicklung besonders vorteilhaft. Es zeigt sich, dass wir viel von diesem letzten
Aspekt gewissermafen ,ins Unendlichdimensionale hiniiber retten kénnen, wenn wir un-
endliche Summen als Darstellungen bzgl. eines Orthonormalsystems zulassen und somit
den Anspruch aufgeben, gleichzeitig auch Vektorraumbasen zu haben. (Letztere haben ja
die Eigenschaft, dass fiir jeden Vektor immer nur endliche Linearkombinationen benétigt
werden.)

3.14. Definition: Eine Teilmenge S C H eines Prahilbertraumes H heifst Orthonormal-
system, falls fiir alle e, f € S gilt

el =1, (e, f) =0, falls e # f.

Ein Orthonormalsystem S heifst vollstindig oder maximal, falls fiir jedes Orthonormalsys-
tem S C H mit S C S automatisch S = S gilt.

Orthonormalbasen endlichdimensionaler euklidischer oder unitédrer Raume sind stets voll-
standige Orthonormalsysteme. In der Literatur wird allgemeiner fiir vollstandige Ortho-
normalsysteme oft die Bezeichnung Orthonormalbasis verwendet, auch wenn diese im Un-
endlichdimensionalen keine Basen sein konnen. Die Begriindung liegt einfach darin, dass
damit trotzdem viele Berechnungen der Funktionalanalysis in Hilbertraumen fast analog
zur Linearen Algebra verlaufen.

3.15. Beispiel: 1) Die Menge S = {e, | n € N} ist ein vollstédndiges Orthonormalsystem
in 12: Orthonormalitiit ist klar. Ist S D S ein Orthonormalsystem und = = (z,) € S \ S,
dann folgt 0 = (z,e,) = z, fiir alle n € N, d.h. z = 0. Also muss S = S gelten.

2) In [?(S), wobei S eine beliebige nichtleere Menge ist (vgl. Beispiel 3.4.3)), ist D :=
{6¢ | t € S} ein vollstandiges Orthonormalsystem: Orthonormalitét ist klar. Ist D O D ein
Orthonormalsystem und f € D\ D, dann folgt 0 = (f,d;) = f(¢) firallet € S, d.h. f = 0.

3) Die aus der Analysis bekannten Integralformeln namens ,Orthogonalitidtsrelationen fiir
trigonometrische Funktionen“ ergeben, dass die Menge Sg := {1/v27}U{c, | n € N}U{s,, |
n € N} mit den Funktionen ¢, (z) := cos(nz)/\/7, s,(x) = sin(nz)/y/7 (z € |0, 2],
n € N) ein Orthomormalsystem im reellen L3([0,27]) ist; im komplexen L*([0,27]) ist
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S :={ex | k € Z} mit ex(x) := exp(ikx)/+/27 ein Orthonormalsystem. Die Vollstindigkeit
von Sy folgt aus jener von S, fiir die sich mehrere Beweise in der Literatur finden lassen
(|Cons16, Section 4.3, [Conw10, Chapter I, Theorem 5.7|, [Kab18, Theorem 6.7, [Werl8,
Beispiel (b) und (c), Seiten 255-256 |).

Das aus der Linearen Algebra bekannte Gram-Schmidt-Verfahren zur Erzeugung eines
Orthonormalsystems aus endlich vielen linear unabhéngigen Vektoren lasst sich induktiv
zumindest auf den Fall abzéhlbarer Mengen fortsetzen.

3.16. Proposition (Gram-Schmidt-Orthonormalisierung): Sei X = {z1, zo,...} eine
endliche oder abzahlbar unendliche linear unabhéngige Menge im Préahilbertraum H. Dann

lasst sich ein Orthonormalsystem S = {ey, €9, ...} konstruieren, sodass span{es,...,e,} =
span{xy,...,z,} fur alle n gilt.
Beweis. Wir starten mit e; := x1/||z1]|. Sei bereits ein Orthonormalsystem {ej,..., e, 1}
definiert mit span{ey, ..., er} = span{xy,...,zx} fir k =1,...,n — 1. Wir setzen

n—1

Up = Ty — Z(xn, er)er € span{xy, ..., x,}

k=1

und bemerken, dass wegen der linearen Unabhéngigkeit von z, ..., x, sicher v, # 0 gilt.

Auflerdem erhalten wir fir 1 <! <n-1

[y

3

<U7L7 el> — <xn7 6l> - <$n,€k> <ek7 el> - <xn7 el> - <.Tn,el> - O
k=1 g
5
kl
Daher kénnen wir durch e, := v,/||v,| geeignet orthonormal ergénzen und erhalten of-
fensichtlich span{ey,...,e,} C span{z,...,x,}. Aus der Induktionsvoraussetzung und
Tp = Uy + S 1) (T, e )er folgt aber ebenso span{zy, ..., x,} C span{ey, ..., e,}. O

Einige Klassen von sogenannten speziellen Funktionen (Legendre-Polynome, Laguerre- und
Hermite-Funktionen usw) entstehen durch Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens auf
linear unabhingige Systeme von einfachen Kombinationen von Polynomen und Exponen-
tialfunktionen (vgl. [Musl4, Section 10.6] oder [Heu06, Aufgaben zu §20]).

3.17. Reihen mit abzihlbaren Orthonormalsystemen: Es sei H ein Préhilbertraum
und {e, | n € N} ein Orthonormalsystem in H.

W VeeH: > [z,e) < ||z (Bessel-Ungleichung).

n=1
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Beweis. Fiir m € N setze y,, :=x—Y v (z,en)e,, dann ist y,, L e, flirn=1,...,m und
daher auch (beachte ||e,|| = 1 und den Satz von Pythagoras)

2

Y e <D e P + lymll® = ||D_( enden]| + llyml
n=1 n=1 n=1 ) )
=Dz en)en+ym| =zl
n=1
Nachdem dies fiir alle m € N gilt, ist der Beweis erbracht. ]

(i) Yo,y € H: > [{x,en)(en, )] < 0.

n=1

Das folgt direkt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Reihen zusammen mit (i).
3.18. Erweiterung auf beliebige Orthonormalsysteme: Es sei H ein Priahilbertraum
und S C H ein Orthonormalsystem.

(i) Fiir jedes « € H ist die Menge S, := {e € S| (z,e) # 0} hochstens abzéhlbar.

Beweis. Sei x € H. Zunéchst bemerken wir, dass fiir jedes ¢ > 0 die Menge R, := {e €
S| |{x,e)| > €} endlich ist, denn fiir ey, ..., e, € S mit [(x,e,)| > firn=1,...,m folgt
nach der Bessel-Ungleichung

m
me? <3 [z, en)? < ||z,
n=1

also haben wir fiir m die Beschrinkung m < ||z[*/e2. Wenn wir nun der Reihe nach
e=1,1/2,1/3,... setzen, dann erhalten wir

Sx = L_Jl Rl/n

als abzahlbare Vereinigung von endlichen Mengen. [

(i) Mini- Exkurs tiber unbedingte Konvergenz von Reihen in einem normierten Raum V : Sei
J eine beliebige nichtleere Indexmenge und (v;);e; eine Familie in V' mit der Eigenschaft,
dass Jy := {j € J | v; # 0} hochstens abzdhlbar ist. Falls es v € V gibt, sodass fiir jede
gewéhlte Aufzéhlung Jy = {j, | n € N} die Reihe > 7 v;, gegen v konvergiert, dann
heifst > jes Vi unbedingt konvergent gegen v in V' und wir schreiben

v = E 'Uj.

jeJ
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Bemerkung: Wir konnen das auch als Konvergenz eines Netzes (wr) auffassen, indem wir
als Indexmenge alle endlichen Teilmengen F' von J, gerichtet mit der Mengeninklusion,
nehmen und wr = . pv;. (Vgl. den Begriff der summierbaren Familie z.B. [Schr00,
Definition 1.2.14 und Bemerkung 4 dazu].) Fiir endlichdimensionales V' ist obiger Konver-
genzbegriff dquivalent zur absoluten Konvergenz (bzw. Summierbarkeit). Falls V' ein Ba-
nachraum ist, impliziert zwar die absolute Konvergenz stets die unbedingte (vgl. 1.6(ii)),
aber nicht umgekehrt (siehe z.B. Hinweise auf den sogenannten Satz von Dvoretzky-Rogers
in [Schr00, Ausblick zu Definition 1.2.14| oder [Werl8, Bemerkung nach Definition V.4.6]).

(ili) Vo € H: Z [(z, e)]? < ||z|? (allgemeine Bessel-Ungleichung).
e€S

Das folgt direkt aus (i) und 3.17(i) mit dem Konzept aus (ii) angewandt auf den normierten

Raum K.

Wir nehmen ab nun immer an, dass H auch vollstindig ist, also ein Hilbertraum.

3.19. Proposition: Sei S ein Orthonormalsystem im Hilbertraum H, dann gilt:

(i) Fiir jedes x € H ist ) _s(z, e)e unbedingt konvergent in H,

(ii) P: H — H mit Px := ) _¢(z,e)e ist die Orthogonalprojektion auf U := span S.

Beweis. Fiir beliebiges fixes v € H sei{e € S| (z,¢e) # 0} = {e,, | n € N} eine Aufzdhlung.

(i): Zunéchst folgt aus dem Satz von Pythagoras fiir beliebige M, N € N mit M < N

Z<x>en>en = Z ‘<x7€n>|2

n=M
und somit aus der Bessel-Ungleichung, dass >~ (z,e,)e, eine Cauchy-Reihe ist. Da-
her existiert y = Y °° (z,e,)e, € H. Gemak 3.17(ii) ist fiir jedes = € H die Reihe

n=1

Yoo {x,en){ey,, z) absolut konvergent in K und somit auch unbedingt konvergent. Wegen

der Stetigkeit des Skalarproduktes (im ersten Argument) gilt

2

[e.o]

(9,2) = 3 (@, ea){en, 2),

n=1

wobei die rechte Seite fiir jede Umordnung der Reihensummation gegen denselben Wert
konvergiert. Wéren wir also oben mit einer anderen Reihenfolge der Aufzihlung gestartet
und hétten als Grenzwert stattdessen y' € H erhalten, so muss dennoch (v, z) = (y, 2)
fiir alle z € H gelten. Das heikt aber ¢/ —y € H+ = {0}, also ¢/ = y und die unbedingte
Konvergenz ist nachgewiesen.

(ii): Wir betrachten die orthogonale Zerlegung H = U & U~ und miissen zeigen, dass fiir
r=u+u; mit u€ U und u; € U* stets Px = u gilt. Es ist klar, dass Pz € U ist und es
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bleibt zu zeigen, dass x — Pz € U+ gilt. Wir beachten, dass Ut = S1 gemiR 3.6(iv) gilt,
daher miissen wir nur (z — Pz, e) = 0 fiir alle e € S nachweisen.

Mit obiger Aufzahlung diirfen wir Pz = >~ (x, e,,)e,, schreiben. Falls e € S mit (z,e) = 0
folgt wegen e & {e, | n € N} auch (Pz,e) = 0, also (z — Px,e) = 0. Falls e € S mit
(x,e) # 0, dann gibt es ein m € N mit e = ¢, und es folgt

(x — Px,e) = (x — Px,e,) = (z,6) Z T, en)(en, em) = (T, em) — (,em) = 0.
n=1

3.20. Vollstandige Orthonormalsysteme in Hilbertraumen: Es sei H ein Hilbert-
raum und S ein Orthonormalsystem in H.

Proposition: Es gibt ein vollstdndiges Orthonormalsystem S’ von H mit S C S’.

Beweis. Das ist eine Routineanwendung des Lemmas von Zorn, indem wir die Menge M
aller Orthonormalsysteme R in H mit der Eigenschaft R O S mittels Mengeninklusion
partiell ordnen und sehen, dass wir fiir jede Kette durch Vereinigung eine obere Schranke
gewinnen. O]

Insbesondere kann man im Falle? H # {0} mit einem beliebigen Vektor e # 0 und |le|| =1
und dem Orthonormalsystem S = {e} # () beginnen und erhélt als Resultat die Garantie
der Existenz eines vollstindigen Orthonormalsystems S” # () von H.

Theorem: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Das Orthonormalsystem S ist vollstandig,
ii)Ve e H: z€ St =2=0,

(iii) H = span S, d.h. span S ist dicht in H,

(iv) Ve e H: == Z(w, e)e,

ecS

(v) Yo,y € H: (z,y) = 3z, e)e,y),

eeS

(vi)Vz e H: ||z||* = Z |(z,e)|* (Parseval-Gleichung).

eeS

2Fiir H = {0} ist S = 0 ein maximales Orthonormalsystem.
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Beweis. (i) = (ii): Fiir x € ST mit 2 # 0 wiire OBdA ||z|| = 1 und somit S U {z} eine
echte Erweiterung des Orthonormalsystems S.

(ii) = (iii): Nach Korollar 3.9 und 3.6(iv) ist span S = (S+)* und (ii) besagt S+ = {0},
also (S+)* = H.

(iii) = (iv): Nach Proposition 3.19(ii) ist ) _¢(, e)e die Projektion von x auf span S = H,
also gleich .

(iv) = (v): Esist y = >~ ;o (y, f)f und wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts und der
Eigenschaft 3.17(ii) folgt mittels (e, f) = d.s fiir e, f € S einfach

(wy)= > (z.e)y. Nle.f) =) (w.e)e.y).

e?fes eeS

(v) = (vi): Wir miissen in (v) nur y = z setzen.

(vi) = (i): Wenn S nicht maximal ist, dann gibt es ein z € St mit ||z|| = 1. Nun folgt
1= |z)* = 3,5 [z, e)|> = 0, ein Widerspruch. O

Hauptbeispiel der Fourierreihen: Wie bereits in einem Beispiel weiter oben bemerkt,
erhalten wir mit den Funktionen e, : [0,27] — C, e,(x) = exp(inz)/v/27 ein vollstandi-
ges Orthonormalsystem S = {e, | n € Z} im Hilbertraum L?([0,27]), dessen Elemente
auch geeignet mit 27-periodischen messbaren Funktionen f: R — C identifiziert werden
konnen, fiir die |f|? iiber ein beliebiges Intervall der Periodenléinge integrierbar ist. Die
Reihe aus (iv) im obigen Theorem entspricht dann genau der Fourierreihenentwicklung
f =2 nez(fsen)en, wobei die Konvergenz eben im Sinne der ||.||,-Norm garantiert ist, was
in klassischer Sprechweise Konvergenz im quadratischen Mittel heifst. Die Fourierkoeffizien-
ten ergeben sich aus (f, e,) mit den klassischen Integralformeln. (Verschiedene Konventionen
bzgl. Periodenldnge und/oder Faktoren im Skalarprodukt sind zu beachten und oft auch lastig.)

Manchmal wird der Begriff Fourierreihe auch in allgemeinen Hilbertraumen fiir die Ent-
wicklung in (iv) gebraucht. Auferdem gibt sie auch eine gewisse Rechtfertigung dafiir,
vollstdndige Orthonormalsysteme manchmal als Orthonormalbasen zu bezeichnen.

Korollar: Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) H ist separabel,
(ii) alle Orthonormalsysteme von H sind hochstens abzéhlbar,

(iii) es gibt ein endliches oder abzéhlbares vollstandiges Orthonormalsystem.

Beweis. (i) = (ii): Sei S ein Orthonormalsystem von H, dann gilt fiir alle e, f € S mit
e # f, dass |le — fH2 = (e— fie—f) = (e,e) + (f, f) = 2. Wére S tiberabzihlbar, so
kénnte H nicht separabel sein.
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(ii) = (iii): Es gibt nach obiger Proposition zumindest ein vollstéandiges Orthonormalsystem
S, das nach (ii) hochstens abzéhlbar ist.

(iii) = (i): Dies folgt direkt aus (iii) im obigen Theorem zusammen mit Lemma 1.19. [

Bemerkung: Alle vollstdndigen Orthonormalsysteme von H haben dieselbe Kardinalitét.
Fiir endlichdimensionale euklidische oder unitdre Rdume wurde das in der Linearen Al-
gebra bewiesen. Im Falle unendlicher Dimension kann das aber auch leicht mit Hilfe des
mengentheoretischen Satzes von Schréder-Bernstein (|Cie97, Theorem 5.1.2 und Remark
following Corollary 5.1.4]) bewiesen werden (siche [Werl8, Lemma V.4.11]).

Fiir n-dimensionale euklidische oder unitare Rdume wurde in der Linearen Algebra gezeigt,
dass diese — vermoge Wahl einer Orthonormalbasis e, . . ., e, und Koordinatenisomorphis-
mus — isometrisch isomorph zu K" mit dem Standardskalarprodukt sind. Dieses Resultat
ldsst sich mit Hilfe der Rdume [?(S) aus Beispiel 3.4.3) sogar ins Unendlichdimensionale
iibertragen.

3.21. Hilbertraummodelle bis auf isometrische Isomorphie: Sei H ein Hilbertraum.
Theorem: Sei S ein vollstindiges Orthonormalsystem in H, dann gilt H = [%(S).

Beweis. Fiir x € H ist die Funktion ®(z): e — (z,e) geméf 3.18(i) und Theorem 3.20
ein Element in [2(S) und nach der Parseval-Gleichung ist ||®(z)||* = ||z]|%, also ist die
Abbildung ®: H — [*(S) isometrisch. Linearitit von @ ist klar, also ist nur noch die
Surjektivitat zu zeigen.

Sei f € [?(S) beliebig vorgegeben. Laut Definition von (*(S) ist Sy := {e € S| f(e) # 0}
hochstens abzihlbar. Auferdem wissen wir, dass Y g |f(e)|* konvergent ist. Nun kann
mit derselben Argumentation wie im Beweis von Proposition 3.19(i) (mit f(e) an Stelle
von (7, e)) nachgewiesen werden, dass die Reihe ) __¢ f(e)e in H unbedingt konvergiert;
dabei ist nur noch die Zusatziiberlegung notig, dass fiir y := >~ | f(en)e, jeweils (y, e,,) =

S0 flen){en, em) = f(em) folgt.

Nun setzen wir schlieBlich z := >~ _¢ f(e)e € H und betrachten ®(z) € (*(S). Fiir jedes
s € S ist laut Konstruktion

O(x)(s) = (w,5) = > _ fle)e,s) = f(s),

eeS

d.h. wir erhalten ®(z) = f. O

Wir machen das Resultat fiir den separablen Spezialfall nur noch einmal besonders deutlich.
Korollar: Ist H ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum, dann gilt H = [2.

Als weiteren Spezialfall enthélt dies eine Version eines klassischen Meilensteins der Fou-
rieranalysis sowie Ursprungs fiir viele Entwicklungen der Funktionalanalysis.

Korollar (Satz von Riesz-Fischer): Es gilt L*([0, 27]) = 2.
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4 Lineare Operatoren auf
Hilbertraumen

4.1. Adjungierte Operatoren im Sinne der Hilbertraume: Zu einer stetigen linearen
Abbildung A: Hy — H, zwischen Hilbertraumen gibt es gemafs 2.32 den adjungierten
Operator A’: H), — Hj, der einfach durch ¢} — v} o A gegeben ist. Mittels der konjugiert
linearen isometrischen Bijektionen Fj: H; — H} aus dem Satz von Fréchet-Riesz lisst sich
dies aber ,auf die Hilbertriume selbst zuriickspielen®, d.h. wir definieren A* := F; 1o Ao F,
und erhalten eine stetige lineare Abbildung A*: Hy — H;, die wir als Adjungierte (im Sinne
der Hilbertrdume) von A bezeichnen.

Lemma: A* € L(H,, H;) ist genau dann adjungiert (im Sinne der Hilbertrdume) zu A €
L(Hy, Hs), wenn gilt:

Ve e H\,Vy € Hy:  (Az,y)m, = (x, A"Y) .-

Beweis. Einerseits gilt fiir A* := F; ' o A’ o F, und beliebige € H; und y € H, einfach
laut Definition

(z, Ay, = F1(A%y)(z) = A'(Fa(y))(z) = Fa(y)(Az) = (A2, y)n,.
Sei andererseits B € L(Hsy, Hy) ein Operator mit der Eigenschaft
Ve € H\,Vy € Hy:  (Az,y)m, = (x, By)n, .
Dann folgt zunéchst
Ve e Hy:  F(By)(z) = (z,By)n, = (Av,y)m, = Fa(y)(Az) = A'(Fa(y))(2),

d.h. Fi(By) = A'(F»(y)). Und weil y € Hs beliebig war, erhalten wir F; o B = A’ o Fy, also
letztlich B = F; 1o Ao Fy = A*, O
Unmittelbare Eigenschaften: Seien Hi, Hy, H3 Hilbertraume und B,C € L(H;, H,),
A € L(H,y, H3), \, p € K, dann gelten folgende Aussagen:

() (\B + uC)* = XB* + ",

(i) (AB)* = B*A*,
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iii) B** := (B*)* = B,
iv) [|B*]| = [|B]],

(
(
(v) |BB*|| = |B*B| = ||B]*,
(vi) ker B = (im B*)*,

(

vii) im B = (ker B*)* (vgl. den Satz in 2.32) bzw. ker B* = (im B)*.

Hier folgen (i)-(iii) direkt aus der Definition und (iv) aus der Eigenschaft ||B’| = ||B||
zusammen mit der Isometrie von F} und F». Beweise fiir (v)-(vii) als UE.

Beispiel: Wir betrachten den Links- und den Rechtsshift L, R € L(I?): Es ist bekanntlich
L(xy,x9,23,...) = (x9, w3, ...) und R(z1,Zo,...) := (0,21, 29,...) fiir (z1,79,...) € > und
wir rechnen fiir beliebige z,y € H nach, dass

(Lz,y) = 2oU1 + 2302 + ... = 10 + ToU1 + 2375 + ... = {(x, Ry)

gilt. Also ist L* = R und R* = L** = L.

Bemerkung und kleiner Ausblick auf Anwendungen: Wie schon mal in der Linea-
ren Algebra VO fiir endlichdimensionale euklidische Rdume angedeutet, ist der Begriff
des adjungierten Operators sowie ein Konstrukt der Form B*B usw. ein sehr wichtiges
Hilfsmittel vor allem bei der ,,Losung unlosbarer Gleichungen® mit Konzepten wie verallge-
meinerten oder Moore-Penrose-Inversen in unendlichdimensionalen Hilbertraumen. Einen
raschen Uberblick dazu inklusive Hinweisen fiir Anwendungen auf Bildrekonstruktion oder
Tomographie gibt z.B. [Mus14, Section 10.5].

4.2. Unitare Operatoren: Ein Operator U € L(H;, Hy) zwischen Hilbertraumen H; und
Hy heifst unitdr, falls
U'U =idy, und UU" =idpy,

gilt. Aquivalent dazu ist also, dass U (stetig) invertierbar ist und U~! = U* gilt.

Bemerkung: Anders als im Falle gleicher endlicher Dimension von H; und H sind wirklich
beide Gleichungen U*U = idy, und UU* = idy, zu priifen, wie das Beispiel von Links- und
Rechtsshift L, R € L(I?) aus 4.1 lehrt: Es ergibt sich zwar LL*(xy, 29, ...) = L(0, 21, 25) =
(1, 29,...), also LL* =id, aber L*L(xy,x3,...) = R(xq,...) = (0,29,...), also L*L # id.

Unitaritédt von U € L(H;, Hy) ist weiters durch die folgende Eigenschaft charakterisiert
(UE):
U ist surjektiv und Vo, y € Hy: (Uz,Uy) g, = (T, Y) 1, -

Insbesondere erhalten wir mit = = y, dass |Uz|* = ||z gilt, also jede unitire Abbildung
eine Isometrie ist. (Mittels Polarisierungsformeln lésst sich {ibrigens auch zeigen, dass surjektive
Isometrien zwischen Hilbertraumen stets unitér sind.)
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4.3. Normale Operatoren: Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(H ) heikt normal,
falls AA* = A*A gilt. Wir erkennen, dass jeder unitére Operator normal ist.

Eine charakterisierende Eigenschaft fiir Normalitét von A € L(H) ist (Beweis in UE)
Ve,ye H:  (Ax, Ay) = (A"z, A*y).

Speziell erhalten wir daraus fir z = y die Gleichung ||Az||* = ||A*z||* und somit die
folgende Aussage.

Proposition: Sei A € L(H) normal, dann gilt ||A*z|| = ||Az|| fiir alle 2 € H. Insbesondere
ist in diesem Fall also ker A = ker A*.

4.4. Selbstadjungierte Operatoren: Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(H)
heifst selbstadjungiert, falls A* = A gilt. Jeder selbstadjungerte Operator ist normal.

Ein selbstadjungierter Operator A € L(H) erfiillt die folgende Symmetriebedingung:
(S) Ve,ye He o (Ax,y) = (x, Ay).

Es lasst sich aber nun sogar zeigen, dass allein aus (S) schon die Stetigkeit und Selbstad-
jungiertheit von A folgt.

Theorem (Satz von Hellinger-Toeplitz): Sei H ein Hilbertraum und A: H — H linear
mit der Eigenschaft (S). Dann ist A stetig und selbstadjungiert.

Beweis. Stetigkeit: Wir verwenden den Satz vom abgeschlossenen Graphen und nehmen
an, es sei (x,) eine Folge in H mit z,, — = und Az,, — y in H. Wir miissen y = Ax zeigen.
Fiir jedes z € H gilt wegen (S)

(y, z) = lim(Az,, z) = lim(z,, Az) = (z, Az) = (Az, z),
daher folgt y = Az. Also ist A € L(H).
Selbstadjungiertheit: Geméaf Lemma 4.1 folgt nun aus (S) auch A = A*. O
Beispiel: Auf H = L*([0, 1]) betrachten wir fiir » € C([0,1]) € L>([0, 1]) den Multiplika-

tionsoperator My, f := hf. Wenn h reellwertig ist, dann ist M), selbstadjungiert, weil sich
aus (M, f,g) = fol(hf)ﬁ = fol f(hg) = (f, Myg) gerade die Eigenschaft (S) ergibt.

Proposition: Ist A € L(H) selbstadjungiert, dann gilt

|Al = sup [(Az,z)].

]| <1

Speziell folgt also in dem Fall aus (Az,x) = 0 fiir alle x € H, dass A = 0 sein muss.
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Beweis. Mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt [(Az, z)| < || Az||||z| < ||A|]|=|, d.h
‘>’ in der behaupteten Gleichung. Wir setzen M := supj, < [{(Az, )| und miissen also
noch ||Al| < M zeigen.

Zunéchst bemerken wir, dass fiir A > 0 und = € H die Parallelogrammgleichung direkt die
Relation

(%) M+~ A 2+ Ae— A 2—2>\2H 12+ 2 Az
z+ Az z—yAz| = x e lAz
liefert. Weiters bemerken wir, dass wir wegen (A0, 0) = 0 und |(Az, z)| = |(A—| —”)|||93H2
|(ﬁ“’ﬁ le|>| fiir 0 < [|z]| <1 die Groke M auch wie folgt berechnen kénnen:
Ay
() M = sup [{(7—, 7).
w20 [yl Iyl

Aufserdem erhalten wir mit einer einfachen Anwendung der Bilinearitét des Skalarproduk-
tes und und der Symmetriebedingung (S) auch noch die folgende Relation

(xxx) (A <)\x+XAx),>\x+XAx>—(A ()\x_XAx>’)\I_XAx>
1

1
=\ (Ax, ) + 2(A%x, ) + E(Azx, Az)y — N (Ax, z) + 2(A%x, ) — 2 — (A%, Ax)
= 4(Ax, Az) = 4| Az|”.

Nun setzen wir in der folgenden Abschétzung der Reihe nach (x * %), (%) und (*) ein, um

shanl? = (4 (3e+ 3ar) et 140 (4 (ha = 1ar) e - 40

2

<M’/\x—i— —Azx )\Z‘——AI = 2MN?||z|)? —|—2M 51| Ax I§

+M’

zu erhalten.

Im Falle Az # 0 (daher auch z # 0 und M > 0) wird mit X := ||Az|| /(||x||v M) aus obiger
Ungleichung 4||Az||* < 2||Az||* + 2M2?||z||?, daher auch ||Az|| < M|z|.

Im Falle Ax = 0 ist ||Az|| < M||z|| sowieso richtig.

Zusammenfassend gilt also | Az| < M|z|| fir alle z € H und daher auch ||A]| < M. O

Bemerkung: Sei H ein komplexer Hilbertraum, also K = C, und A € L(H) selbstadjun-
giert, dann folgt wegen (Ax, ) = (x, Az) = (Az, ), dass (Az,z) € R fir jedes x € H gilt.
Es lasst sich sogar recht elementar zeigen, dass A € L(H) genau dann selbstadjungiert ist,
wenn (Az,z) € R fir jedes x € H gilt. (Beweis wie in einer entsprechenden Aufgabe der
Linearen Algebra UE im SoSe 19 bzw. auch in [Werl8, Satz V.5.6].)
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4.5. Theorem: Sei H ein Hilbertraum und P € L(H) ein Projektor, d.h. P? = P. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) P ist eine Orthogonalprojektion (ndmlich die Orthogonalprojektion auf im P),

(i) P ist selbstadjungiert.

Beweis. (i) = (ii) folgt aus Theorem 3.10, weil dort (S) nachgewiesen wurde.

(ii) = (i): Zuniichst ist wegen P? = P der Teilraum im P abgeschlossen, denn falls Px, — y
in H gilt, dann folgt Py = P(lim Px,) = lim P*z,, = lim Pz,, = y, also y = Py € im P.

Weiters erhalten wir aus 4.1(vi) mit der Selbstadjungiertheit, dass ker P = (im P*)% =
(im P)* gilt. Somit folgt bereits Pz = u fiir die eindeutige Zerlegung! z = u + u; mit
u € im P, u; € (im P)*, also dass P die Orthogonalprojektion auf im P ist. O

Wir werfen im abschliefenden Teil dieses Kapitels noch einen kurzen Blick auf die Spek-
traltheorie fiir spezifische Klassen von Operatoren auf Hilbertraumen.

4.6. Einfache spektrale Eigenschaften: Es sei hier stets H ein Hilbertraum, A € L(H)
und A\, € K. Wir erinnern daran, dass allgemein o(A4) C {z € K | |z|] < ||A]|} und
kompakt ist.

(i) o(A*) = 0(A), d.h. A € 0(A) & X € o(A*).

Wir miissen fiir den Beweis nur anmerken, dass (A — A)* = A\ — A* sowie fiir einen (stetig)
invertierbaren Operator B € L(H) die Relation (B~")* = (B*)~" gilt. Somit ist die (stetige)
Invertierbarkeit von A — A dquivalent zu jener von A — A*.

(ii) Sei A normal. Ist v # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A, dann ist v auch
Eigenvektor von A* mit Eigenwert \. Ist w # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert p von A
und p # A, dann ist w L v.

Es ist dann ndmlich auch A — A normal und somit Proposition 4.3 mit (A — A)* = A — A
anwendbar, d.h. ||(X — A*)v|| = [|(A — A)v|| = 0, also A*v = Av. Die zweite Aussage folgt
nun aus

Mo, w) = (A, w) = (Av,w) = (v, A%w) = (v, Tw) = (v, w),

weil dies nur fiir (v, w) = 0 haltbar ist.

(iii) Ist A selbstadjungiert und kompakt, dann gilt o(A) € R und zumindest —||A|| oder
| A|| ist ein Eigenwert von A, d.h. {—|| 4|, ||A||} No,(A) # 0.

!Erinnerung an die Lineare Algebra: P2 = P impliziert Pu = u fiir alle v € im P, denn mit v = Pv folgt
Pu = P(Pv) = P?>v = Pv =u.
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Beweis. Nach Korollar 2.45 besteht o(A) \ {0} nur aus Eigenwerten; und falls A € 0,(A),
dann gibt es v # 0 mit Av = Av und es folgt

Mov,v) = (Av,v) = (v, Av) = (v, \v) = A(v,v),

was wegen (v, v) > 0 natiirlich A = A nach sich zieht, also ist A reell.

Gemif Proposition 4.4 gilt [|A|| = sup,<; [(Ax, 7)|, weshalb es eine Folge () in K;(0)
gibt mit ||A]| = lim |(Azy,, z,,)|. Wegen der Kompaktheit von A gibt es eine Teilfolge (x,, ),
sodass Ax,, — yin H gilt. OBdA gilt auch (Ax,, ,x,, ) — u in K (weil die urspriingliche
Zahlenfolge ({Ax,, x,))nen beschrankt in K ist). Beachte, dass wegen (Ax,z) € R auch pu
reell ist und weiters laut Konstruktion |u| = ||A|| gilt. Wir erhalten

2 2 2
||Ax7m - :uxnkH = <Axnk - luxnk’Axnk - lu‘rnk> = ||Axnk|| - 2M<Axnk’xnk> + M2||Ink”
< NAWP N, 1* = 20( A, , 20,) + 17 < AN = 20( A, , 20,) + 1

= 1® = 2u{Azp, , T, ) + 1> — 0,

also wegen Az, — y auch puz,, — y. Daher folgt Ay = lim pAz,, = py, also ist p ein
Eigenwert von A mit |u| = || A, falls y # 0 gilt. Aber die Annahme y = 0 fithrt zu Az,, — 0
und daher zu ||A|| = lim |(Ax,,, z,, )| = 0, was A = 0 bedeutet, in welchem Fall aber die
Aussage ohnehin richtig ist. Fiir A # 0 ist also y # 0 und somit ein Eigenvektor. O

Beispiel: Sei h(t) := t fir t € [0,1], dann ist A € C([0,1]) und reellwertig, also der
zugehorige Multiplikationsoperator M), gemiR Beispiel 4.4 selbstadjungiert auf L?([0,1)]
und man sieht leicht, dass ||M,|| = 1 gilt. Fir A € C\ [0, 1] ergibt die Multiplikation mit
der Funktion 1/(A —t) eine stetige Inverse zu A — M}, und fir A € [0, 1] kann A\ — M}, nicht
invertierbar sein, weil z.B. (A — ) f(t) = 1 nicht fiir fast alle ¢ mit f € L?*([0,1]) gelten
kann?. Daher ist o(M;) = [0, 1]. Aber M, hat keine Eigenwerte, d.h. o,(M},) = 0, weil fiir
0 < A < 1 die Gleichung (A —t)f(t) = 0 f.i. stets f(¢t) = 0 f.i. impliziert, also f = 0
in L*([0,1]) sein muss. Nach obiger Eigenschaft (iii) kann daher M), nicht kompakt sein,
weil sonst 1 ein Eigenwert sein miisste. Alternativ kénnten wir die Nichtkompaktheit auch
aus Korollar 2.46(i) ableiten, wonach ja fiir kompaktes A € L(H) die Menge o(A) \ {0}
hochstens abzéhlbar ist.

Wir kommen nun zu Verallgemeinerungen von Diagonalisierbarkeitssitzen aus der Linearen
Algebra. Im Endlichdimensionalen hat ja ein selbstadjungierter Operator A beziiglich einer
Orthonormalbasis ey, ..., e, Diagonalgestalt, falls seine Wirkung auf einen Vektor x mit
gewissen reellen Zahlen Ai,...,\, (ndmlich den Eigenwerten mit Vielfachheiten) in der
Form Az = %",_, A(z, ex)ey geschrieben werden kann.

4.7. Theorem (Spektralsatz A fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren): Sei
H ein Hilbertraum und 0 # A € K(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein hochstens

2Und daher also 1 ¢ im(\ — Mp,)
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abzéhlbares Orthonormalsystem S = {e, | k € M} (d.h. M C N) bestehend aus Eigen-
vektoren zu A zu den Eigenwerten Ay, Ag,... in R\ {0}, die endlich viele sind oder gegen
0 konvergieren, sodass H = ker A @ span S, ||A|| = max{|\¢| | k € M} und

Vee H: Axr= Z AT, ex)er.

keM

Beweis. Nach 2.45 und 2.46 besteht die Menge o(A) \ {0} nur aus hochstens abzahlbar
vielen paarweise verschiedenen Eigenwerten pi, s, ..., die sich hochstens bei 0 héufen
kénnen und endlichdimensionale Eigenrédume ker(p; — A) besitzen. Geméfs 4.6(iii) sind alle
p; reell und geméf 4.6(ii) gilt ker(u, —A) L ker(p; —A) fiir r # j. Es sei d; := dim(p; — A)
und die Folge A1, Ag, ... so konstruiert, dass zunéchst p; genau d;-mal wiederholt wird,
dann ps genau do-mal usw. Die fiir die Aufzéhlung der A\, verwendete Indexmenge sei M.
Entsprechend wihlen wir Orthonormalbasen in jedem Eigenraum ker(p; — A) und fiigen
diese zu einem Orthonormalsystem S := {ej,es,...} zusammen, indem zunéchst die d;
Vektoren der ersten Basis genommen werden, dann die dy Vektoren der zweiten Basis usw.
Mit dieser Konvention erhalten wir Ae, = A\pe; fiir jedes k € M.

Im Falle ker A = {0} ist ker A L ¢ trivial und andernfalls ist 0 auch ein Eigenwert von A
und es gilt ker A L e; nach 4.6(ii) fiir jedes k € M. Also gilt ker A L span S.

Behauptung 1: ker A ® span S = H

Setze U := (ker A @ span S)*, dann ist die Behauptung fquivalent zu U = {0}.

Sei y € U, dann ist insbesondere y I ker A und y L ey fiir jedes k € M. Wegen y L ker A
ist fiir jedes z € ker A auch (Ay,x) = (y, Azx) = (y,0) = 0, also Ay L ker A. Wegen
y L oeg ist (Ay,er) = (y, Aex) = (y, \eer) = A\ (y, ex) = 0, also auch Ay L e;. Zusammen
folgt Ay € (ker A @ span S)t = U. Somit haben wir A(U) C U nachgewiesen, d.h. die
Einschrankung von A auf U kann als kompakter selbstadjungierter Operator B € L(U)
aufgefasst werden. Angenommen U # {0}, dann gilt auch B # 0 (weil U L ker A). Nach
4.6(iii) besitzt B einen Eigenwert A # 0 mit zugehorigem Eigenvektor 0 # u € U. Es miisste
daher auch A € o(A) \ {0} C 5,(A) gelten und somit u € span S C U™, ein Widerspruch.
Also ist B = 0 und somit U = {0}.

Behauptung 2: Ax = Z Ai(x, ep)er fir jedes x € H.
keM

Nach Behauptung 1 kann jedes x € H eindeutig zerlegt werden in der Form = = y +
Y ke (T, er)er mit y € ker A. Anwendung von A darauf ergibt nun

Axr = Ay + Z<$,€k>A€k =0+ Z(l’,€k>)\k€k = Z )\k<l’,€k>€k.

keM keM keM

Nachdem || < ||A| fiir A € o(A) allgemein gilt, erhalten wir zusammen mit 4.6(iii)
schlielich auch die Gleichung [|A|| = max{|u1|, |p2|, ...} = max{| | | k € M}. O
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4.8. Korollar (Spektralsatz B fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren): Sei
H ein Hilbertraum, A € K(H) selbstadjungiert und {ux | & € My} die endliche oder
abziahlbare Menge (d.h. My C N) der paarweise verschiedenen reellen Eigenwerte von A
ungleich 0. Fiir jedes k € My ist der Eigenraum ker(u; — A) endlichdimensional und es
bezeichne P, die Orthogonalprojektion darauf. Dann gilt im Sinne der Konvergenz in der

Operatornorm
keMy

Beweis. Wegen der Darstellung im Theorem 4.7 wissen wir bereits, dass die Summe punkt-
weise auf H konvergiert. Fiir endliches M ist die Aussage des Korollars trivial, also diirfen
wir My = N annehmen und somit auch pu; — 0. Wir betrachten die Partialsummen
S = D peq Mk Py und bemerken, dass fiir n > m der Operator S, — S, = >, Db
eine endliche reelle Linearkombination der endlichdimensionalen selbstadjungierten Opera-
toren Py, 1, ..., P, ist und somit selbst kompakt und selbstadjungiert. Daher ist ||.S, — S|
gemafs 4.6(iii) gleich dem betragsméfig groften Eigenwert. Letzterer ist max,,1<k<n | k|-
Daher folgt fiir n > m stets

— <
IS0 = Sull £ max |l =0 (m,n = o0),

also ist (5,) eine Cauchyfolge im Banachraum L(H). Weil der gleichméfige Limes gleich
dem punktweisen sein muss, konvergiert (.S,) tatsidchlich gegen A. [

Wir hatten in 2.35 gesehen, dass allgemein in normierten Rdumen der Operatornorm-Limes einer
Folge von endlichdimensionalen Operatoren stets kompakt ist. Das obige Korollar zeigt also nun
teilweise umgekehrt, dass selbstadjungierte kompakte Operatoren auf Hilbertrdumen immer als
Limes von endlichdimensionalen Operatoren geschrieben werden kénnen. Diese Aussage lédsst sich
recht miihelos auf alle kompakten Operatoren auf einem Hilbertraum ausdehnen (vgl. z.B. [Werl8,
Korollar VI.3.7]) und die entsprechende Eigenschaft wird kompakte Approzimationseigenschaft
genannt. Fiir Banachrdume ist dies im Allgemeinen nicht mehr richtig, wobei Gegenbeispiele
schwer zu finden waren (vgl. dazu auch die historischen Anmerkungen in [Werl8, Abschnitt I1.6]).

4.9. Beispiel: Es sei H = L*([0,1]) und A der Integraloperator

vf e L*[0,1):  (Af)(s) = /k(&t)f(t) dt (s €[0,1])

mit Kernfunktion k& € C([0,1] x [0, 1]), die reellwertig ist und symmetrisch, d.h. k(¢,s) =
k(s,t) fiir alle s,t € [0,1]. In den UE wird/wurde gezeigt, dass ||A]] < ||k||, gilt und
A selbstadjungiert ist. Wir skizzieren nun kurz, warum A auch kompakt ist: Auf [0, 1]?
kann ndmlich k gleichméfig durch eine Folge von reellen Polynomfunktionen (p,) in zwei
Variablen approximiert werden, wobei der Grad von p, héchstens n sein soll. (Dies folgt
aus dem Satz von Stone-Weierstrafs, siche z.B. [Werl8, Satz VIII.4.7] oder [Hoe20, 8.10]). Es
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bezeichne A,, den Integraloperator mit der Kernfunktion p,. Es ist p,(s,t) eine endliche
reelle Linearkombination von Monomen s¥t! mit k + [ < n. Daher ist leicht zu sehen,
dass im(A,,) enthalten ist in der C-linearen Hiille der Polynomfunktionen auf [0, 1] vom
Grad hochstens n, also ein endlichdimensionaler Teilraum von L?([0,1]) ist. Wir erhalten
wegen ||A— A,| < ||k — pnll, somit eine Approximation von A durch Operatoren mit
endlichdimensionalem Bild bzgl. der Operatornorm, woraus nach Lemma 2.35 nun die
Kompaktheit von A folgt.

Diese Klasse von Beispielen bzw. deren Erweiterung auf Integraloperatoren mit Kernfunk-
tionen k € L*([0,1] x [0, 1]) 6ffnet die Tiiren fiir eine Fiille von klassischen Anwendungen

auf Integralgleichungen und Randwertprobleme fiir Differentialgleichungen, mehr dazu z.B.
in [Schr00, Appendix 1.A], [Heu06, Kapitel VI und XII|, [Werl8, Abschnitte VI.4|.

4.10. Das Spektrum jedes selbstadjungierten Operators ist reell: Sei H ein kom-
plexzer Hilbertraum, d.h. K = C, und A € L(H). Wir werden hier die erste Aussage in
4.6(iii), ndmlich o(A) C R, vom Fall eines kompakten selbstadjungierten Operators auf die
Klasse aller selbstadjungierten Operatoren ausdehnen.

Lemma: Es sei der numerische Wertebereich von A durch

W(A) :={(Az,z) |z € H,||z|| =1}

definiert. Dann ist W(A) C C beschriankt und es gilt o(A) C W (A).
Beweis. Die Beschranktheit von W (A) folgt aus |(Az, z)| < ||Az||||z| < ||A||||z]|*. Sei nun

A€ C\W(A) und d := inf{|A — p| | p € W(A)}, dann ist wegen der Kompaktheit von
W (A) sicherlich d > 0. Fiir z € H mit ||z|| = 1 gilt also

0 <dlle] =d <A = (Az, )| = (A = Az, )| < [[(A = A)z[[||z]] = [|(A = A)z].

Dies zeigt, dass A — A injektiv ist und eine Inverse (A — A)~! als Abbildung im(A— A) — H
mit Operatornorm héchstens 1/d besitzt, also ein Isomorphismus normierter Rdume ist.
Aus der Vollstéandigkeit von H folgt daher jene von im(A — A) und somit auch dessen
Abgeschlossenheit. Wir iiberlegen unten abschliefsend noch, dass im(A — A) auch dicht in
H ist, dann folgt im(\ — A) = H und daher A € C\ 0(A), was den Beweis beendet.

Ist im(\ — A) nicht dicht, dann gibt es ein z € (im(A — A))* mit ||z]| = 1 und es folgt
insbesondere
0=((A—A)z,2) = Nz,2) — (Az,2) = X\ — (Az, 2),

d.h. A € W(A) im Widerspruch zur urspriinglichen Wahl A € C\ W (A). O

Aus obigem Lemma zusammen mit der Bemerkung in 4.4 erhalten wir unmittelbar das
folgende Resultat.

Theorem: Wenn A € L(H) selbstadjungiert ist, dann gilt o(A) C R. Ist A ein positiver
Operator, d.h. (Az,z) > 0 fir alle z € H, dann folgt o(A) C [0, oo].
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Bemerkung: Noch genauer erhalten wir fiir selbstadjungiertes A sogar o(A) C [m, M]
mit m := inf W(A) und M := sup W(A).

4.11. Spektralradius: Sei H ein komplexzer Hilbertraum, d.h. K = C, und A € L(H).
Wir definieren den Spektralradius von A durch r(A) := max{|\| | A € o(A)}. Das ist
also der Radius der kleinsten abgeschlossenen Kreisscheibe in C um 0, die das Spektrum
von A enthélt, und klarerweise gilt immer r(A) < ||Al|. Wir zeigen hier zwei wichtige
Eigenschaften des Spektralradius.

(1) r(A) = limy o LAV

Beweis. Wir erinnern daran, dass die Resolvente auf der offenen Menge p(A) C C lokal
immer in eine Potenzreihe (mit Koeffizienten in L(H)) entwickelt werden kann. Speziell
haben wir natiirlich fiir [u| > ||A]| > 7(A) die Neumannsche Reihe

)

als Potenzreihe in z := 1/p und analog zu den Uberlegungen in der Komplexen Analysis
ergibt sich die Konvergenz obiger Reihenentwicklung dann sogar fur |u| > r(A4), d.h. |z| <
1/r(A), wihrend fiir ein gewisses 1o € o(A) mit |pg| = r(A) sicherlich Divergenz vorliegt.
Deshalb ist der Konvergenzradius R der Potenzreihe in z gerade 1/r(A) (was wir im Falle
r(A) = 0 als oo lesen) und die klassische Formel fiir R ergibt zunéchst

r(A) = limsup || A"||'/".

Behauptung: Fiir A € o(A) und n € N gilt [A] < [|A"]|*/".

Wegen A" — A" = (A — A)(A™ 1 + AA"2 + ... 4+ A" 1) ist ndmlich \* € o(A"), daher

A" = A" < [|A”]| und weiter [A] < [|A™]'".

Aus der Behauptung folgt nun die Ungleichung r(A) < lim inf ||A"||*/" und daher insgesamt
r(A) < liminf A" < limsup | A" = r(4),

1/n
")

weshalb die Konvergenz von (||A" nen gegen r(A) folgt. O

(ii) Ist A normal, dann gilt ||A|| = r(A) und somit auch ||A|| = max{|\| | A € o(A)}.

Beweis. Wegen der Normalitdt von A ist (A*A)™ = (A™)*A™ fir alle m € N sowie
[(A*A)?|| = [|(A*A)*(A*A)|| = |A*A||* und induktiv auch [|A*A||*" = ||(4*A)?"||. Daher
gilt

n gn—1 % n—1 % n—1 n—1 2
JAIF" = (1AIP)* = A = | (4r -4

-y e

1/277,71

und somit ||A|| = HAWI — r(A) fiir n = co. O

68



4.12. Stetiger Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren: Es sei H ein
komplexer Hilbertraum und 7" € L(H) selbstadjungiert. Wir wissen aus 4.10, dass o(T") C I
fir ein reelles kompaktes Intervall I C R gilt. Wir wollen hier fiir jedes f € C(0(T')) einen
Operator f(T') € L(H) erklaren.

Den Anfang kénnten wir mit Polynomen p € C[t] machen (wobei wir aber die Variable ¢
eigentlich ,nur reell“ betrachten werden), indem wir fiir p(t) = ap + a1t + ... + a,t" mit
a; € C(j =0,...,n) natiirlich p(T) := ap + a;T + ...+ a,T" setzen. Weil die Monome 7"
und T* vertauschen, ergibt sich daraus schon mal ein Algebrenhomomorphismus

®g: C[t] = L(H),p — p(T),

d.h. @y ist C-linear und multiplikativ, also (pq)(T) = p(T)q(T) fiir p,q € CJ[t]. Die Grun-
didee fiir das Weitere ist dann gleichméfige Approximation (nach dem Satz von Weier-
straf) einer stetigen Funktion f durch eine Folge von Polynomen p, und ,Ubersetzung® in
f(T) :=limp,(T) im Sinne der Operatornorm.

Wegen o(T) C I ergibt jedes Element in C'(I) durch Einschrinkung eine Funktion in
C(o(T)). Andererseits lasst sich geméf Ausdehnungssatz von Tietze ([Hoe20, Theorem
6.10]) jede auf o(T) definierte stetige Funktion zu einer stetigen Funktion auf I aus-
dehnen. Es gibt aber ein technisches Argernis, weil selbst fiir zwei Polynome p # ¢ die
Einschrankungen der Polynomfunktionen auf o (7") identisch sein konnen (z.B. ist nicht aus-
geschlossen, dass o(T") fiir gewisse T eine endliche diskrete Menge ist). Daher ist a priori nicht
einmal klar, ob die Zuordnung p|,r) + p(T") wohldefiniert ist. Kldrung bringt aber das
folgende

Lemma: Fiir jedes p € C[t] gilt
(1) o(p(T)) ={p(A) | A € o(T)} = p(a(T)),

(i) lp(D)]| = s PN = ||ploe || -

Beweis. (1): Dies ist klar fiir konstante Polynome, also nehmen wir gleich deg(p) > 1 an.

Behauptung o(p(T)) C p(a(T)): Sei u € o(p(T)). Es muss deg(p — ) > 1 sein, also gibt
es eine Faktorisierung p(t) —pu = c(t — A1) -+ (t — Ay) mit Ay, ..., A, € Cund c € C\ {0}.
Daraus folgt die Gleichung p(T")—p = ¢(T'—= A1) - - - (T'—= A\, fiir Operatoren. Fiir mindestens
ein j muss \; € o(T) sein, denn andernfalls wére p(7') — p nach dieser Operatorleichung
invertierbar. Es folgt somit p(A\;) — p =0, d.h. u = p(\;) € p(a(T)).

Wir zeigen noch p(o(T)) C o(p(T)): Sei A € o(T'). Dann ist A eine Nullstelle von p(t) —
p()), also gibt es ein ¢ € CJt], sodass p(t) — p(A) = (t — A)g(t) gilt. Daraus ergibt sich
p(T)—p(\) = (T'—N)q(T) als Gleichung in L(H). Nun kann p(7") — p(\) nicht invertierbar
sein, weil andernfalls (7" — \)g(T") invertierbar wére und somit insbesondere auch A\ — 7.
Also ist p(A) € a(p(T)).
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(ii): Offensichtllich ist @y auch involutiv, d.h. p(T) = p(T)* und wir erhalten

(DI = lp(T)p(D)]| = IBT)p(T)I = [l Ee)(T)]I-

Nachdem (pp)(T) selbstadjungiert ist, diirfen wir 4.11(ii) anwenden, sodass weiter

lp(T)1* = sup{|ul | 1 € o((@p)(T))}

folgt. Wegen (i) gilt o((pp)(T)) = (pp)(¢(T")) und daher

Ip(T)1* = sup{lp(\)* | X € o(T)} = ( sup \p(A)|> :

Xeo(T)

]

Dank dieses Lemmas schliefsen wir, dass @, einen wohldefinierten involutiven Algebrenho-
momorphismus vom Teilraum U C C(o(T")) der auf o(7") eingeschrénkten Polynomfunktio-
nen nach L(H) induziert, den wir weiterhin mit &, bezeichnen. Aufserdem ist ®y nach (ii)
sogar isometrisch bzgl. ||.||,, und Operatornorm, daher insbesondere (gleichméfig) stetig
U — L(H). Wegen der ||.||__-Dichtheit® von U in C(c(T)) gibt es eine eindeutige (gleich-
maéfig) stetige Fortsetzung ®: C(o(T)) — L(H) von ®,. Durch Routinetiberlegungen mit
Limiten ergibt sich dann, dass auch ® ein isometrischer involutiver Algebrenhomomorphis-
mus ist. Wir bemerken, dass aus dem Polynom ¢ via Polynomfunktion und Einschrankung
auf o(7T) die Funktion id,ry € C(o(T')) entsteht. Mit der Eigenschaft ®(id,r)) = 7" und
®(1) = 1 (links die konstante Funtion 1 und rechts eigentlich idg) ist ® iibrigens auf den Po-
lynomfunktionen festgelegt und wegen deren Dichtheit und der Stetigkeit von ® ist daher
¢ auch auf C(o(7T)) eindeutig. Wir fassen zusammen.

Theorem: Die Abbildung & ist der einzige stetige involutive Algebrenhomomorphismus
®: C(o(T)) = L(H) mit ®(idy(ry) = T und (1) = 1. Dariiberhinaus ist ® isometrisch.

Wir schreiben meistens etwas suggestiver f(7') statt ®(f) fir f € C(o(T)).

Weitere Eigenschaften: (a) Fiir jedes f € C(o(T)) ist f(T) normal, weil ja ff=1ff
und f(T) = ®(f) = ¢(f)* = f(T)* gilt. Aukerdem ist f(7) selbstadjungiert genau dann,
wenn [ reellwertig ist.

(b) Sei A ein Eigenwert von 7" und f € C(o(7T)). Dann gilt f(T)x = f(\)z fiir jedes x aus

dem Eigenraum zu A, d.h. f()\) ist ein Eigenwert von f (7). Das ist fiir Polynomfunktionen
klar und folgt dann durch Bildung eines geeigneten Limes.

(c) Eine Verallgemeinerung von (i) aus dem obigen Lemma: Ist f € C(o(T)) und p € C\
f(a(T)), dann ist die Abbildung t — 1/( — f(¢)) stetig und eine multiplikativ Inverse zur
Abbildung t — u — f(t). Das tibersetzt sich mittels ® dann in die Invertierbarkeit von u —

3Das kann zusammen mit (i) entweder iiber stetige Ausdehnungen auf I wie oben und dem Satz von
Weierstraf (auf Intervallen) argumentiert werden oder mittels Satz von Stone-Weierstraf (auf beliebigen
kompakten Teilmengen von R).
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f(T), d.h. p € o(f(T)). Somit gilt o(f(T')) C f(o(T)). Durch polynomiale Approximation
lésst sich auch die umgekehrte Inklusion problemlos zeigen (|[Werl8, Satz VII.1.4(d)]) und
wir erhalten den sogenannten Spektralabbildungssatz

Bemerkung: Viele Aspekte des oben gegebenen Kalkiils fiir ,stetige Funktionen von T
konnen sogar ausgedehnt werden, um f(7") € L(H) allgemeiner fiir eine (Borel-)messbare
beschriankte Funktion f: o(T") — C zu erklédren (siche z.B. [Werl8, Abschnitt VIL.1]).

4.13. Ein kurzer Ausblick auf C*-Algebren: Die Menge aller stetigen Operatoren
L(H) auf einem Hilbertraum H (ausgestattet mit der Operatornorm) ist nach Korollar
2.6 eine (i.A. nichtkommutative) Banachalgebra mit Einselement. Zusétzlich gibt es aber
noch die Abbildung L(H) — L(H), T — T*, die laut 4.1(i) konjugiert linear ist und sich
nach 4.1(ii) mit der Multiplikation wie folgt vertrégt: (ST')* = T*S*. Eine Abbildung einer
komplexen Algebra in sich mit diesen beiden Eigenschaften heifs Involution.

Im Falle von L(H) ist die Involution aber sogar geméfs 4.1(v) noch besonders gut mit der
Norm vertriglich, weil | T*T|| = ||T|* gilt. Diese Eigenschaft hat iibrigens gerade in der
oben skizzierten Spektraltheorie eine grofte Rolle gespielt. Wir haben damit bereits eine
wichtige Klasse an Beispielen fiir den folgenden Begriff.

Definition: Eine komplexe Banachalgebra A heifst C*-Algebra, wenn sie eine Involution
x — x* mit der zusétzlichen Eigenschaft

¥ 2
|z*z| = [|z]|” (= € A)
besitzt.

Die entsprechenden strukturerhaltenden Algebrenhomomorphismen zwischen C*-Algebren,
d.h. C-lineare multiplikative Abbildungen ®: A — B, die auch involutiv sind, also ®(z*) =
®(x)* erfiillen, heifen *-Homomorphismen. (Stetigkeit folgt dann iibrigens automatisch, siche
z.B. [Werl8, Lemma 1X.2.2].)

C(K) ist fiir jeden kompakten topologischen Raum K mit der Norm ||| und der Involuti-
on f — f eine kommutative C*-Algebra mit Einselement. Der stetige Funktionalkalkiil ist
fir K = o(T) fiir selbstadjungiertes T € L(H) gerade ein Beispiel fiir einen isometrischen
*-Homomorphismus C(c (7)) — L(H), der die Einselemente aufeinander abbildet.

Fir kommutative C*-Algebren mit Einselement sind die Beispiele der stetigen Funktio-
nen auf einem Kompaktum nach einem Satz von Gelfand-Naimark (vgl. [Werl8, Theorem
IX.3.4] oder |Kabl4, Theorem 15.3|) sogar typisch, weil es fiir jede solche C*-Algebra
A einen kompakten topologischen Raum I'4 und einen isometrischen *-Isomorphismus
A — C(T'4) gibt. Es ist hier I'y definiert als die Menge aller multiplikativen linearen
Funktionale A — C, ausgenommen das Nullfunktional, ausgestattet mit der Topologie der
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punktweisen Konvergenz. Jedem x € A wird dann die Gelfandtransformierte & € C(T"4)
zugeordnet, die einfach durch Z(y) := ¢(x) fiir alle ¢ € I'4 definiert ist.

Betrachtet man speziell die kommutative C*-Algebra A, die in L(H) durch einen selbst-
adjungierten Operator 7' und 1 erzeugt* wird, dann erhilt man durch den obigen *-
Isomorphismus sogar auf abstraktere Art einen weiteren Beweis fiir den stetigen Funk-
tionalkalkiil, weil sich in dem Fall I'y als homéomorph zu o(7) erweist (|[Werl8, Satz
IX.3.6 und Korollar IX.3.8|; siche auch [Kab14, Abschnitt 15.2]). Eigentlich steckt dahin-
ter zunéchst noch die Definition des Spektrums fiir Elemente x einer beliebigen Banach-
oder C*-Algebra A mit Einselement e, wobei die Resolventenmenge wie erwartet so defi-

niert wird g(x) := {\ € C | Ae — x ist invertierbar in A} und dann o(x) := C\ o(x).

Fiir allgemeine C*-Algebren A mit Einselement e gibt es die sogenannte GNS-Konstruktion
(nach Gelfand, Naimark und Segal) zur Erzeugung von Darstellungen w: A — L(H) (das
sind *-Homomorphismen, die e auf 1 = idy abbilden) als Teilalgebren von L(H) auf Hil-
bertraumen H. Insbesondere gibt es immer eine treue, d.h. injektive, Darstellung, weshalb
A fiir viele Zwecke OBdA als Teilalgebra einer Operatoralgebra auf einem Hilbertraum auf-
gefasst werden kann (siehe dazu [Werl8, I1X.3.12-15], [Conw10, §5], [Ara99, Section 2.3]).

4.14. Hilbertraume und C*-Algebren in der Quantenphysik: In der Quantenme-
chanik werden Zustdinde durch Einheitsvektoren in einem Hilbertraum H beschrieben und
die Observablen des Systems durch i.A. unbeschriankte (daher unstetige) selbstadjungierte
Operatoren, die auf dichten Teilriumen von H definiert sind. Wir unterdriicken hier fiir
unsere Mini-Skizze den technisch etwas aufwéindigen Zusatzaspekt, dass wir eigentlich vor-
her noch viele Begriffe und Resultate auf den Fall unbeschrinkter Operatoren ausweiten®
miissten, bevor wir die folgenden Formeln iiberhaupt hinschreiben diirfen. Fiir die prézi-
se Theorie mit Beziigen zur Quantenmechanik verweisen wir auf die kurze Einfiihrung in
[Kab18, Kapitel 16| bzw. auf die ausfiihrliche Behandlung in [Wei00|.

Ist + € H ein Zustand und A eine Observable, dann ist der Erwartungswert von A im
Zustand z gegeben durch die Zahl (Az,z). Wir sehen, dass die Abbildung A — (Az,z)
linear ist und reelle Werte hat (wegen der Selbstadjungiertheit). Wenn andererseits fiir
eine fixe Observable A nun x alle moglichen Zusténde in H durchlduft, dann ergeben die
entsprechenden Erwartungswerte (zumindest im Fall A € L(H)) gerade den numerischen
Wertebereich W(A) aus 4.10, dessen Abschluss wiederum das Spektrum o(A) umfasst.
Letzteres wird mit der Menge aller moglichen Messergebnisse fiir A identifiziert. Durch
eine vertiefende Spektraltheorie mit sogenannten Spektralmafen® zu jeder Observablen,
kann jedem Zustand x ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf o(A) zugeordnet werden. Im Falle,
dass z ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A ist, liefert dies gerade das Dirac-Maf &y
konzentriert in {\}, bedeutet also mit Sicherheit den Messwert A fiir A im Zustand z.

4Das ist die kleinste abgeschlossene C*-Teilalgebra von L(H), die T' und 1 enthilt.
®Das kann eine eigene VO fiillen.
6Das sind sozusagen BorelmaRe auf R mit Werten in der Menge aller Orthogonalprojektionen in L(H).
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Die Dynamik wird beschrieben durch eine stark stetige unitire Gruppe (U(t))ier auf H,
d.h. U(t) € L(H) ist fiir jedes ¢ unitér, ¢ — U(t) ist ein Gruppenhomomorphismus von
R in die Gruppe der invertierbaren (bzw. unitdren) Operatoren auf H, speziell U(—t) =
U(t)™' = U(t)* sowie U(0) = 1, und

Vee H: U(t)x —x (t—0).

Fiir selbstadjungiertes A € L(H) konnten wir einfach aus der Familie von Funktionen
(e1)ter mit e;(s) := exp(its) (s € R) mittels stetigem Funktionalkalkiil U(t) := e;(A) =
exp(itA) setzen und erhalten eine unitére Gruppe (die in diesem Fall sogar normstetig ist).
Allgemein ist nach einem Satz von Stone jede stark stetige unitdre Gruppe auf H in der
Form exp(itA) mit einem eindeutigen dicht definierten (i.A. unbeschrénkten) selbstadjun-
gierten Operator A gegeben, der fiir alle x in seinem (unter U(t) invarianten) Definitions-

bereich die Gleichung

d ,
pr (U(t)z) =iAU(t)x

erfillt (mit der Ableitung der entsprechenden Abbildung R — H im Sinne eines Limes
von Differenzenquotienten bzgl. der Norm in H). Im Falle der Dynamik eines quanten-
mechanischen Systems heifst A der Hamilton-Operator und das der obigen Gleichung fiir
(t) := U(t)x entsprechende Anfangswertproblem fiir die Schridinger-Gleichung lautet

d .
S(t) = iA(H). (0) = 2.

Inspiriert vom Beispiel des stetigen Operators exp(iA), der von einem unbeschrankten
selbstadjungierten Operator A erzeugt wird, liegt die Idee nicht fern, sozusagen durch An-
wendung aller beschrankten stetigen Funktionen auf die Observablen eine C*-Teilalgebra
A von L(H) zu erhalten. In einem weiteren Schritt kann man auch von der umgebenden
Algebra L(H) abstrahieren und iiberhaupt C*-Algebren als Observablenalgebren studie-
ren — bei Bedarf kann man ohnehin zu Darstellungen durch Operatoralgebren auf einem
geeigneten Hilbertraum tibergehen (vgl. die weiter oben erwahnte GNS-Konstruktion). Die
Dynamik wird dann durch eine Gruppe von *-Isomorphismen auf der C*-Algebra A ge-
geben und Zusténde sind normierte positive lineare Funktionale p € A’, d.h. p: A — C
ist linear mit ||p|| = 1 und p(a*a) > 0 fiir alle @ € A. Mehr iiber diesen C*-algebraischen
Zugang zur Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie findet sich z.B. in [Ara99|.
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Appendix: Auswahlaxiom,
Wohlordnung und Lemma von Zorn

1) Auswahlaxiom: Ist I eine nichtleere Menge und (A4;);e; eine Familie von paarweise
disjunkten, nichtleeren Mengen, dann gibt es eine Abbildung s: I — Uie 7 A; mit s(i) € A,
fiir alle ¢ € I. Eine Abbildung s mit dieser Eigenschaft heifst Auswahlfunktion.

2) Das kartesische Produkt von zwei (oder endlich vielen Mengen) wird mittels geordneter
Paare (oder Tupel) definiert. Fiir eine beliebige nichtleere Indexmenge I ist das kartesische
Produkt von Mengen X; (i € I) definiert durch

[[Xi={a: T JXi|Viel: a(i)e X}

i€l i€l

Fiir endliche Indexmengen lédsst sich diese Definition mit der Konstruktion iiber Tupel
identifizieren. Insbesondere ist damit bei endlichen Produkten klar, dass nichtleere Faktoren
zu einer nichtleeren Produktmenge fithren. Fiir allgemeine Indexmengen folgt diese Aussage
zunédchst aus dem Auswahlaxiom und ist dariiberhinaus aber sogar gleichwertig damit (vgl.
z.B. auch [Cie97, Theorem 2.3.2]):

Lemma: Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Auswahlaxiom
(ii) Ist 1 # 0 und (X;);e; eine Familie nichtleerer Mengen, dann ist [].., X; # 0.

Beweis: (i)=-(ii): Bilde fiir jedes ¢ € I die Menge A; := {i} x X;. Dann ist (A;);c; eine
Familie von paarweise disjunkten, nichtleeren” Mengen und das Auswahlaxiom garantiert
die Existenz einer Auswahlfunktion s mit s(i) € {i} x X; fiir alle ¢ € I. Somit ist immer
s(1) = (1, x(i)) fir geeignetes x (i) und wir erhalten durch i — x(i) ein Element im Produkt,
welches daher nicht die leere Menge sein kann.

(ii)=(i): Laut Voraussetzungen ist A := ], ; A; # 0. Somit existiert ein s € A, d.h. eine
Auswahlfunktion fiir (A;)es. O

"Das kartesische Produkt zweier nichtleerer Mengen ist eben vorher schon als nichtleer erkannt, weil expli-
zit die geordneten Paare gebildet werden kénnen (némlich z.B. (a,b) als Menge der Form {{a}, {a,b}}).
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3) Eine Wohlordnung auf einer Menge M ist eine Totalordnung (oder lineare Ordnung)
< auf M mit der Zusatzeigenschaft, dass jede nichtleere Teilmenge E C M ein kleinstes
Element besitzt, d.h. ein k € F, sodass Va € E gilt k < a.

Wohlordnungssatz (von Zermelo): Jede Menge kann wohlgeordnet werden.
(Der Beweis stiitzt sich auf das Auswahlaxiom, siehe [Cie97, Theorem 4.3.3].)

4) Es sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Teilmenge K C M heifit Kette, falls
(die Einschrankung von) < auf K eine Totalordnung ist.

Lemma von Zorn: Ist (M, <) eine partiell geordnete Menge mit der Eigenschaft, dass
jede Kette in M eine obere Schranke besitzt, dann gibt es in M ein maximales Element
bzgl. <, d.h. es gibt ein m € M, sodass gilt: a € M und m <a = a=m.

(Der Beweis stiitzt sich ebenfalls auf das Auswahlaxiom, siehe [Cie97, Theorem 4.3.4].)

(Wir verwenden diesen Satz fiir den Beweis des Fortsetzungssatzes von Hahn-Banach.)

5) Bemerkung: Der Wohlordnungssatz und das Lemma von Zorn sind sogar dquivalent zum
Auswahlaxiom, wie z.B. in [Cie97, Corollary 4.3.5 and Remark]| gezeigt wird.

76



L iteraturverzeichnis

[Ara99] H. Araki: Mathematical Theory of Quantum Fields
Oxford University Press 1999.

[Cie97] K. Ciesielski: Set Theory for the Working Mathematician.
Cambridge University Press 1997.

[Coh13] D. L. Cohn: Measure Theory.
Birkduser, 2nd edition 2013.

[Cons16] A. Constantin: Fourier Analysis. Part I — Theory
Cambridge University Press 2016.

[Conw10]| J. B. Conway: A Course in Functional Analysis.
Springer, 2nd edition 1990, reprint 2010.

[E118]  J. Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie.
Springer, 8. Auflage 2018.

[Foll99] G. B. Folland: Real Analysis.
Wiley, 2nd edition 1999.

[Fried82] A. Friedman: Foundations of Modern Analysis.
Dover 1982.

[Heu06] H. Heuser: Funktionalanalysis.
Teubner, 4. Auflage 2006.

[Hoe20] G. Hormann: Grundbegriffe der Topologie. Vorlesungsskriptum.
Fakultat fiir Mathematik, Universitdt Wien, WS 2020/21.

[Kabl4] W. Kaballo: Aufbaukurs Funktionalanalysis und Operatortheorie.

Springer, 2. Auflage 2014.

[Kab18] W. Kaballo: Grundkurs Funktionalanalysis.
Springer, 2. Auflage 2018.

[Meg98] R. E.. Megginson: An Introduction to Banach Space Theory.
Springer 1998.

[Mus14] J. Muscat: Functional Analysis.
Springer 2014.

[Schr00] H. Schréder: Funktionalanalysis.
Harri Deutsch, 2. Auflage 2000.

7



[Wei00] J. Weidmann: Lineare Operatoren in Hilbertriumen. Teile T und II.
Teubner-Verlag 2000 und 2003.

[Werl8] D. Werner: Funktionalanalysis.
Springer, 8. Auflage 2018.

78



