PS Analysis 3 SS 2024
Blatt 3

Am Beginn von 1.5 im VO-Skriptum wird beschrieben, wie eine C'*°-Parametrisierung
der ,Ecke* F := {(z,y) | (0 <z <1lundy = 0)oder (zr = 0und 0 < y < 1)} im R?
konstruiert werden kann. Warum kann E nicht als Bildmenge einer regulér parametrisierten
C'-Kurve auftreten?

Priifen Sie in den folgenden beiden Aufgaben, ob es sich um reguldr parametrisierte Kurven
handelt. Machen Sie Skizzen der Kurvenbilder und berechnen Sie die Bogenldngenfunktion.

(a) Die Schraubenlinie c¢: [0,47] — R3, ¢(t) := (rcost,rsint, ht) mit Radius r > 0
und Ganghohe h > 0.

(b) Die Zykloide c¢: [0, 47] — R? mit ¢(t) := (t —sint, 1 —cost). Machen Sie in Threr Skizze
auch plausibel, warum dies die Bewegungskurve eines peripheren Punktes eines auf der
horizontalen Achse nach rechts rollenden Rades mit Einheitsradius beschreibt.

Hier sind Kurven im R? ,in Polarkoordinaten® c(t) = r(t)(cost,sint) gegeben:
(a) Die Archimedische Spirale mit r: [0,27] — R, r(t) := dt, wobei d > 0.
(b) Die Kardioide mit r: [0,27] — R, r(t) = p(1 + cost), wobei p > 0.

Sei ¢ = (c1,¢2): [0, L] — R? nach der Bogenlinge parametrisiert und C?. Zeigen Sie:

(a) Fir jedes s € [0, L] ist der Vektor n(s) := (—c4(s), ¢j(s)) normiert und orthogonal zum
Tangentialvektor ¢/(s), und zwar ,in Bewegungsrichtung gesehen“ vom Tangentialvektor
um 90° nach links gedreht.

(b) Fiir jedes s € [0, L] steht ¢’(s) senkrecht auf ¢/(s) und es gibt eine eindeutige reelle
Zahl ko(s), sodass ¢”’(s) = ko(s) n(s) gilt. Die dadurch bestimmte Funktion xq: [0, L] — R
ist stetig und ldsst sich durch kg(s) = det(c(s), ¢’(s)) beschreiben.

Die Zahl ko (s) heift Krimmung von ¢ im Punkt ¢(s). Fiir £o(s) > 0 kriimmt sich an dieser

Stelle die Kurve also ,in Bewegungsrichtung gesehen* nach links, fiir xq(s) < 0 nach rechts.
Zeigen Sie, dass Geradenstiicke iiberall verschwindende Kriimmung haben.

Sei ¢: [a, b] — R? eine regulir parametrisierte C?-Kurve und ¢ = coy: [0, L] — R? die
Reparametrisierung nach der Bogenlénge. Leiten Sie eine Formel fiir die Kriimmung x(t) :=
ko(p~1(t)) im Kurvenpunkt ¢(¢) her, die ohne explizite Kenntnis der Parametrisierung nach
der Bogenlange verwendet werden kann.

(a) Sei U C R™ offen, c: [a,b] — U eine C'-Kurve und Z: U — R" ein stetiges
Vektorfeld auf U. Zeigen Sie die Abschéitzung | [, Z| < L(c) sup,<,<; [|Z(c(1))]]-
(b) Essei f: [0, 00[— R stetig und Z: R* — R? gegeben durch Z(x,y) := f<\/:p2 + y2> (—y, ).

Berechnen Sie das Kurvenintegral von Z {iber den Kreis c: [0,27] — R?, ¢(t) := r(cost,sint)
mit Radius r > 0.



