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VIII] KURVEN UND FLACHEN —
UNTERMANNIGFALTIGKEITEN
DES R"

§21. Wege und Kurven

21.1. Definition

Es sei I C R ein Intervall.

1) Eine stetige Abbildung ~v: I — R"™ heiit Weg. Ist I = [a,b], dann ist v ein Weg von
p:=(a) nach q := y(b).

2) Es sei v: I — R™ ein differenzierbarer Weg, dann heiit §(¢) := Dv(t) Tangentialvektor
an 7 im Punkt ~(¢). Falls 4(¢) # 0 ist, so heifit % Tangenteneinheitsvektor.

3) Ein Weg ~v: I — R™ heifit requldr, wenn -~ stetig differenzierbar ist und ~(t) # 0 gilt fiir
allet € I.

4) Ein Weg v: I — R" heifit stickweise reguldr, wenn - stetig ist und es eine Zerlegung
to <ty <--- <ty von I gibt, sodass die Einschrankungen v‘[t, tn] (fir j=0,...,N —1)
VRAS)

jeweils regular sind.

Kinematische Interpretation: In einer géngigen physikalischen Interpretation von We-
gen betrachten wir I als Zeitintervall, ~(¢) als Ort eines Teilchens (oder eines Korper-
schwerpunktes) zur Zeit ¢, 4(¢) als (momentanen) Geschwindigkeitsvektor (engl. velocity)
und ||¥(¢)]| als (Betrag der momentanen) Geschwindigkeit (engl. speed) zur Zeit t.



21.2. Beispiele

1)

Seien a,v € R", dann beschreibt 7v: R — R™ mit v(t) = a +t - v die Gerade durch a
in Richtung v. Es ist 4(¢) = v und somit gilt: ~ ist regulir <= v #0.

Esseir > 0;7: [0,27] — R*mit v(t) = (r-cost, r-sint)
beschreibt einen Kreis vom Radius 7 um den Ursprung. yl @)
Es gilt

A(t) = (=rsint,rcost) L ~(t).

Insbesondere ist v regulir, weil ||¥(t)]| = r > 0 ist.

Sei f: I — R stetig differenzierbar und
v I —R2 t (L, f(t)). v(t)

Dann ist (I) gerade der Graph von f.
Wegen 4(t) = (1, f'(t)) # (0,0) ist ~ stets

regulér.

Es seien r > 0 und ¢ > 0; der reguliare Weg
v(t) = (rcost,rsint,ct), v: [0,27] — R? be-
schreibt eine Schraubenlinie mit Ganghohe
27e.




Y
5.) Fiir v: R — R2, ~(t) = (12 — 1,3 — t) ist Y(=1)
Y(t) = (2¢,3t> — 1) (1)

und daher v regulér. T

~ ist nicht injektiv: es gibt einen so genannten

Doppelpunkt in (0,0) = v(—1) = (1), wobei

H(=1) = (=2,2) und 4(1) = (2,2).

. . . Y 2 3

6.) Die Neilsche Parabel v: R — R? wobei y(t) = (¢, ¢%); y-=x

es ist
() = (2t,3t%),
daher 4(0) = (0,0) und ~ nicht regulér.

Dieselbe Bildmenge C' := v(R) wird durch den stiick- | x
weise reguldaren Weg

—t. —|t]3/2
a@):{( t—lt?) ¢ <o,

(t,13/?) t>0

erzeugt.

7.) o:[0,7] — R?% o(r) := (rcos(27),rsin(27)) beschreibt wie Beispiel 2.) ebenfalls
einen Kreis vom Radius » um den Ursprung, d.h. es gilt o([0, 7]) = ([0, 27]).

Die Durchlaufgeschwindigkeit ist aber wegen (1) = 2 - 4(27) verdoppelt.

8.) Der Weg p: [0,27] — R? p(7) := (rcos(27), rsin(27))

beschreibt denselben Kreis wie in den Beispielen 2.) p(0) = p(r) =

und 7.). Allerdings wird nun die Bildmenge zweimal
durchlaufen.



21.3. Definition

Es seien I, J C R Intervalle.

1.) Eine zuldssige Parametertransformation ist eine stetig differenzierbare Abbildung
w: I — Jmit ¢'(t) >0 fir alle t € I.

2.) Zwei Wege v: I — R" und o: J — R™ heiflen
dquivalent, wenn es eine zuléssige Parameter-
transformation ¢: I — J gibt mit 0 o ¢ = ;
wir schreiben dafiir auch kurz v ~ o.

Es ist leicht zu zeigen (ndmlich durch entspre-
chende Verkniipfungen bzw. Inverse von Pa-
rametertransformationen), dass dadurch eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege '\/ Y f
im R" definiert wird. 1 J

3.) Eine orientierte stiickweise requlire Kurve C ist eine Aquivalenzklasse von stiickweise
reguldren Wegen. Jeder Repréasentant v von C heiflit eine Parametrisierung von C
es entspricht dann also C' der Klasse aller Wege o mit o ~ 7.

21.4. Bemerkung

1.) Die Bedingung ¢'(t) > 0 bedeutet Im Fall ¢'(t) < 0 dreht sich die Ori-
geometrisch, dass v und o im selben entierung gerade um, wobei die Bild-
Sinn durchlaufen werden. mengen nach wie vor gleich sind.

o Y
o o

2.) Wegen ¢'(t) > 0 (fiir t € I) ist eine zuldssige Parametertransformation also streng

monoton wachsend und stetig differenzierbar invertierbar (also ein C'-Diffeomorphismus

I — (). Bs gilt (p7!) = 5= > 0, daher ist auch ¢! eine zuléissige Parameter-

transformation ¢(I) — I.

3.) Fiir die Anderung der Tangentialvektoren differenzierbarer Wege v, o unter einer
Parametertransformation gilt

Y(t) = (o0 9)(t) = ¢'(t) - o(p(1)).



21.5. Definition

Es sei v: [a,b] — R ein stiickweise regulérer oder stetig differenzierbarer (nicht notwendig
reguldrer) Weg. Dann heifit

b
(21.1) L(y) = / ()l de

die Bogenlinge von 7.

21.6. Bemerkung

1.) t — [|¥(t)| ist stetig bis auf hochstens endlich viele Sprungstellen, also Riemann-
integrierbar auf [a, b].

2.) In der kinematischen Interpretation ist ||§(¢)|| der Betrag der Momentangeschwin-
digkeit und somit entspricht fab |7(t)|| dt dem zuriickgelegten Weg.

3.) Man kann zeigen: L(y) ist der Limes der
Gesamtlangen eingeschriebener Polygonziige;
dies ergibt Riemann-Summen fiir das Inte-
gral in (21.1) und fiihrt auf den Begriff des
rektifizierbaren Weges (vgl. [For05, §4]).

4.) Es sei v: [0,1] — R"™ das Geradenstiick v(t) = a+t- (b — a) zwischen a und b im R".
Dann gilt L(7y) = fol |b—al| dt = ||b—al|; d.h. fur gerade Strecken ist die Bogenlénge
genau die euklidische Linge.

21.7. Proposition

1.) Sei I := I} U Iy, wobei I} = [a,b] und I, = [b,c] mit a < b < c. Weiters seien
v Iy — R™ o0 I — R™ stiickweise reguldre Wege mit 7, (b) = v,(b). Wir definieren
den stiickweise reguldren Summenweg v = v, + 72 [ — R" durch

[ nt) a<t<h
v(t) = { 12(t) b<t<ec
Dann gilt L(y) = L(71) + L(72). (Additivitat der Weglénge)

2.) Invarianz der Bogenlénge unter zuldssiger Parametertransformation: Sind die stiick-
weise reguldren Wege v: [a,b] — R™ und o: [«, 5] — R" dquivalent (y ~ o),
dann gilt L(y) = L(0).

Daher ist die Weglénge von (orientierten) stiickweise reguldren Kurven wohldefiniert.



Beweis: 1.) folgt ausf |17 (t)|| dt = f |13 (¢ Hdt—i—fb |152(t)|| dt.

2.) Sei ¢: [a,b] — [c,d] eine zuldssige Parametertransformation und o o ¢ = . Wegen
4= (60p)- ¢ folgt durch Substitution (7 = ¢(t))

/mrw /w /w Jlldr = L(o).

O p(a)

21.8. Beispiele

1.) Fiir @ > 0und r > 0 sei v: [0, a] — R? der Kreisbogen
v(t) = (r-cost,r-sint). Wegen 4(t) = (—r-sint, r-cost)
ist ||%(¢)]| = r und daher

:/H"y(t)Hdt:r/dt:r-a. r r-a
0

0

Insbesondere ergibt sich fiir den Einheitskreisumfang
27 (setze r = 1 und «a = 27r).

Der Parameter ¢ € [0, a] beschreibt hier also den Win-
kel genau im so genannten Bogenmaf.

2.) Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar, so-

dass (t) := (t, f(t)) den Graphen von f be- /—\
. . '\_/D

schreibt. Dann gilt 1

b

Mw=/wjmwﬁ:/¢HW@Mt

a

21.9. Parametrisierung nach der Bogenléinge

Wir geben nun fiir orientierte regulédre Kurven eine ausgezeichnete Parametrisierung 7 an,
in der stets ||7(s)|| = 1 gilt, also der Tangentialvektor normiert ist.

Sei 7v: [a,b] — R™ ein reguldrer Weg. Wir suchen ein kompaktes Intervall J C R und eine
stetig differenzierbare, bijektive Funktion ¢: J — [a,b] mit ¢'(s) > 0 fiir alle s € J, sodass
fiir 5 := vy o @ gilt ||[F(s)|| =1 fiir alle s € J.



Wegen 7 = (¥ 0 ¢) - ¢’ muss daher 1 = [|[5(¢(s))|| - ¢'(s) gelten. Daraus folgt mit ¢ := ¢(s)

nun
1

(7)) = 76) lelo]

und schliefflich nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

wlwzwlmwg/mwwm (a<t<b).

Wir diirfen uns ¢~ (a) = 0 wiinschen und erhalten somit ¢~ '(t) = [*||4(7)|| dt. Das heit
die gesuchte Parametrisierung 7 = v o ¢ verwendet dann den neuen Parameter

s=¢71(0) = L (],y) € 0, 20)

den so genannten Bogenldngenparameter. Der Weg 7: [0, L(y)] — R™ heifit Parametrisie-
rung von vy nach der Bogenldnge.

Die Berechnung des Bogenldngenparameters gemafl s = L (v}[a t}) ist natiirlich auch fiir

stetig differenzierbare (nicht notwendig regulidre) Wege moglich. Es wird i.A. aber dadurch
keine zuldssige Parametrisierung erzeugt. (Warum?)

Bemerkung: Ist C' eine regulére Kurve und v ein regulidrer Weg, der C' représentiert, so
gilt fiir seine Parametrisierung v nach der Bogenléinge

)P = ((s) [ 7(s)) =1 Vs € [0, L(3)].

Durch Differenzieren nach s erhalten wir daraus 2DA(s) | H(s)) = 0, d.h. es gilt mit
(s) := D7(s) als Beschleunigungsvektor stets

Y(s) LA(s).
[Warnung: diese Relation gilt i.A. nur fiir die Parametrisierung nach der Bogenlénge!]

Die GroBe k(s) := ||3(s)| heift Kriimmung der Kurve C' im Punkt F(s).



§22. Vektorfelder, 1-Formen und Kurvenintegrale

22.1. Definition

y

Es sei U C R™. Eine Abbildung v: U — R” -0t : : T I Lt
heiit Vektorfeld auf U. S EERERE N
- 4 4 = Uy "I T R
- ¢ 4 4 4 4 4 AU T T R N
- ¢ 4 4 4 4 4 2: D WU TR D D T WS
Wir stellen uns dabei die Abbildung v oft A DD N
i - ¢ 4 4 4 4 ¢ 1> D Y N D R W N
so vor, dass an jedem Punkt p € U der D RN SR SR SR SR
(Tangential-) Vektor v(p) angeheftet wird. S A A R T
! . s . LY DY W S Y T R =

In der Physik entspricht das einem (zeitun- I NN N S AN 7 - P
abhéingigen) Kraftfeld. DDA A A

22.2. Beispiel

1.) Obige Graphik zeigt das Vektorfeld v: R* — R? v(z,y) = (y, —e¥sinz) auf (einem
Ausschnitt von) R% Der Plot wurde erstellt in MATHEMATICA mit der Eingabe

<< Graphics‘PlotField®

PlotVectorField[{y, - ExplylSin[x]}, {x, -Pi, Pi}, {y, -Pi/2, Pi},
Axes -> True, AxesLabel -> {x, y}]

2.)Sei f: R" D U — R eine @'-Funktion, dann definiert v(p) := grad f(p) (fiir p € U) ein
offen

stetiges Vektorfeld v: U — R"™. Wir sagen, v sei ein Gradientenfeld. In der Physik nennt
man in diesem Fall — f ein Potenzial fiir v.

22.3. Vektorfelder und 1-Formen

Sei v ein Vektorfeld auf der offenen Teilmenge U C R™ und bezeichne (. | .) das Standard-
Skalarprodukt auf R"™.

Fiir jedes p € U definieren wir ein lineares Funktional auf R™ durch w(p): R" — R,
w(p)(h) := (v(p) | h) fir alle h € R"; also ist w(p) ein Element im Dualraum (R™)*.

Vermoge der Zuordnung p +— w(p) erhalten wir eine Abbildung U — (R™)*. In der betrach-
teten Situation haben wir diese Abbildung aus einem gegebenen Vektorfeld erzeugt. Den
allgemeinen Fall fassen wir in die folgende



Definition: Eine 1-Form oder Pfaffsche Form auf U ist eine Abbildung w: U — (R™)*.

Beispiele:

1.) Ist f: U — R differenzierbar, so ist Df: U — L(R™,R) = (R")* und definiert also
eine 1-Form, die wir mit df bezeichnen und (duferes) Differential von f nennen.
[Die Notation df (p) soll den Standpunkt des linearen Funktionals betonen, wéhrend
wir ja bisher Df(p) zur Vereinfachung meist mit dem Zeilenvektor der partiellen
Ableitungen ((1 x n)-Jacobi-Matrix) identifiziert haben.]

Es gilt fiir alle p € U und fiir alle h € R™
df (p)(h) = (grad f(p) | h) = Df(p) - h
2.) Als Spezialfall von 1.) fur f = prj}U: U — R, die j-te Koordinatenprojektion mit

prj(x1,...,o,) = x; erhalten wir als Differential dpr; eine 1-Form, die wir mit | dz;

bezeichnen.

Ist {ey,...,e,} die Standardbasis in R™, so gilt Vp € U:

dx;(p)(er) = (e; | er) = dji;
d.h. {dz1(p),...,dz,(p)} ist die zu {ey,...,e,} duale Basis in (R™)*. Insbesondere
lautet die Darstellung von df (p) aus 1.) in dieser Basis

(22.1) ZDf - dx;(p).

Wir kénnen dhnlich wie in (22.1) sogar fiir jede 1-Form w eine punktweise Basisentwicklung
angeben, in der w durch passende Koeffizientenfunktionen fi, ..., f,: U — R vetreten wird.
Zugleich erlaubt dies eine Identifizierung von Vektorfeldern mit 1-Formen (auf der festen
offenen Teilmenge U C R").

Proposition

Es sei U C R" offen.
1.) Zu jeder 1-Form w: U — (R™)* gibt es genau eine Abbildung f = (f1,..., fn): U — R"
mit der Eigenschaft

(22.2) Z fi(p)-dz;(p)  VpeU.

Es gilt f;(p) = w(p)(e;) fur jedespe Uund j =1,...,n

2.) Die Zuordnung v = (vq,...,0,) — Z - dx; liefert einen Isomorphismus (d. h.

eine lineare und bijektive Abbildung) des R Vektorraumes von Vektorfeldern mit jenem
der 1-Formen auf U.

Ne}



Beweis: ad 1.): Fiir jedes p € U ist {dz1(p),...,dz,(p)} eine Basis von (R")*. Daher
gilt Vp € U: es gibt eindeutige reelle Zahlen A, ..., A\, mit

w(p) = Z Aj dz;(p).

Esist \; = \; dz;(p)(ej) = w(p)(e;). Wir setzen f;(p) := A;.
Somit haben wir Funktionen f,..., f,: U — R definiert, fiir die gilt

W = ij dl’j.
j=1

Die Eindeutigkeit von fi,..., f, ist klar wegen der Eindeutigkeit der skalaren Faktoren in
der Basisdarstellung fiir jedes p € U.

ad 2.): Die Menge aller Vektorfelder auf U sowie die Menge der 1-Formen auf U bilden
Vektorrdume iiber R, wenn die Operation der Vektoraddition und skalaren Multiplikation
punktweise ausgefiihrt werden. [Fiir A\, € R und v,w Vektorfelder bzw. 1-Formen w, v ist
p— A-v(p)+ p-w(p) wieder ein Vektorfeld bzw. p — X-w(p)+ - v(p) eine 1-Form und es gelten
alle Vektorraumaxiome.|

Die Linearitdt der Abbildung v — o ist klar.

Injektivitét: falls © = 0 ist, so folgt daraus Vp € U, dass v(p) = Y v;(p)dz;(p) = 0; daher
i=1
muss nach 1.) dann v;(p) = 0 gelten (j = 1,...,n); da p beliebig war, erzwingt dies v = 0.

Surjektivitét: sei w eine 1-Form auf U mit der Darstellung w(p) = > f;(p)dx;(p) fur alle
j=1

p € U gemaB 1.); wir setzen v := (fy,..., fn): U — R", dann gilt nach Konstruktion
U= w. O

Definition: Fine 1-Form w auf der offenen Menge U C R™ heifit stetig (bzw. differen-
zierbar, stetig differenzierbar etc.), wenn alle Komponentenfunktionen fi,..., f,: U — R
in der Darstellung (22.2) es sind.

Bemerkung: Die Identifizierung von Vektorfeldern mit 1-Formen in Punkt 2.) der obigen
Proposition baut — bei genauer Betrachtung — auf dem gegebenen Skalarprodukt (. | .) im R”
auf (bzw. hingt von der dadurch vermittelten dualen Basis ab). Ein anderes Skalarprodukt auf
R™ ergébe in derselben Weise ebenfalls einen Isomorphismus, der aber als lineare Abbildung i.A.
verschieden sein wird.

10



22.4. Wegintegrale

Definition: Sei U C R™ offen, w eine stetige 1-Form auf U und ~v: [a,b] — U ein stetig
differenzierbarer Weg. Dann ist

(22.3) = [t

a

das Wegintegral von w iiber ~.

Wenn w die Darstellung w = > f;-dx; mit stetigen Komponentenfunktionen fi, ..., f, hat,
=1
f="(fi,--., fn) gesetzt wird, und v = (y1,...,7,) ist, so haben wir fiir den Integranden

in (22.3) den folgenden konkreten Ausdruck
w(y(#)(¥(t) = ij(v(t))%(t) = (f(y(®) [¥(1)),

woraus auch die Stetigkeit beziiglich ¢ klar ist. Zusammenfassend erhalten wir fiir die
Berechnung des Wegintegrals

n b b
(22.3) [w=3 [ nowrtd= [tow o)

Bemerkung: Falls der Weg v nur stiickweise €' ist, d.h. v: [a,b] — U ist stetig und
es gibt eine Zerlegung a =ty < t; < --- <ty = b, so dass 0; = 7‘[# ] jeweils C! ist
j—15t5

(j=1,...,N), dann setzen wir fiir das Wegintegral

[oox ]

9j

Beispiele: 1.) Sei y(t) = (cost,sint) fiir t € [0,27] und w(z,y) = —y dz + x dy auf R?,
dann ist

21
/w:/(—sint(—sint)+costcost) dt = 2.
y 0 :rl

11



2.) Betrachte v: [0,2] — R? mit

und w(z,y) = 2*dx + (x — y) dy auf R?.

Wir berechnen mit ¢4(t) = (1,1) und o5(t) = (1, —1)

/wzi/w+/Ln:/@?1+@—¢yUdﬁ+j@?1+@—42—wy@4»ﬁ

1
::/ﬂdr+/t?+%— t=-+ (= +t*—2t)
3 °3 )
1
8 1 8 11
= 44— (1 - =+ 1=
3+%+ ) %+ ) 37" 3

22.5. Lemma (Unabhéngigkeit des Wegintegrals von der
Parametrisierung)

Sei U C R" offen, w eine stetige 1-Form, v: [a,b] — U ein €-Weg und ¢: [¢,d] — [a, D]
eine zulissige Parametertransformation [d.h. ¢ €' und ¢’ > 0]. Dann gilt

e

Yoy

Bemerkung: Fiir ¢’ < 0, d.h. ¢ orientierungsumkehrend, so gilt fvww = — fyw.

[6=¢"-9]
[etteenGeeneeds = fubomma= [ 0

12



22.6. Korollar und Definition

Sei U C R" offen, w eine stetige 1-Form und C' eine orientierte regulére Kurve in U.

Dann ist das Kurvenintegral / w wohldefiniert wie folgt:
c

Sei 7: [a,b] — U ein beliebiger Représentant von C', dann ist

ot

(Analog fiir stiickweise regulire Kurven.)

22.7. Bemerkung (Kurvenintegrale von Vektorfeldern)

Sei v = (vy,...,v,): U — R™ ein Vektorfeld auf U, dann ist o = ) v, dx; die entspre-
j=1

chende 1-Form auf U. Symbolisch kénnen wir mit dz = (dz,...,dz,) die Identifizierung

so schreiben: © = (v | dz). Somit erhalten wir die Identitét

b

[o=[wiin = [whw) o)

C C a

deren rechte Seite auch als Definition fiir das Kurvenintegral des Vektorfeldes v entlang C
Jo(v | dz) dienen kann.

In der Physik z.B. sind auch die Notationen ds = dz und v - w fiir (v | w) iiblich. Dann
kann der Ausdruck | o v-ds als Kurvenintegral von v {iber C' im obigen Sinne interpretiert
werden.

Eine physikalische Interpretation des Kurvenintegrals fasst dieses als geleistete Arbeit (oder
gewonnene Energie — je nach Vorzeichen) im Kraftfeld v bei der Bewegung entlang der
Kurve C' auf.

22.8. Stammfunktionen

Definition: Sei w eine stetige 1-Form auf der offenen Teilmenge U C R"™. Eine Stamm-
funktion von w ist eine C'-Funktion F': U — R mit dF = w. Eine 1-Form heiit exzakt,
wenn sie eine Stammfunktion besitzt.

Bemerkung: 1.) Ist F' eine Stammfunktion von w, dann ist fiir alle ¢ € R auch F + ¢
eine Stammfunktion von w.

13



2.) Im Fall n = 1 konnen wir stetige 1-Formen stets als w = f dx schreiben, wobei f eine
stetige Funktion ist. Die Frage nach einer Stammfunktion F fiir w fithrt auf die Gleichung

7
fdx:wdF:F/dx,

daher gilt folgende Aquivalenz:
F Stammfunktion von w <= F ist Stammfunktion von f im Sinne von Analysis 1.

Daraus lesen wir ab: Jede 1-Form auf einem offenem Intervall U C R ist exakt
(Fiir zp € U fix erhalten wir ndmlich stets eine Stammfunktion durch F(z f f(t)
[Die Aussage gilt sogar fiir beliebige offene Teilmengen U C R; vgl. [AE99, VIH 3 4( )] ]

3.) Sei v: U — R" ein stetiges Vektorfeld, dann gilt: © = Z - dx; ist exakt

— JF: U%RelmltZDFdxj—d :f):z v dx;

<= 3JF:U — R C! mit v = grad F.

‘v ist ein Gradientenfeld <= 0 ist exakt‘

In der Physik sagt man in dem Fall auch, dass v das Potenzial ® = —F' besitzt.

Folgende Fragen werden wir im Rest dieses Abschnittes behandeln:
1) Welchen Nutzen haben Stammfunktionen?
2) Welche 1-Formen w: U — (R™)* besitzen Stammfunktionen?

3) Wie findet man Stammfunktionen zu gegebenen 1-Formen?

Proposition: Sei U C R" offen, w eine exakte stetige 1-Form auf U und F eine Stamm-
funktion von w (auf U).

Fiir jeden stiickweisen €'-Weg v: [a,b] — U mit Anfangs- und Endpunkten p := v(a),q :=
v(b) € U gilt:

(22.4) /w:/dF:F(q)—F(p).
y y
Insbesondere gilt: wenn v (zusétzlich) geschlossen ist, d.h. y(a) = v(b), dann folgt

[e=o

y

14



Beweis: Zunichst sei v stetig differenzierbar. Dann ist nach der Kettenregel

CPO0)) = (grad F((0) | 4(0)) = AR () (1)
und daher
[ar = [ara@Goyd = [ 5F6w)d=Fowl = Fo - Fo).

Falls  nur stiickweise C! ist, gilt mit einer entsprechenden Zerlegung a =ty < --- < ty = b,
Ye =7 |[tk—lytk}:

/dF = ; / dF = ; (F(v(tx)) = F(y(tx-1))) = F(y(tn)) = F(y(to))-

Beispiel: Sei U :=R?\ {0,0} und

-y
dx +
x? + 52 ! 24y

w(r,y) = 5 dy.

Es ist also w = fide + fody mit f(z,y) = (fi(z,y), fo(2,y)) = <ﬁ, %ﬂz)

/ N Das Vektorfeld f beschreibt Tangen-
A ten an Kreise um den Ursprung, die
/ \\V/.y gegen den Uhrzeigersinn durchlau-
fen werden.
B

Sei v: [0,a] — U gegeben durch () = (r cost,r sint) mit » > 0 und «a > 0:

CON . _ /1 —rsint ‘ —rsint _
A(t) = (—rsint,rcost) und w(y(t))(¥(t)) = <T2 ( v eost ) ( " cost )> = 1, daher
folgt



Insbesondere ergibt sich fiir &« = 27 und r = 1 ein geschlossener Kreis und

[w=2mz0:

v

aus obiger Proposition folgt also, dass w auf U keine Stammfunktion besitzen kann!

Aus den Beobachtungen in 22.8 kénnen wir die Idee gewinnen, die Existenz von Stamm-
funktionen fiir eine 1-Form w auf U durch Integrale iiber geschlossene Kurven zu testen. Die
entscheidende Frage ist dann aber, ob die Bedingung, dass geschlossene Kurvenintegrale
allesamt verschwinden miissen auch hinreichend fiir die Existenz einer Stammfunktion ist?

22.9. Definition

1.) Eine Teilmenge A C R™ heifit wegzusammenhdingend, wenn es fir alle Punkte z,y € A
einen stetigen Weg von x nach y gibt, d.h. v: [0,1] — A C R" stetig mit v(0) = =
und (1) = y.

A= Al U AQ, wobei d(Al, AQ) =
inf{d(z,y) : v € A,y € A3} >0

geht nicht
wegzusammenhéngend

2.) Ein Gebiet im R" ist eine Teilmenge U, die offen und wegzusammenhéngend ist.

[Bemerkung zu einem allgemeineren Begriff: Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes
heifit zusammenhdngend, falls es keine zwei offenen, nichtleere und disjunkte Mengen O
und O3 in X geben kann mit A = (01 N A) U (02 N A).

Im Allgemeinen gilt 'wegzusammenhéngend = zusammenhéngend’, aber nicht umgekehrt
(vgl. [vQO01, Kapitel 4]).

Ist nun U eine offene Teilenge eines normierten Vektorraumes, so gilt allerdings:

U zusammenhingend <= U wegzusammenhingend.

Fiir einen Beweis siehe z.B. [AE02, Kap. III, Korollar 4.11]; d.h. insbesondere hétten wir
bei der Definition von Gebiet auch ,nur® zusammenhéngend verlangen miissen.|
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Die grundlegende Idee der Konstruktion eines Kandidaten fiir eine Stammfunktion F' einer
gegebenen stetigen 1-Form auf U ist nun folgende: wir halten einen Punkt p € U fest und
definieren Funktionswerte F'(q) fiir ¢ € U, indem wir jeweils einen Weg ~ von p nach ¢
wéhlen und angeleitet durch Gleichung (22.4) ansetzen: F(q) := F(p) + fyw, wobei der
fixe Wert F(p) beliebig sein kann.

Ist U ein Gebiet, so wird uns die Existenz eines stetigen Weges v von p nach ¢ garantiert
— fiir die Kurvenintegrale benétigen wir jedoch stiickweise C!'-Kurven. Diesen technischen
Zusatz verschaffen wir uns im folgenden

22.10. Lemma

1.) Sei (X,d) ein metrischer Raum, K C X kompakt und A C X abgeschlossen mit
AN K = (. Dann gilt: 3¢ > 0 derart, dass
Vee KVye A:  d(z,y) > c.
2.) Sei U C R” offen und o: [0,1] — U stetig; wir setzen p := ¢(0) und ¢ := o(1).

Dann gibt es auch einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~ in U, der p und ¢
verbindet, d.h. 3v: [0,1] — U C R" stiickweise C! mit y(0) = p und (1) = ¢.

Beweis: 1.) wurde als Ubungsaufgabe zu §17 bewiesen.

2.) Es ist K := 0([0,1]) € R™ kompakt und A := R™ \ U abgeschlossen mit AN K = 0.
Nach 1.) gibt es also ein ¢ > 0, sodass

(%) Vie[0,1] Yy e R"\U: |o(t) -yl > c

Als stetige Abbildung auf einer kompakten Menge ist o gleichméfig stetig, daher gibt es
eine Zerlegung 0 =tg < t; < --- <t,, = 1 mit

lo(t;) —olt;)ll <e G=1...,m).

Wir definieren nun v: [0, 1] — U als Polygonzug mit den Ecken o(ty),...,o(tm),

17



dh. v+ (1= Ntjo1) == Ao(t;) + (1= N)o(tj—q) fir0<A<1l,5=1,...,m.

Dann ist ~ stiickweise gerade mit stetigen Ubergingen an den Zerlegungspunkten, daher
also stiickweise C!. Weiters gilt v(0) = o(to) = p und v(1) = o(t,,,) = q.

SchlieBlich gilt auch +([0,1]) € U, denn zu jedem t € [0,1] gibt es A € [0,1] und j €
{1,...,m} mit t = A\t; + (1 — \)t;_; und somit

(@) = o)l = Alo(t;) —o(t;)l <1-c=¢

wegen o(t;—1) € 0([0,1]) = K und (%) muss daher () € U gelten. O

22.11. Theorem

Sei U C R"™ ein Gebiet und w eine stetige 1-Form auf U. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1.) w besitzt eine Stammfunktion in U (d.h. w ist exakt in U).

2.) Fiir jeden geschlossenen stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~ in U gilt

(22.5) / o=

y

Beweis:

(1.) = (2.): folgt aus Proposition 22.8.

(2.) = (1.): Wir folgen der oben beschriebenen Idee fiir die Konstruktion einer Stamnm-
funktion F"

sei pp € U beliebig und fix; da U wegzusammenhéngend ist,
gibt es zu & € U einen stetigen Weg v in U von py nach z. Nach
Lemma 22.10 gibt es auch einen stiickweisen C'-Weg a: [0,1] —

U mit a(0) = pp und a(1) = x; wir setzen F(z) = [ w.

(® F ist wohldefiniert U — R:

Sei néimlich 3: [0,1] — U auch stiickweise €' mit 5(0) = po und 3(1) = z, dann bilden wir
die Zusammensetzung von o mit 3 durch den Weg ~: [0,2] — U mit

18



(o) = a(t) 0<t<1 v
T 800 1<t<2 o
Do
Dann ist 7 stiickweise €' und geschlossen (v(0) = py = 7(2)), daher folgt laut Annahme

fo -

wobei wir die Additivitit des Kurvenintegrals und 22.5 mit Orientierungsumkehr verwendet
haben. Somit gilt [ w = [ pwund F (x) ist wohldefiniert; daher ist auch die vereinfachte

Schreibweise
F(z) = / w

po

sinnvoll (weil unabhéngig vom Weg).

(® F ist stetig differenzierbar und es gilt dF = w:

Es sel w = ) f;dx;. Wir zeigen, dass f; = D;F (1 < j < n) gilt, dann sind wir fertig,
j=1
weil daraus die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen von F' folgt und weiters auch dF =

YoDjdr =) fidr =w.

Sei wie iiblich {ey,...,e,} die Standardbasis des R™ und h € R mit kA # 0 so klein, dass
die Strecke ((t) :=x +the; fr 0 <t <1 ganz in U zu liegen kommt. Dann ist

z+he;

Flo+ hey) — /w—/w_/w—/ w(a+ thes) (he)

f]-(a:-l—thej)-h

und daher
1
F he;) — F
D, F(x) = lim L Re) = F@) fj(a:—l—thej)dt:/fj(x)dt:fj(x).
h—0 h h—0 ~————
0 —f() [gn] 0

22.12. Integrabilitdtsbedingungen

Die Bedingung (22.5) ist zwar #dquivalent zur Existenz einer Stammfunktion, ldsst sich
aber keineswegs direkt aus den Koeffizientenfunktionen fi, ..., f,, einer stetigen 1-Form w
ablesen. Deshalb untersuchen wir moglichst einfache Folgerungen der Gleichung w = dF'.
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Zunichst bedeutet die obige Gleichung wegen dF' = ) D;F dx; natiirlich, dass f; = D;F
(j =1...,n) gilt. (F ist aber spéter eben gesucht — bzw. die Existenz von F' in Frage;
daher versuchen wir, jegliche Referenz auf Werte von F' loszuwerden.)

Angenommen F sei eine €2-Funktion (somit w also €'), dann folgt durch weitere partielle
Differentiation mit Hilfe des Satzes von Schwarz 77

Dif; = DiD;F = D;D;F = D;f; (1 <1,j<n).

Durch die Gleichheit der duflersten Terme haben wir also notwendige Bedingung fiir die
Existenz einer zweimal stetig differenzierbaren Stammfunktion vorliegen.

n

Definition: Sei U C R™ offen. Eine stetig differenzierbare 1-Form w = Y f; dz; auf U
j=1
heifit geschlossen, falls die Integrabilititsbedingungen

(22.6) D;fi =D f; (1<2,5<n)

gelten.

Bemerkung:

1.) In Dimension n = 3 sei ein €' Vektorfeld v = (fi, fo, f3) auf U C R3 gegeben: dann
bedeutet die Bedingung (22.6) fiir die entsprechende 1-Form ¢ gerade, dass rot(v) = 0
gilt.

Wir hatten bereits in (??) gesehen: v = grad F' = rotv = 0; dies iibersetzt sich
nun mittels w = v wie folgt: w exakt = w geschlossen.

2.) Die Bedingungen (22.6) sind notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Existenz einer
Stamfunktion. Um dies zu zeigen, greifen wir zuriick auf Beispiel 22.8 mit U =
R2\ {0,0} und w(z,y) = oz dr + s dy = fi(z,y)de + fo(z,y) dy: wir haben
dort gezeigt, dass w keine Stammfunktion in U besitzen kann; dennoch gilt aber

—1- (@ +y°) +y2y y? —a?
Dyfi(z,y) = (22 + 32)?2 - (22 + y2)? ]

1 (2* 4+ y?) — a2z y? — a2
Difo(z,y) = (22 + y2)?2 - (22 + y2)? J

Es zeigt sich, dass der in 22.12, Bemerkung 2.), beobachtete , Defekt* gewissermaflen in
der ungiinstigen Gestalt von U liegt: in Gebieten ,ohne Locher® (so genannte einfach
zusammenhdngende Gebiete) ist fiir stetig differenzierbare 1-Formen die Bedingung (22.6)
gleichwertig mit der Existenz von Stammfunktionen (vgl. [AE99, Kapitel VIII, Theorem
4.8]). Wir werden dies zumindest fiir eine vereinfachte Variante nachweisen.
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22.13. Sternformige Teilmengen des R"

Definition: Eine Menge U C R"™ heifit sternformig beziiglich des Punktes py € U, wenn
folgendes gilt: Vo € U liegt die gesamte Verbindungsstrecke von py nach z in U, d.h.
{1=t)po+t-z:0<t<1}CU.

Mit anderen Worten: ,,von py aus kann ganz U beleuchtet werden®.

Beispiel: U = R?\ {0,0} ist nicht sternférmig, denn
fir jedes py € U ist stets ein Halbstrahl hinter (0,0)
verdeckt. ‘

/’po

22.14. Theorem

Sei U C R" ein sternformiges Gebiet und w eine stetig differenzierbare 1-Form. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1.) w ist exakt (d.h. w besitzt eine Stammfunktion).

2.) w ist geschlossen (d.h. w erfiillt die Integrationsbedingung (22.6)).

Beweis: 1.) = 2.): folgt aus den Uberlegungen am Anfang von 22.12.

2.) = 1.): OBdA ist U sternformig bzgl. po = 0 (andernfalls ist dies durch Translation
stest zu erreichen).

n

Sel w = Y fidxy; fir © € U definieren wir den Wert der (prospektiven) Stammfunktion
=1
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durch Integration tiber die Strecke von 0 nach z, d.h. mit y(¢) = tx fiir 0 <t <1 ist

1

mm:/@/wmmw](iﬁmn)w

0

g

g(t,x)

Nach Proposition 7?7 ist F' als Parameterintegral stetig diffferenzierbar und es gilt fiir
7=1,....n

1 1
@H@:/Dwmwﬁ:/ Difi (tz)-ta | + fi(te) | dt
’ = =~
0 0 [(22.6)] =Dy f;
1, 1 1 ;
:/<Zlej(tx)txl> dt+/fj(tx) dt:/%(t-fj(tx))dt
0o = . 0 0

A (tf;(tx))—f; (tz)
=1-f;(1-2)=0-f;(0-2) = fi(=),

also ist dF = w. O

22.15. Beispiel

Wie wir oben gesehen haben, erfiillt die stetig differenzierbare 1-Form w(x,y) = 17 dr+

ﬁ dy auf U = R?\ (0,0) die Integrabilititsbedingungen und kann auf diesem Gebiet

aber keine Stammfunktion haben. Aber auf dem Gebiet V := R?\ {(x,0): z < 0} besitzt
w sehr wohl eine Stammfunktion:

Y Vv Das Gebiet V entsteht néimlich aus R? \ {(0,0)} durch Ent-

fernung der negativen x-Achse und ist somit fiir jedes r > 0
sternférmig beziiglich (r,0).

Daher gibt es nach dem obigen Theorem eine Stammfunktion
F:V—->Rzuw.

Wie sieht so eine Stammfunktion konkret aus?

Dazu wéahlen wir den Punkt pg = (1,0) € V als Startpunkt fiir Kurven der Form v = 1+,
nach (x,y) € V in folgender Art:
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mit r = (22 +9?)Y2 > 0und —7r < p < 7
V2 (eindeutig) so, dass © = rcosp,y = rsing,
setzen wir
o falls r < 1:y(t) = (r—t,0) (r—1<t<0)
o fallsr > 1: 1 (t) = (r+¢,0) (1—r <t <0)
sowie fiir (0 <t < |p])
o falls ¢ > 0: 75(t) = (rcost,rsint)
o falls ¢ < 0: o(t) = (rcost, —rsint).

71

0,00  (n0)  (L0)

Dann ergibt sich

/w: /w + /w =04+ =0
0l 71

2
~— ~—
[y=0,dy=0] [Bsp. 22.8]

Wir betonen nochmals, dass fiir (z,y) € V der Polarwinkel ¢ eindeutig im Bereich | — 7, 7]
gewihlt werden kann und schreiben fiir die dadurch vermittelte Abbildung ¢ = arg(z,y),
arg: V' — R. Somit haben wir also die Stammfunktion

F(z,y) = arg(z,y)

zur 1-Form w auf dem Gebiet V' erhalten.

22.16. Zur praktischen Bestimmung einer Stammfunktion

Ein Beispiel im R3: w(x,y,2) = (z+2)de — (y+2)dy+ (v —y)dz = fidx+ fody+ fsdz
Wir iiberpriifen die Integrabilitdtsbedingungen:
T+ z -y —z

r—y
WS NG N N
0 —1 1 -1

0 1

~> Integrabilitidtsbedingung sind erfiillt; da R? sternférmig ist, gibt es eine Stammfunktion,
d.h. F: R? — R mit

O, F=x+=2
OyF = —y—=z
0,F=x—uy.

(0) Wir versuchen FUU = [ f, do = %2 +zx [= 0.F = fi
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und {iberpriifen: 9,F!! = 0 ... sollte aber = f, = —y — z sein!

(1) Korrektur F2 .= Fl 4 [(fo — gyFW)dy = & + za + [(—y — 2) dy
2

_ a? Yy
=5 tzx—5 —2y

[Bemerkung: 8, [(fa — OyFW)dy = [(,fo — 0py FM) dy = 0]

Oy f1 Ay f1

wir iiberpriifen: 0,F® = o —y = f; ... fertig,

d.h. F(z,y,2) = # + z(x — y) ist eine Stammfunktion.

Algorithmus:

sei das Gebiet U C R" so beschaffen, dass entlang der Koordinatenrich-

tungen integriert werden darf und w = fidry + ...+ f,dz,

(0)

K JA Fli+1].—plk]
( ) gehe zu Schritt (k+1)

F[l} = /fldl'l
|

JA Fl2l.—pl
gehe zu Schritt (2)

NEIN

[Dlgl = f(lez - D12F[1]) dzy

M 4 g1 = [(Daofr — Daf1) = 0]

NEIN

9 = [(frs1 — Dra FM) dagiq

F = F"
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§23. Untermannigfaltigkeiten des R"

23.1. Parametrisierte Flichenstiicke und Immersionen

Grundidee: wir stellen uns eine zweidimensionale Fliche im R? als verbogenes Ebe-
nenstiick vor, wobei die Verbiegung durch eine stetig differenzierbare Abbildung bewerk-
stelligt wird:

- D1®($0790>
T CR? \
s SO i .
(1'0)3/0) t — CD((ZL‘(), y()) + tlel)

t1 — (x0,Y0) + tie1

D,®,
Mit @: R*> O T — R? differenzierbar und der Notation D;® = | D;®y | liefert die
offen
D,®;

(komponentenweise gebildete) Taylor-Approximation erster Ordnung eine Linearisierung
nahe des Punktes ®(x¢,yp) in der Form

(2o, y0) +t1 - €1 t1 - D1®(x0, yo)
P(x, +
(w0, 90) +12- €2 ~ (%0, 90) to - Da®(o, yo)

[\ J/ [\ J/
-~ -~

Basisrichtungen Tangentialvektoren an die Fliche ®(T")

Da die Dimension der solcherart infinitesimal linearisierten Fléache gleich 2 sein soll, ver-
langen wir, dass die Tangentialvektoren linear unabhéngig sein sollen, d.h.

dim(R?) = 2 = Rang (D1®(z0, yo) D2®(z0,y0)) = Rang D®(zg, yo).

Definition: Es sei T C RF offen und ®: T — R™, (t1,...,tx) — ®(ty,..., 1) stetig
differenzierbar. ® heifit Immersion, falls gilt:

(23.1) VteT: Rang DO(t) =k

[somit muss iibrigens k < n gelten]; dquivalent dazu ist

(23.1") VteT: {D1®(t),...,DyP(t)} ist linear unabhingig in R".

In diesem Fall wird F' := ®(T") C R™ als parametrisierte k-Fliche bezeichnet. Im Spezialfall
k = 1 erhalten wir reguldre Kurven als 1-Flachen.
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Bemerkung: 1.) Falls ¥ = n gilt, ist ® nach dem Umkehrsatz aus §20 ein lokaler €!-
Diffeomorphismus.

2.) Gleichung (23.1) impliziert die folgende wichtige technische Bedingung:

fiir jedes t, € T konnen wir k£ von den n Komponentenfunktionen in & auswéhlen, d.h.

1 <iy <19 <+ < i <n, sodass

I(Piy,...,D;,)
8(t1, cey tk)

in einer offenen Umgebung von ¢, gilt [das folgt aus der Rangbedingung zusammen mit

der Stetigkeit von t — det %(t)]

(23.1") det

() #0

Allgemeiner gesagt gilt also fiir stetig differenzierbare Abbildungen f: R¥ O W — R»
offen
und t, € W:

(23.2)  Rang Df(t,) =k = 3 Umgebung U > t,: Rang Df}U(t) >k Vtel.

Proposition: Essei ®: R*¥ D T — R" eine Immersion. Dann gilt:
offen

Vt € T 3V C T mit t € V und der Eigenschaft, dass ® als Abbildung V' — &(V)

offen
aufgefasst ein Homdomorphismus ist (d.h. @ ist stetig und bijektiv mit stetiger Inverser

®(V) — V [vgl. Definition ?7?]).

Beweis: Fiir den Fall £ = n folgt die Aussage aus dem Umkehrsatz. Daher nehmen wir
also k < n an.

Sei t, € T, dann gibt es nach (23.1”) Indizes 1 <i; < -+ < i < n, sodass in einer ganzen

A(@;, . ®i,) o .
W(t) # 0. OBdA haben wir (iy,...,ix) = (1,...,k)

(sonst nehmen wir einfach eine Umnummerierung der Koordinaten im R" vor).

Die Abbildung G := (®y,...,®;): T — RFist dann ein lokaler Cl-Diffeomorphismus, daher
AV C Tmitt, € Vund U C R mit G(t,) € U, sodass G := G|,,: V — U bijektiv und

offen offen

C! sowie ¥ := G~': U — V ebenfalls @! ist.

Umgebung von ¢, gilt det

Sei weiters H := (®Pgy1,...,P,), dann ist CD‘V = (G,H): V — U x R"* injektiv.

SchlieBlich bezeichne ® die Abbildung V' — ®(V) C U x R** mit ¢ — ®(¢). Dann ist ®
bijektiv mit der Umkehrabbildung ®(V') — V' gegeben durch (71, ..., Ty, Ty, - .-, Tp) =
U(zy,...,xx). Letztere ist nach Konstruktion auch stetig. O

Die Bedeutung der Proposition liegt darin, dass wir bei gegebener Immersion ®: 7" — R”
stets durch Verkleinerung von T (also ,lokal“) so genannte , Selbstdurchdringungen* von
k-Flachen (das sind Stellen der Nichtinjektivitédt von ®, Doppelpunkte usw.) vermeiden
konnen — dies fiihrt auf den Begriff der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten (oder
auch Teilmannigfaltigkeiten) des R™: diese sind lokal stets homéomorph zu offenen Teil-
mengen des R”.
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23.2. Definition

1.) M C R" heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit' von R", falls gilt:

zu jedem Punkt a € M gibt es eine offene Umgebung U C R™ von a und T C R¥ offen
sowie eine Immersion ®: T — R", so dass gilt:

(a) ® ist ein Homéomorphismus 7" — ®(7")

(b) ®(T)=MnU.

RTL

Wir nennen ®: T" — M N U eine lokale Parametrisierung von M nahe a; die Inverse
U:=&"1: MNU — T C R heiit Kartenabbildung (oder nur Karte) um a.

Ist M 5 p=®(ty,...,t), so sind ty,..., 1t die lokalen Koordinaten von p beziiglich .

Die Codimension von M ist n — k. Untermannigfaltigkeiten der Codimension 1 nennt man
auch Hyperflichen.

2.) Es seien M C R™ und N C R" Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f: M — N
heifit differenzierbar (bzw. C* C*), falls gilt:

zu jedem p € M gibt es U C R™ offen mit p € U und eine differenzierbare (bzw. Gk, @)

Abbildung f: U — R™ mit f| = f] .

Bemerkung: Die Proposition in 23.1 besagt also folgendes: Ist ®: R* D T' — R" ei-
ne Immersion und ty € 7, dann 3V C T offen mit tg € V, so dass (V) eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R" ist. Mit anderen Worten: lokal sind k-Fléchen
stets k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten.

!Der mathematische Begriff ,,Mannigfaltigkeit“ wurde 1854 von Bernhard Riemann eingefiihrt.
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23.3. Beispiele

1.) Rotationsfliichen im R3: Es sei I C R ein offenes Intervall und o: I — R?, a(t) =
(ay(t), aa(t)) ein reguldrer Weg, dessen Bildmenge wir als Kurve in der zz-Ebene auffassen;
dann lassen wir jeden Kurvenpunkt a(t) := (ay(t),0, as(t)) um die z-Achse rotieren und
erhalten so eine 2-parametrige Abbildung

ay(t) cos
F:IxR—R mit (t,¢)— | ai(t)sine
a(t)

# (v1 (t) cos @, aq (t) sin g, 0)

Wir iiberpriifen zunéchst, ob F' eine Immersion ist: wegen

aj(t)cosyp —ay(t)sing
DF(t,p) = | o (t)sing ai(t)cosyp
as(t) 0

unterscheiden wir zwei Falle:
a;p(t) = 0: es folgt Rang DF(t,p) =1 < 2

) , aj(t)cosp —ai(t)sing \
a(t) #0: e af(t) # 0 = det ( al()sing  an(t)cosp ) oy (H)ay(t) # 0, also hat
DF(t,¢) Rang 2

e o/(t) =0 = aj(t) # 0, weil a regulér ist!
0 —aq(t)sing
Somit hat DF(t, ) = 0 ai(t)cosp | in diesem Fall auch Rang 2.
al(t) 0
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Zusammenfassend haben wir:
F ist Immersion <= Vit € I: a;(t) # 0 (kein Schnittpunkt mit der z-Achse)
< M :=F(I xR) ist eine 2-Fliche im R3
Bemerkungen: (i) Die Abbildung F ist wegen F(t, p+2m) = F(t, ) nicht global injektiv.

(ii) Die Teilmenge M = F(I x R) C R? ist im All-
gemeinen keine Untermannigfaltigkeit. Wie man sich z
iiberlegen kann, tritt dieser Fall z.B. dann ein, wenn
die durch « in der xz-Ebene definierte Kurve wie in
nebenstehender Skizze aussieht, wobei ein offenes Kur-
venende beliebig nahe an einen festen Kurvenpunkt
heranfithrt (kein Doppelpunkt!). Es ist iibrigens dann
auch das Bild von « keine 1-dimensionle Teilmannig-
faltigkeit von R2.

T

Wir formulieren nun eine zusétzliche Bedingung an «, die garantieren soll, dass die Rota-
tionsfliche M auch eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. Die topologische
Bedeutung ist, dass es um jeden Kurvenpunkt beliebig kleine Umgebungen (im R?) geben
soll, innerhalb derer die Kurve aus einem zusammenhéngenden Stiick besteht:

E|t1,t2 € [,tl <ty < ty:
Bs(a(to)) Na(l) = a(Jts, t2)).

Behauptung: Ist zusitzlich zu den obigen Annahmen auch (x) erfiillt, dann ist M =
F(I x R) eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R? (also eine Hyperfléiche).

Beweis: Seip € M. Wegen der Rotationsinvarianz diirfen wir OBdA annehmen, dass p in
der xz-Ebene liegt; daher gibt es ein tg € I, so dass p = (a1(to), 0, aa(to)); d.h. p = F(ty,0).

Aus Proposition 23.1 folgt, dass F' lokal ein Homéomorphismus Ty — F(Tp) ist, wobei
Ty eine geeignete Umgebung von (ty,0) ist. Wir wihlen §; > 0 geméf (x). Weiters sei
0 < 0 < 0; sowie ¢ > 0 so klein gewahlt, dass mit ¢,,to € I wie in (%) auch noch
[t1,t2] X [—¢,¢] C T gilt.

Wir setzen T :=]t1,t5[ x| —e,e[. Dann ist ®: T — F(T), (t,¢) — F(t,¢) ein Homéomor-
phismus. Auflerdem ist

U :={(z1cosp,x18inp,x9): (z1,22) € Bs(al(ty)), |p] < e}

eine offene Umgebung von p (bestehend aus allen Rotationen um Winkel zwischen —e und ¢
der 6-Scheibe um den Punkt p in der zz-Ebene). Nach Konstruktion hat U die Eigenschaft,
dass ®(T) = F(T) = M NU ist. Somit ist Definition 23.2 erfiillt. O
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Bemerkung: Die Bedingung (x) bedeutet gerade, dass a(I) eine eindimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R? ist. (Dies folgt aus einem allgemeineren Theorem iiber 'regulire Teilmannigfaltig-
keiten’; siehe z.B. VO Differentialgeometrie von Kollegen Michael Kunzinger, Universitdt Wien,
Sommersemester 2006.)

2.) Der Torus® ergibt sich als Rotationsfliche wie in 1.) beziiglich eines Kreises:

R+ rcost
rsint

2(t)

gungen aus 1.) (inklusive (%)) und die Parametrisierung F': R?* — R3 lautet explizit

mit 0 < r < Rsei a: R — Rt — ( z(t) ) = ( ) Dies erfiillt alle Bedin-

(R +rcost) - cos(s)
F(t,s)= | (R+rcost)-sin(s)
rsint

Der Torus M, p = F(R?) ist somit eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R,
also eine Hyperflache.

= —
——

In vielen konkreten Fragen iiber Untermannigfltigkeiten ist es nicht praktikabel, direkt auf
die definierenden Eigenschaften in 22.2 zuriickzugehen. Deshalb geben wir im folgenden
eine Reihe von dquivalenten Bedingungen.

2Das lateinische Wort torus bezeichnete ein Kissen in der Form eines Kranzes.
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23.4. Theorem

Fiir eine Teilmenge M C R"™ sind folgende Aussagen &quivalent:

1.)
2.)

M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Lokale Darstellung als Graph: Ya = (ay,...,a,) € M gilt: zu o' := (aq,...,a;) und
a” = (ag41,--.,an), gibt es (eventuell nach Umnummerierung der Koordinaten) offe-
ne Mengen U’ C R¥, U” C R** mit o’ € U’, a” € U"” und eine stetig differenzierbare
Abbildung ¢g: U" — U” mit der Eigenschaft, dass

MnU xU")={(2',g9(2")) e R*": 2/ € U'} = Graph von g

(mit anderen Worten: lokal, d.h. innerhalb der Umgebung U’ x U” von a, ist v € M
gleichwertig mit der Relation z” = g(2')).

Lokale Beschreibung als Nullstellenmenge: Ya € M gibt es eine offene Menge U C R"
mit a € U und stetig differenzierbare Funktionen fi,..., f,—x: U — R mit der
Eigenschaft, dass

Rang aa({;’l;::if;nl;)(x):n—k Vre MAU
und
MnNU={zeU: fi(x) == foi(z) =0}

Lokal diffeomorph zu einem k-dimensionalen Untervektorraum des R™: Es bezeichne
Ep = {(z1,...,2£,0,...,0): z; € R (j = 1,...,k)} € R™ Va € M gibt es eine
offene Menge U C R™ mit a € U und V C R" offen sowie einen C!-Diffeomorphismus
F: U — V mit der Eigenschaft

F(MNU)=E.nV.

Beweis: Wir zeigen 1.) = 2.) = 3.) = 4.) = 1.)

1.) = 2.): Sei a € M. Laut Definition 23.2 gibt es eine offene Menge U C R" mit a € U

und 7' C R* offen sowie eine Immersion ®: 7' — R", so dass T — ®(T) = M NU ein
Homo6omorphismus ist.

.....

gilt. Dann ist ® := (®y,...,D;): T — RF ein lokaler Cl-Diffeomorphismus, d.h. es
gibt T} € Tmitt, € TyundU; C R* sodass ®: Ty — U ein C'-Diffeomorphismus

offen offen

mit Umkehrabbildung ¥: U; — T7 ist.
Wir setzen G := ® o ¥: U; — R™ und erkennen G(z1,...,x;) =




wobei g := (gri1,- -, 9n): Ul — R"7F stetig differenzierbar ist. Insbesondere gilt fiir
jede Teilmenge Y C U stets Graph(g |y) = G(Y) =Q(V(Y)) C M NU.

Sei U” C R * offen mit a” € U”, so dass U; x U"” C U ist. Wihle weiters U’ C U,
offen mit ' € U’ und ¢(U’) C U".

Dann gilt Graph(g |p7) = G(U’) C U’ x g(U") C U" x U" sowie Graph(g |¢p/) =
GU') =®(V(U'") C MNU. Somit ist einerseits

Graph(g ) C M N (U x U").
Andererseits folgt fiir (2/,2") € M N (U x U") C &(T), dass 2’ € U’ und (2/,2")

®(f) mit £ € T gelten muss. Also muss ¢ € W(U’) sein und somit (z/,2") € ®(¥(U"))
G(U") = Graph(g |v/); d.h. zusammenfassend

Graph(g ) = M N (U x U").
2.)=3.):Seij=1,...,n—k; wir setzen

fj(iEl, Ty = Tkt —gkﬂ(iﬂl, )

fir x € U' x U" mit 2/ = (xy,...,2x) €U, 2" = (xp11,...,2,) € U".

Of1ysfnt) _ 1 hat A(f1,-fn

Wegen 7 owenis ICT x;’)“) Rang gleich (n — k); weiters folgt direkt

MNU xU")={(,g(a): 2" e U} ={(2',2"): f;(a’,2")=0(=1,...,n—k)}.

3.) = 4.): OBdA (d.h. nach eventueller Umnummerierung) kénnen wir annehmen, dass

oo o) ) 2 i

a($k+1, Ce ,.Tn)
Wir definieren F': U — R" durch F(zy,...,2,) = (x1,..., 2k [1(2),. .., fu_k(x)).

Dann hat
L0
DF = w«  OUnefnok)
O(Thy1,ee5Tn)

nahe a Rang gleich n, ist also invertierbar. Daher ist F ein lokaler C!-Diffeomorphismus,
d.h. ein @'-Diffeomorphismus offener Mengen W C U und V C R” mit a € W.

Fir x € W gilt: fi(z) =+ = fo_i(z) = 0 ist gleichwertig damit, dass fiir y = F(x)
gilt ypy1 =+ =y, =0. Daherist F(IM NW)=E,NV.

det

4.) = 1.): Laut Voraussetzung ist F'~': V — U ein C!-Diffeomorphismus; es bezeichne
p: R" — R¥ die Projektion (z1,...,2,) — (21,...,25).

Wir setzen T := p(V) = p(E, N V) C RF.

T ist offen: mit der Notation BX(z) fiir die e-Kugel um z in einem metrischen Raum
X konnen wir die Umgebungseigenschaft von T fiir jeden Punkt in 7" auf die Relation
BE"(y) N B, = B¥ (p(y)) x {0} zuriickspielen.
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Sei ®: T — U definiert durch ®(¢y,...,tx) := F ' (ty,...,t,0,...,0). Nach Kon-
struktion ist ® stetig differenzierbar und eine Immersion. Weiters ist

O(T)=F YT x{0})=F Y E,NV)=MnU

und es gibt eine stetige Inverse vermoge M NU Ly T, d.h. ® ist ein Hom6omor-
phismus auf sein Bild.

23.5. Anwendung

Die Funktion f: R" — R, f(z) = ||z||* — 1 ist stetig differenzierbar und

.....

Somit folgt aus dem obigen Theorem, dass
St ={z e R": f(x) =0}
eine Hyperfliche ist, also eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

Ein wenig allgemeiner konnen wir mit dieser Methode eine Fiille von interessanten Unter-
mannigfaltigkeiten als solche erkennen bzw. generieren.

Korollar: Es sei f: R O U — R stetig differenzierbar und ¢ € R. Es bezeichne

offen

N¢(e) = f~'c) € R" die Niveaumenge fiir den Wert c. Falls grad f(z) # 0 fiir alle
x € N¢(c), dann heifit ¢ ein reguldrer Wert von f und N¢(c) ist eine (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit (also Hyperflache) im R™.

Kurz gesagt: Niveaumengen zu requliren Werten sind Hyperflichen.

23.6. Definition

Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ und a € M.
Ein Vektor v € R™ heiit Tangentialvektor an M im
Punkt a, wenn gilt: es gibt einen stetig differenzier-
baren Weg (bzw. Kurve) v: | — e,e[— M C R™ mit
7(0) = @ und %(0) = v.
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To(M) := {v € R": v ist Tangentialvektor an M in a} C R"
heiflt Tangentialraum in a an M und
No(M) :={weR": Yo e T,(M) ist (w|v) =0} CR"

heifit Normalraum in a an M. [In Kurzschreibweise: N,(M) = T,(M)*.]

Die Tangential- und Normalrdume an alle Punkte einer Untermannigfaltigkeit konnen for-
mal zusammengefasst werden (man beachte, dass es sich fiir verschiedene Punkte um ver-
schiedene Mengen handelt): wir nennen

T(M) = | {a} x Tu(M)

aeM

das Tangentialbiindel an M und

N(M) = | J{a} x Na(M)

aeM

das Normalenbiindel an M.

23.7. Proposition

Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und a € M.

1.) T,(M) ist ein k-dimensionaler Vektorraum iiber R. Fiir jede lokale Parametrisierung
®: T — M nahe a mit ®(t,) = a ergibt

{D1®(ts), ..., D®(t.)}
eine Basis von T,(M).

2.) N,(M) ist ein (n — k)-dimensionaler Vektorraum iiber R. Wenn M nahe a durch
Gleichungen beschrieben ist wie in 23.4,3.),

dh MNU={zeU: fi(x) == fri(zx) =0},

wobei a € U C R" und Rang 2YL=ofn=b) () = p — k| dann ist

offen O(x1,..2n)

{grad f1(a), .., grad fu_i(a)}

eine Basis von N, (M).
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Beweis: Es seien V' := span{D;®(t,): j = 1,...,k} und W := span {grad f;(a): j =
1,...,n—k} (die linearen Erzeugnisse der angegebenen Mengen von Vektoren im R"™).

Da & eine Immersion ist, gilt dimV = k. Die Rangbedingung in 2.) wiederum ergibt
dimW =n — k.

Behauptung 1: 'V C T, (M)

k
SeiveV,dh v=> ¢D;P(t,) mit passenden Skalaren ¢; € R. Wir wihlen ¢ klein
j=1
genug, so dass fiir |s| < e stets t, + s (¢1,...,¢x) in T liegt. Sodann definieren wir
den Weg v: | —e,e[— M C R™ durch

V(s) =Pt + s (c1,- .-, x))-
Dann ist 7(0) = ®(t,) = a und nach der Kettenregel
k
Y(0) =) ¢; Di®(t.+ 0 (c1,...)) =,
j=1
daher v € T,(M).

Behauptung 2: W C N, (M)

N,(M) ist als orthogonales Komplement einer Teilmenge von R™ selbst ein Vektor-
raum. Es geniigt also zu zeigen, dass gilt

(grad f(a) |v) =0 Vv e T,(M).

Sei v: | —g,e[— M ein €'-Weg mit v'(0) = v € T,(M) und v(0) = a.

Nachdem ~(s) € M ist Vs €] — e,¢[ gilt auch f;(v(s)) = 0. Daher folgt mittels
Differentiation nach s aus der Kettenregel

0= Dif;i(4(0)) - %(0) = (grad fj(a) | v).

Aus den Behauptungen 1, 2 folgt nun einerseits
n—k < dim N,(M) < dim V+ =n — k und somit N,(M) =W
sowie

V CT,(M) C N,(M)*+, wobei dimV = k = dim N,(M)* und somit V = T,(M) gilt. O
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23.8. Beispiel

Sl = {z € R": f(x) := ||z||* — 1 = 0}, daher gilt fiir jeden
Punkt a € 5™ !

n—1
N,(S™ ') = span{grad f(a)} = span{2 - a} = span{a}. Na(5™7)
Somit folgt auch

T,(S™) = N(S" 1)t = {a}*. To(5™7)

Im Spezialfall n = 3 vergleichen wir dies mit der Be-

z
stimmung des Tangentialraumes T, (S5?) vermoge einer
lokalen Parametrisierung durch Polarkoordinaten a
cos ¢ - sin 1
a=®(p,0)=| sing-sind |. @ y
cos
x

Dann ist
—sin ¢ sin ¥ —sin g
D1®(p,0) = | cosesind | =sind | cosp | La
0 0
cos ¢ cos 1 coS ¢ 0
Dy®(p,9) = | singpcosd) | =cosd | sing | + 0 1 a.
—sind 0 —sind

23.9. Nachtrag des Beweises von Theorem 19.13

Wir wiederholen hier nochmals die entscheidende Behauptung in 19.13 beziiglich der Me-
thode der Lagrange-Multiplikatoren.

Theorem: Es sei f: R®" O U — R stetig differenzierbar. Weiters seien » < n und
offen

g1, ---,9r: U — R stetig differenzierbare Funktionen mit der Eigenschaft, dass der Rang
der Jacobi-Matrix D(gy, ..., g,)(x) gleich r (also maximal) ist fiir alle z € M, wobei

M:={zeU: gi(x)=---=g,(x) =0}

~
r Nebenbedingungen
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Falls f ‘ o 1 a € M ein lokales Maximum oder Minimum besitzt, dann existieren r reelle
Zahlen A{,..., )\, € R, die so genannten Lagrange-Multiplikatoren, sodass die folgende
Gleichung gilt

grad f(a) = Z A; - grad g;(a).
j=1

Beweis: Wir wissen mittlerweile aus 23.4, dass die oben definierte Teilmenge M C R”
eine (n — r)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Es sei v: | —¢,e[— M C R"™ ein beliebiger €'-Weg mit 7(0) = a. Dann hat die Funktion
h: | — e,e[— R, definiert durch h(t) := f(v(¢)), laut Annahme bei ¢ = 0 ein lokales
Extremum. Daher gilt nach der Kettenregel

d

0= —
dt

(f(r(1))) |,_g = (grad f(7(0)) | #(0)).

Wenn wir alle moglichen €'-Wege mit v(0) = a einsetzen, so durchliduft 4(0) den ganzen
Tangentialraum 7,(M). Somit gilt grad f(a) € N,(M).

Nach 23.7 ist N,(M) = span{gradg;(a): 7 = 1,...,7}, daher folgt die oben behauptete
Darstellung fiir grad f(a). O
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