Bitte beachten (wurde in meinen damaligen VO klar
kommuniziert): Der gesamte Analysis-Zyklus ist stark an die
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2 IX MEHRFACHE INTEGRALE
24. Iterierte Integrale

24.1. Spezialfall: Doppelintegral

Sei f: [a,b] X [¢,d] — R stetig, dann ist nach den Resultaten iiber Parameterintegrale aus
18.19 die Funktion

b
:/f(a:,y)dx, Fi:le,d — R

stetig und das iterierte Integral oder auch Doppelintegral

d

e~ (frena) o

c

existiert. Ebenso ist
d

Fy(z) = /f(x,y) dy, Fy:[a,b] = R

stetig und das Doppelintegral

Se—
—
=
8
N
QU
<
U
8

existiert.

Proposition

Sei f: [a,b] X [c,d] — R stetig, dann gilt

(24.1) /d /bf(x,y)dx dy:/b /f(x,y)dy dx

Beweis

Sei ¢: [¢,d] — R definiert durch
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Dabei ist g: [a,b] X [¢,d] — R stetig und fiir alle x € [a,b] ist y — g(z,y) stetig differen-

zierbar [Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Analysis 1].
Nach 18.19 ist daher ¢ stetig differenzierbar und

w/(y)z/bd% /yf(%t)dt dx:/bf(x,y)dw

Daher folgt

/d /bf(x,y)dx dyz/dw/(y)dy o(d) — &(/Cl:(’p :/ / Fla,t)dt | da.

24.2. Korollar

Essei f: [y x Iy x---x I,, — R stetig und I; C R ein kompaktes Intervall (fir j = 1,...,n).
Dann gilt fiir jede Permutation o von {1,...,n}

(24.2) / /fa:l,..., Ydz,, ...dr, = / /f X1,y Ty)day .. day,

n

24.3. Definition

Fir 1 < j < n seien I; = [a;j,b;] C R kompakte Intervalle, ) := I; x --- x I, C R™ der
davon erzeugte (achsenparallele) Quader (eine so genannte Zelle); dann ist fiir jede stetige
Funktion f: @ — R das Integral von f tiber ) definiert durch

(24.3) /f(a:)dx::7 ?f(xl,...,xn)dxl - | dxy,
Q an ar

(n-faches iteriertes Integral).
Zur Notation' Statt [, f(z1,...,20) d(z1, ..., 2,) wird oft auch [, f(z1,...,2,) dzy ... dz,
oder [, f Q x)d"x geschrieben (aber nicht in dleser Vorlesung).

Wir wollen uns nun von der fixierten Grundmenge () befreien.
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24.4. Integral stetiger Funktionen mit kompaktem Trager
Definition

1.) Sei U CR" und f: U — R eine Funktion.
Der Triger von f, bezeichnet mit supp(f) (engl.: support), ist die (relativ bzgl. U abge-
schlossene) Teilmenge von R™ definiert durch

(24.4) supp(f) :={x € U: f(x) A0} N,

d.h. der Abschluss (relativ bzgl. U) der Menge aller Punkte, in denen f nicht verschwindet.
Bemerkung: U\ supp(f) ist offen (realtiv bzgl. U) und fiir alle y € U\supp(f) gilt f(y) = 0.

2.) Wir bezeichnen mit

Ce(U) :={f € C(U): supp(f) ist kompakt}

den R-Vektorraum aller stetigen Funktionen auf U mit kompaktem Triger
(Analog ist fiir komplexwertige f € C(U,C) der Begriff supp(f) sinnvoll; wir erhalten so
den C-Vektorraum C.(U, C).)

Definition

Fiir jedes f € C.(R™) gibt es eine Zelle (d.h. einen kompakten achsenparallelen Quader)
@ C R" mit supp(f) C Q; wir definieren

(24.5) / (@) do = / f(2) da
R™ Q

als Integral von f. Sein Wert ist unabhéngig von der Wahl von @) (was leicht zu sehen ist,
weil f’Rn\Q =0.)

24.5. Beispiele
1.) Sei f:[0,7)> = R, f(z,y) = cos(z + y), dann ist

e

/f(:v,y)d(x,y)Z/]COS(x+y)dxdy=

(0,7 0

™ ™

= [sinte+ )5 dy = [ (sinty -+ m) = sin(y)) dy =

0 0

= —cos(y+7r)’g+cosy’g = —cos2m +cosm+cosm—cos0=—-1—-1—-1—-1=—4
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2.) Sei fiir j =1,...,n die Funktion f;: R — R die Trapezfunktion mit Graphen

[\

(—i-1 0 G+
—J J

und setze f(z1,...,2,) := fi(x1) - fu(x,). Dann ist

supp(f) € [<2,2] x [-3,3] x - x [-n —1L,n+ 1] =: Q,
somit f € C.(R") und

/f(x) dr = / fi(zy) - fo(ma) - - fulzn) d(xy, ..., 2p) =
R™ noo
Hl[*]*l,JJrl]

Jj=

[da die Faktoren im Integral nur von je einer Variablen abhéngen)]

= /2f1(951)d371'/3f2(372)d$2"' 7_1fn($n)d$n:

-3 n+1

n

=2 14+ 12 2+1)--2n+1) =[]+
=1

Bemerkung: Allgemeiner, ist fiir j = 1,...,n jeweils f; € C.(R) und supp(f;) CI; CR
mit einem kompakten Intervall I;, dann ist f(x) == fi(x1) - fu(zn) [= 1@ @ ful2)]
in C.(R™) und

[ 5 dx:ﬁ [nwa,

24.6. Proposition (Eigenschaften des Integrals auf C.(R"))
Es seien f,g € C.(R™), A € R, dann gilt

1.) Linearitét:

Ju+a@ar= [ ra@a+ [ g i

Rn R

und

Jon@ar=x- [ @)

R™ R™
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2.) Monotonie:

gilt fiir alle z € R*: f(z) < g(z) (kurz: f < g), dann folgt

/f(x) iz < /g(x) da

Rn

3.) Translationsinvarianz:

Sei fir a € R": (1,f)(2) := f(x —a) Va € R", d.h. 7,f ist die um a translatierte
Funktion, dann gilt

J@n@ s = [ f)ds

Rn Rr

Beweis

1., 2.) klar aus sukzessiver Anwendung von n eindimensionalen Integrationen

3.) Sei a = (ai,...,a,) und supp(7af) C [ [bj, ¢;] =: Q

n
Jj=1

R™ bn

/<Taf><x>dx=/~-~/f<x1—al,xg—aQ,...,xn—@nmxl...dxn:
by

g

Vo
Substitution y1=x1—a1

Ccn co c1—al
:// / flyr, 20 — ag, ..., x, — a,) dyrdas - - - dzx,, =
bn bo b1—aq
c1—al c2
= f(y1>$2—02,---)d1’2dy1
b17a1 bQ

Vo
Substitution ya=z2—a2
= ... ebenso in jeder weiteren Variable --- =

c1—a1 c2—az Cn—Qn

:/ / / Fyn, .. yn) dyn . .. dy, = / f(y)dysz(:r)dx

b1—a1 ba—ao bn—an Q—{a}

weil supp(f) C Q — {a} [gemidB f(y) # 0 < 7.f(y +a) # 0.
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24.7. Bemerkung

Die Abbildung f — [g, f(x)dz definiert also ein lineares Funktional I: €.(R") — R, das
zusatzlich monoton (f < g = I(f) < I(g)) und translationsinvariant (I(7,f) = I(f)) ist.

Man kann zeigen, dass ein lineares Funktional auf C.(R™) mit all diesen Eigenschaften schon
bis auf eine positive Konstante durch obiges Integral gegeben sein muss (vgl. [For84, §1,
Satz 3]); d. h., dass das Integral aus (24.5) abstrakt als lineares, monotones und translati-
onsinvariantes Funktional auf C.(R"™) charakterisiert ist (bis auf einen Normierungsfaktor).

24.8. Proposition (Stetigkeit des Integrals)

Es sei fi, € C.(R") (fur k € N) und f € C.(R™). Weiters existiere ein Kompaktum K C R"
mit supp(fx) C K fiir alle £ € N. Falls f;, — f gleichmifig fiir £ — oo, dann folgt

]}Lrgo/fk(x) dx:/f(x) dx.
Rn Rn

Beweis
Es gibt kompakte Intervalle [; CR (j =1,...,n) mit K C [[ [; = Q.
j=1

Zu jedem j € {1,...,n} sei ¢; € C.(R) mit folgenden Eigenschaften:

1) 0<yp; <1

2) @il =1 1+ : \ i

3.) supp(yp;) € I; + [-1,1] / \
(Zum Beispiel Trapezfunktionen.) '\{-/; . '\1,-/

J
Definiere ¢: R" — R durch ¢(z1,...,2,) = ¢1(1) - - - @n(x,). Dann ist ¢ € C.(R™), 0 <
gpglundgp‘Kzl.

Es gilt supp(f) € K, denn Vo € R"\ K gilt f(z) = lim fx(z) = 0; somit ist auch
supp(fi — f) C K.
Weiters gilt fiir alle z € R”
[fr(x) = f(@)| < N fe = flloo - ()
~——— ~—~—
=0, wenn z¢ K {1 zeK

>0 z¢K

und wegen der Monotonie des Integrals folgt

—ka—fHoo-/@(m)de/(fk(l“)—f(x))dﬂié ufk—fuoo-/so(x)dx.

Rn” R R
—— ——
=:1c>0 c
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Zusammenfassend also
[ ftaran = [ pa)as| e flw =0 (ko)
n Rn

mit anderen Worten limy, o0 [o. fiu(2) dz =[5, f(x) dx.

24.9. Partielle Integration (ohne Randterme)
Definition

Sei U C R" offen. Wir erinnern and die Notationen C(U) = {f: U — R: f stetig},
Ce(U) :={f €CU): supp(f) C U kompakt} und setzen

U) = €U), EU) = e.(U)
und fir ke N, k > 1,

CH(U) :={f: U — R: f ist k-mal stetig (partiell) differenzierbar},
CHU) == e (U)nekU),

[

Cx(U) = CHU), C€X(U):=[)CkU).

(Bem: fiir f € C*(U) gilt D*f € C.(U), wenn |a| < k.)
Wir erhalten entsprechende Inklusionsketten von R-Vektorteilrdumen
ey C...CHY Uy Ccelu)C...Cce )

und dhnlich fiir €*(U) (k =1,...,00); auBerdem natiirlich C*(U) C €*(U).
Fir f € C.(U) setzen wir

F(x) = {f(a:) zreU

0 x € R"\ U,

dann ist f € €.(R") und ﬂU — f.BEsist f = f, falls U = R".
Wir definieren das Integral fiir f € C.(U) nun durch

(24.6) /f(a:) dx ::/f(x) dz.
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Topologische Bemerkung: Wenn supp(f) C U kompakt ist, dann gibt es ein ¢ > 0,
so dass f(z) = 0 fiir alle x € U mit d(z,0U) = inf{|x — y| : y € OU} < ¢ gilt. Dies folgt
aus allgemeinen Sachverhalten in metrischen Rdumen: sei X ein metrischer Raum, U C X
offen und K C U, dann gilt

(i) K ist kompakt relativ U <= K ist kompakt (als Teilmenge von X).

[Zum Beweis mittels offener Uberdeckungen verwende, dass W C U genau dann offen
relativ U ist, wenn es eine offene Menge V' C X gibt mit W =V NU ]
(ii) K kompakt = d(K,0U) :=inf{d(z,y):z € K,y € 90U} > 0.

[Wir kénnen Lemma 22.10,1.) aus Analysis 2 anwenden, weil 0U C X abgeschlossen ist
und K kompakt mit K NOU = (weil ja U offen und K C U = U°)]

Aus der endlichen Abstandseigenschaft des kompakten Tragers vom Rand erhalten wir
auch leicht die folgende Aussage:

pECIU) = $ECIR).

Proposition

Sei f € CH(U),p € CL(U),1 < j <n, dann gilt:

1.) | Djp(x)dx =0
/

2) / D f(z) - plx) de = — / f(2) - Dypla) du
U

U

(beachte: h € C.(U),g € C(U) = h-g € C.(U))

Beweis. OBdA ist j =1 und ¢ € CL(R™).
Sei K := supp(p) C U; beachte, dass R \ K offen ist.

ad 1.): Sei R > 0 so, dass K = supp(yp) C [—R, R|" und sei ' := (x9,...,x,) € R*!
beliebig; dann ist

r1=R

/Dlgo(xl,x') dxy = p(xy, x’)‘m:_R =0
R

[denn y € 0K U (R"\ K) = ¢(y) = lim o(yg) = klim 0 = 0] und somit

ykER"\K
Ye—Y

/Dlgo(x)dx:/~-~//D1g0(x1,x2,...,xn)dxldxg-ndxn:0.
Rn R R R

-~

=0

ad 2.): Folgt aus 1.), denn f - € CL(U) und D, f - o = D;(f - ) — f - D;e;
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[Dire= [0~ [1De=— [ 1D

U U U

also ist

Beispiel Fiir beliebiges f € C*(U), g € €*(U) und 1 < j < n gilt

D2f. - — | Df-Dg = . D?q.
/ i 9 (prop, 2.) / if - Dig [Prop., z)]/f 39
U

U U

Durch Summation iiber j erhalten wir daraus

Jen-o=-[1wriva=[ 120

U U

Mit dem Skalarprodukt von Funktionen (h | ), := [,; hip (fiir alle h, 1) € C.(U)) schreibt
sich die obige Relation so: fiir alle f, g € C2(U) gilt

(Af LG = (f1Dg)2,

in diesem Sinne ist A als Operator bzgl. (. | .);. symmetrisch.
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25. Transformationsformel

25.1. Zur Substitutionsregel auf R

Es sei ®: I — J ein C'-Diffeomorphismus offener Intervalle I,.J C R,
fec.(J),dh Je,de Jmit supp(f) C [¢,d] C J. Dann ist

fod €C.(I),

weil @' ( [c,d] )= [a,b] C ITund f(®(z)) =0, falls x ¢ [a,b]. Zur Berechnung von
~~ ~—

Stetlg kompaktes kompaktes
Intervall Intervall

unterscheiden wir 2 Falle:

e &' > 0, also ¢ streng monoton wachsend: ¢ = ¢(a),d = P(b)

@(b)

/f dy—/f (m_/j o)) do

e O’ <0, also ® streng monoton fallend: ¢ = ®(b),d = P(a)

/f @—/f () do

B(b)

d.h. zusammenfassend

(25.1) / f(y) dy = / F(®(2))|@ ()] do.

Allgemeiner:

Seien nun /,J C R beliebige offene Teilmengen (statt Intervalle wie oben) und ®: I — J
ein C!-Diffeomorphismus. Fiir f € C.(J) setzen wir K := supp(f) C J (somit ist K
kompakt).

Zu jedem x € K gibt es ein e(z) > 0 so, dass B.(;)(x) € J. Dann ergibt (B-(a) (x))ﬂDeK eine

offene Uberdeckung von K und es gibt z1,...,zy € K mit J D U Bz (7;) 2 K.

j=1



12 IX MEHRFACHE INTEGRALE

Jedes J; := B.p(x;) (j = 1,...,N) ist ein offenes Intervall. Es gibt offene disjunkte
Intervalle .Jy, ..., .J,, mit der Eigenschaft U Jj= U Ji.

7j=1
Weil @ ein @!-Diffeomorphismus ist, gibt es zu Jedem Ji ein offenes Intervall I, C I mit

Je = ®(I;). Wir erhalten (beachte, dass supp(f o ®) C (J Ii)
k=1

JEC dy—Z/f Wiy = Z/f DIE \dw—/f o)l de.

J _Ik

Somit haben wir folgende Aussage bewiesen.

Proposition Seien I, J C R offen, ®: I — J ein C*-Diffeomorphismus, dann gilt fiir alle
fetdd)

(25.2) /f dy_/f )| dz

25.2. Vorbetrachtung zur Substitutionsregel im R"

Ziel (Vergleiche Theorem 25.6 weiter unten.)

Verallgemeinerung der Substitutionsregel in R auf folgende Situation:

R DU %V CR"  El-Diffeomorphismus, f € Co(V)

/f dy_/f ) [det DB(z)] da

Spezialfall n = 2: w:’ """" p.~ Fliche (P) =|det (v w)|

Ist A: R? — R? linear, so gilt: Fliche (A(P)) = |det(Av Aw)| = |det(A- (v w))| =
| det A| - |det(v w)| = | det A] - Fliche (P)

Fiir allgemeineres n wird | det(vy, ..., v,)| interpretiert als Volumen des Parallelepipeds
P={ o+ 4+ Mv,:0<\; <1(j=1,...,n)}

und es ergibt sich Vol(A(P)) = |det A| - Vol(P).
In der Susbtitutionsformel oben ist D(I)(x) die lineare Approximation von ® bei x und
| det D®(z)| misst die infinitesimale Anderung des Volumens unter der Transformation ®.
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25.3. Beispiele
1.) Polarkoordinaten: sei a € R, U, :=10, 00| X |, « + 27| und

O(r, ) = (1 - cosp,r-siny),
®: U, — V,:=R*\ {(rcosa,rsina): r > 0}

~~
Halbstrahl mit Winkel o zur x-Achse=:S.

a+ 27 V,

Sa

Es ist

[ cosp —rsinp o
Dd(r,p) = ( sne  reosi ) , det DO(r,p)=r >0

Die Formel in 25.2 besagt, dass fiir alle f € C.(V,) gilt

oo a+2m

/fxy (z,y) /f 7 cos p, rsing) - rd(r //frcosgp,rsmgp)dgprdr

2.) Zylinderkoordinaten: betrachte W: (r, ¢, z) — (7 cos p, rsin @, z)

z
¥ ist ein Diffeomorphismus U, x R — V, x R
1 (@92 (Notation U,, V, wie oben)
cosp —rsine 0
AN Yy und DY(r,p,z) = | sing rcose 0 |,
0 0 1
(z,y,0)
g det DU(r,p,2z) =7r >0

Somit ergibt 25.2 fiir jedes f € C.(V, x R) die Formel

oo a+2m 400

/fa:y, (z,y, 2 ///frcoscp,rsmcp, z)dzderdr

Va xR

3.) fiir Kugelkoordinaten im R? siche die Ubungsaufgaben (auch jene zu Analysis 2 beim
Thema Umkehrsatz)
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25.4. Zerlegung von Cl-Diffeomorphismen

Sei wie iiblich {ey, ..., e,} die Standardbasis des R". Wir werden nun allgemeine (lokale)
Diffeomorphismen offener Teilmengen des R™ auf folgende einfache Typen zuriickfiihren:

Typ (A): U C R” offen und G: U — R"™, wobei mit einer €' Funktion ¢g: U — R und
me{l,...,n} gilt

G(.CL") = (3717 s 7xm717g(x)7xm+17 s 73711)
=Y zje;+ g(x)em =z + (9(x) — Tm) - €m-
j#m
Es ist
1 0 0
0 1 0 0
DG(x) = | Dig(z) Dag(x) Dyng(z) |,
0 o e 0
0 o e 0 1

d.h. die m. Zeile ist gerade Dg(x). Wir berechnen det DG (z) durch Entwicklung nach
der m-ten Spalte und erhalten

det DG(z) = Dpg(x) - det I,y = Dp,g(x).
Dabher gilt: det DG(z) # 0 <= D,,g(x) # 0.
Typ (B): eine Transposition, das ist eine lineare Abbildung B € L(R™ R"™), die zwei

Basisvektoren vertauscht und alle anderen fix lasst, d.h. 3i,7 € {1,...,n} mit
€] [ 7é 1A\ 7é j
Bel = ej =1

Fiir jede offene Teilmenge U C R™ ist B |y ein €*°-Diffeomorphismus U — B(U).
Falls 2 = j, dann ist B = I,,.

Lemma

Sei ®: R" O U — R" eine C'-Abbildung, ®(0) = 0 und D®(0) invertierbar.
offen

Dann gibt es eine Umgebung W von 0 in R™ und C!-Abbildungen Gy,...,G,: W — R"»
vom Typ (A), G;(0) = 0 und DG,;(0) invertierbar (j = 1,...,n) und Transpositionen
By, ..., B,_1 so, dass fiir alle z € W gilt

(25.3) ®(x)=Bjo---B,10G,0---0G(x)

Also ist ® lokal eine Verkettung von Abbildungen des Typs (A) oder (B).
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Beweis

Seien P, ..., P, € L(R",R") die Projektionen

Py :=0, P,x ::ijej =(21,...,2p,0,...,0) (1 <m<n).
j=1

Wir setzen Fy := F} := ® und zeigen induktiv die folgende Zwischenbehauptung:

Fir 1 < m < n gibt es offene Mengen V,, € R" mit 0 € V,, und U,,_; C V,,_; mit
0 € Upy-_1, eine C-Abbildung F,,: V,, — R" mit F,,(0) = 0 und DF,,(0) invertierbar,
sowie eine Transpoition B,,_; und einen C!-Diffeomorphismus G,,_i: Upn_1 — V,, vom
Typ (A), so dass auf V,, gilt:

(Am) Pm—lFm — I'm—1 und Bm—lFm = I'm-10 G;’Llfl

m=1: mit Vy:=V; :=Uy:=U und By := Gy := I, ist (A;) (wegen Fy = F; = ®) trivial
erfiillt; weiters ist F1(0) = 0 und DF;(0) invertierbar laut Voraussetzung an ®.

m — m + 1: es gelte also bereits (A4,,); dann muss F,,(x) = (21, ..., Tm_1, fm(2), ..., fu(x))
gelten, wobei f,,, ..., fn: Vi, — R stetig differenzierbare Funktionen sind; somit haben wir
Ina O
DF,(0) = | PO
D,(0)

und die m-te Spalte daraus ist DF,,(0) - e,, = Z D, f:(0) - e;.

Da DF,,(0) invertierbar ist, muss es ein k mit m < k < n geben, fiir das D,, fr(0) # 0 ist.

Sei B,, die Transposition, die e, mit e, vertauscht. Wir definieren
Gm(z) =+ (fr(z) — 2m) - €m Vo € V.

Dann ist G,,: V;, — R" eine €'-Abbildung vom Typ (A) mit G,,(0) = 0 und DG,,(0) ist
invertierbar, denn det DG,,(0) = D, fx(0) # 0.

Nach dem Satz iiber Umkehrabbildungen (aus Analysis 2) gibt es eine offene Menge U,,, C
V,, mit 0 € U, und eine offene Menge V,,,,1 C R™ mit 0 € V,, 41 so, dass GG U, —
Vins1 ein Cl-Diffeomorphismus ist.

o,

Nun definieren wir
Fri1(y) = By - Fr 0 GLN(y) Yy € Vinga,

sodass die zweite Gleichung in (A,,+1) laut Konstruktion erfiillt ist.

Es ist Fpi1: Viny1r — R eine C-Abbildung mit F,,,1(0) = B,, - 0 = 0; weiters ist
DF,,.1(0) = B,, - DF,,(0) - D(G;})(0) als Produkt invertierbarer linearer Abbildungen
ebenfalls invertierbar.



16 IX MEHRFACHE INTEGRALE

Fir z € U, gilt

PmFerl(Gm(-T)) = PmBmFm(x) = PmBm(xla ey Tm—1, fm(x)7 ) fn(x))
= (‘Tlv sy Tm—1, fk(x)70 s ) = Pme(x)a
daher also fiir alle y € V,,,11 = G,,,(U,,,) die Gleichung
]%n}an+l(y) = Py,

womit (A,,4+1) gezeigt und damit die Zwischenbehauptung bewiesen ist.

Aus (A,,) folgt insbesondere
F..(z) = By Frp1 0 G () (x€Up,m=1,...,n)
und daher sukzessive

q):FlzBl'Fg OGlzBl'BQ'F3OGQOG1:"'
~~ —_—
| |

=By---B, - F,0G, 100G (giiltig nahe 0) .

AuBlerdem ist geméf der ersten Gleichung in (A,) auch die Abbildung F,, vom Typ (A),
weshalb wir schliellich G,, := F;, setzen konnen.
U

25.5. Glatte Partitionen der Eins

Lemma

Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es Funktionen x, € C>*°(R") (fir p € Z") mit folgenden
Eigenschaften:

1) Vpe Z™ 0 < xp(x) <1 fiir alle x € R”
2.) supp(xp) € We(ep) :={z € R™: |z; —epj| <e (j=1,...,n)}

3.) Ve R": > xp(x)=1 (auf kompakten Mengen jeweils nur endliche Summe)
pEL™

Beweis

Schritt 1: Setze

g(t) := {eXp (-t <1

0 It > 1,

dann ist g unendlich oft differenzierbar [Beweis wie in Analysis 1, 10.12] und nach Kon-
struktion ist supp(g) = [—1, 1].
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Demnach ist G(t) := > g(t — k) fiir ¢ in einem beschrinkten Intervall nur eine endliche
keZ
Summe, somit also in C*°(R). Es ist G(t) > 0 fur alle ¢ € R (weil immer fiir mindestens

ein k gilt g(t — k) > 0) sowie G(t — ) = G(t) fiir | € Z (G ist also 1-periodisch).

Wir setzen h(t) := %, dann ist h € C*(R), 0 < h < 1, supp(h) = supp(g) = [—1,1] und
t—k
VteER: Zh(t—k):zg(Gi(t))zl.

keZ keZ

Schritt 2:
Fiir p = (p1,...,pn) € Z" definieren wir

W= (2 ) n (B ) wery

Dann ist x, € €*(R"), 0 < x, <1 und

supp(x,) = | [ supp ~ (g —m) = [Ile(p; = 1), (p; + 1)] = We(ep).

j=1 j=1
AuBlerdem gilt

= X () n ()

peEL™ P1e-Pn€L

Korollar

Sei U C R™ offen und B C U kompakt. Dann gibt es eine Funktion ¢ € CX(U) mit
0<¢<1und
Vee B: ¢(zr)=1.

Wir nennen ¢ eine glatte Abschneidefunktion iber B innerhalb U.

Bemerkung: Wir konnen jedes ¢ € C°(U) auch als Funktion ¢ € C*(R"™) auffassen,
indem wir mit Null fortsetzen (da ¢ nahe des Randes von U verschwinden muss, ist die
Differenzierbarkeit dadurch nicht geféhrdet.)

Beweis

Wiéhle € > 0 so klein, dass jeder kompakte Wiirfel mit Seitenlénge (kleiner oder gleich) 2¢,
der B trifft, schon ganz in der offenen Menge U enthalten ist (der Rand von B hat einen
positiven Minimalabstand zum Rand von U).
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Sei (Xp)pezn die geméB obigem Lemma zu € konstruierte Familie von glatten Funktionen.
Bezeichne P die (endliche!) Menge der Indizes p € Z", fiir die supp(x,) N B # 0 gilt, und
setze

o(z) == pr(x) (x € R").

peEP

Dann ist ¢ eine C*°-Funktion mit supp ¢ = Upe p SUPP Xp, also kompakt und in U enthalten,
sowie ¢(z) =1 fiir € B nach Konstruktion.
O

Proposition

=1,..,

Dann gibt es Funktionen vy, ..., ¢y € C°(R™) mit folgenden Eigenschaften:
1L)1<j<N:0<9y; <1
2) v] € {1>>N} Supp(%) g ‘/J

3.) Vo € K gilt: Yy (z) +-- -+ ¢n(z) =1

-----

der Eins.

Beweis

Fiir jedes z € K gibt es ein j € {1,...,N} und r(z) > 0 mit B, (z) C V;. Da
(Br(2)(2))zek eine offene Uberdeckung von K ist, konnen wir x, ...,y finden mit K C

U;\il By (x). Fir j =1,..., N setzen wir [; :={l € {1,..., M} : By)(2;) € V;} und

B; = U Bz (x1).

lel;

Es ist B; C V; kompakt und K C J) | B;.
Nach obigem Korollar gibt es zu 1 < j < N jeweils ein ¢; € C°(R™) mit

%'}Bj =1, suppyp; CV;, 0<¢p; <L

Wir setzen ¢ = @1 und ¢;41 == (L —¢1)--- (1 — ;) - pjp1 (fir y=1,...,N —1). Es ist
klar, dass 11, ...,¥n: R” — R unendlich oft differenzierbar sind; weiters gilt

1)0<¢y <lund O0<¢p1=010—¢1) - (1—¢;) i1 <1
—— ~

<1 <1 <1

2.) supp(v;) C supp(yp;) C Vj;
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3.) induktiv sieht man zunéchst

N
() Yr(x) + ...+ Yn(z H (1— @il Vo € R™.
=1

[Es ist ndmlich ¢y =1 =1—(1—¢p1) und aus 1 +---+1¢; =1—(1—¢q) - -

19

(1—))

folgt 4y +- - +1b; + 91 = 1—llf[1(1—90l)+llj1(1—901)'90j+1 = 1—111(1—901)(1—90#1)-]

Falls z € K ist, dann existiert ein [ € {1,..., N} mit x € Bj; wegen ¢,
1 — ¢i(x) = 0, daher ist die rechte Seite von () gleich 1.

5

= 1 folgt

O

Anwendung: Sei f € C.(R"), K := supp( f), und (V;) eine endliche offene Uberdeckun-
gen von K. Mit einer glatten Partition (1/)]) der Eins, die (V;) untergeordnet ist, kénnen

wir schreiben: N
=Y _(f)
j=1

wobel f - 1; € C.(R™) mit supp(f - ;) C Vj gilt.

D.h. f kann als Summe von stetigen Funktionen mit ,, beliebig kleinen Tragern“ dargestellt

werden.

25.6. Theorem

Es seien U,V C R" offen und ®: U — V ein C!-Diffeomorphismus, dann gilt:
Vel (V)ist fod e C.(U) und

(25.4) /f )) | det D®(z \dx—/f

Beweis

Sei K := supp(f), dann ist supp(f o ®) = &1 (K) C U wegen der Stetigkeit von ®~!

kompakt, also ist f o ® € C.(U).
Schritt 1: Das Theorem gilt fiir Transpositionen B [25.4, Typ (B)].

Es ist DB(x) = B und det B = £1, daher folgt (25.4) direkt aus Korollar 24.2 (Vertau-

schung der Integrationsreihenfolge).

Schritt 2: Das Theorem gilt fiir @'-Diffeomorphismen vom Typ (A) [in 25.4].
Sei & = G von der Form

G(x) - (1-17 A 7$m—179(m),xm+1, oo ,:L‘n).

fI/'/ (L’”
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Fiir alle z € U ist 0 # det DG(z) = Dpg(2/, xp, 2”). Sei supp(fo®) C I' X [a,b] x [" =: Q
mit geeigneten Zellen I’ C R™ ! und I” C R*™. Dann ist

/f )) | det DO(z)| da

b
:///f(x’,g(x/,xm,x”),x”)]Dmg(x/,xm,x”)\dxmdx”dx/.

1" oa

Fiir beliebig fixierte 2/, 2" ist Ry 4 : 7+ g(a’,r,2") ein C'-Diffeomorphismus der offenen
Teilmengen
R 2 Ux’,x” = {.Tm cR: (x/,xm,x”) c U} — Vx’,x” g R7

wobei V, ,» einfach das Bild von U, ,» unter R, ,» bezeichnet.

Das innerste Integral (oben) ist geméfB der eindimensionalen Substitutionsregel [in der
Fassung von 25.1] (mittels Substitution z,, — g(2', 2y, 2") =: t, dt = D92, zp, 2"))
gleich

/ f@ g2z, "), ") | Dig (2, 2, 2| dvyy = / fa! ¢, 2") dt,
U / ll V l x //
wodurch wir in diesem Fall auch die erwiinschte Formel erhalten, ndmlich

(%) = / / / F ) dt da” dad — / ) dy

ron
I I Vm/’z//

Schritt 3: Sind U & vV 2L w jeweils Cl-Diffeomorphismen offener Mengen im R™ und das
Theorem wahr fiir F' und H, dann gilt das Theorem fiir & := H o F.
Es ist

det D®(z) = det (DH(F(x)) - DF(z)) = det DH(F()) - det DF ()

und daher

/f dz—/f )) | det DH (y)| dy

/f )) | det DH(F(x))| | det DF (x |dx_/f )| det D®(x)| da.

Schritt 4: Das Theorem gilt, wenn f einen geniigend kleinen Tréger hat.
Sei ndmlich zy € U beliebig und

O(x) == (x4 x0) — P(20).

Dann ist ®: U := U — {0} — V :=V — {®(x()} ein C'-Diffeomorphismus und ®(0) = 0.
Nach Lemma 25.4 gibt es eine offene Umgebung W von 0 sowie Transpositionen By, ..., B, 1
und Diffeomorphismen Gy, ..., G, vom Typ (A) mit

O(F) =By By 1-Gpo---0G(F) VieW.
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Daher gilt mit W := W + {} dann
O(x) — P(xg) =By Bpo1-Gpo---0Gy(x — ) Vo e W.

Wenn nun f € C.(®(W)) ist, dann folgt (25.4) aus den Schritten 1-3, wobei noch zu
beachten ist, dass die zusétzliche Translation um ®(zy) nicht in die Jacobimatrix von ®
eingeht und die Translationsinvarianz des Integrals (auf R™) zusammen mit passenden
Trégereinschliissen verwendet werden darf.

Schritt 5: Zerlegung des Trégers fiir beliebiges f € C.(V).

Nach Schritt 4 gilt: Fiir alle y € V gibt es eine offene Teilmenge V, in V' so, dass das
Theorem fiir alle stetigen Funktionen h: V' — R mit supp(h) C V, gilt.

Sei nun K := supp(f) € V. Dann ist K kompakt mit offener Uberdeckung (V}),cy. Sei
(Vyj) j=1,...~ eine endliche Teiliiberdeckung daraus, die K noch iiberdeckt. Nach 25.5 gibt
es eine untergeordnete Partition der Eins (wj)ff:l und somit ist

N
f= ;(f-wj), wobei supp(f - ;) CV,; (j=1,...,N).

Da das Theorem nun schon fiir jeden Summanden bewiesen ist, gilt es also fiir die ganze
Summe und damit fiir f.

O
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26. Ausdehnung auf halbstetige Funktionen

26.1. Lemma (Satz von Dini')

Es sei K C R™ kompakt, f : K — R stetig und f; : K — R (I € N) stetig mit der
Eigenschaft, dass

a) fo< i< < fi<fin <o ((f;) monoton wachsend)
und
b) Vr € K : llim filz) = f(x) (punktweise Konvergenz),

dann ist (f;) gleichméBig konvergent gegen f.
(Eine analoge Aussage gilt fiir den Fall, dass (f;) monoton fallend ist.)

Beweis

Wir setzen g, := f — f;, dann ist g; stetig auf K,

g=f-h>2f-fii=9n1 >0 ud g(z)=f(r)— filr) >0 (I — o0),

d.h. (g;) ist nicht negativ, monoton fallend und punktweise konvergent gegen 0.
Sei € > 0, dann gilt

Vee K:3dN(z) eN:VI>N(z): 0<glx) <

DO ™

Die Funktion y — gn()(y) ist stetig im Punkt y = z, daher gibt es ein d(z) > 0 so, dass
fiir alle § € K mit ||§ — z|| < d(z) gilt

DO ™

|9n@) (&) — gn (2)] <

Die Familie der Kugeln (Bé(gg) (:zc))xe 5 bildet eine offene Uberdeckung von K. Da K kom-
pakt ist, gibt es x1,...,xy € K mit

M
K €| Bsay(x)).

j=1
Sei nun [ > N := max(N(z1), ..., N(za)). Zu jedem £ € K gibt es ein j mit § € Bs(,,)(z;)
und somit

0 < ai(&) < gnG;)(€) = N (€) = InGy (5) + IN ey (25)

13 19
< 9N, (&) = 9N (@5)] + gn @) ()] < gtz =¢

1Ulisse Dini (*14.11. 1845 Pisa; 128.10. 1918 Pisa) [u'lisse 'dimi], italienischer Mathematiker und Po-
litiker
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Daher ist schlie8lich fiir alle I > N

If = fille = llgillc = sup|g:i(§)] < e,
cek

d.h. fur (I — oo) konvergiert f; — f gleichméaBig.

26.2. Korollar

Es sei f € C.(R") und f; € C.(R™) (fiir [ € N) mit f; < f11. Weiters gelte fiir alle z € R",
dass f(z) = lim;_ fi(z). Dann ist auch

hm fl )dx = / f(x
(Eine analoge Aussage gilt fiir den Fall, dass (f;) monoton fallend ist.)

Beweis
Fiir alle x gilt fo(z) < fi(z) < f(z). Falls f(z) = 0 und fy(z) = 0 ist, dann muss also auch

fi(x) = 0 sein.
Dabher gilt: « ¢ supp(f) Usupp(fo) = x ¢ supp(f;), d.h

supp(f) C supp(f) Usupp(fo) =: K.

Auf der kompakten Menge K ist also der Satz von Dini [26.1] anwendbar. Demnach gilt
fi — [ gleichméBig (I — oco) — in diesem Fall sogar auf ganz R", weil ja auf R™\ K sowieso
alle f; gleich Null sind. Aus der Stetigkeit des Integrals [24.8] folgt nun

llggOR[ﬁ:R[f.

U
Grundidee fiir das Folgende: Verwende Folgen ( f;) aus C.(R™) mit den Eigenschaften 26.1(a,b)
bei Approximation von allgemeineren Integralen; wegen 26.2 ist dies jedenfalls konsistent
mit dem bisher definierten Integral auf C.(R™). Also sieht unser Programm so aus:
Sei f; € C., fi < fir1 und f; — f punktweise konvergent, dann definieren wir

[ =i 5

? | Unabhéngigkeit der Definition von der approximierenden Folge (f;)?
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26.3. Lemma

Es seien (f;) und (g;) (punktweise) monoton wachsende Funktionenfolgen in C.(R™) mit
der Eigenschaft, dass

Vo e R": llim filx) = llim g(x) € RU{+o0}

(wegen der Monotonie existieren die Limiten [zumindest als uneigentliche]).
Dann gilt auch

llim fi(z)de = llim /gl(x) dr € RU{+o0c}.
Rn

Rn

Beweis

Sei k € N fix. Wir definieren h;(z) := min(g,(z), fr(z)) (z € R™). Dann ist h; stetig
[weil ja min(g;, fi) = (g + fu — g1 + fk\)/Q ilt] und hat ebenfalls kompakten Tréger, d.h.
h; € C.(R™). Weiters ist hy(z) < hjy1(z) < fi(z), insbesondere also auch (h;) punktweise
monoton wachsend.

Wegen fi.(z) < lim f;(z) = lim g;(x) ist limy_,o hy(2) = fi(2) und somit nach Korollar 26.2
auch
/fk(x) dx = llim h(x)de < lim [ g(z)dx.

[h<g)] =0

Durch Vertauschung der Rollen von f; und g; erhalten wir auch / gr(x)de < llim fi(z) dx

lim/fl zlim/gl.

somit insgesamt also

O

Wir diirfen also feststellen, dass obige Idee zu einem sinnvollen Integralbegriff fithrt, wenn
wir jene Funktionen f : R" — RU{+o00} betrachten, die als monotone Limiten von Folgen
aus C.(R™) auftreten.

26.4. Definition

HI(R™) == {f:R" - RU{+o0}: I (f)) in C.(R™) monoton wachsend
mit f(z) = llim filz) Vx eR"}

HIR™) :={f:R*" - RU{—cc}: I (f;) in C.(R™) monoton fallend
mit f(z) = llim filx) VxeR"}

7 | Was fiir Funktionen sind das?
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26.5. Halbstetige Funktionen

Definition:

1.) Sei f: R" - RU{+o00} und zy € R"; die Funktion f heiit in z unterhalbstetig (von
unten halbstetig), falls gilt: zu jedem ¢ € R mit f(z¢) > ¢ gibt es eine Umgebung U
von xp mit f(z) > c fir alle z € U.

2.) Sei f:R" - RU{—o0}, zo € R™; die Funktion f heifit in xy oberhalbstetig (von oben
halbstetig), falls gilt: zu jedem ¢ € R mit f(zg) < ¢ gibt es eine Umgebung U von x
mit f(z) < ¢ fiir alle z € U.

Die Funktion f heifit ober- bzw. unterhalbstetig auf R"”, wenn sie in jedem Punkt xy € R”
ober- bzw. unterhalbstetig ist.

Bemerkung:
Sei f:R" — R und z, € R", dann gilt:
1.) f ist unter- und oberhalbstetig in zo <= f ist stetig in
2.) f ist unterhalbstetig in zy <= fiir jedes € > 0 existiert § > 0, so dass
|z —zol| <6 = f(x)> flzmo) —¢
f ist oberhalbstetig in zy <= fiir jedes € > 0 existiert § > 0, so dass
|l —xo|| <0 = f(x) < flxg) +¢
3.) f unterhalbstetig <= —f oberhalbstetig

4.) f ist unterhalbstetig auf R" <= fiir alle ¢ € R ist die Menge {z : f(z) > ¢} offen
<= fiir alle ¢ € R ist die Menge {z : f(x) < ¢} abgeschlossen

(analog fiir oberhalbstetig mit {f(z) < ¢} offen bzw. { f(z) > ¢} abgeschlossen)

Beispiel

Sei A C R™ und bezeichne 1, : R* — R die charakteristische Funktion (oder Indikator-
funktion) von A, definiert durch
1 z€ A
J_A(.CL") = {

0 z¢A.
Dann gilt:
[, 0
o 1, unterhalbstetig < A offen 1 r
o A | 4
e 1, oberhalbstetig < A abgeschlossen
X
R

o 1,stetig & A=0oder A=R" A
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26.6. Theorem
1.) Sei f:R" — RU{+o0}, dann gilt:

Es ist f € H'(R") genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) f ist unterhalbstetig
(b) es gibt eine kompakte Menge K C R", so dass f(z) > 0 fiir alle z € R" \ K.

2.) Sei f:R" - RU{—o0}, dann gilt:
Es ist f € H!(R") genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) f ist oberhalbstetig
(b) es gibt eine kompakte Menge K C R", so dass f(z) <0 fiir alle z € R\ K.

Beweis
Es geniigt, Punkt 1.) zu beweisen (denn es gilt ja: f oberhalbstetig < — f unterhalbstetig).
& Esist f(z) > fo(r) Va € R"; sei nun K := supp(fo), dann gilt Vo € R™\ K natiirlich
f(z) = fo(z) = 0; also gilt (b).

Sei g € R™ und ¢ > 0 mit f(zo) > ¢. Wegen fi(xg) /" f(xg) (I — 00) gibt es ein
k€ N mit fp(zg) > c.

Da f;, stetig ist, gibt es § > 0 mit der Eigenschaft: ||z — zo|| < 0 = fi(z) > ¢; somit
folgt
Vo € Bs(xg):  f(x) > fi(z) > ¢,

also ist f unterhalbstetig in x.

© Es sei f: R" —» RU {400} eine Funktion mit den Eigenschaften (a) und (b) gemés

1.).

e Zunéchst gilt fir alle z € R™\ K, dass f(z) > 0; zu jedem = € K gibt es eine offene
Umgebung U, von z, so dass (nach 26.5, Bem. 4) gilt:

veel,: [(&)>[flx)] -1€Z
—_—

= —M,

K ist kompakt, daher gibt es xq,...,xy mit der Eigenschaft, dass fiir alle £ € K

f(é') Z min(()? _M:L‘U teey _M:BN) = —-M (M € Zund M Z O)

Insgesamt erhalten wir: IM € NVx e R":  f(z) > —M.
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e Sei B die Menge aller offenen Kugeln in R” um Punkte mit rationalen Koordinaten
und mit rationalem Radius, d.h.

B:={B.(q):r€Q,r>04gecQ"} CPR")
(mit P(R™) als Bezeichnung fiir die Potenzmenge von R™) und
A :={(B.(q),c): B(q) € B,c € Q,c > —M so, dass Vx € B,(q) : f(z) > c}.

Die Menge B ist abzéhlbar und somit auch A C P(R") x Q. Sei A = {uq,t1,t2,...},
d.h. g, 11, ... also eine Abzéhlung der Elemente von A.

e Fiir jedes ¢« = (B,(q),c) € A wihlen wir g, € C.(R™) mit folgenden Eigenschaften:

1)g(x)=c Vze Br (q)

2)g(r)<c VzeB.(q) T

3.) g.(x) = —M Vz € K\ B,(q) —\_/ ]

) N
4) g(x) <0 Vo eR"\ (K UB,(q)). \ / \L//

—M g,

Fiir alle e € Aist f > g,
und fiir alle z € R™ ist f(z) = sup{g.(x) : ¢ € A}
[zum Beweis betrachte ¢ — z, r — 0, ¢ — f(z)].
Definiere fiir £ € N die Funktion fi(x) := max (g,,(z), g, (x), ..., g, (x)),
dann ist fi, € C.(R™) [als endliches Maximum solcher Funktionen]
und fiir alle z € R™ gilt fy(x) / f(x) (k — o0). Daher ist f € HT(R").

26.7. Korollar
H'(R™) NHHR™) = €.(R)

Beweis

Die Relationen €. C H! und €. C H! sind klar.
Ist f € H'NH!, dann gibt es kompakte Mengen K, K, C R™ mit folgenden Eigenschaften:
Ve e R"\ K ist f(x) >0 und Vo € R"\ Ky ist f(z) <0.
Somit ist also Vo € R™\ (K; U K3) dann notwendig f(z) = 0, d.h. supp(f) C K; U K.
Weiters ist f unterhalbstetig und oberhalbstetig, also f auch stetig.

[
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26.8. Beispiel

Fiir U C R" offen ist 1 € H' und fiir K C R™ kompakt ist 1, € H'.
(Ist A abgeschlossen und nicht beschrinkt, so verletzt 1, die Bedingung 2.)(b) in 26.6.)

26.9. Definition (Integral fiir H' U J!)
1.) Sei f € H'(R™) und (f;) eine Folge in C.(R™) mit f; / f (I — o0), dann definieren

WIr

/f(x) dx = lErgo/fl(x) dr € RU{+o0}.
Rn R®

2.) Sei f € HY(R™) und (f;) eine Folge in C.(R™) mit f; \, f (I — o0), dann definieren

WIr

/f(x) dr = llirgo filr)de € RU{—o0}.

R™ R"

26.10. Bemerkung

1.) Der Wert des Integral ist gemédfl Lemma 26.3 wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der
Wahl der approximierenden monotonen Folgen.

2.) Die Werte +0o und —oo treten tatsichlich auf: z.B. fiir f = 1 € HT(R) wihlen wir
zu jedem k € N, k> 1, f; als Trapezfunktion

mit fk’Bk(O) =1 und fk’]R"\BkH(O) = 0; dann ist / i 1 \
0

-k -1 —k k k+1

/1dx = klim fr(x)de = klim (2k+1) = +o0
R R

3.) BEs gilt auch folgende Aussage (Beweis als Ubungsaufgabe):
Wenn f € C(R™) und f > 0, dann folgt

feH ' (R") und f(z)dr = lim f(z)dz
]R[ k—o00 /

[7k7k}n

26.11. Proposition

Es seien f,g € H'(R") und A € [0, 0o, dann sind f + g, A - f € H!(R™) und es gilt
L) [(f+9)(@)de= [ f(z)dz+ [g(z)dz (mita+ oo =00+ a:=o00VaeRU{oco})
2) [Of)(x)dz = \- [ f(z)dx (mit A - 00 := oo fiir A > 0, 0 - 00 :=0)
3.) Falls f <g: [ f(z)dr < [g(v)dw

(Analoge Aussagen gelten fiir J'(R™))
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Beweis

(1.) und (2.) folgen aus Definition 26.9;
fiir (3.): OBdA gilt f; /' f, g1 /" g mit f; < g,

26.12. Theorem (Fubini?)

Essei 1 <k <nund f € H'(R"); wir verwenden im folgenden fiir x € R" die Notation
r= (21, .., Ty Tpy1, -, T,) = (', 2") € R¥ x R**. Dann gilt

g
x//

xl

1.) F'Lir alle TS R”*k ist die Funktion fu» : 2’/ +— f (2/,2") in HT(R*) und somit durch
= Jur f(2',2") d2’ eine Funktion F': R"* — RU {400} definiert.

2.) Esist F € H'(R"*) und

(26.1) / Fa") da" = / f(z) da

Rn—k

(Eine analoge Aussage gilt fiir H!.)

Beweis

Sei (f;) eine Folge in C.(R™) mit f; / f; fiir 2” € R"™* sei fy(2') := fi(2/,2");

frzn € Co(RF) [denn supp(f ) C {a' : (2/,2") € supp(f;)} ist beschrinkt] und fi» /" for
(I — 00), daher folgt f,» € H'(RF) und somit 1.).

Es gilt

// /fx” dZE = hm /fl 33// dZE = llm fl(l' T )dl’l
Rk

Wir setzen Fj(x”) : ka fi(a',2") dx’; dann gilt:

o F} € C.(R""): Stetigkeit folgt aus den Siitzen iiber Paramterintegrale aus Analysis
2 (wobei diese hier k-mal iterativ angewendet werden);

ist " ¢ P"((supp(f;))), wobei die Projektion P” : (2, 2") — 2" stetig ist,
kompakt
ompa,

dann ist Fj(x f 0 = 0; zudem ist P”(komp. Menge) stets kompakt, also ist auch
supp(F;) kompakt

2Der italienische Mathematiker Guido Fubini (*19.1. 1879 Venedig; 16.,6. 1943New York) ['gui:do
fu'bimi] hat als Erster einen derartigen Satz bewiesen, der es erméglicht, mehrdimensionale Integrale
mit Hilfe von eindimensionalen auszurechnen.
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e Aus 26.11,3.) folgt F; < Fj,1; und oben haben wir gesehen, dass
F(2") = lim;_o, Fy(2"), also ist F' € H'(R"); schlieBlich gilt

l—o0
Rn—k Rn—k

= lim ( filx' ") dx’) dz" = hm fl )dx = / f(z
]Rn—k RFE

/ F(2")dz" = lim Fy(z") d2"

l—o0

f fi(z) dx gemaﬁ 24.2,24.4]

26.13. Korollar
Es sei f € HT(R"), dann gilt

R[f(x)dx:R/"'R/ﬂxl’“wxn)dfﬂl"'dxn-

(analog fiir H!)

Beweis

Durch sukzessive Anwendung von 26.12 fir k=n—1,n—2,...,1.

26.14. Korollar

Es sei f € H'(R"),1 < k < n und die Notation z = (2/,2") in der Bedeutung wie in 26.12.
Dann gilt

(26.2) / /f(x’,x") dx’ dx”:/ / f', ") dx" dx’:/f(a:) dx
R¥ Rk \Rn—k R"

Rn—k
(analog fiir H!)

Beweis

Folgt durch Vertauschung der Rollen von 2’ und z” im Beweis von (26.1).
U

Bemerkung: im Vergleich zu manch anderen Versionen des Satzes von Fubini (vgl. etwa
mit [Heu04, Abschnitt 200]) ist die hier angegebene einfach, weil die Funktionen aus H'
bzw. H! auBerhalb eines Kompaktums ihr Vorzeichen nicht mehr dndern kénnen.
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26.15. Bemerkung zum Lebesgue-Integral

Wie in Forster, Analysis 3, §6, ausgefiihrt, kann man nun formal &hnlich wie in Analy-
sis 1 bei der Definition des Riemann-Integrals vorgehen und Ober- bzw. Unterintegrale
einfiihren, wobei nun statt Treppenfunktionen (auf einem beschrinkten Intervall) eben
Funktionen aus H'(R") bzw. H!(R") herangezogen werden:

/* f(z)dx = inf{/ p(x)dr:p € %T(Rn),gp > f},

R R

/j@mm:mm/¢@mm¢eﬁﬂw%¢gﬂ.
R R"
Eine Funktion f: R™ — R U d00 heiflt Lebesgue-integrierbar, falls
*
—00 < / f(z)dx :/ f(z)dx < oc.
*
R7 R™

Der gemeinsame Wert des Ober- und Unterintegrals ist dann das Lebesque-Integral von f

und wird mit | f(x)dz bezeichnet.

Rn
Zum Beispiel ist eine Funktion f aus H'(R") genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn das
Integral im Sinne der Definition 26.9 endlich ist.
Wir werden an dieser Stelle noch nicht mit der Diskussion des Lebesgue-Integrals fort-
fahren, weil wir vorerst moglichst rasch zu den Integralsidtzen (in moderner geometri-
scher Fassung) vorstofien wollen. Am Ende der Vorlesung werden wir allerdings eine kurze
Einfiihrung in den allgemeinen Aufbau einer Integrationstheorien aus der so genannten
MafBtheorie geben und auf diesem alternativen Weg wieder auf das Lebesgue-Integral sto-
Ben.

26.16. Integral fiir stetige Funktionen auf Kompakta

Vorbemerkung: In der Riemannschen Theorie mehrfacher Integrale muss eine beschrankte Men-
ge B einen Jordan-messbaren Rand haben, um z.B. die Integration der konstanten Funktion 1
(allg. aller stetigen Funktionen) darauf zuzulassen [vgl. [Heu04, Abschnitt 202]]. Bei unserem
Integralbegriff mittels halbstetiger Funktionen fallt fiir stetige Funktionen auf Kompakta diese
Einschrinkung weg.

Es sei K C R™ kompakt, wie iiblich C(K) = {f : K — R stetig} und C,(K) := {f €
C(K) : f > 0} die Teilmenge der nichtnegativen stetigen Funktionen auf K.

Fiir f € €, (K) sei die Fortsetzung zu einer Funktion f : R® — [0, oo[ definiert durch

2y ) fl@) rek
o reR"\ K.

Wir behaupten, dass f € HY(R™) gilt: zuniichst ist f = 0 auBerhalb von K; fiir ¢ < 0 ist
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die Menge {f(x) > ¢} = R” trivialer Weise abgeschlossen und fiir ¢ > 0 ist {f(z) > ¢} =
{r € K: f(x) > c} wegen der Stetigkeit von f : K — R abgeschlossen (als Teilmenge von
K und wegen der Abgeschlossenheit von K somit auch in R"), also f auch oberhalbstetig.

Nun definieren wir fiir f € C,(K)

(26.3) / (@) do = / F(@) da.

Eigenschaften:

Seien f,g € CL(K), A > 0, dann gilt

[t+a=[r+[g wa [on=a]r

K K K K

[<g9g = I[fé}[g-
[l [1<ifle- R

K K

falls K C [—%, 1—;}” und somit stets [, [ < co.

sowie

Insbesondere gilt

Fir f € C(K) schreiben wir f = f; — fo mit fi, fo € CL(K) (z.B. fi := max(0, f),

fo := max(0,—f)).
Falls fi — fo = f = g1 — g2 mit g1, 9> € C(K), dann ist wegen

h+ge=L+ta = /f1+/g2=/f2+/91 = /fl—/f2=/91—/g2
K K K K K K

K K

die folgende Definition unabhéngig von der gewéhlten Zerlegung f = f; — fo mit nichtne-
gativen stetigen Funtionen fi, fo:

Definition

Sei f € C(K) und f = f; — fo mit f1, fo € €. (K). Dann setzen wir

(26.4) / (@) do = / fi(w) do — / fol) da.
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26.17. Proposition

1.) Die Zuordnung f +— / f(z) dx ergibt ein monotones lineares Funktional C(K) — R.
2.) Seic:= [,.1>0, dann gilt Vf € C(K)

[ Hade| <171
K

(Stetigkeit des Integrals mit Operatornorm < ¢ [gilt sogar = ¢|.)

Beweis

1.) Die Linearitét folgt aus den Eigenschaften in 26.16.
Monotonie: Sei fi — fo = f < g= g1 — g2 mit f;,9; € C4(K) (j = 1,2). Dann folgt

w<f2+9126:1>6/f1 /92 /f2 /

€ C+(K)

o e f

K

2.) Bsist £f < |f] < [[flls - 1, daher

[ o< [urz [1slede=ifle [1de=co)
K K K K

26.18. Proposition
Es sei f; eine Folge in C(K), f € C(K) und f; — f (I — o0) gleichméafig, dann gilt

hm fl )dx = / f(z)dz. (Stetigkeit des Integrals)

Beweis

/f(x) dw—/fl(x) dx| = /(f(x)—fl(x)) dx| < [wegen 26.17,2.)]

K K K

<c llf = fille =0 (1= 00).
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26.19. Theorem (Transformationsformel)

Es seien U,V C R offen, ® : U — V ein C!-Diffeomorphismus und K C V kompakt. Dann
gilt fiir jedes f € C(K):

(26.5) / f(y) dy = / F(®(x)) | det DO(x)] do.

K ®-1(K)
(@1 ist stetig, daher ist ®~!(K’) kompakt.)

Beweis

Es geniigt, die Gleichung fiir f € €, (K) zu zeigen (ist ndmlich f = f; — fo mit fi, f» €
Cy(K), so folgt sie fiir f aus der Linearitét).

Sei f die Fortsetzung von f durch 0 in R” \ K; dann ist fex (R™) [nach 26.16],

daher gibt es eine Folge (f;) in C.(R™) mit fi(x) \, f(x) (I — co) punktweise; OBdA gilt
auch supp(f;) C V fiir alle [ € N.

Wir erhalten daher zunéchst

[ 1= [ Foyay=tim [ fity) dy = [gemiis Theorem 25.6
K R™ 1%

= lim [ fi(®(x))| det DP(x)| dz =: (®.

v =)

Es ist g; € Co(U) und gi(z) \, §(z) := f(®(z))|det D®(z)| (x € U).
Hierbei ist g gerade die Fortsetzung von g(x) := f(®(z))| det D®(z)| (z € &7 1(K)),

daher ist
®=[s)ia= [ g
U d-1(K)

0

Bemerkung: Der obige Beweis zeigt eigentlich sogar, dass die Transformationsformel
auf fiir Funktionen f € H' U X' auf jedem Kompaktum in V' gilt.

26.20. Polarkoordinaten und Verwandtes

In Beispiel 25.3, 1.) hatten wir
U=U_,=]0,00] x| —m, 7, V=V__,.=R*\{(2,0): z <0}

und den Diffeomorphismus ® : U — V| ®(r, p) = (rcosp, rsiny).
Seien 0 < p; < po < 00, — < 1 < ap < 7 und setze

L:=[p1,p2) X [a1,a0) CU, K:=d(L)CV.



26. Ausdehnung auf halbstetige Funktionen

Theorem 26.19 ist hier auf f € €(K) anwendbar und ergibt

P2 o2
/f(x)dy://f(rcosgo,rsincp)rdgodr :/f(r...)rd(r,cp)
K p1 Qa1 L

Qg 4+

P1 P2

a1 +

dp

In den Anwendung benétigen wir aber oft Integrale iiber ganze Kreisfliachen, d. h. [aq, ag] ~
[—m, 7] und [py, p2] ~ [0, R] und K ~ Bgr(0) = {(z,y) : 2>+ y* < R?*}

Proposition

Sei R >0, B:= Bg(0), T := [0, R] x [—m, x|, dann gilt fiir alle f € C(B)

(26.6) /f(x,y) d(w,y):/f(rcosgp,rsingp)rd(r,go).

Beweis

Vermoge der iiblichen Zerlegung f = f* — f~ mit nichtnegativen stetigen Funktionen
f* > 0 konnen wir OBdA annehmen, dass bereits f > 0 gilt.

Setze g(r, ) := f(rcose,rsinp)r, dann ist g € C(7T);
seien 0 < p; < po < R, —m < a; < ay < mund K, L wie oben definiert.
Es ist

/f:/f.J_Kg/f und /g:/g'lLS/gu
K B B L T T

35
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daher
0< [ f=[f= ][ (1-1g) <sup|f(2)| 1
frofr oo
und )

n
N—
S

—

— [g= /g (1—1;) <suplg(w)|- /1-
weT
L T

Daraus folgt weiter wegen [, f = [, g die Ungleichung

g ot
<|[s-[o| o [ojzen [raen [

B\K T\L

Wenn wir nun p; — 0, po — R, a1 — —m und as — 7 streben lassen, so folgt

/1—>0, /1—>0,

B\K T\L

was man z.B. durch nichtnegative stetige Abschneidefunktionen sehen kann, die in e-Néhe
zu B\ K bzw. T\ L gleich 1 und ab 2e-Entfernung gleich 0 sind.
Somit folgt aus obiger Ungleichung schlief3lich

)

Durch #hnliche Uberlegungen sieht man, dass auch Zylinder- und Kugelkoordinaten ,bis
zum hin Rand“ verwendet werden kénnen, d.h. es gilt:

(26.7) / flz,y,2)d(z,y, 2) = / f(rcosp,rsing, z)rd(r, ¢, z)

Bx[0,h] [0,R] X [—m,m] % [0,h]

fiir Zylinderkoordinaten und f € € (B x [0, h]) und

(26.8) / f(z,y,2)d(z,y, 2)

Br(0)

- / f(rcospsin®, rsinpsind, rcosd) r? sind(r, ¢, 0)

[0,R]x[0,27] x[0,7]

fiir Kugelkoordinaten und f € @ <BR(O)>.
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27. Volumina und Integration iiber Normalbereiche

27.1. Definition
Es sei K C R™ kompakt, dann heif3t

Vol,,(K) := /1da::/lK(x) dr € ]0,00]
K R~
das n-dimensionale Volumen von K.

27.2. Lemma
Sei 1 <k <n, K; CRFund Ky C R** kompakt, dann gilt:

VOln(Kl X KQ) = VOlk(Kl) : VOln,k(Kg)

Beweis

Wir schreiben z = (2/,2”) € R* x R"*: dann ist

Vol,,(K; x K3) /lleKQ(a: :E") d(z',x [26 12 / /lK1 dx KQ( ") da"
B 1 @) Lg, @) R

unabh von x’/

37

:/1d$,/1dl'” = VOlk(Kl) 'VOln_k(Kg).

K1 Ko

27.3. Beispiele

b

1.) In Rlz\/oll([a,b]):/1dx:/1dx:b—a.

[a,b] a

2.) Sei K = [][aj,b;] CR", dann ist

j=1
Vol, ( Hvol1 a;, b; ﬁb =)

3.) Zylinder mit kompakter Basis B C R""! und Héhe i > 0: Z := B x [0, h] C R™,

Vol,,(Z) = Vol,,_1(B) - Vol ([0, h]) = h - Vol,,_1(B) (Hohe mal Grundfldche)
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27.4. Prinzip von Cavalieri!

Idee:
—\_/_~
K |
/—\ (beliebige)
: Achse
0 t
N
//
T K

Scheibchen bei ¢t senkrecht zur Achse
Vol(K') ~ Summe iiber die Flachen von (K3)

Proposition

Sei K C R™ kompakt und fiir ¢t € R sei
K, ={(zy,...,201) €ER" 1 (21,...,2,_1,t) € K} CR" .

Dann gilt:
Vol, (K) = / Vol, (K,) dt.

R

Beweis

K ist abgeschlossen (teste z.B. mit Folgen) und beschrénkt, weil enthalten in der kompak-
ten Projektion von K auf die Hyperebene x,, = 0; weiters gilt 1, (1,..., 2, 1) = Lg(2/,t),
——

:L'/

Vol,,(K) = / / L (2') da’ dt = / Vol,,_1 (K;) dt.

R Rn-1 R

daher ist

Beispiel

Kegel mit kompakter Basis B C R"~! und Hohe h > 0:

K={((1 =Nz, \h): 2/ € B,0< ) <1}
K, =0 fir t <0 oder t > h;
0<t<h: Ki={(1-=MXNa2':2" € BjA\h=1t}=

!Der italienische M&nch Bonaventura Francesco Cavalieri (*1598 Mailand; 11647 Bologna) bo-
naven'tuwira fran'tfesko kava'liexri war als Mathematiker und Astronom tétig und beschéftigte sich
hauptséichlich mit der Berechnung von Oberflichen und Volumina. Das von ihm entwickelte Prinzip der
Indivisibilien, das hier vorgestellt wird, wurde in einer Vorform bereits 1604 von Kepler verwendet.
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_ {(1 - %)x e B} _ (1 - %) . B. Daher ist
Vol, (K) = /h Vol, 1 ((1—%) -B) dt — /h o(t) dt.

Fiir t = h ist v(h) = Vol,,_1(0 - B) = Vol,,_1({0}) = Vol;([0,0])" ! =0 und fiir 0 <t < h

) o(t) = / 1y (o) da’ = / lB((i/%))dx':

n—

[mit dem Diffeomorphismus ®: R*~! — R* ! &(2/) = 25 det D®(z') = 1/(1 —

-4

t n—1 ¢ n—1

= / 15(®(2"))| det D®(2')| da’ - (1 — E) = / 1) dy - (1 — E) :
Rr—1 Rn—1

Wegen lim;_, v(t) = 0 = v(h) ist v stetig und somit

h

r t\"! h £\" h
Vol,(K) = / (1 — E) dt-Vol,_1(B) = —. (1 _ E) -Vol,,_1(B) = - -Vol,_1(B).
0 —_———

0
-1

Speziell fiir n = 3 ergibt sich die bekannte Formel “Grundfliche mal Hohe Drittel”.

27.5. Beispiele

1.) Sei f: [a,b] — Rstetigund f > 0; K :={(z,y) e R*: a <2 <b, 0<y < f(z)}

f
‘ W Voly(K) ... Fldche unter dem Graphen von f

|« b

Mit dem Prinzip von Cavalieri und K, = [0, f(z)] erhalten wir

Voly(K) = /b Voly (K,) dz — / f (@) da.
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Verallgemeinerung von 1.): Sei B C R™ kompakt,
fi, fa: B — R stetig und es gelte fi(x) < fo(x) fiir £
alle x € B.

Setze K = {(z,y) € R""': z € B, fi(z) <y < fo(x)}.
Dann erglbt sich

Vol,, 1 (K /lKa:y (x,y) //J_nydydx—

) Rn+1 fi
_ /(7)1@) /(f2() f1()) da. B
B fi(e) B

Volumen der n-dimensionalen Kugel B?(0) mit Radius r > 0:

Wegen 1grg)(z) = lgpe (£) konnen wir dies mittels Transformation ®: 2 — £

mit det D® = 1/r" wie folgt auf die Berechung des Volumens der Einheitskugel
K, := B}(0) zuriickfithren

Wir gehen nun rekursiv vor: sei V,, := Vol,,(K,) (n € N, n > 1).

n=1 V,=Voli([-1,1]) =1—(-1)=2

1. K,={(,t): 2 € K,_1,t € Rmit [|2/||* +¢* < 1};
daher ist (K,); = 0 fir |t| > 1

und (K,), = <B:‘/11_t2( )) = VI— 2K, fir [t| < 1;
somit folgt

V

n

1 1
Vn = / VOlnfl (\/ 1—t2- anl) dt = V /(1 - t2) dt =Cp - anla
—1 ~ v d —1

:(17152)227_1 Volp,—1(Ky,—1) [wie oben)]
1
wobei ¢, = /(1 — 1) " dt =. Weil cos: [0,7] — [—1,1] streng fallend ist,

~1
konnen wir im Integral fiir ¢, die Substitution ¢t = coss, dt = —sins - ds,
vornehmen und erhalten

T T /2

cn:/(sm2s) 2 smsds:/sm”sds:Z/sm”sds,

0 0 0
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wobei letzteres Integral mittels partieller Integration rekursiv berechnet werden
kann [vgl. VO Analysis 1, 10.4]. Es ergibt sich dann insgesamt die Formel

[siehe z.B. [For84, Beispiel (5.7)]].

Als Ubungsaufgabe sollten zumindest die folgenden Fille explizit berechnet wer-
den:

n = 2: mittels (26.8) und Polarkoordinaten oder ¢, = [ sin® s ds = Z:

\/2202-‘/1:;2=W

27.6. Normalbereiche

In der Ebene:

Es seien g1, g2 [a,b] — R und hy, he: [¢,d] — R stetig sowie gi(x) < go(z) Vo € [a,?]
und hy(y) < ho(y) Vy € [c,d]. Dann nennen wir

Bi={(z,y) eR*:a<a<b gi(zx) <y < gofa)}

bzw.
C:={(z,y) eR*: c <y <d, h(y) <z <he(y)}

einen Normalbereich bzgl. der x-Achse bzw. bzgl. der y-Achse. Diese Mengen sind stets
kompakt.
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Proposition

Sei f eine stetige Funktion auf dem Normalbereich B bzw. C, dann gilt

(z)

(27.1) /fxy (2,7) / /fxydy du

a g1(z)
bzw.
d ha(y)
(27.2) /f(:r,y) d(z,y) :/ / flz,y)dx | dy.
C c hl(y
Beweis

Es geniigt, (27.1) zu beweisen; sei B C [a,b] x [m, M] (z.B. M = max(gs), m = min(g;))
und f die Ausdehnung von f auf R? durch Nullsetzen auflerhalb B, dann folgt mittels des

Satzes von Fubini

[1= [ [ 1enm)
-/ 7d e |

a a g1(z)

Beispiel: B={(z,y): 1 <z <4,{/r<y<2}

und go(z) = 2

g2(x)

f(z,y)dy | de.

als Normalbereich bzgl. der z-Achse mit ¢;(z) = /z

oder bzgl. der y-Achse mit h;(y) = 1 und hy(y) = v
Hier sind also beide Formeln (27.1-2) anwendbar.
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Y © ) ®
Entsprechend W ergibt sich
/// ;
x x
/f(xy //fxydydx—//fxydwdy
B L v
o

Ahnlich im R**! (n > 1):

um definiert durch K C R" kompakt

z.B. ist ein Normalbereich B bzgl. (z1,...,z,)-Ra
< go(x) fiir alle z € K, wie folgt:
b

Tp)-

und stetige Funktionen ¢1,¢g2: K — R mlt gl (x)

={(r,2) e R"xR: z € K, g,(z) <z < go(2)
Dann gilt fur f € C(B)

g2(x)

[t [ ] i)

K \gi(z)

Zum Beispiel ist der Zylinder mit Hohe A > 0

B ={(z,y,2) €R*: (x,y) € B;(0),0< z < h} CR?

ein Normalbereich bzgl. der xy-Ebene.
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28. Oberflachenintegrale

28.1. Oberfléichenintegrale im R?
Essei ®: R? O T — R? eine Immersion, d. h. ® ist eine €'-Abbildung und { D, ®(t), D;, ®(t)}

offen

ist linear unabhéngig Vt € T. Somit ist ' := ®(T') eine 2-Fliiche im R?. Insbesondere liefert
® bei Einschrinkung auf geniigend kleine offene Umgebungen jedes Punktes ¢t € T eine
Parametrisierung einer zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit von R? [vgl. VO Analy-
sis 2, 23.1 und 23.2] und {D;, ®(t), Dy, P(¢)} ist eine Basis der Tangentialebene im Punkt
a:= ®(1).

Beobachtung:

o Ny(t) := Dy, ®(t) x Dy, ®(t) (Kreuzprodukt von Vektoren im R?) steht senkrecht auf
diese Tangentialebene in a = ®(t)

Dtl(b(t)
e | Ng(t)] ist die Fliache des Parallelogramms / ///
Dy, ®(t)

Wir erhalten solcherart ein infinitesimales Flichenmaf auf I = ®(T), bezogen jeweils
auf die Verzerrung des Einheitsquadrates €2 I—»el inT'.

Sei K C T kompakt, dann ist auch F' := ®(K) C R* kompakt. Fiir f: ®(K) — R stetig
heifit

(28.1) /de —/f )) I No ()] dt

das Oberflichenintegral von f iiber F' = &(K).

Lemma

Seien ®: T'— R3und ¥: R — R? jeweils 2-Flichen und I': R — T ein C'-Diffeomorphismus
mit ¥ = ®oI'. Sei L C R kompakt, dann gilt fiir jedes f € C(¥(L))

/de_ /de

(L) (®oT')(

Daher ist /de mit F' = (®oT')(L) = ¥(L) wohldefiniert.
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Beweis
/ fds = / F(P(1)) | Dy, ®(t ) X Dy, ®(t) || dt = [26.19, Transformationsformel fur I'|
w() Na ()

= /f(‘ll(r)) N Dy @I (r)) x Dy, ®(T(r)) | | det DT (r)| dr.

Nach der Kettenregel ist D®(I'(r)) = D¥(r)-DI'(r)~!, daher D, ®(I'(r)) = (DU, - DI'(r)™!)
und Dy, ®(D(r)) = (D¥(,y - DI(r)7"), (wobei ()j die j-te Spalte bezeichne).
Wir verwenden nun folgende Eigenschaft des Kreuzproduktes von Vektoren: seien a, b € R?

und A := (a b) (als 3 x 2-Matrix) sowie C' eine beliebige 2 x 2-Matrix; weiters seien ¢ und
d die Spaltenvektoren in A-C = (¢ d); dann gilt

1

cxd=(axb) -detC

(Beweis z.B. durch direktes Nachrechnen). Wenden wir dies auf a = D,, V(r), b = D,,V(r)
und C' = DT'(r)~! an, so erhalten wir

1

Du®(L(1)) x Du®(D(r)) = Dy, W(r) x Dy ¥(r) - qmrrs

und somit insgesamt wegen ¥ = ¢ o I’

/de /f DI Do) x Do) ldr = [ s,

No(r) (®oT')(L)

O
Speziell ergibt sich somit fiir f = 1 folgende Definition: Sei ®: T — R? eine 2-Fliche und
K C T kompakt, dann heift

(28.2) FI(D(K)) = /dS:/]|Nq>(t)Hdt
3(K) K

der Flicheninhalt von ®(K). (Bemerkung: z.B. bei periodischen Parametrisierungen wird
in dieser Definition der Inhalt entsprechend mehrfach gezéhlt.)

Beispiele
cos sinf
1.) Sei ®(p,0) = | sinpsind | und K = [0,27] x [0, 7]. Wir erhalten ®(K) = S? =
cos 0/

{x € R3: ||z|| = 1} und Tangentialvektoren

—sin @ cos p cos 6
D,® = sinf CoS , DgP = | sinpcosf |,
0 —sinf

=V
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wobei die Vektoren v und Dy® senkrecht aufeinander und normiert sind. Daher ist
|INo(p,0)|| =sinf >0 fir0 <60 <n

und
2T

F1(S?) = //sin@d@dgp =27 - (— cos 9)}3 = 4.
00

2.) Sei g: R? D U — R eine C-Funktion und K C U kompakt. Wir erhalten eine

offen

Parametrisierung des Graphen F' von g iiber K durch ®: U — R3 mit ®(z,y) :=
(ZE, Y, g(x, y)) Wegen

L 0 —grad g(z,y)
po=| 0o |, po=[ 1 isth>(x,y):( & 19 y)
Dyg Dyg

und somit

wm=/ﬁwmwwww=/¢uwgmmmwwmw

Bemerkung

Fiir v, w € R? gilt (bekanntlich oder durch Nachrechnen)

ol = ol ol = o Fap® = 10 LD ) —aer (000 00 ),

(0] w) ]
woraus sich fiir v = Dy, &, w = D,,® folgendes ergibt:

Dy, ® | D,,®) (D, ® | D,,®)
28.3 Na()]|? = det (D, g g 2 .
(28.3) 1N (0)] © (<Dt2q>\Dt1q>> (D,,® | D, ®)

Diese Formel (bzw. deren rechte Seite) kann auf k-Flachen verallgemeinert werden und
so als Definition fiir das Flachenmafl dienen (siehe Definition 28.3 und nachfolgende Kon-
struktionen).

28.2. Proposition

Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, « € M und &: T} — M,
V. T, — M zwei lokale Parametrisierungen von M nahe a.

Wir setzen V := ®(T7) N ¥(Ty) (dies ist nicht leer, weil z.B. a € V) und W; := &~ 1(V),
Wy := U~Y(V), dann gilt: Wy, W, sind offene Teilmengen des R* und ¥~ o &: W) — W,
ist ein C!'-Diffeomorphismus.
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7,
.

Topologische Vorbemerkung und Wiederholung:

Es bezeichne d die euklidische Metrik in R”. M C R™ wird durch (M, d’ Aay) Z0m metri-
schen Raum; daher gibt es fiir Teilmengen, Punkte und Folgen in M jeweils Begriffe wie

yoffen,  Rand“ oder ,,Konvergenz“ in zwei Bedeutungen, ndmlich bzgl. d und d’ := d‘ MM

Zum Beispiel gilt: V' C M ist offen bzgl. d’ (d.h. offen relativ M) genau dann, wenn es eine
(bzgl. d) offene Menge U C R™ gibt, so dass V = M N U ist.

(Zum Beweis beachte, dass die Mengen B.(x) N M (fir z € M, € > 0) genau die e-Kugeln
Bl(x) bzgl. d’" in M ergeben.)

Beweis. Aus der Definition des Begriffes Untermannigfaltigkeit erhalten wir: Es gibt offene
Mengen Uy, Uy € R™ mit a € U;NU, und so, dass ®(77) = MNUy, V(Ty) = MNU, gilt und
O: Ty — MNU, V: Ty — M N U, jeweils Homoomorphismen sind (bzgl. d’ = dgn
im Zielbereich).

Daher ist V = (M NU;) N (M NUs) offen in (M, d’) und wegen der Stetigkeit von &~ und

. (.

offen\i’n M oﬂen\;n M
U—ist Wy = & (V) bzw. Wy = U1(V) offen in T} bzw. Ts.
Die Abbildung 7 := (U~! o @) |y,: Wy — Wy ist bijektiv. Es bleibt noch zu zeigen, dass T
ein C!-Diffeomorphismus ist.

MxM
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Sei y; € Wi beliebig und setze b := ®(y;) € M sowie yy := 7(y1) € Wy. Geméfl Theorem
23.4.4.) aus Analysis 2 ist M lokal diffeomorph zu einem k-dimensionalen Untervektorraum
des R™, d.h.: es gibt eine offene Umgebung U C R" von b, eine offene Menge U’ C R™ und
einen C!-Diffeomorphismus

F:U—-U mit FMnU)=EnNU,

wobei Ej, = R¥ x {0} C R" ist. OBdA ist M NU C V (ndtigenfalls verkleinern wir U und
U,
Sei W{ := @ 1(M NU) und Wy := U~1(M NU). Fiir alle t € W] und s € W, gilt wegen
F(MNU)=E,NU" nun

Fod(t)= (g1(t),...,gk(t),0,...,0), FoW(s)=(hi(s),...,h(s),0,...,0)

mit geeigneten C'-Funktionen g; und h; (j = 1...,k). Die Matrix DF(z) ist invertierbar
fiir jedes x € U und D®(¢) (fiir ¢t € T1) und DV¥(s) (fiir s € Ty) haben jeweils Rang k,
daher haben D(gy,...,g%)(t) (fir t € W]) und D(hy, ..., hg) (fiir s € W) ebenfalls den
Rang k. Es bezeichne p die Projektion R® — R¥, dann sind die Abbildungen

g:=0(g1,- - gx): Wi = p(E,NU") und h := (hy,..., hy): Wy — p(E,NU"),

sowohl lokale G!-Diffeomorphismen als auch nach Konstruktion bijektiv, somit also C!-
Diffeomorphismen. Nun gilt fiir alle t € W/

)=V 1lodt) =V o F oFod(t)=(FoW) o (Fod)(t)=h"l'og(t),

daher also auch 7 ein C'-Diffeomorphismus W] — Wj. Da y; € W, beliebig war, folgt
weiter, dass 7 ein C'-Diffeomorphismus W, — W, ist. O

28.3. Definition

Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ®: 7" — M eine lokale
Parametrisierung, dann heifit G: T — M(k,R), wobei G = (gij),; ;< und g;;: T — R
gegeben ist durch -

(28.4) 9ij(t) :== (Dy, ®(t) | Dy, ®(t)) (symmetrisch!),

die Gramsche Matriz (oder Metrik-Tensor) von M bzgl. der Koordinaten ¢ = (¢y,...,t)
und

(28.5) g(t):=detG(t), ¢g:T—R

heift Gramsche Determinante.
Der Spezialfall k = 2 und n = 3 weiter oben lautet ja gerade g(t) = || No(t)|, d.h. /g(t)
entspricht dem infinitesimalen Flachenelement fiir das oben definierte Flichenintegral.
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28.4. Lemma

Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ®: 7" — V. C M bzw.
U: R — V' C M lokale Parametrisierungen mit V' NV’ # (). Bezeichne G bzw. G die
Gramsche Matrix zu ¢ bzw. U. Dann gilt:

1) §(€) = (det D(@7 o W) (£))" - g (7 0 W)(€)) (fiir alle £ € U(V N V).
2.) G(t) ist fiir alle t € T positiv definit.
3.) g(t)>0 VteT.

Beweis

1.) Esist ¥ = ® o (&' o W¥); gemifl Proposition 28.2 ist I' :== &' o ¥ ein Diffeomor-
phismus.

Nach der Kettenregel gilt DU(r) = D(® o I')(r) = D®(I'(r)) - DI'(r), was sich in
Spaltenvektoren so ausdriickt:

DV (r)=D®T(r)) - Dil'(r) (I=1,...,k).
Somit berechnen wir
Gum(r) = (Dy¥(r) | Dp¥(r)) = (DS(I'(z)) - DI (r) | DO(I(r)) - DpT'(r))
= _(D®;-DT)e; | > (D®;- Dpl)e;) = > (D®;- DIT) - (D; - D, T)

i j 7
=>"Y Dy, ®;- DT Dy, ®; - D, T
i o,
=> DT D, Ts-Y D, ® D, = (DI'(r)" - G(I(r))- DI(r)),
a, %

-

g

= <Dto< ¢|Dtﬂq>> =9dap
und erhalten

det G = det(DT") - det(G o T') - det(DI") = (det(DT'))? - det(G o I).

2.) Sei z € R¥, dann gilt

(G(t)z | 2) = <Z (Zglj(t)zj)el | szem>
=> (D) (Dy®|Dy®)z) z=) <Dtl<I> | ZDtj@ - zj> %

l j l J

— <ZDtZCI>-zl | ZDtj<1>'Zj> = H sz : Dtjq)HQ >0
l J J

Dy . ® lin. u.
und (G(t)z | 2) =0 = > 2D, ®=0 "= 2, =0(j=1,....k) = z2=0.
J
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3.) Ist G(t) positiv definit, so sind alle Eigenwerte positiv und daher auch das Produkt
der Eigenwerte = det G(t) > 0

28.5. Integral iiber Untermannigfaltigkeiten

Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f € C.(M). (D.h. f: M — R
ist stetig bzgl. der Einschrankung der euklidischen Metrik auf M und verschwindet auerhalb einer
kompakten Menge K C M.)

Schritt 1: Angenommen supp(f) C ®(7T), wobei ®: T — M eine lokale Parametrisie-
rung ist.

Sei g: T'— R die Gramsche Determinante; wegen 28.4, 3.) ist /g definiert und stetig und
weiters (f o ®),/g € C.(T); wir definieren

/f ) dS(z /f ()90 d.

Gemif 28.4, 1.) hangt diese Definition nicht von der gewihlten Parametrisierung ab, denn
mit [' = &' o U (Notation aus 28.4) gilt

-~

/ F(®(1)) v/a(0) dt = / F(@(T(r))) - | det DY (r)|/g(T()) dr — / F(0 () VE0) dr

g(r)

Schritt 2: Der allgemeine Fall supp(f) C M kompakt.
supp(f) wird von endlich vielen Mengen der Form V; := ®,(Tj) (j =1,..., N) iiberdeckt,
wobei ®;: T; — M lokale Parametrisierungen sind. Es ist V; = M N U; mit passenden

offenen Mengen Ui CR" (j=1,...,N). Sei (X;),_, _y eine der Uberdeckung (U;) unter-
geordnete glatte Partltlon der Ems [entsprechend Pr0p081t10n 25.5].
Wir setzen x; = XJ‘ v U =1,...,N) und definieren
/ F@)dS@) = 3 [ @@ st
Jj= 1M

(es ist supp(x;f) € V;).

Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der Partition der
Eins und den lokalen Parametrisierungen ist.

Seien U;: 7)) — V)" C M weitere lokale Parametrisierungen (I = 1,...,m) und (A)i=1.._m
wie oben (durch Einschrénkung) aus einer entsprechenden Partition der Eins gewonnen.
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m N
Es gilt ij)\l = x; und ij)\l = );, daher auch

=1 j=1

> [u@f@as@ =33 [xunei) s
> [u@n@ ) as@ =Y [ n s dsie),

7j=1 M =1

I
g

wobei verwendet wurde, dass supp(x;A;) C supp(x;) Nsupp(\;) gilt.

Der k-dimensionale Flicheninhalt: Ist beispielsweise M C R”" eine kompakte k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, dann heif3t

Fl (M) :z/ldS(a:)

M
der k-dimensionalen Fldcheninhalt von M.

Das Integral iiber M kann miihelos auch auf halbstetige Funktionen ausgedehnt werden,
was dann auch

Fl(K) = / 1pe(x) dS(z)

fiir beliebiege kompakte Teilmengen K C M definiert, ohne dass M selbst kompakt sein
muss.
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29. Multilinearformen

29.0. Ein bisschen Hintergrund zu Tensorprodukten

[Anmerkung: dieser Unterabschnitt lduft ,aufler Konkurrenz* und ist logisch-begrifflich
gesehen nicht Bestandteil der VO; es kann auch sofort zu Punkt 29.1 gesprungen werden.|

1) Tensorprodukt von Vektorrdumen

e Fs seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume iiber R mit dimV = n und
dimW =m.

Wir setzen J :={1,...,n} x {1,...,m} und
E:=RI={f:J— R}

Dann ist F ein Vektorraum iiber R (mit den iiblichen punktweisen Operationen fiir
Funktionen).
Eine Basis von E ist gegeben durch {e;;: 1 <i<n, 1 <j <m}, wobei

eij(r,s):{ (1] A }:5”-6]»3.

sonst
Daher ist dim E = n - m.

e Seien nun {vy,...,v,} bzw. {wy,..., w,} Basen von V bzw. W.
Wir definieren ¢: V' x W — FE zunéchst auf den Paaren von Basiselementen von V'
und W durch ¢(v;, w;) :=e;; (1 <i<mn, 1 <j <m) und setzen bilinearer fort, d. h.
fir Vektoren v = > \v; € V und w =) pjw; € W ist

t(v,w) = L(Z i, Z,ujwj) = Z ity - L(vi, wy) = Z Aiflj * €.
i j i.j ij

Mit der neuen Notation

konnen wir also schreiben

V®W::E:span{vi®wj:1§i§n,§j§m}:{ Z aijvi®wj:a/ij€R}

1<i<n
1<j<m

und
(v, w) = Z iy - v; @ wj.

Z‘?j
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Lemma 1

Sei U ein Vektorraum iiber R und 8: V' x W — U bilinear, dann gibt es genau eine lineare
Abbildung #: V@ W — U mit = [F o, d. h.

V xW
) ; ist ein kommutatives
Diagramm.
VeW—U
B

Diese Eigenschaft der Faktorisierung beliebiger bilinearer Abbildungen auf V' x W in lineare
Abbildungen auf V ® W heif3t universelle Figenschaft des Tensorprodukts.
Beweis
Eindeutigkeit: Falls B existiert, muss gelten
B, w;) = B (1(vi, wy)) = Blv; @ wy).
Somit ist § auf der Basis {v; @ w;} festgelegt, also auf V @ W eindeutig linear fortsetzbar.

Existenz: Wird §(v; ® w;) := B(v;, w;) gesetzt und linear fortgesetzt, so erhalten wir

ﬂ( Z Aivi, Z ,ujwj) = Z it B(vi; wy)

=D i Bl @ wy) = B( Y Aapy v @ wy) = B(e(v, w)).
O

Lemma 2

Ist B’ ein R-Vektorraum und ¢/: V' x W — E’ eine bilineare Abbildung, die ebenfalls die
universelle Eigenschaft (wie in Lemma 1) erfiillen, dann ist £’ isomorph zu V @ W.

Beweis

Die universelle Eigenschaft fiir (V ® W,¢) und (E’, /') wird wie folgt angewendet:

VxW V xW
VoW —F £ - VeoWw

Dann ist

7 oi(v; @wj) = Z/(Zo L(/Ui,wj)) =lold(v,w)=v, 0w, = Tol=idvgw.

V 2

Analog sieht man, dass i o = idg gilt.
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Definition

Der durch die universelle Eigenschaft aus Lemma 1 bis auf [somophie eindeutige R-Vektorraum
heifit Tensorprodukt von V und W und wird mit V ® W bezeichnet.

Unsere obige Konstruktion von V@ W = EF und t: V x W — V @ W ergibt folgende
Notationen und Rechenregeln:
e Ist (v,w) € V x W mit Basisdarstellungen v = > A\jv; und w = ) pw;, dann
i=1 =1

J
schreiben wir

vRw = (v, w) :Z)\iujvi@)wj

e (M) Rw=ANvew)=v® (Aw) (A€R)

e (VHV)@uw=vRuw+vRw (U eV)
vR(w+w)=vw+vuw (v eW)

e aus der obigen Konstruktion mittels Basen folgt direkt, dass

dmV W =dimV - dim W.

Bemerkung: nicht alle Elemente aus V ® W sind von der Form v @ w mit v € V, w € W
betrachte z.B. e; ® e3 + 5 ® e; € R? @ R?:

!
e1 ey +eRe = ()\161 + )\262) ® (,u161 + ,UQGQ)
=1 er @er + Apger ® e + Aoty €2 @ €1 + Aafig €2 @ €2

und Koeffizientenvergleich (es handelt sich ja um Basisdarstellungen!) ergibt Aju; = 0 =
Aopto und Ajps = 1 = Aoy — ein Widerspruch %

]?ie Verallgemeinerung auf k-fache Tensorprodukte Vi @Vo®- - -®V}, ist eher eine notationelle
Ubung und wir erhalten

k
dim(V; @ Va @ - @ Vi) = [ [ dim Vi
=1

Bemerkung: In der Physik ist folgende Konstruktionen grundlegend, wobei & = p + ¢,
Vi=---=V,=V"(der Dualraum zu V') und V,4; = --- = V;, = V; die Elemente aus

TIV):=V"®- - @V'eV®---aV

p

Vv Vv
p Faktoren q Faktoren

heiflen p-fach kovariante und q-fach kontravariante Tensoren.
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Eine géngige Schreibweise fiir Basisdarstellungen ist die folgende: sei {vy, ..., v,} eine Basis

von V und {vf,...,v;} die dazu duale Basis in V*; es ist dim(77(V')) = n?*? und jedes
T € T7(V) hat eine eindeutige Darstellung

T: Za‘jl """ jq,v*® ®'U ®/U]1®.'.®/qu7

J1s---Jq

wobei die Koeffizienten auch aus a;; f = T(viy,---,03,0],,...,v},) gewonnen werden
konnen (0.B.), indem T als Multlmearform auf V@ - @VeV ®- - -@V* aufgefasst wird
(némlich mittels v}, ® -+ @ v} @), ® - Qv (w1,... Wy, a1, . ... ,aq) = v} (wy) -+ ag(vy,);

vergleiche auch mlt der Deﬁmtlon von k-Formen weiter unten).

2) Symmetrische und alternierende Tensoren

Sei W ein n-dimensionaler Vektorraum iiber R. Wir betrachten die folgenden Teilrdume
von W @ W:

S(W) :=span{v @ v —v' @v: v, € W},
A(W) :=span{v®@v: v e W}.

Sei : W x W — U eine bilineare Abbildung und U ein R-Vektorraum.
Die Abbildung [ heifit symmetrisch, falls fiir alle v, v’ € W gilt

ﬁ(% U/) = ﬁ(vlj U)

und alternierend, falls
Bv,v") = =B, v)
(oder dquivalent ((v,v) = 0).

Beobachtung:

es bezeichne 3: W @ W — U die zu 3 gehérige eindeutige lineare Abbildung gemi8 der
universellen Eigenschaft, dann gilt

1.) A ist symmetrisch < S(W) C ker 3
2.) (ist alternierend < A(W) C ker 3.
Zum Beweis bemerken wir einfach, dass
L) B(v,0") = B(v),0) = v @) = v/ @ v) = Blu® v — v/ ® v)
—_———

es(w)
und 2.) B(v,v) = B(v @ v) gilt.
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Definition
Wir bilden Quotientenrdume und nennen
WAW =WeW /AW)
das dufiere Produkt und
WeWwW =WeW /S(W)
das symmetrische Tensorprodukt von W.
Bemerkung: Die Vektorrdume W A W und W@W (zusammen mit W x W = W @ W —
W @ W/ ...) erfiillen ebenfalls eine universelle Eigenschaft bzgl. alternierender bzw. sym-

metrischer bilinearer Abbildungen W x W — U und sind dadurch eindeutig bis auf die
Isomorphie festgelegt (vgl. etwa [Fis03, Abschnitt 6.3]).

Notation und Rechenregeln: Seien v, v’ € W
e wir setzen v@v' := v ® v' + S(W), dann gilt
v = v’ Qv (Symmetrie) und () ist bilinear;
die Menge {v; ®v;: 1 < i < j < n} bildet eine Basis von W@W, somit ist

n 1
dimWEW =3 j = @
=1

e wir setzen v Av' :=0v ®v + A(W), dann gilt

v AV = —v A v (Antisymmetrie, auch v A v = 0) und A ist bilinear; eine Basis
von W AW ist gegeben durch {v; Av;: 1 < i < j < n}, somit ist dim W AW =

BES

Analog wird das k-fache duflere (bzw. symmetrische) Produkt eingefiihrt
NW =WAWA--- AW (bzw. W := W®---@W) [jeweils k Faktoren];
Es gilt fiir jede Permutation o € §; von {1,...,k}

wy Awa A -+ Awg, = sgn(o) - W) A -+ - A Wok),
was 0 ergibt, falls 3¢, j mit w; = w;.
Weiters gilt k-Linearitét, d. h.
AMwi A Awg) = (Aw) A Awg =wp A (Awg) Ao =+ =wy A+ A (Awy)

und
Wi A Awy + Wi Awg A Awy, = (wy +wp) Awg A A wy
bzw. ebenso Additivitit im zweiten bis zum k. Faktor separat.

Eine Basis von /\k W ist gegeben durch

k
{vig Ao A 0 1<y <dg < -+- <ip <n}, somit dim/\ W:(n);



29. Multilinearformen 59

insbesondere ist
k 0 1 n
/\W:{O},fallsk>n; /\W::]R; /\W::W;/\W’ER.

Wir geben nun fiir den Fall W = V* d.h. W ist der Dualraum eines n-dimensionalen
Vektorraumes V iiber R, eine konkrete Realisierung von /\]€ V* als Raum von Multilinear-
formen an. Diese wird im offiziellen Teil dann zur Definition erhoben werden (vgl. 29.1).

Proposition: /\]€ V* ist isomorph zum R-Vektorraum der alternierenden k-Formen auf
V, das sind Abbildungen w: V* — R mit folgenden Eigenschaften
(a) w(..., W+, . )=Aw(...,v,... )+ pw(... 0 . ) fir \\peR, v v eV

(jeweils dieselbe Komponente)

M) w(.., vV ..., Vv o )=—w(.., v ., 0 )
T T 7 T
i-te Komp. j-te Komp. i-te Komp. j-te Komp. (1 # 9).
Beweis. Sei {1, ..., u,} eine Basis von V* dann ist

: : k
eine Basis von A\" V™.

Wir bezeichnen mit F den Raum der alternierenden k-Formen auf V und definieren
L: N"V* — F wie folgt: zuniichst setzen wir

</’Li1 ) Ul) e <:U’21 ) Uk)
L(:uld/\"'/\:U’ik)(vlu"'avk> := det
(i, v1) - (i, Vi)
fiir alle (vy, . ..,vz) € V¥ und dehnen L dann linear auf A" V* aus.

o L(uy N+ A py,) ist k-linear und alternierend, weil det es ist (ebenso Linearkombi-
nationen davon) und das Skalarprodukt im zweiten Argument linear ist.

T
AN

~

-----

e [ ist injektiv: sei L( Z Ay in Fbig Ao A, ) = 0 in F'; wihle Vektoren

VL gy (2%
vl,...,vnEVmit <,LLZ',UJ'>:5Z‘J' (].SZ,]STL)

Fir 1 <1, < --- <1, < n beliebig folgt dann

O:L(T)(Uip---;vik): Z )\jl 7777 m L(,Ujl/\"'/\,Ujk)(/l}il,...,’l)ik):)\il ,,,,, )

also ist T =0 in A*V*.
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e [ ist surjektiv: sei w € F'; wir setzen

T .= Z W(Viy s+ vy Vi) Py Ao A s

eine einfache direkte Rechnung zeigt dann, dass tatséchlich gilt

L(T)(z1, .-y 21) = w(z1, ..oy 2k) Vo, ...,z € V.

29.1. Definition

Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber R mit dem Dualraum V*.
1.) Fiir k € N sei \"V* definiert als Raum der alternierenden k-Formen auf V, das sind
Abbildungen w: V¥ — R mit den Eigenschaften

(a) w(... N+, ..)=Aw(...,v,...)+p-w. 0 ) fir \,peR, v eV

(jeweils dieselbe Komponente)

M) w(.., vV ..., Vv o )=—w(.., v ..., W )
T T T T
i-te Komp. j-te Komp. i-te Komp. j-te Komp. (1 # 9).

2.) Fiir vy, ...,v, € V* definieren wir die alternierende k-Form vy A --- Ay, € /\k V* wie

folgt:

(29.1)
(vi,wr) -+ (v, wp)

(1 A Avg)(wy, ... wg) = det : : Y(wy, ... ,wy) € V*.

(e, wi) oo (U, we)

Bemerkungen: Eigenschaft (b) ist dquivalent zu
w(vy,...,v,) =0, falls 3i # j: v; = v,

(Beweis als Ubungsaufgabe). Aus (b) folgt weiter, dass fiir jede Permutation o € §; von
{1,...,k} gilt
W(Vs(1), - - Vo)) = 5g0(0) - w(vV1, ..., V).

29.2. Proposition
Es sei A = (a;;) eine (k x k)-Matrix und ¢1,..., ¢, € V*. Wir setzen fir i =1,... .k

k
Py = Z AijPy-
j=1

Dann gilt
¢1/\-~-/\¢k:detA-cpl/\---/\gok..
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Beweis

Fiir beliebige vy, ..., v, € V ist

Uy A Ao, .. o) = det (¥, ) = det (Zaij {05,u1))

J

=det [A- ({(pj,v))] =det A-det ((¢;,v)) =det A-p1 A+ Apg(v1,. .., ).

O

29.3. Proposition

Es seien k,l € N, k,l > 1. Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung

H: (/\kv*) X </\IV*> S ATy

mit der Eigenschaft, dass fiir alle ¢, ..., Yk, m1,...,m € V* gilt:

(1.) H(r Ao Ay A A =g Ao A A A= A,

Wir schreiben vereinfacht w A o statt H(w, o) fir w € A"V*, ¢ € A'V* und nennen H
das duflere Produkt oder Keilprodukt (oder etwas grober das Hackprodukt) von k- und
[-Formen.

Weiters gilt

(2) fiir Wy € /\kj % (] = 1, 2,3)3 (w1 A CUQ) A W3 = W A (CUQ VAN W3)
B)firwe A"V, oe NV wAo= (-0 Aw.

Beweis

Sei {v1,...,v,} eine Basis von V*. Dann erzwingt Eigenschaft (1.) zunéchst, dass fir
11 <t <---<1tpund j; < Jo < --- < j; stets

H(Vil/\"'/\Vik>yj1/\"'/\yjl):Vil/\"'/\yik/\yjj/\"'/\le

gilt. Die geforderte Bilinearitédt ergibt dann

H( Z )‘i1---ik’/i1/\"'/\yik7 Z Oéjl---jlyjl/\"'/\yjl):

1< <ig J1<---<Ji

- § : /\lek Ty Vi N ANy A N Ay

i< <ig
J1<<gy

Wird nun umgekehrt H so definiert, dann folgen die Eigenschaften (1-3.) durch direkte

Rechnung.
O
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29.4. Bemerkung
1.) Die Abbildung H: A'V*x A' V* = V* x V* — A\® V* gemiiB obiger Proposition ist

konsistent mit der direkten Definition von vy A vy fiir v1, 5 € V* vermoge der Deter-
minante; dies folgt aus Eigenschaft (1.). Ebenso gilt dies fiir Faktoren von héherem
Grad.

2.) Fiir k = 0 oder [ = 0 setzen wir (unter Beachtung von A\’ V* := R):
AMw:=X -w AeR we AV
VAN =X (AeER, ve ANV

29.5. Vereinfachte Indexnotation

Im Weiteren schreiben wir auch oft I = (i1, ..., i) und |I| = k, wobei stets die Bedingung
1<y <ig < -+ <1 <n gelte; weiters verwenden wir vereinfachte Notationen wie

Ar statt A ., Z statt Z , w1 statt @;; A--- A,

T|=k 1<y <ig<--<ix<n
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30. Differentialformen

30.1. Definition

Es sei U C R™ offen. Eine Differentialform der Ordnung k (kurz k-Form) auf U ist eine
Abbildung w: U — A" (R™)*.

Wir stellen uns w als ein Tensorfeld (Multilinearformenfeld) vor, d.h. an jedem Punkt
p € U denken wir uns die Multilinearform (genauer: k-Form auf R™) w(p) angeheftet.!

Der Spezialfall £ = 1 ist uns schon bekannt: Differentialformen der Ordnung 1 sind genau
die 1-Formen aus Analysis 2; wir hatten dort die eindeutige Darstellung der 1-Form

W = Z fj dl’j
j=1

mit Komponentenfunktionen f;: U — R, wobei {dx;(p),...,dz,(p)} die zur Standardbasis
im R” duale Basis bezeichnete, d.h. (dz;(p),e;)) = ;.

Nun ist {dz;, (p) A -~ Adx;, (p): 1 < iy < iy < --- < i <n} eine Basis von A\"(R")* und
wir erhalten entsprechend eine eindeutige Darstellung von k-Formen auf U durch

(30.1) w= > faa o dvg A Ndazy =Y fy - day

1<) <ipg<-<ip<n \I|=k

mit Komponentenfunktionen f;, ; : U — R.
Wegen A\°(R™")* = R sind 0-Formen gerade skalare Funktionen U — R.

Wir sagen, dass die k-Form w stetig (bzw. differenzierbar oder stetig differenzierbar [C']
etc.) ist, falls alle Koeffizientenfunktionen diese Eigenschaft besitzen.

e Seien w,w zwei k-Formen und f: U — R, dann sind w + © und f - w punktweise
definiert durch

(w+w)(p) :=wlp)+o(p),  (f-w)p):=[f(p) wp)

e Ist w eine k-Form und o eine [-Form auf U, so ist das &uflere Produkt (oder Keilpro-
dukt) w A o eine Differentialform der Ordnung (k + 1), definiert durch

(wAo)(p) = w(p) Ao(p).

IStreng genommen miissten wir fordern, dass w(p) € /\k T;(U) fiir jedes p € U gilt, sodass w(p) eine
k-Form auf dem Tangentialraum T,(U) an (die n-dimensionale Untermannigfaltigkeit) U (von R™) im
Punkt p ist. Dieser Aspekt ist vor allem in der Differentialgeomtrie wesentlich. Da T,(U) isomorph zu R”
ist und weil wir im Rahmen dieser VO nur Differentialformen auf offenen Teilmengen des R™ betrachten,
erlauben wir uns die vereinfachte Notation.
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30.2. Auflere Ableitung von k-Formen
Definition

Es sei U C R” offen und w eine stetig differenzierbare k-Form auf U.
Fall k = 0: w ist eine 0-Form, d. h. gleich einer @!-Funktion f: U — R; dann ist die duflere
Ableitung df definiert als die 1-Form mit Darstellung

df = iDif dz;.
=1

(Dies stimmt mit dem gleichlautenden Begriff aus Analysis 2 iiberein iiberein, der im
Zusammenhang mit Stammfunktionen von 1-Formen eingefiihrt wurde.)
Fall £ > 1: w habe die Darstellung

1<ip <-<ip<n
dann ist die dufere Ableitung dw die (k + 1)-Form
dw := Z (dfiy.ip) Ndziy A= N day,.
1<ii<-<ip<n

(Beachte, dass df;, ;, gemiaB dem Fall k = 0 jeweils eine 1-Form ist.)

Beispiele

1.) k=1,dh w=>" fjdz;; es ist df; = > D, f;dx;, daher wegen dz; A dz; = 0 und
j=1 i=1

dl‘j AN d!EZ = —dZ'Z AN dl'j also

ij=1 1<i<j<n

Bemerkung: Im Spezialfall n = 3 entsprechen die Koeffizienten von dw in der Ent-
wicklung bzgl. dxy A dxs, dxs A dxq,dzy A dzy (in dieser Reihenfolge gezihlt) genau
fi

den Komponenten von rot | f, | (vgl. die Ubungsaufgaben zu diesem Abschnitt.)

I3
2.) 2-Form im R? (k =2, n = 3):
Es sei w = fiadr Ady + fisdx N dz + foz3 dy A dz, dann beachten wir

dw = (D1f12 dr + D2f12 dy -+ D3f12 dZ) Adx N dy + -

L

geben = 0, wenn --- Adx Ady
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somit erhalten wir

dw = D3f12 dz Ndx A dy + D2f13 dy ANdx N\ dz + D1f23 dr A dy ANdz
—_——— —_——
dxNdyNdz —dxNdyNdz

= (D1 fo3 — Do fi3 + Dsfi2)dx Ady A\ dz

Bemerkung: Mit der Identifizierung v = (fa3, — f13, f12) lésst sich das Ergebnis auch
in der Form dw = div(v) - dz A dy A dz schreiben.

Proposition
Es sei U C R" offen.

1.) Sind wy,w; zwei € k-Formen auf U und )\, u € R, dann gilt

d()\wl + ,uwg) = )\dwl + /LdCUQ.

2.) Ist w eine €' k-Form und o eine €' [-Form auf U, dann gilt

dw A o) = (dw) Ao+ (=1)Fw A (do) (graduierte Leibniz-Regel).

3.) Ist w eine €? k-Form auf U, dann gilt

d(dw) = 0.

Beweis. 1.) Folgt direkt aus der Definition.

2.) Sei zuniichst & = [ = 0, d.h. wir betrachten C!-Funktionen f, g: U — R. Es ist
fANg= fgsowiedf N\g=g-df, fANdg= f-dg und daher

d(f Ng)=d(fg) = Z Dj(fg) dx;

=Y gD;fdx;+ Y fDigdu; =df Ag+ fAdg.

J J

Nunseiw = > frdeyund o = ) gydz;. Dannist wAo = > frg;dx; Adxy und
|I|=k |J|=L 1.7
nach dem obigen Spezialfall

d(w/\cr) :Z(gjdf1+f1dgj)/\d;1:1Ade

1,J

= Z (9sdfr Adxy Aday+ (=1 frdar Adgy Adxy)

= (de[/\dl‘[)/\ (Zgjdxj) +(—1)k (Zf[dl‘]) A (ngj/\dIJ>

=doAo+ (-1)FwAdo
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Wir zeigen die Aussage zunéichst fiir k = 0, d.h. es sei f: U — R eine C*-Funktion.

Dann ist df = Y D, f dx; und mit f; := D; f in Beispiel 1.) oben erhalten wir weiter
j=1
mit dem Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen

d(df)= Y (DiD;f — D;D;f)dx; Adx; = 0.

1<i<j<n

Nun sei w = > frdx; eine k-Form und €2, dann ist dw = Y. df; A dz; und geméif
|I|=k |I|=k
der schon bewiesenen Eigenschaft 2.)

d(dw) =" (d(df) Aday + (=1)' dfy Ad(dar)) = = > dfy Ad(dzy) =0,

=k o =k

denn

d(dxi, N---Ndxzy,) =d(1) Ndzy =0 - dey = 0.

Bemerkung

1)

2.)

Die Aussage d(df) = 0 bedeutet im R? gerade (vgl. die Bemerkung in Bsp. 1.))

rot(grad f) =0

Ist w eine 2-Form im R® mit w = vy dy A dz + vodz A dx + vsdx A dy, so besagt
Beispiel 2.) oben, dass dw = div(v)dz A dy A dz ist; somit ergibt Prop. 3.) zusammen
mit Beispiel 2.) fiir v = rot b (d.h. w = dn mit n = by dx + by dy + b3 dz) die Formel

div(rotb) =0

Sei w =) fjdx; eine 1-Form auf U. Dann ist die Bedingung
i<j

dquivalent dazu, dass w die Integrabilitdtsbedingung (aus Analysis 2) erfiillt; in die-
sem Fall nannten wir w geschlossen.

Wir wissen: Falls U sternformig ist, so folgt aus (x), dass eine 0-Form f existiert mit
w = df (wir nannten f eine Stammfunktion zu w und w in diesem Fall exakt).
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30.3. Definition
Es sei U C R" offen und w eine k-Form auf U.
1.) Sei w stetig differenzierbar. Dann heifit w geschlossen, falls dw = 0 ist.

2.) Sei k > 1 und w stetig. Dann heifit w ezakt, falls es auf U eine stetig differenzierbare
(k —1)-Form n gibt mit w = dn. (n ist also eine Art ,,Stammform* fiir w.)

30.4. Bemerkung

1.) Fir £ = 1 stimmen diese Begriffe mit jenen aus Analysis 2 iiberein.

2.) Ist n €% und w = dn, so folgt dw = d(dn) = 0.
In diesem Sinne gilt: aus 'exakt’ folgt "geschlossen’.

? | Sei U sternférmig und w eine geschlossene €' k-Form auf U.

Muss w dann auch exakt sein?

Die Antwort lautet: Ja.
Das ist der Inhalt des so genannten Lemmas von Poincaré (vgl. Punkt 30.6, Seite 71),
auf dessen Beweis wir nun hinarbeiten.

30.5. Pullback von Differentialformen
Definition

Seien U C R", V C R™ offen und ® = (¢1,...,9,): V — U eine C-Abbildung.
Fiir jede k-Form w auf U ist das Pullback ®*w als k-Form auf V' wie folgt definiert:

firw= Y frdx; mit f;: U — R ist
\T|=k

(30.2) Owi=Y (fro®) dpr= Y (fi.ino®)  dpi A Ndp,.

|I|:k} i< <ip
>
Spezialfille: V—U
1.) kK =0: sei f eine 0-Form, d.h. eine Funktion auf U; ) ¥
dann ergibt sich die Verkniipfung ®*f = f o ®. e
R

2.) k=1:seiw=> fidw;; esist P*w = > (f; 0 P)dp;, wobei dp; = > Djp;dt;; somit
— j=1

=1 =1

d*w = Z (fio®)Djp;dt; = Z (ZDJ%' (fioq))) dt;,

i=1,...,n j=1 \i=1

Jj=1,..., m s

-~
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(251 fi
d.h. mit g = : und f = : ist g = (D®) - (f o D).
Im fn
k
3) m = k: es ist d(pz = Z(D@)Z] dtj, sei fir I = (Zl,,lk) mit 1 <4y <19 <+ <
j=1

(D®); := (D)

dann gilt gemaf Proposition 29.2 dp; = det(D®); - dt; A - - - A dt, und daher

I=1,...,k ,
i=1,...,k

\I|=k |I|=k

Falls sogar m = n = k ist (z. B. mit ® als Diffeomorphismus), so ergibt sich
O*w = (f o ®) - det(DP) - dty A --- AN dty,

firw=f-dei N - Ndx,

Die fiir das Weitere wesentlichen Eigenschaften des Pullbacks von k-Formen sind in folgen-
der Liste zusammengefasst:

Proposition

Seien U C R*, V C R™ offen und ®: V — U eine C'-Abbildung. Weiters seien w, v zwei
k-Formen und o eine [-Form auf U sowie a, A € R. Dann gilt:

L) *N-w+a-v)=X-Pw+a- dv.
2.) P (wAo)= (D) A (D*0).
3.) Falls w C! ist und ® €2, dann gilt d(P*w) = &*(dw).

4.) Sei ¥: R? O W — V ebenfalls €', dann ist U*(®*w) = (P o ¥)*w.

offen

Beweis. 1.) ist klar.

2) e Firk=0und f: U —Rist ®*(f-0) = (P*f) - (P*0) = (D*f) A (P*0)

o I'lir w=dx;, \---Ndx;,, 0 = dx;, N\--- Ndxj ist die Behauptung unmittelbar
klar aus der Definition von ®*.

Somit folgt fiir allgemeine w = > frdx; und o = ) g;dx; die Behauptung aus 1.)
und den gerade besprochenen Spezialfallen.
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3.) Sei wieder zunédchst k = 0, d.h. f ist eine 0-Form und ®*f = f o ®. Dann folgt

d(@*f)=d(fod)=> Dij(fod)-dt; =Y > ((Dif)o®)- Djp; - dt;

j=1 j=1 i=1

=Y (Dif o ®) - dy; = (> Dif - dx;) = *(df).
=1 =1

Sei nun allgemein w = > fr-dxy. Dann ist ®*w = > (fr o ®) - dy; stetig differen-
= \T|=k
zierbar und

d(®w) = > (d(®" fr) Adpr + (=1)° " fr - d(dpi, A -+~ Ndepy,))
; ~

0

=" (dfy) A (day) = (D dfy Adxy) = D*(dw).

(2),1.)]

4.) Wir setzen I' := ® o U und v; = ¢; o ¥ (somit I' = (1, ...,7,)), dann ist nach der
Kettenregel dvy; = d(p; o V)=V*(dp;) und weiter

V@ = v (o0 don) 5, U ege 8- Uil

=Y (froD) - dy =T"(w) = (Po V)"w.

0
30.6. Das Lemma von Poincaré?
Lemma?

t

Sei U C R™ offen, V C R x R" offen mit
[0,1] x U CV und ¥, Vy: U — V definiert vy (U)
durch Uy(x) := (0,2), Uy(x) := (1, ). 14+ 3 ;
Fiir jede geschlossene G k-Form o auf V § 3 U £ \ x
(mit & > 1) gibt es eine €' (k — 1)-Form v, (U) V.
n auf U mit Yo — VUio = dn. 0

2Jules Henri Poincaré (29.4. 1854 Nancy; 117.7. 1912 Paris) [3yl d'ri pwéka're] ziihlt zu den bedeu-
tendsten franzosischen Mathematikern und Physikern. Er gilt als einer der Wegbereiter der Chaostheorie
und der Relativitédtstheorie.

3Es handelt sich hierbei noch nicht um das angekiindigte Lemma von Poincaré, sondern lediglich um
einen Hilfssatz schlechthin.
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Beweis
Wenn o die Darstellung

o= frdr;+ Y gsdt Adzy,

|I|=k |J|=k—1
dann folgt Wio = Z f1(0,.) dz; und ¥io = fr(1,.)dz;.
T
Daher lautet die Bedingung firn= > h,ydx; folgendermaflen:

|J|=k—1

Integral in der Form

Z dhy(z) Ndzy = Z (f1(1,z) — f1(0,2))dx; = | komponentenweise

J|=k—1 I|=k ~ verstanden
|J]| 1] J2Defi(ta) dt

:/(ZthI-de)dt:: ®.

0 |I=k

Die Form o ist geschlossen, daher gilt

O—da—Zthfdt/\d:vfjtZZDxlfIdxl/\de+ > ZD grdz; Ndt A day

[1|=k |J|=k—1 i=1

=dtA | Y Difrder— Y prlgjdszd:cJ +ZZD Srdxi A day.

|I|=k |J|=k—1 i=1

Wegen der Eindeutigkeit der Komponentenfunktionen von (k + 1)-Formen folgt insbeon-
dere, dass der Ausdruck in der Klammer verschwinden muss (denn hier sind alle Terme
versammelt, die mit d¢ zu tun haben), deshalb gilt

Zth[ dl‘] = ZZD%gJ dI'Z A dZL'J.
I J i

Setzen wir dies in (&) ein, dann bedeutet obige Bedingung nun

1 1
!
I N J 0

~
Dy, (fol gs(t,x)dt) [Parameterintegrall

Somit ist die angegebene Bedingung erfiillbar, indem wir h;(x fo gs(t,x)dt und 7 :
S~ hydzy setzen (hy ist @' gemiB den Sitzen iiber Parametermtegrale aus Analysis 2)
J

0
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Theorem (Lemma von Poincaré)

Sei U C R” offen und sternférmig. Ist & > 1 und w eine geschlossene G k-Form auf U, so
ist w exakt.

Beweis

OBdA ist U sternformig bzgl. 0 (sonst Translation anwenden). Wir definieren
O:RxR"—=R" &(t,x):=t-x.
Da U sternformig bzgl. 0 istgilt fiir alle x € U und ¢t € [0, 1], dass ®(¢,z) € U; mit anderen
Worten V := ®~1(U) D [0, 1] x U; weiters ist V offen, weil ® stetig ist.
Wir definieren die k-Form o := ®*w auf V. Dann folgt do [:] ®*(dw) = 0, d.h. o ist
30.5

geschlossen. Seien Wy, U wie im obigen Lemma, dann gibt es eine (k — 1)-Form 7 auf U,

so dass
Uio — Wio = dn.

AuBerdem ist Uio = Ui(d*w) 0 (P o ¥p)*w und ®(Vy(z)) = P(0,2) = 0, daher also
30.5

Voo =0
und weiters ¥io = U (P*w) = (P o ¥y)*w und ®(¥4(x)) = ®(1,x) = z, folglich
Vio = w.

Somit ist insgesamt dn = Vio — Vjo = w.

Spezialfille mit physikalischem Hintergrund:

1.) Fur £ = 1 erhalten wir wieder die Theorie der 1-Formen und Stammfunktionen aus
Analysis 2; insbesondere gilt im R3: Ist v ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit rot(v) =
0 (wirbelfrei), dann gibt es eine Potenzialfunktion f mit v = — grad f.

2.) In U = R® mit k£ =2 (vgl. Bsp. 2.) in 30.2) gilt: sei v = (vy, vq, v3) und
w=v-dyNdz—vy-dxr Ndz+v3-dr Ady,
dann ist
dw = div(v) - dx Ndy N dz;

somit gilt: ist w geschlossen, d.h. dw = 0 bzw. dquivalent div(v) = 0 (quellenfreies Kraft-
feld), dann folgt w = dn bzw. v = rot(b) (Wirbelfeld) mit geeignetem n = by dx+0by dy+bs dz
bzw. b = (bl, bg, b3)
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31. Orientierte Untermannigfaltigkeiten; Integration von
Differentialformen

31.1. Integration von n-Formen

Es sei U C R™ offen (somit ist U eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™) und
w eine stetige n-Form mit der Darstellung w = fdx; A--- Adz,, f: U — R stetig.
Dann ist das Integral von w tiber eine kompakte Menge K C U definiert durch

(31.1) /w:/j@mx

(Merkregel: ,aus dzy A - -+ Adz, wird d(zq,...,2,)".)

Man kann folgende Frage stellen: Ist der Wert des Integrals unabhéngig von den gewéhlten
Koordinaten? Mit anderen Worten: Wie ist das Verhalten unter Diffeomorphismen?

Definition

Seien U,V C R" offen und ®: U — V ein C!-Diffeomorphismus.
Dann heifit ® orientierungstreu, falls det D®(z) >0 Vo € U,
und orientierungsumkehrend, falls det D®(x) <0 Vx € U.

Bemerkung

Sei U (weg)zusammenhiingend und @ ein beliebiger €'-Diffeomorphismus U — V. Die
Funktion = — det D®(z) ist stetig und iiberall ungleich 0. Sei 7: [0,1] — U ein stetiger
Weg von z := 7(0) nach y := (1), dann wechselt ¢ — det D®(y(t)) das Vorzeichen nicht
(Zwischenwertsatz!), daher haben det D®(xy) und det D®(y) dasselbe Vorzeichen; somit
ist @ in diesem Fall entweder orientierungstreu oder orientierungsumkehrend.

Proposition

Seien U,V C R" offen, ®: U — V ein C!-Diffeomorphismus, K C U kompakt und w eine
stetige n-Form auf V. Dann gilt:

1.) Falls ® orientierungstreu ist:

(31.2) (/w:/@u

(31.2) / W= —/<I>*w.
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Beweis

Sei w = fdxy A+ ANdz,, dann ist P*w = (f o @) - det DD - dxy A - - - A dz,, [vgl. 30.5,3.)]
und aus der Transformationsformel folgt

/w—/f dy—/f )- [det DB(a)| dr = /Q)*w,

(K) =+ det D<I>(x) K

wobei + auftritt, falls ® orientierungstreu ist und —, falls ® orientierungsumkehrend ist.
U

31.2. Orientierung von Untermannigfaltigkeiten

Wir erinnern daran, dass fiir M C R™ und V C M gilt:
V offen relativzu M <« 3JU CR" offen mit V =U N M.

Wiederholung zu Untermannigfaltigkeiten: M ist eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R", wenn gilt:

fir alle a € M gibt es T C R* offen und V' C M offen relativ M mit @ € V und eine
Immersion ® : 7' — R™ mit ®(7") = V und ® ist ein Homéomorphismus 7" — V.

Man nennt ® : T — V eine lokale Parametrisierung von M nahe ¢ und ¥ := &1 :V — T
eine Karte' von M nahe a und(ty, ..., t;) € T die lokalen Koordinaten.

Definition

1.) Seien ®; : T; — V; C M (j = 1,2) lokale Parametrisierungen von M nahe a € M
(somit ist V3 N Vs # () und W, := @;1(1/1 NVz2) (j = 1,2); geméB Proposition 28.2
ist ®,1 o ®; : W, — W, ein @'-Diffeomorphismus.

Wir nennen ®; und ®, gleich orientiert, falls ®,' o ®; orientierungstreu ist; ebenso
heiflen dann die entsprechenden Karten V; := CIDj’l : V; — T} gleich orientiert.

(Bem: ‘gleich orientiert’ liefert eine symmetrische und transitive Relation.)

2.) Eine Familie A = (¥, : V, — T,),e; von Karten fiir M heifit Atlas von M, falls

M = |V, ist. Ein Atlas A heifit orientiert, falls je zwei Karten aus A gleich orientiert
el

sind. Eine Orientierung auf M ist eine Aquivalenzklasse von orientierten Atlanten;
dabei heilen orientierte Atlanten A und A’ auf M dquivalent, wenn jede Karte aus
A mit jeder Karte aus A’ gleich orientiert ist. Eine orientierte Untermannigfaltigkeit
ist ein Paar (M, o), wobei M eine Untermannigfaltigkeit und o eine Orientierung auf
M ist.

! Achtung: diese Konvention ist umgekehrt zu jener in [For84]!
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3.) Sei (M,o) eine orientierte Untermannigfaltigkeit. Eine lokale Parametrisierung ®
(bzw. Karte ®~! = W) heifit positiv orientiert bzgl. o, falls ® (bzw. ¥) mit jeder
lokalen Parametrisierung (bzw. Karte) aus einem Atlas, der o représentiert, gleich
orientiert ist.

Bemerkung: M heifit orientierbar, wenn es eine Orientierung auf M gibt. Nicht alle
Untermannigfaltigkeiten sind orientierbar! (Siehe z.B. das Mébiusband in 31.4, Bsp. 31.4.)
auf Seite 80 unten).

Falls M orientierbar mittels o ist, dann gibt es auch eine zweite, nicht dquivalente, so
genannte entgegengesetzte Orientierung, bezeichnet mit —o (sie wird z.B. erzeugt durch
Davorschalten von (ty,...,tg) — (t1,...,tk_1, —tx) vor die lokalen Parametrisierungen).

Beispiele

1.) Sei M = U C R" offen, also eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit; W := id;; ist
eine Karte, A := {U} ein Atlas fiir U und orientiert; sei V C U offen und ¥ : V — T
eine Karte:

U positiv orientiert < Vo € U : 0 < det D(¥ o U™1)(z) = det DU(x).

2.) Sei M = S C R?, also eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit.

Sei V; = S\ {(-1,0)}, T} =] — 7, 7| und

®; = Uy : Ty — V; gegeben durch sphiiri-
y sche Koordinaten ®4(t) = (cost,sint).
Weiters sei Vo = ST\ {(1,0)}, 7> =0, 27| und

\ ®y = Wy Ty — Vo mit ®y(t) = (cost,sint).

Ein Atlas fiir S ist dann gegeben durch A = {¥, ¥, }.

Sei nun V :=V; NV, = S\ {(—1,0),(1,0)}. Q
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Wir erhalten mit
Wy =0 (V)=T,\{0} =] — =, 0[U]0, x|, Graph(T")
Wy = Uy (V) =T\ {r} =10, 7[U]m, 27|
I' =W,0d, :@2—10@1;1/[/1 — W
t+2r —mw<t<O0

t 0<t<m. T 7%

nun I'(t) =

Vit € Wy o T'(t) = 1 > 0, also sind ¥; und Wy gleich orientiert, daher definiert
{¥y, ¥y} eine Orientierung auf S*.

31.3. Integration von k-Formen auf orientierten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten von R"

Es sei U C R" offen, w eine stetige k-Form auf U, M C U eine orientierte k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und K C M kompakt.

Schritt 1: Sei ® : T — V C M eine positiv orientierte lokale Parametrisierung mit
K CV, dann setzen wir

(31.3) /w:: / *w.

Behauptung: Die Defintion ist unabhéngig von der gewéhlten positiv orientierten
Parametrisierung.

Beweis: Sei @ : T — V C M eine weitere postiv orientierte lokale Parametrisierung mit
KCV.Damnist L :=® to®: W — W ein orientierungstreuer C'-Diffeomorphismus,
wobei W := &1 (V NV), W :=d 1 (VNV), und es gilt

/ ®*W — / (é o F)*w — / F*(é*w) [Propi?)l.l} / é*w

o-1(K) o-1(K) r-1(&-1(K)) d—1(K)

O

Schritt 2: Sei K C |J V}, wobei @, : T; — V; (fir j = 1...,m) eine positiv orientierte
j=1

lokale Parametrisierung ist. (Wegen der Kompaktheit von K kommen wir mit endlich vielen

V; aus.)

Dann gibt es eine der endlichen offenen Uberdeckung untergeordnete Partition der Eins

[vgl. 25.5], d. h. €*°-Funktionen xq, ..., Xm : R" — R mit folgenden Eigenschaften:
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(31.4) /w = i

Behauptung: Der Wert des Integrals ist unabhéngig von der Wahl der positiv orientierten
lokalen Parametrisierungen und der Partition der Eins.
Beweis: Seien ®;: T; — V; (I =1,..., N) positiv orientierte lokale Parametrisierungen mit

N
K C UV, und xq,...,Xn eine entsprechende Partition der Eins mit Eigenschaften wie
=1

oben. Wir setzen K; := K N supp(y;) und erhalten

m m N N m N
Z/ij = > / xmw—Z/(ng) sz—Z/sz
=17, L;l . K1:| =il =g =l =1,

Spezialfall £ = 1:

Sei M C U C R" M eine eindimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit und w eine
offen

stetige 1-Form auf U. Sei weiters ® : I — V C M eine lokale positiv orientierte Para-

metrisierung, [a,b] C I und K := ®([a,b]). Mit w = > fidz; und & = (p1,...,p,) ist
—1

KA
dann

n b n

/w: / D — /Z(fiocb)-dcpi:/Zzlfi(@(t))-soé(t)dt G

K o-1(K) ] =1 a

b
= / <f(<I>(t)) | <I>(t)> dt = /w ... ergibt genau das Kurvenintegral aus Analysis 2.
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31.4. Orientierung von Hyperflichen: Normalenfelder

Vorbemerkung iiber Orientierung von R* und Tangentialriumen: FEine Basis
Bo = {v1,...,vx} von R¥ heiit positiv orientiert (bzgl. der Standard-Orientierung von
R¥), falls det(vy vy -« v5) > 0.

Sei (M, o) eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R", ® : 7' — V eine
positiv orientierte lokale Parametrisierung und a = ®(¢,) € V. C M. Dann bildet nach
Satzen aus der Analysis 2 die Menge {D;®(t.), ..., Dy®(t.)} eine Basis von T,(M), d.h.
D®(t,) : R¥ — T,(M) ist ein Isomorphismus (von R-Vektorrdumen).

Eine Basis B = {wy,...,wx} von T,(M) heiBt positiv orientiert bzgl. der Orientierung
o, falls es eine positiv orientierte Basis By, von R sowie eine positiv orientierte lokale
Parametrisierung ® : 7' — V gibt mit a € V und

wJ:Dq)(t*)v] (vjEBO,jzl,...,k).

Insbesondere ist B := {D;P(t,), ..., DpP(t,)} positiv orientiert (als Bild der Standardbasis
Bo={e1,...,exr}).

Diese Defintion von positiv orientierten Basen in T, (M) ist unabhéngig von der Wahl der
positiv orientierten lokalen Parametrisierung ®, weil Parametertransformationen ¥=! o @
auf andere positiv orientierte lokale Parametrisierungen W ja stets orientierungstreu sind

(d.h. det D(T~1 0 ®) > 0 [vgl. 31.1)).

Definition

Sei M C R" eine Hyperfliache, d. h. eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Ein Finheits-Normalenfeld auf M ist eine stetige Abbildung v : M — R"™ mit folgender
Eigenschaft:

Vae M ist wv(a) € Ny(M) und |jv(a)| = 1.

Ist o eine Orientierung auf M, so heifit v positiv orientiert bzgl. o, wenn gilt:
Fiir alle a € M und fiir jede positiv orientierte Basis {v1,...,v,_1} von T,(M) ergibt

{v(a),vy,...,v,_1} eine positiv orientierte Basis von R" (d.h. det(v(a) vy - -v,—1) > 0).
(Es geniigt iibrigens, dies fiir eine positiv orientierte Basis zu priifen: Sei {v],...,v),_} ei-
ne weitere positiv orientierte Basis von 7,(M), dann ist v; = Awv;, wobei det A > 0 und
det(v(a) vy ---v),_y) = det(v(a) vy - - v,—1) - det A.)

Theorem

Sei n > 2 und M C R" eine Hyperflache.

1.) Ist M orientierbar mit der Orientierung o, dann gibt es genau ein Einheits-Normalenfeld v
auf M, das positiv orientiert bzgl. o ist.

2.) Besitzt M ein Einheits-Normalenfeld v, dann ist M orientierbar und es gibt genau
eine Orientierung o von M, so dass v positiv orientiert bzgl. o ist.

Kurzfassung: Hyperflichen sind genau dann orientierbar, wenn sie (stetige) Einheits-
Normalenfelder besitzen.
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Beweis

1.): Wegen dim N,(M) = 1 gibt es genau zwei Einheitsvektoren w, —w € N,(M). Es sei

{v1,...,v,_1} eine positiv orientierte Basis von T,(M) und s := sgndet(w vy ---v,_1) €
{+1,—-1}.
Dann ist {s-w, vy, ...,v,_1} eine positiv orientierte Basis von R", d. h. es muss v(a) = s-w

gelten, womit die Eindeutigkeit von v geklért ist.

Es sei nun v(a) fiir jedes a € M wie oben definiert; es bleibt noch zu zeigen, dass a +— v(a)
stetig ist.

Sei p € M fixiert. Aus den in Analysis 2 bewiesenen dquivalenten lokalen Darstellungen fiir
Untermannigfaltigkeiten folgt: 3U C R™ offen mit p € U und eine C-Funktion f : U — R
mit grad f(z) # 0 fiir alle x € U N M und

MNU={zxeU: f(zx) =0}
Weiters ist {grad f(a)} eine Basis von N,(M) fiir jedes a € M NU.

Wir setzen y(a) := ”i%ff(‘;))” (a € M NU) und wéhlen ,,das Vorzeichen“ § € {+1, —1} so,

dass § - p(p) = v(p) ist.

Mit der Festlegung (a) := § - (a) erreichen wir dann, dass U stetig M NU — R™ ist und
v(p) = v(p) erfiillt.

Sei @ : T'— V eine positiv orientierte lokale Parametrisierung mit p = ®(¢,) € V, dann ist
t — A(t) := det(0(®(t)) D1®(t) - - - D,,_19(1))

stetig TN® 1 (UNM) — R und A(t,) > 0, weil 7(®(t,)) = v(p) = v(p) ist.
Daher bleibt fiir ¢ nahe t, stets A(t) > 0 und wegen der Eindeutigkeit von v(®(t)) mit
dieser Eigenschaft ist (®(t)) = v(®(t)); also ist v nahe p stetig.

2.): Zu jedem p € M gibt es eine lokale Parametrisierung ® : T — V' C M nahe p, wobei
OBdA T wegzusammenhéngend ist (allenfalls ist eine Verkleinerung von 7" nétig). Dann
hat die stetige Funktion ¢ +— A(t) := det(v(P®(t)) D1P(t) - - - D,,—1P(t)) auf ganz T dasselbe
Vorzeichen (vgl. die Bemerkung in 31.1); OBdA ist A(¢) > 0 fiir alle ¢ € T' (andernfalls
kann die Abbildung (¢1,...,t,1) — (t1,...,tn_2, —t,_1) davorgeschalten werden).

Sei nun P die Menge aller lokalen Parametrisierungen mit diesen Eigenschaften (d.h. weg-
zusammenhéngender Bereich und det > 0).

Behauptung: ®,® € P = & und ® sind gleich orientiert.

Sei® : T - V,d:T - Vud W = > (VV), W:= Y (VNV); dann ist
=3 'od: W — W ein C'-Diffeomorphismus.

Wir setzen v; := D;® und ¥; := D;® (j = 1,...,n — 1) erhalten (mit  := T'(t))

(v1(t) -+ va-a(t)) = D(t) = D(® o I)(t) = D(F) - DI(t) = (01(F) -+ - u-s(f)) - DI ().

Wegen det (v(®(t)) vi(t) - - - vn1(t)) > 0, det(v(®(1)) 5y() - --) > Ound det (v(®(t)) v1(t) - ) =
det(v(®(f)) 91(£) - - - ) - det DT(t) folgt somit det DI'(t) > 0. Also ist ' orientierungstreu.
Somit definiert A := {®~!: & € P} einen orientierten Atlas, also eine Orientierung o, und

v ist bzgl. o positiv orientiert.
0J
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Beispiele V()
1.) S? = {z € R? : ||z|]| = 1} ist eine Hyperfliche im R3 mit T

stetigem Einheits-Normalenfeld v(z) = .

Sphérische Koordinaten ergeben eine lokale Parametrisierung

cos ¢ - sin @

D(p,0) = | sing-sinf | auf dem Bereich T, :=]a,a+ 27[ x]0,7[C R? (a € R).

cosf
Es ist

—sin cos ¢ - cos 6
D,® =sinf - cos , Dg®=| sinp-cosd
0 —sinf

und

cosp-sinf —sing-sinf cosy - cosd
det (v(D(p,0)) Dp®(p,0) Dy®(p,0)) =det | sing-sinf cosp-sinf singp-cosd
cos 6 0 —sinf
~ cosf - det —sing -sinf cosy - cosd ind - det cosp —singp <in 0
cos sin 6 sin ¢ cos singp  cosp
= cos® - (—sin? p — cos® @) sin f cos § — sin® § - (cos® ¢ + sin” p)
=sinf[—cos’f —sin®f] = —sinf <0 fir0<6d<m.

Daher ist z.B. ®(0,¢) := ®(y,0) (Vertauschung von 2. und 3. Spalte in obiger Determi-
nante) eine positiv orientierte lokale Parametrisierung bzgl. der Orientierung o auf S?, die
durch v definiert wird (,,&uere Normale*); ® ist eine positiv orientierte lokale Parametri-
sierung bzgl. —v (,,innere Normale®).

Zs3

X2

(—v,D,®, Dp®) und (v, Dy®, D, )
Ty sind orientiert wie (eq, eq, €3)
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2.) Das Mébiusband: Es sei [ := ]—%, %[ und eine Parametrisierung F': R x [ — R3
gegeben mit () := (cos ¢, sin ¢, 0) durch

F(p,t) :=~(p)+t- <cosg -(p) + sing : e3>

.

::;7,(50)

v() beschreibt die Sphére St in der (ey, e5)-Ebene;

p(p) ist der Einheitsvektor in der (y(¢), e3)-Ebene mit dem Winkel £ zur (e, ez)-Ebene:
©=0... p(0) horizontal, weg von 0

@ = ... p(m) vertikal, nach oben

@ =27 ... p(2m) horizontal, zu 0 hin.

F(e+2m,t) = F(p,—t), also ist F' nicht injektiv.
Die Fliiche M := F(R x I) C R? heifit Mébiusband?.

Papiermodell:

Querseiten entgegengesetzt
orientiert verkleben

M ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R3, also eine Hyperfldche. Dies kann
man z. B. mittels der beiden lokalen Parametrisierungen ® := F’ |rm[xT und ¢ := F ’]0 on[xT

nacheisen (ohne Beweis — eine Bemerkung dazu befindet sich weiter unten).

Behauptung: M ist nicht orientierbar.

(Indirekter) Beweis: Ware M orientierbar, dann gibe es nach obigem Theorem ein stetiges
Einheits-Normalenfeld v : M — R3. Wir betrachten v entlang der Kurve v : R — M mit

v(¢) = F(p,0) = (cos @, sin ¢, 0).
Es ist
DP(p,0) —m<p<m

DF(p,0) = (7(90) p(s@)) = {D(i)((p 0) 0< <2

?Es wurde 1858 unabhiingig voneinander von dem deutschen Mathematiker und Astronomen August
Ferdinand Mobius (1790-1868) und von seinem Kollegen Johann Benedikt Listing entdeckt.
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Die Spaltenvektoren spannen T’ (M) auf, also ist

Ny (M) = {3(), p(p)}+ = span{(p) x p(v)}
—sinp COs £ oS sin £ cos ¢
= span Cos ¢ X cos % sin ¢ = span sin % sin ¢
0 sin £ —cos &
und daher
0
v(3(0)) = v(1,0,0) = £ [ 0
1
—sin £ cos ¢
OBdA ist ©(1,0,0) = e3, d.h. v(y(¢)) = | —sinEsingp (—m <@ <m).
cos £

Die Funktion f :=v o~ : R — R? ist laut Annahme stetig.
Wir betrachten nun p := v(7) = v(—n) = (—1,0,0), dann ist einerseits

—sin £ cos 1
v(p) = f(m) =v(y(r)) = li}r;r v(v(p)) = li}r;r —singsing | =1 0
v v cos § 0
und andererseits
—sin £ cos ¢ -1
v(p) = f(=m) =v(y(=m)) = lim v(y(¢)) = lim | —sinZsing | =| 0
14 14 cos % 0

Folglich ist v in p nicht stetig, ein Widerspruch zur Annahme. %
Somit gibt es kein stetiges Einheits-Normalenfeld auf M, daher kann M nicht orientierbar
sein.

Bemerkung zur Untermannigfaltigkeitseigenschaft von M: Esist DF' = (D F D,F)

mit
t t
D,F = <1 + t cos g) (@) — §Sin§ () + 5(:08% - e3

und

DF = cosg () + sin geg.

Daher gilt (D,F | D;F) = 0 [beachte (¥|~v) = (y|es) = (¥]|es) = 0], und wegen
D,F(p,t) # 0 sowie DF(p,t) # 0 Y(t,¢) ist {D,F, D;F'} linear unabhéngig. Somit
ist rang DF = 2 und F und folglich auch ®, ® sind Immersionen.

Um zu beweisen, dass ® und @ lokale Parametrisierungen ergeben, muss noch gezeigt
werden, dass

Q| —mmwx] -V :=F(—mmn[xI)

und ) )
20,27 [xI — V := F(]0,2n[x 1)
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jeweils Homéomorphismen sind und M = V UV gilt. Die Bijektivitit von ® und ® wurde
nach Konstruktion bereits erzwungen. Bleibt noch zu zeigen, dass die jeweiligen Inversen

stetig ist.
(pr(z),0)

x -
[ pr(z)]
also die Projektion von R? auf die (e, es)-Ebene bezeichnet. Da die Inversen jeweils auf

diese Weise gewonnen werden, lesen wir deren Stetigkeit ab.

Sei x = F(p,t), dann ist t = und ¢ = arg(pr(z)), wobei pr(z) = (21, x3),

31.5. Orientiertes Flichenintegral im R?

Es sei U C R? offen und w eine stetige 2-Form auf U sowie M C U eine zweidimensionale
orientierbare Untermannigfaltigkeit mit stetigem Einheits-Normalenfeld v : M — R3, das
positiv orientiert ist. Sei

w=wy -dy ANdz+wy-dz Adx+ ws-dx A dy,

dann konnen wir w := (wy, we, w3) als Vektorfeld (auf U) auffassen. Mit der symmbolischen
Notation dS := (dy Adz,dz Ndz, dx A dy) kénnen wir schreiben: w = w-dS (einfach formal
wie ein Skalarprodukt ausrechnen).

Proposition

Sei K C M kompakt, dann gilt

/wz/w-d§=/<w\y>ds

K K K
Integral einer Oberflachenintegral der
2-Form tiber ein kompaktes Funktion f(z) := (v(z) | v(z))
Stiick der orientierten iiber das Flachenstiick K
zweidimensionalen (die Orientierung wird hier
Untermannigfaltigkeit M durch v eingebracht)

Symbolisch schreibt man oft auch dS = v-dS und nennt dies das Lvektorielle Flichenele-
ment*.

(Ein analoges Resultat fiir Hyperflichen im R™ findet sich zum Beispiel in [For84, §20].)

Beweis

Mittels Partition der Eins kann dies auf den Fall zuriickgefiihrt werden, dass K in einer
Umgebung enthalten ist, wo M als Graph einer C'-Funktion beschrieben wird, und zwar
sogar durch z = g(z,y) (nach eventueller Umbenennung der Koordinaten); d.h. OBdA:
U =T x I, wobei T C R? offen und zusammenhingend ist (Gebiet), I C R ein offenes
Intervall und g : T — I eine C'-Funktion, so dass M = {(x,y,9(x,y)) : (z,y) € T}; wir
definieren eine lokale Parametrisierung ® : T — M durch ®(z,y) = (z,y, g(x,y)).
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Fiir die Flachennormale erhalten wir mit dem Resultat aus Beispiel 28.1,2.)

e _, ()

v(z,y,9(z,y) =s- =s- =:s-w(z,y),
[N (z, )] V1 + [l grad g(z, y)|?
wobei s € {—1,+1} ist; weiters gilt
) . 1 0
det(svy D1® Dy®) = det [ ———— ( ) g ) 0 1
V 1+ vaH Dlg D29
s —Dlg 1 0

=" det| -Dyg 0 1

V 1+ HV9H2 1 Dlg DQQ

s
= W (14 (D19)* 4+ (D2g)?) = s- 1+ || Vg]2,

d.h. ® ist genau dann positiv orientiert, wenn s = +1 ist; OBdA ist dies der Fall, sonst
schalten wir (x,y) — (y,z) davor.

Wir haben nun
/w = / P*w =:

K d-1(K)

und
P*'w = (wi0®)-dyNdg+ (wyo®)-dgAdr+ (w3o®) -dvANdy =

=(wyo®): dy A (Digdr+ Dag dy )+ (wyo®@) - Dagdy Adx + (wso ®) - de Ady =

= [(w1 0 ®) - (=D1g) + (wg 0 @) - (—D2g) + (w3 0 )] - dx A dy
und daher

® = / (—Dyg - (w1 0 ®) — Dag - (wy 0 @) + (w3 0 B))(z. y) d(x. ).
o-i(K)

Andererseits ist

Jwivas= [ <<wo<1>><x,y> | @) >¢1+ NEDIRENE
K d-1(K) ( —1Vg )/,/Hllugll2
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wlocb _Dlg(x7y)
= [ (| woe J@o || Do) | i -
d-1(K) w3 © P 1
O

In den Ubungen wird folgender Spezialfall behandelt: M = {(z,y,2) : f(z,y,2) = 0},

_ _Vf ol _ Vf . :
K C M kompakt, w = i dS und v = ik dann gilt
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32. Satz von Stokes und klassische Integralsitze

32.1. Spezialfall: Integral iiber einen Halbraum .. T

Es sei H, = {z € R*: 2; < 0},
dann ist 0H, = {x: 2 = 0} ei-
ne (k — 1)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit mit einer globalen Pa-
rametrisierung 3: RF1 —  9H,, er = v(x)
Bt1y .. ytk—1) = (0,1, ... tg_1).

Dabei definiert 3 eine Orientierung
auf 0Hy und v(x) := e fir alle z €
OH), definiert ein positiv orientiertes
Einheits-Normalenfeld (das nach au-
Ben weist).

//

1

7

0Hj,

Es ist dim A" 7' (R*)* = k und jede (k — 1)-Form w auf R* kann mit eindeutigen Kompo-

nentenfunktionen fi, ..., fi: R¥ — R wie folgt dargestellt werden:
k
w:ij~(—1)J_1dx1/\---/\ dej N--- Ndzy, .
=t fehlt )

~
bilden punktweise eine Basis

Proposition (der ,flache Stokes“): Essei k& > 2 und w eine stetig differenzierbare (k—1)-
k
Form mit supp(w) := |J supp(f;) kompakt. Dann gilt
j=1
/ dw = / w.
H,, OH,,
Bemerkung: Fiir £ = 1 ist Hy =] — 00,0] und 0H, = {0}; ist f eine stetig differen-
zierbare 0-Form auf R mit kompaktem Triger, d.h. f: R — R C! mit kompaktem Triiger,

dann entspréche der obigen Proposition gemafi dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung formal die Aussage
[ r=10.

—0o0
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Beweis
Es ist
k —_—
Brw=> (fjof) (=1 dOA---Adtiy A diyy = (frof)-diy A+ Nty
j=1 =0, auBer‘:Nenn j=1
und daher

/W: /ﬂ*a}: / J1(0, 20, ter) d(te, - oo tea).
RE-1 Rk—1

OH,

Nun berechnen wir die linke Seite der behaupteten Gleichung: mit

k
dw =Y Djf;-dvy A+ Nday

ist weiter
& 0
/dw = / (Z Djfj(l')> dr = / / lel(l') d!El d(ZEQ, e ,I'k)
HF ]—00,0] xRk—1 J=1 Rk—1 >

k
+Z / /Djfj(fﬂ)dxj (@, Ty )

ij:+OO
—O weil supp(f;) kompakt

/fl()xg,..., )d(.ﬁEQ,...,[L’k).

Insgesamt folgt also [ 1, dw = /. o, W

32.2. Kompakta mit glattem Rand

Es sei M C R”™ eine Untermannigfaltigkeit und A C M. Weiters sei d die euklidische Metrik

in R” und d’ := d} Ay dann bezeichne

Oy A den Rand von A bzgl. (M, d").

Fiir x € M gilt dann: x € OyA <~
fir alle Umgebungen U von z in R™ ist (M NU)NA#Qund (MNU)N(M\A)#0

Vorsicht! Es ist stets 0,y A C Ogrn A, aber i. A. gilt nicht Gleichheit.
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Beispiel im R?:

M =S A={(x,y) €5y >0}
Or2A = A und 0y A = {(-1,0),(1,0)}.

Bemerkung: Falls M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist, dann stimmen Jdy; A
und OA iiberein, falls AN OM = 0 ist.

Da in allen folgenden Aussagen stets nur Rénder relativ zu einer fix gegebenen Unterman-
nigfaltigkeit M vorkommen, wird ab nun dennoch die Notation 0A fiir 0, A verwendet
(es handelt sich dabei um einen iiblichen Missbrauch der Notation).

Definition

Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R” und A C M kompakt. Man sagt, A
habe glatten Rand (in M), falls gilt: Fiir alle p € 0A gibt es eine so genannte randadaptierte
lokale Parametrisierung, d.h. ®: 7" — V' C M ist eine lokale Parametrisierung von M mit
p €V und

1) ®(H,NT)=ANV

2.) ®(OH,NT) =9ANV.

H;,
N
N

LUH
~

Lokal sieht A (in M) so aus wie OH}, in R*.

Proposition

Sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und A C M ein Kompaktum mit
glattem Rand (in M). Dann ist A eine (k — 1)-dimensionale kompakte Untermannigfal-
tigkeit des R™.
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Beweis

Seip € A und ®: T — V eine randadaptierte lokale Parametrisierung nahe p. Sei weiters
B: RF! — 9H, wie in 32.1 und

Ty = B YOH,NT), Vo:=0ANYV.
Dann ist Tj offen in R¥~! und V; offen in A; wir setzen
\J Z:(Doﬂi TO —>‘/E] g 0A, d.h. \If(sl,...,sk,l) :@(O,sl,...,sk,l).

Wegen ®(0H, NT) = 0ANV ist ¥ ein Homdomorphismus und natiirlich €. Die Jacobi-
Matrix
DU(s) = (Do®(0, ) - - - Dp®(0,s))

hat Rang k — 1, weil (D1® - - - D, ®) laut Voraussetzung Rang k hat.
Hier war p € 0A beliebig, also ist A eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit;
weiters ist 0A C A, weil A abgeschlossen (in M) ist. Auerdem ist 0A selbst abgeschlossen

und Teilmenge eines Kompaktums, also ist auch 0A kompakt.
O

32.3. Induzierte Orientierung des Randes
Lemma

Es seien T,7" C R* offen und I' = (I'y,...,T}): T — T’ ein C'-Diffeomorphismus mit
folgenden Eigenschaften:

1) I'(HgNT)=H,NT'
2) T'(OH,NT)=0H,NT' [Bem. ohne Bew.: folgt eigentlich schon aus 1.)]

3.) det DI'(z) >0 VzeT.

Dann gilt
d[ly,...,T
det(Q’—’k)>0 Vo e OH,NT.
Iz, ..., xy.)
Beweis. Wir verwenden die Notation 2" = (zo, ..., z;) € RF L

2.) impliziert I'1(0, o, ..., xx) = 0 fir (0,2”) € T, daher ist

B st Ty (h, ") — T'4(0, ") Ty (h, ")
DyTy(0, ") = lim ——— Do o im 2
h—0 h h—0 h

Aus 1.) folgt, dass I'y(h,z”) <0 fiir h < 0 und I'y (h, 2”) > 0 fiir h > 0, daher gilt

DlFl(O, ZE”) Z 0.
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. O(T'2,...Ts) ) folgt somit fiir z = (0,2”) aus 3.) schliefllich

Wegen DI'(z) = (

T, ..., Th)

0 < det DI'(x) = D,I' cdet ——=

< de (%) w ¢ 3(x2,...,xk)
>0

().

und somit die Behauptung. O

Proposition

Sei M C R"” eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit und A C M ein Kom-
paktum mit glattem Rand 0A. Dann definieren die gemé8 Proposition 32.2 (im Beweis)
konstruierten lokalen Parametrisierungen aus den randadaptierten positiv orientierten lo-
kalen Parametrisierungen von M eine Orientierung auf 0A. Wir nennen sie die (von M)
induzierte Orientierung auf 0A.

Beweis

Seien &: T' — V, ®": T' — V' positiv orientierte randadaptierte lokale Parametrisierun-
gen und ¥ = ®o 3: Ty — Vy, ¥ := & o 3: T) — V{ die daraus konstruierte lokale
Parametrisierung von 0A.

Wir setzen T := (&)1 o®: T — T und T := (U)o U: Ty — T},

Laut Annahme ist I" orientierungstreu, d.h. det DI'(z) > 0 fiir alle z € T. Weiters ist
DH,NT)=H,NT und I'(OH, NT) = 0H, N'T", weil &, d' randadaptiert sind.

Fiir alle s € Ty gilt

F(S) = (Cb/ © ﬁ)_l o ((I) o 6)(5) - ((I), © ﬁ)_l(q)((x S)) = (F2(07 S)? s 7Fk‘(07 8))7

daher

(T, 0Ty)
Pre) =0, )

(0, s).

Nach dem obigen Lemma ist det DI'(s) > 0 fiir alle s € Tj, daher ist T' orientierungstreu
und somit W, ¥’ gleich orientiert.

0
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32.4. Der Satz von Stokes!

Seik > 2, U C R” offen und M C U eine orientierte k-dimensionale €2-Untermannigfaltigkeit,
d.h. alle lokalen Parametrisierungen sind stets sogar C2-Abbildungen.

Ist A C M ein Kompaktum mit glattem Rand 0A (mit der induzierten Orientierung) und
w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf U, dann gilt

[ao= [

A 0A

Bemerkungen:

1.) Fir &k = 1 sieht das Analogon der Aussage wie folgt aus: Sei I C R ein offenes
Intervall, v: I — R" eine regulére Kurve, M = ~v(I), [a,b] C I und A = v([a, b]) und

0A = {7v(a),7(b)}.

formale Randorientierung;:

Ist w eine 0-Form, d.h. also w = f: U — R, dann ist dw = df eine 1-Form und der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir 1-Formen besagt

/ df = —F(1(a)) + (D).

v([a,b])

!Dieser Satz ist nach dem irischen Mathematiker und Physiker Sir George Gabriel Stokes (*13.8. 1819
Skreen, Sligo, Irland; 71. 2. 1903 Cambridge) [d30:d3 'gerbriol Btouks] benannt.
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2.) Der Satz von Stokes gilt unverdndert auch unter der schwicheren Voraussetzung,
dass M eine C'-Untermannigfaltigkeit ist. In unserer Formulierung steht die Voraus-
setzung €% nur, um die Beweistechniken einfacher zu halten (weil beim Pullback von
Differentialformen ein Regularititsgrad der Parametrisierungen verloren geht).

Weiters braucht auch der Rand 0A nur stiickweise glatt zu sein, darf also ,, Fcken®
haben. Dazu kann man von Haus aus mit diffeomorphen Bildern von Quadern bzw.
Simplices als Integrationsbereichen arbeiten, was zum Begriff der Integration diber
Ketten fithrt (vgl. etwa [Rud05] oder [Heu04]).

Alternativ kann man den Integralbegriff selbst erweitern (z.B. nach Lebesgue) und
darf dann etwaige ,,Problem-Nullmengen* des Integrationsbereiches vernachléssigen,
womit ebenso klassische Bereiche wie Quadrat, Dreieck, Kegel, Wiirfel etc. als Inte-
grationsgebiete fiir den Satz von Sokes zulédssig werden (vgl. [K6n04] oder [AE01]).

3.) Gilt 0A =0, so folgt [, dw = 0. Ist insbesondere M eine kompakte Untermannigfal-
tigkeit, dann ergibt die Setzung A = M stets A = 9,y M = ) und somit

/dwzo.

M

32.5. Die klassische Version der Integralsiitze im R?

(A) dimM = 2, Stokescher Integralsatz:

Es sei U C R? offen, M C U eine zweidimensionale ©2-
Untermannigfaltigkeit, orientiert durch ein Einheits-Normalenfeld
viM — R3 und A C M ein Kompaktum mit dem glat-
ten Rand 0A. OA hat Dimension 1 und ist die Randkurve des
Fléachenstiicks A.

0A

Fiir alle p € 0A sei 7(p) € T,(0A) mit ||7(p)|| = 1 und positiv orientiert (im Sinne der
von M induzierten Orientierung). Dann heifit 7: 9A — R? das Einheits- Tangentenfeld der
Randkurve. Falls A durch einen reguliren Weg ~: I — R3 parametrisiert wird, so folgt
T(v(®) =B/ 17 @)l

Sei w eine €' 1-Form auf U mit Darstellung w = w; dz + wy dy + w3 dz, W = (w1, wa, ws3).
In der Notation von 30.2 und 31.5 ist dann dw = rot(@) - dS und somit gilt

(32.1) /w: /(1U|T):/<rot(u7)\l/> ds :/dw

0A 0A A A

(Die inneren Terme sind ein- und zweidimensionale Oberflachenintegrale, wobei die Orien-
tierungen in 7 bzw. v gesteckt wurden. Mit einer Parametrisierung von A durch v: I — R3

ergibt sich zB. [, (i | 7) = [, (@((t)) | 4(t)) dt.)
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(B) dim M = 3, Gauf3scher Integralsatz:?

Sei M = U C R3 offen (als dreidimensionale C2-Untermannigfaltigkeit mit Standard-
Orientierung) und A C U ein Kompaktum mit dem glatten Rand 0A.

0A hat Dimension 2 und ist die Randflache des Volumens A.

Sei v: OA — R? ein Einheits-Normalenfeld auf A und positiv orientiert entsprechend der

Standard-Orientierung in A. Dann zeigt v stets aus dem Volumen nach ,auflen“, d.h. in
Richtung U \ A:

v(x) /
diffeomorph /

Daher nennt man v das duflere Einheits-Normalenfeld auf OA.

Sei w eine C! 2-Form auf U mit Darstellung

w=wy-dyNdz+wy-dz Ndr+ w3 -de ANdy, &= (wy,ws, ws),

dann gilt in der Notation von 31.5 und 30.2 dw = div(w) - dx A dy A dz und somit:

(32.2) /w: /w\ vy dS:/div(w) :/dw
0A A

0A A

(Physikalisch: der Gesamtfluss von @ durch 0A ist gleich der Quellstéirke in A.)

ZDieser Spezialfall des allgemeinen Satzes von Stokes wurde wahrscheinlich zum ersten Mal von Jo-
seph Louis Lagrange im Jahre 1762 formuliert und unabhéngig davon 1813 von Carl Friedrich Gaufl,
1825 von George Green und 1831 Mychajlo Vasyljovy¢ Ostrohrads’kyj (Ocrporpancokuii Muxaiino Ba-
cuinboBud) neu entdeckt. Ostrogradski bewies ihn auch erstmals formal, weswegen er auch oft Satz von
GauB-Ostrogradski genannt wird. Ostrohradskyj, Mychajlo
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Beispiele:
M =52 A={(r,y,2) € S*: 2 >0},
1) 0A 0A = {(x,y,0): (z,y) € S'}, v(p) = p fiir alle p € S2.
y T = Uy Dann ist 7(z,9,0) = (—y,x,0) V(z,y,0) € 0A.
U1
log(1 + 2?) + e* =
Sei nun W(z,y, 2) = x + sinh(y) T @] T =

eerz

Aus (32.1) folgt
/<m7>=/<mt(m)|y> is=®

9A
0
Wegen rot(w) = | 0 | und dS = sinfdyp df in sphirischen Koordinaten ist
1
o 5 3 3
® = //V3(<I>(g0,0)) -sinf dfdyp = 2 - /cos&sin@d@ = /sin2«9d0 = .
0 0  =z2=cosh 0 0

2) M =U=R3 A= B(0) ={(z,y,2): 22 +y*+ 22 < 1},
JA = 5% und v(p) =p Vp € 0A = S~
T

Fiir W(x,y,2z) = | y | ergibt sich geméf (32.2)
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32.6. Beweis des Satzes von Stokes

Lemma: Es sei A C R™ kompakt und (U,),.; eine offene Uberdeckung von A. Dann
existiert A > 0 (die so genannte Lebesgue-Zahl) mit folgender Eigenschaft:

VK CR" mit KNA#Qund diam(K) <\ Jeel: K CU,.

Beweis. Ya € A: Ir, >0, Ao € I: B, (a) CU,.
Es ist (Bra /2(&))a€ ,, eine offene Uberdeckung von A, daher folgt aus der Kompaktheit

day,...,an €A AC U By, 2(ar).

k=1

Wir setzen A := min (%L, ..., ™m).

Sei K wie in der Behauptung; wihle a € AN K und k € {1,...,m} sowie ¢, € I mit
a € By, r(ar) C By, (ax) CU,.
Wegen diam(K) < 7,, /2 ist somit K C B,, (ax) C U,

Lk

O
Nun zum Beweis des Satzes 32.4:

e Sei (U,),c; eine offene Uberdeckung von A passend zu Bildern von Parametrisierun-
gen ¢,: T, - M NU,.

e Sei A > 0 eine Lebesgue-Zahl zur Uberdeckung (U,),.; fiir A gemé8 obigem Lemma.

A
e Setze £ := —— und wihle eine C*°-Partition der Eins geméfl Lemma 25.5,

2y/n
d.h. (Xp)peZn , Xp € C(R™), ;Xp = 1 und diam(supp(x,)) < 2-vn-c =\

Diagonale im Wiirfel We (e - p)
aus Lemma 25.5

e Wir erhalten w = ) x, - w, wobei die Summe auf A endlich ist.
peEL™

— Es geniigt daher, den Satz fiir einen Summanden zu beweisen, das bedeutet
OBdA: supp(w) N M C ®(T) =V, wobei ®: T" — V eine positiv orientierte
lokale C%-Parametrisierung von M ist.

e O*w ist eine (k — 1)-Form auf 7" mit kompaktem supp(®*w) C T und kann durch
Null zu einer (k — 1)-Form @ auf R* fortgesetzt werden, wobei supp(@) kompakt ist.

./dw_/ “(dw)= /d(@*w):/daz

HiNT H T Hy

o Sei V: Ty — Vo =0A NV die von @ induzierte Parametrisierung von 0A:

Jo= [ras Jwemros [raos [ s [o

O,
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e Aus Proposition 32.1 (,,flacher Stokes®) folgt / 0= / dw, womit die Behauptung

OHy, H,
des Satzes von Stokes bewiesen ist.

O

32.7. Der Satz von Green® im R?2

Wir betrachten den folgenden Spezialfall Theorem 32.4: Sei M = U C R? offen und A C U
ein Kompaktum mit glattem Rand 0A; dann ist A eine eindimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R?, also lokal eine Kurve im R2. Ist w = P -dx + Q - dy eine ! 1-Form auf U,

dann gilt
/ dw = / w
A DA

Mit dw = D, P-dy Ndz+ D,Q -dx ANdy = (D,Q — D, P) dx Ady und C := 0A als Notation
fiir die Randkurve nimmt obige Formel folgende Gestalt an:

[Pas+aiy) = [0.0- D, di.y)

C A

Dies ist der so genannte Integralsatz von Green(-Riemann-Gauf$) in der Ebene.

Beispiel
Sei U = R*\{(0,0)} und A = {(z,9): 0 < r* < 2*4y* < R*},

also ein Kreisring. Dann erhalten wir als Rand

0A = {z* +y =’} u{a’ +y = R%}. K

Der Normalvektor v zeigt aus A heraus: die Randkurve ist

C = (Cy — (1, wobei (] im Uhrzeigersinn und C5 entgegen
dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Sei w = 2_+ny dx + = i " dy, dann ist dw = 0 (schon in Analysis 2 bei den Integrabi-
litatsbedingungen berechnet' und folglich gilt

o= farm o [ fa-[or .

—C1 Cl CQ

3George Green (*14.7. 1793 Nottingham; 131.3. 1841 Sneinton) [d3o:d3 grin]englischer Mathematiker
und Physiker
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Daher gilt unabhéngig vom Radius

Satz von Green fiir Normalbereiche

Sei z. B. mit zwei C!-Funktionen gy, ¢go: [a,b] — R,

g1 < go ein Normalbereich bzgl. der z-Achse gegeben:
A:={(r,y) eR*: a <z <b, gi(z) <y < gofx)}.
Dieser hat keinen glatten Rand, denn es ist
3A201UBQUCQU31

Notation: Seien C; und Cs von links nach rechts durch- a, b
laufen, By und B, von unten nach oben.

Bzgl. der Standardorientierung des R? sollte die Abfolge
v (Ch, By, —C5, — By fiir den Randweg genommen werden,;
sei C' = (1 4 By — Uy — By als stiickweise reguldarer Weg.

Lemma 1

Sei U C R? offen mit A C U und P € CY(U), dann gilt:
/de: —/Dde(a:,y).
c A

Beweis.

g2()

b
— /DyP d(z,y) = —/ D,P(x,y)dydx
A

a gi(z)
b

b b
—— [ (Pa.ga(o) = Plau(@))) do = [ Plogr(a))de = [ Plagu(o)) do

:/Pd:ﬂ+/Pdw.

Cl —CQ
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Wegen / Pdz = / Pdx =0 (die z-Komponenten des Tangentialvektors sind jeweils 0)

B By
folgt die Behauptung in 1.). O

Eine analoge Uberlegung lisst sich fiir Normalbereiche bzgl. der y-Achse mit D, statt D,
durchfiihren. Dies fiihrt zu folgendem Resultat. *

Lemma 2

Sei U C R? offen, A C U ein Normalbereich bzgl. der y-Achse und C' die positive orientierte
stiickweise reguliire Randkurve. Dann gilt fiir jedes Q € C€'(U)

!szlDwﬂaw

Korollar

Ist U C R? offen, P,@Q € C1(U) und A C U ein Normalbereich bzgl. beider Achsen, dessen
stiickweise reguldre Randkurve C' entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, so folgt

/pw+@w5/w@—DﬁM@w

C A

Beweis. Durch Addition der Gleichungen aus Lemma 1 und 2. O

4Wobei diesmal kein Minus in der Formel auftritt, weil die zwei nichttrivialen Teilintegrale diesmal von
den vertikalen Teilstiicken stammen, was bei der Stammfunktionsauswertung des inneren z-Integrals schon
die richtigen Vorzeichen fiir Obergrenze bzw. Untegrenze ergibt. Als Ubung selbst!
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XI MASS UND INTEGRAL

Ein kurzer Vergleich von Grundideen der Integration:

Riemann (1854):

Em

b

/ ) de 3" F(€n) - (o — )

a m

sehr einfache Zerlegung
des Definitionsbereichs

kann bei stark schwankenden
Funktionen unkontrollierbar werden

e braucht starke Bedingungen (z.B. gleichméfiige Konvergenz) fiir Konvergenz von
Integralen

e zusitzlich ,uneigentliches Integral® notig, um unbeschriankte Integranden oder Be-
reiche zu erlauben
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Lebesgue (1902): | =

(Der franzosische Mathematiker Hen-
ri Léon Lebesgue (*28.6. 1875 Be-
auvais; 126.7. 1941 Paris) [a'wi le'5
lo'beg] erweiterte den Integralbegriff

und begriindete so die MaBtheorie.)

/f(x)dx ~ Z%'VOll(Ek,n)
k

der ,,Kompliziertheit*
der Funktion angepasste

einfache Werte Breiten:
b

fiir Rechteckshohe,
d.h. Zerlegung I' | brauche aber

des Bildbereiches Volumsbegriff (Maf}) fiir
sehr allgemeine Teilmengen

Wir benétigen (wiinschen uns) dazu also eine Mengenfunktion
w: {brauchbare Teilmengen} — [0, o0]
mit folgenden Figenschaften:
(a) 1u(0) = 0
(b) ANB=0= u(AUB) = u(A) + u(B) (additiv)

oder sogar

(b)so (Ag) Folge disjunkter Mengen: ,u(UAk) = Z,u(Ak) (o-additiv)
k k

und auf R (bzw. R"™) speziell noch:

n n

() pu(la,b]) =b—a (bzw. u( [Tla:, bi]) = T1(b: — a:))

i=1 =1

(d) u(E +{t}) = u(E) (Translationsinvarianz)
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Bemerkung
{brauchbare Mengen} = P(R") (Potenzmenge von R")

ist unmoglich, wenn (a), (b)s, (¢), (d) verlangt wird.
(Vitali 1905, Banach-Tarski 1924 [so gen. Mafiproblem])
Es ist auch unméglich zusammen mit Eigenschaft (a), (b), (c), (d) fiir Dimension n > 3

und nicht eindeutig fiir Dimension n =1, 2
(Hausdorff 1914, Banach 1923 [so gen. Inhaltsproblem])

Literaturhinweis: Als Geriist fiir dieses Kapitel haben wir [Rud05] herangezogen. Fiir
manche Beweisdetails und Ergénzungen seien die ausfiihrlicheren Darstellungen in [BF96]
oder [AEO1] empfohlen. Fiir eine Vertiefung und weitere Anwendungen der MaBtheorie
(sowie viele historische Anmerkungen) sei zu [Els05] geraten. Wie schon an friiherer Stelle
angekiindigt, weichen wir in der Darstellung der Lebesgueschen Theorie von den Zugédngen
unserer ebenso empfehlenswerten Standardbegleittexte [For84] und [Heu04] insofern ab,
als wir den Maflbegriff zu Grunde legen. Dies hat den Vorteil der breiteren Anwendung,
insbesondere z.B. fiir einen Einstieg in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Stochastik.
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33. Inhalte und Mafle

Im Folgenden bezeichne stets X eine (beliebige) Menge und P(X) die Potenzmenge von X
(das ist die Menge aller Teilmengen von X).

33.1. Definition
1.) Wir nennen R C P(X) einen Ring (iiber X ), wenn gilt:

(a) DeR
b) ABER = AUBER wd A\BeR

2.) Wir nennen A C P(X) eine o-Algebra (tiber X), wenn gilt:

(a) X €A
(b)) AcA = A =X\AcA

(c) Aye A (keN) = JA €A
k=0

Wir nennen (X, A) einen messbaren Raum.

33.2. Bemerkung
1.) Ist R ein Ring, A, B € R, dann folgt

ANB=A\(A\B) € &;
aber i. A. gilt nicht X € R.
2.) Ist A eine o-Algebra, A, B € A, so folgt

A\B=ANB = (A°NB)ecA

3.) Ist A eine o-Algebra, A, € A (k € N), so folgt
() Ak = Ao\ [J(Ao \ Ax) € 4;
k=0 k=1
weiters ist ) = X¢ € A.

33.3. Definition
1.) Sei R ein Ring iiber X. Eine Abbildung p: R — [0, oo] heiit Inhalt, wenn gilt:

(a) u(0) =0
(b) A, BER, ANB =0 = u(AUB) = u(A) + u(B) (Additivitit)
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2.) Sei A eine o-Algebra iiber X. Eine Abbildung p: A — [0, co] heiit Maf, wenn gilt:

(a) p(@) =0
(b)eo A € A (k € N) mit Ay N A; =0 (k # j) impliziert, dass

p(lJAr) =D (A (o-Additivitat).

00
k=0 k=0

Wir nennen dann (X, A, u) [oft auch (X, ) notiert] einen Mafiraum.
w ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs, falls pu(X) = 1 gilt.

33.4. Eigenschaften von Inhalten
0.) Jede o-Algebra ist auch ein Ring; jedes Maf ist auch ein Inhalt.

Sei R ein Ring iiber X und g ein Inhalt;

1.) induktiv sieht man leicht: A;,..., A, € R= AU ---UA,, € R.
Wenn zusatzlich A; N A; = 0 fir ¢ # j gilt, dann folgt

p(AU-UAy) = pu(A;)  [pist endlich additiv].

2.) Sind A, B € R, dann gilt
n(AUB) + p(AN B) = p(A) + u(B)
Beweis:

B=(B\AU(ANB), AUB=AU(B\A),
= g v

~
disjunkte Vereinigungen

daher folgt, wenn wir fiir B einsetzen,

1(A) + p(B)=p(A) + p(B\ A) + u(An B) o 1(AU B) + (AN B).

zusaminen

3.) Fir A, Be R, AC B und u(A) < oo folgt
u(B\ A) = pu(B) — p(A).
(Beweis als Ubung selbst.)

4.) Sind A, B € R, A C B, dann gilt Monotonie, d.h. u(A) < u(B).
(Beweis als Ubung selbst.)
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5.) Falls o o-additiv ist, Ay € R, A; C Ay C -+ und A := |J Ay € R, dann gilt
k=0

p(A) = lim pu(Ay).

k—o0

Beweis: setze By := Ay, By := A \ Ax—1 (K > 1), dann ist

Ay = ByU---U By, somit A= | | By, wobei B;NB; =0 (i # j);
k=0
k 00
daher ist pu(Ay) = > u(B;) und wegen der o-Additivitat auch p(A) = > u(B;);
j=0 j=0

dies zeigt die behauptete Limes-Beziehung.

33.5. Einfache Beispiele fiir Mafle
1) X =27, A=P(Z), n(A) := > 1 = Machtigkeit von A = |A| heiit Zdhlmap.
acA
1 A
2.) X beliebig, zo € X, A = P(X), 6,0(A) =4 0
0 Zo g_ﬁ A
heiit Dirac-Maf (konzentriert im Punkt x).
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34. Das Lebesgue-Maf} auf R"

34.1. Definition

1.) Seien Iy,..., I, C R endliche Intervalle (evtl. auch leer), dann heifit die Produktmen-
ge [ :=1; x---x I, CR"” ein Intervall in R".

Wir definieren die Familie von Elementarmengen € C P(R"™) wie folgt:

N
&= {AQR”: 3 Intervalle fl,...,fN C R" mit A = Ujﬂ}

j=1
(€ besteht also aus den endlichen Vereinigungen von Intervallen in R™)

2.) Wir definieren eine Abbildung \: € — [0, co[ wie folgt:

e Fiir ein Intervall J = [[[; € R™ mit I, = [a;, b] oder Ja;, b] oder [a;, b[ oder
=1

]CL[, bl[ ist

A~

(34.1) MI)i= (b = a1) -+ (by = ) | = Volo(])]

‘Uly € &, wobei fj ein Intervall in R™ ist (j = 1,..., N)

o Fir A=LULU--
0 (i+#j), setzen wir

und fzﬂjj =

A ~

e Fiir allgemeines A € € zeigen wir in der folgenden Proposition, dass der Wert
von A(A) aus obigem schon wohldefiniert ist.

34.2. Proposition
1.) Fiir alle A € € gilt: A ist endliche Vereinigung disjunkter Intervalle in R™.
2.) € ist ein Ring iiber R™.

3.) Ist A € &, so ist der Wert von A(A) geméB (34.2) wohldefiniert, d. h. unabhéngig von
der disjunkten Zerlegung in Intervalle.

4.) X ist ein Inhalt auf €.

5.) In folgendem Sinne ist A requldr: Ist A € €, dann gibt es fiir jedes £ > 0 eine kompakte
Menge F' € € und eine offene Menge G' € € mit den Eigenschaften

FCACG und AG)—e<AA) <AF)+e

(d.h. Approximation durch kompakte Mengen von innen und durch offene Mengen
von auflen).
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Beweisskizze (in VO ausgelassen):

ad 1.)

ad 2.)

leicht zu sehen: Sind I , J Intervalle in R"”, dann ist 1IN J ein Intervall und J \ Iee.

N

Sei nun A € € gegeben durch A = U I 7, wobei Ii,...,In Intervalle sind; dann schreiben
j=1

wir A als disjunkte Vereinigung um:

N-1
A=TL UL \I)UIs\(Lul)u---U <iN\ U fl)
=1

~

Daher geniigt es, die Behauptung 1.) fiir Mengen der Form f\ (jl U---u Jm> zu zeigen,

wobei f, jl, ey J,, Intervalle in R™ sind. Es ist
m
i\ (Jlu---UJm) -N (I\JZ);
i=1

daher reicht es sogar aus, m = 1 anzunehmen; d. h. seien I , J Intervalle in R"™; zu zeigen:
I'\ J ist eine endliche Vereinigung disjunkter Intervalle.

Bildlich in R2:

<

~>
—

<
~>
D
<

oder

........ - A f\j:disjunkte
oder I\J J Vereinigung von maximal
..................... : ... 8 = 32 — 1 Intervallen

Allgemein im R"™: I \ J =disjunkte Vereinigung von maximal 3" — 1 Intervallen
0 =0x Iy x---x I, ist ein Intervall, also 0 € &;

A Beé=AUBEE,

weil das wieder eine endliche Vereinigung von Intervallen ist;

noch zu zeigen: A,Be€ &= A\Bec¢
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ad 3.)

N M
Sei A= U fi, B = U jj mit den Intervallen fi, jj;
i=1 j=1

N

M
as={J (NN
7 7j=1

i—1

Wir wissen aus 1.), dass I; \ jj € &; daher geniigt es, zu zeigen, dass mit C, D € & auch
C N D wieder in € ist.

(dann folgt dies fiir endliche Durchschnitte induktiv)

N’ M
Ist also C = U I', D= U jj’, dann gilt
i=1 j=1

cnp= (J (f{mjjf),
1<i< N/
1<j<M’

wobei gemifl dem Beweis von 1.) stets stets fz’ NnJ J’ ein Intervall ist. Somit ist C N D € &,
weil es sich um eine endliche Vereinigung von Intervallen handelt.

Sei A € &; wegen 1.) ist A iiberhaupt darstellbar als disjunkte Vereinigung endlich vieler
Intervalle; seien zwei solche Darstellungen gegeben, d. h.

A=LU---Ul,=JiU---UJy,
Wobeifi,jj (1<i<m,1<j<N) Intervalle sind und I, N [; = 0 (1 #£1), jjﬂJk:
0 (j#k);esist

N
I,=INnA= A»m(jlu---ujN):U (fmjk)
k=1

~
~

. endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen
und analog
A m A A
Ji=U(fin )
I=1

. endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen

Hilfsbehauptung:
3.) gilt, wenn A ein Intervall ist.

(Beweis induktiv: zunéichst Schnitt entlang einer Hyperebene senkrecht auf eine Koordina-
tenachse ~ 2 Teile; dann endlich viele solcher Hyperebenenschnitte)

Aus der Hilfsbehauptung folgt nun
m

A(B) =X (End) e a(5) =3 (00 )

=1
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Somit ist
Soa(8) = 3 (10 ) - 30 () = 30 ().

A(x)

also ist A(A) durch jede der beiden Summen S A(J;) bzw. S° A(J;,) wohldefiniert.

ad 4.) A(0) =0, weil () ein Intervall mit Vol = 0 ist;

Additivitét: Seien A, B € &€ disjunkt mit Darstellung als endliche disjunkte Vereinigung
von Intervallen

’\4>
C=
J
N
(-
&
Il
D>
C
(-
=
(-
S
C
(-
<
=

ist ebenfalls eine disjunkte Vereinigung von Intervallen

AAU B) ZA( )+§:A(jj) = MA) + \(B)
j=1

Il
—

J

ad 5.) Zunichst fiir ein Intervall I=1 x-x1I,, wobei fir j =1,...,n:
Ij =Ja;, b;[ oder [a;,b;[ oder Jaj, bj] oder Ja;, b;(;

wir setzen

" B § n 5 5

j=1
wobei § > 0 (und § < 3 -min(by — a1,..., b, — an));
F ist abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt; G ist offen und F C I [ C G;

||’:]:

)\(G):H(bj—aj—l—é )+ 0 - Tg—)\<f)+5-?”g
j=1

ﬁ — ﬁ(bj—aj)—5~TF:A<f)—5-rF

j=1

wobei rqg,rrp > 0 und beschrankt fiir 6 — 0; daher ist
ANG) =6 -rg gA(i) <AF) 40 -rp,

die Regularitéitsbedingung ist also erfiillbar fiir ¢ - max (rg, rr) < €;

allgemeiner Fall: A = I;U---Uly, wobei .fj ein Intervall und I; ﬂfj =0 (i+#j) ist; wegen
der Additivitét folgt dann die Regularitétsbedingung fiir A.

O
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34.3. Lemma

Fiir jede Teilmenge E C R” sei

UW(E) = { (Ag)en Folge offener Mengen in €: £ C U Ak}
k=0

und

NE

(34.3) A (E) = inf{

i

0
Dann gilt:
1.) M(E)>0

2.) E; C By CR™ = M\ (Ey) < A (E>)

3.) VA€ E: X (A) = \A) (A* ist Erweiterung von \)
4) Ist E = J B, dann folgt A"(E) <) "M\ (E) (Subaddivitiit)
=0 =0

A P(R™) — [0, 00] heiit dufleres Lebesgue-Maf (ist aber kein Maf)!).

Beweis. 1.) und 2.) sind klar aus der Definition von \*.
3.) Sei A € &; aus der Regularitét von A [nach 34.2,5.)] folgt:
Fiir alle € > 0 gibt es offenes G € € mit G O A und kompaktes F' € & mit F' C A, sodass

AMG) <ANA) +¢ und MA) < ANF)+e¢
e Dabher folgt nach Definition von A* unmittelbar: A*(A) < A(A)

e Man wéhle eine Folge (Ay) in €, Ay offen mit |J Ax 2 A und
k

Z AMAp) < XN(A) +¢ [Definition des Supremums|
k

Esist F C AC|JAg, daher IN e N: F C Ay U---U Ay [F ist kompakt!]
k

= MA) SAF)+e < AMA U UAy)+e <Y MA) +e <A (A) + 2

J=1

= AA) < A*(A); insgesamt die Gleichung in 3.)
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4.) e Falls es ein k mit \*(E)) = oo gibt, dann folgt wegen 2.) auch A*(E) = oo, also ist
die behauptete Ungleichung trivial erfiillt.
e Zweiter Fall: Fiir alle k sei \*(E}y) < oo.
Sei € > 0, dann gibt es zu jedem k € N eine Uberdeckung (Akj) oy von Ej durch offene

J
Mengen Ay, € € mit

ST (Ay) <N (By) + %

j=0

Daher folgt £ C U UAkj und

k J

34.4. Lebesgue-messbare Mengen

Fiir A, B C R" bezeichne
AANB:=(A\B)U(B\A)

die symmetrische Differenz von A und B und

d(A, B) :== \*(A A B)

(eine Art Mafl; um wieviel ,, Volumen* sich
A und B unterscheiden)

AAB

Definition
Sei (Ag) eine Folge mit Ay C R™ (k € N) und A C R"; wir schreiben

A, — A (k— o00), falls klim d(Ag, A) = 0.

Eine Menge A C R™ heifit endlich A\-messbar (oder endlich Lebesque-messbar), falls gilt:
Es gibt eine Folge (Ag) mit A, € €, so dass A, — A (k — o0).
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Eine Menge A C R™ heifit A-messbar (oder Lebesgue-messbar, kurz L-messbar), falls A die
Vereinigung einer abzahlbaren Familie von endlich A-messbaren Mengen ist.

Wir bezeichnen die Menge aller endlich L-messbaren Mengen mit M¢(\), die Menge aller
L-messbaren Mengen mit M(A).

Bemerkung und grundlegende Eigenschaften:
1) AAB=BAA, AnA=(
2) AABC(AAC)U(C A B)
(verwende A\ BC (A\C)U(C\ B), B\AC(C\A)U(B\C(Q))

3.)

(A; U Ay) A (By U By)
(A1NAy)) A(BiNBy) p C(A A By)U(Ay A Bs)
(A1 \ 42) & (B1\ Ba)

(Beweis elementar, wenn auch umsténdlich)
1.) d(A,B) =d(B,A), d(A,A)=0
2.) d(A,B) <d(A,C)+d(C, B)
3.)

d(A; U As, B1 U By)
d(A; N Ay, BiNBy) p <d(Ay, By) + d(Asy, By)
d(A;\ Ay By \ Bo)

4.) Falls A*(A) < 0o oder A*(B) < oo, dann gilt
[A(A) = A(B)| < d(A, B)
Beweis: OBdA 0 < M*(B) < A*(A), d.h. \*(B) < oo; es ist
d(A,0) <d(A, B)+d(B,0) =  AN(A) -\ (B) <d(A,B)
—— —— _—

—)\*(4) —)\*(B) >0
O
5.) Ist A C R™ abzéhlbar, so ist A*(A) = 0.
Beweis: Sei A = {ag, a1, as, ... }; wihle offene Intervalle I, mit ay € I}, und (1) < %

= AC|JL, XA <) AL <e
k k

Bemerkung: in diesem Fall ist d(A, () = 0, obwohl A # () ist.

Dabher ist d nur fast eine Metrik auf M;()\). Wir kénnten zu Aquivalenzklassen iiber-
gehen, um die Metrikeigenschaften zu erzwingen (d.h. A ~ B, falls d(A, B) = 0).
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6.) Ist A C R" offen oder abgeschlossen, so folgt A € M(N\).

Beweis: Jede offene Teilmenge von R™ ist abzdhlbare Vereinigung offener Intervalle
(Ausschopfung durch kleine offene Intervalle mit rationalen Mittelpunkten und ra-
tionalen Intervalllingen; jede abgeschlossene Menge ist das Komplement von offenen
Mengen, dann ist Theorem 34.5 [s. unten| anwendbar).

7.) Ist A € M(\) und € > 0, dann gilt: Es gibt eine offene Menge G und eine abgeschlos-
sene Menge F' mit ' C A C G so, dass

N(G\A) <e und N(A\F) <e

/ N

aus Definition von A* und M(\) durch Ubergang zum Komplement
(und Theorem 34.5)

8.) Ist A*(E) =0, so heiBt E eine Lebesgue-Nullmenge und es gilt £ € My (A).
Beweis: Wegen \*(E) = 0 gilt: Fiir jedes k € N, k > 1, gibt es eine Folge (Al(k))
!
1
von offenen Mengen in € mit F C UAl(k) und Z)\ <Al(k)) < - mit By, := |, Al(k)
t 1

ist daher

A(E, B) < d(E,0) +d(0, By) = N(B)+X(Bi) < YA (4P) < 2 =0 (k— o0)

O

e Jede abzihlbare Menge ist eine L-Nullmenge (siehe 5.))
e Es gibt F C R" iiberabzéhlbar mit \*(E) = 0.

(ein prominentes Beispiel in R ist das so genannte Cantorsche Diskontinuum)
34.5. Theorem

1.) M()) ist eine o-Algebra auf R™.

2) A

MO ist ein Maf}; wir bezeichnen es wieder mit A und nennen es das Lebesque-Mays.

Beweis. 1. Schritt: M () ist ein Ring und )‘*}Mf(/\) ein Inhalt.

Seien A, B € M;(\) und Ay, By € € (k€ N) mit A, — A, B, — B, dann folgt aus
34.4, 3.) und 4.)

AkUBkﬁAUB, AkﬂBk—>AﬂB, Ak\BkﬁA\B, )\*(Ak)—>/\*(A)
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AuBerdem ist fir € 5 C), — C stets

N(C) = d(C,0) < d(C, Cx) + d(Cx,0) = d(C,Cx) + N (Cy) < 14X (Cy) < o0
N grof3,

d(C, CN) — 0

Daher ist M(\) ein Ring; fiir jedes k € N ist
AMAg) + A(Bg) = MAr U By) + AAx N By,)  [33.4,3.)]

[ (k — o0)
AN(A)+X(B) =X (AUB) + X (AN B)

Falls AN B = () ist, so folgt daraus wegen \*(ANB) = 0 die Additivitit von \*

My(A)”
2. Schritt: A€ M(A) und M(A) < o0 =  Ae M)

e Zunichst kann A als abziahlbare Vereinigung von disjunkten Mengen aus My (\)
geschrieben werden: Ist ndmlich A = UA;C mit A, € M(A), so setzen wir

Ag = Al Ay = (OA}) <UA/> (j>1).

=0
N

eMy(A) nach Schritt 1

Esist A = |J Ay eine disjunkte Vereinigung mit Ay € Ms(N).

e Aus 34.3, 4.) folgt A*(A) < > A*(Ax); andererseits ist

k=0
N

ADAU---UAy  VNEN = X(4) > (AU - UAy) =Y N(4)
%/_/ —
EM;(X) und A* . additiv k=0

Mit N — oo folgt insgesamt A*(A) = > A*(Ag). (%)

k=0
e Laut Voraussetzung ist A\*(A) < oo; setze B,, := AgU---U A,,, dann gilt

d(A, B,,) = XN(A A By) 5 = XA\ B,,) =

mCA]

( U A) w1efurA UA;€ (* Z )\* ' (m—>oo),

j=m+1

weil > A*(Ag) (absolut) konvergiert (in (*)) Daher gilt
k

Bn, — A (m — o0); B, € Ms(X)



114 34. Das Lebesgue-Maf auf R"

e Fiir m € N sei <B§m))j€N eine Folge in € mit Bj(m) — B, (j — o0); fiir alle
m € N gibt es k,, > m, sodass fiir alle j > k,, stets d(BJ(-m), Bn) < % ist; setze
Cp = B{™ (meN); C,, €8
Behauptung: C,, = A (m — oo) (dann fertig, weil A € M¢(\) folgt)
Sei e > 0: AN:Vm > N: d(A, By,) < §;
sei Ny so groB, dass fiir alle m > N; stets % < § ist; sei m > max(V, Ny)

1
= d(A,Cpn) = (A, B{") < (A, By) +d(Bp, BI) < S+ — < 4+ 5 ==

3. Schritt: M(A) ist eine o-Algebra (damit folgt 1.))

e R" = J [k, k]", wobei W), := [—k, k]™ € &, also ist R" € M(A).

keN*

o Ist Ay € M(A) fir k € Nund A := |J Ag, so gilt: Zu jedem k gibt es eine Folge
kEN

(A}’@’) in M(A) mit A, = J A®; daher ist A = (J U A% ... abzihlbare
! IeEN keN IEN
Vereinigung von Mengen aus M¢()), daher ist A € M(N).

o Ist Ae M(N\), A= A; mit A; € Ms(N), so folgt

=0

ar=R\ A= | Wi\ A)

keN*
Behauptung: Wj, \ A € M;(\) (dann fertig, weil A° € M()\) folgt)

Wi\ A=W\ (Wen A)

Dabei ist Wy, € € C My(\), es geniigt also, zu zeigen, dass Wi N A € My (N):

Wen A= J(Wen 4) € M())

€&

AuBerdem ist A\*(W, N A) < M (W) = (2k)" < oo, daher gilt nach Schritt 2 auch
W,NAEe€ Mf()\)

4. Schritt: \*

M) 15t o-additiv (womit 2.) folgt).

Sei Ay e M(A) (keN), A=, A, AnA=0 (k+#1)

e Falls \*(A;) = oo fiir ein [ ist, so folgt A*(A) = oo und Y A*(Ax) = oo, d. h. die
s

Gleichung gilt trivialerweise.
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e Falls \*(A4y) < oo fiir alle k ist, dann gilt nach Schritt 2, dass Ay = J Ag-k) eine
k

disjunkte Vereinigung von Mengen Agk) € My(A) ist; folglich ist
A=UU Ag.k) eine disjunkte Vereinigung von Mengen in My ().
k j

[(*),gitt 2] N (A) = ZZ \* <A§k)) _ Z/\*(Ak)
P k

34.6. Bemerkung

Das Lebesgue-Mafl A auf R™ verallgemeinert den Begrift des n-dimensionalen Volumens,
den wir in §27 fiir kompakte Mengen eingefiihrt hatten (beachte: ist K C R™ kom-
pakt, so ist nach 34.4,6.) K € M()), und [, 1dz = A(K) folgt dann aus der Lebesgue-
Integrationstheorie [vgl. weiter unten|); aulerdem ist A translationsinvariant, d.h. A\(A +
{&}) = A(A); fiir Intervalle folgt das laut Formel (35.1) und daher leicht fiir Mengen aus
&; mittels Regularitéitseigenschaften 34.2)5.) und 34.4,7.) kann diese Eigenschaft auf ganz
M(A) nachgewiesen werden (ohne Details, einfacher ist dies mit allgemeineren Methoden
der MaBtheorie [z.B. iiber Bildmafe]).

Das Lebesgue-Maf ist durch die Eigenschaften A([0, 1]*) = 1 und Translationsinvarianz als
MafB auf M(\) sogar schon eindeutig bestimmt (es geniigt dafiir iibrigens auch schon die
kleinere o-Algebra der Borel-Mengen [ohne Beweis]).
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35. Messbare Funktionen und Integral

In diesem Abschnitt sei wieder X eine beliebige Menge, A eine o-Algebra auf X und u ein
MafB auf A, d.h. (X, A, u) ein Mafraum.

Der fiir uns wichtigste Spezialfall ist natiirlich X = R" und A = M(X) mit dem Lebesgue-
Maf3 A, aber alle Konstruktionen und Sétze in diesem und dem folgenden Abschnitt gelten
in einem beliebigen Mafiraum; nichts wiirde dabei einfacher, wenn wir uns auf das Lebesgue-
Maf beschrénkten.

35.1. Definition

Wir nennen die Mengen A € A messbare Mengen in X (oder p-messbare Mengen,).

35.2. Proposition

Sei f: X — R = [~00,+00] = RU {—00, +oc}, dann sind folgende Eigenschaften
dquivalent:

1.) Fiir alle @ € Rist {x € X: f(z) > a} messbar.

2.) Fir alle a € Rist {z € X: f(z) > a} messbar.

3.) Furallea € Rist {z € X: f(x) < a} messbar.
) ()

<
4.) Fiir alle a € Rist {z € X: f(z) < a} messbar.

Beweis

1.)=2): {z: f(zx) >a} = ﬂ {z: f(x) >a— %} eA

k=1~ ~
2)=3): {z: f(z) <a}=X\{z: f(x) >a} €A
3)=4): {x: f <a}—ﬂ{x ) <a+ }E.A
4)=1.): {z: f(z) >a} =X \{z: f(z) <a} €A

35.3. Definition

Wir nennen f: X — R eine messbare Funktion, falls eine der vier dquivalenten Bedingungen
in Proposition 35.2 erfiillt ist.
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35.4. Beispiele

1.) Sei X = R" und f: R" — R stetig. Dann ist die Menge {z € R™: f(x) > a} offen,
also nach 34.4,6.) Lebesgue-messbar. Somit ist jede stetige Funktion messbar bzgl.
A = M(X), wobei A das Lebesgue-Maf3 bezeichnet.

2.) Sei £ C X und 1 die charakteristische Funktion von FE). Dann gilt:
1, ist messbar <= F ¢ A.

Beweis: Es ist 1g(z) =1 fir z € £ und 1g(z) =0 fiir z ¢ E, daher gilt

EF 0<ax1
{reX:1g(x)>at =<0 a>1
X a<0,

was in jedem Fall eine messbare Menge ergibt.

3.) Sei S: X — R eine endliche Linearkombination von charakteristischen Funktionen
messbarer Mengen, d. h.

S(x) = ch : J-Ej(x),

wobei ¢1,...,¢, € Rund Fy, ..., E, € A. Dann ist S messbar (wie man z.B. direkt
durch eine einfache Fallunterscheidung sieht; alternativ kénnen wir uns auf die Eigen-
schaften messbarer Funktionen in 35.5 berufen). Wir nennen S eine Treppenfunktion.

35.5. Eigenschaften messbarer Funktionen
1.) Ist f: X — R messbar, so ist auch |f| messbar.
Beweis: {x: |f(x)| < a} ={z: f(z) <a}n{z: — f(z) <a}.
2.) Ist fiir k € N jeweils fi: X — R messbar, dann sind die Funktionen

g(x) :=sup fe(z) und h(z):=limsup fx(z)
keN

k—oo

ebenfalls messbar (analog fiir inf bzw. liminf).

Beweis: {z: g(z) > a} = | {z: fi(z) > a} € A, also ist g messbar (analog fiir das
kEN'S ~

eA
Infimum); weiters gilt h(z) = inf,, gm(z), wobei g, (x) := supys,, fr(x) messbar ist.

3.) Speziell folgt aus 2.): sind f, g messbar, so sind auch max(f, g) und min( f, g) messbar.

Insbesondere gilt: ist f messbar, so auch

(35.1) [T i=max(f,0) und f~ :=—min(f,0).
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4.) Punktweise Limiten messbarer Funktionen sind messbar! (folgt direkt aus 2.).)

5.) Sind f,g: X — R messbar und F': R? — R stetig, dann definiert

hz) = F(f(z),9(x)) (z€X)

eine messbare Funktion h: X — R. Insbesondere sind oo+ f +3-¢g (o, € R) und
f - g ebenfalls messbar.

Beweis: Es sei a € R. Die Menge G, := {(y,2) € R?: F(y, 2) > a} ist offen, folglich
gibt es (nach demselben Ausschopfungsargument wie in 34.4, Bemerkung 6.)) eine

Folge von Intervallen I; in R? (k € N) mit G, = | I.
keN

Sei 1, =|ag, bx[ X Jex, di[ (k€ N); es gilt
VEeN:{z € X:ap < f(x) <bp} = {z: f(z) >ar} N{x: f(x) <bp}

-~ -~

cA cA

. g
R

€A

und ebenso {x € X: ¢ < g(z) < di} € A; somit ist

{r e X: (f(x),9(x) €I} ={z:a <i(x) <b}N{z: z <3(a:) < di}

messbar messbar

messbar und folglich auch
{w € X:h(x) > a} = {z: (f(2),9(x)) € G} = ({z: (f(2),9(x)) € [}

messbar. [

35.6. Proposition

Sei f: X — R messbar, dann gibt es eine Folge (S} ) von Treppenfunktionen, die punktweise
gegen [ konvergiert, d.h. fiir alle z € X gilt Si(z) — f(z) (k — o).
Falls f > 0 ist, so kann (S}) monoton wachsend und nichtnegativ gewihlt werden.

Beweis. Sei zunichst f > 0; wir definieren fiir k€ N, k> 1, und j =1,2,..., k- 2F

By ={zeX: j2_k1 gf(x)<2‘7—;} und  Fj :={r € X: f(z) > k}.

Es sind Ej;j, Iy, € A, weil f messbar ist; nun sei

k2k .

—1
Sk(x) == Z ‘7? g, (@) + k-1p (z).
g ———
~ d in f~1([k, oo]) grobe
in f=1([0, k[) feine Approximation
Unterteilung des Bildbereichs; durch den Wert k

punktweise immer besser



35. Messbare Funktionen und Integral 119

Dann folgt nach Konstruktion
Vee X:  Sp(z) — f(x) (k— o0)

(ist nédmlich f(z) < co und k groB, so ist z € [0, k[ und |Sk(z) — f(z)| < 3r; andernfalls
ist f(x) =00 =limg_. k).
Weiters ist Si(x) monoton wachsend (bzgl. k bei festem x).

Fiir allgemeines f schreiben wir einfach f = f* — f~ (esist ja f*, f~ > 0) und verwenden
jeweils eine Approximation von 1, f~ wie oben. O

35.7. Definition
Es sei (X, A, 1) ein Mafiraum und F € A.

1.) Fiir eine Treppenfunktion S = Z c; 1 p, mit c; >0, B; € A(j=1,...,N) ist das

w-Integral von S iiber E deﬁnlert durch
(35.2) /Sd,u /S ) dp(x ch,u (ENE;).

(Anmerkung: Wir iiberspringen den [Routine-|Beweis dafiir, dass der Wert rechts un-
abhéngig von der Darstellung von S ist, d. h.

M N
S=>"dlp=> ¢ly = Y duENF)=) c¢uENE);
=1 j=1 1 j
indem wir z. B. zu Durchschnitten F; N E; € A iibergehen .. .)

2.) Fiir eine messbare Funktion f: X — R mit f > 0 definieren wir

33 [ fdu= [ o) duto)

= sup{/ Sdp: S ist Treppenfunktion mit 0 < 5 < f}

als pu-Integral von f iiber E; esist [, fdu € [0, 00].

3.) Ist f: X — R messbar und fE ftdu < oo oder fE f~du < oo, dann setzen wir

(35.4) E/fd,u::E/erd,u—E/fd,uEﬁ

(mit den Rechenregeln co —r = oo und r — oo = —00).

4.) Ist f: X — R messbar mit der Eigenschaft, dass [, f™dp < oo und [, f~ du < oo,
so nennen wir f auf E beziiglich p integrierbar; es ist dann | pfdueR.

Wir bezeichnen mit L(FE, ) die Menge der auf E p-integrierbaren Funktionen.
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Bemerkung: Oft wird das oben definierte Integral als Lebesgue-Integral (bezogen auf
das Maf} ;1) bezeichnet — es entstammt ja seinem Entwurf der entsprechenden Theorie fiir
X =R" und A (1902-04; abstraktere Fassung spéter von Fréchet u. a.).

Wir wollen hier aber den Begriff Lebesgue-Integral fiir | 5 J dAreservieren, wo A das Lebesgue-
Maf auf R™ ist und E € M(A) sowie f: R* — R messbar mit [, f*d\ < oo oder
Jp [ dX\ < 0.

Beachte: Zu L(F, ) gehoren nur jene messbaren Funktionen mit [, f*d\A < oo und
Jp [ dX\ < 0.

Im Fall E = X schreiben wir oft einfach [ fdpu statt [, fdpu.

35.8. Eigenschaften des p-Integrals (deren Beweise straightforward sind)

Es sei E messbar.

1.) Ist f messbar und gibt es C' > 0, so dass fiir alle x € E gilt |f(z)] < C (d.h. f ist
beschrénkt auf £) und gilt u(F) < oo, so folgt

feca wd | [ finl<coue)
FE

2.) Sind f,g € L(E, p) mit f(z) < g(x) fur alle z € E, so folgt

was/yw

E

3.) Ist f € L(FE,u) und ¢ € R, so folgt

c-fel(FE,u) und /cfdu:c/fd,u

E E

4.) Ist u(F) =0 und f messbar, so folgt

/fdu:O

E
5.) Ist fe L(E,u), Ac A, AC E, so folgt

fel(A ).
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35.9. Lemma

Es sei f messbar und f > 0, weiters (S) eine monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen mit Sy > 0 und Si(z) — f(x) (k — oo) punktweise bzgl. € E (so eine Folge

existiert geméaf 35.6). Dann gilt
/fdu:klim /Skdu.
E

E

Bewers. Fiir alle k ist geméfl den Eigenschaften des Supremums und der Definition des

Integrals
[ suin< [ i
E E

Da hier auf der linken Seite eine monoton wachsende Folge von reellen Zahlen steht, folgt
daraus (im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn)

llm Skd,u< /fd,u

Sei T" eine Treppenfunktion mit 0 < 7T' < f = limy_, o, Sk. Wir werden zeigen, dass

(35.5) /Td,u < klim /Sk.d,u.
B

E

Dann sind wir fertig, weil daraus

/fdu:sup /Td,u... Sklim/Skdu
E E

E

folgt und somit insgesamt Gleichheit.
Sei T = Z c; 1 g,» wobei OBdA Ey, ..., Ey, disjunkt sind.

Se1ﬁ>1 keNund setze
Byi= {r € X : §Su(x) > T(@)}:
es folgt Byy1 2 By und Vo € X: AN:Vk > N: x € B, d.h. also | By = X.

kEN
Es gilt p(By) /" w(X) (k — o0),
denn X = By U |J (Bx \ By—_1) ist eine disjunkte abzdhlbare Vereinigung, folglich ist
k=1

u(X) = p(Bo) + > 1u(Bi\ Bioy) = A}Eﬂ )+ > (B \ Biy))) = Jim u(By).
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Somit gilt also

/Tdu: > cju(E;NE) :]}E&chu(EijmBk) —
j=1

E j=1

k—o00

= lim T-lBkdugﬁ-lim/Skdu.
—— k—o0
E <8-S E

Nun lassen wir 3 — 1 gehen und erhalten die Behauptung. O

35.10. Proposition
Es seien f,g € L(FE, ), dann ist f 4+ g € L(F, u) und es gilt

[t +aau= [ sdu+ [gan

E E
Beweis. 1. Schritt: Fiir Treppenfunktionen ist die Additivitat klar aus der Definition.

2. Schritt: Sei f > 0 und g > 0.
Aus 35.6 folgt die Existenz monoton wachsender Folgen (Sk), (7)) von Treppenfunktionen
mit 0 < S(z) / f(z) und 0 < Ty(x) / g(x). Daraus folgt

flz)+g(x) = ]}1_{20 (Sk(z) + Ti(x))  und Sk + Tk < Skt + Traa

und daher gilt

E

E E E

:lim/Skdu—l—lim/de,u:/fd,u—l—/gdu.
E E

E E

3. Schritt: Sei f > 0 und g < 0.
Nun ist f4+g=f — (—g), wobei f > 0 und —g > 0 gilt. Wir setzen

P:={z:(f+g)(zr)>0}und M := X \ P.

Esist f1p = (f+9)1lp+ (—g)1lp eine Summe nichtnegativer Funktionen, daher gilt nach
Schritt 2 die Gleichung

flpdp= [ (f+g)lpdu+ [ (—g)lpdu.
e [z |
Analog erhalten wir aus (—g) 1, = f1, + (=f — g) L1y, auch
[ FLadi == [ (£ =9 Ludn+ [(-g)Lydn
B

E E



35. Messbare Funktionen und Integral 123

Wir bemerken, dass (f + ¢)t = (f + g)1lp und (f +g9)~ = (=f — g)1 gilt, woraus
auch die p-Integrierbarkeit von f + g folgt. Daher ergibt eine Addition der beiden obigen

Integralbeziehungen zusammen mit Eigenschaft 35.8, 3.) (fiir ¢ = —1) dann wegen 1p +
1,, =1 auch

/fdu+/gdu= /(f+g)+du—/(f+g)duz/(f+g)du-

E E E E E

4. Schritt: Im allgemeinen Fall schreiben wir wie iiblich f = f* — f~ und g = g* — ¢~
Dann erhalten wir

frog=0U"+9")—(f+9),

wobei f* + gt jeweils nichtnegativ sind. GemaB dem 2. Schritt sind diese Funktionen
ebenfalls p-integrierbar und es gilt [ (f* + ¢%)du= [, fFdu+ [, 9% dp.

Daher ist f + g nach Schritt 3 ebenfalls p-integrierbar iiber £ und

[ +grdu= [ w5t dn— [+ an

E E E
=/f+du+/g+du—/fdu—/gduz/fdu+/gdu-
E E E E E E

35.11. Proposition

1.) Ist f € L(E, n), so folgt

|fl € L(E, ) und /fd,u < /|f\ dp (Dreiecksungleichung).
E E

2.) Ist f messbar und g € L(E, p) mit |f]| < g, so folgt f € L(E, p).

Beweis. ad 1.) Esist |f| = fT+ f~ und f*, f~ € L(E, u), also folgt
fle L(E,p) wd =+ [, fdu< [;|fldp, weil +f <|[f]ist.

ad 2.) Es gilt f* <|f| <g, [~ <|f| <g, daher folgt [, fFdu < [, gdu < .

Somit sind fT, f~ integrierbar, also ist auch f integrierbar.
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35.12. Der Begriff ‘fast iiberall’

Wir sagen, dass eine Eigenschaft, die abhdngig von = € X besteht oder nicht, u-fast iberall
(bzw. in der Wahrscheinlichkeitstheorie fast sicher) gilt, falls es eine Menge N € A vom
Mafl null (also p(N) = 0) gibt, so dass fiir alle x € X \ N die Eigenschaft zutrifft.

Zum Beispiel: f = 0 p-fast iiberall < IN € A mit u(N) =0:Vz € X\N: f(z) =0

(bzw.: {x € X: f(x) # 0} ist eine u-Nullmenge).
Ist d,, das Dirac-Maf} im Punkt xy € X, dann gilt: f = 0 J,,-fast iiberall < f(z() = 0.
Ist p das Z&hlmaB auf Z, dann gilt: f = 0 p-fast iiberall < f(k) = 0 fir alle k € Z.

Theorem

1.) Ist f messbar und f > 0, dann gilt:

/fdu =0 < f=0 p-fast iiberall.
X

2.) Sind f, g messbar und f =g p-fast iiberall, dann gilt:

fekl(X, pn) = g€L(X,p) und /ﬁwz/QW-
X X
Beweis

ad 1.) Sei N :={z € X: f(z) # 0}; es ist N € A, weil f messbar ist.
Zu zeigen bleibt:

/fwzo & uN)=0
X

E): Setze Ay, :={z e X: f(z) > 1} (keNk>1);

A e A, Ay € Agyq und U A, =N vel. @}.35.9} u(N) = klim p(Ayg).
k=1
Es ist
1 1 1 1 1 1
fZE’ A, = 0= [ fdp= T Akd,u:%' 1d,U«:E'M(Ak)‘
X X A

Daher gilt u(Ax) = 0 fiir alle k, also ist p(N) =lim0 = 0.
@: Setze fr, :==k-1y (k €N) ... Treppenfunktionen

[ fedu=k-ux) <o,
X
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Das heif}t, fiir g := sup,, fi ist fX gdp = 0; wegen 0 < f < g [an jeder Stelle ist
f(z) = 0 oder schliellich kleiner k oder f(x) = oo = sup,, fi(x)] folgt

Ué/fd,uﬁ/gd,uzo.
X

X

ad 2.) Zunéchst fiir f >0, g > 0:

Esist N :={z € X: f(z) # g(z)} eine p-Nullmenge; sei M := X \ N; betrachte die
Funktionen f-1y,g9- 1y, f- 1., g-1, ... alle messbar und > 0
—

=0 p-fast ﬁberall:ff-lNd,u:O:fg-lNd,u
Weiters ist f - 1y =g 1y, daher [ f- 1y du= [g-1ydp.
Wegen f=f-1y+f-1y,und g=g-1y+g-1,, folgt

/fdu:/f-lNd,qu/f-lMd,u:/g-lNdu+/g-lMdu:/gdu.

Allgemeiner Fall: wir zerlegen wie iiblich f = f* — f~, g = ¢ — ¢, dann ist u-fast
tiberall f* = g*, f~ =g [weil ja max(0, f) = max(0, g) u-fast iiberall usw.]. Somit

folgt
/f*duz/fdu, /fduz/gdu

geL(X,n) und /fdu:/gdu.

und daher
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36. Konvergenzsitze

36.1. Theorem (monotone Konvergenz, B. Levi! 1906)

Es sei (fx) eine monoton wachsende Folge messbarer Funktionen mit f; > 0 (k € N).
Dann gilt

[ Qim fute) de) = Jima [ fu(o) .

Beweis

Setze Vo € X : f(z
d

ist f messbar un

) :=limg o fr(x)  (bei fixem z monoton wachsende Folge in R), dann
[ >0; wegen fi < fVk folgt [ frdp < [ fdu, daher ist

lim /fkdué/fdu

und wir miissen nur noch zeigen, dass auch die umgekehrte Ungleichung gilt.

Sei S eine Treppenfunktion mit 0 < S < f und § > 1 sowie By, := {z: ffy > S} (k € N);
es gilt By € A und

By, C Byy1, U By,=X, Bfi>5-1p.

keN

Weiters ist auch S - 1p eine Treppenfunktion und es gilt S - 1p (z) / S(z) (k — oo);
wie im Beweis von Lemma 35.9 folgt daraus

/Sdugklim SlBkd,ugﬁ-klim/fkdu

/Sd,ugklim/fkd,u.

Nach Ubergang zum Supremum iiber alle Treppenfunktionen S mit 0 < S < f erhalten

wir also
/fdu < Jim /fkdu.

und mit § — 1 schlieSlich

36.2. Lemma (von Fatou?, 1906)

Fiir £ € N sei fr > 0 und messbar. Dann gilt

[ (imint fi(0) dute) < timint [ fi(o) du(o)

Beppo Levi (*14.5. 1875 Turin; 128.8. 1961 Rosario, Argentinien) [beppo 'lervi]
2Pierre Joseph Louis Fatou (*28.2. 1878 Lorient; 110.8. 1929 Pornichet) ['pjer [oBef fa'tu]
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Beweis. Setze f := liminf; . fr und g, := infy>,, fx (m € N). Dann sind f und g,
(m € N) messbar, f >0, g, > 0und es gilt g,,(x) / f(z) (m — o0); aus Theorem 36.1
folgt daher

lim gmd,u:/fd,u.

m—0o0

Fiir k > m gilt g,, < fi, daher ist [ g, dp < infys,, [ fr dp und somit
<1 . T
/fdu_nlggo(]ggg/fkdu) hlgggolf/fkdu
O

36.3. Theorem (dominierte oder majorisierte Konvergenz; Lebesgue 1910)

Es sei f: X — R sowie fi,: X — R fiir ¥ € N messbar und p-fast iiberall gelte f =
limy o fr (punktweise Konvergenz fast iiberall). Es gebe eine Funktion 0 < g € L(X, ),
so dass fiir alle k € N p-fast tiberall gilt |fx| < ¢g. Dann sind alle fj sowie f p-integrierbar
und es gilt

klim/fkd,u:/fd,u und khm/|fk—f\ dp = 0.

Bemerkung und Beispiel: die Voraussetzungen dieses Satzes sind in vielen Fillen
erfiillt, in denen keine gleichméflige Konvergenz vorliegt, und ist daher eine wichtige Er-
weiterung fiir Konvergenzschliisse in der Praxis. Als Beispiel auf R mit dem Lebesgue-Mafl
betrachte die Funktionenfolge fi.(x) = 1/(1 + k|z|*?) (k > 1), die punktweise auBerhalb
x = 0 (daher Lebesgue-fast iiberall) — aber nicht gleichméfig — gegen die Nullfunktion
strebt. Als dominierende integrierbare Funktion kann g(z) = 1/(1 4 |z|*/?) gewihlt werden
und wir erhalten [, dz/(1+ k|z[*?) — 0 (k — o0).

Beweis. Geméafl 35.12 konnen wir OBdA die ‘p-fast iiberall’-Aussagen durch ‘Vx € X’
ersetzen, weil das an den Integralen nichts dndert.
Esist 0< f7<g, 0<fT<g, 0<fi<g 0<f <g, daher

/f;itdué/gdu<oo und /fidué/gdu<oo,

also sind alle f; und f selbst u-integrierbar.
Wir setzen g, := |f|+9 — |fx — f|. Es ist liminf g, = |f| + g, daher folgt aus dem Lemma
von Fatou 36.2

/(Ing)duSliggf/gkduz/(lﬂﬂtg du—hmsup/lfk—fl dp.
a [(If] +9)du < oo ist, folgt

Oglimsup/\fk—ﬂd,ug() und somit klim/\fk—f\d,u:().

k—o0
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Weiters ist
’/fkdu—/fdu’ < [1h=fldu—0 (h—o0)

und daher
/fkduﬁ/fdu (k — o0).
X X

36.4. Beispiel

In Theorem 36.3 ist es essenziell, dass die Folge (fx) von einer (fixen, von k unabhéngigen)
integrierbaren Funktion g dominiert wird; andernfalls ist die Aussage i. A. falsch — selbst

1
bei gleichméfiger Konvergenz! Z.B.: X = R, A\ Lebesgue-MaB, f, = - 1[07 k]

1 fk

] I

0 k

Dann gilt f, — 0 fiir £ — oo gleichméfig, ABER

/fk. dA =1, wihrend /lim fed\=0.
R

R

36.5. Bemerkung

Es sind im Wesentlichen die Konvergenzsétze der Lebesgueschen Integrationstheorie, die
diese zum Grundstein vieler Teilgebiete der Analysis oder angewandten Mathematik wer-
den ldsst (Wahrscheinlichkeitstheorie, Harmonische Analyse, Funktionalanalysis, Distri-
butionentheorie [~ verallgemeinerte Funktionen|, partielle Differentialgleichungen usw.);
ganz konkret ergibt diese geschmeidigere Integrationstheorie aber auch stark verbesserte
Methoden oder Resultate der klassischen Analysis: vgl. etwa die Erweiterung des Riemann-
Integrals (siche Abschn. 37) oder folgende Version der Transformationsformel (vgl. [For84,
§13]):

Seien U,V C R" offen und ®: U — V ein C'-Diffeomorphismus. f: V — R ist genau dann
A-integrierbar, wenn (f o ®) - |det D®| auf U M-integrierbar ist. Es gilt in diesem Fall die
Formel

/f )| det DB()| dA(x /f ) dA(y

Uberdies diirfen Nullmengen, auf denen ® kein Diffeomorphismus ist, im Integral ver-
nachléssigt werden, was zum Beispiel einen neuen Beweis fiir die Zuléssigkeit der Verwen-
dung von Polarkoordinaten auf ganz R? liefert.
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Wir betrachten nun F = [a,b] € R = X und das Lebesgue-Maf8 A auf R; wir verwenden
hier die Notation R- fab f(z) dx fiir das Riemann-Integral gemafl Analysis 1.

37.1. Theorem
Es sei f: [a,b] — R beschriankt, dann gilt:
1.) Ist f R-integrierbar, dann ist f € L([a,b], \) und

R—/bf(x)dx: /f(x)d)\(x).
a [

a,b]

2.) f ist R-integrierbar <= f ist stetig A-fast tiberall.

Beweis

ad 1.) Es gibt reelle Zahlen ¢; < ¢ mit ¢; < f(z) < ¢, fiir alle z € [a, b].

Da f R-integrierbar ist, gibt es Folgen (y) , (1) von Treppenfunktionen auf [a, b] (im
Sinne von Analysis 1, d.h. stiickweise konstant auf Teilintervallen einer Zerlegung)
mit ¢ < f <4 und

b

b
R—/¢kdx - R—/cpkdx—>0 (k — 00).

OBdA ist (¢x) monoton wachsend, (¢;) monoton fallend [sonst einfach max bzw.
min von allen vorhergehenden nehmen] und ¢; < ¢ < f <y < co.
Fiir Treppenfunktionen (im Sinne der Riemann-Theorie) gilt

b
R- / Tdx = / TdA (folgt direkt aus jeweiligen Integraldefinitionen).

a [a,0]

Wir setzen ¢, und ¢ auf R\ [a, b] durch 0 fort; fiir alle z € R gilt:

dg(z) = limy 0o pr(x) und  Fh(x) = limg_o Vi (),

weil jeweils monoton und ¢ < co, Y > 1.

g und h sind als punktweise Limiten A-messbarer Funktionen ebenfalls \-messbar;
es gilt Vo € [a,b]: g(x) < f(z) < h(z) und Vo € R\ [a,b]: g(z) = h(z) = 0;
insbesondere ist h — g > 0 und somit

og/(h—g>dxz/,}ggo(wk—sok>dx <

(36.2, Lemma von Fatou]
R R
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b b
Sli}zninf/(zbk—gok) d)\zligninf R—/¢kdx — R—/cpkdx = 0.

a

Nach Theorem 35.12; 1.) ist daher A-fast iiberall g = h; es folgt weiter

g=f=h Mfast iiberall in [a, D]

und, dass f A-messbar (in [a, 8]) ist [denn {z: f(2) > ¢} = {z: g(x) > ¢} UNullmenge].

M) eM(N)

Fiir alle = € [a,b] gilt |pp(z)] < max(|ei], |eo]) - Ly p(z) und @p(z) — g(z) (kF —

R

eL([a,b],\)

00), daher ist g’[a b A-integrierbar, folglich ist f auf [a,b] A-integrierbar [wegen 36.3,

dominierte Konvergenz!| und schlielich gilt

ad 2.)

b

/fd)\: /gd/\:]}i_{go/cpde:]}LrgoR—/bgok(x)dx:R—/f(x)d(x).

[a,b] (a,b] [a,b] a

: In obigem Beweis von 1.) bezeichne N € M()) eine Menge mit A(N) = 0 und

der Eigenschaft, dass Vo € [a,b] \ N: g(x) = f(x) = h(x).

Fiir £ € N sei My C [a,b] jeweils die endliche Menge der Sprungstellen von
@i, oder 1y; setze M = N U Ej My, dann ist A(M) = 0 (wegen A\(M) =
AV)+ E (M) = 0) =

Behauptung: f ist stetig in [a,b] \ M

Sei g € [a,b] \ M und ¢ > 0.
Jk € N p(xo) — (o) < & (weil lim ¢y (xg) = lim g () ist);
weiters gibt es offene Intervalle Iy, Ji C [a,b] mit z¢ € I N J; und

@k}lk = or(z0), wk}J}c = (o) (weil zq ¢ U M, ist).

leN

Die Menge V := I, N J}, ist eine offene Umgebung von zy mit der Eigenschaft,
dass fiir alle z € V gilt:

or(z0) = @r(r) < f(x) < Yp(w) = Pr(20).

Somit ist | f(z) — f(xo)| < Yr(xo) — @r(z0) < €.
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©: Sei f stetig auf [a,b]\ A, wobei \(A) = 0 ist. Dann gibt es Folgen (py), (%) von
Treppenfunktionen (im Sinne der Riemann-Theorie), die zudem OBdA ¢ <

Orr1, Yk = Yy erfiillen, mit o < f <y, und

k—o00

k—o0

b b
lim [ o = / f (Unterintegral))
*

b b
*
lim /¢k:/ f (Oberintegral).

Sei g(z) := lim pg(z), h(x) = lim ¢y (z); es ist g(z) < f(x) < h(z) und wie in

1.) folgt

/W:Zf, [ro= [

[a,b] [a,b]

Behauptung: f ist in allen Punkten aus S := {z: g(z) < h(z)} unstetig.

Beweis indirekt: Angenommen, f ist stetig in xg € S.

h(zo) — g(z0)
3

dass Va €]zg— 6,20 +0[: |f(z) — f(xo)| < e
Dann koénnte aber im Intervall |z — 0, z¢ +
d] ober- oder unterhalb des e-Streifens um
f(zo) moch ein besser approximierendes
Treppenplateau eingefiigt werden.

Dies ist ein Widerspruch, weil die L-Integrale
iiber g bzw. h schon die besten Approxima-
tionen (ndmlich Unter- bzw. Oberintegral)
ergeben.

Sei € := und § > 0 so gewahlt,

? (o)

9(330)

Zo

Daher muss S C A gelten, also A(S) = 0 und A-fast iiberall g}[a o= h}[a o daher

ist schlieflich (nach 35.12)

Zf:/g@:/mz/”

[a,b] [a,b]

und somit f R-integrierbar.
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37.2. Bemerkung

1)

2.)

3.)

Theorem 37.1, 1.) besagt, dass das Lebesgue-Integral eine konsistente Erweiterung
des Riemann-Integrals ist; es gibt iibrigens viele Funktionen, die L-integrierbar, aber
nicht R-integrierbar sind (eines der einfachsten Beispiele ist 1g auf [0, 1]).

Theorem 37.1, 2.) besagt, dass R-integrierbare Funktionen im Lebesgueschen Sinn
nicht zu viele Unstetigkeitsstellen haben diirfen (z. B. ist 1g unstetig in jedem Punkt).

Uneigentliche Riemann-Integrale iiber positive Funktionen lassen sich auch als L-
Integrale auffassen (siehe hierzu etwa [Els05]).

Aber Achtung bei oszillierenden Integranden!

o -1 k—1
Zum Beispiel ist die Funktion f(x):= Z ( ]2 - Ly, _1,x((2) ist uneigentlich R-
k=1

integrierbar iiber [0, ool,
$= (0

denn R / f(z = 7 konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium (und hat

den Wet log 2), Wahrend die positiven und negativen Anteile unendliche L-Integrale
haben

1 1 1 1 1
+ =14+ 4+ 4. = - =4+ 1+ 1. = .
/f dA +3+5+ 00, /f d\ 4—|—2+6+ 00

sin
(Ebenso geht das mit ——, das einen #hnlicher Oszillationseffekt zeigt und im Un-

x
endlichen ebenso schwach féllt).

Es gibt Lebesgue-Versionen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung;
eine ist z. B. so (siehe [Els05, Kapitel VII, §4]):

Ist f: [a,b] — R eine L-integrierbare Funktion, so definiert F(z) :=
eine (absolut) stetige Funktion und A-fast iiberall gilt: die Ableltung F’
und F'(z) = f(x).

Jo f
(«

) e 151t1ert
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