VI. Das Riemann-Stieltjes Integral.

Es stellt sich heraus, dass der hier entwickelte Integralbegriff stark von
der Ordnungsstruktur von R abhangt.

Definition. Sei [a,b] ein Intervall in R. Unter einer Partition P von
la, b] versteht man ein Menge von Punkten P = {xq,x1,...,2,} mit

a=x9g<x1 <<z, =0
Sei Ax; =x; —x;_1, 1 =1,...,n und fur eine beschrankte Funktion
f a0 — R sei M; = sup{f(z) : v € [x;_1,3;]} sowie m; =
inf{f(x) : x € [z;_1, 2]} fiiri=1,...,n. Als Obersumme S(P, f) von
f bezuglich P bezeichnen wir den Ausdruck

S(P,f) =Y MAz
i=1
und als Untersumme s(P, f) von f beziiglich P den Ausdruck

s(P, f) = imlAz’z

Das obere Riemann-Integral von f ist definiert durch

/bfdx = inf S(P, f),

wobei das Infimum tber alle Partitionen P von |a,b] genommen wird,
und das untere Riemann- Integral von f ist definiert durch

/bfdx =sup s(P, ),

wobei das Supremum tber alle Partitionen P von |a,b] genommen wird.
Sind die oberen und unteren Integrale gleich, so nennt man f Riemann-
integrierbar auf [a,b], man schreibt f € R. Den gemeinsamen Wert
bezeichnet man dann als

/abfdzv oder /abf(.r) dz,

dies ist das Riemann-Integral von f dber [a,b].

Falls f > 0 und das obere und untere Riemann-Integral iibereinstimmen,

sagt man auch, dass fab f(z) dx den Flacheninhalt angibt, der zwischen

dem Graphen der Funktion f und der x-Achse iiber [a, b] liegt.

Da f beschrankt ist, gilt m < f(z) < M auf [a,b] und daher fiir jede

Partition P von [a,b] : m(b—a) < s(P,f) < S(P,f) < M(b— a),

sodass das obere und das untere Riemann-Integral immer existiert, die
1
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Frage nach der Gleichheit der oberen und unteren Integrale ist hingegen
viel schwieriger.
Wir betrachten eine allgemeinere Situation:

Definition. Sei « : [a,b] — R eine monoton wachsende Funktion.
Fir eine Partition P = {xg,x1,...,x,} von [a,b] setzen wir

Ac; = afz;) —alxiq) ,i=1,...,n
Es gilt Acy; > 0. Fir eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R setzen
wir

S(P, f,a) = Z]WAozZ und s(P, f,«) ZmonzZ

und definieren

5 b
/fda:infS(P,f,a) sowie/fda:SUPS(Pjﬁa)»

wobei inf und sup uber alle Partitionen P von [a,b] genommen werden.
Stimmen die beiden obigen Integrale tiberein, so sagt man f ist bezuglich
a Riemann-integrierbar und schreibt f € R(«a), den gemeinsamen Wert

bezeichnet man mit ,
/ fda.

Dies ist das Riemann-Stieltjes Integral von f beziglich « iber [a,b].
Das Riemann-Integral ist ein Spezialfall des Riemann-Stieltjes Integrals
fir a(z) = .

Unser nachstes Ziel ist es, zu zeigen, dass stetige Funktionen f Riemann-
integrierbar beziiglich « sind.

Definition. Die Partition P* wird eine Verfeinerung von P genannt,
wenn P* D P qilt, also jeder Punkt von P auch zu P* gehort. Sind
Py, P, zwei Partitionen, so nennt man P* = Py U P, ihre gemeinsame
Verfeinerung.

Satz. Ist P* eine Verfeinerung von P, dann gilt
s(P, f,a) < s(P*, fa) und S(P*, f,a) < S(P, f, ).

Daraus erhalt man nun
b b
/ fda < / fda.

Satz.
Fiir die weiteren Aussagen von besonderer Bedeutung ist das folgende
”Cauchy”-Kriterium fiir die Existenz des Riemann-Stieltjes Integrals

Satz. Es gilt f € R(«) auf [a,b] genau dann, wenn fir jedes € > 0
eine Partition P von [a,b] existiert mit

S(P, f,a) — s(P, f,a) < ¢



Satz. (a) Gilt

S(P, f,a) —s(P, f,a) < ¢
fiir ein P und ein € > 0, dann gilt diese Aussage mit demselben € fir
jede Verfeinerung von P.
(b) Gilt die Aussage von (a) fir P = {xo,...,z,} und sind s;,t; €
(i1, x;], dann gilt

D15 — F(t)]Aai <

(c) Ist f € R(a) und sind die Voraussetzungen von (b) erfillt, dann

15t
n b
E:f@QAar—/mfda

In den drei nachsten Resultaten werden hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz des Riemann-Stieltjes Integrals erstellt.

Satz. Ist f stetig auf a,b], dann ist f € R(«a) auf [a,b].
Satz. Ist f monoton auf [a,b] und ist « stetig auf [a,b], dann folgt
f e R(w).

Satz. Sei f beschrankt auf [a,b]. Ferner habe f nur endlich viele Un-
stetigkeitsstellen auf [a, b] und « sei in jedem Punkt stetig, wo f unstetig

ist. Dann folgt f € R(«a).

< €.

Der folgende Satz ist fiir Anwendungen von besonderer Bedeutung

Satz. Sei f € R(«) auf [a,b] und m < f < M. Sei ferner ® stetig auf
[m, M) und es sei h(z) = ®(f(x)) fir x € [a,b]. Dann folgt h € R(«)
auf |a, b].

Nun stellen wir die wichtigsten Eigenschaften des Integrals zusammen:

Satz. (a) Sind fi, fo € R(«a) auf [a,b], so gilt fi + fo € R(a) und
cf € R(«) fiir jede Konstante c, ferner gilt

/ab(f1+f2)da:/abf1da+/abf2da, /abcfda:c/abfda_

Das bedeutet: R(«) ist ein Vektorraum iber R und die Abbildung f +—
fabfda ist ein lineares Funktional auf R(«).
(b) Gilt f17 f2 € R(Oé) und f1(5(7> S f2(ZE) a’uf [CL, b]7 §0 fOlgt

/abfldag/abfgda.

(c) Ist f € R(a) auf [a,b] und ist a < c < b, so ist f € R(a) auf [a, |
und auf [c,b], und es gilt

l%m+1%mzl%m.
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(d) Ist f € R(«) auf |[a,b] und gilt | f(z)| < M auf [a,b], so folgt

b
/ fda < M(a(b) — ala)).
(e) Fir f € R(on) und f € R(aw) gilt f € R(ay + aa) und

/fda1+a2 /fda1+/Gfda2;

ist f € R(«) und ist ¢ eine positive Konstante, dann folgt f € R(ca)

und
/abfd(ca):c/abfda.

Wichtig fiir alles weitere ist der folgende

Satz. Seien f,g € R(a) auf [a,b]. Dann gilt:
(a) fg € R(a); (b)[f| € R(a) und

[ raol < [ 15100

Der Zusammenhang zwischen Riemann- und Riemann-Stieltjes-Integral
wird im folgenden Satz erlautert

Satz. Sei a monoton wachsend und o € R auf [a,b]. Sei ferner f :
l[a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt: [ € R(a) <
fo/ € R. In diesem Fall ist

/abfda _ /abf(x)o/(x) iz

Satz (Substitutionsregel). Sei ¢ : [A, B] — [a, b] eine streng monoton
wachsende, stetige Funktion. Sei « : [a,b] — R monoton wachsend
und f € R(«) auf [a,b]. Definiere 3,g : [A, B] — R durch B(y) =
a(¢(y)) und g(y) = f(¢(y)) firy € [A, B]. Dann ist g € R(3) und es

gilt 5 .
/Agdﬁ:/fda.

Spezialfall: a(x) =z und § = ¢ mit ¢’ € R auf [A, B] :

/f m—/f



Integration und Differentiation

Satz. Sei f € R auf [a,b]. Fir x € [a,b] setze man

F(z) = / ")t

Dann ist F stetig auf |a,b]. Ist dariber hinaus f an einer Stelle xy €
la,b] stetig, dann ist F in xo differenzierbar und es gilt

F/(.]fo) = f(ﬂ?o)
Satz (Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung, 1.Version). Ist

f € R auf [a,b] und gibt es eine differenzierbare Funktion F auf [a,b]
mit F' = f auf [a,b], dann gilt

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Satz (Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung, 2.Version). Ist
f :la,b] — R stetig auf [a,b], dann ist die Funktion

F(z) :/xf(t)dt € fa, )

differenzierbar auf |a,b], es gilt F'(x) = f(z) und

/ (@) dz = F(b) — Fla).

Definition. Fine differenzierbare Funktion F auf [a,b] heifst Stamm-
funktion von f auf [a,b], wenn F" = f auf |a,b] gilt.

FEine Funktion F auf [a, b] heifft unbestimmtes Integral von f, wenn fiir
je zwei Punkte x1,x9 € [a,b] gilt

/m F@)dz = F(zs) — Flz).

Es gilt: sind F; und F» Stammfunktionen (unbestimmte Integrale)
von f, so ist Fy — F5 konstant. Mit F' ist auch F'+ ¢ ,¢c € R, eine
Stammfunktion von f.

Ist f stetig auf [a, b], dann besitzt f eine Stammfunktion F' auf [a, b].



’ f \ [ fdx \ Def.ber. ‘
k£ —1 ”;k—J: reRx#0(k<0)
1 log |z x#0
2 a€Ra+# —1 ”i:ll x>0
1+1z2 arctan x reR
ﬁ arcsin x lz| <1
e e’ reR
sin x —CoS T r€R
COS T sin x r€R
sml% —cotx x#km,k€Z
— tanz |z # (k+1/2)m,keZ
sinh x cosh x r€R
cosh x sinh x r€R

Beispiele zur Substitutionsegel:

(a) ff(a—i— bu)*du b # 0 : setze x = ¢(u) = a + bu und f(z) = 2",
dann ist ¢'(u) = b und

B 1 B 1 [0
/ (a+bu)" du = 3/ (a4 bu)"bdu = 5/ " dx
a a ¢

1 n+1 n+1
= b(n+1)((a+bﬂ) o (a+ba)"t)

(b) Es sei ¢(u) > 0 und stetig differenzierbar auf [a, ], dann gilt fiir
x=¢(u) und f(z)=1/z:

by o) 4 b
/(b(u)du:/ B o 90
o O(u) o) T ¢(a)
(¢) [ Vr? —a?dz : hier setze man x = rsint, dann ist do = rcost dt

und
/\/r2—xgdx:/\/rQ(l—sith)rcostdt:/r20032tdt

(d) [ Vr? + 2 dx : hier setze man x = rsinh ¢, dann ist dz = r cosht dt

und

/\/7“2—{—332(133:/\/r2(1+sinh2t)7“coshtdt:/7"2cosh2tdt.
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Satz (Partielle Integration). Seien F,G differenzierbar auf [a,b] mit
F'=feR und G =g € R auf [a,b]. Dann gilt :

/ F2)g(x) dz = FB)G(b) — F(a)Gla) — / F(@)G(x) da.

Partialbruchzerlegung :

Ist r(r) = %> eine rationale Funktion, wobei der Nenner von der
Gestalt

q(z) =clx —x)" ... (x — xp)"™* (:c2 +a1x 4+ b))%t ... (x2 + apx + by )

ist, dann kann man durch Koeffizientenvergleich r(z) in der Form

A A Ay
o) = Au g Aw o An
r—mx (r—11)? (. —a)m
A A Apr
X k1 4 k2 ST _ ke
r—umx, (v —x) (x — xp)"
n Bz +Cy o Blslm + C1151
2+ a1+ b (2 + ayz + by)*
Bmlx + le Bmsmx + CmS"L
5 . —|— 3
2 + apx + by, (22 + apmx + by, )™

schreiben, und die einzelnen Summanden dann einfacher integrieren.

Uneigentliche Integrale

Erweiterung des Riemann-Integrals auf unendliche Intervalle.

Definition. Sei f : [a,t] — R in R auf [a,t] fir jedes t > a. Kon-
vergiert f: f(z)dx gegen I bei t — oo, so sagt man das uneigentliche
Integral [ f(x)dx konvergiert und hat den Wert I :

o] t
/ f(z)dx = tlim flz)dx =1.
Nichtkonvergente Integrale nennt man divergent.

Satz (Cauchy-Kriterium). faoo f(z) dx ist genau dann konvergent, wenn
fiir jedes € > 0 ein sy existiert mit

/:f(az) dx

Satz (Montonie-Kriterium). Sei f > 0 auf [a, 00). Dann gilt:

<€, firallet > s> sg.

o} t
/ f(z) dx konvergiert < 3K > 0 mit / flz)dx < K |, Vt > a.
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Definition. Das uneigentliche Integral faoo f(z)dx heifit absolut kon-
vergent, wenn das uneigentliche Integral faoo |f(z)| dx konvergiert.

Satz. FEin absolut konvergentes uneigentliches Intgral ist konvergent

und es gilt
<[ lr@lds

Ist |f| < g auf [a, 00) und konvergiert [~ g(x) dx, dann ist [~ f(x) dx
absolut konvergent.

x)dx

Definition. Wie oben fihrt man die folgenden uneigentlichen Integrale
ein:

/a f(x)dx:tiir}l af(x)dx

und fur ein a € R :
/_ f(a) de = /_ f(z) da +/ () da

Integrale und Reihen.

Definition. I(z) :=0 ,2 <0 und I(x) :=1 ,2 > 0.

Satz. Ist a < s < b, ist f beschrdankt auf [a,b] und stetig an der Stelle
s und ist o(x) = I(:C —s), dann gilt

/fda—

Satz. Sei ¢, > 0 fir allen € N und ) ¢, sei konvergent. Ferner sei
{sn} eine Folge von verschiedenen Punkten in (a,b) und

= icnl(:v — Sp).
n=1

Sei [ stetig auf [a,b]. Dann gilt

/ Fdo=3 cf(s).

n=1

Satz (Integralkriterium fiir Reihen) Sei [ positiv und monoton fallend
auf [m,00). Dann gilt : > 5o f(k) und [ f(x)dz haben dasselbe

Konvergenzverhalten.

Beispiel. )7, m ist genau dann konvergent, wenn o > 1.



Integrale von unbeschrankten Funktionen.

Definition. Sei f : [a,b) — R wunbeschrankt (bei t — b~ ). Gilt

f; f(x)dr — J beit — b, so heift das uneigentliche Integral fab f(x)dx
konvergent und hat den Wert J. Wir schreiben auch

/af(x) dzx.

Analoges gelte bei der unteren Grenze a. Wir schreiben dann

/C: f(z)dx.

/1_ dx T /11 p ]
= — , ogxdr = —1.
0 \/1—I2 2 o+ &

Definition. Ist f sowohl bei a als auch bei b unbeschrankt, so setzen
wir fir ein ¢ € (a,b) :

[ rwar= [ swars [ wa

falls die rechte Seite existiert.
Ist f auf [a,b] mit Ausnahme eines Punktes ¢ € (a,b) erklirt und
existieren

Beispiel.

/ac F(z)dz und /j () dx,

so setzen wunr

/abf(yc) iz — / (@) d:z:+/c+b f(@) de.

Integration von vektorwertigen Funktionen

Definition. Seien fi,...,fr : [a,0] — R, und £ = (f1,..., fn) :
la,b] — RE. Ist a auf [a,b] monoton wachsend, so schreiben wir
f € R(a), wenn f; € R(a) auf [a,b] fir j =1,...,k gilt. In diesem
Fall definieren wir

/abfda:(/abflda,...,/abfkda>.

Analog zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten
wir
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Satz. Seien f,F : [a,b] — R* und f € R auf [a,b] und gilt F' = f.
Dann folgt:

b
/ f(x)dx =F(b) — F(a).

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung beweist man
Satz. Es seif : [a,b] — ]Rk und f € R(a). Dann gilt |f| € R(a) und

/ ] da.

Rektifizierbare Kurven

fda

Definition. Eine stetige Abbildung v : [a,b] — R* heifit Kurve in
R* mit Parameterintervall [a,b]. Ist v injektiv, dann wird v ein Bogen
genannnt. Gilt y(a) = v(b), dann heifft v eine geschlossene Kurve.

Eine Kurve ist als Abbildung definiert, und nicht als Teilmenge von R*.
Verschiedene Kurven konnen ein und denselben Bildbereich haben.

Definition. Sei v : [a,b] — R* eine Kurve und P = {xg,...,7,}
eine Partition von |a, b].

= Z (@) = v(2i1)]

ist die Linge des Polygonzuges mit den Ecken v(xo),v(x1),...,v(zn)-
Es sei
A(y) = sup AP, ),

wobei das Supremum tber alle Partitionen P von [a,b] genommen wird.
Ist A(y) < oo, so nennt man v rektifizierbar.

Satz. Ist v : [a,b] — R¥ cine stetig differenzierbare Kurve, dann ist

v rektifizierbar und es gilt
b
- [ ol

Beispiel. Sei y(t) = (cost,sint) , t € [0,2n]. Es gilt
V' (t)] = Vcos?t +sin®t = 1
und daher o
A(y) = /o dt = 2.

Die Abbildung t — € | t € [0,27) beschreibt genau den Einheitskreis
in C.



