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Vorwort

Das vorliegende Skriptum ist Resultat langjahriger Beschéftigung mit der Komplexen Ana-
lysis und mehrmaliger einfithrender Vorlesungen in dieses Gebiet. Ich habe mich bemiiht,
neben den herkémmlichen klassischen Themen eine in sich geschlossene Einfithrung in die
moderne Komplexe Analysis zu geben. Schon im ersten Teil (Komplexe Analysis I) wird
sehr genau auf die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen eingegangen, um dann
im zweiten Teil (Komplexe Analysis II) durch die Behandlung der inhomogenen Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen eine Einfiihrung in moderne , sogenannte reelle Me-
thoden der Komplexen Analysis zu geben, die fiir die Theorie mehrerer komplexer Verénder-
licher besonders wichtig sind. So gesehen ist der gewéhlte Zugang auch als Vorbereitung fiir
die Komplexe Analysis mehrerer Verénderlicher aufzufassen, die dann auch in einer Fort-
setzung zur Vorlesung Komplexe Analysis II behandelt wird.

Die Vorlesung Komplexe Analysis II schlieft nahtlos an den ersten Teil an und beginnt
Abschnitt 2.9, und zwar mit Eigenschaften holomorpher Funktionen, die sich aus dem
Cauchy’schen Integralsatz ergeben, sowie mit Verallgemeinerungen des Cauchy’schen In-
tegralsatzes (inhomogene Cauchy’sche Integralformel, Homologie- und Homotopieversion
des Cauchy’schen Integralsatzes). Der Residuensatz mit einigen Anwendungen zur Berech-
nung bestimmter, reeller Integrale und das Kapitel iiber analytische Fortsetzung bilden
den Abschluss der eher klassisch gehaltenen Theorie. In den folgenden Abschnitten wird
durch die Behandlung der inhomogenen Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen ei-
ne Einfithrung in moderne , sogenannte reelle Methoden der Komplexen Analysis gegeben,
die fiir die Theorie mehrerer komplexer Verdnderlicher besonders wichtig sind. So gesehen ist
der gewéhlte Zugang auch als Vorbereitung fiir die Komplexe Analysis mehrerer Verdnder-
licher aufzufassen, die dann auch in einer Fortsetzung zur Vorlesung Komplexe Analysis 11
angeboten wird. Es werden allgemeine Versionen der Siatze von Runge, Mittag-Leffler und
Weierstrafl erarbeitet, unter Verwendung von funktionalanalytischen Methoden (Satz von
Hahn-Banach, siche Anhang) und von modernen Begriffen, wie holomorpher Konvexitét
und Kohomologie.

Mit Ausnahme des Residuensatzes und des Riemann’schen Abbildungssatzes habe ich das
Skriptum als Ausarbeitung der ersten 30 Seiten des Buches An Introduction to Complex
Analysis in Several Variables, [15], von Lars Hérmander angelegt. Dieses Buch hat die Ent-
wicklung der Komplexen Analysis in den letzten Jahren nachhaltig beeinflusst. Es besticht
nach wie vor durch die Eleganz in der Darstellung der einzelnen Themen.

Das Skriptum endet mit einer umfassenden Charakterisierung des topologischen Begriffes
des einfachen Zusammenhangs durch Eigenschaften holomorpher Funktionen und mit einem
kurzen Abriss der Theorie harmonischer Funktionen (Dirichlet-Problem).

Wien, im Juni 2008.
Friedrich Haslinger
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KAPITEL 1
Komplexe Zahlen und Funktionen

1.1. Eigenschaften komplexer Zahlen

Die quadratische Gleichung 2 + 1 = 0 hat die beiden Lésungen T19 = V-1
Euler! schreibt 1777 : 7 formulam /—1 littera i in posterum designabo.”

DEFINITION 1.1. C := R? als Vektorraum iiber R.
Multiplikation in C : (a,b) € C, a,b € R, (¢,d) € C, ¢,d € R

(a,b)(c,d) = (ac — bd, bc + ad)

C wird so zu einem kommutativen Korper mit Nullelement (0, 0) und Einselement (1,0); ist

(a,b) # (0,0), so ist
—b
b = (—— .
(a,) (a2—|—b2’a2—|—b2)

Fiir (a,b) € C schreiben wir auch a + ib, so entspricht (a,0) der rellen Zahl a und (0,1) der
imagindren Einheit 7.
Die obige Multiplikationsregel entspricht dem formalen Ausmultiplizieren :

(a4 ib)(c+ id) = ac — bd + i(bc + ad).
Fiir z = (x,y) kénnen wir dann
2 = (29) = (2,0) + (0, 1)(3,0) = = + iy

schreiben; dabei nennt man z = Rz den Realteil von z und y = ¥z den Imaginérteil von z.
Ist z = (z,y) = x + iy € C, so benennt man mit

Z=(z,—y)=z—1iy

die zu z konjugierte Zahl.

z.
Wir setzen |z|? = 2Z , |z| ist der Betrag von z. Es gilt |z| = /22 + y?, fiir 2 = z + iy, sowie
2| = ]
Weiters gilt:

1 1
Rz = 5(2 +7z), Sz = Z(z —Z),

|2w] = |z|Jwl, [z +w] < [z + |w], [[2] = [w]] <]z = w],

!Euler, Leonhard (1707-1783)



2 1. KOMPLEXE ZAHLEN UND FUNKTIONEN

BEISPIELE: (1 —14)7' = (1 +14), £ =4, || =1.

1.2. POLARDARSTELLUNG. Sei z = x + iy # 0. Wir setzen x = rcosf und y = rsin,
dabei ist 7 = |z| der Betrag von z und 6 = argz das Argument von z. Es gilt somit
2z =r(cos® +isinf) = re?. Es gibt unendlich viele Werte von 6, welche ein und demselben
z entsprechen, daher ist es iiblich das Hauptargument arg z von z im Bereich —m < argz < m
einzugrenzen, dadurch wird die Polardarstellung von z eindeutig.

BEISPIELE:
(a) Z:2+2i, r = |Z| :2\/57 argZ:%;
(b) 2 =2—2i, r = |2| =2V2, argz = —I.

Produkte komplexer Zahlen:
Seien z = r(cosf + isinf) und w = s(cos ¢ + isin ¢). Dann gilt

2w = rs[(cos @ cos ¢ — sin B sin ¢) + i(cos § sin ¢ + sin O cos )] =

rs(cos(0 + ¢) + isin(0 + ¢)),
es werden also die Betrdge multipliziert und die Winkel addiert.
Problem: arg(zw) = arg z + argw?
BEISPIEL:
—1 =cosm+isinm also arg(—1) = m, i = cosm/2 + isin7/2 also argi = /2.
(=1)i = —i = cos3m/2 +isin37/2 aber arg(—i) = —7/2.

de Moivre’sche Formel: Sei n € N. Dann gilt
2" = r"(cosnf + isinnf) = r"em?.

Beweis durch Induktion nach n.

1.3. WURZELN AUS KOMPLEXEN ZAHLEN. Sein € N, z # 0, z = r(cosf + isinf). Dann
1st
2 =l (cosf/n + isinf/n).
Da z = r(cos(6 + 2km) + i sin(f + 2km)), fiir beliebiges k € Z gilt, ist auch
2 = Y (cos((0 + 2km) /n) + isin((0 + 2kw)/n))

eine n-te Wurzel von z.
Es gibt n verschiedene n-te Wurzeln von z, mit den Argumenten
0 6+ 2m 0+2(n—1)m

Y AR

n n n

1.4. RIEMANN’SCHE ZAHLENKUGEL UND STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION. Sei S? =
{(z1, 9, 23) € R : 22 + 22 + 22 = 1} die Einheitssphire , N = (0,0, 1) der Nordpol auf S?.
S? wird in diesem Zusammenhang auch Riemann’sche Zahlenkugel?

genannt.

Wir projizieren S? vom Nordpol aus stereographisch auf die x;zo-Ebene (auf C):

¢ € S?\ {N} —Schnittpunkt der Verbindungsgeraden zwischen N und ¢ mit C.

¢S2\{N}—>C ) (b(xlax%x?»): (x1+i$2)7

1—1’3

2Riemann, Georg Friedrich Bernhard (1826-1866)



1.2. EINIGE TOPOLOGISCHE BEGRIFFE 3

1
71: 2 N —1 . —
(/5 C S\{ }7¢ (:Cl"i_m:?) l’%—i—l’%—i—l

Die Abbildung ¢ ist bijektiv und in beiden Richtungen stetig.

(221, 229, 75 + 25 — 1).

1.5. EINPUNKTKOMPAKTIFIZIERUNG. Durch stetige Fortsetzung von ¢ auf ganz S? erhélt
man einen topologischen Homéomorphismus (eine in beiden Richtungen stetige Bijekti-
on) zwischen dem kompakten Raum S? und der sogenannten erweiterten Ebene C, der
Einpunktkompaktifizierung von C :

6(N) =00, ¢~ (00) = N ¢(5%) =T.

1.2. Einige topologische Begriffe

DEFINITION 1.6. Sei (2,,)5, eine Folge in C. 2, heifit Haufungspunkt der Folge , wenn fiir
jedes € > 0 gilt : es liegen unendlich viele Glieder der Folge in

K (z0) ={z: ]z — 20| <¢€}.

2o heiBit Limes (Grenzwert) der Folge, wenn fiir jedes € > 0 ein n, > 0 existiert, sodass

|zn — 20| < €, ¥Yn > n..
Die Folge (2,)%, nennt man Cauchyfolge * | wenn fiir jedes ¢ > 0 ein ein n. > 0 existiert,
sodass
|2n — 2m| < €, Yn,m > n..

Jede Cauchyfolge in C ist konvergent (besitzt einen Limes). (Vollsténdigkeit von C)

BEMERKUNG.

lim 2z, =2y & lim x, =2y, lim y, = yo , WO 2, = Tp, + Yn, 20 = To + 1Yo-
n—oo

n—oo n—oo

DEFINITION 1.7. Sei G C C. G ist offen, wenn Vz € G Je > 0, sodass K. (z) C G. Eine
Menge U C X heiit Umgebung der Menge M C X, falls es eine in X offene Menge V' mit
M CcV C U gibt. A C C heifit abgeschlossen, wenn C \ A offen ist.

Es gilt: die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen; der Durchschnitt endlich
vieler offener Mengen ist offen; die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist
abgeschlossen; der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Sei M C C eine beliebige Menge in C.

M°:=| {U:U € M, U offen}

heifit Inneres von M; M*° ist eine offene Menge und zwar die gréfite offene Menge, welche in
M enthalten ist (M° kann natiirlich auch leer sein).

M = ﬂ{A : AD M, A abgeschlossen}

heilt Abschluss von M; M ist eine abgeschlossene Menge und zwar die kleinste abgeschlos-
sene Menge, welche M enthélt.
OM := M \ M° heifit Rand von M .

3Cauchy, Augustin Louis (1789-1857)



4 1. KOMPLEXE ZAHLEN UND FUNKTIONEN

Sei M C C eine beliebige Menge in C. Eine Teilmenge U C M heifit relativ offen in M,
wenn eine in C offene Menge O existiert mit U = O N M; eine Teilmenge B C M heifit
relativ abgeschlossen in M, wenn eine in C abgeschlossene Menge A existiert mit B = ANM.

Eine Menge X C C heifit zusammenhéingend, wenn aus X = X; U X, mit X; N X, = X1 N
X, = () folgt, dass eine der beiden Mengen X, X5 leer ist. Eine offene, zusammenhingende
Teilmenge G C C heifit Gebiet. Gebiete in C sind auch wegweise zusammenhéngend (je zwei
Punkte kénnen durch eine stetige, ganz in der Menge verlaufende Kurve verbunden werden)
und umgekehrt. Ist X € C und z € X, so wird mit E, die grofite zusammenhéngende
Menge bezeichnet, die x enthélt. F, heiffit Zusammenhangskomponente von X. Die Menge
X ist die Vereinigung aller ihrer Zusammenhangskomponenten.

Sei N C M C C. N liegt dicht in M, wenn N D M.

(Beispiel: Q* = {(r,s) : r, s € Q} liegt dicht im R?.)

Sei N C M C C. N liegt diskret in M, wenn fiir jedes z € M eine Umgebung U (also etwa
eine offene Kreischeibe mit Mittelpunkt z) existiert, sodass U N N hochtens endlich viele
Elemente besitzt.

Eine Teilmenge K C C heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

Es gilt: K ist kompakt < K ist abgeschlossen und beschrinkt (d.h. 3C' > 0 mit |z| <
C, Vz € K).

Sei M C C eine beliebige Teilmenge in C. U ist relativ kompakt in M (wir schreiben U CC
M), wenn U C M und U kompakt ist.

DEFINITION 1.8. Sei f : C — C eine Funktion. Wir zerlegen f(z) in Real-und Imaginérteil:
f(z) =u(z) +iv(z) = Rf(2) + iSf(2), dabei sind u,v : C — R reellwertige Funktionen.
Die Menge {(z,w) : f(z) = w, z € C} C C? heifit Graph von f.

Die Mengen {z : Rf(z) = const.} ,{z : Sf(z) = const.} ,{z : |f(z)| = const.} nennt man
Niveaulinien von f.

BEISPIELE: a) f(z) = 22, Rf(z) = 2% — y*, Sf(z) = 2xy. Die Niveaulinien sind in diesem
Falle Hyperbeln bzw. Kreise.
b) f(z) = az, a € C, a # 0. Das ist eine Drehstreckung. Wir setzen fir a = o + i3, dann
ist

az = ax — By +i(0r + ay).

Fass t man f als Abbildung von R? nach R? auf, so erhilt man

x axr — By a =0\ (x cosy —sinvy)\ [z

(y) - (ﬁwwy) - (ﬂ g ) (y) = @A (va cosy ) (y) |
@ ) v

(a2 + 32)1/2 Sy = (a2 + g2)1/2

wobel

cosy =

DEFINITION 1.9. Sei O C C eine offene Teilmenge von C, f : O — C eine Funktion. f
heifit stetig im Punkt zq € O , wenn Ve > 0 36 > 0, sodass

1f(2) — f(z0)] <€ fiir |z— 2| <.
f heifit stetig auf einer Menge M, wenn f in jedem Punkt von M stetig ist.
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Es gilt: f ist stetig in 2o < lim, .., f(2) = f(20) < fiir jede Folge (2,,)5; mit lim, o 2, = 2o
ist limy, oo f(2n) = f(lim, o0 2) = f(20).

f und g stetig = f 4+ g, f.g, g(g # 0) stetig.

f stetig & Rf und S f stetig.

f stetig = | f| stetig.

Ist f stetig auf einer kompakten Menge K, dann nehmen Rf, Sf, |f| auf K ihr Maximum
bzw. Minimum an, d.h.

sup |f(2)] = max|f(2)] = |f(z1)] , fir ein 2z € K,
zeK zeK

inf [f(2)] = min|f(z)] = [f(z)], fir ein 2 € K.
Ist auflerdem f # 0 auf K, so existiert ein § > 0 mit
1f(z)| =26, V2 € K.

1.3. Holomorphe Funktionen

DEFINITION 1.10. Sei U C C eine offene Menge und f : U — C eine Funktion. f heifit
komplex differenzierbar in zqg € U , wenn eine in zg stetige Funktion A : U — C existiert,
sodass

f(z) = f(z0) + (z — 20)A(2), z€U
gilt.
f heiBt holomorph auf U | f € H(U), wenn [ in jedem z € U komplex differenzierbar ist.
f heit holomorph in 23 € U, wenn eine offene Umgebung U, von z, existiert, sodass f auf
Uy holomorph ist.

BEMERKUNG. Ist f komplex differenzierbar in zg, so gilt

= A(z0) = f'(20)-

SATZ 1.11. Seien f und g komplex differenzierbar in zo. Dann sind f+ g und f - g ebenfalls
komplex differenzierbar in zy. Weiters ist \f fir A € C komplex differenzierbar in zy. Es
gelten die folgenden Differentiationsregeln.:

(f+ag) =1+, A=A (f-9)=f9+f7.
Ist g(z0) # 0, dann gilt
(i)': flrg—f-g
9 9

Sei wy = f(z0) und h komplez differenzierbar in wy. Dann folgt :

(ho f)(20) = W (f(20))f (20) (Kettenregel).
Sei f: U — V holomorph und bijektiv, sowie f'(z) # 0, Yz € U. Dann ist f~1:V — U

holomorph und es gilt
1
Hw =————,YVweV.
U= Fw)
BEWEIS. Der Beweis dieses Satzes ldss t sich wortwortlich vom reellen Fall iibertragen.
0
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BEISPIELE: a) f(z) = 2", n € N.

L . 2—20) (2" 22 e 222
f/(ZO) — hm 0 — hm ( 0)( 0 0 0 )
z—z0 2 — 2 z—20 Z— 20
1
=nz, .

b) f(z) = z. Wir fiithren den Grenziibergang z — 2z, zunéchst parallel zur x-Achse durch:
z—2zy=heR, h—0

A _h_
z—2z9 h

anschliefend parallel zur y-Achse: z — zg =th, h€ R, h — 0

=% _ —ih _

Z— 2 ih

Somit ist f(z) = Z in keinem Punkt komplex differenzierbar.

1.4. Die Cauchy— Riemann’schen Differentialgleichungen

DEFINITION 1.12. Sei U C C offen und g : U — R.
g ist reell differenzierbar in 2y € U, wenn in zj stetige Funktionen Ay, Ay : U — R existie-
ren mit

(1.1) 9(2) = 9(20) + (z — 20)A1(2) + (y — y0) Aa(2),

wobei z = x + 1y und zy = xg + 1Yo.

Es gilt : Ay(z) = g—g(zo) = g.(20) partielle Ableitung nach z, Ay(2p) = S—Z(Zo) = g,(20)
partielle Ableitung nach y, dazu wihle man zunéchst z = x + iy, dann folgt aus (1.1)
Al(z) _ g(Z) — g(ZO)
T — X

und bei z — z( die Aussge iiber die partielle Ableitung nach x. Wéhlt man fir z = xg + 1y
und verfahrt analog, so folgt die Aussage iiber die partielle Ableitung nach .
Auflerdem ist jede in zq reell differenzierbare Funktion auch in z, stetig

BEISPIEL 1.13. Sei

e falls z # 0
u(z) = { 7l
0 falls z = 0.

Dann ist u in z = 0 unstetig, denn

1/n* 1
S U1/ = i 57 = 5

Es existieren jedoch die partiellen Ableitungen u, (0,0
(

h,0) —
ux<0,0)—}1g%“( ’ )h“

Es gilt : sind u, und w, stetig in zy, dann ist u in z, reell differenzierbar. (Mittelwertsatz
fiir Funktionen von R? nach R.)
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Sei nun f komplex differenzierbar in zy. Fiir reelles h existieren die beiden Limiten
lim f(z0 +h) — f(20) wnd lim f(z0 + @h) — f(20)
h—0 h h—0 th
und sind gleich. Zerlegt man f(z) = u(z,y) + iw(x,y) in Real- und Imaginirteil, so folgt
/ o u(@o+hyyo) = ulxo,yo) | L. (o + By yo) — v(wo, Yo)
fz0) = iy h o h
— lim U(CE'(), Yo + h) — U({Em ?JO) +i lim U(QZ'(), Yo + h) - U(I07 yO)
h—0 th h—0 th

Daraus folgt u,(z0) + iv,(20) = 1/i(uy(20) + ivy(20)) und nach Trennung in Real- und
Imaginéarteil erhalten wir

Uz (20) = vy(20)
vz(20) = —uy(20)-

Dieses System von zwei partiellen Differentialgleichungen mit den beiden Unbekannten u
und v nennt man die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen.
Wir haben folgenden Satz gezeigt.

SATZ 1.14. Sei f komplex differenzierbar in zo und f = u + v die Zerlegung in Real- und
Imagindrteil. Dann gilt
uz(20) = vy(20)
vz (20) = —uy(20)-
Weiters qult
f'(20) = uz(20) + ivg(20) = vy(20) — fuy(20).

DEFINITION 1.15. Sei f : U — C. f ist in 2y reell differenzierbar, wenn in z, stetige
Funktionen Aq, Ay : U — C existieren, sodass

f(z) = f(z0) + (x — 20)A1(2) + (y — yo)Aa(2),z € U.

Es gilt wieder

D) = 5o (an) = fulan) und Do) = 5 (a0) = )

LEMMA 1.16. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(1) f:U — C ist in zy reell differenzierbar;

(2) Real- und Imagindrteil von f = u+iv sind in zo reell differenzierbar;
(3) es existieren in zy stetige Funktionen Ay, As : U — C mit

f(z) = f(20) + (2 — 20)A1(2) + (2 — 20) " Aa(2),
dabei ist . )
Ai(z0) = §(fm(20) —ify(20)) und As(z) = §(fw(2’0) +ify(20))-
BeEwEIS. Fiir f = u 4w gilt:
f(z) = f(20) + (x — 20)A1(2) + (¥ — v0)Da(2)
= u(Z()) + (I — Io)%Al(Z) + (y - yo)%A2(2>
+i[v(z0) + (z — 20)SA1(2) + (¥ — o) SA2(2)].
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Daraus ergibt sich die Aquivalenz von (1) und (2), sowie
f2(20) = us(20) + ivz(20) und fy(20) = uy(20) + 1vy(20).
Weiters rechnet man leicht nach, dass

f(2) = f(z0) + (. — w0) A1(2) + (y — yo)Aa(2)

= Fz0) 1z = ) + iy — o)l 5(Ba(2) — i(2))

e —20) — iy — w0 (A1 (2) + i)
= f(20) + (2 = 20)A1(2) + (2 — 20)~ Az(2),

wobel

Ai(z) = %(Al(z) —iAs(2z)) und As(z) = %(Al(z) +iAs(2)).

Diese Aussagen legen die folgende Begriffsbildung nahe:

DEFINITION 1.17. Wirtinger—Ableitungen?

of _1(0f _0f\ 05 _1(0f  0f
0z 2\0x 0dy) ' 0z 2\0r Oy
SAatz 1.18. f : U — C geniigt den Cauchy— Riemann’schen Differentialgleichungen in

20U & %(Zo) =0.

BEWEIS. Durch Zerlegung in Real- und Imaginéarteil erhélt man

of 1 /of Of\ 1 . : :
=3 (%—i—@a—y) = é[ux+zvm+@(uy+zvy)]
:§[ux—vy+z'(vx+uy)].
Somit ist 5
8—£:O<:>ux:vy,uy:—vx.

O

BEMERKUNG. Der Vorteil in der eben eingefiithrten Notation besteht darin, dass sich das
System von partiellen Differentialgleichungen

g (20) = vy(20)

v1(20) = —uy(20).
durch die eine Gleichung
of
A
0z

ausdriicken lass t.

SATZ 1.19. Sei f : U — C, 2y € U.
f ist in 2y komplex differenzierbar < f ist in zy reell differenzierbar und %(zo) =0.

Es gilt dann f'(z) = %(zo).

4Wirtinger, Wilhelm (1865-1945)
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BEWEIS. (=) : f(2) = f(20)+ (2 —20)A(2), wobei A in 2 stetig ist. Setze A} = A, Ay =
0, dann ist f(z) = f(z0) + (2 — 20)A1(2) und nach Lemma 1.16 ist f reell differenzierbar, da
Ay = 0 sind die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen erfiillt.
(<) : ist f reell differenzierbar in zy, dann existiert nach 1.16 in z, stetige Funktionen A;
und A, mit

f(2) = f(20) + (2 = 20)A1(2) + (2 — 20)” Az(2),

und nach Voraussetzung ist As(zg) = %(zo) = 0. Sei
Alz) = % fiir z # 2o
0 fir z = zg.

Da A, in zy stetig ist und As(zp) = 0 sowie

—(Z,;ZEQ_‘ = 1, gilt lim. ., A(2) = 0 und daher

ist A in zp stetig.
Wir setzen A = A; + A. Dann ist A in zp stetig und es gilt

F(2) = Flan) + (2 = 20)As(2) + (= = 20)"As(2)
— flan) + (2 =) [ )+ Z2EEZRD
= [z0) + (2 — ) (Ai(2) + B(2)
= f(20) + (2 = 20)A(2),

und somit ist f in zg komplex differenzierbar. U

Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen lassen sich wesentlich abschwéchen, so gilt z.B.

SATZ 1.20 (Satz von Looman—Menchoff). Sei f = u+iv : U — C. Euxistieren alle partiellen
Ableitungen ug, uy, vy, vy auf ganz U und erfiillen die Cauchy-Riemann’schen Differential-
gleichungen, so ist f auf U komplex differenzierbar.

BEWEIS. Einen Beweis findet man in [24] (vergleiche auch mit dem Beispiel 1.13). O

BEISPIELE.
(1) f = u+iv, ulz,y) = 22 —y?, v(x,y) = 2zy. f ist auf ganz C reell differenzierbar,
ferner gilt u, = 2z, u, = -2y, v, = 2y, v, = 2z, also gelten die Cauchy-Riemann’schen

Differentialgleichungen. f ist daher auf ganz C komplex differenzierbar und auch auf ganz

C holomorph. Es gilt

f(2) = 22 = 2% —y* + 2ixy.
(2) f =u+iv, ulz,y) = 23 — 3zy?, v(z,y) = 32y — y>. Auch hier gelten die Cauchy—
Riemann’schen Differentialgleichungen, f ist daher auf ganz C holomorph; f(z) = 2°.
(3)f = u+iv, u(z,y) = e* cosy, v(z,y) = e*siny. Wiederum sind die Cauchy—Riemann’schen
Differentialgleichungen erfiillt und f auf ganz C holomorph. f ist die komplexe Exponenti-
alfunktion (siche 1.8.), es gilt

f(2) = e* = "™ = e*(cosy +isiny).

4) f = u+w, ulx,y) = 23% v(x,y) = %3, f ist auf ganz C reell differenzierbar.
u, = 32%y%, v, = 32%y?, u, = 223y, v, = 2zy®. Die Cauchy-Riemann’schen Differential-
gleichungen sind genau dann erfiillt, wenn (22 + y?)zy = 0 ist, d.h genau auf den Punkten
der Koordinatenachsen, somit ist f in allen Punkten der Koordiantenachsen komplex diffe-
renzierbar, aber dort nicht holomorph.
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BEMERKUNG. (1) Wirtinger Kalkiil : Beim Differenzieren nach den komplex konjugierten
Variablen z und z kann man so vorgehen, als wéren z und Zz voneinander unabhéngige
Verénderliche.

BEISPIEL. f(2) = |2]? = 27, % =z, a—é = z. f ist fiir z = 0 komplex differenzierbar, aber
im Nullpunkt nicht holomorph.

2) % , 8‘2 sind C-lineare Operatoren, d.h. fiir f,g : U — C reell differenzierbar und fiir
c,d e C gilt
0 of 0 of
dqg) = c== d— dg) = c== d—.
8<Cf+ g) = c5 + 5 z(cf+ g) = Com + 5%

o (of\ 0 of _.of 1a.a of _.of

_1 azf—@'82f e +a2f
4 \0x? Oxdy  Oydxr  Oy?
1 [(0*f O*f
‘(W*&y)

Der Operator A heifit Laplace Operator®.

(4) Seien f,p : U — C reell differenzierbare Funktionen. Die Gleichung

of _

oz
nennt man inhomogene Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichung. Sie entspricht dem
System von 2 partiellen Differentialgleichungen

1/2(uy —vy) = R, 1/2(uy + v,) = S,

1.5. Die geometrische Bedeutung der Ableitung

DEFINITION 1.21. Sei U € C und f : U — C reell differenzierbar auf U. Man kann f
auch als Abbildung von R? nach R? auffassen, und zwar durch Zerlegung in Real- und
Imaginérteil : f(z) = u(z,y) + w(z,y).

Uy Uy
U.l’

Jp =

= UyUy — UyUy.

Uy

J; ist die Jacobi-Determinante ¢ von f.

BEMERKUNG. Ist f komplex differenzierbar, dann gelten die Cauchy—Riemann’schen Diffe-

rentialgleichungen: u, = v, , u, = —v,. Somit ist
Jp=ul + vl
Da nach 1.14 f' = u, + iv, gilt, ist |f’|> = u2 + v? und daher
=%

SLaplace, Pierre Simon (1749-1827)
6Jacobi, Carl Gustav (1804-1851)
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DEFINITION 1.22. Sei f : U — C komplex differenzierbar in zy € U. Dann gilt

iy £ (0 1) = f(z0) = hf'(20)

lim N =0.

Sei
(Tf(20))(h) :== f'(=0)h , heC.
(T'f(2)) : C — C heiit Tangentialabbildung von f im Punkt zp, sie ist C-linear.

BEMERKUNG. Ist f nur reell differenzierbar in 2y, dann folgt nach 1.16
f(2) = f(z0) + (2 = 20) A1 (2) + (2 — 20)~ Aa(2).

Wir setzen fiir h = z — zp und setzen dann

(Tf(20))(h) = 2~ (20)h + 2= (20,
diese Abbildung (T'f(zo)) : C — C ist i.a. nur R-linear.
Es gilt: f ist in 2y komplex differenzierbar < (7f(2)) : C — C ist C-linear.

DEFINITION 1.23. Sei 7 : C — C eine bijektive R-lineare Abbildung, fiir z = = + iy

und w = u + i sei (z,w) = R(zwW) = xu + yv das euklidische Skalarprodukt im reellen
Vektorraum C = R
T heifit winkeltreu, wenn

2|l w{T z, Tw) = |T z||Tw|{z,w) Vz,w € C.

BEMERKUNG. Ist ¢ der von z und w eingeschlossene Winkel, so gilt

somit bedeutet die obige Bedingung, dass der von 7z und 7w eingeschlossene Winkel mit
dem urspriinglichen {ibereinstimmt.

DEFINITION 1.24. Sei f : U — C reell differenzierbar auf U.

f ist winkeltreu in zg € U, wenn die Tangentialabbildung (7'f(z)) : C — C winkeltreu
ist.

f heiBit winkeltreu auf U, wenn f fiir jedes z € U winkeltreu ist.

SATz 1.25. Sei f : U — C holomorph auf U und f'(z) # 0, Yz € U. Dann ist f winkeltreu
auf U.

BeweEis. Nach 1.22 gilt (T'f(z))(h) = f'(2)h. Es ist zu zeigen, dass
[IEI(Tf(2))(R), (T f(2))(K)) = [(Tf () (T f(2)) (k)[R k) Vh, k€ C.
Die linke Seite ist
[PIIEICS ()R, f/(2)k) = [BIIKIR(S ()0 f (2)k) = [RIIK]]f () PR(RE),

die rechte Seite :

|/ ()R] f'(2)k[R(hE) = [ f'(2)[*|h]|K|R(hE).
O

DEFINITION 1.26. Sei 7 : [a,b] — U C C stetig. «y ist eine Kurve in C (sieche Abschnitt 1,
Kapitel 2). Wir zerlegen in Real- und Imaginérteil

t—y(t) =a(t) +wy(t) , t €la,b].

~v ist differenzierbar in s € (a, b), wenn die Ableitungen z’(s) und y/(s) existieren. Wir setzen
7'(s) = 2'(s) + iy (s)-
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Sei z = y(s) und +/(s) # 0. Durch
t—z+7(s)t, teR

ist die Tangente im Punkt z = 7(s) an die Kurve «y gegeben.
Ist f: U — C eine holomorphe Funktion, so kann man die Bildkurve

fovy:fa,b] — C
betrachten:

t= f(v(1) = wz(t),y(t) + iv(x(t),y(t)) , V() = 2z = x(t) +iy(t).
Aus der Kettenregel folgt nun

= %(z)(x’(s) +iy'(s)) + g—g(z)(x’(s) —iy/(s)) (nach 1.17)

= (Tf(2))(7/(s)) (nach 1.22).
Falls (f o)'(s) # 0, so hat die Bildkurve die Tangente

t f(2)+(fo)(s) t=f(2)+ (Tf(2)(Y(s)) t, teR

im Punkt f(2).
Nun seien v; und 7, zwei Kurven durch z. Der Schnittwinkel der beiden Kurven im Punkt
z ist durch den Schnittwinkel der Tangenten in z gegeben. Die Richtungsvektoren der
Tangenten sind 7} (s) bzw. ~4(s) und der Schnittwinkel der Kurven im Punkt z ist somit

<(v1(5),75(s)). Andererseits ist der Schnittwinkel der Bildkurven im Punkt f(z) gegeben
durch <((Tf(2))(71(9)), (T f(2))(75(s))). Ist f in z komplex differenzierbar und f’(z) # 0,
so folgt nach Satz 1.25

U (s),75(s)) = (T F(2)) (1 (s), (Tf (2))(72(s)))-

BEISPIEL: f(z) = 2%, f'(2) =2z, f'(2) #0, V2 € C* =C\{0}. C* heifit die punktierte
Ebene. Dann ist f = u + v mit u(x,y) = 2° — y* und v(z,y) = 2xy. Wir bezeichnen die
Koordinaten im Quellenraum mit z, y, jene im Bildraum mit u, v.

Die Parallelen zur y—Achse mit der Gleichung = a werden durch f in die Parabeln v? =
4a*(a? — u) mit gemeinsamen Brennpunkt (0,0) iibergefiihrt. Die Parallelen zur z—Achse
mit der Gleichung y = b werden durch f in die Parabeln v* = 4b(b? + u) mit gemeinsamen
Brennpunkt (0, 0) iibergefiihrt. Dies folgt durch Einsetzen in die obigen Formeln fiir u und
v und durch Elimination von x bzw. y.

Man erkennt leicht, dass die Winkel zwischen den Kurven im Quellenraum und jenen im
Bildraum erhalten bleiben (siche auch Beispiele in den Ubungen).

1.6. Gleichmiflige Konvergenz

DEFINITION 1.27. Sei f,, : U — C eine Folge von Funktionen, A C U. (f,)2, konvergiert
gleichméaBig auf A gegen eine Funktion f, wenn Ve > 0 dn. € N, sodass

|fn(2) — f(2)] <€, Vn>ncund Vz € A.
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Eine Reihe )", f, konvergiert gleichméBig auf A, wenn die Folge ihrer Partialsummen
(Zgzl fn> gleichméaBig auf A konvergiert.

N
Wir schreiben |f|4 = sup,c4 |f(2)]-

SATZ 1.28. Sei f, : U — C eine Folge von Funktionen. Dann sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent:

(1) (fn)n konvergiert gleichmdfig auf A C U;

(2) (fu)n ist eine Cauchyfolge auf A, d.h. Ve >0 In. € N, sodass

|fo — fmla <€ ,Ym,n>n..

BEWEIS. (1) = (2): (f,) — f gleichméflig auf A, dann ist

o= fula S Ufa = Fla+f = fula < 5+ 5 =

falls n, m geniigend grof sind.
(2) = (1): Vz € Agilt:
[fu(2) = fn(2)| < |fa = finla <€, Yn,m > ne.

Fiir fixes z € A ist somit (f,,(2)), eine Cauchyfolge in C. Da C vollsténdig ist, existiert der
Limes dieser Folge:

Tim f,(2) = /(2
(punktweise Konvergenz). Fiir ein beliebiges z € A, wihle man my = m(z) so, dass |f,(z)—
f(2)| <€, ¥Ym > mgy. Dann folgt fiir beliebiges z € A :

[fn(2) = FE) < 1fa(2) = fm(2)] + [ fm(2) = f(2)] < e te

Vn > n., Ym > mg. O

SATZ 1.29. Y| f,, konvergiert gleichmdflig auf A < Ve >0 In. € N, sodass
|frnr1(z) +- -+ ful2)| <€, Vn>m>n. undVz € A.

BEWEIS. Da

m

Fmir(2) -+ fal2) =D fu(2) =D ful2),
k=1 k=1
folgt der Satz sofort aus Satz 1.28. O

SATZ 1.30 (Majoranten—Kriterium von WeierstraB). 7 Sei f, : U — C eine Folge von
Funktionen mat

Sp | ()] = fula < My My 2 0.
zZE

Ferner sei y >~ | M,, < co. Dann konvergiert Y ", f, gleichmdfig auf A.

BEWEIS. Sei € > 0. Es existiert n, mit

S Rl Y ARG Y Mo<e

k=m-+1 k=m+1 k=m+1
Vn >m > n. und Vz € A; nun folgt die Behauptung aus Satz 1.29 U

"WeierstraB, Karl Theodor Wilhelm (1815-1897)
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BEISPIELE. 1) f.(z) = 2", n € N. f,, — 0 gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge
von D = {z:|z| < 1}. Ist K C D eine kompakte Teilmenge von D, dann existiert 0 < r < 1
mit K C D,(0) ={z: |z| < r}, und es folgt

Ifn(2)] = 12" <7 — 0, Vz € K.

2) Y2t = l—iz mit gleichméfiger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen von .

Sei K wie in Beispiel 1), dann gilt

00 oo oo
o) <) <o,
n=0 n=0 n=0

Vz € K, nun ergibt Satz 1.30 die Behauptung.
3) 3°°° =t konvergiert gleichmiflig auf jeder kompakten Teilmenge von C. Ist K kompakt

n=0 n!

in C, dann 3N € N mit K C Dy(0), nun folgt

= 2" | 2m \ N" N

E —Sg —SE — =€,
n! n! n!

n=0 n=0 n=0

Vz € K, und Satz 1.30 ergibt die Behauptung.

1.7. Potenzreihen

DEFINITION 1.31. Sei z, € C fix, a,, € C fiir n € Ny = NU {0}. Den Ausdruck

o0
Z an(z — 29)"
n=0

nennt man formale Potenzreihe um zo mit den Koeflizienten a,,.

Sind

P= Z an(z — 29)" und Q= Z bo(z — )"
n=0 n=0

zwei formale Potenzreihen, so definiert man die Summe und das Produkt der beiden wie
folgt:

P+Q= Z(an + bn) (2 — 20)",

n=0
P-Q= ch(z — 29)", wobei ¢, = agb, + a1bp_1 + -+ + an_1b1 + aybo
n=0

letzteren Ausdruck nennt man auch das Cauchy-Produkt.

SATZ 1.32. Wenn s, M > 0 zwei Konstanten sind mit der Figenschaft, dass
lay|s" < M, ¥n € Ny,

dann konvergiert die Potenzreihe Y " a,(z — 2z0)" gleichmdfig und absolut auf jeder kom-

pakten Teilmenge von Ds(zy) = {2z : |z — 20| < s}.
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BEWwEIS. Ist K eine kompakte Teilmenge von D;(zp), dann existiert ein 0 < r < s mit
K C D,(z). Setze g =r/s < 1:
n
supan(z — 20)"| < sup an(z — 20)"| < Janlr" = anls" = < Mq",
zeK 2€Dr(20) s™

da >>°  Mg" < oo folgt die Behauptung aus Satz 1.30 O

BEMERKUNG. Wenn |a,|s" < M , Vn € Ny, dann ist fiir jedes » mit 0 < r < s die Folge
(|an|r™), eine Nullfolge.

DEFINITION 1.33. Sei ), a,(z — 2o)" eine Potenzreihe und
R :=sup{t > 0: (|a,|t"), eine beschrénkte Folge ist}.

R nennt man Konvergenzradius der Potenzreihe ) ° jan(z — 2p)".

SATZ 1.34. Sei Y an(z — 2)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt :
(1) 777 s an(z—20)" ist gleichmdfig konvergent auf jeder kompakten Teilmenge von Dg(z).

(2) 30 g an(z — 29)" ist nicht konvergent in C\ Dg(z).

Bewers. (1) Ist R = 0, so ist die Aussage trivial. Bei R > 0 gilt fiir ein beliebiges
0 < s < R : die Folge (|a,|s™), ist beschrankt. Nach Satz 1.32 konvergiert daher die
Potenzreihe )7 an(z — 20)" gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge von Dy(2), und
da s beliebig war, folgt die erste Behauptung.
(2) Ist |z — 29| > R, dann ist die Folge (|a,| |z — 20|™), unbeschrinkt und die Potenzreihe
Yoo gan(z — 2)™ kann nicht konvergieren. d

Satz 1.35 (Cauchy-Hadamard). ® Sei > a,(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius R. Dann gilt :

-1
R = (limsup\an\l/”> (1/0 =00 1/o0=0).

n—oo

BEWEIS. Sei L = (limsup,_.., |an|1/”)_1 . Wir zeigen L = R.
Sei € > 0 vorgegeben. Fiir fast allen € N gilt : |a,|'/™ < 1/(L—¢) und somit |a,|(L—e)" <1,
daher ist die Folge (|a,|(L — €)™),, beschrankt, was L — e < R und somit L < R bedeutet.
Sei nun zunéchst L < co. Um R < L zu zeigen, geniigt es die Aussage

R<s,Vs>1L

zu beweisen. Sei L < s < oo. Dann ist s7! < L' = limsup,,_, . |ax|
unendliche Teilmenge M C N mit
7L< am|Y™ , Ym € M.

Daraus folgt |a,,|s™ > 1, ¥m € M und (|a,|s"), kann keine Nullfolge sein. Somit ist s > R,
denn s < R wiirde nach der obigen Bemerkung ergeben, dass (|a,|s™), ein Nullfolge ist.
Ist L = oo, so folgt L = R schon aus dem ersten Schritt des Beweises. U

/7 daher existiert eine

8Hadamard, Jacques Solomon (1865-1963)
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BEISPIELE. (a) Y o0 n"z", |a,|"" =nund R = 0.
(b) Zfoz la,|"/" =1 und R = 1.

(©) Do 2o |ap|"/™ = 1/n und R = oo.
(d) ZZO:O 277 hier verwendet man besser den folgenden Satz

SATZ 1.36. Sei )~ an(z2—20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, und es sei a,, # 0
fiir fast alle n. Dann gqilt :

lim inf < R < limsup .
n—oo | Ap41 n—00 An41
Falls lim,, .o, | =% existiert, dann ist
n—00 | g, ’
) a
R = lim n
n—oo an+1
!
BEISPIEL. 307 27, oo = @t — 41 und R = co.

BEWEIS. Sei S = liminf,_ GZL . Ist § = 0, so folgt sofort S < R. Ist § > 0, so

geniigt es zu zeigen, dass s < R fiir jedes 0 < s < S. Nach Definition des Limes inferior
existiert ein [ € N mit

Qn

> s, Vn > 1.

41
Das ergibt |a,|s™! > |ans1| Vn > 1. Sei A = |q|s. Dann folgt aus der letzten Ungleichung

a |8 < |ag|s s = Jay|st = A,
woraus man durch Iteration sofort
laipm|s™T™ < A ,Ym €N
erhélt. Daher ist die Folge (|an|s™)n beschrankt. Nach Definition von R gilt somit s < R.

Sei T' = limsup,, . | - st T'= o0, soist R <T. Ist T' < 0o, so bleibt zu zeigen, dass
t > R fiir jedes t > T gilt. Man erhélt wieder ein [ € N mit

<t, Vn2>1I.

Anp+1
Daraus folgt |an 41| > |an|t™ ¥n > 1. Man kann [ so wihlen, dass B = |q|t! > 0, dann ist
|al 1’tl+1 > |CL |t 1tl+1 |a ’tl

und durch Iteration |a,,|t"™™ > B ¥m € N. Somit ist die Folge (|an|t™), keine Nullfolge.
Daher muss ¢t > R gelten. O

BEMERKUNG. Sei f(z) = " an(z — 29)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dif-
ferenziert man die einzelnen Summanden gliedweise, so hat die neue Potenzreihe wieder
Konvergenzradius R und es gilt

oo
= Znan(z — 2z0)" L.
n=1

(Beweis siehe Seite 30)
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1.8. Elementare Funktionen

o

DEFINITION 1.37. expz =e* =) >, 2_7: ... komplexe Exponentialfunktion.
Die Reihe konvergiert gleichméfig auf allen kompakten Teilmengen von C.

B D e DT
= n! ot (n—1)! s n! ’

also (e*) = e*.

SATZ 1.38 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Sei z,w € C. Es gilt e**t"
e*e?.

BEWEIS. Sei f(z) = e ?e*™™. Dann gilt
f'(z) = —e %™ + e "™ =0, Vz € C.

[ ist holomorph in C, daher ist f' =0, und [’ = u, + iv, = v, — iu, = 0, sowie u, = u,
vy = vy = 0. Daher f = const., also ist

e—zez-l—w — f(O) — ew7
setzt man fiir w = 0, so ergibt sich e %¢* = ¢’ = 1. Nun folgt

(e*) ' =e % und "™ = e%e?.

DEFINITION 1.39.

. o C (_1)n 2n+1 _ - (_1)n 2n
SHIZ—%mZ ,COSZ—Z (2n)|z y

n=0

wobei die Reihen geichméfig auf allen kompakten Teilmengen von C konvergieren.

Es gelten die folgenden Formeln:

cosz +isinz = e” | cos(—z) =cosz , sin(—z) = —sin z,
1, . . 1 . .
cosz=—(e*+e " sinz = — (¥ —e ),
(sinz) =cosz, (cosz) = —sinz.
Fiir 2 = x + 4y gilt nach 1.38
e” = " = e%e = ¢"(cosy + isiny),
Re* = e"cosy , Je = esiny , |e*] = |e?(cosy +isiny)| = e® = ™,
da |cosy + isiny| = 1. Die Formel
e® = e"(cosy +isiny)
kann als Polardarstellung der Exponentialfunktion gedeutet werden, somit gilt

arge® = §z.
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BEMERKUNG. (a) Die Abbildung ¢ : ¢t — € ist ein Homomorphismus zwischen der ad-
ditiven Gruppe (R,+) und der multiplikativen Gruppe S' = {z € C : |z| = 1}, denn es
gilt

p(t1 +t2) = p(t1)p(t2) , t1,t2 €R.
(b) Die Abbildung v : z +— €* ist ein Homomorphismus zwischen der additiven Gruppe
(C,+) und der multiplikativen Gruppe (C* = C\ {0},.) :

P(21 + 22) = Y(21)Y(22) , V21,22 € C.

¥ ist surjektiv : sei w € C*, jedes z = x + iy mit z = log|w| und y = argw ist Urbild von
w, denn es gilt e* = e%e¥ = elglvleiargw — |y|e?a8™w yund der letzte Ausdruck entspricht der
Polardarstellung von w.

¥ ist jedoch nicht injektiv. Keryp = {z : ¥(2) = 1} = {2nik : k € Z} = 2nmiZ, da aus
1 =e€* =e®(cosy +isiny) fiir z = 0 und fiir y = 2mik , k € Z folgt.

Die Exponentialfunktion ist daher periodisch mit Periode 27i, d.h. exp(z + 27i) = exp(z).
(c) Jeder Streifen {z € C:a < Yz <a+ 27}, a € R, wird durch die Exponentialfunktion
auf ganz C* abgebildet. Das ergibt sich aus (b).

DEFINITION 1.40.

fanz = 0~ , 2 #(k+1/2), ke Z
z
cotz:cf)sz , 2 F# km, keZ.
sin z
Es gilt : ‘
16222 1 ,6222+1
tanz = —— , cot z = 1— ,
262”—‘—1 6212_1
1 1
tan z) = cot z) = — )
( ) cos?2z ’ ( ) sin? z

DEFINITION 1.41.

1 1
cosh z = §(ez +e77) ,sinhz = é(ez —e 7).
Es gilt :

coshz = cosiz , sinhz = —siniz , cosz = coshiz , sinz = —sinhiz.
1 7

DEFINITION 1.42. Fiir jedes z € C* gibt es unendlich viele w € C mit ¥ = 2. Jedes solche
w nennt man einen Logarithmus von z.
Jeder Logarithmus hat die Gestalt

w = log |z| + iarg z.

Je zwei Logarithmen unterscheiden sich um ein ganzzahliges Vielfaches von 27i.
Sei C- =C\{z€C:32z=0, Rz <0} die geschlitzte Ebene. Fiir jedes z € C~ ist die
Darstellung z = |z|e”? mit —7 < ¢ < 7 eindeutig. Wir definieren

Logz :=log|z| +ip , 2 € C

als den Hauptzweig des Logarithmus .

BEISPIEL. Logi = im/2
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SATZ 1.43. Sei Go = {z € C: —1 < Sz < 7}. Dann ist exp : Gy — C~ holomorph und
bijektiv, die Umkehrabbildung ist der Hauptzweig des Logarithmus, dieser ist als Abbildung
von C~ nach Gqg ebenfalls holomorph und bijektiv.

BEWEIS. Fiir ein 2 € Gy ist w = €* = €%e’>% im Definitionsbereich des Hauptzweiges
des Logarithmus, da |w| = e* > 0 und argw = ¥z. Nun gilt :

Log(expz) = x +iSz =z + iy = 2.
Ist w € C~, dann folgt

Largw

exp(Logw) = exp(log |w| +iargw) = |wle =w.

Also sind exp und Log zueinander inverse Funktionen, daher beide bijektiv.
Da (expz)' =expz # 0,Vz € C, folgt die Holomorphie von Log auf C~ aus 1.11. Es gilt

1
(Logw) ==, weC .
w

BEMERKUNG. Was ist an den folgenden Rechnungen auszusetzen?

log(—1) =log(i-i) =logi+logi =in/2+in/2 =i,

0=1logl=1log((—1)(—1)) = log(—1) 4+ log(—1) = 2log(—1) = log(—1) = 0.

Bei Anwendung der Funktionalgleichung des Logarithmus hat man besonders auf das Ar-
gument zu achten, man kann bei ein und derselben Rechnung in einen anderen Zweig des
Logarithmus gelangen. Eine befriedigende Erklarung der hier auftretenden Phdnomeme ist
erst durch den Begriff der Riemann’schen Flache mdoglich.

DEFINITION 1.44. Sei z € C~ und a € C.
2 := exp(aLogz).
Mit Hilfe der Kettenregel 1.11 zeigt man :

(%) = az L.

BEISPIELE. 1% =1, Va € C, 2*/? .. komplexe Wurzelfunktion .

i' = exp(iLogi) = exp(i.ir/2) = exp(—7/2) = 0,208...

Vi = i'/? = exp(1/2Logi) = exp(in/4) = g(l +1).



20 1. KOMPLEXE ZAHLEN UND FUNKTIONEN

1.9. Ubungen

1) Man bestimme den Real- und Imaginérteil, sowie den Absolutbetrag von

1+ iVaP, (14—2’)57 <1+i\/§>4.

1—3i 1—1 1—1

2) Man bestimme alle komplexen Zahlen z, fiir welche gilt z = 22

3) Man zeige, fir |z| =7 >0:

4) Beweise die Identitét
21+ 2 + 21 = 2 = 2|21 + |2]?),
und erldutere ihre geometrische Bedeutung.

5) Man bestimme den Absolutbetrag und das Hauptargument von

3+ 2i 4 4
9.718 — 3.010i, ﬁ, 3 (cos ?ﬂ +isin g) .

6) Sei zp = \_?fz, berechne z1%.

7) Man berechne die achten Wurzeln von 256(cos 80° + 4 sin 80°).

8) Man bestimme alle reellen Zahlen x und y, welche den folgenden Gleichungen geniigen:
(1) 2(x + iy) = (z + iy)?,

() [2 — (2 — iy)| == + iy

(ili) T35 = 1.

9) Man gebe eine geometrische Beschreibung der Mengen aller Punkte, die durch die fol-
genden Relationen bestimmt sind:

(i) |z — 2+ 3i| < 5,

(ii) Sz > Rz,

(ili) |z —i| + |z — 1] = 2,

(iv) Rz = |z — 2|.

10) Sei |w| < 1. Man zeige:

_Z_w‘<1, fir |z] < 1,
wz — 1
und
_Z_w‘zl, fir |z| = 1.
wz — 1

11) Sei f(2) = U(r,0) + iV (r,0), wobei z = r(cosf + isinf). Sei f komplex differenzierbar
in zo # 0. Man zeige: in 2, gilt

ou 10V ov. 10U

o T oh ar roe’
Dies sind die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen in Polarkoordinaten.

und

12) Sei f(2) = u(z,y) +iv(x,y) und f geniige den Cauchy-Riemann’schen Differentialglei-
chungen in einer offenen Menge G C C. Sei GG jene Menge in C, welche man durch Spiegelung
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von G an der reellen Achse erhilt, d.h. (z,y) € G, wenn (z,—y) € G. Man definiere eine
Funktion ¢ auf G durch

9(2) = f(z), z€G.
Man zeige, dass ¢ die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichnungen in G erfiillt.

13) Die Funktion f erfiille die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen in der Kreis-
scheibe |z| < R. Man definiere eine Funktion g aulerhalb dieser Kreisscheibe durch

9(z) = /3, |2 > R
Man zeige: g erfiillt die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen auf |z| > R. (Ver-
wende Polarkoordinaten!)

14) Let a,b,c € R. For z,y € R and z = z + iy set P(z) = ax?® + 2bxy + cy®. Find a
necessary and sufficient condition for the existence of a holomorphic function f € H(C)
such that R(f) = P.

15) Sei f auf ganz C holomorph und reellwertig. Zeige : f ist konstant.
16) Sei f(z2) = |2|* + (32)% Berechne : f, und f;.
17) Beweise :
or a1 o o1
oz 0z 0z 0z
18) Man zeige: ist f reellwertig, so gilt
of _of
0z 0z
19) Man beweise die folgenden Kettenregeln:
oo f) 00 0f 007
0z owdz 0w dz’
0z owdz 0wz
20) Sei @ eine diffenzierbare Funktion der reellen Verénderlichen t. Man zeige :

dt Oz dt 0z dt

21) Sei

f@):%(w%) CzecC\{o}.

Man zeige : f ist auf C\ {—1,0,1} winkeltreu. Ferner bestimme man die Bilder unter f
jeder Kreislinie |z| = r < 1 und jedes Radiusstrahls z = ¢t,0 <t < 1,|c| = 1 und iiberpriife
die Winkeltreuheit von f anhand dieser Bildkurven.

22) Es sei

fue) = 1o a0

Man zeige, dass die Folge (f,,) auf jeder kompakten Teilmenge des offenen Einheitskreises
D1(0) gleichméfig gegen 1 konvergiert, und auf jeder kompakten Teilmenge von C\ D,.(0)
gleichméfig gegen 0, falls r > 1.
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23) Man zeige, dass die Reihe

Zn

(1 —27)(1 — zntl)

NE

n=1

gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge von D;(0) gegen z(1 — )72 und gleichmiiflig

auf jeder kompakten Teilmenge von C\ D;(0) gegen (1 — z)~2 konvergiert.
24) Wo konvergiert die Reihe

o0 n

z
; 1 —zn’
wo konvergiert sie gleichméflig 7
25) Die Konvergenzradien von
(e.) o
Z a2 und Z b, 2"
n=0 n=0
seien Ry bzw. Ry. Man zeige fiir den Konvergenzradius R von
oo
Z anbpz"
n=0

gilt R > Ry Ry; fiir den Konvergenzradius R’ von
o0 an
Zb—z", b, #0, n €Ny
n=0 "

gilt R < Ry/Ry; und fir den Konvergenzradius Ry von

o

Z(anbo -+ an_lbl + -+ (Iobn)zn
n=0

gllt RO Z min(Rl, RQ)

26) Man berechne die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

[e.9]

i(—l)n(z—l—i)n, Z(_l)n2n22n+2’ in—lﬁzn,
n=0 n=0 n=1
2

A = (2n)! ~n!
) Z, -z,
— (2n)! HZ:O (n!)? “— n"
ZQ—H 2"’ Z2lognzn’ Z(n+an)zn’
n=0 n=2 n=0
- (2n)! ,, - 13" = n’ " n
z" noz>,

— n! ; ; (n+1)(n+2)

27) Sei
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mit Konvergenzradius R > 0. Beweise die Parseval’sche Gleichnug
1 2

|f(7“ei(’7)|2 df = Z |an|2r2n, 0<r<R.

o
0 n=0

Ist f zusétzlich beschréankt, d.h.
|f(2)] < M,z € Dg(0),
dann gilt
Z ‘an|2R2n S M2.
n=0

Wenn r < R und M(r) = supg<g<,, | f(re?)|, dann gilt
la,| <r "M(r), n € Nj.

28) Man bestimme Real- und Imaginérteil von tan z und cot z.

29) Man berechne die Summe der geometrischen Reihe

n
E : ekw
k=0

und berechne daraus die Summenformeln fiir

n ' 1 n
Z sin k@ und 3 + Z cos k#.
k=1 k=1






KAPITEL 2

Der Cauchy’sche Integralsatz

2.1. Kurvenintegrale

DEFINITION 2.1. Sei v : [a,b] — U C C eine stetige Abbildung, wir nennen 7 einen
Weg in C. Wir verwenden v als Symbol fiir die Abbildung und +* fiir die Menge ~+* =
{7(t) : t € [a,b]}. v(a) heiBt Anfangspunkt und ~(b) Endpunkt des Weges, [a, b] das Para-
meterintervall. Ist 7(a) = v(b), so nennt man  einen geschlossenen Weg.

Seia=s5y< 8 < 8§ <- <5, =>bund ’y|[8j7175j] fiir y = 1,...,n stetig differenzierbar. Ein
stiickweise stetig differenzierbarer Weg v heifit Pfad.

Sei f: U — C stetig und 7 : [a,b] — U ein Pfad in U.

/f M—/f
- ["RueOr@ ai [ sueone) a

ist das Kurvenintegral von [ langs ~.

BEMERKUNG 2.2. (a) Sei ¢ : [a1,b;] — [a,b] eine stetig differenzierbare, bijektive Abbil-
dung mit ¢(a;) = a und @(by) = b, weiters v : [a,b] — U und 7, :=yo ¢ : [ar,b] — U
Pfade in U.
Fiir jedes stetige f : U — C gilt dann

by

b1
/ flz)dz = f(%( )n(t)dt = f( ()Y (1) (t) dt =

/f %—/f

wobei zuletzt die Substitution s = () , ds = ¢'(t)dt vorgenommen wurde.
In diesem Zusammenhang spricht man davon, dass die Kurven v, und ~ dquivalent sind
und das Kurvenintegral unabhéngig von der Parametrisierung ist.

(b) Seien v; : [a,b] — U und 75 : [b,c] — U Pfade in U mit v, (b) = 12(b). Wir definieren
einen neuen Pfad v : [a,c] — U durch 7|, ,; = m und 7|, 4 = 72 (Komposition von

Pfaden). Dann gilt
/Vf(z) iz — /7 £(=) d= + /wf(z) i

(c) Sei vy : [0,1] — U ein Pfad. Wir definieren den zu ~ inversen Pfad 7, durch ~(t) :=
v(1 —t), t €]0,1]. Dann gilt v* = ~7 und

/f(z)dz:—/f(z)dz
" . gl
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Dies folgt durch die Substitution 1 —¢ = s, dt = —ds im Integral

/ﬂf(z) dz = /Olf(7(1 —0))(—'(1—1))dt = /0f<7<8))<_7/(8))(_1) s —
[ - [1e

Wir schreiben auch v, = v~
(d) Ist 7 : [a,b] — U ein Pfad und f : U — C eine stetige Funktion. Die Lénge L(y) des

Pfades v ist gegeben durch
b
- [ ol

f);

Weiters gilt
< L()

zey*

/f )dz

wie die folgende Abschétzung zeigt :

f2)I-

zey

PG| < [ 0] 6] < Lo)ma

BEISPIEL 2.3. (1) Seia € C, r > 0 und y(t) = a + re", ¢t € [0, 2n] der positiv orientierte
Kreis mit Mittelpunkt a und Radius r (einmal durchlaufen). Ferner f : U — C eine stetige

Funktion D,(a) C U.
2m
/f z'r/ fla+ret)etdt.
0

Spezialfille : a =0, r =1, f(z
2
/zdz :i/ Xt dt = 0;
¥ 0

2 2
/idz:i/ e ”dt—z/ dt = 2mi;
¥ 0 0
1 27 it
/—dz:i/ e—tdt—2m
y 2 g €
a € C beliebig, r > 0 :

dZ ‘ 27 eit . 27 eit .
=r —.tdtzzr - dt = 2m1.
v Z—a o a+tret—a A

(2) Seia,be C, a#b, y(t)=a+ (b—a)t, t € [0,1] die Verbindungsstrecke zwischen
den Punkten a und b, f : U — C, wobei v* C U.

/f Ydz = ( b—a/fa—l— (b—a)t)dt

Ista=—-1,b=1und f(z

1
/zdz:Q/ (—1+2t)dt = 2(~t + )|, =
¥ 0

f(z) =z

f(z)=1/z:
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Ist v; der positiv orientierte Halbkreis zwischen den Punkten -1 und 1 :

o o2t
/zdz:i/ Atdt = —
Y1 U 2

Bei der Funktion f(z) = z erkennt man hier, dass das Kurvenintegral vom Weg zwischen
-1 und 1 unabhéngig ist. Hingegen ist fir f(z) = z:

1
/Edz:Q/ (=1+2t)dt =0,
0% 0
27 o
/idz:z'/ e e dt = ir.
Y1 U

(3) Seien a,b,c € C und A = A(a, b, c) das Dreieck mit den Eckpunkten a, b, ¢, durchlaufen
in der Reihenfolge : ¢ — b — ¢ — a.

L/“ fydz= [ fz)dz+
OA [a,b]

2w
=0.

™

aber

| f(z)dz+ f(2)d=.

[b,c [e,a]

Ist A" = A(a, ¢, b) das Dreieck durchlaufen in der Reihenfolge : a — ¢ — b — a.

(2)dz = (2)dz + (2)dz + f(z)dz =
oA’ la,] [e,b] [b,a]

- (2)dz — (2)dz — f(z)dz = — f(2)dz.
[e,a] [b,c] [a,b] oA

2.2. Stammfunktionen

DEFINITION 2.4. Sei U C C eine offene Menge und f : U — C eine stetige Funktion. f
besitzt eine Stammfunktion auf U, wenn eine holomorphe Funktion F' auf U existiert mit
F' = f auf U. F nennt man eine Stammfunktion von f.

BEMERKUNG. Ist U C C zusammenhéngend und besitzt f : U — C zwei Stammfunk-
tionen F} und F5, so gilt F; = F, + C, wobei C' eine Konstante ist. Das folgt sofort aus
Fl-F=f-f=0

SATZ 2.5. Die stetige Funktion f : U — C besitze eine Stammfunktion F auf U. Seien
20,21 € U und v ein beliebiger Pfad in U von zg nach z. Dann gilt

/f(z) dz = F(z1) — F(z).
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BEWEIS. Sei v : [a,b] — U, a =ty <t <--- <t, =>bund 7 stetig differenzierbar auf
[tk—1,tx] fiir k. =1,...n. Dann ist

[r@d=3 [ rawnrma =3 " Faoya-

n

3 / C(Fony(ydt = Y (F((t) — F(r(tr))] = F=1) — F(z0).

O

KOROLLAR 2.6. Besitzt die stetige Funktion f : U — C eine Stammfunktion auf U, so gilt
fiir jeden geschlossenen Pfad ~ in U
/ f(z)dz=0.
”

BEMERKUNG. Ist F' € H(U) (holomorph auf U) und F” stetig (wir werden spéter zeigen,
dass diese Bedingung tiberfliissig ist), dann gilt fiir jeden geschlossenen Pfad in U :

/F/(z) dz = 0.
.
Zn+l

BEISPIEL 2.7. (a) Die Funktion f(2) = 2" , n € Z, n # —1 hat F(z) = 25 als
Stammfunktion auf C fiir n > 0 und auf C* fiir n < —1. Es gilt

1
2z = (27— 20 /z” dz=0,
/[20721] n+1 gl

fiir n # —1 und fiir jeden geschlossenen Pfad v mit 0 ¢ ~*.
Das komplexe Polynom p(z) = >")_,axz® hat >;_, 22" als Stammfunktion.

ag
k1
(b) Bei der Funktion f(z) = Z héngt das Kurvenintegral fy f(2) dz nicht nur vom Anfangs—
und Endpunkt des Pfades ab (siehe Beispiel (2) in 2.3), daher besitzt f nach 2.5 auf keiner
offenen Teilmenge von C eine Stammfunktion.
(c) Ist y(t) = €, t € ]0,27], so gilt

dz

— = 2mi,

Ny #

nach 2.6 hat die Funktion f(z) = £ auf C* keine Stammfunktion.
Fiir jedes z € C~ existiert jedoch eine offene Umgebung U,, auf welcher f(z) = % die
Funktion Logz als Stammfunktion besitzt.

BEMERKUNG. Eine offene Menge U C C heifit wegweise zusammenhéngend, wenn fiir je
zwei Punkte a,b € U eine stetige Kurve in U existiert, welche a mit b verbindet.

Es gilt : eine offene Teilmenge von C ist genau dann wegweise zusammenhéngend, wenn sie
zusammenhéangend ist.

Wir beweisen nun die Umkehrung von Korollar 2.6.
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SATZ 2.8. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion. Weiters gelte fiir
jeden geschlossenen Pfad v in G
/f(z) dz=0.
-

Dann besitzt f auf G eine Stammfunktion.

BEWEIS. Sei a € G fix. Fiir ein beliebiges z € G wihlen wir einen Pfad v, in G von a
nach z und setzen

F(z) = / £(0) d.

Wir werden zeigen F'(zg) = f(zo) fiir ein beliebiges 2y € G.

Ist z hinreichend nahe bei 2, so gilt [29, 2] C G und der Pfad ~, der sich aus ,,, |20, 2] und

v, ! zusammensetzt, ist ein geschlossener Pfad in G. Nach Voraussetzung gilt daher

0= / F(0)de = / Foac [ o= /%f(C)dC-

Daraus folgt
P(:) = Fla) = [ 7O [ frac= [ f)ac

[ZQ 72}

_ /O F(zo0+ (2 — 20)) (= — 20) dt = (2 — 20)A(2),

wobei A(z) = fol f(zo+1t(z — 20))dt , A(zp) = f(z0) ist. Daher ist
F(z)—F
A(Z) _ (Z) (ZU>,
zZ— 20
und um F’(z9) = f(z0) zu zeigen, geniigt es nach 1.10 die Stetigkeit von A an der Stelle 2,
zu beweisen. Dazu schitzen wir wie folgt ab

[A4(2) = Al20)] < max [f(z0 +#(z = 20)) = f(z0)]-

Nun ergibt sich die Stetigkeit von A an der Stelle zy aus der Stetigkeit von f an der Stelle
29. Also ist F eine Stammfunktion von f auf G.

Wir bemerken noch, dass die Definition der Funktion F' nicht von der Wahl des Pfades ~,
abhiingt. Ist 7, ein anderer Pfad von a nach z, so ist 7,7, " ein geschlossener Pfad in G und

daher
| 1odc- [ joa=[  rod=o
"z e Y2z

/7 O = / 7O

und somit

g

Setzt man mehr iiber die Gestalt des Gebietes GG voraus, so kann man die Bedingung in
Satz 2.8 abschwéchen.

DEFINITION 2.9. Ein Gebiet G C C heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten zg,2; € G
auch die gesamte Verbindungsgerade [zg, 1] in G liegt.
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SATZ 2.10. Sei G ein konvexes Gebiet in C und f : G — C eine stetige Funktion. Weiters
gelte fiir jedes Dreieck A C G

f(z)dz =
A

Dann besitzt f auf G eine Stammfunktion.

BEWEIS. Sei a € G fix und

Fz) = | f(Q)dC,

[a,2]

fir z € G beliebig. Beachte, dass nach Voraussetzung [a, z] C G. Ist 29 € G, so liegt das
Dreick A mit den Eckpunkten a, z, zgp ganz in G und daher ist

Mf(C)dCI f(Q)d¢ + F(Qd¢— [ f(¢)dc.

la,z0] [20,7] [a,z]

Nun kann man den Beweis von 2.8 iibernehmen. O

BEMERKUNG. Ist G nicht konvex, so gilt die Aussage von 2.10 zumindest in jeder konvexen
Umgebung U, C G eines beliebigen Punktes z € G.

2.3. Windungszahlen

SATZ 2.11. Sei v ein Pfad in C und (f,), eine Folge stetiger Funktionen auf ~*. Falls die
Folge (fu)n gleichmdfig auf v* gegen eine Funktion f konvergiert, dann gilt

I (2)dz = [ lim f,(2)dz = d
m [ £)dz = [ lim i)z = [ 1)

n—oo

BEwEIS. Nach 2.2 (d) gilt

/h M—/f Qﬂn@—ﬂ»w

daraus folgt sofort die Behauptung. 0

< L{y) max|fa(2) = £(2)],

BEMERKUNG. Konvergiert die Reihe >~ f,, gleichméBig auf v*, so folgt

(o)

n=0""7

SATZ 2.12. Sei P(z) = > a,(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dann folgt : P ist auf Dgr(z) holomorph und

oo
= Z nan(z — zo)"
n=1

(Differentiation und Summation sind also vertauschbar)
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die folgende Behauptung : fiir den Konvergenzradius R’
der Potenzreihe Q(z) = >.°7 na,(z — 20)" ' gilt B > R. Dabei konnen wir 0.B.d.A.
voraussetzen, dass z, = 0. Die Potenzreihe )~ nz" hat Konvergenzradius 1, d.h. Vp €
[0,1) ist die Folge (np™), beschrénkt. Fiir ein beliebiges z; € Dg(0) ist |a,2}| < M |, Vn €
N (M > 0), weiters gilt fiir 0 < |zq| < |2]

= |2

|na,zy~

B | 22|

da

nach Deﬁmtlon des Konvergenzradiuses 1.33: R’ > R.
Sei nun + ein beliebiger geschlossener Pfad in Dg/(0). Wir zeigen @ hat P als Stammfunktion

auf Dg/(0) :
/Q(z) dz = / Zna@"’l dz = Znan/znl dz =0,
Y v n=1 n=1 Y

dabei konnten wir nach 2.11 Integration und Summation miteinander vertauschen und haben
zuletzt Beispiel 2.7(a) verwendet. Nun folgt die Existenz einer Stammfunktion von @ auf
Dp/(0) aus 2.8, eine solche ist

Q) (Z nan("" ) d¢ = Znan ¢"tdg
0,2] n

(|nanzy '), beschrinkt. |z| < |21] < R waren beliebig, daher gilt

[0,2]

_E nan E an )

wobei wir wieder 2.11 und Beispiel 2.7 (a) verwendet haben. Daher ist

(0.9)
z) =ay+ E a,z"
n=1

ebenfalls eine Stammfunktion von @ auf Dg/(0). Wir haben somit auch gezeigt, dass P auf
Dr/(0) konvergiert und daher R’ = R. O

BEMERKUNG. Wendet man 2.12 auf P’ an, so folgt, dass auch P’ auf Dg(zy) holomorph
ist. Durch Iteration erschliefit man die Existenz der Ableitungen von P beliebiger Ordnung,
sowie die Formel

P(")(zo)

P®(z E nin—1)...(n —k+Dan(z —2)"" , a,= '
n!
n=~k

BEMERKUNG. Sei U C C eine offene Menge, p,q € U. Wir sagen p ist dquivalent zu ¢
(p ~ q), wenn ein Weg in U existiert, der p mit ¢ verbindet. ~ ist eine Aquivalenzrelation
und die dazugehdrigen Aquivalenzklassen heifien Zusammenhangskomponenten von U. Fiir
p € U sei U, die Aquivalenzklasse, in welcher p liegt. U, ist die grofite zusammenhéngende
Teilmenge von U, welche p enthélt.
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SATZ 2.13 (Jordan’scher Kurvensatz). ' Sei vy ein geschlossener, doppelpunktfreier Weg in
C. Dann hat die Menge C\~* zwei Zusammenhangskomponenten (das Innere und das Aufere
von ), genauer eine beschrinkte und eine unbeschrinkte Zusammenhangskomponente.

(Beweis schwierig!)

SATZ 2.14. Sei vy ein geschlossener Pfad , Q2 = C\ v*. Sei

1 [ dC
Ind,y(Z)::Q—m/g_Z,ZEQ.
Y

Dann ist Ind., eine ganzzahlige Funktion auf (), also Ind. () C Z, Ind,, ist konstant auf jeder
Zusammenhangskomponente von ), auf der unbeschrinkten Zusammenhangskompente von
Q2 ist Ind,(z) = 0.

Ind, (2) heifit Windungszahl von ~y in Bezug auf z.

BEMERKUNG. Die Menge ~v* ist kompakt, daher existiert ein Kreis D mit v* C D. Die
Menge C \ D ist zusammenhéngend und liegt somit in einer Zusammenhangskomponente
von ). Also hat €2 genau eine unbeschréankte Zusammenhangskomponente.

LEMMA 2.15. Seien ¢, : [a,b] — C Wege in C. Sei ferner Q C C eine offene Menge mit
QN ¢* = 0. Wir definieren

_ M v
f(Z)/aWdt,ZGQ.

Dann ist f holomorph in €.

BEMERKUNG. Wir werden spéter einen allgemeineren Satz iiber die holomorphe Abhéngig-
keit eines Integrals von einem komplexen Parameter beweisen (siehe 2.26).

BEWEIS. Sei w € Q beliebig. Dann existiert ein » > 0 mit D, (w) C Q. Wir zeigen :

1) =3 an(z — w),

wobei die Summe gleichméBig auf allen kompakten Teilmengen von D,.(w) konvergiert. Dann
folgt aus 2.12 die Holomorphie von f auf D,(w) und da w € €2 beliebig war, die Holomorphie
auf ganz €.
Dazu schreiben wir fiir z € D, »(w) den Nenner des Integranden in der Form

1 1 oty —w 1 1

¢t) =z o) —w ¢(t) —w—(z-w) o) —w -0

1Jordan, Camille (1838-1921)
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wobei die Summe wegen |¢(t) —w| > r, Vt € [a, b] gleichmé&Big fiir alle ¢ € [a, b] konvergiert
(hier verwenden wir die Voraussetzung 2 N ¢* = (). Daher ist

0 wn o b (Z—’LU)”
o[ [t vwa- 5 [ o=t

i[ ab% 1(2—10)”:20”(2—11)

wobei

|Cn| =

b (1) b—a
/a (@(0) —w) dt? < o e (o)

Also konvergiert die Reihe

oo
= Z Cn(z —w
n=0

gleichméBig fiir z in einer beliebigen kompakten Teilmenge von D,.(w), da dort die Abschitzung

S el I —w) [ < O3,
n=0 n=0

fiir ein p < 1 gilt. U

BEWEIS VON SATZ 2.14. Da

b /
Ind, / - 1) s seq,
T 2mi C—z 2mi ), v(s)—z

gilt Ind, (2) € Z < ®(b) = 1, wobei

(1) = exp l/:%ds},

hierbei verwenden wir die Tatsache, dass

w
— €€Zse" =1 (1.39).
2mi ¢ (1.39)

Wir berechnen nun die logarithmische Ableitung von ®(t) :
o) _ (@)
HONERIOEES

ausgenommen in den endlich vielen Punkten a = sg < 51 < --- < s, = b, wo v moglicher-
weise nicht differenzierbar ist, also gilt dann auch

() (v(t) —2) = ()Y (t) = 0

und daher ist

( @ (1) )’:@/(t)(v(t)—z)—@(tw'(t):0

Y(t) — 2 (v(t) — 2)?
bis auf endlich viele Punkte. Andererseits ist die Funktion

t—
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stetig auf ganz [a,b] auf Grund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung,
somit ist sie konstant auf ganz [a,b]. Da ®(a) = €° = 1 ist, folgt

1  ®(a) (1)

T T EER T EeE A

und

() —2
O(t) = ———, t €la,b].
)= 202 tead
Da v geschlossen ist, gilt v(a) = v(b), und daher ®(b) = 1, und schliefilich Ind,(2) € Z.
Nach Lemma 2.15 ist die Funktion

b /
ZHIndv(z):%/ Z)ids
i J, v(s)—z

holomorph auf €2. Da das Bild zusammenhéngender Mengen unter stetigen Abbildungen
wieder zusammenhéngend ist, ist Ind, konstant auf den Zusammenhangskomponenten von

Q.
Aus der Formel

1 b /
Ind,(z) = —/ _ls) ds
2t J, Y(s)— =z
folgt | Ind,(2)| < 1, falls |z| gentigend grof ist. Daher ist Ind.,(z) = 0 auf der unbeschrénkten
Zusammenhangskomponente von 2. 0

BEMERKUNG. Begriindung der Bezeichnung ”Windungszahl”:

Sei .
/
A(t) = / ) g
a 7(8) -z
Dann gilt A(b) = 277 Ind,(2) und daher SA(b) = 27 Ind,(z). Mit den Bezeichnungen des
vorigen Beweises ist

exp(AD) = B(1) = 21—

und somit arg ®(b) = IA(b) = 27 Ind,(z). Wir setzen nun fiir z = 0. Es ist arg®(a) = 0
und

arg ®(t) = argy(t) — argy(a),
durchlauft ¢ das Intervall [a,b] so wird also gezdhlt, wie oft sich v um z = 0 ”windet”.

SATZ 2.16. Sei y(t) = re*™ +a , t €10,1] , a € C. Dann gilt

Indv(z):{l fir |z —al <r

0 fir |z —al >

BEwEIS. Nach Beispiel (1) aus 2.3 ist

LNy
2mi ), (—a

der Rest folgt aus 2.14 O
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2.4. Der Satz von Cauchy—Goursat

SATz 2.17. Sei Q C C offen, p € Q fix, f : Q@ — C stetig und f € H(Q\ {p}), sei ferner
A ein Dreieck in Q. Dann gilt
/ f(z)dz=0.
A

BEWEIS. (von A. Pringsheim)
Wir setzen zunéchst voraus, dass p ¢ A.
A wird in 4 flachengleiche Dreiecke Ay, As, Az, Ay zerlegt, siehe Skizze.

Ay

Aq Ao

Dann gilt
4

f(z)dz

N

(2)dz
oA,

< 4 max
1<5<4

f(z)dz
dA

j=1
Die Wege im Innern des groflen Dreieckes heben sich gegenseitig auf.

Jenes Dreieck, wo das obige Maximum angenommen wird, bezeichnen wir mit A®. Nun
wiederholen wir diesen Vorgang fiir das Dreieck A" an Stelle von A, dadurch erhalten wir
ein Dreieck A®) usw.

Auf diese Art gewinnen wir eine Folge A D> A® 5 A® 5 . und nach n Schritten die

f(z)dz
oA

Ungleichung
/ F(2)dz|
oA™)
Sei L(OA™) der Umfang von OA™ . Dann gilt
LOA™) = 271 L(OA™ D) = ... = 27" [(DA).

Nun zeigen wir : 3! 25 € (0o, A™,

Wihle dazu eine Folge (z,), mit z, € A™ | n € N. Da A kompakt ist, existiert ein
Hiufungspunkt zy € A der Folge (zp)n, 2o liegt aber auch in A m € N, da die Folge
(20)% s C A Somit gilt 2y € (0, A™. 2, ist eindeutig bestimmt, da L(OA™) — 0
bei n — oo.

Die Funktion f ist im Punkt zg komplex differenzierbar. Daher gilt nach 1.10

f(z) = f(z0) + (2 = 20)(f(20) + B(2)),

wobei B in zj stetig ist und dort verschwindet. Die Funktion z +— f(z9) + (2 — 20) f'(20) hat
eine Stammfunktion (formale Integration!), daher ist nach Korollar 2.6

/(M(m)(f(Zo) + (2 —20)f'(20))dz =0 Vm € N.

<4"
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/ f(2)dz
A (M)

dabei haben wir in der letzten Abschitzung |z — 20|, 2z € OA™) durch den Umfang L(OA™)
abgeschiétzt.
Daraus ergibt sich nun fiir das urspriingliche Integral

f(z)dz
dA

Da B in z, stetig ist und in 2z, verschwindet, strebt der Ausdruck max,cyawm) |B(2)| bei
m — oo gegen 0, und somit ist

Nun ist

/M(m><Z‘ZO>B<Z> dz| < LOAM™) max [|z — 2| [B(2)]

2€0A (M)

< [L(OA™)] max |B(z)],
2€0A(M)

< 4™ (27™2[L(OA)? max |B(2)| = [L(OA)]? max |B(2)].

ZG@A("") ZeaA('m)

f(z)dz =0.
oA
Ist p ein Eckpunkt von A, etwa p = a, dann zerlegen wir A wie folgt in Teildreiecke :

a=p x b

Fiir die Integrale erhalten wir
Lot fe
O0A o{a,z,y}

wobei nur der erste Summand zu behandeln ist, da die weiteren Integrale den Punkt p
nicht enthalten und somit nach dem ersten Schritt des Beweises alle 0 sind. Beim ersten
Summanden kénnen wir mit x und y beliebig nahe an a heranriicken, wodurch

/ f(z)dz —0
o{a,x,y}
wegen der Stetigkeit von f.

Liegt p schlieflich innerhalb von A, so kénnen wir durch die folgende Zerlegung von A

C

a b
alles auf den zweiten Beweisschritt zuriickfithren.
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KOROLLAR 2.18. Sei Q) eine konvexe offene Teilmenge von C, p € Q und f : Q@ — C eine
stetige Funktion mit f € H(Q\ {p}). Dann hat f eine Stammfunktion auf Q@ und fir jeden

geschlossenen Pfad v in § gilt
/ f(z)dz=0.
.

BEWEIS. Nach 2.17 ist
f(z)dz==0
A

fiir jedes Dreieck A in 2. Nun folgt aus 2.10 die Existenz einer Stammfunktion von f auf €2
und schlieBlich aus 2.6.
/ f(z2)dz=0
”

fiir jeden geschlossenen Pfad in €. O

DEFINITION 2.19. Eine offene Teilmenge M C C heifit Sterngebiet , wenn ein Punkt 2, € M
(Zentrum) existiert, sodass fiir jedes z € M die Verbindungsstrecke von z; nach z ganz in
M liegt.

BEISPIELE.
(a) Ein Sterngebiet mit Zentrum z;.

(b) C~ : hier ist das Zentrum auf der positiven Halbachse zu wéhlen.

SATZ 2.20. Sei G ein Sterngebiet, ¢ ein Zentrum, f € H(G). Dann hat f eine Stammfunk-
tion auf G und fir jeden geschlossenen Pfad v in G gilt

l F(z)dz =0,

BEWEIS. Der Satz 2.10 gilt auch fiir Sterngebiete, wie man sich leicht iiberlegt. Anson-
sten verlduft der Beweis wie jener von 2.18 U

BEISPIEL. Wir betrachten C~ mit 1 als Zentrum, z = re’® € C~, sowie den unten angefiihr-
ten geschlossenen Pfad ~.
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Nach 2.20 ist

d
Lo
5 €
Weiters konnen wir f[1 q17C L als Stammfunktlon fir z +— 1/z auf C~ definieren. Es gilt dann

dt
/ Piret = logr +i¢.
[1,2] < A

Wir haben auf diese Art und Weise den Hauptast des Logarithmus gewonnen.

SaTz 2.21 (Die Cauchy’sche Integralformel) Sei Q) ein konveres Gebiet in C, ~ ein ge-
schlossener Pfad in Q, z € Q, z & v*, sowie f € H( ) Dann ist

£(2) Tndy(2) = 5 / C_ch
BEWEIS. Sei HO) - £(2)
— z

WO={ == °7°

f/(Z) ) C =z

Dann ist g auf ganz Q stetig und g € H(Q2\ {z}), g erfiillt somit die Voraussetzungen von
2.18 =

1
P 7Q(C) d¢ = 0.
Daher gilt
f(Q) =1z 1 g
2_7m (—z 27rz/(—z f(Z)2_7m‘/V§—z_O'

U
Spezialfall : Sei v(t) =z +re™ |, t € [0,2n] , f € H(Dg(z)), R > r. Dann gilt Ind,(z) =1

e L[ Q)
e Fatls

Weiters erhalten wir die im folgenden sehr wichtige Abschéatzung

L[ f©) 1 f(Q)
%/;Edc < —2 max |—

fOI-

Setzt man die Parameterdarstellung im obigen Kurvenintegral ein, so erhéalt man

2w it 2m
flatre”) 4 1 it
— —re" dt = — ) dt.
2m/(—z ire i f(z+re”)

2m 0 ret 2m

= Imax

- 27 cenr -z cen*

(Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen)

BEIsPIEL. Wir berechnen nun mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes das folgende Kur-

venintegral
eZ
= | ————d=.
/(z—l)(z—2) :

(a) G = D3/4(0), f(z) = m FeH@) , v(t) =<, te[0,27]: I =0 nach 2.18
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, fEH(G), ()= 362“ , t €[0,27] : nach 2.21 gilt

eS
2m/<—1 5 T
= [ = —2mie.
(c) G=Dy0), f(z)=¢€*, feH(G), ()—36” t € [0,2n] : nach 2.21 gilt

]:/ ¢ dz—/e—dz: /f dz = 2mi(e* — e).
y 7= 2 4 2—1 2—2 —

SATZ 2.22 (Taylorentwicklung). * Sei Q) C C offen und a € Q, R > 0 derart, dass Dg(a) C
Q und f € H(Y). Dann gilt

(b) G = D11ss(0) , f(2) =

f(z) =) an(z—a),
n=0
wobei die Summe gleichmdfig auf allen kompakten Teilmengen von Dg(a) konvergiert und

(n)
o=@ L _o1a
n!

a, nennt man die Taylorkoeffizienten von f bei Entwicklung um den Punkt a.

BEWEIS. Sei y(t) = a+re" , r < R, t € [0,2x]. Dann ist Ind,(z) =1, Vz € D,(a)
(siche 2.16). Aus 2.21 erhalten wir

L QO 1 [T )Y @) X .
)_27%/7(—26“ i ) e Y e D,(a).

Nach dem Beweis von 2.15 entwickeln wir das letzte Integral in eine Potenzreihe

= Z an(z —a)"

1 21 /
B N e (G0 (D NP N S (G
iy O - T 2w ) ey
und die Reihe gleichméfig auf allen kompakten Teilmengen von D,.(a) konvergiert, dar < R
beliebig war, gilt dasgleiche auch fiir Dg(a).

Aus 2.12 ergibt sich die Formel fiir die Taylorkoeffizienten . 0

wobei

Im Beweis dieses Satzes sind die beiden folgenden, sehr wichtigen Aussagen enthalten:

SATZ 2.23. Ist f € H(Q), so ist f™ € H(Q) , Vn € N, f ist also beliebig oft komplex

differenzierbar.

SATZ 2.24. Voraussetzungen wie in 2.22 , y(t) =a+re" |, r < R, t €(0,2x]. Dann gilt

|
f(@(a)z"—'./%d@ nen.

271
Wir sind nunmehr in der Lage eine Umkehrung des Satzes von Cauchy—Goursat zu beweisen.

2Taylor, Brook (1685-1731)
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SATZ 2.25 (Satz von Morera). * Sei G offen in C und f : G — C stetig auf G. Ferner sei

f(2)dz=0
0A

fiir alle Dreiecke in G. Dann ist f € H(G).

BEWEIS. Sei V' C G eine beliebige konvexe Teilmenge von G. Aus 2.10 folgt die Existenz
einer Stammfunktion F fir f auf V, es gilt F' € H(V) und nach 2.23. daher auch F' = f €
H(V). Da V eine beliebige konvexe Teilmenge von G war, folgt f € H(G). O

2.5. Wichtige Folgerungen aus dem Cauchy’schen Integralsatz

SATZ 2.26. Sei Q C C ein Gebiet, f € H(Y). Wir definieren

Z(f) ={ae: f(a) = 0}
als die _Nullstellenmenge von f. Dann gilt : Z(f) = Q oder Z(f) ist diskret in Q (d.h. Z(f)

hat keinen Hdufungspunkt in Q).
Im zweiten Fall gilt : ¥ a € Z(f) 3! m, € N, mit

f(z) = (z = a)™g(2),

wobei g € H(2) und g(a) # 0.
In diesem Fall nennt man a eine Nullstelle der Ordnung m, von f.
Weiters ist Z(f) hichstens abzihlbar unendlich.

BEWEIS. Sei A die Menge der Haufungspunkte von Z(f) in 2. Da f insbesondere stetig
ist, folgt A C Z(f).
Sei a € Z(f) fix. Es existiert ein r > 0, sodass D, (a) C €. Nach 2.22 ist

f(z) = Zan(z —a)" , ¥V z€D.a).
n=0

Nun koénnen wir zwei Félle unterscheiden :
1.) alle a, = 0= f =01in D,(a). Daher ist dann D,(a) C A, d.h. a ist ein innerer Punkt
von A.
2.) 3 ein kleinstes m € N mit a,,, # 0. Nun definieren wir die Funktion g durch

B { (z—a)"™f(z) fiir z € Q\ {a}
9(2) = am, fir z = a.

Dann ist f(z) = (z — a)™g(z) Vz € Q\ {a} und g € H(Q\ {a}). Da jedoch f(z) =
Yo gan(z —a)" in D,(a) gilt, folgt

g(z) = Zan+m(z —a)" ,V z € D,(a).

Somit ist ¢ € H(D,(a)) und daher auch g € H(f2). Nun ist g(a) = a,, # 0, also existiert
wegen der Stetigkeit von g eine offene Umgebung U von a mit g(z) # 0 Vz € U = f(z) #
0 Vz € U\ {a} . Wir haben somit gezeigt, dass a ein isolierter Punkt in Z(f) ist, d.h. 3
eine Umgebung U von a, die keinen anderen Punkt von Z(f) enthilt.

3Morera, Giacinto (1856-1909)
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Zusammenfassend konnen wir nun feststellen : ist a € A, so miissen alle a,, = 0, denn sonst
wére nach 2.) der Punkt a isoliert; nach 1.) ist daher D, (a) € A und A ist somit offen. A ist
jedoch nach Definition, als Menge der Haufungspunkte von Z(f), abgeschlossen in €2, also
ist die Menge B = Q\ A offen und Q2 = AU B als Vereinigung zweier offener, disjunkter
Mengen darstellbar.

Da wir Q als zusammenhingend vorausgesetzt haben, folgt @ = A oder A = (). A = Q
bedeutet f =0 auf Q; A = () bedeutet : Z(f) ist diskret in Q. In diesem Fall liegen in jeder
kompakten Teilmenge von 2 hochstens endlich viele Punkte von Z(f), denn sonst wére
ja ein Haufungspunkt von Z(f) in dieser kompakten Teilmenge von . Wir kénnen 2 als
abzahlbare Vereinigung kompakter Teilmengen von () darstellen :

Q= |J(Da(0) N Quy0) .

wobei
Dm = {z € Q:dist(z,00) > 1/n},
damit kann Z(f) hochstens abzéhlbar unendlich sein. O

Als Folgerung erhalten wir

SATz 2.27 (Identitéitssatz fiir holomorphe Funktionen). Sei Q ein Gebiet in C, f,g € H(Q)
und f = g auf einer Teilmenge M wvon ), die einen Hdufungspunkt in € besitzt. Dann gilt
f =g auf ganz €.

BEWEIS. Sei ¢ = f — g, dann ist ¢(z) = 0 Vz € M. Nach 2.26 ist ¢(z) = 0 auf ganz
Q. O

BEMERKUNG. Ist f = g auf einer nichtleeren, offenen Teilmenge von €2, so ist f = g auf
ganz €.
Der obige Satz ist falsch, wenn € nicht zusammenhéngend ist. Sei = D;(0) U D;(3) und

o 1, A Dl(O)
/) = {o, 2 e Di(3).

Dann ist f € H(R2), f = 0 auf der offenen Teilmenge D;(3) von €2, f ist aber nicht identisch
Null auf €.

KOROLLAR 2.28. Sei G ein Gebiet in C, f € H(G), a € G und f™(a) =0, n =
0,1,2,.... Dann ist f =0 auf G.

BEWEIS. Sei r > 0 derart, dass D,(a) C G. Dann besitzt f nach 2.22 die Taylorent-
wicklung

= f™(a .
f = 0y
n=0 )
fiir z € D,(a) und da f™(a) =0, n =0,1,2,..., ist f = 0 auf D,(a). Nach 2.27 ist dann
f =0 auf ganz G. O
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BEMERKUNG. Der obige Satz ist falsch fiir C>*°~ Funktionen auf R. Sei

el reR, x#0

fla) = B
0, xz=0.

Dann ist f beliebig oft reell differenzierbar und f™(0) =0, n =0,1,2,..., aber f ist nicht

identisch Null auf R.

DEFINITION 2.29. Sei U C C offen und f € H(U). f besitzt einen holomorphen Logarithmus
auf U, wenn ein g € H(U) existiert mit f = exp(g) auf U.

f besitzt eine holomorphe m—te Wurzel auf U, wenn ein ¢ € H(U) existiert mit ¢™ = f auf
U.

BEMERKUNG. Ist exp(g) = f, dann ist f # 0 auf U. Weiters gilt f' = ¢’ exp(g) = ¢'f, also
ist ¢ = f'/f, diesen Ausdruck nennt man die logarithmische Ableitung von f.

SATz 2.30. Sei G ein Gebiet in C, f # 0 auf G. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent :
(1) f besitzt einen holomorphen Logarithmus auf G,

(2) '] besitzt eine Stammfunktion auf G.

BEWEIS. (1) = (2) : nach der vorigen Bemerkung gilt ¢’ = f’/f, also besitzt f'/f eine
Stammfunktion auf G.
(2) =(1) : sei F' € H(G) eine Stammfunktion von f'/f auf G. Setze h = fexp(—F'), dann

1st
!
h' = flexp(—F) — fF exp(—F) = f'exp(—F) — % exp(—F) =0.
Da h € H(G) und b/ = 0 auf G, folgt h ist konstant auf G, d.h. f = aexp(F) fiir ein

a € C, a+#0. Nun existiert ein b € C mit ¢’ = a. Setze ¢ = F + b, dann ist ¢ € H(G) und

exp(¢) = exp(F +b) = aexp(F) = f.
U

SATZ 2.31. Sei G ein Sterngebiet, f € H(G) , f # 0 auf G. Dann besitzt f einen holomor-
phen Logarithmus und eine holomorphe m—te Wurzel auf G.

BeEwEIs. Nach 2.30 geniigt es zu zeigen, dass f'/f eine Stammfunktion auf G besitzt.
Wir verwenden Satz 2.20 : ist ¢ ein Zentrum fiir G, so ist

_ [ Q)

die gesuchte Stammfunktion von f'/f auf G. Es gilt dann exp(g) = f.
q = exp(g/m) ist die gesuchte holomorphe m-te Wurzel. O

dC+0b, f(c)=¢
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2.6. Singularititen

DEFINITION 2.32. Sei 2 C C offen und a € Q, sowie f € H(2\ {a}). In diesem Fall nennt
man a eine isolierte Singularitdt von f.

Kann man f im Punkt a so definieren, dass f € H(£2), so nennt man a eine hebbare Singularitét
von

SATZ 2.33. Sei f € H(Q\ {a}) und auf der punktierten Kreisscheibe D.(a) = {z : 0 <
|z —a| < r} beschrinkt, d.h. 3 M >0 mit |f(2)] < M , ¥V z € D!(a). Dann hat f in a eine
hebbare Singularitit.

BEWEIS. Sei

Wir behaupten h € H(S2). Dazu berechnen wir
— _ 2
z—a zZ—Q z—a zZ— Qa z—a

da fin D! (a) beschrankt ist. Nach 2.22 konnen wir h in D, (a) in eine Taylorreihe entwickeln
h(z) = ian(z —a)" , z€ D, (a).
n=0
Setze nun f(a) = ay, dann ist wegen h(z) = (z — a)?f(2) in D,(a)
=Y nalz — o)
in D, (a) konvergent und daher f € H(Drn(ao)), also f € H(Q). O

SATZ 2.34. Sei Q C C offen und a € Q, sowie f € H(Q2\{a}). Dann sind drei Fille méglich:
(a) f hat eine hebbare Singularitit in a;
(b)3ciy...;cn €C, meN | ¢, #0, sodass

eine hebbare Singularitdt in a hat.
In diesem Fall nennt man a einen Pol m—ter Ordnung von f,

Py (zf—’;)k heifit Hauptteil von f;

(¢)¥ r >0 mit D.(a) C  ist die Menge f(D.(a)) dicht in C, d.h. ¥V w € C und ¥V € >
0 3ze€ D.(a) mit|f(z) — w| < € dquivalent dazu ist : ¥ w € C 3 eine Folge (2,), in C
mit lim,, o 2, = a, sodass lim, . f(z,) = w;

in diesem Fall heif$t a eine wesentliche Singularitit von f.

BEMERKUNG. Die Aussage von (c) ist Inhalt des Satzes von Casorati-Weierstra* .

4Casorati, Felice (1835-1890)
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BEWEIS. Wir zeigen die Félle (a) oder (b) treffen dann zu, falls (¢) nicht stimmt.
Angenommen (c) ist falsch : dann 37 >0, 360 > 0 und 3 w € C mit
|f(z) —w| >¢6, Vze D).
Definiere
1

9(2) = o —w '~ € D, (a),

dann ist g € H(D,.(a)) und
1
o)l <+ . Vze Dlfa)
g ist also beschriankt auf D/ (a), somit hat g nach 2.33 eine hebbare Singularitét in a.
Nun kénnen wir zwei Fille unterscheiden :

1.)g(a) #0:dann 30 < s <rund 3 p > 0 mit |g(z)| > p ,Vz € Ds(a). Daher ist
6= |+l <2+ 1ol vz e Dl
f ist also beschrénkt auf D’(a) und hat daher nach 2.33 eine hebbare Singularitét in a.
2.) g hat in a eine Nullstelle der Ordnung m , m € N (vgl.2.26),d.h.
9(z) = (= a)"q(2) , Vz € D(a),
wobei g1 € H(D,(a)) und g1(a) # 0. Da

9(z) = o —w (z—a)"gi(z)

auf D/ (a) gilt, ist sogar g1(z) #0 V z € D,(a). Nun setze h = 1/g,, dann ist h € H(D,(a))
und auf D! (a) gilt

f(z) —w=(z—a) "h(z).

Jetzt entwickeln wir A auf D, (a) in eine Taylorreihe

h(z) = Z bu(z —a)",

es gilt by = h(a) # 0. Setze ¢ = bp—r , kK =1,...,m. Dann folgt ¢,, = by # 0 und
f)—w=(z—a)" (em+cmi(z—a)+ - F+eci(z—a)" T +bu(z—a)" +...)

Cm Cm—1 C1
= e by, + bi, - e
R + o to b A b b (2 —a) +
Somit ist
m cr
f(z)—;m=w+bm+bm+1(2—a)+---,
wobei die rechte Seite eine in z auf D, (a) holomorphe Funktion darstellt. U

BEISPIEL 2.35. (a) Sei f(z) =sinz/z , z€ C\{0}. = f € H(C\ {0}), da sin0 = 0 und
cos0 = (sinz)|,_, folgt aus 2.26 3 g € H(C) mit sin z = zg(z), also hat f in z = 0 eine

2 4

hebbare Singularitat und f € H(C), dasinz = 2—2—3!—1—25—?—%— st fz) = 1=+ —+. ...
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(b) f(z) = == = f € H(D}(0)). Da sinz = zg(z) , g € H(C) , g(0) # 0, existiert ein
r>0mit g(z) #0V z € D,.(0) und fiir h(z) = 1/g(z) gilt h € H(D,(0)). Somit ist

- (S0

wobel wir h in eine Taylorreihe entwickelt haben, die auf D, (0) konvergiert und h(0) = by #
0. Daher gilt

b
f(z)—;o—b1+bgz+

wobei die rechte Seite eine auf D, (0) holomorphe Funktion darstellt. Also besitzt die Funk-
tion f(z) = s an der Stelle 0 einen Pol der Ordnung 1.

(c) f(z) =exp(l/z) = f € H(C*). Es gilt fir n € N : f(1/n) — oo bei n — oo. Aber
|f(i/n)| =1, fiir alle n € N. Es ist daher (a) und (b) aus 2.34 nicht erfiillt. Somit hat f an
der Stelle 0 eine wesentliche Singularitit.

(d) Analog zeigt man, dass f(z) = exp(—1/2%) an der Stelle 0 eine wesentliche Singularitt
hat. Es gilt jedoch : f|p € C*(R).

2.7. Das Maximumprinzip und die Cauchy’schen Abschitzungen

SATZ 2.36. Sei f(z) =Y " cu(z — a)™ holomorph in Dg(a). Dann gilt fir 0 <r < R
o 1 2 )
S Jealtrtn = —/ F(a+ re®) 2 do.
o 2m Jo

BEWEIS. Wir setzen z — a = re?, dann folgt

1 2m n . = -, —in
2 ] |f(a+7e")|? do = % <Z cnrneme> (chr e 0) e

n=0 n=0
00
_ Z |Cn|27"2n.
n=0

DEFINITION 2.37. Ist f € H(C), so nennt man f eine ganze Funktion.

SATZ 2.38 (Satz von Liouville). ® Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

BEWEIS. Sei f(z) = > .2 ¢,2" ganz und beschrankt, dh. 3 M > 0 mit |f(z)] <
M |V z € C. Dann folgt nach 2.36

oo
Z lea|?r? < M? | Y1 >0,

somit muss ¢, =0 Vn e N. O

°Liouville, Joseph (1809-1882)



46 2. DER CAUCHY’SCHE INTEGRALSATZ

SATZ 2.39 (Maximiumprinzip). Sei 2 ein Gebiet in C |, f € H(Q), a € Q, r >

0, D.(a) CCQ, d.h. D.(a) C Q. Dann gilt

1f(a)] < max{|f(a+re?)|:0<6 <2}
Gleichheit gilt genau dann, wenn f auf €2 konstant ist.

BEMERKUNG. Die obige Aussage bedeutet, dass die Funktion z — |f(z)| kein lokales Ma-
ximum auf {2 hat.

BEWEIS. Angenommen
max{|f(a+re®)|: 0 <0 <2r} <|f(a)l,
dann folgt fir f(z) =~ ca(z — a)" nach 2.36

o0 1 21 )
D lenlr = %/0 |fla+re®)?do < |f(a))* = |eo]?,
n=0

was ¢, = 0, V n € N impliziert. Es gilt dann also f = f(a) auf D,(a) und da € zusam-
menhéngend ist, ergibt 2.27: f = f(a) auf ganz ). O

KOROLLAR 2.40. Sei §) ein beschrinktes Gebiet in C, f € H(Q) nicht konstant und auf
stetig. Dann nimmt die Funktion |f| ihr Mazimum auf 02 an.

BEWEIS. Angenommen 3 z, € Q mit max,q|f(2)| = |f(20)|, dann 3 » > 0 mit
D, (z) CC Q und nach 2.39 folgt dann, da f nicht konstant ist,

i
|f(20)] < Ogggﬂ |f (20 + 1e™)|

im Widerspruch zur Annahme. O

SATZ 2.41 (Fundamentalsatz der Algebra). Sein € N und p(z) = 2"+a, 12" '+ - -+a12+aqg
ein Polynom vom Grad n mit den komplezen Koeffizienten ag, aq, ..., a,_1 € C. Dann besitzt
p genau n Nullstellen (m-fache Nullstellen werden m Mal gezihlt).

BeEwEIS. Wir zeigen zunéchst die folgende Behauptung :
[p(0)] = lao| < |p(re”)]
fiir jedes 0 € [0, 27 und fiir jedes r > 1+ 2|ag| + |a1| + + - - + |an_1].
Diese Aussage bedeutet insbesondere, dass alle Nullstellen von p im Kreis D(0) mit R =
1+ 2ao| + |ar| + - -+ + |an-1] liegen.
Beweis der Behauptung : ist » > R, so ist auch » > 1 und daher
2lao] + lar|r + - 4 |ap a1 [r" "t < N (2lao] 4 ar| + -+ |an—1])

< e =

(2.1)

Weiters ist . | | | |
P = ()] < | ] — [p(re®)]| | < [re — p(re?)|

= |rme™ — e g, e TV o] < Jap [P - 4 |an |+ aol,
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also
(2.2) = (lan—[r" ™ aol) < [p(re”)].
Nun ergeben (2.1) und (2.2) die obige Behauptung :
laol = 2lao| + larlr + -+ + lan—1|r" " = (lao] + |as|r + -+ + Jan_1[r"")

< 7" — (lag| + |ay|r 4 - + |an_1 ") < |p(re?)).

Der Beweis des Satzes wird nun indirekt gefiihrt: angenommen p hat keine Nullstelle, dann
ist f = 1/p eine ganze, nichtkonstante Funktion mit

[f(re) < [£(0)]

fiir alle geniigend grofien r, was ein Widerspruch zu 2.39 ist. Also existiert ein z; € C mit
p(z1) = 0 und daher gilt nach 2.26

p(z) = (z —21)" q(2)

fir ein m € N und ein Polynom ¢ mit grad(q) < grad(p). (Entwickle dazu p in eine Taylor-
reihe um den Punkt z;.)
Vollsténdige Induktion nach dem Grad des Polynoms beendet den Beweis. U

SATZ 2.42 (Cauchy’schen Abschéitzungen). Sei Q@ C C offen, a € Q, r > 0, D,(a) CC
Q, feH(Q). Dann gilt firn € N
|

£ (a)] < = Mya(f),

rn
wobei Mr,a(f) = IMaX;coD,(a) ‘f(Z)‘

BEWEIS. Nach 2.24 ist

und daher )
Mra
)] < 2o 2 2redd,

g

SATZ 2.43 (Weierstrafi’scher Konvergenzsatz). Sei Q eine offene Teilmenge in C , f, €
H() , n € N. Die Folge (f)n konvergiere gleichmdfig auf allen kompakten Teilmengen von
Q gegen eine Funktion f. Dann ist f € H(Q) und fir k € N konvergiert fék) gleichmdyjig
auf jeder kompakten Teilmenge gegen ).

Ist f,, € H(QY) eine Cauchyfolge im Sinne der gleichmdifligen Konvergenz auf den kompakten
Teilmengen von 2, d.h. fir jede kompakte Teilmenge K C Q undV e >0 3 N, g > 0 mit

sup |fn<z) - fm<Z)| <€, v n,m > Ne,K7
zEK
dann ezistiert ein f € H(Q) mit f, — f gleichmdfig auf jeder kompakten Teilmenge von ).

Man sagt auch : der Raum H()) ist vollstindig im Sinne der gleichmajf$igen Konvergenz auf
den kompakten Teilmengen von €.
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BEWEIS. f ist als gleichméfliger Limes stetiger Funktionen wieder stetig. Sei A ein
Dreieck in €. A ist kompakt. Nach Satz 2.17 gilt

fa(2)dz =0,
A

und daher
f(z)dz=0.
oA

Nun folgt aus 2.25. , dass f € H(2).
Ist K eine beliebige kompakte Teilmenge von 2, dann ist s = dist(K,Q¢) > 0 und fiir
r=s/3 gilt
Kc|]JD(z)=U.
zeK

Nach Konstruktion ist U eine kompakte Teilmenge von €2 und wir erhalten aus 2.42

F1(2) = )] < - max | fulw) ~ fw)] | ¥z € K.

T w

also konvergiert f gleichméafig auf K gegen f.
Ist f, € H(R2) eine Cauchyfolge, so existiert eine Limesfunktion f, die zumindest stetig auf
(2 ist (siehe reelle Analysis). Nach dem ersten Teil des Satzes ist dann aber f € H(2). O

BEMERKUNG. Es gibt Folgen von C>*°—Funktionen auf R, welche gleichméflig gegen nirgends
differenzierbare Funktionen konvergieren.

BEMERKUNG 2.44. Der Raum H(€2), versehen mit der Topologie der gleichméfligen Konver-
genz auf den kompakten Teilmengen von (2, ist ein vollstdndiger topologischer Vektorraum
(2.43). Die Topologie auf H(2) kann durch eine Metrik beschrieben werden.

Dazu betrachtet man eine kompakte Ausschépfung der offenen Menge 2 C C. Darunter

versteht man eine Folge (K;); kompakter Teilmengen von 2 mit K; C K41, j € N und
U;; K =Q.
Man erhélt eine kompakte Ausschopfung etwa durch

K; ={z:dist(2,Q° >1/5}nD;(0) , jeN

(siche Ubungen).
Nun definiert man eine Folge von Seminormen

11l = sup f(2)], FEH(), jeN.

Es gilt || fll; < || fl;+1- Jetzt kann man eine Metrik auf H(2) definieren :

o =9l
d =Y o LS Q).
(f,9) j:12 T 17—l f,9 € H(Q)

Die Metrik d erzeugt auf H(2) die urspriingliche Topologie der gleichméfiigen Konvergenz
auf den kompakten Teilmengen von 2 (siche Ubungen).
H() ist ein Fréchetraum.
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2.8. Ubungen

30) Berechne die folgenden Kurvenintegrale:

/Edz, /idz, /zdz,
71
d
/ : /zdz
V4 V5

wobei 7 der Streckenzug von (1,0) iiber (0,0) nach (0, 1) ist, 72 der Streckenzug von (0, 0)
nach (1,1) ist, 3 das einmal in positiver Rlchtung durchlaufene Quadrat mit den Ecken
(0,0),(1,0),(1,1),(0,1) beschreibt, 74 den einmal in positiver Richtung durchlaufenen Ein-
heitskreis |z| = 1 und 5 den einmal in positiver Richtung durchlaufenen Viertelkreis mit
den Eckpunkten (0,0), (2,0), (0,2) beschreibt.

31) Sei v(t) = e, 0 <t < 27r. Man berechne die folgenden Kurvenintegrale und vergleiche
die Resultate mit den Aussagen des Cauchy’schen Integralsatzes :

/(2)2 dz, /22 dz,
v v

wobei das dazugehdrige Gebiet der Kreisring A = {z : 3 < |2| < 2} ist.
32) Sei y(t) =re, r >0, 0 <t < 2, ferner seien a,b € C mit |a| < r < |b|. Man zeige :

L (2 — acijz —b) - a2iib'

33) Seien 7, a,b wie in Aufgabe 32), m,n € N. Man berechne :

/7 e

34) Sei v(t) = e, 0 <t < 2w. Berechne :

/—dz /SH;Z dz.

35) Sei v wie in Aufgabe 34), n € N. Berechne :

/ eF —e* / dz
—dz, —_—
y 2" . (z—1/2)"

36) Sei y(t) =1+ 3¢, 0 <t < 2w, n € Ny. Man berechne :

L
[t
v z

37) Sei y(t) = =1+ €, 0 <t < 27. Berechne :

A(z+1j(i—1)3'

38) Sei y(t) = 2e, 0 <t < 27. Berechne :

/smz. ds.
7z—l—z
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39) Sei v(t) = e, 0 <t < 27. Berechne :

elfz
—dz.
[y23(1—z) ©

22 +1
——d
Lz(22+4) =

wobei y(t) = re®, 0 <t < 2m, firr mit 0 <r <2und 2 <r < oo.
41) Beweise :

1
2

40) Man berechne

27
/ cos(cos ) cosh(sin 6) df = 2.
0

Hinweis : man verwende die Mittelwerteigenschaft fiir die Funktion f(z) = cos z.

42)(a) Es sei U C C offen und L eine Gerade, f : U — C sei stetig und auf U \ L
holomorph. Man zeige mit Hilfe des Satzes von Morera, dass f auf ganz U holomorph ist.
(b) Es sei G ein zur reellen Achse symmetrisches Gebiet (d.h. mit z € G ist Z € G). Es sei

f{zeG:32>0 —C
stetig, auf {z € G : Iz > 0} holomorph, auf {z € G : Iz = 0} reellwertig. Man zeige, dass
durch
~ f(z), fir3z>0
floy =41 s
f(z), fur3z<0
eine auf ganz G holomorphe Funktion definiert wird (Schwarz’sches Spiegelungsprinzip).
43) Man priife, ob die folgenden Funktionen in den Nullpunkt hinein holomorph fortsetzbar
sind :
z 5 .
zeotz, ——, 2°SIn-—.
e —1 z
44) Ist f holomorph in {z : |z| > R} und hat f(1) in 0 eine isolierte Singularitét, so sagt
man, f hat eine isolierte Singularitét in oo.
Man bestimme die Art der isolierten Singularitéten (moglicherweise auch in co) der folgen-
den Funktionen :
1 2° e* 1—¢*

z2—23 (1—2)2" 1422 14e*

-1
2 I 1 1\ 1

exp (1 ) , (2 —=1)""exp (—) , exp (tan —) , sin (cos —) .
—z 1—2z z z

45) Let a € C, R > 0 and f € H(D%(a)) and suppose that a is an essential singularity of
f. Let g be a nonconstant entire function.

(i) Show that the closure of g(C) equals to C.

(ii) Prove that a is an essential singularity of g o f.

46) Entwickle die folgenden Funktionen in eine Potenzreihe um 2 :

2z +1 1
) ZO = 07 T N7
(z2+1)(z+1)2 (z—1)3
und bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihen.

47) Let a € C, R > 0 and f € H(D%z(a)) such that Rf(z) > 0 for each z € D(a). (i) Show
that a is not an essential singularity of f.

€*, zy = mi;

Zoz—i
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(ii) Prove that f can in fact be extended to a holomorphic function on Dg(a).

48) Wie Aufgabe 46) fiir :

1 :
(cosh 2)?, zp = 0; —b,b #0, 29 =0; / e’ d¢, zo=0; / sin g d¢, zy = 0.
az + [0,2] [0,2]
49) Sei f(z) = z/(e* — 1). Man entwickle f in eine Potenzreihe um zy = 0, setze ferner
N Ok
f(z) = e
k=0

Man bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe und zeige, dass

n+1 n+1
0=ag+ ap+---+ .
1 n

Verwende die Tatsache, dass f(z)+ %z eine gerade Funktion ist, um zu zeigen, dass a; = 0,
fiir £ ungerade und k& > 1.
50) Sei a,,n € Ny wie in Aufgabe 49). Die Zahlen By, = (—1)""'ag,,n > 1, werden die
Bernoulli Zahlen genannt. Man berechne By, By, ..., Bp.
51) Let f(z) =Y, a,2" be a function in H(D;(0)) such that
f(2)I(L=1z]) <1, z € Di(0).

Prove that for n € N :

1 n

la,| < <1 + —) (n+1) <e(n+1).
n

52) Sei f eine ganze Funktion und
f(2)] < A+ B[,
fiir z € C, wobei A, B, k positive Konstanten sind. Man beweise : f ist ein Polynom .

53) Eine ganze Funktion heifit transzendent, wenn sie in oo eine wesentliche Singularitét
besitzt. Sei f eine ganze transzendente Funktion, sei M (r) = max{|f(z)| : |z|] = r}. Man
beweise :

. log M(r)

lim ——= =0

r—oo logr
54) Let a € C, R > 0 and f € H(D%(a)). Suppose that a is a pole of f. Let g be a
transcendental entire function. Show that a is an essential singularity of g o f.
55) Sei f € H(Dr(0)) und nichtkonstant. Man zeige, die Funktion r — M (r) = sup,_, | f(2)|

ist strikt monoton wachsend fiir r € (0, R).

56) Let f be an entire function, a a zero of f and z € C. Show that:
/()] < 2|z — afsup{|f(w)] : |z —w|]=1}.

57) Sei f holomorph auf D, ,,(0) = {z : 11 < |z| < r2}, stetig auf D, ,,(0) und sei
My = supy,_,, |f(2)],k = 1,2. Man zeige, fiir M(r) = sup,,_, | f(2)] gilt

< logry — logr logr — log ry

log M (r) log My + log M.

~ logry —logr logry — log

(Hadamard’sche Dreikreisesatz)
Man sagt, log M(r) ist eine konvexe Funktion von logr.
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Hinweis: betrachte die Funktion [f(2)]Pz79, wobei p,q geeignete ganze Zahlen sind und
verwende das Maximumprinzip.

58) Der Raum H(f2), versehen mit der Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf den
kompakten Teilmengen von €2, ist ein vollstindiger topologischer Vektorraum (2.43). Die
Topologie auf H(S2) kann durch eine Metrik beschrieben werden.

Dazu betrachtet man eine kompakte Ausschopfung der offenen Menge 2 C C. Darunter

versteht man eine Folge (K;); kompakter Teilmengen von Q mit K; C K,;+; , 7 € N und
Uj’il K; =
Man erhélt eine kompakte Ausschopfung etwa durch

K; ={z:dist(2,Q° > 1/} nD;(0) , jeN.
Beweis!

59) Definiere eine Folge von Seminormen

£l = sup IfG, Fer@), jeN

Es gilt [| f|l; < ||l 41
Sei

o gl
d<f7g>: 2]—7 f?geH(Q)
27 T -
Man zeige d ist eine Metrik auf H(€2).
Weiters beweise man : die Metrik d erzeugt auf H(Q)) die urspriingliche Topologie der

gleichméfligen Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von €2.

60) Sei G ein Gebiet in C und f € H(G), sei ferner z € G und R > 0 derart, dass
Dgr(z) C G. Zeige :

- 1
R Dpg(z)

f(2) F(€) dA(Q),

wobei d\ das Lebesgue MaB (Flichenmaf ) auf C ist. Hinweis: man verwende die Cauchy’sche
Integralformel und beniitze Polarkoordinaten.

61) Sei D = {z: |z| <1} und

HA(D) = {f € H(D) : | {12 = /D ()2 dA(z) < oo},
Man setze
(f.9) = /D ()92 dA(2) . f.g € HA(D).

Man beweise, H?(D) , versehen mit der Norm ||.||2, ist ein Hilbertraum®, d.h. ein vollstéindi-
ger Vektorraum mit innerem Produkt. H?(D) heiit Bergman-Raum fiir D. Hinweis: zum
Beweis der Vollstédndigkeit zeige man zunéchst, dass fiir jede kompakte Teilmenge K von
G gilt

sup [f(2)] < Ck | ]2,

zeK

fiir jedes f € H?(D), wobei Cx > 0 eine Konstante ist, welche nur von K abhiingt. Dafiir
verwende man die vorige Aufgabe.
Anschlielend beniitze man den Weierstral ’schen Konvergenzsatz.

SHilbert, David (1862-1943)
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2.9. Offene Abbildungen

DEFINITION 2.45. Sei U C C offen und ¢ : U — C eine Funktion. ¢ heifit offene Abbildung,
wenn ¢(V') offen ist, fiir jedes offene V' C U.

BEMERKUNG. ¢ : U — C stetig & ¢~ 1(O) offen, fiir jedes offene O C C.
BEISPIEL. Sei¢: R — R | ¢(x) = 2% Es gilt ¢((—1,1)) = [0, 1). Daher ist ¢ nicht offen.

SATZ 2.46 (Minimumprinzip). Sei U C C und f € H(U), ferner sei ¢ € U und V eine
Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ und V' C U, weiters gelte

min | f(2)] > [f(c)[-
Dann hat f eine Nullstelle in V.

BEWEIS. Angenommen f hat keine Nullstelle in V. Wegen unserer Voraussetzung exi-
stiert eine offene Umgebung V; von V mit V; C U, sodass f auf V; nullstellenfrei ist. Setze
g(z) =1/f(2) , z € Vi. Dann ist g € H(V;) und nach 2.39 ist

z€0V ze0V

O = 19(6)] < max]g(2)] = [m |f<z>|}_ |

was einen Widerspruch ergibt. O

SATZ 2.47 (Satz von der offenen Abbildung). Sei U C C offen und f € H(U), weiters sei f
nirgends lokal konstant. Dann ist f eine offene Abbildung.

BEWEIS. Sei O C U offen, ¢ € O. Es ist zu zeigen, dass f(O) eine offene Kreisscheibe
um f(c) enthdlt. O.B.d.A. f(c¢) = 0, sonst betrachte man an Stelle von f die Funktion
2+ f(2) — f(c). f ist nicht konstant in einer Umgebung von c.

Wir behaupten, es gibt eine Kreisscheibe V' mit Mittelpunkt ¢ und V' C O sowie 0 ¢ f(9V).
(Angenommen fiir jede Kreisscheibe V um ¢ mit V' C O existiert ein 2o € OV mit f(z) = 0,
dann folgt nach 2.27 f = 0 in einer Umgebung von ¢. Widerspruch!)

Nun setzen wir 20 = min.cgy | f(2)| > 0 und D = Ds(0). Wir zeigen : D C f(O). Sei b€ D
beliebig, es gilt [b| < § und daher

[f(z) =bl = |f(2) = bl >0, Vz€dV,

also ist
[[|' — > = — .
min [£(2) b > 6> b = |f(c) b

Nun koénnen wir 2.46 fiir die Funktion z — f(z) — b verwenden und erhalten ein 2’ € V' mit

f(2') —b=0. Dann ist f(z’) = b und daher b € f(O). O

BEMERKUNG. Sei m,(z) = 2™ , m € N. Dann ist 7, eine offene Abbildung. Jedes w # 0
wird von genau m verschiedenen Punkten z;, , k = 1,..., m getroffen, d.h. 7, (2x) = w , k =
1,...,m fir w = re? ist z, = rV/mel@+2km/m L — 1 . m. Lediglich der Punkt w = 0
hat nur sich selbst als Urbild (Verzweigungspunkt).

Wir werden zeigen, jede nichtkonstante holomorphe Funktion ist, bis auf eine additive Kon-
stante, lokal von der Gestalt m,, o ¢, wobei ¢ invertierbar ist.
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LEMMA 2.48. Sei Q2 C C offen, f € H(2). Definiere

—f(zi:i(w) , 2 Fw, z,w €
g(z,w) =1
f'(2) , z=w € (.

Dann ist g : Q x Q) — C stetig.

BEWEIS. Es gentigt, die Stetigkeit auf der Diagonalen {(a,a) : a € 2} zu zeigen.
Sei dazu a € 2 fix, r > 0 mit D,(a) C © und

[1'(Q) = f(a)l <€, V€& Dya)

Fir z,w € Dr(a) sei ((t) = (1 —t)z+tw , t € [0,1] (Strecke von z nach w). Es gilt
¢(t) € D.(a), ¥ tel0,1]. Wir berechnen nun das Integral
1 df d¢
/f :—z+w/f Z+w)dt:—z+w/0d_ggdt
_ 1 f(E) = fw)
= —— sl =120
Also folgt
1
ote.0) = ata.0)| = LI ) = | [ - rana
< sup [f'(¢(t)) — f(a)| <€

SATZ 2.49. Sei Q C C offen, p € H(Q) , z0 € Q, ¢'(z0) #0.

Dann existiert eine offene Umgebung V' von zg, V' C  mat

(1) ¢, ist injektiv,

(2) die Funktion ¢ : (V) — V definiert durch ¥(¢(z)) = z , z € V, ist holomorph auf
W =¢(V), ¢ besitzt also auf V' eine holomorphe Inverse.

BEWEIS. Nach 2.48 existiert eine offene Umgebung V' C €2 von zy mit

1
[9(21) — &(22)| = §\¢’(20)HZ1 —2| Va,neV,
man wahle dazu V' derart, dass

¢(21) — ¢(z) > [¢(z0)]

Z1 — %9 2

Ist nun 21,29 € V', 21 # 29, dann ist auch ¢(21) # ¢(z2) und ¢ ist injektiv auf V.

Da ¢'(zp) # 0, kann man V noch zusétzlich so wihlen, dass ¢'(z) #0, V z € V. Fiir jedes
w € W = ¢(V) existiert nach (1) ein eindeutig bestimmtes z € V mit ¢(z) = w. Dadurch
ist 1) wohldefiniert.

Seien nun z,z; € V und w,w; € W so gewéhlt, dass ¢(z) = w , ¢(z1) = w; bzw.
Y(w) =z, Y(w) = z. Dann gilt

Pw) —Pplw)  z-zm
w — wy P(2) — ¢(21)’
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bei w — wy geht z — z; und somit strebt die linke Seite bei w — w; gegen ' (w;) und die
rechte Seite gleichzeitig gegen 1/¢/(21), es gilt also

Y (wr) =

¢'(21)
und da ¢’ # 0 auf V, ist ¢ € H(W). O

SATZ 2.50. Sei Q) ein Gebiet in C, f € H(Q) nicht konstant, zo € Q und wy = f(z0). Sei
m die Ordnung der Nullstelle zy der Funktion z — f(z) — wo.

Dann existiert eine offene Umgebung V- C Q von zy und eine Funktion ¢ € H(V') mit

(1) f(z) =wo + [p(2)]" , V2€V;

(2) ¢ ist invertierbar auf V.

BEMERKUNG. Auf V gilt f —wg = 7, © ¢, wobei m,,(z) = 2™. f ist somit eine m—zu-1
Abbildung auf V' \ {z}.

BEWEIS. Seio0.B.d.A. Q eine konvexe offene Umgebung von zo mit f(z) # wy , Vz € Q\
{20}, ansonsten gébe es eine Folge (z,), in Q mit lim, ., 2, = zo und f(z,) =wy, Yn € N
und dann wiirde nach 2.27 f konstant wq auf €2 sein, Widerspruch!

Nun folgt aus 2.26: f(2) —wo = (2 — 20)"g(2) , Vz € Q, wobei g € H(2) und g # 0 auf .
Nach 2.31 besitzt g einen holomorphen Logarithmus auf 2, d.h. 3 h € H(Q) mit exp(h) =g
auf (). Setze nun

¢(2) = (2 = 20) exp(h(2)/m),
dann ist
[P()]™ = (2 — 20)™ exp(h(2)) = (2 = 20)"g(2) = f(2) — wo.
Weiters ist
¢'(z) = exp(h(z)/m) + (z — 20)h'(z) /mexp(h(z)/m),

und da exp(h(zp)/m) # 0, ist ¢'(z0) # 0. Durch eine etwaige Verkleinerung von V' kann man
auch ¢ # 0 auf V erreichen. Der Rest folgt nun aus 2.49 U

SATZ 2.51. Sei ) ein Gebiet in C, f € H(Q). Weiters sei [ injektiv auf Q. Dann ist f' # 0
auf  und f besitzt eine holomorphe Inverse .

BEWEIS. Angenommen f’(29) = 0 fiir ein 2y € Q. f ist nach 2.50 in einer punktierten
Umgebung von zy eine m—zu—1 Abbildung, mit m > 1, wegen f'(z9) = 0. Widerspruch ! [

BEMERKUNG. Die Umkehrung des letzten Satzes ist falsch.

Beispiel. f(z) = e*, f'(z) = €* # 0 auf ganz C. Die Exponentialfunktion ist jedoch nicht
injektiv auf C.
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2.10. Holomorphe Parameterintegrale

SATZ 2.52. Es sei Q C C offen, und (X, 1) ein Mafiraum, sowie

L'(u) ={g: X — C messbar : /\g\du<oo}.
b

Ferner habe die Funktion f : Q) x X — C die folgenden FEigenschaften:

(i) f(z,.) € L'(u) fir alle x € Q;

(i) fir alle x € X ist f(.,x) : Q@ — C holomorph;

(iii) zu jeder kompakten Kreisscheibe K C ) gibt es eine integrierbare nichtnegative Funktion
gr auf X, so dass fuer alle z € K gilt : |f(z,.)| < gk p - fast iberall.

Dann ist die Funktion F : Q) — C,

F(z) = /X [z 2)du(z) , ze 9,

holomorph auf ), fir alle ganzen Zahlen n > 0 ist

o f
oz" ()

integrierbar iber X, und es gilt fir z € € :

) = [ TG duto)

BeEWwEIs. Fiir die maBtheoretischen Begriffe siehe [8]. Es seien a € Q und r > 0 derart,

dass K := Dy.(a) C Q. fiir alle z € Dy,(a) ist dann nach der Cauchy’schen Integralformel

2.21 fiir Kreisscheiben
1 , T
few)=om [ HoD g
dDa,(a)

271 (—=z
Fiir alle z,w € D,(a) , z # w gilt daher

FG) - Fw) [ 1 £(¢) )
T /aDm(a) C=2)(C —w) )

Nun sei (wg)g eine Folge in D,.(a) mit limy,_, wy = z, wobei wy, # z fiir alle k gelte; ferner
sei

_ 1 f(¢ )
Spk(z’ x) o 2mi /BDQT(Q) (C - Z)(C - wk) dC

Dann ist

1 1 2
I < =, . — Ny=2Z2 ] . .
lon(z,.)] < o drr 2 gk () rgK( ) p — fast iiberall,

weil |¢ — a|] = 2r und wy, z € D,(a) ist.
Weiters gilt
fz,) = flws, )

(,Ok(Z,-) = 2 — wy, )

weil

(—2 C-—wp (C—2)(C—wp)
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und so die Cauchy’sche Integralformel auf die Definition von ) angewandt werden kann.
Daher ist ¢g(z,.) eine messbare Funktion. Im Integranden des Kurvenintegrals, welches ¢y,
definiert, herrscht beim Grenziibergang z;, — w gleichméflige Konvergenz und daher gilt

1 f¢=z) . OFf
)= 5 e = 2

wobei die Cauchy’sche Integralformel fiir die erste Ableitung von f nach z verwendet wurde.
Eine Anwendung des Satzes iiber die dominierte Konvergenz (siehe [8]) liefert nun die Be-
hauptung des Satzes fiir n = 1, beniitzt man die Cauchy’sche Integralformel fiir die htheren
Ableitungen, so erhélt man das allgemeine Resultat. U

2.11. Komplexe Differentiale

DEFINITION 2.53. Wir definieren das Differential dx als lineare Abbildung von R? = C nach
R,

de:zw— (dz), =2 , z=ux+1y,
analog (dy), = y. Ist f: M C C — C eine reell differenzierbare Funktion, so ist

(@) = ) do 5 ) dy

das vollstandige Differential von f an der Stelle zy. Allgemeiner nennt man
a=fdr+gdy
eine 1-Form, dabei sind f, g Funktionen. Ist h eine weitere Funktion, so definiert man
ha := hf dx + hg dy.
Insbesondere gilt fiir f(z) = z, baw. f(z) =% :
dz = dx +1idy bzw. dz = dx —idy.

Erinnern wir uns an die partiellen Ableitungen nach z bzw. Z :

o _1(o 9N ., 9_1(o .90
0z 2\ 0z 8y S0z 2\0x Oy)’

so zeigt eine einfache Rechnung

Oy O 9, O o
df*axdij@y 8zd +8z

Ist f eine holomorphe Funktion. so folgt df = %dz, da ?—3]; =0.
Unter der 2-Form dx A dy : R? x R? — R versteht man die alternierende 2-Linearform

dx A dy((g) ) <Z;)) = 2 Z; =&y — Eam-
Ist f eine Funktion, so ist
= f(dz A dy)

eine allgemeine 2-Form. Es gelten die folgenden Regeln
(f dv+gdy) A (fr de+ g1 dy) = (for — gfi)dr Ady , dx Ady = —dy A dz,
dz \Ndz = =21 dx N dy,
de Ndr =dyNdy =dz Ndz=dzNdz = 0.
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Das Differential einer 1-Form o = f dx + g dy ist definiert durch

da:=df Ndx +dg ANdy = (%_?> dx N dy.
Z Y

Ist o = F dz 4+ G dz, so gilt

Jz 0z
Weiters gilt d(df) = 0 und falls f reell differenzierbar ist

da = (%_8_]7) dz N dz.

d(f dz) = —% dz N\ dz.

BEISPIEL 2.54. Sei z fix und f eine reell differenzierbare Funktion. Sei w die folgende 1-Form

1
Dann ist
B 1 8f/8z 0
dw(C) = —5 Tz f(C)a—Z

_Lopec
=gl WA

1 _
(€= 7=)| dendg

da ¢ — g—% holomorph ist.

SATZ 2.55 (Stokes’sche Integralsatzl Sei G ein Gebiet in C. OG sei ein positiv orientierter
geschlossener Pfad und w eine auf G stetig differenzierbare 1-Form. Dann gilt

oL
)

(Beweis siehe Reelle Analysis, z.B. [26].

2.12. Die inhomogene Cauchy’sche Integralformel

SATZ 2.56. Sei G ein beschrinktes Gebiet in C mit stiickweise glattem, positiv orientierten
Rand 0G. Sei f in einer offenen Umgebung von G reell stetig differenzierbar. Dann gilt fiir

zeG:

2 oo C— 2 2 (—=z

BEMERKUNG. Ist f € H(G), so ist (0f/9¢)(¢) =0, V¢ € G und daher

f(z) = 11 ac.

_27TZ aGC—Z

In diesem Sinne ist 2.56 eine Verallgemeinerung der Cauchy’schen Integralformel.
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BEWEIS. Sei z € G fix und r > 0 derart, dass D,(z) C G. Wir entfernen die Kreisscheibe
D,(z) aus G und definieren G, = G \ D,(z), der Rand von G, besteht aus dem positiv
orientiertem Rand von G und der negativ orientierten Kreislinie , (wandert man auf 0G,,
so ist G, immer zur Linken).

Fiir ¢ € G, definieren wir die 1-Form
RapiC)

Q)= 5o

dann koénnen wir den Stokes’schen Integralsatz 2.55 anwenden und erhalten wegen 2.54
1 1 of 19¢ —
L S0 L[ ORG ,
21 Joq, C— % 2m Jg, (—%

Nunmehr fiithren wir den Grenziibergang » — 0 durch. Zuné&chst zeigen wir, dass das

Integral
/ dz N\ dz
) Izl

existiert. Dazu gehen wir zu Polarkoordlnaten iiber :

271'
/ —dz/\dz— 22/ d:z;/\dy——Qz/ / —rdrdqb
D.(0) |7] D4 (0) |2

das letzte Integral existiert offensichtlich.

Daraus folgt nun : die Funktion ¢ — % ist absolut integrierbar auf ganz G, somit

strebt bei r — 0 das Integral
(9£/9¢)(¢) =
/TCTdC/\dC gegen /;;

Wir fithren jetzt den Grenziibergang r — 0 beim Kurvenintegral im Stokes’schen Integral-

O1/00() 4 iz
(-2 '

satz durch : . 0 .
2mi 8Grg—zd<_2m 6(;{—2 2m/ C— d(
Es gilt
1 fQ .1 f(z) L[ Q)= f(2)
2mi KTC_ZdC—%/MC—ZdC—F%/M (—z dc
_ 1 1 L[ Q)= f(2)
—f(z)-% m(—deJr_'/ CTCZC
_ 1 f(¢) = f(z)
N 2m (—=z d(,
nun ist
= dC‘ <27rrnréa§ (O:z(z) :27T1géa§|f(o_f(2)| — 0,
bei r — 0, da f stetig ist.
Daher strebt bei r — 0 das Kurvenintegral
1 f(¢) 1 (€)
- aGTQ—ZdC gegen %/BG _ng—f(z).

Daraus folgt sofort die Behauptung. O
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2.13. Allgemeine Versionen des Cauchy’schen Integralsatzes

DEFINITION 2.57. Sei 2 C C offen und seien 74, ..., 7, Pfade in €. Sei ferner I'* = U?:l v;
und fiir f € C(I'™) sei
~ [ s
Vi

¥; + C(I'") — C kann als lineares Funktional auf C(I'*) aufgefass t werden. Wir setzen
I' =4 + -+ 7, und bezeichnen mit I' = v + --- + 7,, die formale Summe der Pfade
My -y n, dann ist fir f € C(I'™)

[rei=t0 =3 [ e

Man nennt I' eine Kette in €2, sind alle Pfade 4, ..., 7, geschlossen, so nennt man I" einen
Zyklus in €.

BEMERKUNG. (a) Eine Kette bzw. einen Zyklus kann man durch mehrere Summen von
Pfaden darstellen.

(b) Mit —I' wird jener Zyklus bezeichnet, bei welchem alle v; , 7 =1,...,n in entgegenge-
setzter Richtung durchlaufen werden : fur fec)ist

| == [

(c) Sind I'; und I'y Ketten bzw. Zyklen, so gilt fiir die Summe I' = T'y 4+ T’y
/f(z) dz= [ f)dz+ [ f(2)d> , fecriuTy.
T INY I'a

DEFINITION 2.58. Sei I' =71 + -+ + 7, ein Zyklus in Q und « ¢ I'*. Mit

1 d
Indr () = — il

21 Jr 2 — «

bezeichnen wir die Windungszahl von I" in Bezug auf a. Es gilt

Indr(a Z Ind,, (a

SATZ 2.59 (Homologie—Version des Cauchy’schen Integralsatzes). Sei  C C offen, f €
H(QQ), T ein Zyklus in Q mit Indr(a) =0, V a ¢ Q. Dann gilt

f(z)Indp(z):%/Fj(iUldw Ve Q\Tv,

[ fw)auw =
r
Sind 'y und I'y Zyklen in Q mit
Indr,(a) = Indp, (@) , ¥V a ¢ Q

weiters 1st

dann st

f2)dz= [ [f(z)dz
T'o Iy
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Beweis. (Dickson 1969)

Sei

(2. ) —f(zgii(w) L 2Fw, z,w € Q)

zZ,w) =

g f(z) , z=w €L
Nach 2.48 ist g : © x Q@ — C stetig. Die erste Aussage des Satzes ist dquivalent zur
Behauptung h(z) =0, V z € Q\ I'*, wobei
1
h(z) = — d
()= 5 [azw)du,

denn es gilt

LSy, L [ e L[S,

2mi z—w 2 z—w 2m Jpz—w

(2 Inde(2) + —— /F )

2 w —

Wir zeigen zunéchst : h € H().
g ist gleichméfig stetig auf allen kompakten Teilmengen von 2 x €, ist daher z € € und
zp, — 2z in ), dann ¢(z,, w) — g(z,w) gleichméBig fiir w € I'* (kompakt). Somit gilt

1
nll_{& h(z,) = %nh_)rgo Fg(zn,’w) dw

1 1
=5 FJLIEOQ(Z”’W dw = 5— Fg(z,w) dw = h(z),

und A ist stetig auf 2 (Limes und Integral kann man wegen der gleichméfligen Konvergenz
vertauschen).
Sei nun A ein beliebiges Dreieck in €2. Dann folgt aus dem Satz von Fubini

/aAh(Z)dz:QLm, -~ (/Fg(z,w)dw) dz:% r(/aAg(Z’w)dz) dw.

Bei fixem w hat die Funktion z — g¢(z,w) an der Stelle z = w eine hebbare Singularitét
(siche 2.33), daher ist sie holomorph auf 2 und nach 2.17 ist

/ g(z,w)dz=0 , YweQ,
oA

also ist

/BA h(z)dz = 0,

Nun beweisen wir h(z) =0, V z € Q\ I'™.
Dazu sei Q1 = {z € C: Indr(z) = 0}, wir definieren

hi(z) = ﬁ/Ft{;%i’ dw,

dann ist hy € H(€), weiters ist fir z € QN
1 dw 1 f(w) 1 / f(w)
h — = [ D gw=0+ — | D qw = hy(2).
(2) f(z)/F w + omi Jow =z w 1(2)

2mi z—w 2m Jrpz—w

und nach 2.25. h € H(2).
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Wir konnen daher durch den Ansatz

) h(2) , 2 €8
#(2) = {hl(z) L 2e

eine auf 2 U 2 holomorphe Funktion definieren.

Da nach Voraussetzung Indr(a) =0 , V a ¢ Q, ist Q° C ©; und somit ist QU = C.
Dabher ist ¢ € H(C).

)y enthilt die unbeschrinkte Zusammenhangskomponente von C \ I'* | da dort die Win-
dungszahl immer Null ist (siehe 2.14), also gilt

lim ¢(z) = lim hy(2) = — hrn/f_z dw =0,

|z| =00 |z|—o00 27’(’2 |z|—00

nun ergibt 2.38 ¢ =0, was h(z) =0 , V z € Q \ I'* impliziert.

Es bleibt noch, zu zeigen, dass [, f(2) dz = 0. Sei dazu a € Q\T™* und F(2) := (z —a) f(2).
Nun verwenden wir den ersten Teil des Satzes fiir F und z = a :

1 F(w
=F(a) 1 = —
0 (a) Indr(a) 271 / w — a 27rz / flw
Sind schlieflich I'g und I'; Zyklen mit

Indr, () = Indp, (@) , YV a ¢ Q,
so gilt fir ' =Ty —T'y : Indr(a) =0 , V o ¢ Q und daher nach dem ersten Teil des Satzes

OZ/Ff(z)dz: A f(z)dz — A f(z)dz

O

BEMERKUNG. (a) Ist Indp(a) =0 , V a ¢ €, so nennt man den Zyklus I" nullhomolog in 2.

(b) 2.59 ist eine Verallgemeinerung von 2.21 : ist  konvex und ~ ein geschlossener Pfad in
Q, so ist w — 1/(w — ) holomorph auf 2 fiir jedes o ¢ Q und daher gilt nach 2.18

1 [ d
Indw(a):—_/ Y oo

211 LW —

Es sind also die Voraussetzungen von 2.59 erfiillt und somit folgen die Aussagen von 2.21
aus 2.59

BEISPIEL. Sei 2 = C \ (Dl/g(—z) U Dl/Q(O) U D1/2(2)), ferner ’71(75) = -2+ %eit, ”72(t) =
Seit ) y5(t) =2+ 3€, T(t) = 6e™, t € [0, 27]. Weiters sei v =71 + 72 + 3. Dann gilt

Ind, (o) = Indp(ar) ,V v ¢ Q
und daher nach 2.59 fiir jedes f € H(Q)

[1Griz= | 1y
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DEFINITION 2.60. Sei Q2 C C und g, 7 : [0,1] — £ geschlossene Kurven (nur stetig). 7o
und 7, heilen )— homotop, wenn eine stetige Funktion

H:[0,1] x [0,1] — Q
existiert mit
H(s,0) =9(s) , Vsel[0,1]; H(s,1) =m(s) , Vsel0,1]
und
H(0,t)=H(1,t) , Vtel0,1].

Wir setzen y;(s) = H(s,t) fir ein fixes ¢t € [0,1] und s € [0,1]. Da H(0,¢) = H(1,t), sind
die Kurven ; auch geschlossen. Wir erhalten eine einparameter Familie ~, , ¢ € [0, 1] von
geschlossenen Kurven, welche ~y und ~; miteinander verbinden.

Wenn eine geschlossene Kurve 7 2-homotop zur konstanten Kurve (Punktkurve) ist, dann
heifit 7o nullhomotop.

Ein Gebiet 2 heifit einfach zusammenhéngend, wenn jede geschlossene Kurve in €2 nullho-
motop ist.

BEISPIEL. Sei {2 konvex, v eine geschlossene Kurve in 2 und zy € 2. Wir setzen
H(s,t) = (1—1t)y(s) +tz, s,t €[0,1].
Dann gilt H(s,0) = v(s) und H(s,1) =25, ¥V s € [0,1]. Da v(0) = (1), folgt
H0,t) = (1 —t)y(0) +tzo = (1 —t)y(1) + tzo = H(1,t) , Vt € [0,1].
Ferner ist bei fixem s der Ausdruck H(s,t) = (1 —t)vy(s) + tz , t € [0,1] die Verbindungs-

strecke von «y(s) nach zg, welche wegen der Konvexitéit von 2 ganz in 2 verlauft, somit gilt
H(s,t) € Q, ¥V s,t €[0,1] und ~ ist nullhomotop. Daher ist {2 einfach zusammenhéngend.

LEMMA 2.61. Seien g und v, geschlossene Pfade in C und o € C derart, dass

Yo(s) = (s)] < la=10(s)| , Vs €[0,1].
Dann gilt Ind, (o) = Ind,, (o).

BEWEIS. Aus der Voraussetzung folgt sofort a ¢ 7§ und o ¢ ~;.
Wir setzen
_ 7i(s) —«a

WG —a s € [0,1],

7(s)
dann gilt fiir die Ableitung

L () — a)n(s) — (nls) — a)pls)
V()= (0(5) — a)?

und
7' (s) _ (o(s) —a)nl(s) — (nls) — a)w(s) nls) —a
(s) (0(s) — @)? m(s) —a
ns)  ls)

S om(s)—a y(s) —a
Weiters ist nach Voraussetzung

11— (s)] = o(s) — n(s)

<1,
Yo(s) —a
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also v* C D;(1) und nach 2.14 Ind,(0) = 0. Somit folgt

ds

1 dz 1 [19(s)
0= Ind,(0) 2mi ),z 2mi Jy y(s)
L e, 1 )

T o 5o ds = Ind — Ind., (c).
2mi Jy (s) —« 271 Jo Yo(s) — « s = Ind,, (a) — Ind, (@)

SATZ 2.62 (Homotopie—Version des Cauchy’schen Integralsatzes). Sei 2 ein Gebiet in C,
ferner Ty und T'y geschlossene Pfade in Q, welche Q—homotop sind. Sei ferner o ¢ Q). Dann
qgilt

Indr, () = Indr, («)
und nach 2.59

f()dz= [ f(z)dz, V¥ fe€H(Q).
To Iy

BEWEIS. Sei H eine Homotopiefunktion zwischen I'g und I';. Die Schwierigkeit des Be-
weises beruht auf der Tatsache, dass die einparameter Familie I';(s) = H(s,t) aus nicht
notwendigerweise stiickweise differenzierbaren Kurven besteht. Wir werden die Kurven T
durch passende Pfade, in unserem Fall durch Polygonziige, approximieren.

Sei av ¢ ) fix. Da H auf der kompakten Menge [0, 1] x [0, 1] gleichmé&Big stetig ist, konnen
wir die folgenden Aussagen treffen:

Je > 0 mit
(2.3) o — H(s,t)| >2¢, V s,t €]0,1];
dn € N mit
(2.4) |H(s,t) — H(s',t")| < ¢€/2,
falls [s — '| + [t = | < 1/n.
Nun definieren wir die approximierenden Polygonziige : fiir k =0,1,...,n und s € [0, 1] sei
ok —1 k
o) = (L5 sy (15 o),

firj—1<ns<j,j=1,...,n.

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Kurven 7g, 71, ..., 7, geschlossen sind. Auflerdem sind
sie stiickweise differenzierbar, da die Variable s nicht als Argument in der nur stetigen
Funktion H vorkommt, sondern nur in linearen Termen.

Aus (2.4) und der Definition von - folgt nun

(2.5)

fir s € [0,1] und £ =0,1,...,n.
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Fir j — 1 <ns < jgilt j —ns <1, daher ist
k ok —1 k k
ws)—H(s,—)\ _ 'H(l,—) 1)+ i (22 ) <j—ns>—H(s,—)'
n n'n n 'n n
k -1 k ik k
n'n n 'n n'n n

<€/2+¢€/2=¢.

< (j —ns)

Insbesondere gilt fiir £k = 0
[70(s) = H(s,0)| = |70(s) = To(s)| < e

und fiir £ =n
Y (s) = H(s, 1)| = |ym(s) = Tu(s)] <&
Nun ergibt sich aus (2.3) und (2.5)
v = i(s)] = |a = H(s, k/n) — (v(s) — H(s, k/n))|
> |oc = H(s, k/n)| = [w(s) — H(s, k/n)]
> 2€ — € =€,

fir s € [0,1] und £ =0,1,...,n. Weiters folgt aus (2.4) und der Definition von ~;

e-1(s) = (s)] <€

fir s€[0,1]und k=1,...,n.
Denn fiir j — 1 <ns < jgilt ns+1—j < 1, und daher ist

Ye-1(s) = ()] < (ns+1—) ‘H (j - 1) - (Z’E)’

n n
n () ()]
n n n 'n

Da |a — v(s)| > € und |yk—1(s) — (s)| < € gilt, folgt

+ (j — ns)

<€/2+€/2=c¢.

[Ve-1(8) — ()] < | —(s)]
Vsel[0,]]und k=1,...,n.
Aus gleichen Griinden ist
[70(s) = To(s)] < o =To(s)] und [ya(s) = Ti(s)| < |a—=Ti(s)],
Vs e[0,1].
Wir konnen nun 2.61 der Reihe nach fiir die Paare
(Foa 70)7 (707 71)7 ey (’ynfla 7n)7 (7717 Fl)

verwenden und erhalten

Indr, (o) = Ind,, () = Ind,, (@) = ...Ind,, (o) = Ind,, () = Indp, («).



66 2. DER CAUCHY’SCHE INTEGRALSATZ

KOROLLAR 2.63. (a) Sei ) ein einfach zusammenhdngendes Gebiet in C und ~ ein geschlos-
sener Pfad in Q). Dann gilt fir jedes f € H(2)

/7 F(2)dz = 0.

(b) Sei Q2 C C eine offene Menge und a € 2. Ferner sei y ein geschlossener Pfad in Q\ {a},
welcher nullhomotop in S ist. Dann gilt fir jedes f € H(Q)

™ (a) Ind, (a) = % / %dz , neN.

BEWEIS. (b) Fiir n = 1 folgt die Behauptung unmittelbar aus 2.59, anschliefiend kann
unter dem Integral differenziert werden, um die allgemeine Aussage zu erzielen. 0

BEMERKUNG. Es stellt sich hier die Frage, ob Nullhomotopie und Nullhomologie von ge-
schlossenen Pfaden dquivalent ist. Ist €2 ein Gebiet und ~ ein geschlossener nullhomotoper

Pfad in €, dann ist
/ dz =0 ,Vaé¢Q,
.

Z—Q

dies folgt nach 2.62 aus der Holomorphie der Funktion z — 1/(z—«) und der Nullhomotopie
von 7. Also ist 7 auch nullhomolog. Jeder nullhomotope Pfad ist somit nullhomolog. Die
Umkehrung ist falsch (siche Ubungen).

Ist jedoch jeder geschlossene Pfad in €2 nullhomolog, so ist jeder geschlossene Pfad auch
nullhomotop und €2 daher einfach zusammenhéngend (siehe Kapitel 4, Abschnitt 9).

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei niitzlichen Aussagen iiber Windungszahlen.

DEFINITION 2.64. Sei G ein Gebiet in C und v : [0, 1] — C ein Weg. Wir sagen, v verlauft
in G von Rand zu Rand, wenn

(1) 3ta,t2 € 0,1], 1 <ta, y(t1),7(t2) € OG, ~(t1) #(t2);

(2) fir t; <t <ty ist y(t) € G;

(3) fiir t € [0, 1] aber t ¢ [t1,to] ist (1) & G;

(4) G\ v* hat genau zwei Zusammenhangskomponenten und v*N G ist im Rand jeder dieser
beiden Komponenten.

BEMERKUNG. Ist ~ injektiv und glatt, zg € v* beliebig, dann existiert eine Umgebung U
von zp, sodass v in U von Rand zu Rand verlduft.

SATZ 2.65. Sei vy ein geschlossener Pfad in C und D eine Kreisscheibe. v verlaufe in D von
Rand zu Rand. Seien ty,ts € [0,1] mit t; <ty und a =y(t1), b=7(t2) , a,b € ID, sowie
Vity 1) = Y0- Weilers seien Dy, Dy die beiden Zusammenhangskomponenten von D\ v*. Es
liege Dy links von ~y.

Dann gilt fiir z1 € Dy und zo € Dy

Ind,(z1) = Ind,(z2) + 1.

BEMERKUNG. Da fiir einen beliebigen Pfad v in C die Windungszahl Ind,(z) =0, V 2
in der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von C \ v*, kann man den obigen Satz
dazu verwenden, die Windungszahlen fiir v sukzessive zu berechnen.
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BeEwEIs. Wir zerlegen v = 79 + 71, sowie 0D in k; und ke (positiv orientiert), rj C
8D1 , /ﬁ?; C 8D2

R1

T

Dann gilt
Ind_y, 4+, (21) = Ind_y, 4, (22)
und daher
Ind,;, (z1) — Indy, (22) = Ind,,, (21) — Ind,, (22).
Hier entsprechen die Windungszahlen fiir die nicht geschlossenen Pfade der Zerlegung der
Integrale (Windungszahlen wurden an und fiir sich nur fiir geschlossene Pfade eingefiihrt).
Da 23 in der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von C \ (k1 + 7o)* liegt, ist
Ind,;, 44, (22) = 0.
Auflerdem ist
Ind,,—+y(21) = 0.
Aus diesen Formeln folgt nun
Ind,(z1) — Ind,(22) = Ind,,(21) — Ind,,(22) + Ind,, (21) — Ind,, (22)
= Ind,,(21) — Ind,,(22) + Ind,, (21) — Ind,, (22) = Ind,,(21) + Ind,, (21)
= Ind,,(21) + Ind,, (21) + Indy,—, (21) = Indy, 44, (21) = 1.
O

LEMMA 2.66. Sei A C C eine kompakte und U D A eine offene Menge. Dann existiert ein
Zyklus T in U \ A mit

Indr(a) =1, Va€ A und Indr(z) =0, V 2z ¢ U.

BEWEIS. 1.) Zunéchst setzen wir voraus, dass A zusammenhéngend ist.
Sei 6 > 0 derart, dass 0 < 20 < dist(A,9U). Wir legen ein achsenparalleles Gitter mit
Maschenlénge 0 und orientieren die einzelnen Gitterquadrate positiv. Da A kompakt ist,
existieren endlich viele Gitterquadrate Q1,...,Q, mit Q;NA#0, j=1,...,n. Sei I'; der
Randzyklus von @); und
r=ry+---+1,.

Sei 0.B.a.A. a € (). (Liegt a auf einer Seite eines Gitterquadrates, so liegt a im Innern der
Vereinigung von vier benachbarten Gitterquadraten.)

= Indr(a) = Z Indr,(a) = Indr, (a) = 1.
j=1
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In I kommen nur solche Strecken [p, ¢] vor, die eine Seite genau eines Gitterquadrates sind,
das sind diejenigen, welche auerhalb von A liegen ( diejenigen Seiten von Gitterquadraten,
die mit A nichtleeren Durchschnitt haben, werden jeweils in der einen und der anderen
Richtung durchlaufen und fallen daher heraus).

Fiir jede solche Strecke [p, ¢| gilt : [p,q) M A = (0 (sonst hétten beide an [p, ¢ angrenzen-
den Quadrate Punkte mit A gemeinsam). Wir bezeichnen den so entstehenden Randzyklus
wieder mit I". Es gilt dann I N A = 0.

Weiters folgt aus der Wahl der Maschenldnge I'* C U. Somit ist I'* C U \ A.

Da A zusammenhéngend ist, folgt aus Satz 2.14 Indr(a) =1, Va € A.

Ist z¢ U = Indr,(2) =0, j=1,...,n = Indp(z) = 0.

2.) A hat endlich viele Zusammenhangskomponenten A;, ... Ay.
In diesem Fall wihlen wir in jeder Zusammenhangskomponente einen Punkt a; € A; , j =
1,..., N und legen ein achsenparalleles Gitter mit Maschenldnge § > 0, wobei

26 < min{dist(A,0U), |a; — ax| j # k},

derart dass verschiedene a; im Innern verschiedener Netzquadrate liegen.
Es folgt Indr(a;) = 1 und daher Indr(a) =1 fiir jedes a € A; , j =1,..., N. Alles weitere
erschliefft man wie im ersten Fall.

3.) Allgemeine Fall : (A konnte unendlich viele Zusammenhangskomponenten besitzen)
Fiir jedes z € A existiert ein achsenparalleles offenes Quadrat Q(z) mit z € Q(z) CC U; da
A kompakt ist, iiberdecken endlich viele dieser Quadrate ganz A, wir bezeichnen diese mit

Q1,...,Q,,. Sei nun
j=1

Ay ist kompakt und hat nur endlich viele Zusammenhangskomponenten. Es geniigt die
Behauptung fiir Ay an Stelle von A zu beweisen, und dies folgt aus 2.). 0

2.14. Laurentreihen und meromorphe Funktionen

SATZ 2.67. Sei D, r(a) = {z € C:r < |z —a|] < R} ein Kreisring, dabei sei fir r =
0: Dogr(a) = Dr(a) \ {a} und D, (a) = {2z : |z —a|] > r}. Sei f € H(D,r(a)), ferner
Uy = D, (a), Uy = Dg(a). Dann existiert ein fi € H(Uy) und ein fo € H(Us) mit

f:f1+f2, an UlﬂU2:D7«7R(CL>.

Dabei kann fi so gewdhlt werden, dass lim.|_.« fi(2) = 0. Dadurch sind fi und f, eindeutig
bestimmd.

BEWEIS. Fiir r < p < R sei
_ 1 f(©)
f27p<z> - 27TZ /yp C — > d§7

wobei 7,(t) = a+ pe*™™ | ¢ € [0, 1]. Da der Integrand als Funktion in z holomorph auf D,(a)
ist, folgt fo, € H(D,(a)). Nach 2.62 ist f5 ,(2) = fo,(2) auf D,(a) fir r < p < p' <R.
Ist nun z € Uy = Dg(a) und max{r, |z — a|} < p < R, dann definiere

_ 1 f(©)
fo(z) = %/wdea
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da das obige Integral unabhéngig von p ist, solange r < p < R ist (siehe obige Feststellung),
igljééf7{(Ué)
Ist ze Uy ={z:]z—a|>r}und r <o <min{R, |z — a|}, dann definiere

RN
fe) =g | L

Wie oben folgt nun f; € H(Uy), weiters folgt aus der Definition von f; sofort limy.| .« | f1(2)| =
0.
Ist z € D, g(a), so wéhlen wir p und o derart, dass

r<o<|z—al<p<R

und definieren den Zyklus I' = v, — v,.
Es folgt Indr(a) =0, V a ¢ D, g(a) und Indp(z) = 1. Somit kénnen wir 2.59 anwenden
und erhalten

R IO f(©) 1 O
)_%/ngdg_%/%gjdg_%/%deC—fl(ZHfz(Z)-

Es bleibt noch, die Eindeutigkeit der Darstellung f = f1+ f; zu beweisen. Sei dazu f = g1+¢»
eine andere Darstellung mit g, € H(Uy) und g, € H(U,), sowie lim.| o [g1(2)] = 0.
Dann gilt fi — g1 = g2 — fo auf U; N Us, daher ist durch den Ansatz

B = fi—a auf Uy
—-jé aufl@

eine holomorphe Funktion auf U; U Uy = C definiert.
Also ist h € H(C) und lim,|_.« |h(2)| = 0. Dies bedeutet, dass h eine ganze, beschrankte
Funktion ist und daher ist nach 2.38 h =0, also f; = g; und f; = gs. U

BEMERKUNG. Man nennt f; den Hauptteil von f und f; den Nebenteil von f.
Da f, auf Dg(a) holomorph ist, kann man f; in eine Taylorreihe entwickeln

f2(2) =Y an(z—a)" , z € Dy(a).
n=0
Sei F'(w) = a + 1/w. Dann ist F' eine biholomorphe Abbildung von D}, (0) = {w : 0 <
|lw| < 1/r} nach U; = {w : |w — a| > r}. Daher ist die zusammengesetzte Funktion

fro F e H(DY,,(0)).

Wegen lim|.| [ f1(2)| = 0 ist lim,—o(f1 © F)(w) = 0. Somit hat f; o F' nach 2.33 eine
hebbare Singularitdt an der Stelle 0, also ist f; o ' € H(Dy;,(0)) und wir kénnen diese
Funktion in eine Taylorreihe um den Nullpunkt entwickeln :

(fio F)(w anw

wobei die Reihe auf Dy,,(0) p > r, gleichmé&flig konvergent ist.
Setzt man nun fir w = 1/(z — a), so ist F(w) = z und

— 00

fiz) =) anlz —a)",

n=-—1

wobei a_,, = b,, und die Reihe auf C\ D,(a) , p > r gleichméaflig konvergiert.
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SATZ 2.68. Sei f € H(D,r(a)). Dann kann man f in der Form

f(z):Zanz—a Zanz—a

darstellen (Laurentreihe” wvon f in D, gr(a)), wobei die Reihe gleichmdfig auf allen kompak-
ten Teilmengen von D, g(a) konvergiert und

1
an = — f(Z)n+1 dZ 7 n e Z
2mi J,, (2 —a)

mit ,(t) = a+ pe*™ [t €[0,1] , r<p<R.

BEWEIS. Es bleibt nur noch die Formel fiir a,, zu beweisen. Es gilt

—n—1 k
(z —a) f(z E Upgni1(2 — @) +E Upint1(2 — a)

k=—1
mit gleichméBiger Konvergenz auf ;. Daher liefert ghedwelse Integration

/ %dz:an/ dz = 2mia,,
5 (2= 0a) 7 2T @

alle Summanden sind Null, bis auf £ = —1. O

BEISPIEL 2.69. 1) Sei f(2) = ;555

(a) Laurententwicklung in D1(0) = {z:0 < |z| < 1} :

1 1 1 1 & Z\" 1 “n+2
z2(z —1)? z (1—2/i)? z ;(n—i— ) i Z+Z; o C

(b) Laurententwicklung in D; »,(0) = {z: ]z] > 1}

1 1 y
S = 2)z
2(z—i)2 2B ( l—z/z _Z ! (n+

(c) Laurententwicklung in Do,(i) = {z:0 < |z —i| < 1}:
1 —1 1 1 —1 1 l

o P PRl Py TR o vl (e A B o
wobei der letzte Term als Summe einer geometrischen Reihe wird.
2) Man betrachte die Laurentreihe

[e's) 0o n
PIERE DI
2n+1
n=1 n=0
1

mit unendlich vielen negativen Potenzen von z. Der erste Summand konvergiert gegen —

fiir | z |> 1 und der zweite Summand gegen 5 fiir | z |< 2. Also konvergiert die gesamte

Reihe gegen die Funktion f(z) = Zil + 2 - auf dem Kreisring D; 2(0). Die Funktion f ist an

der Stelle z = 0 holomorph, obwohl die Laurentreihe im Kreisring D; 5(0) unendlich viele
negative Potenzen von z besitzt.

"Laurent, Pierre Alphonse (1813-1854)
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BEMERKUNG. Nach 2.34 sieht man leicht, dass die Funktion f im Punkt a genau dann einen
Pol k-ter Ordnung besitzt, wenn die Laurententwicklung von f in der punktierten Kreisscheibe
D! (a) von der Gestalt

f)=ar(z—a)F+-da_(z—a) " +ag+a(z—a)+...

ist, mit a_ # 0.
Somit hat eine Funktion f im Punkt a genau dann eine wesentliche Singularitit, wenn bei
der Laurententwicklung von f in der punktierten Kreisscheibe D! (a) unendlich viele Terme

der Gestalt a_j(z — a)~* auftreten, wobei k > 0 und a_; # 0.

DEFINITION 2.70. Sei U C C eine offene Menge und P eine diskrete Teilmenge von U.
f:U\ P — C heifit meromorph auf U, wenn f € H(U \ P) und f in P Pole hat.
M(U) bezeichnet die Menge der meromorphen Funktionen auf U.

BEISPIELE. 1) Sei U = D;(0) und f(z) = 1/2. Dann ist f € M(U).
Jede rationale Funktion p/q, p und ¢ Polynome, ist in M(C).
2) tanz = 32 = tanz € M(C). Hier ist die Menge der Polstellen unendlich.

3) Sei f,g (2 H(U), weiters g #Z 0 auf jeder Zusammenhangskomponente von U. Dann ist
f/g € M(U). (siehe 2.26)

Satz 2.71. Sei f € M(U). Dann existiert fir jedes a € U eine offene Umgebung V von a,
sowie g, h € H(V'), sodass f = g/h auf V.

BEWEIS. Ist a kein Pol von f, setzen wir g = f und h = 1 und nehmen fiir V =U \ P,
wobei Py die Polstellen von f bezeichnet. Dann ist f = g/h auf V und g,h € H(V).
Ist a ein Pol der Ordnung m > 0 von f, dann existieren nach 2.34 komplexe Zahlen
Cly vy Cm (Cm #0) , sodass

s
—~
N
S~—
|
NgE
—~
I
| 1O
=
IS
N~—
B
I
<
—~
N
S~—

k=1
in a eine hebbare Singularitéit besitzt. Also ist

F2) = 000 + 30 s = e | (= 0700 + X ez =)™

wobei der Ausdruck in der eckigen Klammer in einer Umgebung von a holomorph ist, be-
zeichnet man ihn mit g, so gilt g(a) = ¢,,, # 0. O

SATZ 2.72. Sei f € M(U) und a ein Pol von f. Dann gilt
lim [ f ()| = oo,

d.h. : fir jede kompakte Teilmenge K C C ezistiert ein § > 0 mit f(Dj(a)) C C\ K.

BEWEIS. Aus dem vorigen Beweis folgt

1) = ——— | = amo(s) + 3 sz — )]
(z —a) p

mit ¢, # 0. Nun liefert der Grenziibergang z — a die gewiinschte Aussage. O
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SATZ 2.73. Sei Q) ein Gebiet in C. Dann ist M(QY) beziglich punktweiser Addition und
Multiplikation ein Kdrper.

2.15. Der Residuensatz

DEFINITION 2.74. Sei U C C offen und f holomorph auf U bis auf isolierte Singularitéten.
Sei a eine Singularitdt von f. Dann gibt es ein r > 0, sodass f in D! (a) als Laurentreihe
darstellbar ist

f(z) = _Z en(z—a)" + ch(z —a)",

den Koeffizieneten ¢_; = Res(f;a) nennt man das Residuum von f an der Stelle a.

SATZ 2.75 (Residuensatz). Sei U C C offen und f holomorph auf U bis auf isolierte Sin-
gularititen. Die Menge der Singularititen von f sei mit Sy bezeichnet. Sei I' ein Zyklus in
U\ Sy mit Indp(or) =0 V o ¢ U. Dann gilt

L/Ff(z) dz = Z Res(f; a) Indr(a).

21
aGSf

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir, dass die B = {a € Sy : Indr(a) # 0} endlich ist (daraus
folgt die Endlichkeit der obigen Summe).
Sei dazu W = C \ T'*. Indr ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente V' von W.
Ist V unbeschrinkt oder ist V N (C\ U) # 0, dann ist Indp(a) =0 , V a € V, wegen der
Voraussetzung Indr(a) =0 V a ¢ U.
St hat keinen Héufungspunkt in U, kann sich also nur am Rand von U héufen, also nur in
der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von W oder falls VN (C\ U) # 0. Es gilt
dist(I'™*, 0U) > 0, somit kann B nur endlich sein.
Sei also B = {ay,as,...,a,}, ferner (); der Hauptteil von f bei Laurententwicklung um
a; , j=1,...,n. Setze

g=f—(Qi1+Qa+ -+ Qu),
(falls B = (), setze g = f) dann hat g hebbare Singularititen in den Punkten von B, also

gilt g € H(Up), wobei Uy = U \ (S; \ B). Daher gilt nach 2.59
/g(z) dz=0
r
und nach Definition von g folgt
1 1 n n
7 ) f(z)dz = 57 ; /1“ Qr(z)dz = ;Res(Qk; ar) Indr(ay)

= Y Res(f;ax)Indr(ag).

k=1
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BEMERKUNG. Ist U konvex und I'" ein geschlossener, doppelpunktfreier, positiv orientierter
Pfad in U, sowie f holomorph in U bis auf isolierte Singularitdten, dann gilt

QLm/Fﬂz) dz = ZRes(f;ak),

wobei die Summe iiber alle Singularitéiten erstreckt wird, die im Innern von I' liegen.

SATZ 2.76. (a) Sei U C C und seien f und g holomorph auf U bis auf isolierte Singularititen.
Dann gilt :

Res(f + g;a) = Res(f;a) + Res(g; a)
und fir ay, ay € C

Res(ay f + agg;a) = aj Res(f; a) + az Res(g; a).
(b) Ist zo ein Pol erster Ordnung von f, dann ist

Res(f: %) = lim [(= — 20)f(2)]
(¢) Ist g holomorph in zy und hat f ein Pol der Ordnung 1 in 2z, dann ist
Res(fg; 20) = g(20) Res(f; 20).

(d) Ist h holomorph in zy und zy eine einfache Nullstelle von h, dann ist
Res(1/h; z0) = 1/h/(20).

(e) Ist zy ein Pol der Ordnung n von f, dann ist

Res(f:20) = oy fim {1 = 0]}

BeEwEIs. (a) folgt sofort aus den Laurententwicklungen von f und g um a.

(b) f hat um 2y die Laurententwicklung
c

o0
el 20)”
T + cn(z — 20)",

n=0

f(z) =

daraus folgt
(z—20)f(2) =co1+ Z cn(z — 20)" ",

n=0
und beim Grenziibergang z — zy verschwindet die unendliche Reihe.
(c) Es gilt
o0 c. oo
92) = 9(0) + 3 bnlz =) o SR = A D enlz =)

> JE)ge) = LS -

(d) 1/h hat in zy einen Pol der Ordnung 1. Also ergibt (b)

Z—Zo_hm Z— 20

h(z) 2=z h(z) — h(z)

Res(1/h; zp) = lim = 1/h'(20).
z—20
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(e) Es gilt

o0
+ ckz—zo
0

(z — z)™ z —z2

und daraus folgt
(z—20)"f(2) = cpn+cpii(z—20) ++c1(z—2)"" —|—ch 2 — zp)F
k=0

(n — 1)-maliges Differenzieren ergibt nun die Behauptung. U

SATZ 2.77 (Satz von Rouché). ® Sei Q ein Gebiet in C, f € H(Q). Sei~y ein geschlossener,
nullhomologer Pfad in ). Wir setzen weiters voraus, dass f auf v* keine Nullstellen besitzt
und Ind,(a) =1 oder =0 V a € C\ ~*. Sei ferner O ={z € Q:Ind,(z) = 1} und Ny die
Anzahl der Nullstellen (Vielfachheiten miteingerechnet) von f in Q. Dann gilt

1 [f(2)
Ny = —/ dz = Indp(0),
T~ omi 5 f(2) r(0)
wobei I' = f o~. Weiters gilt fiir eine Funktion g € H(§2) mait

1f(2) =92 < [f(2)] , ¥V zeq,

N, = Ny.

BEWEIS. Sei ¢ = f'/f. Dann ist ¢ € M(2). Sei nun a eine Nullstelle von f der Ordnung
m(a). Dann gilt nach 2.26

f(z) = (z = a)"“n(2),
wobei h in einer Umgebung von a holomorph ist und dort h # 0. =
o(z) = m(a)(z —a)™ D7 h(z) + (2 — a)™ DR/ (2) _ m(a) N n'(z2)
(z — a)™a](z) z—a h(z)’
wobei der zweite Summand in einer Umgebung von a holomorph ist. Somit ist Res(¢;a) =

m(a).

Sei A={a e : f(a ) = 0}. Dann gilt nach 2.75

5 f d = ZRes o;a) Zm(a) =

acA
Aus der Kettenregel folgt
1 f’ 'z
Ind = = dz=N
ndr(0) = omi Jp 2 2mi T 2mi f(z) a

Aus |f(2) —g(2)| < |f(2)| , V 2z € 7%, folgt : g hat keine Nullstelle auf v*. Wir setzen
'y = g oy und erhalten

T(s) = To(s)] < [T(s)] , Vs €[0,1].
Nun ergibt 2.61 und der erste Teil des Beweises
Nf = Indp(()) = Inde(O) = Ng.

8Rouché, Bugéne (1832-1910)
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BEISPIEL. Sei g(z) = 2% — 4z + 2. Wieviele Nullstellen besitzt g in D;(0)?

Auf |z| =1 gilt : |2|* =1 <2 < |—42+2]|. Setze nun f(z) = —4z+2, dann gilt auf |z| = 1:
1f(2) —g(2)| = | —4z+2— 2" +42 - 2| = |2} < | — 42+ 2| = | f(2)].

f hat in D;(0) genau eine Nullstelle, ndmlich zo = 1/2, also folgt aus 2.77, dass g ebenfalls
genau eine Nullstelle in D;(0) hat.

BEMERKUNG. Ahnliche Aussagen kann man auch fiir die Anzahl der Pole einer meromor-
phen Funktion machen.

BEIspIEL 2.78. Anwendungen des Residuensatzes:

Seien P und @ Polynome mit grad ¢ > grad P + 2. Ferner sei Q(z) #0 V 2 > 0 und @
habe an der Stelle 0 eine Nullstelle der Ordnung < 1. Sei 0 < a < 1 und R = P/Q. Wir
berechnen mit Hilfe des Residuensatzes das reelle Integral

/ r*R(x) dx,
0

dabei ist 2 = exp(alog ).

Sei @ = C\ {z € R: x> 0}. Q ist ein sternformiges Gebiet (siche Abschnitt 4). Nach
2.31 existiert daher auf Q ein eindeutiger Ast des Logarithmus ¢ (in diesem Fall nicht der
Hauptast!) und es gilt fiir fixes x > 0 :

lim g(z +iy) =logzx |, lim+ g(x —iy) = log x + 2mi.
y—0

y—07F
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Fiir 9, ¢ > 0 klein und p > 0 grofl wéhlen wir nun folgenden geschlossenen Pfad ~ in €2 :

Ch 0
L\ 7
5
C, L
Es folgt aus dem Residuensatz 2.75
1
(2.6) 3wt ], <R b= = Y Res( i),

wobei f(2) = e*9*) R(z) und die Summe iiber alle Pole von f erstreckt wird, die im Innern
von v liegen.
Es gilt
‘eag(z)’ _ ea%g(z) _ 6alog\z| _ ’Z‘a‘
Weiters ist

[R(2)| < —

M
, M >0
2]

in einer Umgebung der Null, da @ in Null eine Nullstelle der Ordnung < 1 hat. Wir wéhlen
0 > 0 so klein, dass auf Cj die letzte Abschétzung gilt. Nun erhalten wir

f(2)dz| < 2m6 m%x(|z]a\R(z)\) < 2w60M /6 = 2w Mo“.
Cy 2€C3
Somit ist
(2.7) lim f(z)dz| = 0.
6—0 Cy

Andererseits ist )

M
R(2)| < — , M >0
R T
fiir |z| geniigend grof} , da grad @ > grad P + 2. Somit gilt fiir p > 0 geniigend grof :

(2)dz

< 2mp max(|z[*|R(2)]) < 2mp™ T M'/p* = 27 M'p"",
Cl zE iﬁ

und da 0 < a < 1, folgt

(2.8) lim

p—00

f(z)dz| = 0.

Cy
Hélt man ¢ und p fest, so strebt bei € — 0

p p ,
f(2)dz+ | f(2)dz H/ 8T R(x) dr — / 08T +2m) () dy;
Lo 5 5

Ly

) P
— (1 . e2ma)/ 6a10ng<J]> do.
é
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Man erhélt daher insgesamt aus (2.7) und (2.8)

/f dz—/01 /L /L /C QWia)/Oooeo‘log”‘R(x)dx,

wenn man zuerst € — 0 und anschlieend 6 — 0 und p — oo streben lass t.
Bei diesen Operationen éndert sich die rechte Seite von (2.6) nur insofern, als die Summe
nun iiber alle Pole von f in €2 zu erstrecken ist. Somit folgt

(2.9) /0 *R(x)dr = % %Res(f a)

Sei R(x) = 1/(1+ z*), nach (2.9) gilt daher

oo «@ 2 .
/0 1 —T— 20T =1 _Zm [Res(2/(1 + 2%); 1) + Res(2%/(1 + 22); —i)] .

Nach 2.76 konnen wir die Residuen berechnen :

« o 1
Res(2%/(1 + 2?);i) = lim [(z — Z)(z—z)] _ Z_ =3 gila=Dm/2.

21 z+1)(z — 2i
L . 2 (=) 1,
R “/(1 2). ) = 1 — — = Li(a=1)3m/2
es(2/(1+ 27); —i) lim. [(Z+Z)(z+i)(z—i)] — =5 ¢
also folgt

< a“ 2 1 - , T 1

dp = ———  — i(a—1)m/2 i(a=1)3r/2] _ '

/0 1122 7 1 eia 2 & e ) 2 cosam /2

sin x

BEISPIEL 2.79. Inverse Fouriertransformation von z — : fiir ¢t € R berechnen wir

A .
sinz
lim — " .
A—o00 A X
Die Funktion z +— % hat an der Stelle 0 eine hebbare Singularitét, also ist

sin 2 1 6iz(lth) _ eiz(*l‘i’t)

v() = T2 e =

z 21 z

eine ganze Funktion. Daher gilt nach 2.18 (Cauchy’sche Integralsatz)
A .
/ ST ite gy — W(z)dz
-A T T4
wobei der Pfad I' 4 wie in der Skizze verlauft.
—A -1 0 1 A

Y
Y

Setze nun

T 271

1 1 eisz
Loals) = — / 2,
Ca

dann ist

A .
/ ST ite g — dalt+1) — pa(t —1).

_A X
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1Sz

Die Funktion z +— e"*/z hat in 0 einen Pol der Ordnung 1 mit Residuum 1. Also gilt nach

dem Residuensatz 2.75 ,
1 e’l,SZ

27myz

wobei v wie in der Skizze verlauft

und

L'a
Es folgt daher
1 e 1 1 [ o 1Ae”
— dz = — — s Ae’ —df =
2mi J., =z : 7T¢A(8)+27ri/0 exp(isAe”) Aet? 0
=
(2.10) 1¢ (s) ! /0 exp(isAe) df
' - - X
T A o . p )
sowie )
1 e's® 1 1 (" ,
— dz = — — sAe) df = 1
omi | 2 2 7T(bA(s)—i-27T/0 exp(isAe”) ,
=
(2.11) L () =1 2 /ﬂe (isAc®) df
' a AT 2 J, P '

Wenn s und sin 6 dasselbe Vorzeichen hat, dann strebt
|exp(isAei9)’ = exp(—sAsinf) — 0

bei A — oo. Mit Hilfe des Satzes iiber die dominierte Konvergenz folgt nun aus (2.10) und
(2.11)

T s>0
lim s) = ’
A—>oo¢A( ) {0, s < 0.

Aus (2.10) oder (2.11) folgt sofort ¢4(0) = 7/2.
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Somit ist
jim [ S ey i foa(t+ 1) — Gt - 1)
Jm f = e e = Jim o ’
T, -1<t<1
=x(t)=4q7/2, t==1
0, [t > 1
Die Fouriertransformation von y ist
1 [ , sin x
— t)e " dt = :
o | x(t)e .

2.16. Ubungen

62) Untersuche auf einfachen Zusammenhang:
C\{0};C\[0,1};C\ {z : x < 0}.

63) Welche der folgenden Gebiete hingen einfach zusammen 7

(1) C\{(z,9) 2 =0,]yl <} \{(z,9) : 2> 0,y =sin 1 };
(2) das Komplement einer archimedischen Spirale um 0 :

C'\{z:2z =€ t eR};

(B)G={(z,y):0<r<1,0<y<1}\Uy{(z,y):z=10<y< i}

(4) {z: ]z < 1}\{::n=2,3,...}\ {0}.

64) Man suche ein geeignetes Gebiet G, sowie einen Pfad in G, der zwar nullhomolog, aber

nicht nullhomotop in G ist.

65) Bestimme die Laurententwicklung der Funktion
(z*=1)

&)= e +9)

in
(1) {z:2<|2| < 3};
(2) {2z : |z| > 3}.
66) Bestimme die Laurententwicklung der Funktion

1) = =y O <l < I,
in
(1) {2« |al < [z[ < b[};
(2) {z:|z] > b}.

67) Bestimme die Laurententwicklung der Funktion

1=

im Kreisring {z: 1 < |2]| < 2}.

z

(= 1)(

1/2 N
2_2>1 ,Sf(3/2) >0

68) Man bestimme die Residuen der folgenden Funktionen in den angegebenen Punkten :
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P . 2 3 ezfl ) O eiﬂz ] 2

in-,——; ——in0; ——in 2

(2—-32)(4z+3) 3 47 e —1 T 16 — 2* ’
sinz | 7w cos’z | . 24+1 .
———— In—-; —— in27; ztanzin - ; ————— in 27 .

1—2cosz 3 (2m—2)3 27 (2244)

69) Sei G ein Gebiet in C, welches beziiglich der reellen Achse symmetrisch ist, sei f € M(G)
und reell auf der reellen Achse und sei z € G. Man zeige:

Res(f; z) = Res(f;2).

70) Man vergleiche das Residuum der Funktion f in einem einfachen Pol z = a # 0 mit
dem Residuum der Funktion zf(22) im Punkt z = a'/2.

71) Das Residuum der Funktion f in einer isolierten Singularitdt im Punkt oo ist definiert

durch
2mi Res(f; oo):/f(z)dz,

wobei v ein Kreis ist, welcher alle anderen Singularitéten von f enthélt und negativ orientiert
ist (oo liegt daher so zu sagen links von 7).

Man beweise: ist f holomorph auf C ausgenommen in isolierten Singularititen, dann ist die
Summe aller Residuen von f gleich Null.

72) Die Funktion f habe eine isolierte Singularitit in oo.
Sei ferner g(z) = —272f(1/z). Man zeige : Res(f; 00) = Res(g;0).

73) Man berechne die Residuen der folgenden Funktionen im Punkt oo :

2243 _2z—3

h(z)

— n 7 - — .

74) Wieviele Nullstellen hat die Funktion f(z) =28 —42°+ 22 —1in D = {2 : |2] < 1}?

75) Wieviele Nullstellen hat die Funktion g(z) = 2i2% + sinz im Rechteck R = {(z,vy) :
] < 7/2,|y] < 1}7

76) Man beweise : ist G ein Gebiet in C und (f,,), eine Folge holomorpher Funktionen auf
G ohne Nullstellen in GG, welche gleichméfig auf allen kompakten Teilmengen von G gegen
f € H(G) konvergiert, so folgt entweder f = 0 oder f hat keine Nullstellen auf G. (Satz
von Hurwitz)?

Hinweis : verwende den Satz von Rouché .

Welche Eigenschaften hat die Folge f,,(z) = e*/n in Bezug auf diesen Sachverhalt ?

77) Sei G ein Gebiet in C und f € H(G) Limes einer Folge f,, € H(G), gleichmiBig auf allen
kompakten Teilmengen von G. Man zeige, die Nullstellen von f sind Limiten von Folgen
von Nullstellen der Funktionen f,,.

Man gebe ein Beispiel dafiir, dass ein Haufungspunkt von Nullstellen der Funktionen f,
am Rand von G nicht unbedingt eine Nullstelle von f sein muss .

78) Sei R(x,y) eine rationale Funktion von zwei Verdnderlichen derart, dass

R(cost,sint)

YHurwitz, Adolf (1859-1919)
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fiir alle ¢t € R definiert ist. Man zeige :

/OzﬂR(cost,sint) dt =27 Z Res (%R (% <§+ %) ,% <§_ %)) ;z> )

|z|<1

Mit Hilfe dieser Formel berechne man die folgenden Integrale :

/7r dt /”/2 dt
—,a>1 —
o a-+cost o 1+sin“t

2 c 02 27 2
t 2t
/ o dt,aGR;/ cos8 dt, —1<a<1l1.
0 0

1 —2acost+ a? 1 —2acost+ a?

79) Es sei R(z) eine rationale Funktion, die auf R keine Pole hat; der Grad des Nenners sei
grofler als der Grad des Zéahlers. Dann ist

+o0o
/ R(x)e™ dv = 2mi Z Res(R(C)e™; 2).
o Iz>0

Hinweis : man wéhle rq, 79, s positiv und so grof3 , dass alle in der oberen Halbebene gelege-
nen Pole von R(z) in dem Rechteck mit dem Rand [ry, 79 + is, —r1 + is, —ry, ro] liegen und
verwende den Residuensatz fiir die Integration iiber den Rand dieses Rechtecks. Anschlie-
Bend fithre man den Grenziibergang ry, 79 — 00 aus.

Mit Hilfe der obigen Formel berechne man die folgenden Integrale :

> cosx > cosax
/O a2+x2d$ >0; /0 mdﬁ, a,b>0.

80) Man berechne
0o eitz
dr, teR.
[ it e

81) Sei « eine komplexe Zahl, |a| # 1. Man berechne

/271' do
o 1—2acosf+ a?’

durch Integration von (2 — a)~'(z — 1/a)~! {iber den Einheitskreis.

82) Sei G ein Gebiet in C und f € H(G), seien ferner zy, z9,--- € G und wy(z) = 1 sowie

k
we(2) =[] (= = 2).
j=1
Sei v ein doppelpunktfreier, geschlossener Pfad in GG, welcher die Punkte 2, ..., 2, in seinem
Inneren enthélt. Man beweise : durch
wn(C) — wn(z .
b L (1O @O -w) o,

2mi + wn(C) (—=z
ist ein Polynom vom Grad n — 1 gegeben mit der Eigenschaft

‘Cn—l(zj) = f(Zj), j = 17. .., Nn

Weiters zeige man durch Anwendung des Residuensatzes auf den obigen Integranden

Z fz” =i
Z] Z—Z]
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(Lagrange’sche Interpolation).
Fiir den Restterm R, (2) = f(z) — L,-1(z) beweise man die Formel

Ba 2m/§ zwn

n—1

Schliefflich zeige man noch

[2m/w]+f()§) dC] wi(z), z€G

=0

.

(Newton’sche Interpolation ).

10Newton, Isaac (1643-1727)
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Analytische Fortsetzung

3.1. Regulire und singulidre Punkte

DEFINITION 3.1. Sei f € H(Dg(a)) , a € C, R > 0. Ein Punkt zg € 9Dg(a) heifit
regulérer Randpunkt fiir f, wenn ein 7 > 0 und ein g € H(D,(z0)) existiert, sodass f(z) =
g(z) , ¥ z € Dg(a) N D,(z).

Jene Punkte auf 0Dg(a), die nicht regulér sind, heilen singuldre Randpunkte fiir f.

BEMERKUNG. Ist z; ein reguldrer Randpunkt fiir f, dann ist
D
h(Z) _ g(Z) ) z € 7"('20)
f(z), z € Dg(a)
holomorph auf Dg(a) U D,(z).
BEISPIEL. f(z) = 1/(1 —2), f € H(D:(0)). Wir betrachten den Randpunkt —1 und
entwickeln f um den Punkt —1 :

1 1 1 1 -
— —— — 27n71 1)
12 2-(24+1) 21-(2+1)/2 ; (2417

der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist 2 und daher ist f € H(Dy(—1)). Der Punkt —1
ist somit regulér fiir f.
Der Punkt 1 ist offensichtlich singulér fiir f.

BEMERKUNG. Man sieht sofort aus der Definition, dass die Menge der reguldren Punkte
fiir f eine offene Teilmenge des Randes ist, die leer sein kann. Die Menge der singulédren
Punkte fiir f ist abgeschlossen.

BEISPIEL 3.2. Wir geben ein Beispiel einer Funktion f € H(D;(0)), welche keine reguléren
Randpunkte besitzt. Sei
f(z) = Z 22,

n=0
Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist 1, daher ist f € H(D(0)). Wir betrachten
nun die 2"™—ten Einheitswurzeln {exp(2mik/2™) : k,m € N}. Diese Menge liegt dicht in
T = 0D4(0) : fir a € [0,1] beliebig und vorgegebenes ¢ > 0 existieren k,m € N mit
la — k/2™] < e.
Weiters ist fiir 0 <r < 1

m—1
s m n y m n n
f(?”€2mk/2 ): E 7,,2 e(?mk/? ).2 + E 7"2 7
n=0 n>m

83
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also ist

unbeschriankt und e?™*/2™ ein singuldrer Punkt fiir f. Da die 2" ten Einheitswurzeln dicht

in T sind und die Menge der singuldren Punkte abgeschlossen ist, sind alle Punkte von T
singular fiir f.

SATZ 3.3. Sei f(z) = > - ,a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1. Dann besitzt f
mindestens einen singuldren Punkt auf T.

BEWEIS. Angenommen alle Punkte in T sind regulér fiir f. Da T kompakt ist, existieren
dann endlich viele Kreisscheiben Dy, ..., Dy mit Mittelpunkten auf T, sodass
1) T C UL, Dr,
2) gr € H(Dg) mit g, = fauf D1(0)N Dy, k=1,...,N.
Wenn Dy N D; # (), dann setze Vi ; = Dy N D; N Dy(0). Es gilt dann V,; # 0, da die
Verbindungsstrecke der Mittelpunkte von D; und Dj durch D, N D; geht und in T(O)
liegt.
Auf Vi ; gilt : g, = f = g;. Wir setzen nun

N
Q= D;(0)u | Dk
k=1

und definieren durch

Mz {f(z) . z€Dy(0)

gk(z) , z € Dk

eine auf 2 holomorphe Funktion, die mit f auf D;(0) iibereinstimmt. € ist offen und enthélt

D4(0), daher existiert ein € > 0 mit Dq,. C Q. Nach 2.22 miiss te nun der Konvergenzradius
von f mindestens 1 + € sein. Widerspruch! O

KOROLLAR 3.4. Sei f(z) = > 7 a,(z—20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Sei ¢ € ODg(20) und z; ein Punkt auf der Verbindungsstrecke zwischen zy und ¢ , z; #
20, 21 # C. Ferner sei A = R — |z — zg|.

(a) Falls
(n) 1/n -1
A= limsup‘f (z1) ] ,
n—00 n!
dann ist ¢ ein singuldrer Punkt fiir f.
(b) Falls
(n) 1/n -1
A< limsup‘f ('Zl) ] ,
n—oo n.

dann ist C ein requldrer Punkt fir f.
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BEWEIS. (a)

1/n] 1

f(")(z1)
n

n—oo

p= llim sup

ist der Konvergenzradius von f bei Entwicklung um z;. Nach 3.3 liegt auf 0D, (z;) minde-
stens ein singulérer Punkt fiir f. Falls A = p, muss ( dieser Punkt sein.
(b) ist klar. O

3.2. Analytische Fortsetzung entlang von Wegen

BEISPIEL 3.5. Sei f; der Hauptzweig des Logarithmus auf G :
fi(z) =log|z| +iargg , z = |z, —T < ¢ < .

Auf G existiert ein Zweig fo des Logarithmus mit f; = fo auf Gy N Gy, setze z.B.
fo(2) =log|z| +iarge , z = |z[e”, 0 < ¢ < 2.

Weiters existiert ein Zweig f3 des Logarithmus mit f; = f3 auf G; NG35, wihle etwa f3 = f;.
Auf G3 N Gy gilt jedoch fo = f3 + 27i.
Ein #hnliches Verhalten zeigt auch z'/* = exp(1/k log z).

G

Gs

DEFINITION 3.6. Sei v : [0,1] — C ein Weg zwischen zy und z;, d.h. v(0) = 2, und
(1) = 21, sei ferner €, > 0 und f € H(D.(z)) sowie g € H(D,(z1)).
Man sagt : g entsteht durch analytische Fortsetzung von f ldngs v, wenn folgendes gilt :

(1) es existiert eine Unterteilung 0 = tg < ¢, < -+ < t, = 1 und es existieren offene
Umgebungen U, von ~([t,_1,t,]) sowie Funktionen f, € H(U,), v =1,...,nmit f, = f,1
auf der Zusammenhangskomponente von ~(¢,) in U, NU,4; fir v =1,...,n — 1;

(2) f = f1 in einer Umgebung von zo;

(3) fn = g in einer Umgebung von 2.

Gibt es zu f und v ein g, welches durch analytische Fortsetzung langs v aus f entsteht, so
sagt man : f ist ldngs v analytisch fortsetzbar.
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BEMERKUNG. (a) Eine holomorphe Funktion f braucht nicht entlang jedes Weges analytisch
fortsetzbar sein so ist z.B. f(z) = 1/(1 — 2) nicht entlang eines Weges fortsetzbar, der durch
den Punkt 1 geht.

(b) Léss t sich f lings « analytisch fortsetzen, so ist das Ergebnis g durch f und v ein-
deutig bestimmt (also unabhéngig von der Unterteilung, von den Funktionen f, und den
Umgebungen U,). Dies folgt aus dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen.

(c) Das Ergebnis g hiangt im allgemeinen vom Verlauf von + ab und nicht nur allein vom
Endpunkt des Weges. (siehe Beispiel 3.5)

(d) Anstelle der Umgebungen U, kann man Kreisscheiben K, wihlen und zwar derart, dass
der Mittelpunkt von K, in K, liegt (v = 1,...,n —1). Die Funktionen f, kénnen nun als
Potenzreihen um die Punkte ~(¢,) interpretiert werden.

BEISPIEL 3.7. (a) Wir suchen jenen Zweig des Logarithmus, der im Punkt z; = —2 den
Wert log 2 + (2k 4+ 1)mi annimmt (k € N).

Dazu beginnen wir mit dem Hauptzweig des Logarithmus in einer passenden Umgebung von
zo = 1 . Von zp ausgehend wéhlen wir einen Weg, der den Nullpunkt & Mal im positiven
Sinn umléduft und anschlieend von der oberen Halbebene in z; = —2 miindet (vgl.3.5). Dies
fithrt zum gesuchten Zweig des Logarithmus.

(b) Sei G C C ein Gebiet, f € H(G). Ist V C G eine konvexe Teilmenge, so besitzt f auf V
eine Stammfunktion F' € H(V), d.h. F' = f auf V.

Sei v ein beliebiger Weg in G von zy nach z;. Wir wihlen eine passende Unterteilung
des Parameterintervalls und als zugehorige Umgebungen Kreise D,. Da alle D, konvex
sind, existiert auf jedem D, eine Stammfunktion F,, von f und nach dem Identitdtssatz ist
F,=F,yauf D,ND, firv=1,...,n—1. Also kénnen "lokale” Stammfunktionen léings
jedes Weges in G analytisch fortgesetzt werden.

3.3. Der Monodromiesatz

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, inwiefern eine analytische Fortsetzung vom
Verlauf des Weges zwischen zwei fixen Punkten abhéngt. Dazu brauchen wir wieder den
Begrift der Homotopie.

DEFINITION 3.8. Sei U C C offen und seien 7, ,7y; zwei Wege in U zwischen den Punkten
20,21 € U.
Yo ist zu y; homotop in U, wenn eine stetige Funktion

H:[0,1]%[0,1] — U

existiert mit folgenden Eigenschaften

(1) H(t,0) = 70(t) , H(t,1) = (t) , ¥t e [0,1];

(2) H(0,8) =2y, H(1,8) =21, Vs €[0,1].

H heif3t Homotopie von 7y nach ;.

Fiir fixes s € [0, 1], setzt man v,(t) = H(t,s) , t € [0, 1]. 7, ist ebenfalls ein Weg in U von
Zp nach z.

Ist 79 homotop zu ~y; in U, so schreiben wir auch vy ~y 7.
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BEMERKUNG. ~y ist eine Aquivalenzrelation : die Reflexivitit ist klar. Ist Hy eine Homo-
topie von 7o nach ~, so ist H(t,s) = Hy(t,1 — s) eine Homotopie von ; nach g, also ist
~y symmetrisch.

Gilt v9 ~y 71 und v, ~y 72 mit entsprechenden Homotopien Hy bzw. Hy, so ist durch

Hit,s) = Hy(t,2s) , 0<s<1/2
" Hy(t, 25 — 1), 1/2<s<1

eine Homotopie von 7y nach v, definiert, es gilt H(¢,0) = Hy(t,0) = () und H(t,1) =
Hi(t,1) = ~o(t), ferner ist H stetig und verlduft ganz in U. Also ist vy ~y 72 und ~y ist
transitiv.

Mit [v]y = {0 Wege in U : § ~y v} bezeichnen wir die Aquivalenzklassen.

Diese Klassen sind invariant unter Parametertransformationen : ist v ein Weg in U und
¢ :10,1] — [0, 1] bijektiv, stetig und monoton wachsend, so gilt fir d =yo¢: d € [7]y.
Durch H(t,s) = ~v((1—s)t+s¢(t)) ist eine Homotopie von v nach § gegeben : H(t,0) = ~(t)
und H(t,1) = v(¢(t)) = d(t), weiters ist H(0,s) =~(0) und H(1,s) =~(1), Vs € [0,1].

SATZ 3.9 (Monodromiesatz). Sei U C C, ferner sei H : [0,1] x [0,1] — U eine Homotopie
von Wegen in U mit gemeinsamen Anfangspunkt zo und gemeinsamen Endpunkt z;. Sei
f € H(Dc(20)) , € >0, wir setzen voraus, dass f lings jedes Weges vs = H(.,s) analytisch
fortsetzbar ist. Dann fiihrt die Fortsetzung lings jedes Weges ~s zur gleichen Funktion g
(d.h. die Fortsetzungen gs lings s stimmen in einer Umgebung von z; alle iiberein).

BEISPIEL.
4!

/TN

20

21

Yo

Sei U = C und die Wege 7 und 7, zwischen 2y und z; wie in der Skizze. Jede Homotopie von
~o nach ~; trifft den Nullpunkt. Der Logarithmus ist nicht fortsetzbar in eine Umgebung des
Nullpunktes. Die Voraussetzungen des Monodromiesatzes sind daher fiir keinen Zweig des
Logarithmus erfiillt. Analytische Fortsetzung lings v, und ldngs 7, fithrt bei jedem Zweig
des Logarithmus zu verschiedenen Ergebnissen (siehe 3.5).

BEWEIS. (a) Die Fortsetzung von f langs v, liefere gs,. Wir zeigen zunéchst : ist s
hinreichend nahe bei s¢, so liefert die Fortsetzung langs v, ebenfalls gs,. Wir wihlen bei der
Fortsetzung langs 7,, Unterteilungspunkte ¢,, entsprechende Umgebungen U, und holomor-
phe Funktionen f, e H(U,) , v=1,...,n.

Seid = |J)_, U,. U ist offen, da H stetig ist, ist auch H~'(U) offen in [0,1] x [0,1]. U
enthélt 7% und daher ist [0,1] x {so} € H~'(U). Da H~'(U) jedoch offen ist, existiert eine
offene Umgebung W von sq in [0, 1] mit [0,1] x W C H-Y(U).

Sei V,, die Zusammenhangskomponente von s, (t,) in U, N U,;1. Nach eventueller Verklei-
nerung von W kénnen wir nun erreichen, dass ~4(t,) € V, , Vse W v =1,...,n— 1.
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Somit liefern dieselben ¢, , U, und f, fiir jedes s € W immer dasselbe Ergebnis g, bei
analytischer Fortsetzung von f lings ~,.

(b) Sei g das Ergebnis der Fortsetzung von f langs vy , s = 0. Sei
J ={s €10,1] : Fortsetzung von f ldngs 7, ergibt g fiir 0 < o < s}.

Nach (a) ist J offen in [0,1] und 0 € J. Angenommen J # [0, 1], dann ist sup J = s¢ ¢ J
denn sonst bekdmen wir einen Widerspruch zur Offenheit von J. Nun wenden den Schritt
(a) auf dieses so an und erhalten einen Widerspruch zur Aussage, dass sy das Supremum
von J ist. Somit muss J = [0, 1] sein. O

SATZ 3.10. Sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet in C. Sei zg € G, f € H(Dc(z0))-
f sei ldngs jedes Weges in G mit Anfangspunkt zy analytisch fortsetzbar. Dann existiert ein
F e H(G) mit f =F auf D(2).

BEWEIS. In einem einfach zusammenhéngenden Gebiet sind je zwei Wege vy und ~; mit
gleichem Anfangs— und Endpunkt homotop (siehe 2.60). v = 79 — 71 ist eine geschlossene
Kurve, die zur Punktkurve iiber die Homotopie H homotop ist. Aus H Kkonstruiert man
leicht eine Homotopie Hy von 7y nach 7;. (siche auch Ubungen)

Sei nun z € GG und 7, ein Weg in GG von 2y nach z. Mit g, bezeichnen wir das Ergebnis der
Fortsetzung von f ldngs «y,. Die Funktion ¢, ist holomorph in einer Umgebung U(z) C G
von z. Nach 3.9 héngt g, nicht von v, ab.

Sei F(w) = g,(w) fiir w € U(z). Um zu zeigen, dass F € H(G), geniigt es die folgende
Behauptung zu beweisen : ist z1 # 2z und U(z1) N U(22) # 0, so gilt g., = ¢, auf U(z1) N
U(z2). Sei dazu z, € U(z1) NU(z2). Dann erhalten wir g, durch analytische Fortsetzung
langs des Weges 7., + [21, 24, also auch durch analytische Fortsetzung von g,, lings der in
U(z,) verlaufenden Strecke [z, z,]. Nach dem Identitétssatz gilt g., = g., auf U(z1) NU(2).
Ebenso erhalten wir g., = ¢., auf U(z,)NU(22) und daher ist g,, = ¢., auf U(z1)NU(25). O

BEMERKUNG. Mit Hilfe des letzten Satzes ist es moglich aus lokal definierten holomorphen
Funktionen (man sagt auch : aus Keimen holomorpher Funktionen) global holomorphe Funk-
tionen zu konstruieren.

So kann man z.B. den Hauptzweig des Logarithmus in jedem einfach zusammenhéngenden
Gebiet GG, welches den Nullpunkt nicht enthélt, zu einer global holomorphen Funktion F' €
H(G) fortsetzen.

Ist G hingegen ein Kreisring um den Nullpunkt, so existiert keine solche global holomorphe
Funktion, die von einem Zweig des Logarithmus aus analytischer Fortsetzung hervorgeht.

3.4. Ubungen

83) Sei
flz) = Z ap 2"
k=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1, wobei alle Koeffizienten a; nichtnegative reelle
Zahlen sind. Man beweise, z = 1 ist ein singuldrer Punkt fiir f.
Hinweis: man gehe indirekt vor und verwende das Regularitétskriterium aus der Vorlesung.
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84) Sei f die Einschrinkung des Hauptzweiges der Funktion /z auf den Kreis D;(1).
Man ermittle die analytischen Fortsetzungen von f entlang der Wege ~(t) = exp(2mit) und
o(t) = exp(4mit), fir 0 <t < 1.

85) Sei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet in C. Man zeige : je zwei Wege mit
gemeinsamem Anfangspunkt und gemeinsamem Endpunkt sind homotop in G.

86) Sei 2 ein Gebiet in C und w ¢ Q fix gewé#hlt. Sei ferner D eine Kreischeibe in €.
Man zeige : es existiert ein f € H(D) mit exp[f(z)] = 2z —w und f'(z) = (z —w)™ ! in
D. Weiters beweise man, dass sich f’ entlang jedes Weges in (), welcher im Mittelpunkt
von D beginnt, analytisch fortsetzen léss t und leite daraus ab, dass die Voraussetzung des

einfachen Zusammenhanges in Satz 3.10 notwendig ist.






KAPITEL 4

Konstruktion und Approximation holomorpher Funktionen

In diesem Kapitel behandeln wir die Frage, auf welchen Gebieten G C C holomorphe Funk-
tionen durch Polynome, bzw. durch Funktionen, die auf gréfleren Gebieten als G holomorph
sind, approximiert werden konnen (Runge’sche Approximationssatz). Weiters konstruieren
wir holomorphe Funktionen, die in vorgegebenen Punkten Nullstellen einer vorgegebenen
Ordnung besitzen (Weierstral’sche Produktsatz). Analog beweisen wir die Existenz von me-
romorphen Funktionen mit vorgegebenen Hauptteilen (Satz von Mittag—Leffler). Bei diesen
drei Problemen spielt die Losung der inhomogenen Cauchy-Riemann’schen Differentialglei-
chung eine zentrale Rolle. Wir beginnen daher mit der Behandlung dieser Fragestellung. Es
sei darauf hingewiesen, dass diese Methode in der komplexen Analysis mehrerer Verander-
licher von besonderer Bedeutung ist.

Anschlielend zeigen wir die Existenz biholomorpher Abbildung von einfach zusammenhéngen-
den Gebieten G # C auf den Einheitskreis D;(0) (Riemann’sche Abbildungssatz). Damit
kénnen wir schlielich einfach zusammenhéngende Gebiete charakterisieren, und zwar durch
verschiedene Eigenschaften holomorpher Funktionen auf diesen Gebieten.

4.1. Die Zerlegung der Eins

DEFINITION 4.1. Sei 2 C R™ offen und U = {U; : ¢ € I} eine offene Ulqerdeckung von {2,
d.h. Q C UiE ; Ui, U; offen. Eine C*°Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung U ist
eine Familie {®; : i € I} von C>*°~Funktionen ®; :  — R mit den folgenden Eigenschaften:

(1) ®; > 0 auf Q und der Tréger von ®;
Te(®;) ={x e R*: ®;(x) #0} CU; , Vi€ I;

(2) {Tr(®;) : i € I} ist lokal endlich, d.h. fiir jede kompakte Teilmenge K C 2 ist die Menge
{i € I:Tr(®;) N K # (0} endlich.
(3) > ic; ®i =1 auf Q (die Summe ist nach (2) V z €  endlich).

LEMMA 4.2. Sei Q C R" offen und K C 2 eine kompakte Teilmenge. Dann existiert ein
O € C(Q2) (P hat kompakten Trager) mit ®(x) >0, V z € K.

BEWEIS. Sei

B exp(—%t), t<1
w(t)_{o, 1 t>1.

Dann ist ¢ € C*(R). Wir setzen nun

dann ist x € C°(R™) mit Tr x C{z € R": 2¥ +--- + 22 < 2}, und x(0) > 0.
91
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Sei & > 0 so gewédhlt, dass § < dist(K,Q°). Fiir ein beliebiges a € K definieren wir
®,(z) = x (%452) . Dann gilt @, € C5° und ®,(a) = x(0) > 0 sowie Tr &, C Q.
Wir definieren V, = {z € Q : ®,(x) > 0}. Die Mengen V, sind offen und weil ®,(a) >

0, VacK, gi

Kc|Jv.
aeK
Da K kompakt ist, existieren endlich viele a4, ..., a, € K mit
p
K c| v,
j=1
und wir setzen ® = ®,, +...®,,, dann ist ®(z) >0, Yz € K. O

LEMMA 4.3. Sei Q CR" offen undU = {U; : i € ]}" eine offene Uberdeckung von Q. Dann
existiert eine C*°—Zerlequng der Fins beziiglich der Uberdeckung U.

BeEwEIS. 2 C R” ist parakompakt, d.h. I/ besitzt eine lokalendliche Verfeinerungsiiber-
deckung, das ist eine lokalendliche offene Uberdeckung {V; : j € J} von Q mit folgender
Eigenschaft : V j € J 3 € I mit V; C Uj, also existiert eine Abbildung 7 : J — I mit
Vi € Ur(y)-

Weiters existieren kompakte Mengen K; C V; mit J,; K; = 2 (siehe Topologie).
Nach 4.2 existieren ¢; € C§°(V;) mit 1;(x) > 0, ¥V z € K;. Setze nun

v=> v

jed
Da {V; : j € J} lokalendlich ist, ist die obige Summe immer endlich und daher ist ¢ € C*.
Ferner ist ¢ > 0 auf 0, weil ¢; > 0 auf K; und UjEJ K;=Q.
Sei x; = /1. Die Familie {x; : j € J} ist eine C>**Zerlegung der Eins beziiglich {V; : j €

J}, denn es gilt
Y 1
2= s g =t
jeJ j€J jeJ
Fiir ein i € I setze J; = 7' ({i}) und definiere &; = >°._, X;j- Dann ist {@; @7 € I} die
gesuchte C*—Zerlegung der Eins beziiglich der urspriinglichen Uberdeckung U = {U; : i €
I}. O

SATZ 4.4. Ser Q C R™ offen, weiters X abgeschlossen, U offen mit X C U C . Dann
ezistiert ein ® € C*(Q) mit 0 < @ <1 sowie |, =1 und (IJIQ\U = 0.

BEWEIS. Sei V = Q\ X. Dann ist V offen und {U,V} eine offene Uberdeckung von
Q. Nach 4.3 existiert eine dazugehorige C>*—Zerlegung der Eins, wir bezeichnen sie mit
{®y, Py }. Dann gilt &y + Py =1 auf Q und Tr &y C U, Tr &y C V.
Setze nun ® = $. Dann ist & = 0 aulerhalb von U und da &y = 0 aulerhalb von V ist ,
muss dort & = 1 sein. O
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SATZ 4.5. Sei Q C R™ offen, weiters seien Xy und X zwei disjunkte, abgeschlossene Teil-
mengen von . Ferner seien ®1, Py € C*(Q2). Dann ezistiert ein ® € C(Q) mit

@\Xl = <I>1|X1 und (IJIXQ = <I>2|X2.

BEWEIS. Nach 4.4 existiert ein o € C*°(2) mit 0 < a < 1und afy, = 1 sowie af,, = 0.
Setze nun ® = a®; + (1 — a)Po. Dann hat ¢ die gewiinschten Eigenschaften. U

4.2. Die inhomogene Cauchy—Riemann’sche Differentialgleichung

SATZ 4.6. Ser G ein beschrinktes Gebiet in C mit stickweise glattem Rand und sei f reell
stetig differenzierbar in einer Umgebung von G. Dann ist

L[ f©) =
= — d¢ Nd G
ul(z) 2m'/GC—z CAde -, =€

eine auf G stetig differenzierbare Funktion und es gilt auf G

ou

% — fa
u 1st also eine Losung der inhomogenen Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichung mit
rechter Seite f.

BEMERKUNG. Zum Beweis werden wir die inhomogene Cauchy’sche Integralformel 2.56
verwenden.

Angenommen u ist stetig differenzierbar auf G und eine Losung von
wir aus 2.56

du
oz

1 u(¢) 11 f©) e
= — d¢ + — d¢ Nd
u(z) 271 /8(;C—z C+27m' aC—=z CAde,
wobei wir den Rand von G positiv orientieren und feststellen konnen, dass der erste Sum-

mand eine in z holomorphe Funktion auf GG darstellt. Differentiation nach Z liefert nun

u_ 1 0 (ﬂ) d¢ 4+ — Q[L&dmdz]

0z 2mi Joe 02 \C -2 2mi 9% | Jo (=2
19 f(Q) 7a
27 0% {/Gg—zdg/\dc '
Diese Rechnung zeigt, dass der Ansatz

u(z)zi/&dg/\dz

211 Jo (— 2

= f, dann erhalten

sinnvoll ist.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dass wu auf G stetig differenzierbar ist. Sei zg € G beliebig
und 7 > 0 derart, dass Das,.(29) CC G. Nach 4.4 existiert ein ¢ € C*°(C) mit ¢(z) = 1

fir z € D,(z) und ¢(2) = 0 fiir z € C\ D, (2). Nun zerlegen wir u wie folgt in zwei

Summanden
I SV (S I S S R (S)VA(9
o) =g [ SR e o [ B

d¢ A dC = i (2) + ua(2).
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Sei z € D,j2(2). Da 1 — ¢(¢) = 0 fiir ¢ € D, (20), gilt

1 1-— _
i) = - (1= (I e p i
271'2 G\Dy(z0) C — Z
der Integrand ist auf G'\ D,(zo) stetig differenzierbar, wir kénnen daher Integration und
Differentiation nach Z vertauschen und erhalten

up 1 0 ((1—¢(C))f(0
¢(—z

D= 91 S O

)d(AdZ:O,

also ist up auf D, /9(2) sogar holomorph.
Bei u; wird anders argumentiert : es gilt ¢f = 0 auf G\ Da,.(29), wenn wir daher f auf ganz
C beliebig fortsetzen, bleibt die letzte Aussage noch immer gleich und wir kénnen fiir u,

schreiben 1 (Qf(©)
() = g [ oL A

Wir substituieren fiir ( = z 4+ w und erhalten

uy(2) = 2%”/@ Pzt w)u{(z +w) dw A dw.

Nun héngt der Integrand stetig differenzierbar von z bzw. Z ab; alle seine Ableitungen nach
z und Z sind gleichméBig durch integrierbare Funktionen von w beschriankt (siche [8], Seite
146, siehe auch Beweis von 2.56). Man kann daher Integration und Differentiation nach z
und Z miteinander vertauschen. Somit ist u; stetig differenzierbar, also auch u = uy + us.
Es bleibt noch zu zeigen, dass wu Losung der inhomogenen Cauchy—Riemann’schen Diffe-
rentialgleichung ist. Sei z € D, /5(20). Dann folgt aus dem ersten Teil des Beweises

Oy 0y L O[O 4\ iz
5(2)_5@ _2m'62{g (—=z d(/\dg}

19 [/Ccé(erw)f(erw) dedw]

T 210z w
_ ;/ 9 V(z + w)f(z+w>] dw A i
2mi Jo OZ w
Nun gilt fiir eine differenzierbare Funktion A :
oh oh
g(z +w) = 3_5(07
wobei ( = z 4+ w. Setze dafiir z = z 4+ 1y und ¢ = £ + in, dann ist
h h t)—h
8—(z—i—w): lim rwti) = hz+w)
ox tER,t—0 t
und daher o BC 1 1) — B(O)
. +1) — h(C)
8_5(0 - te%rgo t ’
analoge Ausdriicke folgen fiir die Ableitung nach 7.
Jetzt konnen wir in der Berechnung von %(z) fortsetzen
0 1 0
ORI Y (EESETIEE)
0z 2mi Jeo 0Z w
(4.1)

- % /C a/azﬁfif O 4 n de.
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Wir verwenden 2.56 fiir ¢f und fiir einen Kreis D mit Dy,.(29) CC D. Da ¢f = 0 auf 0D,
folgt fiir 2 € D, 2(20)

1 ¢(9)f(<) L [ 9/9¢[6(¢)f(Q)]
2w op C—% dC—l—%/D (—=z

_ 1 19/ace(¢) f(Q)] ~  Ou
- %/@ (—2 d¢ Nd¢ = %(Z) wegen (4.1)

d¢ AN dC

KOROLLAR 4.7. (a) Ist f € C§°(C) und
uz) = o [ 1) gz,

% C C —Z
dann ist u € C*(C) und ¢ = f auf C.
(b) Ist f € C°(C), dann gilt auf C

10 = [ acnat

Beide Aussagen folgen unmittelbar aus dem Beweis von 4.6

SATZ 4.8 (Variante des Cauchy’schen Integralsatzes). Sei G C C offen und f € H(G), sowie
K eine kompakte Teilmenge von G. Sei o € C3°(G) mit o = 1 auf K (siehe Abschnitt 1.).

Dann gilt
1 [ da f(O)

flz) =5~ L9 (=2

dCANdE |, V2 eEK.

BEWEIS. Sei

0, z ¢ G.

Dann ist ® € C5°(C). Nun existiert nach 2.66 eine offene Teilmenge G; C G, sodass Tr(«a) C
G1 und 0G; stiickweise glatt ist. Dann ergibt 2.56

@(Z):i/ &dﬁ ! /Gacb/agdmdg

211 BGIC—Z C—

() = {f(z)a(z) , z€dG

Nun gilt
o 0 36!
0y Jayp_ ey
8( ¢ ¢ ag
da f holomorph ist. Somit folgt fiir 2 € K

f(z):q>(z):i/6a 2O geyp L @&dmdg

21 (—z 27 Jg, OCC — 2
_ 1 [ 0a f(¢)
= 2mi Jyacc— s XN

der erste Summand verschwindet, da 0G; C (Tr(«a))®.
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4.3. Der Runge’sche Approximationssatz

Ist f € H(Dg(z)), so ldss t sich f gleichméfig auf kompakten Mengen durch Polynome
approximieren (Taylorentwicklung).

Wir werden die Frage der Approximierbarkeit durch Polynome nun fiir holomorphe Funk-
tionen auf allgemeinen Gebieten behandeln.

SATZ 4.9 (Satz von Runge). *

Sei 2 C C offen und K C 2 kompakt. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent :
(a) Jede Funktion f, welche holomorph auf einer Umgebung von K ist, ldss t sich gleichmdfig
auf K durch Funktionen in H(2) approzimieren (d.h.¥ e >0 3 g € H(Q) mit |f—g|x < €);
(b) Die offene Menge Q\ K hat keine Zusammenhangskomponente, die relativ kompakt in
Q ist (d.h. es gibt keine Zusammenhangskomponente O von Q \ K, die beschrankt ist und
0cCQ);

(c)V 2zeQ\K 3 feH(Q) mit

(4.2) zgglf(w)l = |flx <|f(2)],

ein solches f nennt man eine “peaking function”.

KOROLLAR 4.10. Sei K C C eine kompakte Menge. Die folgenden Bedingungen sind dqui-
valent :

(a) Jede Funktion, die in einer Umgebung von K holomorph ist, liss t sich gleichmdfig auf
K durch Polynome approximieren;

(b) C\ K ist zusammenhdngend.

Dies folgt sofort aus 4.9, wenn man fiir Q = C setzt.

BEMERKUNG. Es gilt sogar der folgende Satz von Mergelyan: ist C\ K zusammenhéngend,
so kann jede Funktion in A(K) gleichméBig auf K durch Polynome approximiert werden,
dabei ist

A(K) ={f € C(K) : f holomorph auf [o(}

BEWEIS VON 4.9. (c) = (b) Wir verwenden das Maximumprinzip. Angenommen (b)
gilt nicht, dann existiert eine Zusammenhangskomponente O von Q\ K, sodass O kompakt
ist und O C Q. Wir behaupten daraus folgt : 90 C K. Angenommen 3 a € 90 mit a ¢ K,
dann ist wegen O C Q auch a ¢ 9. Somit liegt a in der offenen Menge Q \ K, also existiert
ein 7 > 0 mit D,(a) C Q\ K. Daa € O, ist D,(a)NO # () und daher ist D,(a)UO C Q\ K
zusammenhéingend, und somit eine groflere zusammenhéngende Teilmenge von 2\ K als O.
Widerspruch!

Also ist 00 C K. Wir verwenden nun das Maximumprinzip 2.40. Sei f € H(2) beliebig.
Dann ist

sup [ f(2)| = sup |f(2)] < sup|f(z)],

2€0 2€00 z€K

was ein Widerspruch zu (c) ist.

'Runge,Carl David Tolmé (1856-1927)
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(a) = (b) : angenommen (b) gilt nicht, dann existiert eine relativ kompakte Zusammen-
hangskomponente O von Q \ K und es gilt 00 C K (siehe voriger Beweisschritt). Also ist
nach dem Maximumprinzip
(4.3) sup | f(2)] <sup[f(2)] , V [ € H(Q).

2€0 zeK
Sei ¢ € O und f(z) = 1/(z — ¢). Dann ist f holomorph in einer Umgebung von K. Nach

Aussage (a) existiert daher eine Folge von Funktionen f, € H(2) mit |f, — f|x — 0 bei
n — o0o. Also ist auch

(4.4) sup |fu(2)(z—=() =1 —= 0 , bei n — oo.
zeK

Andererseits gilt jedoch
|fo — fmlx <€ , ¥ n,m> N

und nach (4.3) daher

sup | fn(2) — fm(2)| <€ , Vn,m > N..

2€0
Nach 2.43 existiert ein F € H(O), das auf O stetig ist, mit f,, — F gleichmiBig auf O. Die
Aussage (4.4) ergibt daher

F(z)(z—=(¢) =1 ,Vze€O,

wéhlt man fiir z = ¢, so wiirde folgen 0 = 1. Widerspruch!

(b) = (a) : Sei K C C eine kompakte Menge und C(K') der Raum aller stetigen Funktionen
Y : K — C, versehen mit der Norm ||¢|| = sup,cx [¢(2)]. C(K) ist ein Banachraum.
Sei L € C(K) ein stetiges lineares Funktional auf C(K) mit L(f) =0 ,V f € H(Q).
Wir zeigen : dann ist auch L(g) = 0, firr jede Funktion g, die in einer Umgebung von K
holomorph ist. Nach dem Satz von Hahn-Banach 2 ist diese Aussage dquivalent zu (a) (siehe
Anhang).
Esseialso L € C(K) und L(f) =0 ,V f € H(Q). Fiir ( € C\ K sei fc(2) =1/(2—(). Dann
ist fo € C(K), f ist sogar holomorph in einer Umgebung von K. Wir definieren ¢(¢) = L(f¢).
Wir beweisen : ¢ = 0 auf C\ K.
Zunéchst zeigen wir ¢ € H(C \ K). Dazu betrachten wir

P(G) — 9(&) 1 1

(4.5) (-G a-G [L(fe) = L(fe)] = oG L(fe = Joo)-

Es gilt
1 1 G—G
(2) = fo,(2) = — = .
fC() f(() z— G z—Co (Z_<1><Z_<2)
Fir Fe, ¢,(2) =1/[(z — (1)(z — ¢2)] folgt daher aus (4.5)
¢(G1) — ¢(¢s) 1
= L - F 1,62) = L F1 2/
e e (G = @) o) = LF )
wobei zunéchst nur die Linearitdt von L verwendet wurde. Bei ¢; — (o geht F¢, o, — F¢, ¢,
gleichmiBig auf K, dabei ist F, ¢,(2) = 1/(z — (2)?. Nun ergibt die Stetigkeit von L

. d(G) = d(G)
3 CP_{T}Q Y L(Fe, ),

2Hahn, Hans (1870-1937), Banach, Stefan (1892-1945)
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also ist ¢ € H(C \ K). Analog zeigt man fiir die htheren Ableitungen von ¢
1
K () = - -
" () = K!L (z — = C)kH) :
Ist nun ¢ € C\ €, dann ist die Funktion z — (z — )~V holomorh auf ; daher ist nach
Voraussetzung L(z — (z — ¢)~™+)) =0, d.h.
o) =0, VkeN,

also ist ¢ = 0 auf jeder Zusammenhangskomponente von C \ K, welche mit C \  einen
nichtleeren Durchschnitt hat.
Weiters ist nach Voraussetzung L(z — z") =0 , V n € Ny, ist nun || > sup,cx |2, so

konvergiert die Reihe
1 oo
= anz"
X

gleichméBig auf K und daher gilt

6(C) = L(z = 1/(z — ) (zwzan >=Z WL(z 1 2") = 0
n=0

also ist ¢ = 0 auf der unbeschriankten Zusammenhangskomponente von C\ K.
Wir wissen somit bis jetzt : ¢ = 0 auf der unbeschréankten Zusammenhangskomponente von
C\ K und auf allen Zusammenhangskomponenten von C\ K, die mit C\ 2 einen nichtleeren
Durchschnitt haben.
Sei U eine beschrinkte Zusammenhangskomponente von C\ K mit UN(C\ Q) = (. Dann ist
U C Qund auch U C Q\ K. Weiters wissen wir aus dem Beweis von (¢) = (b), angewandt
auf den Fall Q = C, dass OU C K. Daherist U C 2, was der Voraussetzung (b) widerspricht,
also gibt es keine solche Zusammenhangskomponente U.
Daher ist ¢ = 0 auf ganz C \ K.

Sei nun g holomorph in einer Umgebung w D K, z.z. : L(g) = 0. Wir wéhlen eine kompakte
Menge K7, sodass w D K; D K. Nach 4.8 existiert ein ¢ € C{°(w) mit ¢ = 1 auf K; und

1 oY, g(Q) =
000 = 5 [ 500 ELacnde . viex
)
= / L F0 o

weil auf K : % = 0. Wir werden jetzt das Funktional L auf diese Formel anwenden.

o0, 9l0)
/W\KI 0 2L dcnd

kann als Limes geschrieben werden :

lim Z ?(g) CU(S)Z m(R,),

wobei R, Rechtecke sind, die w\ K iiberdecken, (, € R, und wobei m(R,) das Ma8l von R,
ist. Beim Grenziibergang lass t man die Durchmesser der R, gegen Null streben, auflerdem

Das Integral
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geschieht der Grenziibergang gleichméfig fiir alle z € K. Wegen der Stetigkeit von L kann
man diesen Limes mit der Anwendung von L vertauschen und erhalt

L@)ZL(ZHjAVG%%@)gg%dCAﬂﬁ

o LY e
- [ F© 0L (s ) dendc=o0

da 6(C) = L(f) =0, ¥ ( € C\ K.

Wir haben somit bisher gezeigt : (c¢) = (b) < (a) und es bleibt noch

(b) = (c) :

sei z € Q\ K, zz.: 3 f € H(Q) mit | flx < |f(2)]

Wir wihlen eine Kreisscheibe D um z mit D C © \ K. Die Zusammenhangskomponenten
von 2\ (K U D) stimmen mit den Zusammenhangskomponenten von Q \ K iiberein, bis
auf jene, in welcher D entfernt wurde. Da wir hier (b) voraussetzen, existiert in Q \ K
keine Zusammenhangskomponente, die relativ kompakt in €2 ist; mit anderen Worten : alle
Zusammenhangskomponenten von 2 \ K kommen 02 beliebig nahe. Diese Eigenschaft gilt
daher auch fiir die Zusammenhangskomponenten von Q\ (K U D), d.h. nimmt man an Stelle
von K die kompakte Menge K U D, so ist die Bedingung (b) ebenfalls erfiillt. Wir verwenden
nun den Schluss (b) = (a) fiir die kompakte Menge K UD C Q :es gilt KND = 0, da
D C Q\ K, sei nun g = 0 in einer Umgebung von K und ¢ = 1 in einer Umgebung von
D, dabei seien die Umgebungen so gewihlt, dass sie leeren Durchschnitt haben. Dann ist
g holomorph in einer Umgebung von K U D. Nach (a) existiert somit ein f € H(Q) mit
Ifl=1f—gl <1/2auf K und |f — 1| = |f — g| < 1/2 auf D. Ist nun z € D, dann gilt

FEI21=1f(z) =1 >1-1/2=1/2> [f|k.

DEFINITION 4.11. Sei €2 offen in C und K C €2 eine kompakte Teilmenge.
Ko:={z€Q:|f(x)| <|flc ¥V [ e H(}

ist die holomorph konvexe Hiille von K (in Bezug auf 2).

BEMERKUNG 4.12. (a) Durch die holomorph konvexe Hiille werden in gewisser Weise die
"Locher 7 von K gestopft. (Maximumprinzip!)

(b) Es gilt
dist (K, Q°) = dist(Kq, Q°).
Da K C K, folgt dist(K,Q¢) > dist(Kq,Q°). Fiir die Umkehrung dieser Ungleichung
betrachten wir die Funktion f(z) =1/(z —() , ¢ € Q°.
Ist 2z € Kq, dann ist, weil f e H(Q),

also ist inf,ecx |w — | < |z — (|. Daher gilt
dist (K, Q°) < dist(Kq, Q°).
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(c) Eine Teilmenge M C R? heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten in M auch die gesamte
Verbindungsstrecke zwischen den Punkten in M liegt. Aquivalent dazu ist die Bedingung :
fiir jeden Punkt (zg,y0) € R? \ M existiert eine Gerade g = {(z,y) € R? : I((z,y)) = ax +
by + ¢ = 0} mit (z9,90) € g und M C {(z,y) € R?: [((z,y)) < 0}. (Trennungseigenschaft)
Die konvexe Hiille K von K ist die kleinste konvexe Menge, welche K enthilt. Man iiberlegt
sich leicht (siche Ubungen), dass

K={zeC:|e*| <suple™| ,VaecCl
weK

Da die Funktionen z +— e** holomorph auf € sind, folgt
IA{Q g K?
daher die Bezeichnung ”holomorph konvex ”

(d) Aus der Definition folgt sofort : (Kq) o = Ko.

(e) Ebenso folgt : Kg ist beschrinkt ( da |w| < C, Vw € K , C > 0, gilt fiir die auf Q
holomorphe Funktion f(z) = z: |z| = |f(2)| < |f|x < C und somit ist auch 2| < C', V z €
Ka).

Weiters ist K abgeschlossen in Q : ist z € Q\ Kg, dann existiert ein f € H(Q) mit
|f(2)| > |flx, da |f] stetig ist, gilt diese Ungleichung sogar auf einer ganzen Umgebung
U(z) C Q, die somit in 2\ K enthalten ist. Also ist Q\ Kq offen.

Ferner gilt KQ C ) : wenn es einen Punkt zy € KQ\Q gibt, so liegt ) in 8KoNO. Dann ist
aber f(z) = 1/(z—2z) holomorph in . Ist daher (z,), eine Folge in Kq mit lim, .. z, = o,
dann ist nach 4.11 |f(z,)| < |flx , ¥ n € N, was ein Widerspruch zur Unbeschrianktheit
der Folge (f(zn))n ist.

Wir erhalten schliefilich : Kq = Ko ( denn ist (z,), eine Folge in Ko mit lim,,_.o 2, = 20, SO
ist nach der vorigen Aussage zy € Q und daher gilt | f(z0)| = lim,—oo | f(z0)| < |flx , ¥V f €
H(Q), was 2y € Kq impliziert.)

Die holomorph konvexe Hiille K ist also selbst eine kompakte Teilmenge von €2 und erfiillt
immer die Bedingung (c¢) von 4.9:V z € Q\ Kq 3 f € H(Q) mit |f(2)] > | k.

Also kann man Funktionen, die in einer Umgebung von Ko holomorph sind, durch Funk-
tionen aus H(2) gleichméBig auf K approximieren.

(f) Es existiert eine kompakte Ausschépfung (K;); von € (siehe 2.44), die noch zusétzlich
die Eigenschaft (K;) o = K; , j € N, hat : dazu wihlen wir eine beliebige kompakte
Ausschépfung (K7); von © und setzen K, = (K#) g, dann ist K| = (K) q. Es seien
Ki, ..., Ky schon konstruiert. Dann existiert ein A(n) € N mit K,—; C (K3,)°. Wir
setzen K, = (K3, ))AQ Dann sind die K,, kompakte Teilmengen von Q mit K, = (K,) q

und es gilt K, C (K3,,))° C K5, aulerdem ist

UK. = UK ) e 2 | K = 2
n=1 n=1

n=1

SATZ 4.13. Sei ) C C offen, K C () eine kompakte Teilmenge. Dann ist Kq die Vereinigung
von K mit allen Zusammenhangskomponenten von Q\ K, welche in Q) relativ kompakt sind.
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BEWEIS. Sei O eine Zusammenhangskomponente von 2\ K, welche relativ kompakt in
Q) ist. Nach dem ersten Schritt des Beweises von 4.9 gilt 0O C K und daher nach dem
Maximumprinzip

sup |f(2)] SSlelIglf(Z)l , VfeH).

z€0
Somit ist O C Kg={ze€ Q: [f(2)| < |flx ., ¥V f € HQ)}.
Bezeichnet man mit K; die Vereinigung von K mit allen in €2 relativ kompakten Zusam-
menhangskomponenten von 2\ K, so haben wir eben gezeigt K; C K.
Weiters ist 2\ K offen, weil diese Menge eine Vereinigung von offenen Zusammenhangs-
komponenten von 2\ K ist. Daraus folgt K; C 2 ist kompakt und erfiillt Bedingung (b)
aus 4.9, sodass aus (c) in 4.9. K} = (Kl)AQ folgt, und da K C K ist, ergibt dies
Kq C (K1) o = K.
g

BEMERKUNG. Die Bedingungen (a),(b),(c) des Runge’schen Approximationssatzes 4.9 sind
fiir K C Q genau dann erfiillt, wenn K = K. Man nennt dann K holomorph konvex.

Sind ©; und Q zwei offene Teilmengen in C mit €y C s, so gilt H (1) 2 H(Qs). Es stellt
sich nunmehr die Frage, unter welchen Bedingungen jede Funktion f € H(;) gleichmafig
auf den kompakten Teilmengen von ; durch Funktionen aus H(€2;) approximiert werden
kann. Mit anderen Worten : wann ist H(£2) dicht in H(Q4)?

SATZ 4.14. Sind Q1 und Qqy zwei offene Teilmengen in C mit 1 C Qq, so sind die folgenden
Bedingungen dquivalent :

(a) Jedes f € H(2) kann gleichmdfig auf den kompakten Teilmengen von Qy durch Funk-
tionen aus H(S22) approzimiert werden , d.h. H(Q) ist dicht in H(£2).

(b) Ist Q9 \ 0 = LU F, wobei F' C Qy abgeschlossen ist und L kompakt ist mit LN F = (),
dann ist L = (.

(c1) V K C Qq kompakt gilt : KQQ = KQI.
(co) V K C Qq kompakt gilt : KQQ NQ = Kgl.

(c3) ¥ K C Qy kompakt gilt : Ko, N Qy ist kompakt.

BEWEIS. (a) = (c2):sei K C €, nach Definition ist
Ko, = {2 € Q: |f(2)| <|flx ¥ f € H()}

und

Roy = {2 €0 ()] < flx ¥ f € MO}
Da man nach (a) jedes f € H(£2;) gleichméBig auf den kompakten Teilmengen von €2; durch
Funktionen aus H(€2y) approximieren kann, ist

[A(Ql D) IA(Q2 M Ql,
denn fiir z € Kgb N2y und € > 0 beliebig und f € H(;) existiert ein g € H(2y) mit

f < g(2)| +[f(2) —g(2)| < [g(2)| + €
<|glg +e < |f = glx + | flx + € < [flx + 2,
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wir verwenden hier die Approximation auf der kompakten Menge K U {z}.

Aus H() D H(Qy), folgt Ko, C Kq, N Q. Das ergibt (c,).

(c2) = (c3) : folgt aus 4.12 (e)

(c3) = (a):Sei K' = Kq, NQy und K" = Kq, N Q5. Dann ist K’ U K" = Kgq, und
K'NK"=10.Esgilt K" C Q und K'U K" C Q. Nach (¢3) ist K’ kompakt, nach 4.12 (e)

ist auch K” kompakt.
Sei h € H(y). Definiere

_Jh in einer Umgebung von K’
7711 in einer Umgebung von K"

wobei die Umgebungen disjunkt gewéhlt sind. Dann ist g holomorph in einer Umgebung
der kompakten Menge K’ U K” = Kq, und kann daher nach 4.9. (es ist (b) von 4.9 erfiillt )
gleichméBig auf K’ U K” durch eine Funktion aus H({23) approximiert werden. Daher kann
insbesondere h gleichméflig auf K durch eine Funktion aus H(2,) approximiert werden und
(a) ist gezeigt.

Wahlt man fiir A = 0, so ist

_J0 in einer Umgebung von K’
9= 1 in einer Umgebung von K"

und es existiert wieder nach 4.9 eine approximierende Funktion ¢ € H(22) mit
() > [6(O)] , Vze K", V(e K.
Nun ist aber K C K’ und
K'UK" = Ko, = {2 € Q1 [6(2)] < |6lic ¥ ¢ € H(D)},

also muss K” = () sein und daher gilt KQQ = [A(QQ N €. Nun wissen wir aber bereits, dass
aus (c3) die Bedingung (c2) folgt und erhalten daher Kq, = Kq, N§); = Kgq,, somit haben
wir auch die Implikation (c¢3) = (c1) bewiesen.

(¢1) = (c2) : Nach Voraussetzung gilt Ko, = Kq,. Da stets
Ko, € Ko, N C Ko,
gilt, folgt sofort Kﬂl = RQZ N Q.

Bisher haben wir somit die Aquivalenz der Bedingungen (a), (c1), (c2), (c3) gezeigt.
Nun beweisen wir noch : (b) < (c¢1), dann sind wir fertig.

(¢1) = (b) : Fiir eine kompakte Menge K C € gilt nach Voraussetzung Ko, = Kq,. Sei
D\ Q1 = LU F, wobei L kompakt und F abgeschlossen in Qs ist und LN F = ; z.z. :
L=1.

Sei dazu w D L eine offene Menge, die in Q, relativ kompakt ist und fiir die w N F = ) gilt.
Es ist 0w C 5 und

dwN (Q\ Q) =0wN(LUF)=(0wNL)U(QwNF)=40.
Somit muss OJw C ;. Ferner folgt aus dem Maximumprinzip

(0w) @, = {2z € Y : |f(2) < |flow = Iflw . ¥ f € H(Q)}
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und daher ist w C (Ow) g, und, da L C w, folgt nun aus der Voraussetzung (c;), angewandt
auf die kompakte Menge dw

- (8&))AQQ = (3&))})1 Q Ql.
Also ist L C €y; weil aber Q3 \ Q) = LU F, folgt L = ().

(b) = (¢1) : Sei K C € kompakt. Es gilt immer : KQI C KQ2. Daher bleibt noch
Kq, O Kq, zu zeigen. Dazu verwenden wir 4.13 Sei O eine Zusammenhangskomponente
von {5 \ K, welche in 2y relativ kompakt ist. Wir zeigen : O C ;. Dann sind wir nach

4.13 fertig. Aus dem ersten Teil des Beweises von 4.9 wissen wir 00 C K C €2;. Nun sei
L=0nN(\ ). Dann ist L kompakt und es gilt

=(0UIO)N(2\Q21)=(0N2W\U)U@ONQ\Q)=0N02\Q,

da 00 C €. Sei weiters FF' = O°N (2 \ ). Dann ist I abgeschlossen in 25 und es gilt
LUF =Q,\ Q). Da wir hier (b) voraussetzen, folgt L = () und daher ist O C ;. 0

KOROLLAR 4.15. Sei Q) C C eine offene Menge. Dann gilt : die Polynome liegen dicht in
H(Q) (d.h. jedes [ € H(Y) kann gleichmdpig auf den kompakten Teilmengen von €0 durch
Polynome approzimiert werden) < C\ Q ist zusammenhdngend.

BEWEIS. Sei C \ Q zusammenhiingend. In H(C) liegen die Polynome dicht (Taylor’sche
Lehrsatz). Setze Qs = C, Q7 = Q und verwende 4.14: sei 2\ Q; = C\ Q = LU F, wobei
L kompakt und F' abgeschlossen in C ist, sowie L N F' = (). Wir zeigen, dann ist L = () :
dazu sei F = F'U {oo}; dann folgt FNL=0und C\ Q= FUL, wobei nun F # §. Da
beide Mengen F und L abgeschlossen sind, muss L = ), denn sonst bekiimen wir einen
Widerspruch zur Voraussetzung, dass C \ € zusammenhingend ist. Daher folgt nun aus

4.14, dass H(C) dicht in H(Q2) liegt.

Angenommen C\ Q ist nicht zusammenhingend. Es geniigt nunmehr zu zeigen, dass Bedin-
gung (b) aus 4.14 nicht erfiillt ist. Wir konnen jetzt C\ Q als Vereinigung L U F darstellen,
wobei L kompakt in C und F abgeschlossen in C ist, sowie oo € F, L # () und LN F=0.
Sei F' = F\ {co}. Dann ist F abgeschlossen in C und C\ Q = L U F, wobei LN F = 0.
Somit ist Bedingung (b) aus 4.14 nicht erfiillt. O

BEMERKUNG. Vergleiche genau die Aussagen von 4.10 und 4.15 !

BEISPIEL. Sei 2 = {z € C: —1 < ¥z < 1}. Dann ist C \ Q nicht zusammenhéngend, aber
C\ 2 ist zusammenhéngend.

BEMERKUNG (Klassische Version des Runge’schen Approximationssatzes). Sei K C € eine
kompakte Teilmenge von 2. Es gelte KQ = K. Dann léass t sich jede Funktion, die in einer
Umgebung von K holomorph ist, gleichméfig auf K durch rationale Funktionen approxi-
mieren, deren Polstellen aulerhalb von €2 liegen.
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4.4. Der Satz von Mittag—LefHer

Sei Q2 C C offen und (z;); eine diskrete Folge voneinander verschiedener Punkte in 2, weiters

seien
mj

Ap
fi)=) —
,; (z = z)F
Hauptteile in den Punkten z;.

Gesucht : f € M(Q), welches in den Punkten z; die vorgegebenen Hauptteile f; besitzt.
Ansatz : 377, f;. Konvergenz?

Wie werden ”konvergenzerzeugende Summanden” angeben, welche die vorgegebenen Haupt-
teile unveréndert lassen.

SATZ 4.16 (Satz von Mittag-—Leffler). * Sei Q C C offen und (z;); eine diskrete Folge von-
einander verschiedener Punkte in Q, weiters seien f; in einer Umgebung von z; meromorphe
Funktionen, j € N. Dann ezistiert ein f € M(Q), sodass f — f; in einer Umgebung von z;
holomorph ist, j € N, d.h. f — f; besitzt in z; eine hebbare Singularitdt. Man nennt f eine
Losung des Mittag—Leffler Problems.

BEWEIS. Nach 2.71 kénnen wir voraussetzen, dass
o Aw
i(2) = —0, jeN.
f](z) Z(Z—Zj>k, ]
k=1
Wir konstruieren u; € H(€2), sodass
F(z) =) (fi(2) = 4(2))
j=1
konvergent ist. Da u; € H(S2), sind dann die Hauptteile von f genau die vorgegebenen f;.
Dazu wihlen wir eine kompakte Ausschopfung (K;); von Q mit (K;) o = K; , j € N (siehe
4.12), wir konnen auch noch voraussetzen, dass z, ¢ K; ¥V k > j. Die Funktionen f; sind
holomorph in einer Umgebung von K, da z; ¢ K, weiters ist (K;) o = K;. Daher existieren
nach 4.9 u; € H(Q) mit .
’fJ(Z) — Uj(2)| <27 , Vze Kj.

Dann konvergiert
o

> (fi(2) = us(2))
j=k
gleichméfig auf Kj und ist holomorph im Innern von Kj, denn es gilt die Abschétzung

S Ifiz) —ui(z) <> 27 <00, Vz € Ky
j=k

j=k
und alle f; sind holomorph im Inneren von Ky, V j > k.

Ist nun K C €2 eine beliebige kompakte Teilmenge, so existiert ein £ € N mit K C K,
sodass dann fiir

E‘

-1

f(z) = (fi(2) —u(z +Zf] — u;(2))

1

.
I

3Mittag Leffler, Magnus Gosta (1846-1927)
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der zweite Summand gleichméBig auf K konvergiert. Also hat f die gewiinschten Eigen-
schaften. 0

BEISPIEL 4.17. Sei Q2 = C, und seien ag = 0, aj,as,--- € C voneinander verschiedene
Punkte mit lim,, . |a,| = oo.

Gesucht : f € M(C) mit einfachen Polen in den Punkten a, und Residuen ¢,, also mit
Hauptteilen ¢,/(z — a,,) in den Punkten a,, fir n =0,1,....

Seien €; > 0 mit > €; < oo. Die Reihe

1 1i(z)k
z—an_ Qp, a,
k=0

ist gleichméBig konvergent auf den kompakten Teilmengen von {z : |z| < |a,|}. Man wihle

nun /,, € N derart, dass
ln k
1 1 Z z €
Z—n Gy L= \an |en]

fur |z\§“12—”|undn:0,1,....

Sei nun
¢ - 1 I gk
_ 0 -
=23 (Lo i)

n=1 k=0

Da der Ausdruck in der runden Klammer dem Betrag nach < ¢, /|c,| fir |z| < |‘12—"| ist, folgt

feM(C).

Wir wahlen nun fir a, =k, k€ Zund ¢, =1, k € Z. In diesem Fall geniigt es, fiir [, = 0
zu setzen :

1 . I z < 2R
z—k k| |k(z—k)| T k2’
wenn |z| < Rund |k| > 2R, denn dann ist |z — k| > |k| —|z| > |k|— R > |k| — |k|/2 = |k|/2.
Also gilt die Abschéitzung

1 1 2R
Z (mﬁ‘%) < Z F<OO,

|k|>2R |k|>2R
fir |z] < R. Daher ist
1 1 1
=1 ¥ ()
keZ\{0}
meromorph auf C mit einfachen Polen in a;, = k € Z und Residuen ¢, =1, k € Z.

Wir sind nunmehr in der Lage, die inhomogene Cauchy—Riemann’sche Differentialgleichung
allgemeiner zu behandeln :

SATZ 4.18. Sei Q C C offen und f € C=(Q). Dann eistiert ein u € C*() mit % = f.
(vel. 4.7)
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BEWEIS. Sei (K;); eine kompakte Ausschépfung von Q mit (K;) o = K;. Wihle ¢, €
Cs°(2) mit ¢; = 1 in einer Umgebung von K; , j € N und setze ¢1 = 91, sowie ¢; =
Yy —j_1, V j > 1 Dann ist ¢; = 0 in einer Umgebung von K;_; , V j > 1. Weiters ist
nach Konstruktion

i(bj =1 auf .
=1

Es ist f¢; € C3°(2) und wir definieren f¢; = 0 auf C\ . Dann ist f¢; € C3°(C) , j € N
und nach 4.7 existiert u; € C*(C) mit
M= fos. JeN.

Da f¢; = 0 in einer Umgebung von K;_; , j > 1, ist u; holomorph in einer Umgebung
von K;_;. Nach 4.9 existieren v; € H(Q) mit |u; — v;| < 277 auf K;_; , j > 1. (v1 sel eine

beliebige holomorphe Funktion auf 2.)

Nun setzen wir
o0
= E (u]

=1

.

und bemerken, dass fiir jedes [ > 1

> (=)

j=l+1
aus Summanden besteht, die alle in einer Umgebung von K; holomorph sind und die Sum-
me nach Konstruktion gleichméfig auf K; konvergiert und somit eine im Innern von K;
holomorphe Funktion darstellt. Es folgt

= Z(UJ

konvergiert gleichméflig auf allen kompakten Teilmengen von €2, was auch fiir alle Ablei-
tungen von wu zutrifft. Daher gilt u € C*(€2) und wir kénnen in der folgenden Rechnung
Differentiation mit Summation vertauschen : auf ) gilt

ou it Ou, c%]
£—Z($— ) ijfZ@

j=1

O

Mit Hilfe des letzten Satzes konnen wir den Satz von Mittag—Leffler weitgehend verallge-
meinern, was von besonderer Bedeutung fiir die komplexe Analysis mehrerer Verdnderlicher
ist.

SATZ 4.19. Sei Q) = U;’il Q; eine offene Uberdeckung von Q. Weiters seien f; € M(Q;) , j €
N mit f; — fr € H(Y; N Q) fiir alle Paare (j,k), fir die Q; N Qy # 0. Dann ezistiert ein
feMQ) mit f—f € H(), ¥V jeN.

BEMERKUNG. Aus 4.19 folgt 4.16: ist (z;); eine diskrete Folge in €2 und sind f; meromorph
in einer Umgebung von z;, dann wihlen wir fiir Q; Umgebungen der z; mit zj, ¢ Q; , V k # j,
)y tiberdecke den Rest von 2. Wir kénnen auch noch voraussetzen, dass f; € H(2;\ {z;}).
Dann ist fi, — f; € H(; N Q). Somit folgt aus 4.19 die Existenz eines f € M() mit
f—f;i € H(Q;), was die Behauptung von 4.16 ergibt.
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SATZ 4.20. Sei ) = U(;; Q; eine offene Uberdeckung von Q. Weiters seien gj, € H(,;NQy)
mit gix = —gr; und gk + g+ gi; = 0 fir alle Tripel (3, k, 1), fir die Q;NQNQY # 0. (Man
nennt (g;i) einen Cozyklus .) Dann ezistieren g; € H(S);) mit gjx = gx — g; fir alle Paare
(7, k) mit Q; N Q. # 0. (Man sagt : die erste Kohomologiegruppe verschwindet.)

BEMERKUNG. Aus 4.20 folgt 4.19: ist f; € M(€Q;), so setzen wir g = fi — f; € H(Q; N
Q). Dann erfiillt (g;,) die Cozyklusbedingungen gi; = f; — fx = —(fx — fj) = —gjr und
Gk + 9 +g1; = fr — fi + fi — fe + fj — fi = 0. Also existieren nach 4.20 g; € H(£2;) mit
gik = gr — g5 auf Q, N Q;, d.h. fr, — f; = g — g; und daher f; — gr = f; — g; auf Q N Q;,
wobei fi — g € M(Qy) und f; — g; € M(€;). Daher ist durch den Ansatz f = f; — g; auf
2, eine auf ganz ) meromorphe Funktion definiert und es gilt f — f; = —g; € H(12;), also
folgt 4.19

BEWEIS VON SATZ 4.20. Sei (¢;); eine C®~ Zerlegung der Eins beziiglich der Uber-
deckung (£2;); von Q, es gilt also ¢; € C5°(Q;) und > 272, ¢; = 1 auf Q. Fiir fixes k € N

setzen wir
hie =Y igin,
J

wobei iiber alle j summiert wird, fiir die € N Q; # 0. Dann folgt aus den Cozyklusbedin-
gungen auf 2 N

hy — hy = Z ¢ (gjr — gj1) = Z ¢ (gjk + gi5) = Z¢jglk = Jik Z bj = Gu,
J J J J

nach Konstruktion der C*—Zerlegung (siche 4.3). Die Funktionen hy, erfiillen zwar schon die
Bedingung ¢;, = hy — hy, sind jedoch noch nicht holomorph. Mit Hilfe der inhomogenen
Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichung konstruieren wir jetzt einen Korrekturterm w,
sodass dann gp = hy + u holomorph auf €2 ist.
Da gy € H(2 N €Y), folgt

Ohr Oy

— = auf QlﬂQk

0z 0z
Also ist durch den Ansatz ¢ := %% auf ), , k € N, eine Funktion in C*°(£2) definiert. Nach
4.18 existiert nun ein u € C*(Q) mit 2% = —.

Sei nun g = hy + u. Dann ist g — g; = hyy + v — hy — u = g und
8gk . 8hk ou . 8hk . .
=z e YYo=l
also ist gr € H(Q). O

4.5. Der Weierstraf3’sche Produktsatz

DEFINITION 4.21. (1) Sei a,, € C\ {0} , n € N. Das Produkt [[’", a, ist konvergent, wenn
der limpy_ HnNzl a, existiert und ungleich Null ist.

(2) Sei (ay,), eine beliebige Folge in C. Das Produkt [ a, ist konvergent, wenn fast alle
a, # 0 und das Produkt

[e.9]

[«

n=1,a,7#0
im Sinne von (1) existiert. Ist mindestens ein a,, = 0, so wird [[7; a, Null gesetzt.
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BEMERKUNG. Ist []*7, a, konvergent, so ist lim, .. a, = 1; ist [[°2,(1 + u,) konvergent,
dann ist lim,,_,. u, = 0.

LEMMA 4.22. Seien u, # —1 , ¥V n € N. Wenn fir jedes n € N ein Wert von log(1 + u,)
gewdhlt werden kann, sodass . log(l+ u,) konvergiert, dann ist das Produkt [~ (1 +
uy,) konvergent.

BEwWEIS. Wie verwenden die Funktionalgleichung, sowie die Stetigkeit der Exponential-
funktion : aus der Konvergenz von )" log(1 + u,) folgt

N N N
]\}1_120 g(l + uy,) = A}l_lgogexp log(1 + u,) = ]\}1_{1(21)0 exp (Z log(1 + un)>

n=1

n=1
U
LEMMA 4.23. Sei Log der Hauptzweig des Logarithmus. Dann gilt :
> Log(1 + uy,) konvergiert absolut < Y > | u, konvergiert absolut.
BeweEis. Wir behaupten : fiir |u| < 1/2 gilt

|ul 3Ju|

— < |Log(1 < —

o< Log 4 u) < 200
daraus folgt die Aussage des Lemmas.
Fiir |u| < 1 gilt Log(1 +u) = u —u?/2 +u3/3 — +..., daher ist

Log(1
G )| TR SR YRS
u
M) = el <
— ul +ul®+...) = alu :
-2 1 — |ul
Ist nun |u| < 1/2, dann folgt
'1_ Log(1 + u) < 1
U -2
O

BEMERKUNG. Seien f, € H(U), n € N. Das Produkt [[ 2, (1+ f,) konvergiert absolut und
gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge K von U, wenn fiir jede kompakte Teilmenge
K von U ein ny € N existiert, sodass Zzozno Log(1 + f,) gleichméfig und absolut auf K
konvergiert. Die Grenzfunktion ist in diesem Fall wieder holomorph auf U (dies folgt aus
4.22 und 4.23).

LEMMA 4.24. Sei U C C offen und seien a,b in ein und derselben Zusammenhangskompo-

nente von C\ U. Dann existiert ein f € H(U) mit
z—a
exp(f(2)) = PR eU.

(d.h. es existiert ein holomorpher Logarithmus von z — (z —a)/(z — b) auf U)
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BEWEIS. Seien Gy , k € N, die Zusammenhangskomponenten von U. U ist dann die
Vereinigung der Gebiete Gj.
Wenn a, b in derselben Zusammenhangskomponente von C\ U liegen, so liegen a, b auch
in derselben Zusammenhangskomponente von C\ Gy , V k. Wir betrachten g(z) = 2=} auf
Gk. Um zu zeigen, dass ¢ einen holomorphen Logarithmus auf GGj besitzt, geniigt es nach
2.30, die Existenz einer Stammfunktion von ¢’'/g auf Gy nachzuweisen. Nach 2.8 geniigt es

dann, zu zeigen, dass
/
/ 9'(2) dz =0,
5 9(2)

fiir jeden geschlossenen Pfad v in Gy.

Nun ist
g(z) =z—b 1 z—a )\ _ 1 1
g(z2) z—a\z—-b (2-02%) z—a =z-0b

Lg’(Z) Olz:/7 dz _/v dzb = 27i(Ind, (a) — Ind, (b)).

und daher

g(2) z—a z—
a, b sind in derselben Zusammenhangskomponente von C \ G und daher auch in derselben
Zusammenhangskomponente von C\ v*. Nach 2.14 ist die Windungszahl lokal konstant und
somit Ind,(a) — Ind,(b) = 0.
Also existiert ein fi, € H(Gj) mit
—a

exp(fi(z) = —— -
Definiere nun f € H(U) durch f(z) = fe(z), z € Gy, k € N. O

ZGGk.

Wir konstruieren nun holomorphe Funktionen, die in vorgegebenen Punkten Nullstellen
vorgegebener Ordnung besitzen.

SATZ 4.25 (Weierstrafi’sche Produktsatz). Sei Q C C offen und (z;); eine diskrete Folge in
() voneinader verschiedener Punkte, seien fernern; € Z , j € N.

Dann ezistiert eine meromorphe Funktion f auf €, welche holomorph und # 0 ist ausge-
nommen in den Punkten z;, und f(2)(z — 2z;)™™ ist holomorph in einer Umgebung von z;
und dort auch # 0,V j € N.

(D.h. f hat in den Punkten z;, wo n; > 0, eine Nullstelle der Ordnung n; und in den
Punkten z;, wo n; <0, einen Pol der Ordnung n;.)

BEMERKUNG. Sei K C Q kompakt mit K = K. Dann gelten die folgenden Aussagen :

(1) V z € 09 existiert eine Umgebung U(z) von z und eine Zusammenhangskomponente U
von Q\ K mit UNU(z) # 0.

(2) Fiir jede Zusammenhangskomponente U von Q\ K existiert ein zp € 0Q mit UNU (zg) #
0, fiir jede Umgebung U(zg) von zp.

(Wiére dies nicht der Fall, so miiss te U relativ kompakt in 2 sein.)

BEWEIS VON SATZ 4.25. Der Ansatz ist hier durch ein Produkt gegeben

I(-2)

J

wobei wir konvergenzerzeugende Faktoren konstruieren werden, die auf €2 nicht verschwin-
den.
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Sei (K); eine kompakte Ausschopfung von Q mit (K;) g = K; , j € N
Wir werden nun sukzessive rationale Funktionen f; wihlen, welche in K die vorgeschriebe-
nen Nullstellen bzw. Pole besitzen, sowie Funktionen g; € H(f2), sodass

(4.6) A }“ exp(g;) — 1| < ¢
j
auf K, wobei ¢; >0 ,j € Nund > 72 € < oc.
Angenommen fi,..., f; und gi,...,g;-1 sind schon mit den erforderlichen Bedingungen

gewahlt : sei

h(z) =]z = =2)™
fiir endlich viele z, € {z; : j € N} und m, € {n; : j € N} eine rationale Funktion mit den
vorgeschriebenen Null- und Polstellen in Kj;.; (das sind endlich viele). Dann koénnen wir
fiir

nz) _ c z—w,)™
(4.7) ek V];[} v)

schreiben, wobei ¢ € C, ¢ # 0, M C N eine endliche Menge ist, w, € K7 und w, € {z:
jeEN}, ve M.

Da keine Zusammenhangskomponente von €2\ K; relativ kompakt in € ist, folgt aus der
Bemerkung vor dem Beweis: fiir jedes v € M kann ein w!, € K7, gewidhlt werden, welches in
derselben Zusammenhangskomponente von Q \ K; liegt wie w,. (Begriindung: jede Zusam-
menhangskomponente von 2\ K; hat Punkte in der Néhe von 0f2. Ist nun w, in einer solchen
Zusammenhangskomponente, so kommt diese in die Ndhe von 02, dort ist nun aber auch
eine Zusammenhangskomponente von  \ K41 und in dieser Zusammenhangskomponente
von Q \ K41 wihlen wir w),.)

Setze nun
fia(2) = h(z) T (= w)) .
veM
Dann ist f;;1 rational und hat in K, die vorgeschriebenen Null- und Polstellen, und es

gilt nach (4.7)
fin(2) _ h(2) ) — g z—w,\"™
e Memwm eIl (=)

veM veM

Die letzte Funktion ist holomorph in einer Umgebung von K, die Punkte w,,w),, liegen in
ein und derselben Zusammenhangskomponente von 2\ K; und daher existiert nach 4.24 ein

holomorpher Logarithmus von
Z— W, v
(=)

veM v
in einer Umgebung von K;. Wir setzen

plonte) = (Z22) L ven

z—w),

und schreiben
Z — W,

2R
v

6u(z) = my gy

sowie
Z —w,

log(f;41(2)/f3(2)) =loge + Y m, log,) — %,

veM v




4.5. DER WEIERSTRASS’SCHE PRODUKTSATZ 111

diese Funktion ist holomorph in einer Umgebung von K, und daher existiert nach 4.9 ein
g; € H(Q) mit

[ log(fj+1/f;) + g5 <log(1 +¢;)
auf K;. Durch Anwendung der Exponentialfunktion auf die obige Ungleichung erhalten wir
(4.6).

Sei nun

N 00
f=m fyi rllexp(gj) = fi 1_[1[(fj+1/fj) exp(g;)]-
J= J=
Nach 4.23 konvergiert [[72,[(fj+1/f;) exp(g;)] gleichméBig auf K; gegen eine im Innern von
K; holomorphe Funktion, die dort auch nicht verschwindet, der Faktor
-1
A 1151/ £7) exp(g))]
j=1

hat die geforderten Null- und Polstellen in K;. O

BEMERKUNG 4.26. [Klassische Version des Weierstral’schen Produktsatz|

Sei @ =Cund 0 = |ag| < |a1| < ..., limj o |aj| =00, n; € N.

Gesucht ist eine ganze Funktion uw mit den a; als Nullstellen der Ordnung n; , j € N.
Dazu losen wir zunéchst das Mittag-Leffler-Problem fiir die Hauptteile n;/(z — a;) und
erhalten ein A € M(C) mit Polen in a; und entsprechenden Hauptteilen n;/(z —a;) , j € N.
Nach 4.17 hat h die Gestalt

h(z) :zznj Z_laj +i§: (%)k :Zj;hj(z),

a,
J k=0

dabei sind die Indizes k; so gewahlt, dass die Reihe gleichméBig auf kompakten Teilmengen
konvergiert, die keine Pole enthalten.

Sel nun
( ) (1 Z> kj 1 (Z>k+1
u;i(z) = — — Jex — | =
J CLj P 0 k’—f-]_ aj

Eine einfache Rechnung zeigt v’ /u; = h;. Wir setzen dann

u(z) = 2" HUJ(Z)

Sei R > 0 beliebig und jy so groB , dass |a;| > R fiir j > jo. Dann hat u; keine Nullstelle
in Dg(0) fiir j > jo und fir z € Dg(0) sei

u;(€)
Es folgt exp(v;) = u; (siche 2.31 ) und
Z v = Z log u;.
J2jo J=jo
Da nach Konstruktion die Summe )
fiir 3,5, v; und daher auch fiir 3

i>jo I gleichméBig auf Dg(0) konvergiert, gilt dasselbe

7o 108 -
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Nach 4.22 folgt jetzt auch die gleichméafiige Konvergenz von [[.-. u; auf Dg(0).

Also ist

J=>jo

u(z) = 2" Hu](z)
j=1
die gesuchte ganze Funktion.

BEISPIELE.

00 2
sinmz :WZH (1 — Z—2> ,
J

J=1

COS T2 = H <1 — i) e/,
a;

jez
wobel a; = j+1/2, j € Z.

4.6. Einige Anwendungen der Sitze von Mittag—Lefller und Weierstrafl

SATz 4.27 (Interpolation). Sei Q C C offen und (a;); eine diskrete Folge in € voneinander
verschiedener Punkte und sei (b;); eine beliebige Folge komplexer Zahlen. Dann existiert ein

f € H(Q) mit f(aj) =0b; , j €N.

BEWEIS. Nach 4.25 existiert ein ¢ € H(£2) mit g(a;) = 0,5 € N, wobei alle Nullstelle
die Ordnung 1 haben, also ¢'(a;) # 0. Nun l6sen wir das Mittag-Leffler— Problem fiir die
Hauptteile

b;
g'(a;) z—a;
Die Losung sei h € H(Q\ {a; : j € N}). Wir setzen nun f = gh, dann ist zunéchst
feHQ\ {a;: j € N}) und in den Punkten a; gilt

, jeN.

f(ay) = lim g(z)h(z) = tim |22 79@G) (o apen] = gay) 2

z—aj z2—a; Z—aj g (CL]‘)

J

also hat f in den Punkten a; hebbare Singularitéten. O

SaTz 4.28. Sei Q) C C offen und h € M(QQ). Dann existieren f,g € H(Q) mit h = f/g auf
Q. (vgl. 2.71)

BEWEIS. Seien (a;); die Pole von h mit den Ordnungen n;. Nach 4.25 existiert ein
g € H(2) mit Nullstellen der Ordnung n; in den Punkten a;. Definiere nun f := hg. Dann
ist f € H(Q) und h = f/g. O

SATz 4.29. Sei G C C ein Gebiet. Dann existiert ein f € H(G), sodass jeder Randpunkt
von G singuldr fir f ist (d.h. f liss t sich entlang keines Weges vom Innern von G zum
Rand von G analytisch fortsetzen).
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BEWEIS. Wir werden eine Folge (a;); konstruieren, welche sich in der Nihe jedes Rand-
punktes von 0G hauft und verwenden anschlieBend den Satz von Weierstral , um eine
Funktion f € H(G) zu finden mit f # 0 und f(a;) = 0, j € N. Dieses f hat dann die
gewiinschte Eigenschaft.

Dazu konstruieren wir zunéchst eine Folge von offenen Kreisen (D,,),, mit folgenden Eigen-
schaften : D, C G; (D,), ist lokal endlich (d.h. jede kompakte Teilmenge von G hat nur
mit endlich vielen D,, nichtleeren Durchschnitt); | J 2, D,, = G; die Radien r,, der D,, gechen
bei n — 0o gegen Null.

Sei (K,), eine kompakte Ausschopfung von G. Wir wéhlen die Kreise D,, nun wie folgt :
Kl CD1U Ul)n1 und

Kyt \K, C Dy, U---UD
weiters D, N K, = 0 firn > 1+ np+1 und der Radius von D, sei < 1/p fir n, < n <

Np+17

np+1 , p € N. Die Existenz solcher Kreise folgt aus der Tatsache, dass die Mengen K, \ K,
kompakt sind.

Sei a; € D; mit a; # ay, fiir j # k. Die Folge (a;); hat keinen Haufungspunkt in G, da (D,,),,
lokal endlich ist. Daher existiert nach 4.25 ein f € H(G) mit f(a;) =0, j € N, aber f # 0
sonst.

Wir behaupten nun, dieses f hat die gewiinschten Eigenschaften.

Angenommen es gibt einen Punkt a € G sowie einen Pfad 7 : [0, 1] — G mit v([0,1)) C G
und ¥(1) = a, sodass ein F' € H(D,(a)), p > 0, existiert, das durch analytische Fortsetzung
von f langs v entstanden ist.

Dann gibt es ein € > 0 mit y(t) € D,(a) fir 1 —e < ¢t < 1. Sei U die Zusammenhangs-
komponente von G' N D,(a), welche die Menge {v(t) : 1 —e < t < 1} enthélt. Es gilt
F|y; = fly- Sei nun D' = D,5(a). Dann ist nach Konstruktion D' NU C J,2, D,, aber
DnU ¢ U, D,, VN € N. Also existiert eine Folge (k)r natiirlicher Zahlen mit
D, N(D'NU) 7é (), wir konnen hier sogar voraussetzen (durch Ubergang zu einer weiteren
Teilfolge), dass die Radien der D,, alle < p/8 sind. Dann gilt D,,, C D,(a) NG , V k und

D,,, NU # . Nun ist aber U eine Zusammenhangskomponente und D, zUlsaummenhé’ungend7
also muss D,, C U, V k. Daaber F|, = f|,, ist nun auch F(a,,) =0, V k. Es gilt

Qny, € Dy, € Ds,ia(a) CC Dy(a).

Somit hat F' unendlich viele Nullstellen in einer relativ kompakten Teilmenge von D,(a),
also existiert ein Hiufungspunkt von Nullstellen von F' in D,(a) und daher ist nach 2.27
F =0 auf D,(a). Es folgt f =0 auf U und wieder nach 2.27 f = 0 auf G im Widerspruch
zur Konstruktion von f. U

BEMERKUNG. Fiir holomorphe Funktionen auf C? ist die Situation vollig verschieden : sei
2]l = (Jz1[* + [22[*)"/? und

G={z=(z1,22): 1/2 < ||z]| < 1}.
Dann ist G ein Gebiet im C? mit folgender Eigenschaft : fiir jedes f € H(G) existiert ein
FeHU), U={z=(z1,2): |z <1}, mit F|, = f|;-
Gebiete im C™, fiir die Funktionen mit den Eigenschaften aus Satz 4.29 existieren, heiflen

Holomorphiegebiete. Satz 4.29 besagt also, dass jedes Gebiet in C ein Holomorphiegebiet
ist. Siehe [26] oder [18].
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4.7. Normale Familien

DEFINITION 4.30. Sei © C C ein Gebiet und F eine Familie von Funktionen in H(€2). Die
Familie F heifit normal in €2, wenn jede Folge von Elementen aus F eine auf den kompakten
Teilmengen von €2 gleichméfig konvergente Teilfolge besitzt.

Eine Familie F heifit beschrinkt auf €2, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C 2 eine
Konstante M (K') > 0 existiert mit

sup |f(2)] < M(K) , V f e F.

zeK
SATZ 4.31 (Satz von Montel). * Sei Q C C ein Gebiet. Jede beschrinkte Familie ist normal.

BEWEIS. Sei (K,), eine kompakte Ausschépfung von . Dann existieren 9, > 0 mit
Dy, (2) € Kpi , V2 € K, , n € N. Seien 22" e K, mit |2/ — 2"| < §,, ferner sei
Y(t) = 2"+ 26,e*™ | t € [0,1]. Dann gilt fiir ein beliebiges f € F

: S S A I(9) 1 [ fQ)
f&) = f(z )_Q_MLde_Q_mfymdg
_ 1 (' = 2")f(Q)
(4.8) _Q_M/W(C—Z’)(C—Z”)dc'
Ist ¢ € v*, soist | — 2/| = 2§, und |¢ — 2"| > d,,. Nach Voraussetzung gilt
sup | f(2)| < M(Kni) , V f€F,

z€Kp41

und daher folgt aus (4.8)

1 1 M(Kpu)
20, 0, On
dies gilt fiir 2/, 2" € K, mit |2 — 2| < ¢, und fiir jedes f € F.

Damit haben wir gezeigt, dass F auf K, gleichgradig stetig ist, d.h. Ve >0 3¢ > 0 mit
1f(z)— f(z")] <€,V feF , wenn 2/, 2" € K, und |2/ — 2| < 0.
Wihle bei vorgegebenem € > 0 fiir

@9) )~ [ < godnbule! — 2| M(K,)

’2/ o Z”|

€ 0y,

§=—
M(Kn-I—l)

dann folgt aus (4.9)

/ " M(KH-H) / " € 571 M(KH-H) o
1) = 1) < 5 | = ) <« e 2] -

Damit ist der analytische Teil des Beweises abgeschlossen. Der Rest besteht aus dem Satz
von Arzela—Ascoli :

Sei (fm)m eine Folge in F. Wéhle eine abzéhlbare Teilmenge E = {w; : j € N} C Q, sodass
ENK, dicht in K, liegt, ¥ n € N. Da F beschréinkt ist, ist die Folge (f,,(w1))m beschriankt
in C, und daher existiert eine Teilfolge (f,,.1) von (f,), welche in w; konvergent ist. Nun ist
wieder (fy,1(w2)) eine beschrankte Folge in C und somit existiert eine Teilfolge (f,,2) der
Folge (fm1), welche in wy konvergent ist. Auf diese Art erhalten wir Folgen (f,, ), welche
in w; konvergent sind und selbst Teilfolgen von (f, ;—1) sind, fir j =2,3,....

“Montel, Paul (1876-1927)
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Also ist die Diagonalfolge (fi,m)m in allen Punkten von E konvergent, wir behaupten sie
ist sogar gleichméfig konvergent auf allen kompakten Teilmengen von €2. Dazu geniigt es ,
die gleichméfige Konvergenz auf K,, , n € N, nachzuweisen.

Sei K, fix, e > 0. Wahle 6 > 0 wie im ersten Teil des Beweises. Da K,, kompakt ist, existieren
21,52 € K N E mit K, C Uj_, Ds(2;). Weiters existiert ein N > 0, sodass

|frr(zj) = fss(z)| <€, j=1,....,p; r,s >N
(sieche Konstruktion der Diagonalfolge.)
Fiir jedes z € K, gibt es ein z; € E (1 < j < p) mit |z — z;| < § und wir erhalten

’fr,r(z) - fS,S(Z)‘ < ’fr,r(z) - fm*(zj)’ + |fr,7"<zj) - f8,8<zj)‘ + |f8,8(zj) - fS,S(Z)’ < 357

V z € K, und r,s > N, wobei wir im ersten und dritten Term die gleichgradige Stetigkeit
verwendet haben. Somit ist (fy,m)m eine gleichméBige Cauchyfolge auf K,,, die nach 2.43
gleichméfig auf K, konvergiert. O

4.8. Der Riemann’sche Abbildungssatz

Mit Hilfe des Satzes von Montel werden wir nun die Existenz einer biholomorphen Abbildung
¢ : 2 — D;(0) beweisen, wobei 2 C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist.

LEMMA 4.32 (Schwarz’sche Lemma). °

Sei f € H(D1(0)) und sup,ep, o) |f(2)] < 1, sowie f(0) = 0. Dann gilt :

() [f(2)| < 2], ¥V 2 € Di(0);

(b) [F(0)] < 1.

Wenn in (a) fir ein z € Dy(0) \ {0} Gleichheit herrscht, oder wenn in (b) Gleichheit
herrscht, dann gilt f(z) = Az fir ein A € C mit |A| = 1.

BEWEIS. Sei g(z) = f(2)/z, z € D1(0) \ {0}. Da f(0) = 0 hat g in 0 eine hebbare
Singularitit (siche 2.33), und es gilt

&) =10) )

i 1
7(0) =t TEZIO T )
Weiters ist fir jedes € > 0 und z € D;_.(0)
/() 1
< = — <
l9(2)] = zerl‘r)lﬁi((o) l9(2)] zear?)?i(O) z | T 1—¢€

wobei wir das Maximumprinzip verwendet haben. Da € > 0 beliebig war, folgt |g(2)] <
1,V ze Di(0), und daher |f(2)] <|z|, ¥ z € D1(0). Weiters ist | f'(0)| = |g(0)| < 1.
Wenn ein zo € D;(0) \ {0} existiert mit |f(z0)| = |20|, dann folgt |g(20)] = 1 und wieder
nach dem Maximiumprinzip ¢g(z) = A, wobei A eine Konstante ist mit |A| = 1.

Ist |f'(0)| = 1, dann ist |g(0)] = 1 und das Maximumprinzip liefert wieder dieselbe Aussage
wie vorhin. 4

Schwarz, Hermann Amandus (1843-1921)
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SATZ 4.33. Sei o € Dy(0) und

Z—

balz) = =, 2 € Dy (0).

Dann gilt : ¢, bildet T bijektiv auf T ab. Weiters ist ¢o(D1(0)) = D1(0) , ¢ ist injektiv
auf D1(0) und ¢o(a) = 0. Die Inverse von ¢, ist ¢p_,. Ferner ist ¢/ (0) = 1 — |a|* und
Pole) =1/(1 = |af?).

BEMERKUNG. Jeder holomorphe Automorphismus des Einheitskreises ist von der Gestalt
Ao, wobei A € C eine Konstante ist mit [A| = 1 und o € D;(0). Dies folgt aus einer
Anwendung des Schwarz’schen Lemmas (siche Ubungen).

BEWEIS VON 4.33. ¢, ist holomorph bis auf einen Pol im Punkt 1/& ¢ D;(0). Ferner
gilt

Ta T z—at(l-aza  z—|af’z
_ l-az — = =
9-a(da(2)) = l+a == 1l-az+az-ax 1 —|af? -

also ist ¢, injektiv auf D;(0) und hat ¢_, als Inverse.
Sei 29 € T, z = e, t € R. Dann gilt

[ba(e™)] =

daher ist ¢, (T) C T und auch ¢_,(T) C T, also ist ¢,(T) =T.

Aus dem Maximumprinzip folgt nun ¢,(D1(0)) € D;(0) desgleichen ¢_,(D;(0)) € D;(0)
und daher ¢,(D;(0)) = D;(0). Die Aussagen iiber die Ableitung von ¢, rechnet man leicht
nach. U

eit_a eit_a

=1,

et — o

1 — et

SATZ 4.34 (Riemann’sche Abbildungssatz). Sei ) ; C ein einfach zusammenhdngendes
Gebiet. Dann existiert eine biholomorphe Abbildung h : Q@ — D;(0), also h € H(Q)) und
hte H(Dl(O))

BEWEIS. Da Q # C, existiert ein wg € C , wy ¢ €. Sei
E={¢Y e H(Q) : ¢ : Q@ — D;(0) injektiv }.
Wir zeigen : 34 ¢ € 3, das auch surjektiv ist.

(2) S#0:

Sei f(z) = z—wy. Dann ist f(z) # 0, V z € Q und die Funktion z — f'(2)/f(2) = 1/(z—wy)
ist holomorph auf €. Da 2 einfach zusammenhéngend ist, folgt nach 2.63

!/
/ ') 0 o
+ f(2)
fiir jeden geschlossenen Pfad 7 in Q. Nach 2.8 besitzt f’'/f eine Stammfunktion auf  und
nach 2.30 besitzt dann f eine holomorphe Wurzel ¢ auf 0, d.h. ¢*(2) = z —wp , V 2z € Q.
¢ ist injektiv : ist ¢(21) = @(22), so ist auch ¢*(21) = ¢?(z2) und daher z; — wy = 23 — wy,
also z; = 29.
¢ ist nicht konstant und daher nach 2.47 offen. Weiters ist ¢ # 0 auf Q. Ist 2y €  und
®(20) = a # 0, so existiert ein r > 0 mit 0 < r < |a|, sodass D,(a) C ().
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Wir definieren nun ¢(z) = r/(¢(z) + a) , z € Q. Angenommen ¢(z) = —a fiir ein z € Q,
dann ist ¢*(z) = a® = ¢*(2) und daher z = z; Widerspruch! Somit ist ¥ € H(Q). ¢ ist
injektiv, da ¢ injektiv ist.

Weiters gilt : D,.(—a) N ¢(Q) = . (Angenommen : 3¢ € () mit | + a] < r, dann
J 2z € Qmit ¢(z1) = ¢ und |P(z1) + a| < r, also ist auch | — ¢(z1) — a| < r und damit
—¢(z1) € D,(a) C ¢(Q2). Es gibt jedoch keine zwei Punkte 21,29 € Q mit ¢(z1) = —o(22).
Widerspruch!)

Daraus folgt |¢(z) +a| > 7, V 2z € Q und daher

()] = —— "1 veeQ,

() +al "
hiermit ist ¢ € >.

Bem.: ist 1) € ¥ und ¢({y) = «, dann ist auch ¢, 01 € ¥ (siehe 4.33) und es gilt ¢, (¥ (o)) =
do(a) = 0, also gibt es in ¥ auch Funktionen, die eine Nullstelle in einem vorgegebenen
Punkt (y € 2 besitzen.

(b) Sei 2 € 2 fix und
Yo={v € H(Q) : ¢(20) =0, ¥:Q — D;(0) injektiv }.
Sei ¢ € ¥ und ¥(2) # D1(0). Dann existiert ein ¢ € 3o mit 1] (z0)] > [¢'(20)].

Sei ¢ € 3 und « € Dy(0) mit a ¢ (). Sei ¢, wie in 4.33. Dann ist ¢, 07 € 3 und weil
¢o nur an der Stelle z = « verschwindet, hat ¢, o 1) keine Nullstelle in 2. Wie in (a) zeigt
man nun, es existiert ein g € H(Q) mit g*> = ¢, 0 1. g ist dann wieder injektiv, also g € 3.
Sei = g(zp) und 1 = ¢g o g. Dann ist 1y € X, da 11(20) = ¢5(9(20)) = ¢p(3) = 0. Setzt

man fiir w? = s(w), dann folgt

Y =6 qos0g=0 n0s06 goty = F oy,
wobei wir F' = ¢_, 0 s 0 ¢_g gesetzt haben. Nach der Kettenregel ist

U (20) = F'(1(20)) ¥ (20) = F"(0)1)5(20).
Fiir F gilt : F(D1(0)) € D1(0) und F(0) = F(¢1(20)) = ¥(z9) = 0, weiters ist F' nach
Definition nicht injektiv (wegen der Funktion s). Somit ist nach 4.32 |F’'(0)] < 1 und es
folgt [1'(20)| < [¥1(z0)]- Also folgt (b).
Bem.: es gilt auch ¢'(29) # 0, da v injektiv ist (siehe 2.51).

(c) Sei 2z € Q fix und n = sup{|¢'(20)| : ¥ € Lp}. Dann existiert ein h € ¥ mit n = |h'(2)].
Jedes solche h ist nach (b) auch surjektiv. Es bleibt also nur noch die Existenz von h zu
zeigen :

Die Familie ¥ ist wegen |¢(2)] <1,V z € Q ,V ¢ € ¥ beschrinkt und daher nach 4.30
normal.

Es existiert eine Folge (1,,), in ¥y mit

Tim [ (z0)] = .

Also gibt es eine Teilfolge, die wir wieder mit (¢,,), bezeichnen und die gleichméfig auf allen
kompakten Teilmengen von 2 gegen ein h € H(S2) konvergiert, weiters ist |h'(z0)| = 1. Nun
ist > 0 und daher ist A nicht konstant. Damit ist h eine offene Abbildung, insbesondere
ist h(92) offen. Da ¢,(©2) € D1(0) , V n € N, ist A(Q) C D;(0) und sogar h(2) C D;(0),
weil h(2) offen ist.

Noch zu zeigen : h ist injektiv . Seien z1, 29 € 0 | 21 # 2z5.



118 4. KONSTRUKTION UND APPROXIMATION HOLOMORPHER FUNKTIONEN

Sei a = h(z;) und o, = ¥, (21). Aus dem Identitdtssatz 2.27 folgt : es gibt eine Kreisscheibe
D C Q mit Mittelpunkt z,, sodass z; ¢ D und h — a auf D keine Nullstelle besitzt. Da
¥, — ap, auf D gleichmifig gegen gegen h — a strebt, gilt

n = o — (h—a)| < |h — o
auf 0D, wenn nur n geniigend grof} ist. Weil alle v, injektiv sind, hat v, — «,, in D keine
Nullstelle. Aus 2.77. folgt daher nun : die Anzahl der Nullstellen von v, — v, in D ist gleich
der Anzahl der Nullstellen von A — «v in D. Also hat h — « in D keine Nullstelle und es ist

KOROLLAR 4.35. Sei §2 ; C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, zy € ). Dann existiert
eine biholomorphe Abbildung g : @ — D1(0) mit g(z0) = 0 und ¢'(2o) reell, sowie g'(z) > 0.
g ist durch die obigen Eigenschaften eindeutig bestimmt.

BEwEIS. Die Existenz von g folgt sofort aus dem Beweis von 4.34, durch Multiplikation
mit einem geeigneten A € C , |A\| = 1 kann man ¢'(zp) > 0 erreichen.
Eindeutigkeit : sei h eine andere derartige Funktion.
Definiere ¢ = ho g~' : D;(0) — D;(0). Dann ist ¢(0) = h(g~'(0)) = h(z9) = 0. Also ist
nach 4.32

6(2)] <2l , ¥ 2z € D1(0).
Sei z = g(w). Dann ist [h(g7!(g(w)))| < |g(w)| also |h(w)| < |g(w)|. Durch Vertauschen der
Rollen von g und h erhélt man |g(w)| < |h(w)|. Somit ist |h(w)| = |g(w)| , Vw € D;(0) =
|p(2)| = |z| auf D;(0) und wieder nach 4.32. ¢(z) = Az fiir ein A € C mit [\ = 1.
Weiters ist {
¢'(0) =1 (g7'(0)) (97)'(0) = h'(0) FTEn R

Da ¢/(z) = A, folgt schlieBlich A = 1, sowie ¢(z) = z auf D;(0) und daher h = g. O

BEMERKUNG. Eine holomorphe Funktion f : D;(0) — C heifit schlicht, wenn f injektiv
ist und f’(0) = 1 sowie f(0) = 0. Die Taylorentwicklung einer schlichten Funktion f hat die
Gestalt

f(2)=2+a2* +azz® + ...
Bieberbach’sche Vermutung (1914) : |a,| < n , V n € N. Bieberbach® selbst hat gezeigt,
dass |ag] < 2 ist; K. Lowner spéter |az| < 3 und |ay| < 4.
1984 hat Louis De Branges die Bieberbach’sche Vermutung bewiesen.

BEISPIEL 4.36. Sei H = {z : 3z > 0} die obere Halbebene. Die Funktionen
h(z) = eitz—_z, ,teR
z+i
sind biholomorph Abbildungen der oberen Halbebene auf D;(0) mit h(i) = 0.

Der Beweis des Riemann’schen Abbildungssatzes ist nicht konstruktiv. Im allgemeinen
ist es meist unmoglich, konkrete Formeln fiir biholomorphe Abbildungen einfach zusam-
menhéngender Gebiete auf den Einheitskreis anzugeben und man muss sich mit N&he-
rungsmethoden zufrieden geben.

Bieberbach, Ludwig Moses (1886-1982)
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4.9. Charakterisierung einfach zusammenhingender Gebiete

SATZ 4.37. Sei 0 C C ein Gebiet.

Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent :

(a) Q ist homdomorph zu D1(0) (d.h. es gibt eine bijektive in beiden Richtungen stetige
Abbildung ¢ : Q@ — D1(0));

(b) Q ist einfach zusammenhdngend;

(¢) Ind,(a) = 0 fiir jeden geschlossenen Pfad «y in Q und fiir jedes o € C \ §;

(d) C\ Q ist zusammenhingend;

(e) Jedes f € H(Q) kann durch Polynome gleichmdfiig auf den kompakten Teilmengen
approzimiert werden, d.h. fir jede kompakte Teilmenge K C Q) und fiir jedes € > 0 existiert
ein Polynom P mit |f — P|x < €

(f) ¥ f € H(Q) und fir jeden geschlossenen Pfad ~ in 0 gilt :

/7 f(2)dz = 0

(9)V feH(Q) IF €H(Q) mit F' = f, [ besitzt eine Stammfunktion auf Q;

(b)Y f e H(Q) mit f(2)#0,V ze€Q existiert ein g € H(2) mit e9 = f, es existiert ein
holomorpher Logarithmus von f;

(i))V feH(Q) mit f(z)#0,V z€Q existiert ein h € H(Y) mit h* = f, es existiert eine
holomorphe Wurzel von f.

BEWEIS. (a) = (b) : Sei ¢ : @ — D;(0) ein Homéomorphismus und v eine geschlossene
Kurve in €. Dann definieren wir

H(s,t) = ¢~ (to(y(s))) , 8156[0 1].
H :[0,1] x [0,1] — € ist stetig und es gilt H(s,0) = ¢~*(0) , s € [0,1] ist konstant und
H(s,1) =~(s), s €[0,1], weiters ist H(0,t) = H(I, ) t €10, 1] Also ist v nullhomotop
und €2 einfach zusammenhéngend.
(b) = (c) : Satz 2.62
(c) = (d) : Angenommen C \ Q ist nicht zusammenhéngend, dann gibt es zwei nichtleere,
disjunkte, abgeschlossene Teilmengen H, K von C mit H UK = C\ Q. Ist co € H, dann ist
K kompakt in C. Setzen wir W = C\ H, dann ist W = QU K. Nach 2.66 existiert nun ein
Zyklus I'in W\ K = Q mit Indr(a) =1, V a € K, was einen Widerspruch zu (c) ergibt.
(d) = (e) : Korollar 4.15

(e) = (f) : Sei f € H(), v ein geschlossener Pfad in 2, sowie (p,,), eine Folge von Polyno-
men, die gleichméafig auf v* gegen f konvergieren. Polynome besitzen stets Stammfunktio-
nen, daher ist

/pn(z)dz:(), VneN,
v

[ feras =
(f) = (g) : Satz 2.8

(g) = (h) : Ist f € H(Q) und f(z) # 0 auf , dann ist f'/f € H(Q) und besitzt eine
Stammfunktion, nun verwende 2.30
(h) = (i) : trivial.

und daher auch
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(i) = (a) : Ist @ = C, dann vermittelt
2
Z) =
Y2 =157
den gewiischten Hom6éomorphismus von C nach D;(0).
Sei Q2 # C. Im Beweis von 4.34 wird lediglich die Aussage von (i) verwendet, also folgt schon
aus (i) die Existenz einer biholomorphen Abbildung ¢ : Q2 — D;(0). O

, 2€C

BEMERKUNG. Die Bedeutung des letzten Satzes liegt darin, dass der topologische Begriff
des einfachen Zusammenhanges durch Eigenschaften holomorpher Funktionen charakteri-
siert wird.

4.10. Ubungen

87) Sei Q ={z:|z] <1lund |2z —1| > 1} und f € H(Q).

(1) Existiert eine Folge von Polynomen P, derart, dass P, — [ gleichméfiig auf den
kompakten Teilmengen von €27

(2) Existiert eine solche Folge, welche gleichméfig auf Q gegen f konvergiert 7

(3) Andert sich die Antwort auf (2), wenn vorausgesetzt wird, dass f holomorph in einer
offenen Menge ist, welche den Abschluss von 2 enthélt ?

88) Eine Teilmenge M C R? heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten in M auch die gesamte
Verbindungsstrecke zwischen den Punkten in M liegt.

Man beweise, fiquivalent dazu ist die Bedingung : fiir jeden Punkt (x¢,y) € R?\ M existiert
eine Gerade g = {(z,y) € R? : [((z,y)) = ax+by+c = 0} mit (29, y0) € gund M C {(z,y) €
R?: I((x,y)) < 0}. (Trennungseigenschaft)

89) Die konvexe Hiille K von K ist die kleinste konvexe Menge, welche K enthélt. Man
zeige, dass
K={zeC:|e*| <suple™| ,VaecCl
weK
90) Essei U = {z : |2] < 1}, V={{2: 0 < |z] < 1}, K = {2 : |z| < 1/2} und
L = {z : |z| = 1/2}. Man bestimme : Ky, K¢, Ly, Ly und Le. Welche Konsequenzen
ergeben sich daraus fiir den Runge’schen Approximationssatz?

91) Man beweise: ein Gebiet G in C ist genau dann einfach zusammenhéngend, wenn fiir
jede kompakte Teilmenge K von G gilt: Ko = K.

92) Sei Q ein Gebiet in C und (ay)gen eine diskrete Folge in €, Py(z) sei der Hauptteil
einer in einer Umgebung von a; meromorphen Funktion, ferner Dy eine Folge disjunkter
Kreisscheiben um ay, k € N und ¢y, € C§°(Dy). Man setze

u=>_ P
k=1

und korrigiere u mittels einer Losung einer passenden inhomogenen Cauchy—Riemann’schen
Differentialgleichung zu einer auf Q \ {a;. : £ € N} holomorphen Losung des Mittag—Leffler
Problems.

93) Wo konvergieren die folgenden unendlichen Produkte absolut :
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ﬁ(l —2"); ECOS z/n; ijl Sirzl;in;
= 1 it n
}"[1(1—;); H(HZ? ) ?

94) Man konstruiere eine meromorphe Funktion mit Polen in den Punkten z;, = ik?, k € N
und dazugehorigen Hauptteilen

——, ke N.
a2 NS
95) Man finde die sogenannten Partialbruchreihen fiir die Funktionen
1 1 1
= = h ==
fle) = —— 9(z) = ——, hz) = 7——,

d.h. man stelle die obigen Funktionen als Summen ihrer Hauptteile dar, wobei unter Umsténden
auf konvergenzerzeugende Summanden im Sinne des Satzes von Mittag—Lefller zu achten
ist.

96) Man zeige : jeder holomorphe Automorphismus ¢ des Einheitskreises ist von der Gestalt

z—q
=A
o) = A L2
wobei @ € D;(0) und A € C eine Konstante mit |[A| = 1 ist. Hinweis : verwende das

Schwarz’sche Lemma.






KAPITEL 5

Harmonische Funktionen

5.1. Definition und wichtige Eigenschaften

DEFINITION 5.1. Sei G’ C R? ein Gebiet und u : G — R eine im reellen Sinne zweimal stetig
differenzierbare Funktion. u heifit harmonisch auf G, wenn Au = 0 auf G. (A = 88—;2 + 88—;

82
oder A = 45"—)

BEISPIEL 5.2. (a) Lineare Polynome sind immer harmonisch.

f(x,y) = 22 ist nicht harmonisch. Jedoch u(x,y) = x? — y? ist harmonisch, desgleichen

ist v(z,y) = 2zy harmonisch. Ist p(z) = 22 , 2 = z + 1y, so ist Rp(z,y) = z* — y? und

Sp(z,y) = 2zy.

(b) Ist f € H(G) und f = u + iv, dann gelten die Cauchy—Riemann’schen Differentialglei-

chungen u, = v, , v, = —v,. Differentiation nach x bzw. nach y ergibt u,, = vy, , uy, =

—Ugy und daher ug, + u,, = 0. Ahnlich folgt vz + vy, = 0. Also sind w und v harmonisch

auf G.

(c) Sei G =R?*\ {(0,0)} und h(x,y) = 1/2log(z* + y?). Es ist h, =
2 _ 2 2 _ .2

) xr h T )

(x2+y2)2 > Yy T (.752+y2)2'

= =1 +y2 und

Also ist Ah =0 auf G.
DEFINITION 5.3. Sei G C R? ein Gebiet und v : G — R harmonisch auf G. Eine harmo-

nische Funktion v : G — R heifit zu u konjugiert harmonisch, wenn f = u + v € H(G)
(hier fassen wir G als Teilmenge von C auf).

BEMERKUNG. Ist f € H(G), dann sind Rf und S f konjugiert harmonisch.

SATZ 5.4. Sei G C R? ein Gebiet.
G ist einfach zusammenhdingend < fiir jede harmonische Funktion u auf G ezistiert eine
harmonische Funktion v auf G, die zu u konjugiert harmonisch ist.

BEWEIS. (=) Sei G zuniichst ganz R? oder D;(0). Ist u : G — R harmonisch, so
definieren wir

v(z,y) = /Oy g (1, 1) dt — /0 uy(s,0) ds,
dann ist vy(z,y) = u,(z, y) und
vl y) = /Oy U (1, £) dt — 1wy (2, 0) / — uy(z,0)
—uy (2, y) + 1y (2,0) — 1, (2, 0) = —u, (2,y).

123
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Es gelten also die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen und daher ist f = u+iv €
H(G).

Ist nun G # C einfach zusammenhédngend, dann existiert nach 4.34. eine biholomorphe
Abbildung h : G — D1(0).

Sei u; = uoh™!: Dy(0) — R. Dann ist u; harmonisch, wie man leicht iiberpriift. Daher
existiert nach dem ersten Teil des Beweises eine harmonische Funktion v; : D;(0) — R,
die zu uy konjugiert harmonisch ist. Es ist also fi; = u; + iv; € H(D1(0)).

Sei f=fioh:G — C. Dann ist f € H(G) und Rf = u. Setze nun fiir v = Jf, dann ist
v konjugiert harmonisch zu u auf G.

(<) Sei f € H(G) und f(2) # 0, V z € G. Wir zeigen : f besitzt eine holomorphen
Logarithmus auf G. Dann folgt nach 4.37, dass G einfach zusammenhéngend ist.
Dazu zerlegen wir f = u + iv und definieren

U(w,y) = 1/2 log(u?(z,y) + v*(z,y)) = log|f(2)].
Dann ist U : G — R und nach Beispiel 5.2 (c) ist U harmonisch auf G.
Nach Voraussetzung existiert nun eine harmonische Funktion V' : G — R, die zu U konju-
giert harmonisch ist, d.h. ¢ = U + iV € H(G). Sei h = exp(g). Dann gilt
el el el [
h(z)|  exp(Rg(z)) exp(logl|f(z)) |f(2)
Weiters ist f/h € H(G). Da |f/h| = 1 auf G, kann f/h nicht offen sein und daher ist nach

2.47 f = ch, wobei ¢ € C eine Konstante ist. Also besitzt f einen holomorphen Logarithmus
auf G. U

=1.VzedG.

SATZ 5.5 (Mittelwerteigenschaft). Sei G C R? offen und h : G — R eine harmonische

Funktion. Sei a € G und R > 0 derart, dass Dg(a) C G. Dann gilt

1 2 )
/ h(a+ Re™)dt.
0

" or

h(a)

BeweEis. Wir wihlen ein R’ > R mit Dg/(a) C G. Nach 5.4 existiert eine harmonische
Funktion g auf Dg/(a), die zu h konjugiert harmonisch ist. Also ist die Funktion f = h+ig €

H(Dp(a)). |
Sei nun Yg(t) = a + Re™ , t € [0,27]. Dann folgt aus der Cauchy’schen Integralformel

o= L [ QgL

- d¢ = — Re™) dt.
Ubergang zum Realteil liefert das gewiinschte Resultat. 0

2m Jo

BEMERKUNG. Wir werden spéter sehen, dass auch eine Art Umkehrung dieses Satzes gilt.

BEISPIEL 5.6. Wir betrachten eine idealisierte Stromung einer Fliissigkeit mit Geschwindig-
keitsvektor:
U(Z) = ’U1<LL’,y) + Z"U2<$,y),
2z € G C R? G einfach zusammenhingend.
Die Stromung soll in G frei von Quellen und Wirbeln sein, d.h.

81}1 802

Nl i e Tt
(5.1) div v e + oy 0,
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81)2 (9’1)1
(5.2) rotv:%—a—y:&
Aus (5.2) folgt : 3 ¢ : G — C (Geschwindigkeitspotential) mit grad ® = v, d.h.
0P 0P
% =7 , a—y = V2.

Nun impliziert (5.1) : A® = 0, also ist & harmonisch.

Umgekehrt léss t sich jede Losung von A® = 0 als Geschwindigkeitspotential einer quellen—
und wirbelfreien Stromung deuten.

Nach 5.4 existiert eine zu ® konjugiert harmonische Funktion ¥ auf G. Man nennt F' =
¢ + ¥ € H(G) das komplexe Geschwindigkeitspotential. Aus 1.17 und den Cauchy—
Riemann’schen Differentialgleichungen folgt nun

oe oV
F'(z) = +i— = v, — (v,

" oz ox

also ist v = F".

5.2. Das Dirichlet—Problem

Es sei g : T — R eine stetige Funktion . Gesucht ist eine auf D;(0) stetige Funktion u, die
im Inneren von D;(0) harmonisch ist und auf T mit ¢ tibereinstimmt (man nennt v Losung
des Dirichlet'-Problems mit Randbedingung g).

DEFINITION 5.7. Seia € C, R> 0, z € Dg(a).

B Re™ + (z — a)
Pa’R(Z7t) =R <m) s teR

heiBt Poisson-Kern? fiir Dp(a). Ist ® : 9Dgp(a) — R stetig, dann nennt man
1

Pa,R((I))<z) = %

27
/ P, r(z,t)®(a+ Re™)dt , z € Dg(a)
0

das Poisson—Integral von ®.

BEMERKUNG. Seia =0, R=1: wir setzen

P(z)=Py1(2,0) =R (14__2) , 2] < L.

Fiir z = ret? ist

P.(0) = P(re") =R (

1+ rcosf +irsinf B 1 —7r2+2risind
1—rcosh —irsing ) 1 — 2rcos@ + r2
1—17r2

- 1—2rcosf +r?

Da fur |z| < 1 gilt

1—1—2:(1—1—@ ni;oz":1+2gz",

IDirichlet, Gustav Peter Lejeune (1805-1859)
2Poisson, Siméon Denis (1781-1840)
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folgt

— _ n _ In| ind
pT(Q)—§R<1_Z>—1+2nE:1r cosnﬁ—g r™Met?,

nez
Setzt man fiir z € D,(a) : z=a+7re? | r < R, so ist

P, r(z,t)=P(r/R ei(e_t)).

LEMMA 5.8. Der Poisson-Kern P, r(z,t) ist harmonisch als Funktion in z € Dg(a), bei
fizem t. Weiters ist P, p(2,t) >0, V 2z € Dg(a) , Vte€R. Fir jedesr mit 0 <r < R gilt

1 2

o ), Py r(a+re® t)do = 1.

BEWEIS. P, r(z,t) ist Realteil der in z holomorphen Funktion
Re + (z — a)
Rett — (z —a)
fiir z € Dg(a) und daher dort harmonsich.
Setze fiir p = r/R, dann ist

i(0— 1—p?
Pug(z,t) = P(pe"®™) = B,(0 — t) = 1 —2pcos(d —t) + p?’

Da 1—2pcos(0—t)+p* > 1—2p+p* = (1—p)? > 0, folgt P, r(2,t) >0, V2 € Dg(a), Vte
R.
Weiters ist

- — e — e (A = — mw = .
21 Jo " 2m nezp 0 2m
O
LEMMA 5.9. Sei P,.(0) = #{fgw und 0 < § < w/2. Dann gilt fir § <0 <27 —§
0< P(6) < L=y 0<r<l
r = T 5 ¢ T, = .
1 —cos?é "

Insbesondere strebt P.(0) beir — 1 gegen 0, und zwar gleichmdflig in 0 mit § < 6 < 2w — 0.

BEWEIS. Ist 7/2 < 6 < 37/2, dann ist cos@ < 0 und daher 1 — 2rcosf + r? > 1, somit
gilt
1—72
PO <1—r<——0n—.
(9) < T T cos?s
Ist § <0 < 7/2, so folgt 0 < cosf < cosd und daher
1—2rcosf+7r>>1—2rcosd+1r* = (1—cos’d) + (r —cosd)® > 1— cos® 4.

Also gilt wieder

1 —r?
P < —"
(9) < 1 —cos?o
Ist 37/2 < 6 <21 — 0, so ist 0 < cosf < cos(2m — §) = cosd und es folgt wieder
1 — 2
P(6) < r

— 1—cos?d
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g

SATZ 5.10 (Losung des Dirichlet—Problems). Sei ® : T — R eine stetige Funktion. Fir
z € D1(0), z=re? sei

u(z) = %/0 ' P.(6 — t)®(e™) dt

und auf T sei u(e) = d(e).
Dann ist u : D1(0) — R eine Léisung des Dirichlet—Problems mit Randbedingung ®.

BEWwWEIS. Wir zeigen zunéchst : u ist harmonisch auf D;(0).

1 2w eit_I__Z . 1 2 eit+z .
= — : () dt = — —— () dt | .
ul(2) 27?/0 §R(e“—z) () 27?3?(/0 et —z () )

Der Integrand ist holomorph in z € D;(0) und kann in eine Taylorreihe entwickelt wer-
den, bei der Integration nach ¢ bleibt die Holomorphie erhalten. Daher ist u Realteil einer
holomorphen Funktion und somit harmonisch auf D;(0).

Wegen 5.8 haben wir

u(z) — B(e) = %/0 " PO — D () di — % 0 " PO — )D(e") dt
(5.3) :%;Oﬁﬂw—ﬂ@@ﬂ—éwmﬂﬁ

Wir betrachten nun den Grenziibergang z — e,
® ist gleichméBig stetig auf T, daher existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit

[@(e") — 0(e™)] <e,

wenn e — e*0| < §, dabei ist ¢ unabhiingig von ¢ und t.
Sei z = ret?. Ist |e? — e0| > ¢, dann gilt

[0 —1] > §/2,
wenn 6 geniigend nahe bei ¢ liegt , denn ¢/~ — 1 = =¥ (¢" — ), also ist
|ei(t—9) . 1| _ |6it . €i0|.

Wir zerlegen nun (5.3) in zwei Summanden :

u(z) — (i) = /O " PO — ) (@(e) — () dt

T or
1

2m |eit—eito|>5

* /|eit_€it0<5 PT(H - t)(q)<€z ) - (I)(Gl O))dt)

=1+1I.

P60 — 1)(B(e') — D(e™0))dt

Wir schétzen zuerst den zweiten Summanden ab, nach 5.8 gilt

1 2 €
Il < — P.(0—t)dt = —.
| r_%e/() 01yt =
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Zur Abschétzung des ersten Summanden verwenden wir 5.9, dabei gilt ¢’ < (t—0) < 27— ¢’
fiir ein ¢’ > 0, das nur von ¢ abhiingt (wir wissen |e!*=% — 1| > §/2, wenn 6 geniigend nahe
bei g liegt)

11500 (=) [ o) - o) d

leit —¢ito|>6
27
< C'(6) (1-1?) / B(c) — B(c™)| dt
0
<C'6) (1 -1 M,

wobei die Konstante M > 0 nur von ¢ abhéngt. Fithren wir nun den Grenziibergang
2z =re — e so strebt insbesondere r — 1, und daher geht I gegen 0. Somit gilt

lim u(z) = ('),

z~>e”0

d.h. u ist stetig auf D;(0). O

KOROLLAR 5.11. Ist ® : 9Dg(a) — R stetig, dann ist
u(z) = P, r(®)(2) , z € Dg(a),
u(z) = ®(2) , z € ODg(a) Lisung des Dirichlet-Problems fiir Dg(a) mit Randbedingung .

BEMERKUNG 5.12. Ist G ein einfach zusammenhéingendes Gebiet, G # C, dessen Rand
eine stiickweise glatte, doppelpunktfreie Kurve ist, dann hat die biholomorphe Abbildung

Y : G — D;(0) eine stetige Fortsetzung auf den Rand v : G — D;(0) mit ¥(9G) = T.
(siehe [10])

Ist nun g : G — R eine stetige Funktion, so ist ¢g* = go ¢! : T — R stetig auf T. Fiir
dieses g* als Randbedingung kénnen wir das Dirichlet-Problem lésen (5.10):

1
o

dann ist u(z) = u*(¢(2)) , 2z € G, harmonisch auf G und fiir z € 0G gilt
u(z) = u'(¥(2)) = g"(1(2)) = g( ™ (U(2))) = g(=),
also ist u Losung des Dirichlet—Problems auf G mit Randbedingung g.

u*(w)

27
| Pustw.og (@ e we Do),
0

Sei G die obere Halbebene H = {( = 0 +i7 : 7 > 0} und w : R — R eine beschrénkte
stetige Funktion.

Wir suchen eine stetige Funktion W : H — R, die harmonisch auf H ist und auf 0H = R
mit w iibereinstimmt.

Die Riemann’sche Abbildungsfunktion ¢ : H — D;(0) ist ¥(¢) = % , ¢ € H. Fiithrt man
alle Transformationen wie oben durch, so erhélt man

W(C):—/ww(t)(t_;)_wdt, (=o0+ir.
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5.3. Die Formel von Jensen

DEFINITION 5.13. Eine stetige Funktion u : 2 — R auf der offenen Menge 2 C C besitzt
die Mittelwerteigenschaft , wenn fiir jedes z € 2 eine Folge (r,), positiver reeller Zahlen
mit lim,, ., 7, = 0 existiert, sodass

u(z) = 5

2m
/ u(z +rpe)dt , ¥ n e N.
0

BEMERKUNG. Aus 5.5 folgt, dass harmonische Funktionen die Mittelwerteigenschaft besit-
zen. Nun beweisen wir die Umkehrung.

SATZ 5.14. Sei u : QQ — R eine stetige Funktion mit der Mittelwerteigenschaft. Dann ist u
harmonisch auf €.

BEWEIS. Sei a € 2 und R > 0 mit Dg(a) C Q. Nach 5.11 ist das Poissonintegral

h(z) = % /027T R (gjt—gi:g;) u(a + Re™) dt

eine auf Dg(a) stetige Funktion, die auf Dg(a) harmonisch ist und auf 0Dg(a) gleich u ist.

Sei nun v = u — h und m = sup{v(z) : z € Dg(a)}. Angenommen m > 0 : sei F = {z €
Dg(a) : v(z) = m}, da v = 0 auf dDg(a), ist E eine kompakte Teilmenge von Dg(a),
also existiert ein zyp € E mit |29 —a| > |z —a|, V z € E. Nun liegt fiir jedes gentigend
kleine r > 0 mindestens der halbe Kreis D,(zy) aulerhalb von E. Die Funktion v besitzt die
Mittelwerteigenschaft, der Mittelwert von v iiber die Kreislinie 0D, (z) ist jedoch kleiner

als v(zp) = m, Widerspruch! Also muss m = 0 und v < 0 auf Dg(a).

Das gleiche Argument fiir —ov liefert v > 0 und hiermit v = h auf Dg(a). Somit ist u
harmonisch auf €2. dJ

LEMMA 5.15.

1 2T )
—/ log|1 —e®|df =0
2 Jo

BEWEIS. Sei Q@ = {2z : Rz < 1}. Dann gilt 1 — 2z # 0, V z € Q, da Q einfach zu-
sammenhéngend ist, folgt aus 4.37 die Existenz einer holomorphen Funktion h € H(2) mit
exph(z) =1—2,V z € Q. Durch die Festsetzung h(0) = 0 ist h eindeutig bestimmt. Es gilt

1 — 2z = ™) (cos(Sh(z)) + isin(Sh(2))),
und da (1 —2) >0, V z € Q, folgt
Rh(z) =log|l — 2| und |Sh(z)| < 7/2.

Fiir ein kleines § > 0 sei I' der Pfad I'(t) = e , § <t < 27 — ¢ und 7 die Kreislinie von e
nach e~% in .
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0

—id

Nun gilt nach der Cauchy’schen Integralformel

1
Ozh(o)z—.(/Mdz_/h(Z)dz>,
2 \Jr = y %
Daraus folgt

1[0 : 1 [h 1 [h
—/ log |1 — €| df = R —/ﬁdz =R —/ﬁdz :
2m Js 2mi Jr 2 2mi ), 2z
Die Lange von -y ist kleiner als 7§, und wir kénnen nunmehr folgendermaflen abschétzen
1 1 1
%(_,/Mdz) __/Mdz h(z)
2mi ), z 2mi ), 2

< — 7o sup
2 2Ey* z
< €6 [(log|1 — 1 = 8¢))? + (x/2)°] % < C'(5]log 6| + 6),
der letzte Ausdruck strebt bei 6 — 0 gegen 0, was die Behauptung ergibt. O

<

SATZ 5.16 (Jensen’sche Formel). 3
Sei f € H(Dgr(0)) , f(0)#0, 0 <r < R, weiters seien ay,...,ay die Nullstellen von f

in D,.(0), wobei die Vielfachheiten von Nullstellen mitgezdihlt werden. Dann gilt

N 2
n=11"" 0

BEMERKUNG. Ist f(0) = 0 mit der Ordnung k, dann betrachte man an Stelle von f die
Funktion f(z)/z".

BEWEIS. Ordne die Nullstellen «; so, dass aq,...,a, € D.(0) und |opiq] = -+ =
lan| = r. Setze

3Jensen, Johan Ludwig William Valdemar (1859-1925)



5.3. DIE FORMEL VON JENSEN 131

dann ist g € H(D), wobei D = D,;(0) fiir ein € > 0. Weiters kann € > 0 so gewahlt werden,
dass ¢ keine Nullstelle in D hat. Nach Abschnitt 5.1. ist dann log |g| harmonisch auf D,
und 5.5 ergibt

1 27 )
(5.4 log|9(0) = - [ oglg(re”)| 0,
T Jo

Weiters gilt

(5.5) 9@ =170) T] m

Eine einfache Rechnung zeigt : fir 1 < n < m und fir |z| = r gilt ]:(QO;T“ZZA =1.
Setze nun o, = re fiir m < n < N. Aus der Definition von ¢ folgt
N
(5.6) log[g(re)| = log | f(re)| — > log|1 — @),
n=m-+1

Integriert man (5.6) nach 6 von 0 bis 27 und verwendet dabei 5.15, so erhalten wir

27 27
/ log |g(re™®)| df = / log | f(re)| df.
0 0

Setzt man dies in (5.4) ein und beriicksichtigt (5.5), so folgt die Jensen’sche Formel. g

KOROLLAR 5.17. Sei f € H(Dg(0)) und 0 < p < R, weiters sei f(0) =0 mit der Ordnung
A (dabei bedeutet N =0 : f(0) # 0). Ferner sei n(p) die Anzahl der Nullstellen von f in
D,(0), wobei Vielfachheiten mitgezihlt werden und set

M(p) = max [f(pe”)| = sup |f(2)].

0<0<2m 2€D,(0)

Dann gilt

P Mp)
o] fam| — [fV0)/A] pr

BEWEIS. Aus 5.16 folgt fiir f(z)/2* an Stelle von f
n(p) 1

27
log /O 0)/ A o | ] 25 ) = 5 /0 log | £(pe™)| 9 < log M(p).
k=1

g

BEMERKUNG. Das letzte Resultat beschreibt einen sehr wichtigen Zusammenhang zwischen
der Nullstellenverteilung und dem Groflenwachstum einer holomorphen Funktion.






ANHANG A

Der Satz von Hahn—Banach

Wir betrachten einen normierten Vektorraum (X, || - ||) iiber R bzw. iiber C. Ein lineares
Funktional L : X — C ist stetig (beschrénkt), falls

I1L]] = sup{[L(z)| - [[z]] < 1} < o0;

es gilt dann
L) < LA [l Vo e X,

SAaTz A.1 (Satz von Hahn—Banach). Sei (X, || . ||) ein normierter Vektorraum iiber R und
Y ein Teilraum von X. Weiters sei l : Y — R ein lineares Funktional auf' Y mit

l(x) <Cfjzl|, Yz €Y,

dabei ist C > 0 eine Konstante.
Dann ezistiert eine lineare Fortsetzung L von | auf ganz X, d.h. L], =1, mit

L(x)<C|z| , V2 eX.

BEWEIS. Sei zp ¢ Y und Z = (Y, z¢) das lineare Erzeugnis von Y und zg. Ist z € Z,
dann folgt x =y +cxy, y €Y , ¢ € R und die Darstellung von x ist auch eindeutig.
Wir setzen ¢(x) = I(y) + cap fiir ein ag € R. Dann ist ¢ eine Fortsetzung von [ auf Z. Nun
zeigen wir, a¢ kann so gewahlt kann, dass ¢(z) < Cllz|| , V2 € Z, d.h.

(A.1) cag < Clly + cxol| — 1(y).

Fiir ¢ = 0 ist (A.1) immer erfiillt. Ist ¢ > 0, so ist (A.1) dquivalent zu ag < C|2 4+ —1(¥);
ist ¢ <0, so ist (A.1) dquivalent zu a9 > —C|| — £ — x¢|| — {(¥). Wir miissen also zeigen, es
existiert ein ag mit

(A.2) —Cll =y —xoll = U(y) < a0 < Clly+zoll = U(y) , Vy €Y.
Seien dazu yq,y € Y. Dann gilt
Wy2) = Uy1) = U(y2 — y1) < C[(y2 + wo) + (=y1 — 20)[| < C([ly2 + zoll + || = y1 — zol]),
und daraus folgt
—Cll = y1 — ol = Uy1) < Cllyz + xol| = Uy2) » V41,92 €Y,

somit existiert ein ay € R mit (A.2). Wir haben daher eine lineare Fortsetzung ¢ von [ auf
7 gefunden derart, dass
6(x) < Clall , Y € Z

Sei nun &£ die Menge aller linearen Fortsetzungen A\ von [, die auf ihrem Definitionsbereich
dom(\) von C|| - || dominiert werden.
Auf & definieren wir nun eine partielle Ordnung : fiir A;, Ay € & sei

A1 < Ay & )\ ist eine Fortsetzung von A; , dom(\;) C dom(\y).
133
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Es gilt : ist Ay < Ay und Ay < A3, dann ist Ay < Ag; fiir jedes A € & gilt A < A. Ist ferner
)\1 S )\2 und )\2 S )\1, dann ist )\1 = )\2.

Sei nun F eine total geordnete Teilmenge von &, d.h. fiir jedes Paar A, Ao € F gilt A\ < A9
oder Ay < ;.

Wir definieren jetzt ein lineares Funktional

U: U dom(\) — R

durch U(z) = A(z), wenn x € dom(\). U ist wohldefiniert, da F total geordnet ist. U ist
auch eine Fortsetzung von [ und es gilt

Ux) < C|lz| , ¥V o € dom(U).
Also ist U € £ und U ist eine obere Schranke von F.

Lemma von Zorn: Sei £ eine nichtleere partiell geordnete Menge, in welcher jede total ge-
ordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt. Dann enthélt £ mindestens ein maximales
Element.

Das Zorn’sche Lemma, ist d4quivalent zum Auswahlaxiom.

Die Voraussetzungen des Zorn’schen Lemmas sind in unserem Fall erfiillt, also existiert ein
maximales Element L in &£.

Angenommen dom(L) = M # X, dann existiert ein o € X \ M und eine Fortsetzung von
L auf (M, zo) mit den erforderlichen Eigenschaften, was ein Widerspruch zur Maximalitét
von L ist. 0

SATZ A.2. Sei (X, - ||) ein normierter Vektorraum iber C und Y ein Teilraum von X.
Weiters seil : Y — C ein lineares Funktional auf Y mit

l(z)| < Cllz|| , Vz €Y,
dabei ist C' > 0 eine Konstante.

Dann existiert eine lineare Fortsetzung L von | auf ganz X, d.h. L|y, =1, mit

|L(z)| < C|lz| , YV z e X.

BEWEIS. Sei [;(z) = Ri(z). [ ist nun komplex linear. Es gilt il(z) = [(iz) = [;(ix) +
iSl(ix) und andererseits il(x) = i(l;(z) + iSl(z)) = —Sl(z) + ily(z), somit ist Sl(z) =
l; ist ein reell lineares Funktional auf Y und es folgt aus der Voraussetzung

L) <Clyll, VyeY.
Daher existiert nach A.1. eine reell lineare Fortsetzung Ly von [; auf ganz X mit |L(z)| <
Cllz| , Vo e X.
Die Uberlegungen zu Beginn des Beweises legen nun den folgenden Ansatz nahe :
L ist zunéchst reell linear und es gilt
L(ix) = Ly(iz) —iLy(—x) = i[Ly(x) — il (ix)] = iL(z),
also ist L auch komplex linear. Weiters gilt fiir y € Y

L(y) = Li(y) — iLa(iy) = L(y) — ih(iy) = 1(y),
daher ist L eine Fortsetzung von [.
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Sei nun L(z) = |L(x)|e?. Dann ist
|L(2)] = e L(z) = L(e™"2) = Li(e™"x) < Clle™x| = Clla|.
U

SATZ A.3. Sei (X, | -||) ein normierter Vektorraum iber C , xo € X und Y ein Teilraum
von X. -
xg liegt genau dann in' Y, wenn es kein stetiges lineares Funktional L auf X gibt mit L(x) =

0, VaxeY aber L(zg) # 0.

BEWEIS. Ist 2o € Y und L ein stetiges lineares Funktional auf X mit L(z) =0, Vx €Y,
dann folgt aus der Stetigkeit von L auch L(zo) = 0.
Ist hingegen xy ¢ Y, dann existiert ein 6 > 0 mit || — x| >0, Vo € Y. Sei Z = (Y, zo)
und definiere [(z 4 czg) = ¢ fiir z € Y und ¢ € C. Es gilt
Olel < le| [lwo + ¢~ x| = [lezo + 2],
und daher ist
[l(z + cxo)| = |c| <07z + exol],
d.h. [I(2)] <67z, V 2 € Z. Weiters ist nach Definition [(z) =0, Vx € Y und I(z) = 1.
Nach A.2 existiert eine Fortsetzung L von [ auf ganz X mit
[L(z)] <07 Yja]|, Vo € X,

diese Fortsetzung ist daher auch stetig. U

KOROLLAR A.4. Sei (X, | - ||) ein normierter Vektorraum tber C und Y ein Teilraum von
X. Der Teilraum Y liegt genau dann dicht in X, wenn jedes stetige lineare Funktional auf
X, das auf Y verschwindet, auch auf ganz X Null ist.
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