Losungen fiir die Priifung zu Einfiihrung in das mathe-
matische Arbeiten (14.3.2003)

1. Die zu berechnende Boje hat in etwa die folgende Gestalt:

N3

(1 Punkt)

Zunichst bestimmen wir die Oberflache dieser Boje. Sie ist zusammengesetzt aus der
Mantelflache eines Zylinders
AZ = QTFTh,

der Oberfléche einer Kugel (zwei Halbkugeln)
Ag = 4%(%)2 =712,

und den beiden Kreisringen, die von den Deckfliachen des Zylinders iiber die Basiskreise
der Halbkugeln hinausstehen

Ap =2m(r* — (%)) = 3mr?,
insgesamt ist also
O=Az+ Ak + Ag = 2nrh + %m”z = mr(2h + %r)

(1 Punkt)

Die néchste Aufgabe besteht darin, das Volumen zu bestimmen. Wieder setzt sich das
Gesamtvolumen aus mehreren Teilen zusammen, dem Volumen eines Zylinders

Vy = nr’h
und dem Volumen einer Kugel (wieder zwei Halbkugeln)

m(3)" = g,

Vi =

[SSIN

was insgesamt
V=V, +Vk =nr’h+ imr® =7 (h + &r)

ergibt.
(1 Punkt)
Fiir die Nebenbedingung driicken wir uns h durch V| das ja fix vorgegeben sei, und r
aus Vo1
— 27"
h=— 6 1
- M



Nachdem A positiv sein muss, gibt das die obere Grenze fiir r:

h>0:>r<3@.
T

Auflerdem wissen wir r > 0.
(1 Punkt)

Jetzt wollen wir das Optimierungsproblem losen. Die Hauptbedingung ist

min O(r, k) = 7r(2h + 3r)

2
min O(r) = m«(_v _ %7‘ + 37‘)

wr?
2V 137
=+ =2
r 6
Wir setzen die erste Ableitung Null und erhalten
V 137
0 = O,<T) = —2ﬁ + 277’
V= 13_7T7n3

6

7
-V 13r
Die Losung fiir r befindet sich innerhalb der zulédssigen Grenzen, und r ist ein lokales

Minimum, da O"(r) > 0 gilt. (1 Punkt)
Aus der Gleichung (1) fiir h erhalten wir

und fiir die Oberflache ergibt sich

137
2

O=mr(2-2r+3r)= 2.

(1 Punkt)

Legt man eine Boje ins Wasser, dann ist der Auftrieb F4 gleich dem Gewicht des
verdringten Wassers. Wasser hat eine Dichte von 1000 kg m 2, und die Boje schwimmt,
wenn sich Gewicht Fg der Boje und Auftrieb die Waage halten, also falls

Fg=Fx

Mg = gVg 1000 kgm ™
gilt, wobei Vg das Volumen unter der Wasseroberfldche bezeichnet und M die Masse
der Boje représentiert. Die Erdbeschleunigung g fillt in der Gleichung weg, deren Wert

ist also unerheblich. Nachdem die Boje zur Hélfte unter Wasser sein soll, ist Vg = %V.
(1 Punkt)

Es gelten

39.15kgm 20,

M
V = 0:.

w3



Daher konnen wir den Radius berechnen

0=Fag~' =M =1000%, kgm™> — 39.15 kgm0 = (1000 O — 39.150 m)kgm™>

r= 83905 = 0.2349 m = 23.49 cm,

und die Hohe ist h = 46.98 em. Man verbraucht 1.12675 m? Blech.
(1 Punkt)

2. (a) Um zu uberpriifen, ob K ein Unterkérper von R ist, miissen wir zunéchst die
Abgeschlossenheit der Operationen + und * nachweisen:

Abgeschlossenheit von +: Es gilt
(Cll + bl\/g) + (GQ + bg\/g) = (Cll + ag) + (bl + bg)\/g,

und weil die Summe zweier ganzer Zahlen wieder ganz ist, liegt die Summe
zweier Elemente von K wieder in K.

(1 Punkt)
Abgeschlossenheit von *: Wir haben

(al + bl\/g) * (0/2 + bQ\/g) = ay1a9 + Gle\/g + Clgbl\/g + 5b1b2 =
= (alag + 5b1b2) + (CleQ + agbl)\/g.

Summe und Produkt ganzer Zahlen sind ganz, also hat das Produkt zweier
Elemente aus K dieselbe Form wie alle Elemente von K und liegt daher auch
in der Menge. Daher ist *x auf K abgeschlossen.

(1 Punkt)

Inverse bzgl. +: Sei k = a + bv/5 € K. Dann ist das Inverse bzgl. + in R
gegeben durch

—k = —a+ (~b)V5.

Offenbar ist dieses Element wieder in K. Daher sind additiv Inverse enthalten.
(1 Punkt)

Inverse bzgl. *: Gehen wir wieder aus von k = a+bv/5 € K und sei k # 0. Wir
finden das Inverse von &k in R durch

1 —bv5 —b
k= - o bV5 - 2 . 5T 5 2\/5‘
a+ b5 (a+b\/5)(a—b\/5) a® — bb a® —5b

Dieses Element ist im allgemeinen nicht in K, da die Ausdriicke

a —b
a? — 5b? und a? — 5b?
iiblicherweise keine ganzen Zahlen sind. Daher existieren in K nicht zu jedem
Element multiplikative Inverse.
K ist daher kein Unterkoérper von R. Aber K ist Unterring von R, und daher
sogar ein Integritatsbereich.
(1 Punkt)



(b) Wir beginnen jeden Induktionsbeweis mit dem Induktionsanfang
(hier fir n = 0):

D k=Dk+1)=0-1)0+1)=-1=%-(0+1)(0+2)(2-0-3).
k=0

Dieser ist also richtig.
(1 Punkt)

Dann schreiben wir die Induktionsvoraussetzung auf. Fiir alle j < n gelte

D k=D(k+1) =30+ 10 +2)(25 - 3).

J
k=0
(1 Punkt)

Nun formulieren wir die Induktionsbehauptung (die Behauptung, die wir im
Induktionsschritt beweisen mochten): Zu zeigen ist

nz:(k —1)(k+1)=3(n+2)(n+3)(2n—1).

k=0

(1 Punkt)
Zuletzt beweisen wir unsere Behauptung:

n+1 n

Z(/{; —1)(k+1)= Z(k; —1)(k+1)+n(n+2)= (Induktionsvoraussetzung)
k=0 k=0
=i(n+1)(n+2)2n—3)+n(n+2) =
tn+2)((n+1)(2n —3) 4+ 6n) =
=1(n+2)(2n* +5n —3) =
%(n +2)(n+3)(2n—1),

was zu beweisen war.
(1 Punkt)

(a) Betrachten wir das gegebene lineare Gleichungssystem

B+4)z+(2—2)y=1+38i
(1 —2i)x + (34 3i)y = 8+ 9.

Wir multiplizieren die erste Zeile mit —3¢ und die zweite mit 2. Das ergibt

(12 — 9i)x — (6 + 6i)y = 24 — 3
(2 — 4i)z + (6 + 6i)y = 16 + 18i.

(1 Punkt)
Dann addieren wir die beiden Gleichungen und erhalten

(14 — 13i)z = 40 + 15i,
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somit gilt

40 + 150 (40 4 154)(14 + 137) 365 + 7307 1492
Tr = = = —= 1.
14 —13i (14 — 134)(14 + 130) 142 + 132
(1 Punkt)
Um y zu bestimmen setzen wir ein:
1+8 —(3+42)(1+ 22 6—-2t 3—1
Y = + 8 — (3 4+ 4d)(1+26) i P

2—2 S 2-2i 1—i
(1 Punkt)
Die vier Ausdriicke ergeben:

xy=(1+2i)(2+1i)=i(2—14)(24+1) =5
§1=fi==1

Ty =(1—2i)2+i)=4—3
2%y = (wy)? = (5i)? = —25.

(2 Punkte)

Zunéachst wollen wir feststellen, wie viele Lampen der Marke B gekauft werden
miissen. Uberpriifen wir, wie wahrscheinlich es ist, dass bei 31 gekauften Lampen

alle funktionieren:
P = 0.9973! = 0.911.

Das ist zu wenig. Daher miissen wir wenigstens eine Lampe mehr kaufen. Te-
sten wir nun, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass von 32 gekauften Lampen
wenigstens 31 funktionieren:

32
P = 0.997%% + ( | )0.99731 -0.003 22 0.9958 > 0.995,

also miissten wir 32 Lampen der Marke B kaufen.
(1 Punkt)

Die Marke A wird in Packungen zu drei Stiick verkauft. Die Ausfallswahrschein-
lichkeit ist hoch, und daher werden wir versuchen, mit einer Extrapackung, also
12 Packungen auszukommen. Damit kaufen wir 36 Lampen, und die Wahrschein-
lichkeit, dass wenigstens 31 davon funktionieren, ist die Summe der Wahrschein-
lichkeiten, dass keine, eine, zwei, usw. bis fiinf Lampen defekt sind:

5
36 36—d d
P = Z (d)o.% 0.05
d=0

= 0.1577_+ 0.2989_+ 0.2753_4 0.1642_+ 0.0713_+ 0.0240_ = 0.9917,

es reicht also eine Extrapackung nicht aus (knapp aber doch).
Versuchen wir es mit einer weiteren Packung, also mit dem Kauf von 39 Lampen:

8
IP’:Z 39 0.95%-40.05%
d

d=0
= 0.135_+0.277_+ 0.277_+ 0.180_+ 0.085_+ 0.031_+
+0.009_+ 0.002_ + 0.0004_ = 0.9999,



das ist mehr als genug.

(11 Punkte)

Der Preisvergleich ergibt €325 fiir die 13 Pakete der Marke A und €320 fiir die
32 Lampen der Marke B, es wére also giinstiger das Produkt der Marke B zu
besorgen.

(2 Punkt)

Wem die dargestellten Zahlen iibertrieben erscheinen, der sei versichert, dass es
tatsichlich Hersteller gibt, bei denen 5% der Lampen Ausschuss sind. Das ge-
steckte Ziel von 99.5% Sicherheit ist auch sehr hoch angesetzt. Gibt man sich mit
77% — 99% zufrieden, dann muss man nur 12 Packungen der Marke A und 31
Lampen der Marke B besorgen, und der Preisvergleich sieht mit €300 zu €310
besser fiir A aus.

Zunéchst wollen wir die Gleichung der Ellipse bestimmen: Der Flacheninhalt der
Ellipse ist abm, also folgt die erste Gleichung

ab = 50.

Die Tangente beriihrt die Ellipse. Daher verwenden wir die Beriihrbedingung

ka4 0 = d?
fiir eine Gerade der Form y = kx + d. Transformieren wir t¢.; auf diese Gestalt:

ten: y=—3x+2.

Das fiihrt zur zweiten Gleichung

ta®+ b =58

4a® + 9b* = 625.

(1 Punkt)

Die Giiltigkeit der Beriihrbedingung kann man folgendermaflen herleiten:
Seien die Ellipse

ell : $_+_:1
und die Gerade
g: y=kxr+d

gegeben. Wollen wir die beiden schneiden, dann miissen wir ¢ in ell einsetzen. Es
folgt

mz y2
2tp=!
2 2
A )
a? b2

1 k2 5 2kd d?
<¥+b—2)$ +b—2$+ (6_2_1) =0,

2
(b +k2)x2+2kd:v+d2 —0? =0,

a?



eine quadratische Gleichung fiir 2. Wir 16sen sie und erhalten

~2kd £ /422 — 45 + B2)(d2 — 1?)
2(% +k2)
—kd £ /% — EL 1 jap2

a? a?

T12 =

—2kd £ 202 — &% + k2a?
G+ k2 '

Damit die g die Ellipse beriihrt und nicht in zwei Punkten schneidet miissen z;
und x5 zusammenfallen, die Wurzel muss also verschwinden, und das ergibt die
Bedingung

k’a® + b = d°.
Weiters konnen wir aus der Gleichung noch die Koordinaten des Beriihrungspunk-
tes bestimmen:

—kd
Yotk

—kda?
T+ a%k?
—kda® K ,

2 d

. 979
y:kx+d:k7ka2—|—d: “dk

—a?k?® + d?

a =

4 @

Verwenden wir nun die beiden Gleichungen, dann erhalten wir, indem wir a?b? =

2500 in die zweiten Gleichung einsetzen und mit a? multiplizieren, eine biquadra-
tische Gleichung

4a* — 625a° + 22500 = 0.

Deren Losungen sind

225
aj , = 100, T
15
Q12 = 10, ?
Daraus folgen die Werte fiir b
20
b172 - 5, ?



Die Gleichungen der beiden Losungen sind also

372 y2
U;y: — + 2= =
100 T 23
422 9y?
6”[[ : 2—25 + m =

(1 Punkt)

Jetzt wollen wir die Hyperbelgleichungen suchen. Wenn sich Hyperbeln und El-
lipsen orthogonal schneiden, sind sie konfokal, d.h. sie haben gemeinsame Brenn-
punkte. Die linearen Exzentrizitdten der Ellipsen sind nach Berechnung geméaf
der Formel e? = a? — b? gegeben durch

e =175
2 425
€rr = 36 -

Diese Exzentrizitédten miissen also auch die Hyperbeln aufweisen, und fiir Hyper-
beln ist die Formel e? = a? + b?>. Wir haben also fiir jede der beiden Lésungen
eine Gleichung:

aj + b3 =175

2 2 _ 425
ajr + b7 = 55

(1 Punkt)

Dann muss noch der Beriihrpunkt der Tangente auf der Hyperbel liegen, also
miissen wir die Beriihrpunkte bestimmen:

2-3

=——100 =38
T35
25
3
. 2:3225 9
TR 4 2
_400-3 16
Y= 995 T3
(1 Punkt)
Setzen wir diese in die Hyperbelgleichung
22 P

ein, dann ergibt sich je eine zweite Gleichung fiir die a und b:

6_9
a0
8L 26

4a?;,  9b%,

(1 Punkt)



Jetzt driicken wir uns aus den Exzentrizititsgleichungen b aus und setzen ein.
Das ergibt wieder biquadratische Gleichungen

a — 148a7 + 4800 = 0

1089 3825
4 1USY 4 9049
arr 12 ap; + 16 0.

Die Losungen sind jeweils

(a3)12 = 100,48
2025 17

2 _
(a11)172 - 36 ) 4 .

Nun verwenden wir erneut die linearen Exzentrizitéiten, um die zugehérigen b zu
bestimmen:
(b7)12 = —25,27
400 68
b? =—— —.
( 11)172 9°9
Nur die jeweils positiven Losungen kommen in Betracht.

Ein alternativer Weg fiir die Bestimmung von a und b ist die Verwendung der
Tangenten. Wir wissen, dass die Hyperbel die Ellipse rechtwinkelig schneidet, also
hat die Hyperbel im Beriihrpunkt eine auft.; orthogonal stehende Tangente. Diese
Tangente hat die Gleichung

thyp: Y= %m—i—d,
wobet d durch den Beriihrpunkt bestimmt wird:

. _ 3
f}hyp] . y = - — 9
thypyr Y = 3T — 13-

Die Tangentengleichung an eine Hyperbel im Berihrungspunkt ist

z Y
Thyp a—ga: — b—;’y =1,
und daher wissen wir
8 3
thyp, a—%x — @y =1
. 9 16
thypH . El’ - @y =1.

Diese Tangentengleichungen missen mit denen oben tibereinstimmen, und daher
formen wir die Gleichungen (2) um:

. 1 _
thyp] . EZL" — oY=

thyl’n T 17



Koeffizientenvergleich ergibt

g8 1
a6
3 1
29
9 18
203, 17
16 12
v, 17
woraus
a3 =48, b3 =27
17 68
arr = 1 b1 9
folgt.
(2 Punkte)
Zu guter letzt finden wir also die Hyperbelgleichungen
22
hyp, : ——==1
T
422 9y
hypy : — —— =1
P T T 6s

(1 Punkt)

Zunéchst hat man die Wahl, ob man die Bohrer so sortiert, dass der Durchmesser
zunimmt oder so, dass er abnimmt. Schliefilich muss man die einzelnen Grofien-
klassen nebeneinander legen wie vorgegeben, und man kann nur innerhalb der
Gruppen vertauschen. Die Anzahl der Méglichkeiten ist also gegeben durch

2 - 214141512131 = 3317760.

(2 Punkte)
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