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Aufgabe 1. Der Turm von Hanoi

Das folgende Rätsel stammt vom französischen Mathematiker Edouard Lucas aus
dem Jahr 1883. Auf einem Brett sind 3 Stäbe montiert. Auf einem der Stäbe
befinden sich unterschiedliche, der größe nach geordnete Holzscheiben, die größte
ganz unten, die kleinste ganz oben. Ein Spielzug besteht darin, die jeweils oberste
Scheibe von einem Stab zu entfernen und sie auf einen anderen Stab zu stecken.
Dabei darf nie eine größere Scheibe auf einer kleineren Scheibe zu liegen kommen.

Die Aufgabe ist gelöst, wenn der ganzen Turm auf einem anderen Stab wieder
aufgebaut ist. Was ist die minimale Anzahl von Zügen, die man dafür benötigt?
Begründen Sie, warum die vorgeschlagene Lösung die bestmögliche Lösung ist.

Es gibt auch Legenden über einen viel größeren Turm dieser Art, welcher aus 64
goldenen Scheiben auf drei diamantenen Stäben besteht. Am Anfang der Welt, so
erzählt Lucas, platzierte Gott die 64 Scheiben auf einem der diamantenen Stäbe
und beauftrage eine Gruppe von Priestern, diesen Turm wie oben beschrieben auf
eine andere Nadel zu versetzen. Seither arbeiten die Priester Tag und Nacht. Sie
verstezen eine Scheibe pro Sekunde. Wenn sie ihren Auftrag erfüllt haben, wird der
Turm einstürzen und die Welt untergehen. Wie lange wird dies dauern?

Hinweis: Versuchen Sie zuerst die Situation für kleinere Türme zu verstehen. Leiten
Sie eine Rekursionn für die Anzahl der benötigten Züge für Türme der Höhe n her.
Erraten Sie dann die Lösung, indem Sie sich die ersten Werte der Folge ausrechnen.
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Aufgabe 2. Für eine formale Potenzreihe A(z) =
∑

n≥0 anz
n bezeichne 〈zn〉A(z)

den Koeffizienten an. Der formale Differentialoprator D bildet formale Potenzreihen
auf formale Potenzreihen ab und ist definiert durch

D(
∑
n≥0

anz
n) =

∑
n≥1

nan−1z
n−1.

(a) Zeigen Sie
〈
zk
〉
A(z) =

1

k!
DkA(z)|z=0.

(b) Zeigen Sie unter Verwendung von (a) die Identitäten

(i)
〈
zk
〉

(1 + z)n =

(
n

k

)
,

(ii)
〈
zk
〉( 1

1− z

)n

=

(
n + k − 1

k

)
.

(c) Finden Sie für die Gleichungen in (b) rein kominatorische Begründungen (also
ohne Rechnung).

Aufgabe 3. Zeigen Sie cosh2 z − sinh2 z = 1 für formale Potenzreihen.

Aufgabe 4. Die Menge C[[z]] der formalen Potenzreihen über C (d.h. die Koef-
fizienten sind komplexe Zahlen) bilden einen Ring bezüglich der koordinatenweisen
Addition

(
∑
n≥0

anz
n) + (

∑
n≥0

bnz
n) =

∑
n≥0

(an + bn)zn

und dem Cauchyprodukt (manchmal “Konvolutionsprodukt” genannt)

(
∑
n≥0

anz
n)× (

∑
n≥0

bnz
n) =

∑
n≥0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
zn.

(i) Zeigen Sie, dass
∑

n≥0 anz
n genau dann ein multiplikatives Inverses besitzt,

wenn a0 6= 0 ist.
(ii) Wie ist das bei formalen Laurentreihen? Bilden sie einen Körper?

Aufgabe 5. Der Fächer Fn ist definiert als Graph X = {V X, EX}, mit

V X = {0, 1, 2, . . . , n} und

EX = {{0, k} | 1 ≤ k ≤ n} ∪ {{k, k + 1} | 1 ≤ k ≤ n− 1}.
Berechnen Sie die Anzahl der spannenden Bäume von Fn


