Proseminar zur Diskreten Mathematik
[Ise Fischer', WS 06/07

(1) In einer Schachtel sind 4 rote, 2 blaue, 5 gelbe und 3 griine Stifte. Wenn man
die Stifte mit geschlossenen Augen zieht, wieviele muss man nehmen, um sicher
von jeder Farbe einen zu haben?

(2) In einer Lade sind 4 rote, 2 blaue, 5 gelbe und 3 griine Socken. Wenn man
nun die Socken mit geschlossenen Augen zieht, wieviele muss man nehmen, um
sicher zwei gleichfarbige Socken zu haben?

(3) (a) Von 6 Personen sind manche miteinander befreundet und manche nicht.
Zeige, dass zwei von ihnen gleichviele Freunde in dieser Gruppe haben.
(Hinweis: In diesem Beispiel gibt es keine “einseitigen” Freundschaften.
Betrachte die Falle, dass jemand gar keine Freunde hat und dass alle min-
destens einen Freund haben, getrennt.)

(b) Zeige, dass es in Wien zwei Personen gibt, die mit der gleichen Anzahl von
Wienern befreundet sind.

(4) Eine Maus findet einen groflen Wiirfel Kise, der aus 27 kleinen gleichgrofien
Wiirfeln besteht. Ist es moglich, dass die Maus die 26 dufleren Wiirfel so frisst,
dass immer nur direkt benachbarte Wiirfel nacheinander drankommen?

(5) Es sind einige Miinzen gegeben, von denen eine leichter ist, die anderen alle
gleich schwer. Was ist die grofite Anzahl von Miinzen, unter denen man mit
zwei Wagungen mit einer Balkenwaage sicher die leichtere herausfinden kann?

(6) Beim Lotto “6 aus 45” werden aus den Zahlen 1 — 45 zufillig sechs gezogen.
Dann wird noch eine siebente als Zusatzzahl bestimmt. Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Sechser, wie hoch fiir einen Fiinfer und wie hoch fiir
einen Fiinfer mit Zusatzzahl?

(7) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei “6 aus 45”7, dass unter den 6 gezogenen
Zahlen zwei aufeinanderfolgende Zahlen sind?

(8) (a) 6 Personen spielen bei einem (kleinen) Tennisturnier mit. Auf wieviele
Arten kann man sie in drei Paare fiir die erste Runde einteilen?
(b) Lose dieselbe Aufgabe fiir 2n Personen.

(9) Zeige, dass folgendes gilt:
00« () () )
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(Diese Eigenschaft heisst Unimodalitét des Binomialkoeffizienten.)
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(10) Man gebe kombinatorische Beweise fiir die folgenden Binomialidentitéten:

(a) n(’;:i) = k:(Z) (Anleitung: Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus einer n-
elementigen Menge eine k-elementige Teilmenge auszuwéhlen und in dieser
ein Element rot, die restlichen Elemente gelb zu férben?)

(b) > i(%) =n2n L
i=0

(11) Man gebe kombinatorische Beweise fiir die folgenden Binomialidentitéten:
n+1 = m
(a) (kil) = Z_k(k)
n\ ( k n\ (n—m

) )G = G Gn)-

(12) Es sei S eine n-elementige Menge. Wieviele Folgen (74,15, . .., T}) von Teilmen-
gen von S gibt es, sodass

T'CT, C--- CTy?

(13) Im Parlament eines Landes gibt es 151 Sitze und drei Parteien. Wieviele Moglich-
keiten der Sitzverteilung gibt es, sodass keine Partei eine absolute Mehrheit hat?

(14) Welche Identitit fiir Binomialkoeffizienten ergibt sich durch Ablesen des Koef-
fizienten von 2%* auf beiden Seiten der Gleichung

(1—2)"=(1—2)"(1+2)"?

(15) Wieviele Kompositionen von n in lauter ungerade Summanden gibt es? (Driicke
die Antwort durch Fibonaccizahlen aus.)
(Hinweis: Fallunterscheidung letzter Summand ist 1 oder grosser.)

(16) Verwende erzeugende Funktionen, um geschlossene Ausdriicke fiir die folgenden
Folgen zu berechnen:
(a) a, =2a,-1 — a,—2 und ag = 1,a7 = 2
(b) a, = ba,_1 —6a, o und ag =2,a; =5

(17) Zeige, dass die Multiplikation von formalen Potenzreihen assoziativ und kom-
mutativ ist.

(18) Wieviele Moglichkeiten gibt es, ein 2 x n — Rechteck mit 2 x 1 — Dominos und
2 x 2 — Quadraten zu iiberdecken?

(19) Es sei f(m,n) die Anzahl der Wege von (0,0) nach (m,n) in Z x Z, wobei die
einzelnen Schritte von der Form (1,0) (Schritt in die z-Richtung), (0, 1) (Schritt

in die y-Richtung) oder (1,1) (diagonaler Schritt) sind. Man zeige, dass fiir die
erzeugende Funktion dieser Zahlen

gilt.
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(20) Fiir ein Fest ist ein runder Tisch mit 7 Sesseln und 7 Namensschildern vorbe-
reitet. Die Géste iibersehen die Namensschilder und setzen sich zufillig so hin,
dass niemand am richtigen Platz sitzt. Zeige, dass man den Tisch so drehen
kann, dass mindestens zwei der Géste vor dem richtigen Namensschild sitzen.

(21) Zeige, dass die Zusammensetzung von Potenzreihen assoziativ ist, d.h. prisen-
tiere den Beweis von Satz 2.2.

(22) Es seien a(z),b(z) Potenzreihen und n € Z. Beweise folgende Rechenregeln fiir
den Differentiationsoperator.
(a) D(a-b)=(Da)-b+a-(Db)
(b) D(a") =na"!'-(Da) (Fiir n < 0 muss man ag # 0 voraussetzen.)
(c) Ist by # 0, dann ist

D(a) _ (Da)-b—a-(Db)

b b2

(23) Es seien a(z),b(z) Potenzreihen mit by = 0 und by # 0. Dann ist
D(aob)=((Da)ob)-(Db).

(24) Es sei o € R. Wir definieren die Binomialreihe
«Q n
B(a)(z) ==Y (n)z :

n>0

wobei

<a> _afa—1)-(a—n+1)

n n!

Zeige, dass
(a) B(a)(z) = (1 + 2)*, wenn « € Z, und
(b) B(a)(2) - B(B)(2) = B(a+ ()(z) fiir alle o, B € R.

(25) Wieviele Moglichkeiten gibt es fiir n Personen einen Kreis zu bilden, wobei zwei
Anordnungen als gleich betrachtet werden sollen, wenn jede Person in beiden
dieselben NachbarInnen hat (nicht unbedingt auf denselben Seiten)?

(26) Finde einen geschlossenen Ausdruck fiir die Glieder der Folge (a,),>0, die der
Rekursion a,, = a,,_1 4 2a,_2+ (—1)" mit den Anfangsbedingungen ag = a; =1
gentigt.

(27) Finde einen geschlossenen Ausdruck fiir die Glieder der Folge (ay,)n>0, die der
Rekursion a,, = —a,_1 + ba,_o — 3a,_3 mit den Anfangsbedingungen aq =
7,a1 = —12, a9 = 49 geniigt.



(28) Auf wieviele Arten kann ein 3 x 2n-Rechteck mit Dominios iiberdeckt werden?
(Hinweis: Bezeichne mit a,, diese Anzahl und mit b, die Uberdeckungen ei-
nes solchen Rechtecks, bei dem in der letzten Spalte ein Domino fehlt. Zeige,
dass a, = a,_1 + 2b, und b, = a,,_1 + b,_1. Leite daraus Gleichungen fiir die
erzeugenden Funktionen a und b her, aus denen sich a und b berechnen lasst.)

(29) Finde einen geschlossenen Ausdruck fiir die Folge mit ap = 1 und
Z ApQp_ = 1.
k=0

(30) Finde kombinatorische Beweise fiir die folgenden beiden Identitéten:

(a) S(n+1,m+1) = § (") S (k, m)

(b) Buii = 30 (%) B

(31) Wir definieren p,,(x) = x(z—1) ... (x—m+1). Zeige, dass Y pm(k) = pmi1(n+
k=0

1)/(m+1) fiir m > 1. (Hinweis: pp,(2) = =5 (pm41(z 4+ 1) — pmya(x)).) Beniitze

das und die Stirlingzahlen, um > k™ fiir m = 1,2,...,5 zu berechnen.
k=0

(32) Zeige, dass die Anzahl aller Partitionen einer n-elementigen Menge, wo in kei-
nem Block zwei aufeinanderfolgende Zahlen enthalten sind, gleich der Bellzahl
Bn—l ist.

(33) Zeige B, < n! fiir alle n > 2. (Hinweis: Finde eine Permutation zu jeder Parti-
tion.)

(34) Fiir welche Folge k = [ky, ko, .. ., k] ergibt sich die grofite Anzahl an Permuta-
tionen in &, mit Zyklentyp k.

(35) Finde einen kombinatorischen Beweis fiir die Gleichung 1,1 = I, + n 1,1,
wobei I,, die Anzahl der Involutionen in S, ist.

(36) Berechne die folgenden Summen.

(@) 325

3
3
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(37) Es sei p(n) die Anzahl der zu n relativ primen Zahlen k£ mit 1 < k < n. Beweise
mit dem Prinzip von Inklusion und Exklusion, dass

@(n)an(l—%).

(38) Es sei f(m,n) die Anzahl der m x n-Matrizen mit Eintrdgen 0 und 1, wobei
in jeder Zeile und Spalte zumindest ein Einser vorkommen soll. Beweise die

Gleichung )
) = S0 ()@t - o

k=0
(39) Berechne

(40) Berechne
(41) Berechne
(42) Berechne

(43) Zeige, dass es fiir n und ¢ > 2 genau dann einen vollstéindigen ¢-Baum mit n
Blattern gibt, wenn ¢ — 1 ein Teiler von n — 1 ist.

(44) Es seien m - n Leute in einem m x n-Rechteck angeordnet. Wir sollen die unbe-
kannte Person X durch Fragen der Art “Ist X in der i-ten Zeile?”, beziehungs-
weise “Ist X in der j-ten Spalte?” finden. Wieviele Fragen benotigen wir?

(45) Es sei S = {1,2,...,n} gegeben und =z € S ein unbekanntes Element. Zur
Verfiigung stehen nur die Tests “z < i7" fiir ¢ = 2,3,...,n mit ja/nein Ant-
worten. Zeige, dass L = [log,n]| die optimale Lénge eines Suchalgorithmus
ist.



