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Der vorliegende Skriptums—Entwurf basiert auf der Kombinatorik—Vor-
lesung von Professor Christian Krattenthaler vom Sommersemester
2012. Die einzelnen Kapitel enthalten ausgewéhltes Material aus den
folgenden Lehrbiichern:

e Spezies: Combinatorial Species and tree—like Structures von
F. Bergeron, G. Labelle und P. Leroux [1],

e Teilweise geordnete Mengen: Fnumerative Combinatorics I von
R. Stanley [7],

e Asymptotische Abzéhlung: Analytic Combinatorics von P. Fla-
jolet und R. Sedgewick [3].

In diesem Skriptum werden Grundkenntnisse aus Diskreter Mathema-
tik vorausgesetzt, etwa im Ausmafl des Skriptums [4], von wo auch
die Notation teils iibernommen wurde. Weiters sind Vorkenntnisse aus
Analysis (insbesondere Potenzreihen), Linearer Algebra, Algebra (ins-
besondere Gruppentheorie) und Komplexer Analysis (insbesondere Kur
venintegrale) fiir das Verstédndnis des Stoffes wesentlich.

Dieser Entwurf entstand wihrend meiner Vorlesung im Sommerseme-
ster 2013: Er enthélt sicher noch einige Fehler und Ungereimtheiten —
fiir diesbeziigliche Hinweise bin ich sehr dankbar.

Universitdt Wien, Sommersemester 2013 Markus Fulmek
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KAPITEL 1

Spezies: Abzihlung von kombinatorischen
Objekten

Die Theorie der Spezies liefert einen allgemeinen Rahmen fiir bezeich-
nete und unbezeichnete kombinatorische Objekte und ihre erzeugenden
Funktionen. Man kann diese Theorie sehr abstrakt angehen; wir wollen
uns dem Thema hier aber mithilfe von ein paar illustrativen Beispielen
néhern. (Sehr viel mehr Material als wir hier behandeln findet man im

Lehrbuch [1].)

1.1. Motivierende Beispiele

BEISPIEL 1.1. Die Anzahlen
B,, := # (Partitionen von [n])

heifien Bell-Zahlen. Aus der Betrachtung jenes Blocks, der das grofite
Element n enthdlt, erhdlt man sofort die Rekursion

BwH::§:<nﬁk)-BhMrn20, (1.1)

k=0
mit der Anfangsbedingung By = 1. Die Folge (B,),, s, beginnt so:
1,1,2,5,15,52, 203, 877, 4140, 21147, 115975 . ..

Wir betrachten die exponentiell erzeugende Funktion (siche z.B. [4,
Abschnitt 2.2]) dieser Zahlen

Z'I’L
B(z) = ZB" T
n>0 )

Wenn wir (1.1) mit % multiplizieren und (formal) dber alle n > 0
summieren, dann erhalten wir

. O ey
;Bnﬂ'm:;(%(n_k)&)m:;ﬂ;ﬁ(n—kﬂz ‘

J

n —B(2)e?
Die Differentialgleichung
dB  dlogB
Bd:  dz
1

eZ
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konnen wir ganz leicht losen:
log (B) =e"+C = B(z)=e*
und aus B (0) = By =1 bekommen wir sofort C = —1, also insgesamt
B(z)=e"". (1.2)

An dieser Stelle kann man folgende Beobachtung machen: Die FExpo-
nentialfunktion €* erscheint als die exponentiell erzeugende Funktion
€8fyengen der Anzahl aller Teilmengen von [n] mit n Elementen. Die-
se Anzahl ist zwar kombinatorisch wenig interessant (sie ist ndamlich
konstant gleich 1 fiir alle n > 0), aber natirlich konnen wir dann auch
e’ — 1 als die exponentiell erzeugende Funktion egfyengen, der Anzahl
aller nichtleeren Teilmengen von [n| mit n Elementen auffassen (diese
Anzahl ist nur unwesentlich komplizierter: 1 firn > 0 und 0 firn =0,
oder kiirzer mit Iversons Notation: [n > 0]). Fir die exponentiell er-
zeugende Funktion egf gilt also

Partitionen
engartitionen = engengen (engengem)
Und tatsdchlich sind ja auch Partitionen “Mengen von nichtleeren Men-

gen”! Das konnte natirlich nur eine zufillige Analogie sein — aber wir
werden sehen, daf$ hier ein “System” dahintersteckt.

Es kommt bei den Blocken einer Partition von [n] nicht auf die Ordnung
an — wir konnen also annehmen, daf} die Blocke

e mit ihrem gréfften Elemente “markiert” sind,
e und entsprechend ihren “Markierungen” geordnet sind.

Zum Beispiel erscheinen die Blocke der folgenden Partition in dieser
“kanonischen” Ordnung so:

{1,3} U {2,5,6} U {9}u{7,10} U {4,8,11,12}
®0O©EEE|WEIEROLE O

Hier konnte man auf die Idee kommen, auf die “Numerierung zu ver-
gessen”. Graphisch konnte man sich das fiir das obige Beispiel so vor-
stellen:

2 4+ 3 414+ 2 + 4

OOIPOOIPIPBBBOOO

Ohne die Numerierung kommt es bei diesen “Blocken ununterscheid-
barer Elemente” nur noch

e auf die Kardinalitdt der einzelnen Blocke
e und auf die Ordnung der Blocke verschiedener Grifle

an: Ganz offensichtlich konnen wir das als Kompositionen der natiirlichen
Zahl n interpretieren.
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BEISPIEL 1.2. Dieselbe Idee wie in Beispiel 1.1 fiihrt sofort auf die
Rekursion fiir die Anzahl K,, der Kompositionen von n:

Koo =Y 1Ky firn >0, (1.3)
k=0
wieder mit der Anfangsbedingung Ko = 1. Wir betrachten nun die

(gewdhnliche) erzeugende Funktion dieser Zahlen
K(z):= ZKn 2"
n>0

Wenn wir (1.3) mit 2" multiplizieren und (formal) iber alle n > 0
summieren, dann erhalten wir

R S S e R

n>0 n>0 k=0
—_——

_K(2)—-Kg

was sichtlich auf die Gleichung

K-1=K—
—z
fiir K (z) fihrt; mit der Losung
1—=z z
S e T

Die letzte Gleichung fihrt sofort auf die explizite (und wohl bekannte)
Darstellung
K, =2""" firn>0.

Auch hier kann man die analoge Beobachtung zu Beispiel 1.1 machen:
Die geometrische Reihe ﬁ erscheint als die (gewéhnliche) erzeugende
Funktion gfyepgen der Anzahl aller Mengen mit n Elementen, die alle
gleich o sind (diese Anzahl ist wieder konstant gleich 1 fir alle n >
0), und = — 1 erscheint als die (gewchnliche) erzeugende Funktion
8fvengen, der Anzahl aller nichtleeren Mengen mit n Elementen, die
alle gleich o sind (diese Anzahl ist wieder [n > 0]).

Da die Elemente hier nicht bezeichnet (und daher “identisch”) sind,
haben wir es eigentlich nicht mit Mengen, sondern mit (sehr einfa-
chen — es gibt ja nur ein Element, das aber beliebig oft vorkommen
kann) Multimengen zu tun: Um die Notation nicht zu kompliziert zu
gestalten, bleiben wir aber bei der Bezeichnung Mengen. Da die Ele-
mente alle identisch sind, spielt ihre Reihenfolge keine Rolle: (Multi—
) Mengen ununterscheidbarer Elemente sind also dieselben “kombina-
torischen Objekte” wie Folgen! Und fiir die (gewdhnliche) erzeugende
Funktion gfyomposivionen 9ilt tatsdchlich wieder

ngompositionen = ngolgen (ngengeni)
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Und tatsdchlich sind ja auch Kompositionen “Folgen von nichtleeren
Mengen” (in dem Sinn, daf$ es nur eine (Multi-)Menge mit k unun-
terscheidbaren Elementen gibt, die wir daher getrost mit der Zahl k
identifizieren konnen). Wir sehen also wieder dieselbe “Analogie” wie
wn Bewspiel 1.1.

1.2. Spezies, bezeichnet und unbezeichnet

Die Sache mit den erzeugenden Funktionen kénnen wir uns ja bekannt-
lich auch so vorstellen, dafl wir fiir eine Familie F kombinatorischer
Objekte eine Gewichtsfunktion w : F — R (R ein Ring, w (O) nimmt
typischerweise Werte 2™ an, wobei n eine “charakteristische Kennzahl”
von O, wie GroBe, Liange, Anzahl der Teile, etc., ist) angeben und die

formale Summe
> w(0)
OeF

bilden, die wir (ebenso formal) auch so anschreiben kénnen:

Z Cy " T,

TER
wobei ¢, die Anzahl der Objekte in F ist, denen das Gewicht = zu-
geordnet ist: Natiirlich sollte die Anzahl ¢, fiir jedes feste x endlich
sein, damit das einen Sinn ergibt. Diese Betrachtung fiihrt sofort auf
die folgende Defnition:

DEFINITION 1.1. Wir bezeichnen eine Familie A von kombinatorischen
Objekten, von denen jedes einzelne Objekt aus einer endlichen Zahl n
von “Atomen” besteht (und das dariber hinaus eine mehr oder weniger
komplizierte “Struktur” haben kann), wobei die Atome

o entweder mit den ersten n natiirlichen Zahlen bezeichnet sein
konnen (siehe Beispiel 1.1),

e oder vollstindig ununterscheidbar (“unbezeichnet”) sein kinnen
(siehe Beispiel 1.2),

als bezeichnete Spezies bzw. als unbezeichnete Spezies (allgemein: Spe-
zies). Die Anzahln von Atomen, aus denen ein Objekt A einer Spezies

besteht, heifit die GroBle von A: ||A|| = n.

Etwas abstrakter kann man das so ausdriicken: Zu einer Spezies A
gehort eine Grofenfunktion #4 : A — Ny, die durch #4 (A) = ||A]
gegeben ist.

Fiir eine Spezies setzen wir immer voraus, dafs die Teilfamilien
A, ={AecA:|A|| =n}

fiir alle n € N endlich sind, d.h.,
a, = |A,| <ocoVneN.

Insbesondere ist also eine Spezies A immer abzahlbar.
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Die Grifienfunktion liefert natiirlich eine Gewichtsfunktion
wa (A) = AN fiir unbezeichnete Spezies,

SIAll

wa (A) = =0

IA]]!

Die erzeugende Funktion einer (unbezeichneten oder bezeichneten) Spe-
zies A ist dann die formale Potenzreihe

gfy(2) =Y wa() = M =3"q,",

fiir bezeichnete Spezies.

AeA AeA n>0
LAl on
egf A (:) = D wu(A) =3 oy =D _an
AcA AcA ’ n>0 ’

1.3. Unbezeichnete Spezies und die Abzihlung von Biumen

BEISPIEL 1.3. Fine ganz einfache Spezies besteht nur aus einem einzi-
gen Objekt, das wiederum aus einem einzigen Atom besteht:

Atom = {o}
die erzeugende Funktion ist
ngtom (Z) =z

BEISPIEL 1.4. FEine weitere einfache Spezies ist (Multi—)Mengen (von
Atomen, die als unbezeichnete Objekte ununterscheidbar sind):

Mengen = {{), {o},{0,0},...}

die erzeugende Funktion ist

1
f =1 24 = .
gMengen(z) tz+27+ 1— 2>
Eine einfache “Modifikation” wdre die Spezies Mengen, der nichtleeren
Mengen (von Atomen); die erzeugende Funktion ist dann

ngengenl(Z) :Z+22+23‘|‘: 1i2’ - ]_iZ —].

BEMERKUNG 1.1. Da die Atome hier unbezeichnet (also nicht unter-
scheidbar) sind, kann ihre Reihenfolge auch keine Rolle spielen: Daher
ist die Spezies Mengen (von Atomen) gleich der Spezies Folgen (von
Atomen). Das hingt aber mit der Ununterscheidbarkeit der Elemen-
te (Atome) zusammen: Folgen von unterscheidbaren FElementen sind
natirlich nicht dieselben kombinatorischen Objekte wie (Multi-)Mengen
dieser Elemente!

DEFINITION 1.2. Ein Baum ist ein einfacher zusammenhdngender Graph
ohne Kreise.

Ein Wurzelbaum st eitn Baum mit einem ausgezeichneten Knoten, der
als Wurzel bezeichnet wird. Fin Wurzelbaum hat immer eine “natiirliche
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Orientierung” (“von der Wurzel weg”), er erscheint also als gerichte-
ter Graph: Knoten mit Ausgangsgrad 0 heiflen Blétter, alle anderen
Knoten heiffen innere Knoten.

Jeder Baum ist natirlich planar (in die Ebene einbettbar, sodafl zwei be-
liebige eingebettete Kanten einander hdchstens in einem Knoten schnei-
den): Fin Wurzelbaum in einer festen Einbettung in die Ebene, wobei
die Rethenfolge der Unterbdume relevant ist, heifst ebener oder geord-
neter Wurzelbaum.

Als GroBe eines Baumes (im Sinne von Definition 1.1) sehen wir die
Anzahl seiner Knoten an: Bdume sind also ein weiteres Beispiel fiir
Spezies.

Zum Beispiel gibt es die folgenden 2 ebenen Wurzelbdume mit 3 Kno-

RV

Auf 4 Knoten gibt es die folgenden 5 ebenen Wurzelbdume von denen
der 2. und der 3. aber als ein einziger “normaler” (also “nicht—ebener”)
Wurzelbaum angesehen wiirden:

FRVE VYL

BEMERKUNG 1.2 (Hier immer: Wurzelbaume!). Insbesondere fiir die
Computerwissenschaften sind Algorithmen (z.B. Suchalgorithmen) und
Datenstrukturen, die man aus Bdumen “zusammensetzen” kann, in-
teressante Objekte. Da diese Bdume meistens einen “ausgezeichneten
Knoten” (eine Wurzel) haben, werden wir im folgenden immer Wur-
zelbaume betrachten (wenn nicht ausdricklich anders angegeben), aber
der Finfachheit halber von Baumen sprechen.

Wie wir im einleitenden Beispiel 1.2 gesehen haben, {ibertréagt sich die
kombinatorische Konstruktion “bilde endliche Folgen von Objekten”
in die algebraische Konstruktion “setze die erzeugenden Funktion der
Objekte in die geometrische Reihe ein”. Diese “Ubertragung”

kombinatorische Konstruktion — algebraische Konstruktion

wollen wir nun in weiteren Beispielen betrachten:
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BEispIEL 1.5 (Disjunkte Vereinigung). Wenn zwei Spezies A und B
gegeben sind, konnen wir ihre disjunkte Vereinigung C = AUB be-
trachten; mit der Groffenfunktion

) #a(z) T EA,
e (x) = {#B(x) z€B.

Offensichtlich tibertrdgt sich diese Konstruktion wie folgt auf die erzeu-
genden Funktionen:

gf, = gf , + gfs.

BEISPIEL 1.6 (Cartesisches Produkt). Wenn zwei Spezies A und B
gegeben sind, kénnen wir thr cartesisches Produkt C = AX B betrachten;
mat der Gréfienfunktion

#e ((x,y)) = #a(x) + #8 (y) -

Offensichtlich tibertrdgt sich diese Konstruktion wie folgt auf die erzeu-
genden Funktionen:

gfe = gf 4 - gfs.
Wir fithren uns das anschaulich vor Augen anhand der Objekte der
Grdfie 3 im Produkt Mengen X ebeneWurzelBaeume:

2 k=0 M * Wk
(@;%) (Hier: n = 3.)

7% mo-w3=1-2=
(0, 79)
({O},7iﬁ) mp-wy=1-1=

{o,0}725) my-wy=1-1=1

({o,o,o}’7777) mg-wg=1-1=

FEin Spezialfall ist das k—fache cartesische Produkt einer Spezies A,
deren Objekte Folgen der Ldnge k von Objekten aus A sind:

AN =AXAX XA gf = (gf )"

k mal

Falls k = 0, erhalten wir die einelementige Spezies A° = {e}, die nur
die leere Folge € = () enthdlt mit ||e|]| = 0.

Zum Beispiel konnen wir die kombinatorischen Objekte “Kompositio-
nen einer Zahln mit genau k Teilen” als Spezies K (mit Gréflenfunktion
n) auffassen: Diese entspricht offensichtlich

k
K = Mengen,*, also gf = (ngengenl)k = (1 j z) .
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BEISPIEL 1.7 (Folgen). Wenn eine Spezies A gegeben ist, die kein Ob-
jekt der Grifie 0 enthdlt, konnen wir beliebig lange endliche Folgen von
Objekten aus A betrachten, also die Spezies A*

A= UAk

k>0

Gemdf$ den vorigen Beispielen tiibertrigt sich dies wie folgt auf die er-
zeugenden Funktionen:

1

k

gf 4 = Z (8f4)" = —+
= 1—gfy

Ein konkretes Beispiel dafiir haben wir in Beispiel 1.2 bereits gesehen:
Kompositionen = Mengen].

BEMERKUNG 1.3. Warum mufSten wir hier voraussetzen, daff A keine
Objekte der Grofie 0 enthdlt? Weil es in A* sonst unendlich wviele Objek-
te der Grofie 0 geben wiirde, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung
fiir Spezies:

O T=1@l =Nl =l(eel=---=0

ANWENDUNG 1.1. Wenn man in einem nichtleeren Wurzelbaum W
die Wurzel entfernt, entsteht eine (mdglicherweise leere) “Liste” von
Zusammenhangskomponenten, die threrseits aus nichtleeren Wurzel-
biaumen besteht: Wenn der Wurzelbaum W

e geordnet ist, dann sollte man auch die “Liste” als geordnet
betrachten (also als Folge) — dann kann man aus der (geord-
neten) Folge natirlich wieder den urspringlichen (geordneten)
Wurzelbaum W eindeutig rekonstruieren,

e ungeordnet ist, dann sollte man auch die “Liste” als unge-
ordnet betrachten (also als Multimenge) — dann kann man
aus der (ungeordneten) Multimenge natirlich wieder den ur-
spriinglichen (ungeordneten) Wurzelbaum W eindeutig rekon-
struteren.

Die folgende Graphik illustriert diesen einfachen Gedanken:

(VYY. V)

Ebener Wurzelbaum

(VYY)

“Normaler” Wurzelbaum
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Wenn wir die Anzahl der ebenen Wurzelbiume auf n Knoten mit f,, be-
zeichnen, dann erhalten wir definitionsgeméf die erzeugende Funktion
der Spezies der ebenen Wurzelbdume mit mindestens einem Knoten:

f(z):an-z":z+22+223+5z4+---
n>1
Aus der Beobachtung 1.1 ergibt sich zunéchst

ebeneWurzelBaeume; = Atom X ebeneWurzelBaeume]

und damit dann folgende Funktionalgleichung:

Diese quadratische Gleichung fiir f hat zwei Losungen, von denen die
folgende die richtigen (positiven) Koeffizienten hat:

f(z) = 1-Vi-de 3 ! (2”) Pasy (1.4)

2z n20n+1 n

Bevor wir die nichste kithne Rechnung beginnen, erinnern wir uns an

das ...

fﬁ bertragungsprinzip fiir formale Potenzreihen

Wenn eine Identitdt fiir analytische Funktionen auch fiir die entspre-
chenden formalen Potenzreihen sinnvoll ist, dann ist sie automatisch
auch eine Identitét fiir formale Potenzreihen.

Umgekehrt: Wenn eine Identitét fiir formale Potenzreihen auch fiir die
entsprechenden analytischen Funktionen sinnvoll ist (das heifit, daf
es einen nichttrivialen gemeinsamen Konvergenzradius fiir alle invol-
vierten Reihen gibt), dann ist sie automatisch auch eine Identitdt fir
analytische Funktionen.

BEISPIEL 1.8 (Mengen). Sei A eine Spezies, die kein Objekt der Grifie
0 enthdlt. Wenn wir bei Folgen von A “auf die Reihenfolge vergessen”,
erhalten wir die Spezies C = Mengen (A) (wie gesagt: Eigentlich Multi-
mengen — Elemente konnen wiederholt auftreten): Die Grofienfunktion
fiir ein Objekt

{A1, Ay, ... AL} €C
ist (genau wie bei den Folgen) gegeben durch

k

o ({A1 Asy A =D #a(A)).

=1
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Also erhalten wir fiir die erzeugende Funktion

ng (2) = Z Z#C(C) — C:{\fll, ceey Alj\flg, ce ,AQ,...}

~

cec P ko
= (Z (ZnAln)kl) : (Z (z||A2||)k2>
k1>0 k22>0
_ H Z (ZnAu)k
AeA k>0
1 \“
=11 (1 ) — ap=[{AcAi|Al|=i}| <oo
i>1 —F

_ (e E e e (P e )

n
—log 15 =37 2~

gf 4 (2°) | gf 4 ()
AQ + A3 + .. ) .

— exp (ng (=) +

Zum Beispiel erhalten wir die Spezies Zahlpartitionen (also “unge-
ordnete” Kompositionen) als Mengen (Mengen, ).

BEISPIEL 1.9 (Zusammensetzung). Seien zwei Spezies A und B gege-
ben, sodaff B kein leeres Objekt (mit Grifle Null; vergleiche Bemer-
kung 1.3) enthilt:

AB € B: #5(B) =0.

Dann konstruieren wir die Zusammensetzung von Spezies A (B) wie
folgt: Wir denken uns alle Atome eines Objektes aus A “aufgeblasen”
und setzen in jedes solche Atom je ein Objekt aus B hinein. Die folgende
Graphik veranschaulicht die Konstruktion fir A = Wurzelbaeume und

B = Mengen, :
{o o} @ @

B : {0}
{o o}

ool E
oy
, fooop

Leider tibersetzt sich diese Konstruktion aber nicht in die Zusammen-
setzung der erzeugenden Funktionen! Zum Beispiel haben wir ja:

Mengen (Mengen,; ) = Zahlpartitionen,



1.3. UNBEZEICHNETE SPEZIES UND DIE ABZAHLUNG VON BAUMEN 11

aber

1— 2t
-1

(Das Problem. ist offenbar: Die Konstruktion ist ja so nicht eindeutig —
in der obigen Veranschaulichung hdtten wir die Objekte aus B ja auch
anders auf die Atome des Objekts aus A verteilen konnen. Wir mifiten
also sozusagen zuerst alle moglichen “Finsetzungen von Objekten in
Atome” konstruieren, und dann herausfinden, wieviele davon eigentlich
verschieden sind!)

1.3.1. Abzdhlung von bindren Biumen. Die Niitzlichkeit der
Betrachtung als Spezies wollen wir nun an typischen Abzéhlproblemen
zeigen.

DEFINITION 1.3. Ein Wurzelbaum mit der Eigenschaft, daf jeder Kno-
ten Ausgangsgrad <2 hat, heifit bindrer Baum. Anders ausgedriickt: An
jedem Knoten eines bindren Baumes hdngen zwei Teilbdume, die aber
auch leer sein konnen. Ein geordneter bindrer Baum st ein bindrer
Baum, in dem es auf die Reihenfolge dieser Teilbdume ankommt (es
gibt also immer einen linken und einen rechten Teilbaum — selbst
dann, wenn einer der Teilbdume leer ist!)

Ein bindrer Baum mit der FEigenschaft, dafl jeder innere Knoten Aus-
gangsgrad = 2 hat, heifit vollstandiger bindrer Baum. (Allgemeiner
heifst ein Wurzelbaum mit der Figenschaft, dafi jeder innere Knoten
Ausgangsgrad m hat, vollstindiger m—érer Baum. )

Wir wollen die Anzahl der vollstdndigen binédren geordneten Baume
mit n inneren Knoten bestimmen: Das ist dasselbe wie die Anzahl der
geordneten bindren Bdume mit n Knoten. Die folgende Graphik zeigt
die Objekte dieser Spezies B mit GroBe (Knotenanzahl) n = 3:

K S 4L

Die “kombinatorische Zerlegung” dieser Spezies ist einfach: Ein geord-
neter bindrer Baum ist

6 0606 O

e entweder leer
e oder er besteht aus einer Wurzel (einem Atom) und einem
Paar von Teilbdumen.

Formal also:
B = {e} U (Atom x B?).

Dies iibersetzt sich in folgende Gleichung fiir die erzeugende Funktion:

gfs =1+2-(gfs)”.
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Diese quadratische Gleichung fiir gf; hat wieder zwei Losungen, von
denen

(1.5)

1—+v1—-14z 1 2n\ ,
o )
>0

2z n—+1
die “richtige” ist.

Diese einfache Idee funktioniert natiirlich auch allgemein fiir die Spezies
der geordneten m—aren Baume 7,,:

gf; =1+2-(gf;)". (1.6)

Fiir m > 2 ist es aber einfacher, die Koeffizienten der erzeugenden
Funktion mit der Langrangeschen Inversionsformel zu bestimmen:

SATZ 1.1 (Lagrange—Inversionsformel). Sei g (z) eine formale Laurent-
rethe und f(z) eine formale Potenzreihe mit verschwindendem kon-
stanten Term. Angenommen, wir entwickeln g(z) in Potenzen von

f(2), also
g(z) = e fH ().

k

Dann berechnen sich die Koeffizienten c,, durch

Cp = %<z_1>g’ (2) f"(2) firn#0, (1.7)
oder alternativ
=g [ () (). (1.8)

(Beweis siehe z.B. [4, Anhang A.3].)

KoOROLLAR 1.1 (Lagrange-Inversionsformel). Sei f(z) eine formale
Potzenzreihe mit verschwindendem konstanten Term und F (z) die bezig-
lich der Zusammensetzung inverse Reihe (i.e., F (f(2)) = f(F (2)) =
z). Dann gilt

(") F*(2) = §<zk> f"(z) firn#0, (1.9)
oder

() FHz) = (277 £ 2). (1.10)

Denn (1.6) bedeutet ja nichts andres, als daf (ngm — 1) die Kompo-

sitionsinverse zu
z

(1+2)"
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ist! GeméaB (1.9) ist also fiir n > 0

[+ z)
g I, = _< > «—Binomischer Lehrsatz!
:l m - n _ (mn)(men—1)-: (7'7171 n+2)
n\n— 1 n-(n—1)!

:n~(mi1)+1(mﬁn)'

1.4. Bijektive Kombinatorik auf Wurzelbdumen

Es fallt auf, daf die erzeugenden Funktionen fiir nichtleere ebene Wur-
zelbdume (1.4) und geordnete bindre Baume (1.5) bis auf den Faktor
z gleich sind, und die Anzahlen dieser Objekte mit fester GroBe (Kno-
tenzahl) ist im wesentlichen eine Catalan—Zahl C), = #1(2,5): Das 1483t
sich auch durch Bijektionen zeigen.

1.4.1. Dyck—Pfade der Linge 2n.

DEFINITION 1.4. Das ganzzahlige Gitter ist der unendliche gerichtete
Graph mit Knotenmenge Z X 7 und Kantenmenge

{((z,9), (x+Ly+1)): (z,y) €Z XL}
U{((z,y),(z+1L,y—1)): (z,y) EZXZ}.

(Die gerichteten Kanten gehen also immer entweder “einen Schritt
nach rechts oben”: u oder “einen Schritt nach rechts unten”: d.)

Ein Pfad im ganzzahligen Gitter, der in (0,0) beginnt und in (2n,0)
endet, und der niemals unter die x—Achse gerdt, heifit Dyck—Pfad der
Lénge 2n.

u U

B o R N W B OO
S

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Es st eine bekannte Tatsache, daf$ die Anzahl der Dyck—Pfade der
Linge 2n gleich der Catalan—Zahl C,, n+1 (2") ist (siehe z.B. [4,
Anhang A.2.2]).
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1.4.1.1. Ebene Bdaume < Dyck—Pfade. Aus der Graphik wird offen-
sichtlich, daBl ein Dyck—Pfad als Wort der Lénge 2n iiber dem Alphabet
{u,d} codiert werden kann, wobei

e die Anzahl der u’s gleich der Anzahl der d’s gleich n ist,
e und in jedem “Anfangsabschnitt” des Wortes immer minde-
stens soviel u’s vorkommen miissen wie d’s.

Fiir die obige Graphik lautet dieses “Codierungswort”:
uduvuduvuddddd.

Das iibersetzt sich sofort in eine Codierung fiir geordnete Béume ( Blatt-
laus—Codierung). Jeder Baum auf n + 1 Knoten hat genau n Kanten:
Wir stellen uns eine “Blattlaus” vor, die die Kanten des geordneten
Wurzelbaums der Reihe nach (immer mit dem linken Teilbaum begin-
nend) entlangwandert.

1.4.1.2. Ebene bindre Bdaume < Ebene Bdume. Die entsprechende
Rotationskorrespondenz wird am besten in einer Graphik deutlich:

45° drehen: neue Wurzel: neue Kanten:

O
O-O0 OO
7 757 7
1.5. Ungeordnete Wurzelbdume

Es gibt die folgenden 9 ungeordneten Wurzelbdume mit 5 Knoten:

LUy

Gemifl Beobachtung 1.1 entsteht durch “Ausreilen der Wurzel” aus
einem ungeordneten, nicht—leeren Wurzelbaum eine (Multi—)Menge von
Wurzelbdumen, d.h., fiir die Spezies der ungeordneten Wurzelbdume 7°
gilt:

T = {o} X Mengen (7). (1.11)
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Dies iibertrégt sich wie folgt auf die erzeugende Funktion (siehe Bei-
spiel 1.8):

gfr(2) =2 <1iz)tl : (ﬁ)h : (1 _123)t3--- (Cayley)

1 1

Aus der Formel von Cayley lassen sich die Koeffizienten t; rekursiv
berechnen:

gly (2) =tiz 4+ 122 + 132° 4+ - —(3)=(-0"(** )

n

t 1 t 1
:Z<1+t12+<1; )22+...).<1+t222+<2;— )Z4+---)---
t 1 t 2
:Z+t122+(<1; )+t2)23+(<1;_ )+t1t2+t3)24+"'

Konkret erhalt man:

gfr (2) = 2+ 22 +22° + 42" +92° +202° + 482" + 11528
+2862° + 7192 + 18422 + - ..

1.6. Bezeichnete Spezies

BEISPIEL 1.10. Die bezeichnete Spezies Atom besteht wieder nur aus
einem einzigen Element, fir das es klarerweise nur eine Numerierung
gibt: “o wird mit 1 numeriert”. Die erzeugende Funktion ist daher wie-

der
z

BEISPIEL 1.11. Eine weitere Spezies ist Mengen (von Atomen): In den
bezeichneten Objekte sind die Atome zwar unterscheidbar, aber da es
in einer Menge nicht auf die Reihenfolge ankommt, gibt es genau eine
bezeichnete Menge mit n Elementen:

Mengen = {0, {1},{1,2},...},

die (exponentiell) erzeugende Funktion ist daher

engtom (Z) 2

2

z z
engengen (Z) =l+—=+

TR AR

Die (exponentiell) erzeugende Funktion von Mengen, ist dann

z 22 2’3 . 1
ﬂ"—a‘Fa—F"'—eXp(Z)— .
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BEISPIEL 1.12. Da die Atome hier bezeichnet sind, ist die (bezeichne-
te) Spezies Mengen (von Atomen) nicht mehr gleich der (bezeichneten)
Spezies Folgen (von Atomen): Leztere ist einfach gleich der (bezeich-
neten) Spezies Permutationen mit der erzeugenden Funktion

1! 2! 1

_ = T2 =
engermutationen (Z) =1+ 1[2 + 2'2 + 11— z

Wenn wir in der Spezies Folgen, der nicht-leeren Folgen zwei bezeich-

nete Objekte, die sich nur durch eine zyklische Permutation voneinan-

der unterscheiden, als identisch ansehen, dann erhalten wir die Spezies

Zyklen mit der erzeugenden Funktion
0! 1!

! ! 21
engyklen (Z) = Fz + 522 —+ 523 + ... = lOg

1
1—2z

Wie bei den unbezeichneten Spezies gibt es auch hier eine “Ubertragung”
kombinatorische Konstruktion — algebraische Konstruktion.

BEISPIEL 1.13 (Disjunkte Vereinigung). Wenn zwei bezeichnete Spezies
A und B gegeben sind, konnen wir (genau wie bei den unbezeichneten
Spezies) ihre disjunkte Vereinigung C = AUB betrachten, und es gilt
auch hier fiir die erzeugenden Funktionen:

egf, = egf , + egfpy.

BEISPIEL 1.14 (Produkt). Wenn zwei bezeichnete Spezies A und B ge-
geben sind, definieren wir ihr Produkt C = A B wie folgt: Betrachten
wir zundchst das cartesische Produkt A x B. Aus einem Paar von Ob-
jekten (A, B) € Ax B (wobei ||A|| = m und ||B|| = n) konstruieren wir
(m;:") verschiedene bezeichnete Objekte gemdf folgender Vorschrift:

e Betrachte alle Zerlegungen der Menge [m + n] in zwei disjunk-
te Teile

[m+n]=XUY mit | X|=m,|Y]|=n,

o Fiir jede solche Zerlegung ersetze die Nummern von A bzw. B
entsprechend den ordnungserhaltenden Bijektionen®

m] — X
[n] =Y

Anhand eines Beispiels:

1Zwischen je zwei endlichen geordneten Mengen X und Y mit |X| = |V gibt
es natiirlich genau eine ordnungserhaltende Bijektion.
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a5 A F

[All+[ Bl[=3+2=5:

{{1.23} {45} — g : /
N,
{{1.24} {35} — ol i}

s
{345} {123} — ol /

Die Groffenfunktion ist natiirlich wieder gegeben als

#e (A, B)) := #a (A) + #5 (B).

Tatsdchlich tibertrdgt sich diese Konstruktion wieder auf die erzeugen-
den Funktionen:

“nlay b, " Cn n
engeng:Z<Zﬁﬁm>z :ZEZ’ :egfc,
n>0 \ k=0 n>0

denn ¢, =Y, (Z) - ay - by_r nach Konstruktion.
Zum Beispiel:

e Mengen x Mengen = Potenzmengen, was man auch als “Funk-
tionen nach {0,1}” deuten kénnte. Dafi die Mdichtigkeit der
Potenzmenge einer n—elementigen Menge gleich 2™ ist, sieht
man nun auch sofort aus der erzeugenden Funktion:

2 z\2 2z 2"

(engengen< )) = (e ) =e = Z n!z

n>0
e Mengen, xMengen, sind demzufolge als “surjektive Funktionen
nach {0,1}” aufzufassen.
FEin Spezialfall ist wieder das k—fache Produkt einer (bezeichneten) Spe-
zies A:
AV == A Ax- o x A egf iy = (eng)k-

k mal

Zum Beispiel:

° Mengenk = Geordnete_Zerlegung_in k Bloecke, was man auch
als “Funktionen nach [k]” deuten kénnte.

e Mengen,” sind demzufolge als “surjektive Funktionen nach [k]”
aufzufassen.
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BEIspPIEL 1.15 (Folgen). Auch fiir eine bezeichnete Spezies A, die kein
Objekt der Grdfie 0 enthdlt, kénnen wir beliebige endliche Folgen von
Objekten aus A betrachten, also die Spezies A*

A* = U AF
k>0
Wieder iibertrdgt sich dies wie folgt auf die erzeugenden Funktionen:

1
f*ZE D
egl 4 (eg .A) 1 _eng
k>0

Zum Beispiel erhalten wir fir die Spezies der Surjektionen 7 : [n] — [k]
(mit ||7]| = n)
Surjektionen = Mengen,”.

Daraus folgt sofort: Die exponentiell erzeugende Funktion der Zahlen

zn: S K
k=0

(wobei S, i, die Stirling—Zahlen zweiter Art bezeichnet) ist also
(R
l—(er—1) 2—e

BEISPIEL 1.16 (Mengen). Wenn wir in einem Objekt aus A* “auf die
Reihenfolge vergessen”, erhalten wir die Spezies

C = Mengen (A).
Durch die Numerierung sind die k A-Objekte eines Objekts aus AF
ja jedenfalls unterscheidbar (d.h.: Fine Multimenge von bezeichneten
Objekten ist immer eine Menge); zu jeder Menge mit k A-Objekten

gibt es also k! geordnete k—Tupel dieser Objekte in A*. Also erhalten
wir fiir die erzeugende Funktion

eof (Z) _ Z (egf.A <z>)k — e°8fa(?)
gle k!
k>0
Zum Beispiel erhalten wir die Spezies
Mengenpartitionen = Mengen (Mengen, ) ;
die exponentiell erzeugende Funktion der Bell-Zahlen ist also
eez—l

(siehe auch das einleitende Beispiel 1.1).

BEMERKUNG 1.4. Wie wir gesehen haben, besteht in wvielen Fillen
ein klarer Unterschied zwischen bezeichneten und unbezeichneten Spe-
zies. Aber bei geordneten Bdumen ergibt sich durch die Bezeichnung
nichts Neues, denn die Knoten von geordneten Bdumen haben ja je-
denfalls eine “natiirliche Ordnung” (Wurzel, Nachfolger der Wurzel
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von links nach rechts, Nachfolger der Nachfolger der Wurzel von links
nach rechts, ... ), sodaf also gilt:

# (unbezeichnete geordnete Biume)-n! = # (bezeichnete geordnete Biume) ,

d.h., die erzeugenden Funktionen fiir unbezeichnete und bezeichnete ge-
ordnete Bdaume sind gleich.

BEISPIEL 1.17 (Zusammensetzung). Seien zwei Spezies A und B gege-
ben, sodafl B kein “leeres Objekt” (mit Grifie Null) enthilt:

AB € B: #5(B) =0.

Dann kénnen wir die Zusammensetzung von Spezies A (B) wie folgt
konstruieren:

o Nimm ein k—Tupel (By, B, ..., By) von Objekten aus B*.
e Ordne das k—Tupel nach der jeweils kleinsten Nummer in je-

der Komponente B;: De facto betrachten wir also k—elementige
Mengen (vergleiche Beispiel 1.16)

{Bj1<Bj2<"'<Bjk}7

also eine Spezies mit der erzeugenden Funktion

(egfs (2)"
k! '

o Nimm ein A-Objekt A der Grifie #4 (A) = k und denke die
Atome von A “aufgeblasen”: In die numerierten Atome setze
jetzt in der “kanonischen Ordnung” die Objekte B; ,--- , Bj,
ein (d.h., in das A-Atom mit Nummer 1 wird B;, eingesetzt,
in das A-Atom mit Nummer 2 wird Bj, eingesetzt, u.s.w).

e Die Grifie des so entstandenen Objekts aus C € C := A(B)

st dann natirlich gegeben als

#c (C) =#5(By) + -+ #5(By).
Hier iibersetzt sich die Konstruktion tatsdchlich in die Zusammenset-
zung der erzeugenden Funktionen:
1Bjy 14+ Bj |l

gl (2 ZZ 2 (1Bl + -+ 15!

k>0 AcA : . . k
A=k {Bn ----- Biy Jeb

=Y BN g (ary ().

k>0

BEISPIEL 1.18 (Satz von Cayley). Bezeichne T die Spezies der nichtlee-
ren ungeordneten bezeichneten Wurzelbdume. Mit derselben Uberlegung
wie in Abschnitt 1.5 erhalten wir dieselbe “Spezies—Gleichung” (1.11)
auch fiir die bezeichneten Wurzelbdume, also

T = {o} X Mengen (7).
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Diese tibersetzt sich hier gemdfl Beispiel 1.16 bzw. 1.17 in
gfr (2) = z-e*'70,

also ist gf 1 (z) die Kompositionsinverse zu z-e~*. Deren Koeffizienten

konnen wir nun ganz leicht mit der Lagrange’schen Inversionsformel
(Korollar 1.1: (1.9) fiir k = 1) bestimmen:

(M gty ()= (=) (o) "

_l —1 —-n, nz
—n<Z >Z e
_l n—1 nz
= (e
_ 1o
n(n—1)!

fiirn > 0. Das heifsit, die Anzahl der bezeichneten ungeordneten Wur-
zelbdume auf n > 0 Knoten ist

t, =n" L
Wenn wir auf die Wurzel “vergessen”, dann erhalten wir die Cay-
ley’sche Formel fiir die Anzahl aller bezeichneten Baume (nicht Wur-
zelbiaume!):

# (bezeichnete Biume auf n Knoten) = n""2. (1.12)

1.6.1. Kombinatorischer Beweis des Satzes von Cayley. Die
Priifer—Korrespondenz liefert eine Bijektion zwischen

e ungeordneten, bezeichneten Wurzelbdumen mit n Knoten,
e und Zahlenfolgen der Linge n — 1 aus [n].

Fiir einen gegebenen Wurzelbaum funktioniert das so: Suche das Blatt
mit der kleinsten Nummer (Bezeichnung), notiere die Nummer des in-
neren Knotens, an dem dieses Blatt hiangt, und entferne das Blatt:
Das macht man so lange, bis die Wurzel iibrighleibt. In einem kleinen
Beispiel:

Umgekehrt gewinnt man aus dem Priifer—Code

(p(v1),p(v2),...,p(Vn-1))

wieder den zugehorigen Wurzelbaum, indem man wie folgt vorgeht:
Sei vy die kleinste Zahl aus [n], die nicht im Priifer—-Code vorkommt.
Die Nummern, die nicht im Priifer—-Code vorkommen, entsprechen den
Blattern im urspriinglichen Wurzelbaum; v ist also die Nummer des
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1. entfernten Blattes. Dieses Blatt hing nach Konstruktion an dem
Knoten mit der Nummer p (v1), wir notieren also

(v1,p(v1)) (v1 héngt an p (vy))

und fahren rekursiv mit dem verbleibenden Priifercode

(p(v2),p(v3),...,p(Vn-1))

fort: Sei vy die kleinste Zahlin [n] \ {v; }, die im verbleibenden Priifercode
nicht vorkommt; wir notieren also

(v2,p (v2)) (v2 hiingt an p (vq)),

usw. Fiir das obige Beispiel entsteht so die Folge von Notierungen:
((1,10),(4,9),(5,3),(6,3),(7,10),(9,2),(10,8),(8,2),(11,3),(3,12),(12,2)),

und es ist klar, dafl die Wurzel die Nummer 2 hat: Damit kann man
den Wurzelbaum eindeutig rekonstruieren.

1.7. Der Satz von Pdlya

Wir beginnen mit 2 motivierenden Beispielen.

BEISPIEL 1.19. Gegeben sei ein Wiirfel. Wie viele wesentlich verschie-
dene Madglichkeiten g¢ibt es, seine Seitenflichen mit den Farben rot
und blau zu farben? (“Wesentlich verschieden” soll hier bedeuten: Zwei
Fiarbungen, die durch eine Rotation ineinander tbergehen, sehen wir
als gleich an.)

Es gibt insgesamt 10 Mdglichkeiten: Alle Seiten rot, alle Seiten blau,
eine Seite rot, eine Seite blau, 2 gegeniiberliegende Seiten rot, 2 ge-
geniiberliegende Seiten blau, 2 aneinander grenzende Flichen blau, 2
aneinander grenzende Flichen rot, 3 in einer Ecke zusammenstoffende
Fldchen blau, 3 “bandartig zusammenhdngende” Flichen blau.

BEISPIEL 1.20. Gegeben seien Perlen in k Farben. Wie viele Moglich-
keiten gibt es, daraus eine Kette der Linge n zu bilden, wobei wir 2
Ketten dann als gleich ansehen, wenn sie durch eine Rotation (aber
nicht durch eine Spiegelung!) ineinander ibergehen?

HINININIne!
I

Wenn wir Beispiel 1.20 “abstrakt” beschreiben wollen, dann kénnen wir
das so tun: Gegeben sei ein Objekt auf n (numerierten) Atomen. Diese
Atome werden in eine Wertemenge R = [k] von k Farben abgebildet
(im Beispiel: £ = 2). Wir fragen nach der Anzahl solcher Abbildungen,

n
k

DO Ot [NORTEN

>3
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wobei wir aber 2 Abbildungen fi, f> als dquivalent betrachten, wenn es
eine zyklische Permutation o € G,, der bezeichneten Atome gibt, sodafl

fioo = f.

@O -0
O-® O-©

Diese Problemstellung lédsst sich wie folgt verallgemeinern:

Zum Beispiel:

DEFINITION 1.5. Gegeben sei die endliche Menge [n] = {1,2,...,n}
und eine Gruppe G C &,, von Permutationen. Die Vorstellung dazu
ist: Wir haben ein (bezeichnetes) Objekt O auf n Atomen, die wir mit
den Elementen aus [n] identifizieren, und G ist die Gruppe der Sym-
metrieabbildungen, d.h., die Gruppe der Permutationen der Atome von
O, die O invariant lassen; zum Beispiel:

? H L(12),(34),(2 4)(1 3)(5 6))

Weiters sei eine Menge R = von k Farben gegeben. Wir inter-
essieren uns fir die Anzahl aller nicht—aquivalenten Abbildungen f :
[n] — R, wobei fi ~ fo wenn f1o0g = fo fir irgendein g € G. An-
ders ausgedriickt: Wir suchen die Anzahl aller Aquivalenzklassen von
Abbildungen unter der Aquivalenzrelation

lef22<:> ngG:flog:fQ.

Diese Aquivalenzklassen von “Fdrbungen” nennen wir Muster.

Jedem Element r € R sei ein Gewicht w(r) (meistens ein Monom,
z.B. einfach 2") zugeordnet, das Gewicht einer Funktion sei w (f) =
[[-,w(f (). Esist klar: fi ~ fo = w(f1) = w(f2); das Gewicht
eines Musters sei also w (f), wo f irgendein Reprisentant des Musters
(also der Aquivalenzklasse) ist.

BEISPIEL 1.21. Wir betrachten das Beispiel des Wiirfels mit w (rot) =
x, w (blau) = 1: Das Gewicht eines Musters ist also 2770t Flacchen) = Dje
erzeugende Funktion ist dann:

2+ 2t 203 2+ 1.

LEMMA 1.1 (Burnside’s Lemma, Satz von Cauchy—Frobenius). Be-
trachte die Problemstellung aus Definition 1.5. Sei 1, (g) die Anzahl
aller Funktionen f mit Gewicht w (f) = a und fog= f. Dann ist die
Anzahl aller Muster mit Gewicht o gleich

|G|Z%
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BEWEIS. Betrachte alle Paare (g, f) mit fog = f, w(f) = a: Durch
doppelte Abzihlung ergibt sich sofort

d walg)= >, nlf),
geG fw(f)=a
wobei 1) (f) die Anzahl aller g mit f o g = f bezeichnet.
Fiir festes f ist Gy :={g € G: fog= f} eine Untergruppe von G.
Betrachte nun alle foh mit h € G: Als Menge betrachtet ist das einfach
die Aquivalenzklasse [f] von f: Wie oft kommt jedes Element vor?
fohi=fohy < fo(hlohgl):f
< hjohy' €Gy < hy € Gyohy.

D.h., fiir die Elemente einer festen Rechtsnebenklasse von Gy kommen
immer dieselben Funktionen heraus. Es gilt daher:

Gl =11 1G] = n(f) =1Gs| =G/ ][f]]-

Wir erhalten also:

fw(f)=a fw(f)=a fw(f)=a
1
SZIID D SR o
[Flw([f])=cx fE[S] [flw(f)=a
= # (Muster mit Gewicht «) - |G] .
O
DEFINITION 1.6. Der Zykelindex einer Gruppe G C G,, st
1 o e 1
PG<:U17~T27---> = @Z('xll '.TQQ"') = @Z(x‘zﬂ .I“ZQ‘)’
9eG geq

wobei z1 - z9 -+ = g die disjunkte Zyklenzerlegung der Permutation g

bedeutet und |z;| die Lange von Zyklus z;; bzw. (c1, ¢, . ..) den Zykeltyp
von g bezeichnet (also ¢; gleich Anzahl der Zyklen der Linge i in g).

BEISPIEL 1.22. Die Rotationsgruppe des Wiirfels lifit sich durch Per-
mutationen seiner Fliachen beschreiben:

o Die Identitit liefert x$,

e Drehung um Achse, die durch die Mittelpunkte zweier gegen-
iiberliegender Flichen bestimmt ist, liefert 3 - x3 - x3 (fiir 180°)
und 6 - x4 - 23 (fiir £90°),

e Drehung um Achse, die durch die Mittelpunkte zweier diago-
nal gegeniberliegender (paralleler) Kanten bestimmt ist, liefert
(fiir 180°) 6 - x3,

e Drehung um die Raumdiagonalen (fiir £120°) liefert 8 - x3.
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Insgesamt also:
1
Pg = o (2§ + 3ajx; + 627y + 625 + 8a3) .

BEISPIEL 1.23. Eine Rotation einer Kette der Linge n entspricht einer
Permutation m mat

m (i) =i+m (mod n).
FEin Zyklus der Linge d von w ist eine (minimale) Folge
l=(,i4+m,....i+(d—1)m),
sodaff i +d-m =i (mod m), d.h., d-m =0 (mod n) und wegen der

Minimalitat von l ist d = D
ggT(m,n)

Es gibt in 7 also nur Zyklen der Linge d, und zwar genau % viele: Das

d
Gewicht ist w () = :L’Z/d. Die Frage ist nur mehr: Wie viele m gibt es
mit ggT (m,n) =n/d, 0 < m < n? Das sind von den Zahlen i -

n

d
n_.n n
N ()
(0’ d— d 3 ) d
jene, wo i und d teilerfremd sind:
ggT (n,i . E) SLPEIN geT (d,7) = 1.
d d
Deren Anzahl ist ® (d), die Fulersche ®—Funktion:
1 1
d=ph .. ph: & :d(l——)-~-(1——).
by b (d) n o
Daher:
1 n
Ps=— P (d)zs. 1.13
¢ L es] (1.13)

SATZ 1.2 (Satz von Pélya). Sei G C &,,. Die erzeugende Funktion fir
alle Muster [f], f : [n] — R, ist

Z w(m) = Pg (Zw(r),Zw(r)Q,Zw(r)g,...>

m Muster reR reR reR

BEWEIS. Betrachte o = w (f) fiir eine Funktion f : [n] — R. Nach
Lemma 1.1 ist die Anzahl aller Muster mit Gewicht a gleich

ﬁz% (9).

geG

wobei ¢ (9) = # ({f - w(f) =aund fog = [}).
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Das multiplizieren wir mit o und summieren {iiber alle «:

> zmm

m Muster gel

L)

geG «

‘zz

9€G f: fog=f

Uberlege: Wenn g = 21 0 250 - - - 0 2 die disjunkte Zyklenzerlegung von
g bezeichnet, dann ist f o g = f genau dann, wenn die Funktion f auf
allen Zyklen z1, 2o, ... 2; konstant ist. Also:

Z Z fa IZ1\ )IZ2\,_,

gEGf[lHR
& Z (0] (5e0) -
= Pg <Zw(r)1,2w(r)2,...> .

O

BEMERKUNG 1.5. Wenn die Menge R von Farben nur ein Element
enthdlt, dem einfach das Gewicht z zugeordnet ist, dann gibt es natirlich
nur ein Muster, und die erzeugende Funktion dieses einzigen Musters
st einfach 2™, wo n die Grofle des Objekts ist — und tatsdchlich st
auch

Pq (2,22,...) = 2"

BEISPIEL 1.24. Fiir den Wiirfel erhalten wir tatsédchlich:
1
5 (6(3: +1) (@ + 12+ 8« +1)" +3(2* +1)" (x +1)*+
6(x2+1)3+(az+1)6) =28 427+ 204 + 228 + 227 + 1 + 1.

BEISPIEL 1.25. Fiir eine Kette der Ldnge n, die mit k Farben gefirbt
wird, geben wir der Farbe i das Gewicht x; und erhalten:

—ZCI) (zf + 23 + +:ck)n/d.
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Fiir den Spezialfall k = 2 ergibt das:

% Z @ (d) (21 + n/d Z ®(d Z (n/d) s A p—

dln d|n l

:% ey Y @ (d) (;//‘fi)

m d| ggT(n,m)

Fiir k Farben ergibt sich allgemeiner:

1 d

dln li+...ly=n/d Y e
! n/d
1 T o (d :
- Z Ty Ly Z ( >(m1/d,...,mk/d)
mi+--mE=n d| ggT(n,m1,...,mg)

1.8. Eine Verallgemeinerung

Wir kénnen Definition 1.5 offenbar verallgemeinern, indem wir auch
auf der Menge der Farben R eine Permutationsgruppe H betrachten,
die auf R wirkt: Wieviele Muster gibt es, die unter der Wirkung von
H auch noch verschieden sind? D.h., wir betrachten nun zwei Muster
f1, f2 als dquivalent, wenn es ein g € G (G ist die Permutationsgruppe
auf den Atomen) und ein h € H (H ist die Permutationsgruppe auf
den Farben) gibt, sodaf§

Ji~fo= fiog=hofs

BEISPIEL 1.26. Sei im Beispiel 1.19 (Farbungen der Wiirfelflichen mit
Farben R = {blau, rot}) die Gruppe H = Gpr: D.h., es gibt nun nur
mehr 6 Moglichkeiten fiir “wesentlich verschiedene” Muster:

6 Flichen haben dieselbe Farbe,

genau 5 Flichen haben dieselbe Farbe,

genau 2 gegentiberliegende Flichen haben dieselbe Farbe,
genau 2 aneinander grenzende Fldchen haben dieselbe Farbe,
genau 3 in einer Ecke zusammenstoffende Flichen haben die-
selbe Farbe,

e genau 3 “bandartig zusammenhdngende” Fldichen haben die-
selbe Farbe.

Wenn wir das Gewicht eines Musters als x™ax#(rot),
dann ist die erzeugende Funktion:

#(blaw)) - definieren,

28 + 2% + 224 + 248,
SaTz 1.3.

> w(m) |Z > w(f). (1.14)

m Muster gEG f:fog=hof
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BEWwWEIS. Es gilt sichtlich:

fogn=fogs = g1 €Gy-go,
hlof:hgof - hlehQ'Hf.

1611
2 @ Z“’ G|~ [Hy]

f,9:h
=|G|-1H|- > w(m).

fog=hof
w Muster

1.9. Zykelindikatorreihe

Wir wollen diese Uberlegungen nun auf bezeichnete Spezies anwenden:
Dazu “summieren” wir (im wesentlichen) die Zykelindices fiir alle Ob-
jekte.

DEFINITION 1.7. Sei F eine bezeichnete Spezies: Dann wirkt die sym-
metrische Gruppe G,, auf den Teilfamilien

Fo:={F e F:|F| =n}

“durch Permutation der Numerierung (Bezeichnung) der Atome”. Die
Wirkung einer solchen Permutation o auf F' bezeichnen wir mit o (F);
wenn eine solche Permutation o ein Objekt F' fixiert (invariant lifst),
dann schreiben wir dafir also: o (F) = F. FEs ist klar: Fir jedes Objekt
FeF, st
symg (F):={ce€&,:0(F)="F}

eine Untergruppe der &,,: Wir bezeichnen sie als Symmetriegruppe des
Objekts F.

BEISPIEL 1.27. Die Permutation o = (12) (3) (in Zyklenschreibweise)
fixiert sichtlich den folgenden ungeordneten Wurzelbaum:

o

Dasselbe Objekt, aufgefafit als geordneter Wurzelbaum, wiirde aber nur
von der Identitat fiziert (vergleiche auch Bemerkung 1.4).

DEFINITION 1.8 (Zykelindikatorreihe). Sei F eine bezeichnete Spezies.
Fiir eine Permutation o € G,, definieren wir:

fixg (o) ={F e€F,:0(F)=F}.

|fixz (0)| ist also die Anzahl der Objekte F' in F, fir die o zur Sym-
metriegruppe von F gehort.

Den Zyklentyp einer Permutation o bezeichnen wir mit

c(o) = (c1,¢0,...,0n) -
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(D.h., ¢; ist die Anzahl der Zyklen der Linge i in o.)

Weiters definieren wir fiir eine Folge x := (x1,%s,...) von unendlich
vielen Variablen:
c(o) . .c1 c2 c
X S R I N

Die Zykelindikatorreihe einer Spezies F ist dann die formale Potenz-
rethe (in unendlich vielen Variablen)

Xc(a)
220 = 2
o F
o(F)=F

_ Z% S Jfixs (o)) - x4 (1.15)

n>0 e,

PP

n>0 oS, FEFn:
o(F)=F

:Z% >y x, (1.16)

n>0  FEF, 0€Gn:
o(F)=F
BEMERKUNG 1.6. Ungeordnete bezeichnete Wurzelbdume unterschei-
den sich von geordneten bezeichneten Wurzelbdumen “nur” dadurch,
dafs erstere eine nichttriviale (d.h.: nicht nur aus der Identitit beste-
hende) Symmetriegruppe haben (vergleiche Beispiel 1.27). Anders ge-
sagt: Fir die Spezies der geordneten bezeichneten Wurzelbdume ist

Wi ~ Wy <= “W; und Wy sind als ungeordnete Objekte identisch”

klarerweise eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen in natiir-
licher Weise mit den ungeordneten bezeichneten Wurzelbdumen iden-
tifiziert werden kénnen. “Aus Sicht der ungeordneten Bdume” ist diese
Aquivalenzrelation gegeben durch ihre Symmetriegruppe G (die aus den
“Umordnungen” von Teilbdumen besteht):

Wy~ Wy = JoeG:o(Wy)=Ws.

Dies kann man verallgemeinern: Ser F eine Spezies, die nur die tri-
viale Symmetriegruppe besitzt (d.h., alle n! Umnumerierungen eines
Objektes F' € F werden als verschieden angesehen), und sei G eine
“grofsere” (salopp gesprochen) Symmetriegruppe fir die Objekte aus F.
Dann kann man die Spezies [F) der Aquivalenzklassen von F in bezug
auf diese Symmetriegruppe G betrachten, deren Objekte [F| € [F] da-
durch bestimmt sind, daf fiir je zwei Reprisentanten Fy, Fy € [F] C F

Fi~Fy<= JoeG:0(F)=F, (1.17)
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gil?. Fiir ein F € F, sei &, (F) := {[o(F)]:0 € &,} (das ist die
Menge der verschiedenen Aquivalenzklassen beziiglich (1.17), die sich
durch beliebige “Umnumerierungen” von F ergeben). Dann gilt (siche
den Beweis von Lemma 1.1):

n!
Sy [z ((F1)

Fir F, Fy € 6, (F) gilt natirlich Fy = 7 (Fy) fir ein T € 6,,; es gelte
dann auch fiir jedes solche T € &,,:

7 (symyg ([F1])) 771 = symyz ([F]).

(D.h., die Symmetrien hdangen nur von der “unbezeichneten Struktur”
ab, nicht von der konkreten Numerierung der Atome: Fir die uns in-
teressierenden Beispiele wie Biume etc. ist das natiirlich der Fall.)

6, (F)] =

Dann kénnen wir auch die Spezies F der “unbezeichneten Strukturen”
betrachten, deren Objekte die Aquivalenzklassen &, (F) C [F| (unter
der Aquivalenzrelation “ergibt sich durch Umnumerierung von”) sind;
mit “denselben Symmetrien” wie die Objekte aus [F|. Wenn wir nun
noch fiir symz ([F']) abkiirzend G schreiben, dann erhalten wir:

Z PGF (X) = Z |G—1F| Z XC(PY) «—Definition 1.6
FeF

FeF v€GFR

1
- Z Z Z : XC(’Y) «— “Umgruppieren der Terme”
~ |GF|

n20v€6n pef,
v€GF

1 n! .
=D 12 2 qg X pefmiton Gemoymin ()

n=>0 YEGn Feﬁn:
Y(F)=F

1
=D > D X e

n>0  yEG, FE[F],:
Y(F)=F

1 C
=D > [fixm (9] x
n>0 veS,
=Zir)
Das heifst: Die Zykelindikatorreithe einer bezeichneten Spezies ist die

Summe dber die Zykelindices aller Objekte der entsprechenden unbe-
zeichneten Spezies (mit denselben Symmetrien).

Natiirlich miite man das genauer fassen: symg ([F]) = symg (1) =
symz) (F2) ist wohldefiniert, etc.
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SATZ 1.4. Es qult:
Zr(2,0,0,...) =egf - (%), (1.18)
Zr (2,22,23,...) =gfz(2), (1.19)

wobei F die F entsprechende unbezeichnete Spezies (mit denselben
Symmetrien) ist.

BEWEIS. Gleichung (1.18) ergibt sich durch einfache Rechnung aus der
Definition (1.15):

Zr(2,0,0,. Z S ffixg (o)) 27 0% 0% -

n>0 T oeG,

= Z Ifixr (id,,)

n>0

:Z%-fn-z":egff(z).

n>0

Gleichung (1.19) ergibt sich aus Lemma 1.1: Wenn wir fiir jedes (be-
zeichnete) Objekt in F eine einzige Farbe betrachten und der einzigen
dann moglichen Farbung das Gewicht 1 zuordnen, dann gilt fiir die in
Lemma 1.1 definierte GroBe ¢, (0):

Yi(o)=#(f:w(f)=1und foo = f) = |fixz(o)|, (1.20)
und nach Lemma 1.1 ist
e T e = (121
o€,

wobei f, die Anzahl der Muster auf bezeichneten F-Objekten ist —
und zwar unter der Wirkung der wvollen Symmetriegruppe: Das ent-
spricht also der Anzahl der unbezeichneten Objekte.

Z]-‘(ZZ 23 Z Z|ﬁx_¢ L p2e2 L3

n>0 ' ceS,

:Z% S Jfixr (o)

n>0 = o€ Gn

n>0 €6,
= Z fn 2" (.21
n>0
=gf 7 (2)
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BEISPIEL 1.28. Fiir die Spezies Atom erhalten wir Zijron = 1.

Fiir die Spezies Mengen erhalten wir gemdf§ (1.15)

ZMengen = Z % Z XC(O))

n>0 oeS,

weil es genau eine Menge auf n Elementen gibt, die (natiirlich) von

jeder Permutation o ihrer Atome fixiert wird:

ﬁXMengen (U) =1

Bekanntlich ist die Anzahl aller Permutationen der &, vom Zyklentyp

(c1,¢2,...,¢q) genau®

n!

151 'Cl! .252 'CQ!"'TLC” Cn'

Daher erhalten wir weiter:

(1.22)

Cn
n

S DR DR e
Mengen —
g 101 . Cl! . 202 . 02! .

“non - !

n>0 1-c1+2-co++n-cp=n

I ()" &)
1-c14+2-ca+--<oo Cl! 02!

2 , T3
— e$1+7+T+“'.

Kombiniert mit (1.19) ergibt dies wieder die (gewéhnliche) erzeugende

Funktion der (unbezeichneten) Spezies Mengen:

ZMengen (Z, 227 .- ) - = ngengen (2) :

3Einfaches Abzihlargument: Betrachte eine beliebige Permutation 7 als Zyklen-
zerlegung (die ersten ¢; Elemente sind die Fixpunkte, die folgenden 2 - ¢ Elemente
sind die Zweierzyklen, usw.): Auf wieviele Arten wird ein und dieselbe Permutation

o vom Zyklentyp (c1,...,ck) so erhalten?
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Fiir die Spezies Zyklen erhalten wir (vergleiche Bemerkung 1.6):

Zizgxien = Z% Z Z x) _(1.16)

n>1 A€Zyklen, 0€Gy:

oc(A)=A
1
— Z E (n _ 1)' Z XC( ) «—Def. Zykelzeiger
n>1 ceS),:
o(A)=A
1 /
:Z_Z¢(d)xd ‘*(113)
n
n>1 din
RN RS
k-d
d>1 k>0
d(d 1
= Z ( )log
d I =y
da>1

Fiir die Spezies Permutationen tberlegen wir: Sei o € &,, vom Zyklen-
typ (c1,¢2,...,¢,). Wie sieht eine Permutation 7 aus, die von o fiziert
wird?

. g .

i — o (1)

| |

(i) —— o(r (i) = (o (i)
Das heifst: m wird von o fixiert, genau dann wenn

1 1 1 1

T=0 OMO0 < M =0 ONW OO0 < TWOO =0O0T.

Angenommen, i und (i) = j gehdren in o zu verschieden langen Zy-
klen: O.B.d.A. ist der o-Zyklus von i der kiirzere (sonst betrachte statt
7 eben w1); sei k seine Linge:

i —— o(i) —— - —— " (i) =1
Lol ‘|
j——0(j) = - == () #J

Also werden in m immer nur jene Zahlen untereinander permutiert, die
in o zu Zyklen gleicher Lange gehdren! Wie viele Moglichkeiten gibt es?
Betrachten wir die ¢, Zyklen der Linge k von o:

(ip...) (2 o) oo iy -er )
—_—— — ——
k k k

Sei i die kleinste Zahl in diesen ¢y k—Zyklen: Die Permutation m kann
1 auf ¢, - k Zahlen abbilden: Damit sind aber zugleich auch die Bilder

7(i),m(c(@)),...,7 (ok_l (z))
schon festgelegt! Fiir die ndchstkleinere Zahl j gibt es also nur mehr
(e — 1) - k Mdoglichkeiten, usw.: Es ist klar, dafi auf diese Weise alle
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Permutationen m, die von o fixiert werden, richtig abgezdhlt werden;
die Anzahl dieser Permutationen ist also insgesamt

! -1 gl 2%2 .
Andrerseits gibt ja genau
n!
1 .Cl!.202.2!...

Permutationen o € &,, vom Zyklentyp (c1,ca,...) (siehe (1.22)). Da-
her erhalten wir:

1
E : E : c(o
ZPermutationen = m |ﬁXPermutationen (U)| X ( )

n>0 ’ ce6,
c Ccn
:Zi Z n'<cllllcn'n )‘:L,m_‘_l,m
n! 1e ¢!l - mon ! "
n>0 (c1,-.,¢n)

s eI

(e1,c2,...) i>1

Die folgenden Sétze beziehen sich auf Produkt und Zusammensetzung
von Spezies mit Symmetrien: Eigentlich miiiten wir zuerst die Symme-
trien fiir diese Konstruktionen definieren — aber wie diese Symmetrien
gemeint* sind, wird in den Beweisen klar werden.

SATZ 1.5. Seien A und B zwei Spezies. Dann gilt:

Zaop="2a+ g, (1.23)
Za =124 75 (1.24)
Falls A kein Objekt der Grofie Null enthdlt, dann gilt auch:
1
L = . 1.25
o= (1.25)

BeEwEIs. (1.23) folgt sofort aus der Definition (1.15).

Fiir (1.24) betrachten wir ein Element C' = (A4,B) € (}) - (A x B),
wobei n = ||A]| + || B|| und k& = ||A]| ist. Eine Permutation o, die so ein
Paar invariant 148t, zerfillt® in o = (0, 02) mit

7 ((A, B)) = (01 (A),02(B)) .
Dabher ist
e (@) = () - a0 - s )]
und fiir den Zyklentyp von o gilt natiirlich
c(o) =c(oy) + c(o9).

4Es handelt sich ohnedies um die nichstliegenden Interpretationen.
°D.h.: So ist die Wirkung auf dem Produkt gemeint!
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Fiir (1.25) miissen wir uns ja nur erinnern, dafl

* ‘ k

Ar = U@OA
ist: Die Behauptung folgt dann aus (1.23) und (1.24). O
SATZ 1.6. Seien A, B zwei Spezies; B enthalte kein Objekt der Grofle
0. Mit der abkiirzenden Schreibweise

Xm = ('xmu Tom, L3m - - )
qgilt:
Z.A(B) (X) = ZA (ZB (Xl) s ZB (XQ) s ZB (Xg) NN )

BeEweIs. Nach Definition (1.16) gilt:

1
Zap) (1, T2,23,...) = Z . Z x¢(0)

n>0 (C,o):
CeA(B): ||IC||l=n
c€G,: o(C)=C

Jedes Objekt C' € A (B) “besteht” ja konstruktionsgemés

e aus einem A-Objekt A der GroBe k
e und aus k B-Objekten By, ..., By;

ist also sozusagen “von der Gestalt”

C:(A;Bl,BQ,...7Bk).

Eine Permutation o, die dieses Objekt fixiert, kann man so beschreiben:

e o entspricht “makroskopisch” einer Permutation p € &y, die
A fixiert (Notation: o : p),

e Jeder Zyklus (i1, ...,%;) von p induziert einen Zyklus von o, der
die Atome von B;,, auf die Atome von B; ,, abbildet (die Sub-
Indices werden natiirlich modulo der Zykluslange [ betrach-
tet): Insbesondere sind die Objekte (B;,, ..., B;,), die diesem
Zyklus entsprechen, als unbezeichnete Objekte (“Strukturen”,
vergleiche die Uberlegungen in Bemerkung 1.6) identisch.

Jedes solche C' € A (B) kommt
n! 1
[ Bt (I Bl b1
mal vor: Denn das ist die Anzahl aller ungeordneten Mengenpartitionen

von [n] in k Blocke, deren Grofie den Objekten By, . .., By entspricht.
Die “Verteilung” der Blocke auf die Objekte ergibt sich eindeutig

e aus der Grofle der Blocke
e und aus der Ordnung gleich grofler Blocke nach ihrem kleinsten
Element.
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Von diesen — bis auf die Umnumerierung — identischen Objekten
brauchen wir natiirlich immer nur eines zu betrachten; z.B. das ent-
sprechend der “kanonischen” Mengenpartition

{52, Bl Bl + 1, Ball + (| B} - )

Daher erhalten wir zunéchst:

1 n! 1
ZA X) = —_— __.XC(O')
©N =2 2 EF-TEN ®

n>0 (Co):
C=(A;B1,Bz,...,By)
(Bt1,.--,Bk) “kanonisch”
0€Gy: 0(C)=C

1 1 (o
:ZE Z ZZ HBM‘“Q BZC HBmH!“C’”"X()'

k>0 AﬁA o:p Bi:(1
p(A
p=C10C2...Cm

Zu klédren sind zwei Dinge:

e Wieviele “vervollstdndigte” Permutationen o gehéren zu ei-
nem festen p?

e Wie ergibt sich der Zyklentyp ¢ (o) der “vervollstéindigten”
Permutation o aus der Permutation p und den “Unter—Per-
mutationen”?

Dazu betrachten wir einen festen Zyklus ¢ von p mit ¢ ({) = [, der das
B-Objekt B “im Kreis herumschickt”:

B

Dieser Zyklus wird durch Abbildungen (“Umnumerierungen des ur-
spriinglichen Objektes B”) 7y, 7o, ..., 7 zu Zyklen der “vollen” Permu-
tation o “vervollstiandigt”. Dabei ist zu beachten, dafl

TI=T10Ty T (1.26)

eine Permutation ergibt, die B fiziert. Zum Beispiel ist in der folgenden
schematischen Graphik die Zyklenldnge [ = 4 und die Permutation (in
Zyklenschreibweise) 7 = (12) (3):
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T

©) ®

—
@®\)©@
) | [V

6720

<

© ©

-
Aus der Graphik wird sofort klar:3 Wenn die Zyklenzerlegung von 7
durch

T=E§ 08 &

gegeben ist, dann haben die entsprechenden Zyklen der “zusammenge-
setzten Permutation” o die Langen (¢ (&) - 1,€(&) - 1,...).
Weiters folgt: Fiir eine feste Permutation 7, die B fixiert, gibt es

(1BIH""

“Vervollstandigungen” (11, 72, . . ., 77). Denn die ersten (I — 1) 7;’s kénnen
wir beliebig wihlen; 7; ist dann durch (1.26) eindeutig bestimmt.
Insgesamt konnen wir die Rechnung also so fortsetzen:

(Tl) c(Tm)
xlaxﬂa"' (:L‘l y Ll a)
Z_A B Z( 1 1 . m m
o ; k' % Bie¢ 1 ”BlH' BmZECm HBmH'
p(A)=A " ()=l L(Cm)=lm
p=€10G2...m Tl(Bl):Bl Tm (Bm)=Bm
:Z_A(ZB(ZL'l,l‘Q,...),ZB(I‘Q,ZL'4,...),...).
O
BEispiEL 1.29. Wir haben
ZPermutationen = ZMengen (ZZyklen (xh T, ... ) ) ZZyklen <x27 Tay .- ) 9 )

D D
= eZ">1 '(n,n) lo 08 1= Tn + Z">1 % 10g 1*;2n e

) ()
—e2n>1 %8 T X Th Ly, RO

-1l

1—:L‘n



KAPITEL 2
Teilweise geordnete Mengen

DEFINITION 2.1. Fine teilweise geordnete Menge (auf Englisch: partial
ordered set oder kurz Poset) ist eine Menge P mit einer Relation <
( “kleinergleich”), die folgende Bedingungen erfiillt:

(1) Vo € P:x < x (Reflexivitit)

2)Ve,ye P:x<yundy <z = z =y (Anlisymmetrie)

(3) Va,y,z€e Pz <yundy <z = x < z (Transitivitdit)
Wir verwenden (wie blich) folgende abkiirzende Schreibweise (“echt
kleiner”):

r<y<= z<yundxF#y.
Weiters verwenden wir die abkiirzende Schreibweise:
r>y<= r>yund Az:xr>2z>Y,

in Worten: “x bedeckt y”.

Zwei Elemente x und y heiffen vergleichbar, wenn x < y oder y < x
gilt, ansonsten unvergleichbar.

Falls wir zwei Posets P, () betrachten, so bezeichnen wir

e die Ordnungsrelation auf P mit <p
o und die Ordnungsrelation auf Q) mit <g,

um Miffverstindnisse zu vermeiden. (Daneben verwenden wir fir die
“ibliche” Ordnung auf N weiter unbekiimmert das ibliche Symbol <.)

Wenn ein Poset P endlich ist (genauer gesagt: nicht zu grofl ©), dann
kann man es sehr gut mit dem so genannten Hasse—Diagramm visuali-
sieren, das die Bedeckungsrelationen in P zeigt. Die folgende Graphik
illustriert dies fiir P = {a,b,¢,d, e, f} mit den Bedeckungsrelationen
(die ein endliches Poset natiirlich eindeutig festlegen!)

b<a,c<be<ae<d, f<cf<e.

BEISPIEL 2.1. Beispiele fiir Posets sind:
37
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(1) P = [n] linear geordnet: FEine Ordnungsrelation heifst line-
ar, wenn je zwei Elemente x,y vergleichbar sind (das Hasse—
Diagramm gleicht also einer Linie):

(2) P =2 (Potenzmenge von [n]) geordnet durch Mengeninklu-
sion: Dieses spezielle Poset nennt man auch die Boolesche Al-
gebra B,,. Z.B. firn = 3:

{1,2,3}

/I

{1,2} {1,3} {2,3}

|><}><I

{1} {2 {3}

NV

(3) P = &,, mit der Bruhat-Ordnung: o <7 genau dann, wenn die
Permutation ™ aus der Permutation o dadurch hervorgeht, dafs
zwei nebeneinanderliegende Elemente miteinander vertauscht
werden und sich dadurch die Anzahl der Inversionen erhoht.

O-:”'ﬂ-i<7ri+1”'
7T:.'.7T’i+1>ﬂ-i”'
321
231 312
I I
213 132
123

(4) P =T, = {d e N:d|n}, geordnet durch a < b :<= alb:
Dieses spezielle Poset heifst auch Teilerverband. Z.B. n = 30:
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/I\
|>< ><|
\I/

(5) P =P,, die Familie aller (Mengen—)Partitionen von [n], ge-
ordnet durch “Verfeinerung”: Fiir zwei Partition m,7 gilt m <
7, wenn jeder Block von 7 in einem Block von T enthalten
ist (d.h., “m entsteht aus T durch “Unterteilung” von Blécken:

“Die femere ist die kleinere”) 7 B. fiirn = 3:
{{1,2,3}}

AN

12,3 {{2h{13)r  {{3},{1.2}}

N |7

H1h{21{3}}

(6) P =V,,, die Familie der Teilrdume eines endlichen Vektor-
raumes (GF (q))" diber einem endlichen Kirper GF (q), geord-
net durch “Teilraum—Relation” (also Mengen—Inklusion).

DEFINITION 2.2. Gegeben seien zwei Posets P, Q) mit Ordungsrelatio-
nen <p (fir P) und <g (fir Q). Eine Abbildung ¢ : P — Q heifst
ordnungserhaltend, wenn fir alle x,y € P gilt:

r<py = &) <q¢(y).
P und Q) heiffen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : P — Q)

gibt, sodaf ¢ und ¢~ beide ordnungserhaltend (eine solche Funktion
¢ heifit auch Ordnungsisomorphismus) sind, d.h. also:

T<py = ¢()<qo(y).
BEISPIEL 2.2. Sei P = {0,1}" die Menge aller {0,1}-Vektoren der
Lénge n, geordnet durch
(V1,2 0p) < (wy, ..y wy) = v, <w; fuiri=1,2,....n

Die Deutung dieser Vektoren als charakteristische Funktion von Teil-
mengen ergibt eine ordnungserhaltende Bijektion P — B, auf die Boo-
lesche Algebra B, (siehe Beispiel 2.1).

DEFINITION 2.3. Sei P ein Poset: Eine teilweise geordnete Teilmenge
@ C P heifst

e schwaches Teilposet von P, wenn x <g y = x <p y fir
alle v,y € Q,
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e induziertes Teilposet von P, wenn v <g y <= x <p y fir
alle x,y € Q.

Dies ist analog zum Unterschied von Teilgraphen und induzierten Teil-
graphen; die folgende Graphik verdeutlicht den Unterschied:

Q ={a,e,f} C P={a,b,c,d,e, [}

(@ @ (@) @
o Q@ induziert
(©) ©
© )/ schwakgh
@ ® © @

DEFINITION 2.4. Sei P ein Poset und x,y € P mit x < y: Das indu-
zierte Teilposet
o) = {z:2<2<y)
nennen wir ein Intervall (speziell gilt: [z, x] = {x}).
Ein Poset, in dem jedes Intervall endlich ist, heifit lokal endlich.

DEFINITION 2.5 (Ketten, Antiketten). Sei P ein Poset: Fin Element
x € P mit der Eigenschaft

AyeP:y<ux

heifit minimales Element von P, analog heifit ein Element x € P mit
der Eigenschaft

AyeP:y>ux
ein maximales Element von P.
FEin Element © € P mit der FEigenschaft x < y (bzw. x > y) fir
alle y € P heifst Minimum (bzw. Maximum). Wenn P ein Minimum
(Mazimum) besitzt, dann natirlich genau eines: Wir bezeichnen es mit
0 (bzw. 1).
Wenn P ein Minimum 0 besitzt, dann bezeichnen wir ein Element, das
0 bedeckt, als Atom von P.
Wenn P ein Mazimum 1 besitzt, dann bezeichnen wir ein Element, das
von 1 bedeckt wird, als Koatom von P.
Eine Teilmenge K von P, die als induziertes Teilposet linear geordnet
ist, heifit eine Kette in P. Fine Teilmenge A von P, die keine zwei ver-
gleichbaren Elemente enthdlt, heifft Antikette (oder Sperner—Familie)
n P.
Wenn eine Kette K = {x1 < 19 < -+ < x,,} endlich ist, dann nennen
wir { (K) := |K| — 1 die Lange von K.
Fine (endliche) Kette heifit saturiert, wenn “ihre Elemente einander
(in P) bedecken”, also wenn

K:{{L‘1<ZL‘2<"'<I‘m}.
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FEine saturierte Kette K heifit maximal, wenn es keine saturierte Kette
M gibt mit K C M und ¢ (M) > ((K).

DEFINITION 2.6 (Ordnungsideal). Fine Teilmenge I C P mit der Ei-
genschaft
relundye Pmity<zx — yel

heifst ein Ordnungsideal von P. Fiir eine beliebige Teilmenge S C P
151

(S)y:={yeP:FxeS:y<uz}
immer ein Ordnungsideal; man nennt es das von S erzeugte Ord-

nungsideal. Besteht S nur aus einem FElement x, dann nennt man
(S) = ({z}) das (von x erzeugte) Ordnungs—Hauptideal.

Eine Teilmenge I C P mit der Figenschaft
relundye Pmity>x — yel
heifit ein duales Ordnungsideal von P (und ganz analog zu oben ist

auch ein duales Ordnungs—Hauptideal definiert).

Die Menge aller Ordnungsideale von P, geordnet durch Inklusion, bil-
det selbst ein Poset, das wir mit J (P) bezeichnen: Dieses Poset hat
(natiirlich) immer ein Minimum 0 (ndmlich die leere Menge) und ein
Mazimum 1 (ndamlich ganz P).

KOROLLAR 2.1. Sei P ein Poset, sei I € J (P) ein Ordnungsideal in
P, sei x ein maximales Element in I.

Dann ist auch I\ {z} ein Ordnungsideal in P.

Falls P endlich ist, gibt es eine Bijektion zwischen Ordnungsidealen [
und Antiketten A:

I'— A:={x: 2 maximal in I}
A—T=(A)={y:Jr e Ay <z}
DEFINITION 2.7 (Lineare Erweiterung). Fine ordnungserhaltende Bi-

jektion eines endlichen Posets P mit |P| = n auf [n] heifit lineare
Erweiterung von P.

KOROLLAR 2.2. Die Anzahl der linearen Erweiterungen eines endli-
chen Posets P ist gleich der Anzahl der mazimalen Ketten in J (P).

BEWEIS. Sei o : P — [n] eine lineare Erweiterung. Setze Iy := () und
I == oL ([k]) fiir K = 1,2,...,n. Dann sind die Teilmengen I}, C P
immer Ordnungsideale von P (weil o ordnungserhaltend ist) mit |I;| =
k (weil o bijektiv ist); daher gilt in J (P):

O=Il<l<---<I,=P=1.

Das heifit aber: Zu jeder linearen Erweiterung ¢ von P gehort eine
maximale Kette in J (P).
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Sei umgekehrt eine maximale Kette K in J (P) gegeben: Es ist klar,
dafl eine solche Kette immer Lénge n hat; denn algorithmisch kann
man jede maximale Kette so gewinnen: Beginne mit I, = (); wenn
I;,_1 # P schon konstruiert ist, dann wéhle ein minimales Element x
aus P\ I;_; und setze Ij, := I;_1 U {x;}. Zu dieser Kette K definieren
wir 0 : P — [n]:
o (z) = k;

Die Abbildung o ist natiirlich bijektiv; sie ist auflerdem ordnungserhal-
tend, denn

r; <px; = 1< 7.
(Denn i > j = x; £p zj.)
Insgesamt sehen wir: Es gibt eine Bijektion zwischen linearen Erweite-
rungen von P und maximalen Ketten in J (P). O

DEFINITION 2.8. FEin (endliches) Poset heifit graduiert vom Rang n,
wenn jede mazrimale Kette dieselbe Linge n hat. Fiir ein solches Poset

P existiert eine eindeutig bestimmte Rangfunktion p: P — {0,1,...,n}
sodaf

e p(z) =0, wenn x ein minimales Element von P ist,

e p(y)=p(z)+1, wenny>x

Wenn p(x) =i, dann sagen wir: x hat Rang i. Fir ein solches Poset
P sei p; die Anzahl der Elemente vom Rang i: Dann nennen wir das
Polynom

F(P.q) =) piq
i=0
die rangerzeugende Funktion von P.

2.1. Konstruktion von Posets

Wenn man zwei Posets gegeben hat, dann kann man daraus auf ver-
schiedene Art und Weise ein neues Poset zusammensetzen. Das ein-
fachste Poset (mal abgesehen vom leeren Poset), das nur aus einem
einzigen Element besteht, bezeichnen wir in der Folge mit o.

DEFINITION 2.9. Seien P und () Posets; P und @) seien als Mengen
disjunkt. Dann bezeichnen wir die direkte Summe von P und Q) mit
P + Q: Das ist das Poset auf der Vereinigungsmenge P U @, sodafs
x <y (genau dann) gilt, wenn

exr.yc Pundx <py
o oderx,y € Q und z <g y.

Weiters bezeichnen wir die ordinale Summe von P und () mit P & Q:
Das ist das Poset auf der Vereinigungsmenge P U Q, sodaff x < y
(genau dann) gilt, wenn

erx.ye Pundx <py
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e oderxz,yc Q undz <gy
e oderx € Pundy € Q.

Mit Hassediagrammen kann man die direkte und die ordinale Summe

so veranschaulichen:
P+Q \|/ Q P®Q

Al
0%

Es gilt also sichtlich

P+Q~Q+ P,
aber im allgemeinen

POQAQDP.
Direkte und ordinale Summe sind beide assoziativ.
Eine Antikette mit n Elementen ist also sichtlich isomorph zur n—fachen
direkten Summe

Mn-0:=0+0-+---0,
n mal

und eine Kette mit n Elementen ist isomorph zur n—fachen ordinalen
Summe

opop:---0.
———
n mal

DEFINITION 2.10. Seien P und Q Posets.

Dann bezeichnen wir das direkte Produkt von P und @) mit P x @,
das ist das Poset auf der Produktmenge P x Q, sodaf (z,y) < (2',y')
(genau dann) gilt, wenn

z<pa undy<gy.

Weiters bezeichnen wir das ordinale Produkt von P und Q) mit P® @,
das ist das Poset auf der Produktmenge P x @, sodaf (z,y) < (2',y')
(genau dann) gilt, wenn

r=2a" undy <qgy', oderz <pz'

Mit Hassediagrammen kann man das direkte und das ordinale Produkt
so veranschaulichen:

rd
O
P xQ P®Q

2N | INJ | N
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Es gilt also sichtlich wieder
PxQ>~QxP,

aber im allgemeinen

PRQ#AQ P

Weiters ist das direkte Produkt assoziativ.

DEFINITION 2.11. Seien P und () Posets.

Dann bezeichnen wir mit QF die Menge aller ordnungserhaltenden Ab-
bildungen f : P — Q) mit der Ordnungsrelation

f<g, wenn f(z) <g g(x) fir alle x € P.

BEISPIEL 2.3. Der Boolesche Verband lifit sich also auch so deuten,
vergleiche Beispiel 2.2:
B, ~{0,1}"°.

2.2. Verbinde

DEFINITION 2.12 (Verband). Sei P ein Poset, seien x,y € P: Ein
Element z mat

z>xundz >y
heifst obere Schranke von x und y; z heif$t kleinste obere Schranke oder
Supremum von x und y, wenn fir jede obere Schranke w von x und y

w >z

gilt. Wenn eine kleinste obere Schranke z von x und y existiert, dann
st sie natirlich eindeutig; wir schreiben x VvV y und sagen “x sup y”.
Analog definieren wir die grofite untere Schranke oder Infimum (wenn
sie ezistiert): Wir schreiben x Ay und sagen “x infy”.

FEin Poset, in dem jedes Paar (z,y) von Elementen eine kleinste obere
Schranke und eine griofite untere Schranke besitzt, heifit ein Verband
(englisch: Lattice).

Ein endlicher Verband hat ein (eindeutiges) Minimum 0 und ein (ein-
deutiges) Mazimum 1.

Ein Element © in einem Verband, das 0 bedeckt, heifit ein Atom.

Ein Element © in einem Verband, das von 1 bedeckt wird, heift ein
Koatom.

BEISPIEL 2.4. Endliche Verbdnde sind:

(1) [n] mit der (iblichen) linearen Ordnung.

(2) die Potenzmenge 2", geordnet durch Mengeninklusion.

(3) &,, mit der Bruhat—Ordnung,

(4) Die Menge T,, = {d € N:d|n} der (positiven) Teiler einer
Zahl n € N, geordnet durch die Teilbarkeitsrelation (dy < d :
<~ d1|d2)
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(5) Die Menge 1I,, der (Mengen—)Partitionen von [n|, geordnet
durch “Verfeinerung von Partitionen”

(6) Die Menge V,,, der Teilriume eines n-dimensionalen Vek-
torraums tber einem endlichen Kdérper, geordnet durch die
“Teilraum—Beziehung” (also wieder Mengeninklusion).

KOROLLAR 2.3. In jedem Verband L gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) A und Vv sind kommutative und assoziative Operationen in L.

2)Ve € L :zVae =xzANx =z (N und V sind idempotente
Operationen in P).

B)rzANy=z <= zVy=y < x<y.

(4) A (zVy)=z=aV(xAy) (Absorptionsgesetz).

BEwEIS. (1): Kommutativitét ist natiirlich klar.

Assoziativitat fiir V sieht man so: =V (y V z) ist groBer oder gleich
e als x und y V z,
e also auch als x, y und z,
e also auch als z Vy und z,

also auch als (x V y) V z;

also x V (y V z) > (z Vy)V z, und dasselbe gilt umgekehrt.

Fiir A funktioniert die Argumentation genauso.

(2) Ist trivial.

(3) Aus x < y folgt natiirlich zVy = y, und aus zVy = y folgt natiirlich
y > x. Fiir A funktioniert die Argumentation genauso.

(4) Folgt sofort aus (3). O

KOROLLAR 2.4. Sei L ein Verband, sei o’ < a in L. Dann gilt fir alle
be L

d ANb<aAb
adVvVb<aVb.
BEWEIS. Aus
a'/\bg{b/ bzw.a\/bZ{b .
a<a a>a
folgen sofort die Behauptungen. O

Man kann einen Verband auch “axiomatisch” iiber die Operationen A
und V charakterisieren.

SATZ 2.1. Sei P eine Menge mit Operationen V und A, die die Punkte
1, 2 und 4 aus Korollar 2.3 erfiillen. Dann ist P ein Verband, wobei <
durch

r<y<— rNy==x
definiert ist.
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst: Die so definierte Relation ist eine par-
tielle Ordnung.

o Reflexivitét folgt aus Punkt 2 in Korollar 2.3:
rANr=x — z <.

e Antisymmetrie folgt direkt aus der Definition (und aus Punkt
1 in Korollar 2.3: Kommutativitét):

r<yundy<z <= rzAy=zundyAhzr=y — = =y.
e Transitivitat: Aus
r<yundy<z < zAy=zxundyAz=y
folgt (verwende Punkt 1 in Korollar 2.3: Assoziativitét)
cANz=(@ANyY)Nz=xzAN(yNz)=xAy=ux,
also z < z.

Als néchstes zeigen wir: Fiir je zwei x,y € P gibt es ein Infimum.
Die Notation legt schon die richtige Behauptung nahe: x A y st das
Infimum, denn

e x Ay < x: Das ergibt sich sofort aus Korollar 2.3 Punkt 1+42:
zA(xANy)=(xAx) Ny=xAy.
e Fiir z mit z <z und z <y gilt (Korollar 2.3: Assoziativitét):
ANz ANy)=(zANz) Ny=2ANy=2 = z<z Az
SchliefSlich zeigen wir noch die Symmetriebeziehung
TANYy=2 <= xVy=y.

Beide Richtungen folgen aus Punkt 4 in Korollar 2.3:

exVy=(Ay)Vy=y,

ex ANy=zxA(xVy) =z
Mit dieser Symmetriebeziehung wird klar, daf§ (wie zu erwarten) auch
x V y das Supremum ist. Damit ist alles gezeigt. O

PROPOSITION 2.1. Sei P ein endliches Poset mit 1, sodaf fiir alle
x,y € P das Infimum x Ny existiert. Dann ist P bereits ein Verband.

BEWEIS. Zu zeigen ist ja nur mehr, dal fiir alle x,y € P auch das
Supremum x V y existiert. Dazu definieren wir naheliegend

TVy:= /\ Z.

z22xY

Die Menge, iiber die das Infimum gebildet wird, ist nicht leer (wegen
1 > z,y) und endlich, also ist #Vy wohldefiniert: DaB es die Eigenschaft
eines Supremums erfiillt, ist klar: Denn a,b > z,y = z,y < a Ab,
also gilt (Induktion) auch z,y < A z, und fiir jede obere Schranke
a > x,y gilt natiirlich a < A O

22T,y
z2xY <
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BEMERKUNG 2.1. Seien P und Q) zwei Verbinde. Dann ist auch das
direkte Produkt P x Q) ein Verband, mit

(@1,51) V (@2, 92) = (21 V 22,41 V 42)
(@1, 1) A (22, 92) = (21 A 2,91 A ya) -
Ebenso ist Q¥ ein Verband, mit
(fvg)(x)=f(z)Vg(z),
(fAg)(x)=f(z)ANg(a).

2.2.1. Distributive Verbinde. Eine besonders wichtige Klasse
von Verbanden sind die distributiven Verbande.

DEFINITION 2.13. Fin Verband L heif$t distributiv, wenn fiir alle a, b, c €
L die folgenden Distributivgesetze gelten:
aN(bVe)=(anb)V(aNc),
aV(bAc)=(aVb) A(aVec).
BEMERKUNG 2.2. Es geniigt, nur ein Distributivgesetz zu fordern —

das andere folgt automatisch. Z.B. kénnen wir das erste verwenden,
um das zweite abzuleiten:

(aVb)AN(aVve)=((aVb)Aa)V ((aVDb)Ac) —1 Dist.c.
=aV ((aVb)Ac) —Absorption
=aV ((aNc)V (bAc)) —1 Dist.G.

=aV (b VAN C) «—Ass.G. und Absorption

BEMERKUNG 2.3. Seien L, und Lo zwei distributive Verbdinde: Dann
ist auch das direkte Produkt L, X Lo wieder ein distributiver Verband.
BEISPIEL 2.5. Beispiele fiir distributive Verbdinde sind:

(1) Lineare Ordnung
(2) Boolescher Verband B,: Hier ist ja AV B = AU B und
ANB = AN B; die Distributivgesetze entsprechen also den
mengentheoretischen Identititen
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Au(BNC)=(AuB)Nn(AUC)
(3) Teilerverband T, = {d € N : d|n}: Denn sein = pi* - - - plr die
eindeutige Primfaktorzerlegung von n, dann ist
Tn >~ [0,k] x---[0,k,].
(4) Fir ein beliebiges Poset P ist der Verband der Ordnungsideale
J (P) immer distributiv.

Einfache Beispiele fiir nicht distributive Verbdnde sind hingegen die
folgenden (dargestellt durch Hasse—Diagramme):
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(1) (D
©
M; @ ® (9 N5 @)
(@)
© ©
an(bVe)#(anb)V(anc) aV(bAc)#(aVb)A(aVe)

SATZ 2.2 (Struktursatz fiir endliche distributive Verbénde, Satz von
Birkhoff). Sei L ein endlicher distributiver Verband. Dann gibt es ein
Poset P (eindeutig bis auf Isomorphismus), sodajs

L~J(P).

DEFINITION 2.14. Sei L ein Verband. Ein Element © # 0 € L heift
supremum-—irreduzibel, wenn x nicht dargestellt werden kann als

r=yVz,
wobet y < x und z < x.

LEMMA 2.1. Sei L ein distributiver Verband, sei a € L supremum-—
wrreduzibel. Dann gilt:

a<zVy = (a<z odera<uz).

BEWEIS. Ausa =aA (zVy)=(aAx)V(aAvy) folgt nach Vorausset-
zung

a/Nx=aoderaly=a,
das heifit also a < z oder a < y. O

BEWEIS VON SATZ 2.2. Sei P die Menge der supremum-—irreduziblen
Elemente von L, aufgefafit als ein Poset mit der “von L geerbten Ord-
nungsrelation”.

Wir definieren eine Abbildung ¢ : L — J (P) durch

go(()):@; o (x):=1(z):={a' € P:2’ <z} fiir x #0. (2.3)
Behauptung: ¢ ist bijektiv mit Umkehrabbildung
Vvl — \/ Y
yel

fiir I # 0 € J (P) (Sonderfall: ¢ () = 0).

Fiir den Sonderfall # = 0 bzw. y = 0 gilt ¢ (v) =y und ¢ (y) = z. Zu
zeigen ist also noch:

Ve e Lax#0: (Yoyp)(x)
Vye T(P),y#0: (o) (y)

Y

Y. (2.5)
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Wir zeigen zuerst (2.4). Dazu beobachten wir, dal 2 # 0 immer als
Supremum von supremum-irreduziblen Elementen darstellbar ist: Falls
x selbst supremum—irreduzibel ist, ist das natiirlich klar:

T = \/y.
y=x

Sei also x nicht supremum—irreduzibel, dann gibt es definitionsgeméaf
Elemente 2’ < x und 2” < z mit © = 2’ V 2”. Dieselbe Uberlegung
konnen wir aber auch auf 2/ und z” anwenden, usw.: Da L endlich
ist, muf} dieser Algorithmus irgendwann stoppen, wir erhalten also die
behauptete Zerlegung in supremum—irreduzible Elemente

r=x1VxaV---Vr,mitaeg <zxfiri=1,... k.
Es ist dann aber

{z1,...,2:} Cp(z)=1(x),
d.h.,

r=x1VryV---Va, < \/ y <z,
yel(x)

daraus folgt aber \/, .,y = = und damit ist (2.4) gezeigt.

Wir zeigen nun (2.5): Sei y = {z1,29..., 2} € T (P). Seix = ¢ (y) =
x1 V a9 V -+ V . Natiirlich ist y C ¢ (z); zu zeigen ist also noch
¢ (x) Cy, daB also jedes supremum—irreduzible Element 2’ mit 2’ < x
in y enthalten ist:

=2 Ne=@" Nx) V- V(a2 Axy),

und da x’ supremum—irreduzibel ist, gibt es ein ¢ mit ' = 2’ A z;: Das
heifit aber 2’ < z;, und damit ist (2.5) gezeigt.

Behauptung: ¢ ist ordnungserhaltend, d.h.:
T, < 19 < [(l’l) g[(ﬂj‘Q)

Betrachte also fiir ; < z5 ein beliebiges Element 2’ € [ (x1): 2/ <
ry = o <wxy = &’ €I (x3),also I (x1) C I (x9). Umgekehrt folgt
aus I (x1) C I (x9)

Velv)el v o]=v

yel(z1) yel(z1) yel(z2)\I(z1) yel(z2)
Aus den beiden Behauptungen folgt Satz 2.2. U

BEISPIEL 2.6. Das folgende Beispiel illustriert den Sachverhalt:
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SATZ 2.3. Sei L ein endlicher distributiver Verband. Dann hat L eine
Rangfunktion rg; diese ist gegeben durch
rg (z) = |I (z)],

wobei I (x) das in (2.3) definierte Ideal (im Poset der supremum-—
irreduziblen Elemente von L) ist. Insbesondere ist der Rang rg (L) von
L gleich der Anzahl der supremum—irreduziblen Elemente von L.

BeEwEIS. Nach dem Satz von Birkhoff (Satz 2.2) gilt
L~J(P),

wo P das Poset der supremum—irreduziblen Elemente in L ist. Daher
geniigt es zu zeigen, dafl in J (P) alle maximalen Ketten dieselbe Lénge
haben.

Sei also
0=0=I<h<---<L=1=P
eine maximale Kette in J (P).

Wir behaupten: |I| = |I_1|+1. Dennsei S := I\ Iy_1 = {z1,...,2m},
dann gibt es wegen S # () natiirlich ein maximales Element z; (in
bezug auf die Ordnung von P) in S. Dann ist [ \ {x;} aber auch
ein Ordnungsideal von P (vgl. Korollar 2.1), und da I > [ gilt
Iy = I \ {z;}. Alle maximalen Ketten in J (P) haben also dieselbe
Lénge |P|. O

2.3. Inzidenzalgebra und Mobiusinversion

Seien A, B und C' drei Mengen mit
ANB=ANC=BNC=ANBNC =:D.

Y
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Offensichtlich (wenn man will: Gemé8 dem Prinzip der Inklusion—Ez-
klusion) gilt:

JAUBUC|=1-|A|+1-|B|+1-|C|+(=2)-|D|.

Klarerweise hiangen die auftretenden Koeffizienten (hier: 1,1, 1, —2) nur
von der Ordnungsrelation (Mengeninklusion) der beteiligten Mengen
AUBUC, A, B, C'und D ab: Tatséchlich kann man diese Koeffizienten
aus der Ordnungsrelation recht elegant ausrechnen, wie die folgenden
Uberlegungen zeigen werden.

2.3.1. Die Inzidenzalgebra eines lokal-endlichen Posets.

DEFINITION 2.15. Sei P ein lokal-endliches Poset (zur Erinnerung:
D.h., daf8 fir alle x,y € P mit x <y das Intervall [z,y] endlich ist).
Wir betrachten die Menge Z (P) aller Funktionen

f:PxP—C
mit der Eigenschaft
f(z,y) =0 fallsx Ly

(die Funktionen f sind also sozusagen “nur auf Intervallen” definiert)
mit der “iblichen” Addition und Skalarmultiplikation von Funktionen

[ €T(P):(f+g)(z,y)=f(r,y)+g(z,y),
feZT(P), A eC:(\-f)(z,y) = X-(f(2,9))

und der folgenden nicht kommutativen Multiplikation (Konvolution):
(fxg)(zy) = > flz.2)g(zy).
x<z<y
(Der Summationsbereich ist endlich, da P als lokal-endlich angenom-
men wurde!)

I (P) ist in bezug auf Addition und Skalarmultiplikation klarerweise
ein Vektorraum wber C. Fir die Multiplikation (Konvolution) gilt das
Assoziativgesetz

(fxg)xh) ()= D (f*g)(x,2) h(zy)

r<z<y
= Z ( Z f (l‘, U) g (u, Z)) h (Z, ’y) «—siehe Bem. unten!!
2<z<y \e<u<y

= Z Z f(zu)g(u,z)h(z,y)

e<u<y u<z<y

= > flzu)(gxh)(uy)

z<u<y

= (fx(gxh))(z,y).
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Bemerke: Eigentlich st der Summationsbereich in der inneren Summe
der zweiten Zeile v < u < z — aber weil g (u, z) = 0 fir u £ z, konnen
wir den Summationsbereich auf x < u <y erweitern (z <y), ohne die
Summe zu verdndern, denn alle mit der Erweiterung hinzugekommenen
Summanden sind Null!

Weiters gelten die Distributivgesetze

fx(g+h)=Ffxg+ [*h,
(f+g) xh=fxh+gxh

(wie man sofort sieht). Auflerdem gilt fiir

1 z=uy,

5€I(P):5(x,y):{

0 sonst

sichtlich

Suf=frd=1
d.h., I (P) ist eine (nicht kommutative) Algebra mit Einselement 0:
Wir bezeichnen sie als die Inzidenzalgebra von P.

BEISPIEL 2.7. Fiir P = [n] ist Z (P) identisch mit der Algebra der obe-
ren Dreiecksmatrizen der Dimension n X n tber C: Denn jeden Funkti-
onswert f (z,y) eines Elements f € T (P) konnen wir ja als Eintragung
in Zeile x, Spalte y einer enstprechenden Dreiecksmatrix M deuten, und
jede solche Matrixz legt umgekehrt eindeutig eine Funktion f € T (P)
fest. Wie man sofort sieht, entspricht auch die Multiplikation in T (P)
genau der entsprechenden Matrizmultiplikation.

SATZ 2.4. Sei P ein lokal-endliches Poset. Ein Element f € T (P)
besitzt ein Inverses f~! (d.h.: 3 f7L € T(P) mit fxf'=f1xf=4)
genau dann, wenn f(z,x) # 0 Vo € P. Wenn ein Inverses existiert,
dann ist dieses eindeutig bestimmd.

BEWEIS. Die eine Richtung ( =) ist klar:
L= (" f)(@a)= Y flx,2) " (z,2) = f(x,z)#0.

Fiir die andre Richtung ( <= ) betrachten wir ein f mit f (z,x) #

0 Vz € P. Dann definieren wir g (z, x) := ﬁ, und fiir z < y rekursiv

(“induktiv nach der Léange des Intervalls [z, y]”):

Y f@2)g(zy) =0,

z<z<y

d.h., g(z,y) f (z,x) = — Zm<z§y f(z,2) g (z,v) und somit

1
9($ay)=—m Z f(z,2)g(zy).

r<z<ly
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Das so konstruierte g erfiillt also f x g = §; und ganz analog kann man
auch ein h mit g x h = § finden: Dann gilt aber

f=f*xd=fx(gxh)=(fxg)xh=3dxh=h,
d.h., es gilt auch g« f = § und f~! := g ist das gesuchte Inverse. [

2.3.2. Die Zeta—Funktion eines lokal-endlichen Posets.

DEFINITION 2.16. Sei P ein lokal-endliches Poset. Die Funktion ( €

Z(P):
Clay) = {1 firx <y

0 sonst
heifit Zeta—Funktion von P.

BEMERKUNG 2.4. Wenn man es abstrakt betrachtet, dann “ist” die Ze-
tafunktion eines Posets im wesentlichen die Ordnungsrelation auf dem
Poset: Denn jede Relation ~ auf P “ist” eine Teilmenge des Cartesi-
schen Produkts P x P (ndmlich die Menge aller Paare (x,y), fir die
x ~y gilt), und die Zetafunktion ist in diesem Sinne nichts anderes
als die charakteristische Funktion der Ordnungsrelation.

Fiir P = [n] (vergleiche Beispiel 2.7) entspricht die Zetafunktion der
oberen Dreiecksmatrix, die oberhalb der Hauptdiagonale die konstante
Eintragung 1 hat.

Diese Funktion ist sehr niitzlich: Zum Beispiel ist

Cay) = 3 ¢(2.2)C(2y) = # (Elemente in [z, y]),

x<z<y 1
und allgemeiner
¢ (ay) = > G (z,21) (w1, 22) - C(Tp-1, ),
ro=r<z1< - <z)_1<TE=Y T

das ist die Anzahl der “Multiketten” der Lénge k von x nach y. Wenn
man “normale” Ketten der Lange k£ von x nach y zdhlen will, kann man
(¢ — 9) betrachten:

1 firz<y

0 sonst

(€ =0)(x,y) = {

und erhélt diese Anzahl als (¢ — 8)* (z, y).

BEMERKUNG 2.5. Obwohl die Algebra nicht kommutativ ist, kommu-
tieren natirlich alle ihre Elemente mit dem Einselement 6. Daher gilt
folgender Spezialfall des Binomischen Lehrsatzes:

k

=0 @y =3 (’“) (—1) ¢+ (2,)

J=0 J
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Und dies wiederum ist als Spezialfall des Prinzips der Inklusion—Exklu-
sion anzusehen. Denn wenn man in einer “Multikette”

(r =0, 21,..., 0 = Y)
der Linge k von x nach y genau j jener Elemente entfernt, die (nach
einem ersten Auftreten) wiederholt auftreten, dann bleibt eine “Mul-
tikette” der Linge (k — j) tbrig, und umgekehrt kann man aus einer
solchen “Multikette” auf (];) Arten eine “Multikette” der Linge k ma-

chen: Denn die “Multikette” der Linge (k — j) besteht aus k + 1 — j
Elementen, und jedes davon kinnte (auch mehrfach!) wiederholt wer-
den: Da insgesamt 7 “Wiederholungen” einzufiigen sind, entspriche dies
einer j—elementigen Multimenge aus einer k-+1—j—elementigen Menge,
die Anzahl ist also

() -0)

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion (26 — (),

1 fiir x = v,
(20 —¢)=1 -1 firz<y,
0 sonst.

Laut Satz 2.4 hat (20 — () ein Inverses.

Nun wollen wir alle Ketten (beliebiger Lénge) von = nach y abzihlen.
Sei [ die Lénge des Intervalls [z, y], dann ist die gesuchte Anzahl gemifl

dem obigen
l

> (=0 (),

k=0
und nach dem bekannten Trick (Teleskopsumme) fiir die geometrische
Reihe gilt

<5_(<_5))*;<<_5) =5—<<—06>+ =3,

also ist die gesuchte Anzahl (20 — ¢)~" (z, 7).

2.3.3. Die Mo6biusinversion.

DEFINITION 2.17. Die Zetafunktion ( eines lokal-endlichen Posets P
hat gemdp Satz 2.4 eine Inverse: u = (=1 wird als Mébiusfunktion von
P bezeichnet. Definitionsgemdf gilt also:

x;ywﬂ (z.9) = Z p(z,y) =0 fir alle x <y, (2.6)
> oplwz)Clzy)= > ple2) =0 firalex<y  (2.7)

2<z<y 1 2<2<y

z<z<y



2.3. INZIDENZALGEBRA UND MOBIUSINVERSION 55
und p(xz,xz) = 1.

SATz 2.5 (Mdébiusinversion). Sei P ein lokal-endliches Poset, in dem
jedes Ordnungs—Hauptideal endlich ist. Seien f,g : P — C komplez-
wertige Funktionen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

g@)=> fly) VeeP (2.8)

y<z

f@)=> g nlyz) Yz e P. (2.9)

y<wz

BEMERKUNG 2.6. Dies ist eine Verallgemeinerung der Mébiusinversion
aus der Zahlentheorie: Die natirlichen Zahlen, geordnet durch die Teil-
barkeitsrelation, sind ein lokal-endliches Poset, in dem jedes Hauptideal
(das Hauptideal von n ist ja einfach die Menge der Teiler von n) end-
lich ist:

n
g) =3"F(d) <= f) =Y n(3)9(
dln din
(das Intervall [d,n] in diesem Poset ist ja isomorph zu [1,n/d], also

i (din) = p(1,nfd) = u(n/d)).

BEWEIS DER MOBIUSINVERSION. Der Beweis besteht nur aus zwei ein-
fachen Rechnungen:

Zg (y) p(y,x) = Z Zf (2) - i1 (y, ) —nach (2.8)

- _ Zmy D WICRICHENTT
= y;f (2) ;jC (z,9) - p(y, )
S 5
e

und umgekehrt:

D S@=3 9 py,z) e

- Z ¢ () Z g (y) - 1 (y, &) —Definition ¢
=> 9 Y ny.)-C(x,s)

yeP y<z<s
= Zg(y)5(y,3)

yeP

=9g(s).
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t

BEMERKUNG 2.7. Der “abstrakte Kern” der Sache ist, daf$ die Glei-
chungen (2.8) und (2.9) dquivalent sind zu den “symmetrischen” Glei-

chungen
Z fy ) Vz € P,

yeP
Zg ) Vx € P,
yeP

und dafy auf dem Vektorraum CT aller Funktionen P — C I (P) als
Algebra linearer Abbildungen ( von rechts) wirkt durch

=) fWé,a) fir feCleeI(P).
yeP

In dieser abstrakten Sichtweise bedeutet die Mdbiusinversion nichts an-
deres als

fC=9 = f=gn
Dual zu Satz 2.5 gilt:

SATZ 2.6. Sei P ein lokal-endliches Poset, in dem jedes duale Haupt-
ideal endlich ist. Seien f,qg: P — C komplexwertige Funktionen. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

=> f(y) VzeP (2.10)
Zu z,y)g(y) Vo € P. (2.11)

BEISPIEL 2.8. Seien Si, Sy, ..., S, Mengen. Betrachte das Poset P, das
aus beliebigen Durchschnitten dieser Mengen besteht, die durch Inklu-
sion geordnet sind. Der leere Durchschnitt ist dabei definiert als

ﬂSi::SluSQU---USn:i

i€
Wir wollen eine Formel fir|S; U Se U ---US,| und deﬁmer’en dazu die
Funktionen g, f : P — C durch g (T) := |T| und f (T ’T\ (Uper T )}

(in Worten: f (T') ist die Anzahl der Elemente, die in T aber in keinem
T'€ P mit T" G T enthalten sind).

Zundchst beobachten wir, dafi ganz allgemein gilt (kurz nachdenken!):
=) ().
T'CT
Mit Mobiusinversion folgt daraus sofort

f(T) = g(T") - u(T.T).

T'CT
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Insbesondere gilt also
0=f(1)=> g -p(T1)=> p(T 1)1,
T'Ci 7Ci
woraus sich folgende Formulierung des Prinzips der Inklusion—Ezklusion

erqgibt:
== u(T,1)IT.

i
T'51

1SUS,U---US,| =1

Im einleitenden Beispiel (zu Beginn von Abschnitt 2.3) sieht die Sache
also so aus:

2.3.4. Konkrete Berechnung der Mdobiusfunktion. Wirklich
niitzlich wird die Mébiusinversion natiirlich nur, wenn wir die Mobius-
funktion konkret ausrechnen konnen.

BEISPIEL 2.9. Sei P =N (mit der dblichen Ordnungsrelation). Direkt
aus der definierenden Gleichung (2.6) folgt

I z=y,
plr,y) =49 -1 y=x+1,
0 sonst.

Die Mobiusinversion ergibt also hier das “Diskrete Analogon zum Haupt-
satz der Differential— und Integralrechnung”

g (1) firn =1,

g(n):;f(i) vzl f(n):{g(n)—g(n—l) fiirn > 1.

Denn dies bedeutet “abstrakt”, daf$ auf dem Vektorraum CN aller Funk-
tionen ¢ : N — C der Summationsoperator

n

(Zc)(n) =) cl(i)

i=1

und der Differenzenoperator

(Ac) (n) = {

zueinander invers sind.
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SATZ 2.7. Seien P und Q) lokalendliche Posets. Fiir das direkte Produkt
P xQ gilt

1pxq (1, 91) , (22, 92)) = pp (21, 91) - pq (22, 72) -
BEWEIS. Zur Erinnerung: Im direkten Produkt P x @ ist
(@1,91) < (22, 92) = z1 < 22 und y1 < .

Wir rechnen nach, daf§ die angegebene Funktion die definierende Ei-
genschaft fiir die Mobiusfunktion erfiillt:

Z pp (T3, 22) - HQ (Y3, y2) =

(z1,91)<(3,y3) <(2,92)

ST e (wsm) - pg (ys,y2) = 0p (1, 22) - 5 (11, 12)

r1<23<x2 y1 <y3<y2
= 5PxQ ((56’17 yl) ) (5527 yz)) .
]

BEeIspIEL 2.10 (Klassische Mobiusfunktion). Der Teilerverband T,, :=

{d : d|n} (Ordnungsrelation = Teilbarkeitsrelation) fir n mit Primfak-

torzerlequng n = p’fl . pg - pkm st isomorph zum Produkt der linearen

Posets
T, ~10,k1] X -+ x [0, k] .
Gemdfs Satz 2.7 erhalten wir also:
pr, (2,y) = pr, (pi“ ceplm -pfn’”)
= [[0,k1] (Oéh 51) T 0, ] (Oém, ﬁm)
B (—1)2211(6"_0‘") wenn (0; — «;) € {0, 1} Vi,
0 sonst.

Da 1m Teilerverband die Isomorphiebeziehung

-1

qilt, folgt natiirlich fiir die Mobiusfunktion ebenso

und wir erhalten die klassische Mobiusfunktion aus der Zahlentheorie

M<k):{<—1>m k=pi-pa (i £ = pi# ),

0 sonst.

BEeispIEL 2.11 (Eulersche p-Funktion). Die aus der Zahlentheorie be-
kannte Fulersche p—Funktion ist

¢ (n) ;= [{z € [n] : ggT (z,n) = 1}|.
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(In Worten: ¢ (n) ist die Anzahl der zu n relativ primen natirlichen
Zahlen < n; fir n = 12 sind das 2z.B. die Zahlen 1,5,7 und 11, also

0 (12) = 4.)
Es gilt:

n=>Y ¢(d)),
dln

denn [n] ist die disjunkte Vereinigung

[n]IUdm{y-%:ySdund ggT(yyd)zl}-

Anzahl: ¢(d)

Mit Mébiusinversion (setze g(n) = n und f(n) = ¢ (n)) erhalten wir
also

o) =3 u(dn)d

dn
SWICHF
=D n(ld)7
dn
=nd§;u<d>§
1
—i (1‘5)'

Die letzte Umformung ergibt sich so: Sei n = p&*---pfm  dann lduft
die vorletzte Summe dber alle d, die Produkte verschiedener Prim-
zahlen sind, d.h. d = p; ---p;, (fir alle anderen Teiler ist ja die

Mébiusfunktion 0) mit p (d) = (—1)7.
ZB.istp(12)=12-(1—-13)-(1—3) =4
BEISPIEL 2.12 (Boolescher Verband). Die Potenzmenge 2" von [n]

kann man als Familie charakteristischer Funktionen auffassen (verglei-
che Beispiel 2.2):

A C [n] <_>fA : [n] - {071}7fA<x) = [.CL’ S A]l
Daraus wird klar, daf$ die folgenden Posets isomorph sind:
ol ~ f0, 11"

Fiir die Mébiusfunktion auf dem (linear geordneten) Poset {0,1} ist
natiirlich

#(an)zﬂ(lal)zl; M(Oal):_l'

Hversons Notation.
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Daraus erhdilt man fir T C S C [n] sofort
w(T,8) = n(lieT)lies)) = (-1,
i=1

Das Prinzip der Inklusion—FExklusion 148t sich nun so formulieren: Sei
E eine Menge von Eigenschaften, die die Elemente einer gegebenen
Grundmenge A haben konnen (z.B.: A konnte die Menge aller Per-
mutationen von [n] sein, und E = {E,..., E,} konnte aus den n
Eigenschaften
E; := “hat 7 als Fixpunkt”,i =1,2,...,n
bestehen.) Fiir eine beliebige Teilmenge S C FE sei
f=(S) :==# (x € A, die genau die Eigenschaften aus S haben)

(also keine weiteren Eigenschaften “aufferhalb” von S), und fiir eine
beliebige Teilmenge T' C FE sei

f>(T) :=#(x € A, die mindestens die Eigenschaften aus 7" haben)

(also eventuell auch weitere Eigenschaften “auBerhalb” von T'; z.B. ist
die Anzahl aller Permutationen der &,,, die mindestens die k verschie-
denen Fixpunkte i1, 1o, ..., haben, gleich (n — k)!). Klarerweise gilt:

f=(T) =Y f=(S).
ST
Mit Mobiusinversion folgt daraus sofort:
(1) =S (=1 £ (8).
ST
Also fiir den Spezialfall T = ():
20 =3 (D" £ (5). 212
S

Z.B. ist also die Anzahl aller fixpunktfreien Permutationen der &,, (die
bekannte Anzahl der Derangements):

2 (Z) (=1)" (n = k)l =nl ,; <—k1!)’“.

k=0

Wenn man richtig hinschaut, ist (2.12) tatséchlich das Prinzip der
Inklusion—Exklusion:

KOROLLAR 2.5 (Inklusion-Exklusion). Seien Aj, As, ..., A, n (nicht
als disjunkt vorausgesetzte!) Mengen. Dann gilt:

AU UA, | = [A] + -+ A, — AT N Ay — -+
— A N AL + AN AN A+ — -
—|—(—1)n71‘A1ﬂA2mﬂAn|
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BEWEIS. In der Sprechweise von Beispiel 2.12: Sei A = A, U---U A,
und bestehe ' = {Fy, ..., E,} aus den n Eigenschaften

E; := “ist in A; enthalten”,i =1,2,... n.
Dann ist klarerweise f_ () = 0, und die Behauptung folgt sofort aus
(2.12). 0

KOROLLAR 2.6. Sei L ein endlicher distributiver Verband. Die Rang-
funktion auf L erfillt

rg(z1V---Va,)=rg(r))+ - +rg(r,) —rg(rg Axy) — -+
—rg (xnfl A SL’n) +rg (371 A WA .§L’3> e
+(=D)"rg (@ A Axy).
BEWEIS. Geméfl dem Satz von Birkhoff 2.2 gibt es ein Poset P, sodafl
L~J(P).

In diesem Isomorphismus entspricht jedem = € L ein Ordnungsideal I,
von P, und rg (z) = |I,;|. AuBerdem ist I, = I, N 1,: Die Behauptung
folgt also sofort aus Korollar 2.5. O

2.3.5. Mobiusalgebra eines lokal-endlichen Verbands.

DEFINITION 2.18. Sei L ein lokal-endlicher Verband, in dem jedes
Ordnungs—Hauptideal endlich ist. Wir betrachten den komplexen Vek-
torraum aller formalen Linearkombinationen ), c,x mit Koeffizien-
ten ¢, € C: Mit der bilinearen (also: “distributiv fortgesetzten”) Multi-
plikation

x-y:=xAyVe,y € L
wird dieser Vektorraum zu einer kommutativen Algebra A (L): Diese

wird als Mobiusalgebra bezeichnet. L bildet (natiirlich) eine Basis des
Vektorraums; diese besteht aus Idempotenten (v-x=x ANz =1x).

Fiir jedes x € L definieren wir den Vektor 6, als folgende Linearkom-

bination:
0=y 1y, m)y.

y<z
Fiir diese speziellen Vektoren 6, € A(L) gilt mit Mébiusinversion
> oy=> > nlsy)s=Y 5> nlsy) =z (2.13)
y<w y<z s<y s<z s<y<w

Das heifit aber: Die Elemente {0, :y € L} spannen den Vektorraum
A (L) auf; wenn L endlich ist, bilden sie also ebenfalls eine Basis.

LEMMA 2.2. Sei L ein lokal-endlicher Verband. In A (L) gilt:
0z - 0y = [z = y]0s. (2.14)
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BEWEIS. Zunéchst ist

Oy - 0y = (ZM(ZMC) z1> ‘ (ZM(Z%Q) z1>

z1<x 22<y
= Z Z M(Zlvx)u(z%y)zl N Zp.
z1<x 22<y

GeméB (2.13) ist 21 A zp = > Js, also ist das weiter gleich

s<z1Az2

Dol DD nGua) || DD nGy) | ==y

s<zNy s<z1<z s<z2<y
NS o N
Vv TV

J/

={s=] ~ls=]

0

KOROLLAR 2.7. ASei L ein endlicher Verband mit mindestens 2 FEle-
menten, und sei 1 # a € L. Dann gilt:

> K (z,1) = 0. (2.15)

BEWEIS. Gemif und (2.13) und (2.14) gilt einerseits:

a-0; = (Z&,) 63 =0¢€ A(L) fiira # 1.

b<a
Andrerseits ist nach Definition von 9,
a-0j :a-z,u(x,i)xzz,u(x,i)x/\a.
z€el zel

Nun hat aber a - §; (wie jedes Element in A (L)) eine Entwicklung in

der Basis L:
a-0; = Z Ca T,
z€L
und da a - §; = 0 (Nullvektor in A (L)), ist insbesondere auch der
Koeffizient ¢ = 0:

z:zAa=0
(Diese Summe ist @hnlich der definierenden Relation ) u (IL‘, 1) =0,
sie enthélt aber im allgemeinen weniger Terme.) O

BEISPIEL 2.13 (Mobiusfunktion des Partitionsverbands). Fiir zwei Par-
titionen o, m von [n| gilt ja o < 7 :<= “alle Blicke von o sind in
Blocken von m enthalten”. Zum Beispiel:

mo=14567289103
oo = 14 5|6 7|28 9 10/3
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Im Beispiel sieht man sofort: [og, mo] =~ T3 x Ty X TI;.
Allgemein gilt: Sei m1 = {By, B, ..., By}, und seien genau \; Blocke
von o in B; enthalten, dann ist [o, 7] ~ II,, x II), x --- x I ; dabei

ist o~ ((A]HAI, Ce (A]HAI) und m ~ (inh, Ce iHAk)- Dabher ist also

plo.m) = p (Ouy, iy, ) 4 (O, iy, ) -t (O, B )

Wir kénnen also die Mébiusfunktion in 11, allgemein ausrechnen, wenn
wer (Onm, 1Hm) bestimmen konnen. Wir verwenden dazu Korollar 2.7.

Seia =12 ...(n—1)|n. FallsxAa = Op,,, dann ist entweder © = Oy,
oder x = n i| (Rest in 1-er-Blicken) fir eini=1,2,...,n—1. Gemaf
(2.15) ist also

x=n i|(Rest)
Mit der Anfangsbedingung p; = 1 erhalten wir also
pirn = 1 (01, 1) = (=)™ (m = 1)) (2.16)
Also ist in unserem konkreten Beispiel
1 (o0, m0) = (=1)* 21 (=1) 111 = —2.

KOROLLAR 2.8. Sei L ein endlicher Verband, sei X C L, sodaf

b 1L € X7 R

eyclLundy#1, = Jr e X mity <.
(D.h., X enthdlt alle Koatome von L.) Dann gilt:

,u (6L7 iL) = Z <_1>k Nk7

k

wo Ny die Anzth aller k—elementigen Teilmengen von X ist, deren
Infimum gleich Of, ist.

Bewels. Fir z € L gilt in A (L)
T DL 3 38
y<ir y<z yLa
Daraus folgt einerseits

H (iL — .CU) = Z (Sy — wegen (2.14)

zeX yyLa VeeX

= 51L .« nach Voraussetzung

Andrerseits konnen wir das Produkt auch einfach ausmultiplizieren,
um eine Darstellung in der Basis L zu erhalten:

L;—Zx—l— Z x/\y——k---zZu(x,iﬂx.

rzeX T, yeX zeL

éiL
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Koeffizientenvergleich fiir = 0y, ergibt sofort die Behauptung. O

BEMERKUNG 2.8. In Korollar 2.8 ist es natiirlich am ndchstliegenden,
X gleich der Menge aller Koatome von L zu wdihlen. Insbesondere gilt

also: Wenn 0, nicht als Infimum von Koatomen darstellbar ist, dann
ist p (0,1;) = 0.

KOROLLAR 2.9. Sei L ein endlicher Verband. Wenn 0, nicht als Infi-
mum von Koatomen oder 11, nicht als Supremum von Atomen darstell-
bar ist, dann gilt

1% (OL, iL) =0.

BEISPIEL 2.14 (M&biusfunktion eines distributiven Verbands). Fiir einen
distributiven Verband L gilt ja nach dem Satz von Birkhoff 2.2:

L~J(P).
Sei I CI' € J(P), dann ergibt sich

(I,T) = (—1)”/\]| wenn [I,1'] ~ Boolescher Verband,
e 0 sonst.

Denn sei I' = T U{xy,...,Tpn,..., T}, wobei I U{x1},.... 1 U{x,}
die Atome in [I,1I'] seien. Dann gibt es nur zwei Mdglichkeiten:

Fall 1: TU{xy,...,2,} = I', dann ist [I, I'] ~ 2"l

Fall 2: 1U{xy, ..., 2.} # I', dann ist [1,1'] 2 21", denn im Booleschen
Verband ist 1 immer als Supremum der Atome darstellbar.

(Siehe zur Mébiusfunktion auch den Artikel von Rota und Stanley [6].)

BEISPIEL 2.15 (Mobiusfunktion fiir V, (¢) = GF (q)"). Seien zwei
Teilraume VW < V,, (q) gegeben mit V- < W. Dann ist das Inter-

vall [V, W] isomorph zu [{5} ,W/V], und letzteres hdngt wiederum
nur von der Dimension dim (V/W) = dim (V') — dim (W) ab. Daher
kénnen wir uns darauf beschrinken, pi, == pu (30¢,V, (q)) zu berech-

nen. Dazu benutzen wir die dualisierte Version von Korollar 2.7:

> pu(0.2) =0 (2.17)

z:zVa=1
Sei a ein Atom: Aus zV a =1 folgt

o entweder a < v — x =1,
e oderafr = alNz=0.

In'V, (q) gilt ja allgemein
rg(z) +rg(c) =rg(zAc)+rg(xVe)
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Daher folgt aus aV x = 0 sofort rg(x) + 1 = 0+ n, also: z ist ein
Koatom, und aus (2.17) folgt

p0)=— Y u(oa).

afx,x Koatom
Sei a also ein fizes Atom in V,, (q), d.h., ein Teilraum der Dimension
1. V. (q) hat [nfl}q =[n], = ¢+ ¢+ +q+ 1 Koatome, also
Teilrdume® der Dimension n — 1, davon enthalten [Z:ﬂq =[n-1],=
¢ 24+ q+1 den Teilraum a. Also ist

fin = (g (0,1) = =g pnr.
Daher folgt mit der Anfangsbedingung i, = —1

Als kleine Anwendung berechnen wir die Anzahl der spannenden Teil-
mengen in V, (q). Sei f (W) die Anzahl der Teilmengen, die W auf-
spannen, und sei g (W) die Anzahl der nicht-leeren Teilmengen von
W. Klarerweise gilt:

g(W)=>Y_ f(T).
T<W
Mit Mobiusinversion erhalten wir daraus:

FOV) =" p(T,W)g(T),

T<W
insbesondere also

PV @) =S n @V, @) g 1) =3 ] e (o ).

’Direktes Abzihlargument: Es gibt [n] g = q;_—11 Teilriume der Dimension 1
in V,, (¢). Eine Basis eines Teilraums W der Dimension k¥ kann man mit n — k
Vektoren auf eine Basis von V,, (¢) erweitern; das Erzeugnis dieser n—k Vektoren ist
isomorph zu V,,_j (¢). Einen beliebigen k-dimensionalen Teilraum von V,, (¢) kann
man also auf [n] - [n—1] ---[n—k+1], Arten als (geordnete) direkte Summe
von eindimensionalen Teilrdumen schreiben; dieﬁﬁ I[{lloelr]le‘gw[%lmg]C -{?]hrt direkt auf die
Mo = TR ET e,

Anzahl der k—dimensionalen Teilrdume: [






KAPITEL 3
Asymptotische Abzihlung

Bisher hatten wir mit formalen Potenzreihen ausschlielich algebraisch
hantiert: Da die erzeugenden Funktionen alle Informationen iiber ihre
Koeffizienten enthalten, konnten wir durch elementares Rechnen expli-
zite Formeln oder Rekursionen gewinnen.

In diesem Kapitel werden wir sehen, dass mit analytischen Methoden

noch mehr Information herauszuholen ist. (Sehr viel mehr zu diesem
Thema findet man in [3].)

BeispierL 3.1. Wir haben die exponentiell erzeugende Funktion der
Bell-Zahlen B, die die Anzahl aller Partitionen einer n—elementigen
Menge angeben, bereits berechnet (1.2):

Bn n e*—1
B(z) = Z A=t =
1, m 1 /m m—j s
S e = () e
die sofort auf die Formel fiihrt:

K)o

m7]

Hier kann man die Frage stellen: In welcher Griflenordnung bewegt
sich die Zahl B, (fiir n grof)? Die analoge Frage “Wie gro8 ist n!?”
wird ja durch die Stirlingsche Formel
n! ~V2mn <ﬁ) fir n — oo (3.1)
e

beantwortet, ahnliche “asymptotische” Antworten wollen wir nun auch
in anderen Féllen finden.

3.1. Die Landau—Notation

DEFINITION 3.1. Sei S eine beliebige Menge und f, g reell- oder kom-

plezwertige Funktionen auf S. Dann bedeutet die O—Notation “f st ein
Grof3—0 von g auf S”:

f(2)=0(g(2) <= FJC>0:VzeS: |f(2)|<C-lg(2)]. (3.2)

Héufig ist die interessierende Menge S eine “geeignete” (aber nicht
unbedingt fix vorgegebene) Umgebung eines Punktes ¢ (( = oo ist hier

67
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auch maglich): Wenn f,g beispielsweise Folgen sind (also Funktionen

N — C), dann bedeutet

f(n) =0(g(n)) firn— oo,
daf$ es eine Umgebung S von oo (also S = {n € N:n > a}) gibt, fir
die (3.2) gilt.
Ahnlich bedeutetet die o-Notation “f ist ein Klein—O von g”:

B ) ' . f(2)
f(z)=0(g(2) firz— (= i )

Schlieflich verwenden wir die folgende Notation fir asympotische Aqui-

valenz: )
z
f(z)~g(z) firz— (<= lim
()~ 9(2) tim £
BEMERKUNG 3.1. Die O- und o—Notation darf nicht als “Gleichung”
miffverstanden werden: Zum Beispiel bedeutet

n3+2n2—1:O(n3),
daf n3 +2n? — 1 in der Klasse aller Funktionen f : N — C enthalten
ist, fiir die es ein C' > 0 gibt sodafy | f (n)| < C'|nd|. In gesprochenen
Worten wird diese Gefahr eines Miffverstindnisses dadurch gemildert,
dafs man “ ..ist ein Grofi—O von ...” sagt und nicht “ ..ist gleich

Grof3—O wvon ...”7. Die O- und o-Notation ist aber in dieser Form
tiblich; wir bleiben also dabe.

= 0. (3.3)

=1 (3.4)

BEMERKUNG 3.2. Die “~”-Notation fiir asymptotische Aquivalenz ist
an sich tberfliissig, denn sie kann durch die o—Notation ersetzt werden:

fa@)~g@) <= f@)=g@) (1+0(1) < [f(x)=eV g(a).
Sie ist aber ebenso in dieser Form 1iblich.

BEISPIEL 3.2. O-Notation:

n®+2n* —1=0 (n*) (n — o0)
2 =0(2) (z—0)
z=0(2%) (z > )

(log 2" = 0 (V2) (: — o0)

BEISPIEL 3.3. o—Notation:

n®+2n* —1=o0(n") (n — )
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Die letzte “Gleichung” bedeutet hier (vergleiche Bemerkung 3.1): Die
Klasse der Funktionen ¢, fir die

lim 7(25 (2) =0
== f(2) - g(2)
gilt, ist enthalten in der Klasse der Funktion f -1, fir die
lim v(z)
2= g(2)

gilt (setze einfach ¢ (z) := féi;)

BEISPIEL 3.4. Asymptotische Aquivalenz:

=0

z4+ 1~z (z— 00)
sinh z ~ iez (z = 00)
nl ~ e "n"v2mn (n — o0)

z
Z) ~

™) log (2)

Es ist natiirlich klar: In den meisten Fdllen will man eine Funktion

durch eine einfachere Funktion, die asymptotisch dquivalent ist, erset-

zen.

(z = o0)

BEISPIEL 3.5. Typische erzeugenden Funktionen, die wir im folgenden
untersuchen wollen, sind:

e Derangements: » Dn% =e 7,

e Catalan-Zahlen: Y C,z" = =422

e Bell-Zahlen: Y B,%; = e* 1.
Fiir die Derangements (Anzahl der fixpunktfreien Permutationen) er-
halten wir ja aus dem Prinzip der Inklusion—Ezklusion (siehe die Dar-
stellung vor Korollar 2.5) eine exakte Formel, aus der man direkt eine
asmyptotische Formel ablesen kann:

11 1\ nl
—_nl |l = - = ... I LU IR
D"‘”'(O! TR I n!) .

Fiir die Catalan—Zahlen kann man mithilfe der Stirlingschen Formel
(3.1) leicht eine asymptotische Formel ableiten:

(20! <2n)2”(e>2n 1 ]
" (n+1)n2 e n/  n2mn V2mn3/2
Die Asymptotik fiir die Catalan—Zahlen ist typisch: Wenn die erzeugen-
de Funktion f Singularitdten hat, dann sei p eine Singularitit kleinsten
Betrages. Die Koeffizienten von f verhalten sich dann asymptotisch:

1@~ () e w
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mit lim, ., /O (n) = 1; die Art der Singularitiat bestimmt © (n). Die-
se Art asymptotischer Untersuchungen nennt man Singularititenanalyse
(siche Abschnitt 3.3).Wenn es keine (oder jedenfalls keine “einfachen”)

Singularitéiten gibt, dann kann in vielen Féllen die Sattelpunktmethode
helfen (siehe Abschnitt 3.4).

3.2. Wiederholung: Komplexe Analysis

Wir wiederholen (sehr kurz) einige Grundbegriffe aus der komplexen
Analysis, die wir im folgenden brauchen werden.

DEFINITION 3.2. Fin Gebiet G ist eine offene zusammenhdngende Teil-
menge der komplexen Zahlen: G C C. Eine Funktion f : G — C heifit
analytisch bei 2y € G, falls es eine Umgebung U C G von zy gibt, in
der die Reihenentwicklung

f(z)= ch (z — 20)"

fiir gewisse Koeffizienten ¢, € C gilt. Fine Funktion f : G — C heifit
(schlechthin) analytisch, wenn sie fir alle z € G analytisch ist.

Bekanntlich gilt fiir eine Funktion f, die bei 2y analytisch ist:

e Es gibt einen positiven Konvergenzradius R, sodafl die Reihe
im Inneren des Kreises D(zp, R) := {2z € C : |z — 2| < R} mit
Mittelpunkt zo und Radius R konvergiert.

o f(2) ist im Inneren {z € C: |z — zy| < R} des Konvergenz-
kreises analytisch.

e Die Reihe divergiert fiir alle z mit |z — zo| > R.

DEFINITION 3.3. Eine Funktion f : G — C heif$t (komplex!) differen-

zierbar bei zg, wenn der Grenzwert
lim f(z0+90) = f(20)
6—0 )

existiert; sie heifit (schlechthin) differenzierbar, wenn sie fir alle z € G
differenzierbar ist.

(6 komplex!)

SATZ 3.1. Eine Funktion f : G — C ist analytisch auf G genau dann,
wenn sie auf G differenzierbar ist.

Seien f und g zwei analytische Funktionen, sei X € C. Dann sind auch
f+g, X fund f(g) analytisch; aber g 1st nicht analytisch bei einer
Nullstelle ¢ von g: g (¢) = 0.

DEFINITION 3.4. FEine Funktion h : G — C heifst meromorph be: zy,
falls h (2) in einer Umgebung U von zy als Quotient zweier auf U ana-
lytischer Funktionen f,q dargestellt werden kann:

f(2)
9(2)

VzeU\{z}: h(z) =
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Es gilt dann auch

h(z)= Z cn (2 — 20)"
n>—m
fiir alle z # zy in einem Kreis um zo. Wenn m die grofite natiirliche
Zahl ist, fir die in dieser Reihenentwicklung c_,, # 0 ist, dann nennt
man z einen Pol der Ordnung m. Der Koeffizient c_y von (z — z5)
in dieser Reithenentwicklung heif$t das Residuum wvon h an der Stelle
20, wir bezeichnen es mit Res (h, zo):

Res (h, z9) = ((z — zo)_1> h(z).

DEFINITION 3.5. Sei ¢ : [0,1] — G eine differenzierbare Funktion,
die im Gebiet G eine Kurve I' (mit Anfangspunkt ¢ (0) und Endpunkt
¢ (1)) beschreibt; sei f : G — C eine Funktion. Dann verstehen wir
unter dem Kurvenintegral [, f () d (2) das Integral

1
| remema
Die Kurve I' heifst geschlossen, wenn ¢ (0) = ¢ (1).

BEMERKUNG 3.3. Das Kurvenintegral hdangt nur von der Kurve I' ab,
nicht von der konkreten Parametrisierung ¢ (t).

SATzZ 3.2 (Satz von Cauchy). Sei f : G — C analytisch auf G, und sei
[’ eine beliebige geschlossene Kurve in G. Dann gilt

/Ff(z)dz:o.

SATZ 3.3 (Residuensatz). Sei h(z) meromorph auf G, sei I' eine ge-
schlossene Kurve in G. Dann gilt

1

gy Fh(z)dz = zg:ns -Res (h, s),

wobei die Summe tiber alle Pole s von h lduft, und ng die Windungszahl!
von I' wum s bezeichnet.

KOROLLAR 3.1 (Cauchysche Integralformel). Sei f(z) = > oo fu?"
analytisch in einem Kreis um 0, und sei I eine Kurve im Inneren dieses
Kreises, die 0 einmal (positiv orientiert) umrundet (d.h., Windungszahl
1 um 0 hat), dann gilt

1
L [1B),, (35)

. 1 .
27Tl T Zn+

(") f(2) = fu =

ISalopp gesprochen gibt die Windungszahl an, wie oft sich die Kurve I' um s
“herumwickelt”: In unseren Beispielen wird die Windungszahl immer gleich 1 sein.
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DEFINITION 3.6. Sei f (2) = >, 5 q¢n (2 — 20)" eine analytische Funk-
tion mit Konvergenzradius R; sei ¢ ein Punkt am Rand

0D(zp,R) ={z€C: |z — 2| =R}
des Konvergenzkreises. Wenn es eine Umgebung U von ¢ gibt mit einer
in U analytischen Funktion f, sodaf

UND(zo,R) - f|UﬁD(ZOvR) )

dann nennt man dieses f eine analytische Fortsetzung von f in (.
Wenn es eine derartige analytische Fortsetzung gibt, so ist sie eindeu-
tig.

¢ heifsit eine Singularitdt von f, wenn f nicht in ¢ analytisch fortgesetzt
werden kann.

Die Menge der Singularititen von f bezeichnen wir mit Sing (f). Sing (f)N
0D (zo, R) ist immer abgeschlossen; der Fall

Sing (f) = 0D(20, R)
ist mdglich: Dann nennt man 0D(zo, R) eine natiirliche Grenze von f.

BEISPIEL 3.6. Die Funktion

1
V1+2z= (1+z)% = Z (2>Zk
k>0
ist um ¢ = —1 nicht analytisch fortsetzbar, hat dort also eine Singula-
ritdt.

L und = haben beide eine Singularitit (einen Pol)

Die Funktionen
1—=z 1—z

bei ( = 1.

SATZ 3.4. Es sei f (2) = > fn2" analytisch bei 0 mit Konvergenzradius
R < co. Dann ezistiert eine Singularitit ( am Rand des Konvergenz-
kreises, also mit |(| = R

BEWEIS. Indirekt: Angenommen nicht; dann 148t sich f in allen Punk-
ten mit |z| = R analytisch fortsetzen. D.h., fiir alle z mit |z|] = R
existiert eine Umgebung U,, sodafl f auf U analytisch fortsetzbar ist.
U..joj=r U- ist eine Uberdeckung von 9D(0, R); da der Kreisrand kom-
pakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung. Dann ist aber f ana-
lytisch auf D(0, Ry) mit R < Rj, und fiir ein Ry mit R < Ry < Ry gilt

gemaf (3.5):
fo= (") F(2) = i/ F@) g,

271 2= Ro Zn+1 .

Daraus folgt aber sofort die Abschéitzung

1
ul < g - ma IF ()] (3.5
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d.h., f, =0 (Ra”) (n — 00). Sei ¢ mit R < ¢ < Ry, dann konvergiert
aber f(2) = Y fu2" fiir |2| < ¢ gemidB dem Wurzelkriterium?, ein
Widerspruch (da ¢ > R). O

SATZ 3.5 (Pringsheim). Es sei f(z) = > fu2" analytisch bei 0 mit
Konvergenzradius R. Weiters sei f, > 0 fir alle n > 0. Dann st die
(reelle) Zahl R eine Singularitit.

BEWEIS. Indirekt: Angenommen, f (z) ist analytisch bei ( = R. Dann
gibt es einen Konvergenzradius r, sodafl f (z) fiir alle z mit |z — R| < r

analytisch ist. Sei & = ¢ und 29 = R — h. Dann ist

F(2) = gm(z—20)"

fiir gewisse Koeffizienten g, und alle z mit |z — 2| < 2h.

A
N

20

Aquivalent dazu ist:

f(z0+ 2) :ngzm fiir |z §2h:%
und somit )
=) ) = () Tk )
= /™ ()

:%an~n~(n—1)-~-(n—m+1)zgm
RIS

2Denn aus |f,| < R%L folgt ja fiir |z| < ¢ < Ro : {/|fnz"] < Rio{l/a, also
insbesondere limsup,, o, {/[fn2"| <1 (da £ <1).
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Es gilt also

flaot2m) =37 (Z (Z) fu m) (2h)"

—R+h m n>m

Die rechte Seite ist eine Doppelsumme, die konvergiert (denn R + h
liegt im Inneren von D(R,r)) und aus lauter nichtnegativen Termen
besteht: Daher ist sie absolut konvergent, und man kann sie beliebig
umordnen.

f(R+R)= anZ( )gm(2h)m

—an 20 +2h)" an (R+h)"

ein Widerspruch, da R+ h > R. U

3.3. Singularititenanalyse

BEISPIEL 3.7. Die meisten uns interessierenden Potenzreihen sind er-
zeugende Funktionen, die zu Abzdhlproblemen gehdren und die daher
stets michtnegative Koeffizienten haben: In diesen Fdllen ist der Satz
von Pringsheim also anwendbar.

(1) Fir die Derangement—Zahlen D,, wissen wir
e
n!”  1—2z
und 2= e~ = also ist der Konvergenzradius 1 — und tatsdchlich
15t Q = 1 eine Singularitdt.
(2) Sei S, die Anzahl der Surjektionen [n] — [k] (k < n beliebig):
Kombinatorisch ist klar, daf$ wir die Spezies Folgen (Mengen, )

(siehe Beispiel 1.15) vor uns haben, also haben wir die erzeu-
gende Funktion

I e s

nl” S l—(er—1) 2-—e*

Die Singularititen dieser Funktion sind sichtlich log 2+27ik, k €
Z; die einzige reelle Singularitit ist log2, dies ist zugleich der

Konvergenzradius.
(3) Die erzeugende Funktion der Catalan—Zahlen ist bekanntlich

1—+1—4z2
2z

mit ( = i als Singularitit; daher ist der Konvergenzradius
1
auch 3.
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(4) Die erzeugende Funktion der Spezies Zyklen ist
22 28

e T

mat einer Singularitit ber ¢ = 1; daher ist der Konvergenzra-
dius auch 1.

log

3.3.1. Die Exponential Growth Formula.

DEFINITION 3.7. Fine Singularitit ¢ von f mit minimalem Betrag wird
als dominanter singuldrer Punkt bezeichnet.

DEFINITION 3.8. Wir sagen, eine Zahlenfolge (ay),—, sei von expo-
nentieller Ordnung K" und fiihren dafiir die Abkiirzung a, >t K™ ein:

a, > K" <= limsup {/|a,| = K, (3.7)

d.h., Ye > 0 gilt
la,| > (K —€)" fiir unendlich viele n,

lan| < (K +¢€)" fiir fast alle n.

Anders ausgedriickt:
a, =K"-0(n),
wobei © subexponentiell ist, d.h.
limsup 1/|© (n)| = 1.

Typische Beispiele fiir subexponentielle Folgen sind

_ 2 . T
1,n%,n~%?% logn, (-1)",eV", e " n’sinn—,...
Y ) Y Y Y Y Y 27

SATZ 3.6. Sei f(2) = >, fn - 2" analytisch bei 0, sei R der Betrag
eines dominanten singuldren Punktes. Dann gilt:

n()

BEWEIS. Wir zeigen die beiden Bedingungen aus Definition 3.8.

Zunichst wissen wir, da3 R zugleich der Konvergenzradius ist. Fiir alle
R >0 > 0 gilt daher

lim f,  (R—6)" =0

(sonst wiirde die Reihe in (R — 0) nicht konvergieren), insbesondere
also | f| - (R —0)" < 1 fiir fast alle n:

. I R a\"
IO < s =7t 7 (7))

k>1

wird beliebig klein:<e
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daher gilt fiir € > 0 beliebig

1 n
1 ()] < <E+e) fitr fast alle n.

Damit folgt (3.9).
Nun zu (3.8): Angenommen, es wire

[ful (R+0)" <C

fiir fast alle n, dann wére

1
li VNl < ———
e VI < g
und somit
S\" ) R+ 2
s 1 (5) = (53 e 1712 155 <1

Nach dem Wurzelkriterium wirde also

A <R+ g)

konvergieren; ein Widerspruch. Also gilt fiir unendlich viele n

. 11 1 s\* 1
v|fn\>m—§—§k21(§) (-1)",

4

~
wird beliebig klein:<e

daher gilt fiir € > 0 beliebig

1 n
‘f n‘ > (E - 6)
fiir unendlich viele n. O

Wir fassen diese Erkenntnisse zusammen:

GRUNDREGEL 3.1 (Erstes Prinzip der Singularitdtenanalyse). Die (Be-
trage der) Singularititen von f(z) = > fn - 2" bestimmen das expo-
nentielle Wachstum der Koeffizienten f,,.

Als Beispiele hatten wir bereits die Derangement—Zahlen D,,, die Sur-
jektionen S, und die Catalan—Zahlen C,, gesehen.

DEFINITION 3.9. Sei G ein Gebiet, sei zg € G. Sei f : G\ zg — C eine
analytische Funktion. Der Punkt z, heifit isolierte Singularitat von f.
Es gibt dann nur drei Méglichkeiten fiir zy:

e hebbare Singularitiat, wenn auf f auf ganz G analytisch fort-
setzbar ist>.

3Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist dies moglich, wenn f in einer
Umgebung von zg beschrankt ist. Analytische Fortsetzungen sind immer eindeutig.
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e Pol, wenn zy keine hebbare Singularitit ist und es eine natiirliche
Zahl m gibt, sodaf$ (z — 29)" - f (2) eine hebbare Singularitit
bei 2o hat. Ist m minimal gewdhlt, dann nennt man zy einen
Pol m—ter Ordnung.

e wesentliche Singularitidt, wenn zo weder hebbar noch ein Pol
15t.

BEISPIEL 3.8. Die folgenden Funktionen C\ {0} — C haben alle eine
Singularitdt bei 0:

° % hat bei O eine hebbare Singularitdt,

o L hat bei 0 einen Pol m—ter Ordnung,

zm

hat bei 0 eine wesentliche Singularitdt.

W=

e €

BEMERKUNG 3.4. Der Logarithmus ist eine Uberlagerung und auf kei-
nem Gebiet, das 0 enthdlt, analytisch! 0 ist also auch keine isolierte
Singularitit des Logarithmus (und damit der Wurzelfunktion {/z =
2 = exp % log z).

PROPOSITION 3.1. Sei f(z) analytisch auf |z] < R mit 0 < R < 00.
Dann gilt fiir v beliebig im offenen Intervall (0, R):

Sup|z\:r |f (2)|

‘fn| S I
r
e |f (2)]
. SupL, S (2
< f == - 7
[fal < 04r<R rn ’

Falls f (z) michtnegative Koeffizienten hat, gilt speziell

10) g e g SO

rm o<r<R 7"

fn <

BEWEIS. Die wesentliche Abschitzung ergibt sich aus der Cauchyschen

Integralformel (3.5) (wie im Beweis von Satz 3.4): Mit z () = r - e

und &£z (6) =iz (0) gilt

1 1 2 . ei@
e, ary

Zn+1 o2 0 Tnen-ie

dé

271

|z|=r

t

BEMERKUNG 3.5. Fulls f (z) nichtnegative Koeffizienten hat, wird das
inf angenommen bei

/ ! /
FOY g SO f0) S
rn rm rntl f(r)

Diese einfache Beobachtung werden wir bei der Sattelpunktmethode ver-
wenden.

Wir wollen nun das folgende Prinzip erlautern:
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GRUNDREGEL 3.2 (Zweites Prinzip der Singularitidtenanalyse). Die
Natur der dominanten Singularititen bestimmt den subexponentiellen

Anteil © (n) in
fo~K"-0O(n).

3.3.2. Rationale Funktionen. Aus der bekannten Partialbruch-
zerlequng einer rationalen Funktion f (dargestellt als Quotient zweier
Polynome p und ¢, die keine Nullstelle gemeinsam haben)

k

_p() _ p(2)
O R Rl ey ey ey ey +ZZ

q(Z) i=1 [=1

Polynom
zusammen mit dem binomischen Lehrsatz
_ _ —1 2\" n+l—1
l l l n —n—I
(s~ 2) " = (~=) E(n)( S >n§>ojz( s

ergibt sich sofort folgende exakte Formel fiir die Koeffizienten f, =

(z") f(2), n > deg (R):
ZZ 7,1<n+_l11)25"_l
—ZZ Z l%l(n;r_lilyil

~
Polynom in n

Daraus lesen wir unmittelbar die Asymptotik ab:

SATZ 3.7. Seien ay,...,a, die dominanten Singularititen (Pole) der
rationalen Funktion f (z2); seien ey, .. ., ey, die entsprechenden Ordnun-
gen der Pole. Dann gilt:

= > a7 Polynom, (n) +0 (b™")
N———

i=1 vom Grad e;—1

wobei b eine nicht—dominante Singularitit kleinsten Betrages ist.

BEIspIiEL 3.9. Die erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen F), st

bekanntlich
1
Z -2 T 1z 22

n>0

Die Singularititen dieser rationalen Funktion sind %\/5 Die Partial-
bruchzerlegung lautet

1 1+v5 1 1-v5 1

l—z—22  2y5 115, 25 1106
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woraus sich sofort die Asymptotik erqibt:
n+1

n+1
Fn:i 1++5 0 1-+v5
NG 9 9

N——
~0.618034

Weitere einfache Beispiele dazu wdren

% = Z (n+1)2"z" (ein Pol zweiter Ordnung),
(1—22) =0
! L 1" ") 2" , domi Pol
Tz~ nz>0§(( )"+ (=1)") 2" (zwei dominante Pole).

3.3.3. Meromorphe Funktionen. Meromorphe Funktionen sind
nicht wesentlich schwieriger zu behandeln als rationale:

SATZ 3.8. Sei f(z) meromorph fir |z| < R mit Polen bei ay,...,an;
seien ey, . .., e, die Ordnungen dieser Pole. Sei f analytisch bei 0 und
fir alle z mit |z| = R. Dann gilt:

=S a7 Polynom, (n) +0 (R~
1, Za olynom; (n) (R™)

=1 vom Grad e;—1

BEWEIS. Der Beweis gelingt durch “Subtraktion der Singularitéten”.

Betrachte den Pol a;. In einer Umgebung von a; kann man f(z) in
eine Laurentrethe entwickeln:

fla)=ce(z—a1) " (2= a1>’1,+zcn (z—a1)".

e n>0
=:5a, (2) N

J

::Ht:l (2)

Hier ist S,, (2) der singuldre Anteil bei a;, H,, (2) ist hingegen analy-
tisch bei a;. Dieses “Abziehen singuldrer Anteile” kann man natiirlich
ebenso fiir alle anderen Pole durchfiihren und erhélt damit

f(z) =) Sa(2)+ (f (2) = > S (2)>7
i=1 i=1
::TS’?Z) ::]"-I,(z)
wobei S (2) eine rationale Funktion mit Polen ay, ..., a,, ist und H (z)

eine analytische Funktion im Kreis |z| < R + ¢ fiir ein € > 0 (weil f
analytisch fiir alle z mit |z| = R; Kompaktheitsargument). Da fiir die
Koeffizienten h,, von H (z) gilt

h, =0 (R™)
(siehe (3.6)), folgt die Behauptung. O
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BEISPIEL 3.10. Die exponentiell erzeugende Funktion der Anzahlen S,
aller Surjektionen [n] — [k] (k beliebig) hatten wir bereits berechnet:

1
Diese Funktion hat Pole bei log2 + k - 2wi, k € Z; durch “Abziehen”
des singuldren Anteils bei log 2 ergibt sich

1 1 1 1
10 =3 (ig2) + 70 = 312 <1_LZ> tH )

log 2

(denn lim,_,joq2 Zz__loegf = —% nach der Regel von de L’Hospital), wobei

H (z) analytisch ist fir alle z mit |z| < 2m. Also erhdlt man aus Satz 3.8

1 1 n+1
fo=s <log2) Lo (@n))
bzw. fir die Zahlen S,

S, = %’ (1%2) +0 (n!(2m)™") (3.10)

BEISPIEL 3.11. Die (exponentiell) erzeugende Funktion von Zyklen*
(also Folgen (Zyklen)) ist

f(2)

Offenbar gibt es einen Pol bei z = 1 und einen bei

B 1
C1-logX’

e—1

1 1
log =1 < =e & 2= =1—-—->~0.632121,
1—=2 1-=2 e e

daher ist die dominante Singularitit ¢ = 1 — e™t. Wieder liefert die
Regel von de L’Hospital sofort

lim =lim—=(—-1=—e!
Xl —log L = — ‘ ©
also
= —e_l + H
f(Z) _Z—(l—efl> ()

H (z) ist im (abgeschlossenen) Kreis mit Radius R = 1 — € analytisch
(e > 0), daher erhalten wir die Asympotik

1 1 i -n 1 n+1 n
fn = ol +O((1—e) ) ~ 51.58198 + O (1.0001™).

BEISPIEL 3.12. Die Anzahl C,, ) der Surjektionen [n] — [k] laft sich
bekanntlich mithilfe der Stirling—Zahlen zweiter Art ausdriicken:
Chpr =k Snk.

Wir wollen die Frage beantworten: Wenn man fir festes n alle Surjek-
tionen [n] — [k] (k beliebig) als gleichwahrscheinlich ansieht, was ist
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dann die durchschnittliche Kardinalitit der Bildmenge? Dazu betrach-
ten wir die erzeugende Funktion in zwei Variablen

1

=Y G St = e 1 = s

k>0 n>0 k>0

Dann st

e —1
_Z<Zk an> .;:7(2_82)2.

t=1 n>0

dt

Die Pole (Ordnung: 2) dieser Funktion liegen wieder bei log 2+ k - 27,
k € Z, und die Laurent—Reihenentwicklung lautet

-1 1 P B
(2—e*)® 4(z—1log2)? 4(z—log2) ’
wobei H (z) = —& + 4 (2 —log2) + O ((z — log 2)2) im (abgeschlos-

senen) Kreis mit Radius R = \/4n2 + (log2)® — € (e > 0; man kann
R ~ 6.3213 wdhlen) analytisch ist. Daraus ergibt sich sofort

e’ —1 n+1 1 \" 1 1 \"
" = — +O(R™
") (2 — ez)2 4(10g2)2 (log2) 4log 2 (log2) ( )
1 1 n+2

Dieses Ergebnis miissen wir jetzt mit (3.10). ..

(o) = :%( ! )nﬂ+0(3—")

2 —e? log 2

.. kombinieren, denn der gesuchte Erwartungswert ist ja einfach der
Quotient dieser Koeffizienten:

1 n+2 B
tn+1-10g2) (b)) +O(R™ 41
T = ~+O(R™).
Hes) +o@™

" 2log2 2
(Denn log2 ~ 0.693147 < 1; siehe (3.15) im folgenden Lemma.)

Hinter der letzten Umformung im vorigen Beispiel steckt folgendes
einfache Lemma, das einige “typische” Manipulationen mit der O-
Notation festhélt:

LEMMA 3.1. Seien f(n) und h(n) beliebige Folgen (also Funktionen
N — C). Dann gilt

O(f(n)-h(n)=0(f(n)-h(n)). (3.11)
Wenn speziell h (n) = O (1), dann gilt einfach
O(f(n))-h(n)=0(f(n). (3.12)



82 3. ASYMPTOTIK

Seir: N — C mit lim, .7 (n) =0 (also r = 0(1)). Dann gilt:

Tr00m) 1+0(r(n)) firn— oo. (3.13)

Sei weiters g : N — C, sodaf ﬁ = O (1). Dann gilt:
1 O

(r
—] 4+ — 7
O(r(n))
1+ =0 g(n)

fiir n — oo. (3.14)

Sei schliefllich f: N — C mit o — 0 (1). Dann gilt

(9(n)?
fn)+0(r(n) _ f(n)

)
g(n)+0(r(n) g(n)

BEWEIS. (3.11): Sei ¢ (n) € O(f(n)) ein konkretes (aber beliebiges)
Element aus O (f (n)). Dann gilt definitionsgemés8

() - h @) = I¢ )] - | (n)
> K- |f ()] - [k ()
—K-|f(n)-h(n).

(3.12): Setze einfach die obige Ungleichungskette mit “< K-K'-|f (n)|”
fort, die ja definitionsgemaf} gilt.

(3.13): Nach Definition des Limes bzw. von O gibt es ein C' > 0 und
ein ng € N, soda$ fiir ein konkretes (aber beliebiges) Element” ¢ (n) €
O (r (n)) im Nenner von (3.13) gilt:

+ O (r(n)) (3.15)

1
IC(n)] <C-|r(n)] < ) fiir alle n > ny.

Dann ist aber fiir alle n > ng

1 B 1 < 1
1+¢(n)]  [1+C(m)] ~ 1—[C(n)|

1

< 1-Cr(n)|<1=¢(n)

1—=C-|r(n)]

C-|r(n)]

=14+ ——F— <1-Clr(n)>1

1—=C-lr(n)

<S1+(2-0)-[r(n)],

und damit ist (3.13) gezeigt.

(3.14): Nach Voraussetzung gibt es ein € > 0, sodaf} |g| > € fiir n > N.
Sei ¢ (n) wie zuvor, wihle nun aber ng so, da8

IC(n)| < C-|r(n)| < g fiir alle n > ng.
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Dann ist fiir alle n > max (ng, N) zunéachst |C - |r(n)| /g (n)] < 1/2,
und

N P
G| S T Rml S 7o
I+sm !l 1= Gor 1~ T
C-lr(n n

—14 Ir(n)l /19 () —CIr(m)|/lg(n) <1

1=C-[r(n)]/lg(n)]

<10

o

und damit ist (3.14) gezeigt.
(3.15): SchlieBlich haben wir

fn)+0(r(n) _ f(n) G W)
g(n)+0(r(n) gm)+0(r @) gn)+0(r(n)

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite haben wir

f) _fm) (1
g0+ O (m)  g(n) \ 17 oem

I
- Q= e

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite haben wir geméa8 (3.12)

O (r(n))
=0(r(n)),
gm0ty U
denn auch |g (n) + O (r (n))| > €/2 fiir n “grof genug”, also m =

O (1). Und weil natiirlich O (r (n))+0O (r (n)) = O (r (n)) gilt, ist damit
auch (3.15) gezeigt. O

3.3.4. Mehrfache Singularititen.

BEeispPIEL 3.13 (Ausloschung). Betrachte die Summe der rationalen

- 1 1.
Funktionen = und 1=

1 1 24 22— 23

1+22+1—z3_(1+22)(1—z3)'

Die Koeffizienten von 2" verschwinden fir n = 1,5,6,7,11 (mod 12).
m=212k+1)=3m <= k=1 (mod 3) <= n=12m+6.)
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BEeispIEL 3.14 (Nichtperiodische Fluktuationen). Betrachte die ratio-
nale Funktion
1 6 11, 84 , 779, 2574 .

- 14 Tt oF 3 T4 edlE
- S.+22 5 7%° 1% 6»°  31%5

mat der Partialbruchzerlegung
1, 3 1
1 __aft% 5
6 3 _ 4 3, 4i

Die Wurzeln des Nennerpolynoms haben Betrag 1 und sind invers zu-
einander, lassen sich also schreiben als

4i . 4 .
§+—1:e“9 undé——lze"e.
5 5 5 5
Damit erscheint der Koeffizient von 2" als
iné —inf 3 inf _ L—inf 3
° +2e +Z~e 2ie :cos(n-9)+zsin(n-«9)
cos 6
= -0 i -0
cos (n - 0) + g S0 (n-0)
sin((n+1)-6)

sin 0

3.3.5. “Standardisierte” Singularitidtenanalyse. Wir wollen
nun den quasi “mechanischen Algorithmus” der Singularitdtenanalyse
erarbeiten, wie er von Philippe Flajolet und Andrew Odlyzko entwickelt
wurde. Er besteht — grob gesprochen — aus folgenden Schritten, um
die Asymptotik der Koeffizienten einer analytischen Funktion f (z) zu
bestimmen:

Normalisierung der Singularitit: Wenn p die “relevante Sin-
gularitiit” von f (z) ist, betrachte f (2) := f (p - z): Dann ist 1
die “relevante Singularitit” von f (z).

Asymptotik fiir “Standardfunktionen”: Fiir die “Standard-

funktionen”
B
1 1
1—2)7%( =1
(1-2z) <Z 0g T Z)

wird die Asymptotik der Koeffizienten allgemein bestimmt.

Transfer—Theoreme: Aus einer asymptotischen Abschitzung
fiir Funktionen folgt direkt eine asymptotische Abschatzung
der Koeffizienten:

f(z)=0 ((1 —z) (log 1 i Z)B> = (") f(2) =0 (no"l (logn)ﬁ>




3.3. SINGULARITATENANALYSE 85

3.3.5.1. Die Gammafunktion.

DEFINITION 3.10 (Gammafunktion). Die Gammafunktion I (s) ist durch
die BEulersche Integraldarstellung

['(s) = / et t57ldt. (3.16)
0
fir R (s) > 0 definiert. Sie erfillt die Funktionalgleichung
C(s+1)=s-T(s). (3.17)

Daraus folgt, dafi T (s) analytisch fortgesetzt werden kann auf C \
{0,—1,-2,...}. Es gilt fir alle m € Ny

1

T (S) ~ <_1>m

st fir s — —m. (3.18)
Fiir die Gammafunktion gilt der Eulersche Ergénzungssatz:
T
Ls)T'(1—s)= . 3.19
OT (=9 = = (319)

Aus der Funktionalgleichung (3.17) folgt auch sofort
L(s+n)=s"-T(s)=s-(s+1)---(s+n—1)-T(s). (3.20)

Insbesondere sieht man aus (3.16) sofort I' (1) = 1, also folgt fiir n >
0e€Z

I'(n+1)=n!
und ebenso mit I' (3) = /7
F(n+%) = (%)nﬁ:% (3.21)

Fiir die Gammafunktion gibt die Stirlingsche Formel eine asymptoti-
sche Approximation:

1 1 139
r 1) ~ s’e™*V2 14+ — — ] (3.22
(s 1)~ s7e7vams ( 125 T 2882  BIRA0s8 ) (3.22)
BEMERKUNG 3.6. W-Funktion Die V-Funktion ist definiert als die lo-
garithmische Ableitung der Gamma—Funktion:
_I"(2)

U(z) = dizlogl"(z) T

Die folgende Formel liefert die Auswertungen der W—Funktion bei ra-
tionalen Zahlen z = L; siehe [2, Abschnitt 1.7.3, Gleichung (29)]:

Y (I—)) = —v—logq— zcot <@)
q 2 q

q
2/

+3 " cos <2w%) log (2 — 2cos <2w§)> . (3.23)

n=1
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wobei der Strich bei der oberen Summationsindexgrenze bedeuten soll,
dafs fiir gerades q der letzte (also dem Indexn = £ entsprechende) Term
mat % multipliziert werden mufs. Zum Beispiel erhdlt man:

1

T T 1
U(=)=—y—log2—= (-) = cosmlog (2 — 2
(2) ~v — log 2cot 5 ) T geosT og ( cos (1))

= —v—2log2, (3.24)
weil cot (g) =0, cosm = —1 und log4 = 2log 2.

BEMERKUNG 3.7. Fiir den folgenden Satz ist es niitzlich, sich folgende
Fakten in Erinnerung zu rufen: Sei z € C mit R (z) = z und S (2) =y,
also z = x+1iy. Dann kann man z bekanntlich auch in Polarkoordinaten
(r, @) ausdriicken, also z = r - (cos¢ +ising) mit r = |z| und ¢ =
Go+2mk fiir k € Z, wobei wir hier mit ¢pg den Hauptwert des Arguments
arg (z) im Bereich —m < arg (z) < m bezeichnen. (Firr =0 kann man
den Winkel ¢ tiberhaupt beliebig wéihlen.) Bekanntlich gilt:

e = e* . (cosy +isiny), (3.25)

log (z +1iy) = log |z + iy| +iarg (x +iy) . (3.26)

Das heifst insbesondere, der (komplexe) Logarithmus (als Umkehrfunk-
tion der Exponentialfunktion) ist eine mehrwertige Funktion, die erst

dadurch eindeutig wird, dafs man sich auf einen Wertebereich des Ar-
guments festlegt (z.B. auf den Hauptwert).

Weiters hingen die trigonometrischen Funktionen bekanntlich so mat
der Exponentialfunktion zusammen:

elf 4 eif
cosf = —
i0 —i0
. e’ —e
sinf = .
21

SATZ 3.9 (Darstellung mit Hankel-Kurvenintegral). Fir die Gamma-
funktion gilt

1 1 e,
O /H (—t)% - e~tdt, (3.27)

wobei H = H™ + H° + H* eine Kurve ist, die sich aus den Teilen

e H ={w—i:w >0},
o Ho={—e¥: -5 <o <7},
e Hf ={w+i:w >0}

zusammensetzt; graphisch sieht das so aus:

q
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BEWEIS. Sei D eine Kurve, die von einem Punkt p > 0 auf der reellen
Achse startet, den Ursprung im Gegenuhrzeigersinn einmal umrundet
und wieder zu p zuriickkehrt.

| D

Q y

Betrachte fiir z € C\ N mit R (2) > 0 das Integral
/ (—t)* e tdt. (3.28)
D

Der Faktor (—t)*~" = e(*=D1o&(-1) im Integranden wird eindeutig durch
die Festlegung, daB log (—t) € R fiir ¢t < 0: Das heiflt, fiir alle Punkte
te D gilt —m <arg(z) <.

Der Integrand ist zwar nicht analytisch im Inneren von D (der Loga-
rithmus ist ja nur auf der geschlitzten Ebene analytisch, also in keiner
Umgebung von 0), aber nach dem Satz von Cauchy 3.2 kénnen wir die
Kurve D so zu einer Kurve D" deformieren, ohne den Wert des Integrals

zu éndern:

%} D' P
Im ersten (geradlinigen) Teil dieser neuen Kurve D’ ist arg (—t) = —,
also

(_t)z—l _ e(zfl)(log t—im)

9

und im letzten (geradlinigen) Teil ist arg (—t) = , also

(_t>2*1 _ e(zfl)(log t+im) )

(In beiden Teilen ist logt € R.) Den kleinen Kreis beschreiben wir als
—t = 6e'’, dann erhalten wir also:

6 . p .
/ (_t)zfl e tdt = / e—lﬂ(z—l)tz—le—t + / em(z—l)tz—le—t
D p é

+ i/ (5ei9)z_1e59i95ei9d9 =

—Tr
s

P . ;
— 2isin (72) / t*~te tdt + i6” / el0 9 49,
1)

—Tr

(Denn sin (7 (2 — 1)) = sin (72 — 7) = —sin (72).)
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Diese Gleichheit gilt fiir alle positiven reellen Zahlen § < p: Fiir 6 — 0
geht 6 — 0 (da R(z) > 1) und [7_ el +0e’ g J7_e#do (weil der
Integrand gleichméBig konvergiert); also folgt:

p
/(—t)z_letdt: —2isin (71'2)/ t* e tdt.
D

0

Dies gilt fiir alle positiven reellen Zahlen p: H ist ersichtlich der “Grenz-
fall” der Kurve D fiir p — oo, dann gilt also

/ (—t)" ' e tdt = —2isin (7?2)/ t*~tetdt,
H

0

also .
z—1 —¢

I'(z)= Sisin (72) /H( t)" e 'dt. (3.29)
Die Kurve ‘H kommt dem Ursprung nicht nahe, daher brauchen wir
auch die Voraussetzung R (z) > 0 nicht mehr*: Das Integral in (3.29)
ist eine (einwertige) analytische Funktion, die fiir R (z) > 0 mit ' (2)
tibereinstimmt; die Hankelsche Formel (3.29) fiir die Gammafunktion
gilt also fiir alle z € C\Z. Wenn wir darin z durch 1—z ersetzen und den
Eulerschen Ergénzungssatz (3.19) anwenden, folgt die Behauptung. O

3.3.5.2. Asymptotik fiir “Standardfunktionen”. Nach dem Binomi-
schen Lehrsatz erhalten wir fiir die “Standardfunktion” (1 —z)~“ (wo-
bei o € C beliebig)

e a-am = () = (),

Falls o € {0,—1,-2,...}, ist die Asymptotik dieser Koeffizienten tri-
vial (denn (1 —z) “ ist ja dann ein Polynom, und die Koeffizienten
sind alle 0 fiir n > —«). Andernfalls kann man das aber so schreiben:

<n+a—1> _a-(atl)-(atn-1)  T(n+a)

n! CT(a)T(n+1)

also konnte man durch Anwendung der Stirlingschen Formel fir die
Gammafunktion (3.22)

[(s+1) = s’e™V2ns (1 +0 (1))

S

n

eine Asymptotik gewinnen — aber das geht besser mit der Cauchyschen
Integralformel (3.5):

SATZ 3.10 (Asymptotik fiir Koeffizienten von Standardfunktionen, 1).
Sei v € C\{0,—1,—=2,...}. Wir betrachten die “Standardfunktion”

f2)=(1—-2)"".

1Der Logarithmus ist ja in der geschlitzten komplexen Zahlenebene analytisch!
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Dann gilt fiir n — oo die folgende asymptotische Entwicklung in ab-
steigenden Potenzen von n:

(2") £ (2) ~ 7F12) (1 Py n(’?)> , (330)

k=1

wobei ey, () ein Polynom vom Grad 2k in « ist, das durch o**t =

a-(a—1)---(a—k) teilbar ist. Die ersten Terme lauten:

(") (1—2)"" ~ no1 <1+a.(a—1)+a.(a— D-(a—2)-(3a—1)

(o) on 24n?
) o?(a— 1)2 ;lé(zs_ 2) - (a—3) +0 (%)) (3.31)

BEWEIS. Geméf der Cauchyschen Integralformel (3.5) ist
n —a 1 (1 - Z)_a
wobei C irgendeine geschlossene Kurve (mit Windungszahl 1) um 0 ist,

die den Strahl der reellen Zahlen > 1 vermeidet: Wir wahlen konkret
die in der folgenden Graphik beschriebene Kurve Cg,.

Fiir alle n > R (—a) wird das Integral entlang des “Kreisstiicks” von
Cr beliebig klein, wenn wir R — oo gehen lassen, sodaf§ also “nur
mehr” das “Hankel-artige Stiick” H,, = H,, + H; + H, von Cg,, eine
Rolle spielt, das aus den Teilen

oHQz{w—%:le},

ery={1-2:r<s<s)

e Hi={w+i:w>1}
besteht. Mit der Substitution

t 1
z=14—, dz=—dt
n n
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erhalten wir

M) (- = /H (=) (1 + %) T (3.33)

21w

wobel ‘H nun einfach die Hankelkurve aus Satz 3.9 ist.

Fiir [t| < n konvergiert die Potenzreihenentwicklung von log (1 + %),
daher erhalten wir

¢ —n—1
(1 + _) _ ef(n+1)log(1+t/n)
n

t t? 3
=exp|—(n+1) ﬁ—ﬁ+%—+“'

t2—2t 32 —213
= exXp —t + + 6’[’L2 + .- —Sortiere n=*

2n
ot 2 — 2t N 3t —2t3 N
— - ex [
P 2n 6n2
2 =2t 3t — 2013 + 2412
e <1 * 2n * 24n? o ) - (834)

D.h., fiir [t| < R (R < oo beliebig, aber fest) konvergiert der Integrand
von (3.33) fiir n — oo gleichmiffig gegen (—t) “e~'. “Asymptotisch”
haben wir also

AN 1
<1+—) :e_t(l—l—O(—)) fiir n — oo.
n n

“Formal” erhalten wir daher durch Einsetzen in (3.33)

(") (1—2)"° ”OH/ (e (14+0(1))a
z —Z = — e _
2im Jy n
no! 1
= 1+0(—-)).

ra (o (2)
Das war jetzt freilich etwas kithn und bedarf noch einer Rechtfertigung:
Dazu zerlegen wir die Hankelkurve ‘H

e in den Teil mit R (¢) > log®n: Wir werden zeigen, daf8 dieser
Teil “vernachlédssigbar” ist;

e und in den Teil mit R (t) < log®n: Dann ist % < @ <1
(denn log z < +/z fiir alle z > 0) und die Entwicklung (3.34)
“funktioniert”.

Der vernachlédssigbare Teil erfordert ein bifichen Feinarbeit in puncto
Integral-Abschitzung. Die Teil-Integrale iiber H* und H~ kénnen wir
“in einem Aufwaschen” erledigen, denn zunéchst ist:

< (=t+1)" /°° [t +i]”
—— dt| < —  _d¢.
/ (1+2)"" ’ ~ g |1 22
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Aus

. .
LY — % logz _ e(ﬂ?(a)—l—hy(oz))(log\z\—f—larg z)

_ e%(a) log|z|—S(a) arg z i(S() log|z|[+R(e) arg z)

- e

folgt ja sofort
|za‘ — e§R(a) log|z|—(a) arg z’
also hier konkret
(1) = [¢ 4N - oS < o)

denn arg (¢t +1) — 0 fiir ¢ — oo und

lim
(Regel von de I'Hospital). Weiters gilt natiirlich

t+i t
1 Z<1+_)7
n

n
daher kénnen wir die Integralabschéitzung so fortsetzen (wir setzen o/ =

R (a)):
(=t i) /°° e
——dt| < C- —dt.
/log2n (1+t—:7ll:l)n+1 o log?n }14—%’”4_1

Hier ist die Integrationsvariable ¢ > log® n reell, was im folgenden im-
mer gelten soll. Dann haben wir zunéchst also

‘1+

t log?
’1+— >14 21
n n
woraus sofort -
t" logZn\ "
14— <1+
n n

fiir alle n € N folgt.
Aus der Analysis wissen wir (siehe etwa [5, Satz 26.1]): Sei xz, eine
Nullfolge mit z,, # 0 und x,, > —1 fiir alle n, dann gilt

lim (14 z,)""" =e.

Wir withlen die spezielle Nullfolge® % und erhalten
2
1 2 n/log®n
lim (1 + =5 ") —e
n—oo n

bzw. dquivalent (der reelle Logarithmus ist stetig):

nlog (1 + @)

lim 5 =1

n—00 log”n
5 : ’ : T log2n T 2logn _ 1: 2 _
Zweimal de 'Hospital: lim, .o =% = lim, o =52 = lim, oo = = 0.
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Daraus folgt aber immerhin fiir jedes € > 0

log?n
n

nlog (1 + ) > (1 —€)log’n, (3.35)

wenn nur n grof§ genug ist.

Wir behaupten nun: Fiir jedes feste k£ konnen wir ein n wahlen, sodafl
fiir t > log®n gilt:
e P
()7

Denn wenn wir diese Behauptung logarithmieren, erhalten wir Aquivalent

(3.36)

t
(&' +2)logt — (n+ 1) log <1 + —) < —klogn (3.37)
n

(denn der reelle Logarithmus ist eine streng monoton steigende Funk-
tion), und wenn wir fir ¢ — log® n einsetzen, dann ist klar, daB die
folgende Ungleichung fiir n grofl genug richtig wird:

log®n

(o +2)loglog®n — (n + 1)log <1 + ) < —klogn

J/

~
>(1—¢€)log? n gem. (3.35)

(denn log?® n wiichst stirker als loglog? n und logn). Wenn wir die Ab-
leitung von (3.37) betrachten, dann gilt aber auch

24+a n+1 1 24d n+1<0

t n l+t/n  t n+t =
wenn ¢t > Z(_QTJCO‘_/{, und weil die rechte Seite dieser Ungleichung nach
2 + o konvergiert, wird fiir geniigend grofies n auch log®n > Z(_QTJF,OQ

Damit ist (3.36) gezeigt, und wir konnen die Abschitzung abschliefien:

° —t £1)° o0 1 C
logzn (1 + &) log?n "1 n¥log”n

GeméB (3.34) erscheint das Integral (3.33) fiir grofie n “bis auf obigen
Fehlerterm” also als Summe von Termen der Gestalt

ch / (—t)"“ e 'thdt.
H:R(t)<log?n

Wir wollen natiirlich argumentieren, daf§ diese Integrale “im wesentli-
chen” gleich sind

yetk gty 2mi :27Ti-(a—k;)~(a—k+1)~-~(a—1)
/H( D e = vy o)

(geméf der Hankelschen Formel (3.27) bzw der Funktionalgleichung
(3.20)). Dazu iiberlegen wir, dafl das “abgeschnittene Rest—Integral”
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(mit denselben Umformungen wie im Beweis von Satz 3.9) auf das
reelle Integral

2isin (rar) / e ' (—t)"*dt
log? n
fithrt, dessen Integrand natiirlich auch sehr klein wird, wenn ¢ grof3

wird:

1
—t -« —t4R
’e (—t) ’ < e 1R < e

(denn lim;_,, e *"™(®*2 = 0); sodaB wir den Fehler genauso wie zuvor
abschétzen konnen.

Wenn wir alles zusammensetzen, ergibt sich die Behauptung. O

BEMERKUNG 3.8. Es gilt fiir die Koeffizienten ey, in (3.30):
ek—Z)\kla—l (—=2)--(a—=1)
mit Ay = (vFt') e - (1+ vt) Y.

SATZ 3.11 (Asymptotik fiir Koeffizienten von Standardfunktionen, 2).
Sei v € C\{0,—1,—=2,...}. Wir betrachten die “Standardfunktion”

—Z

f@:a—wﬂemal)é (3.38)

Dann gilt fiir n — oo die folgende asymptotische Entwicklung in ab-
steigenden Potenzen von logn:

(") [ (2) ~ ?O(é;) (logn)” <1 - Z o" n) (3.39)

15t.

S=

wobei Cy, = (B)T () L L

dsk T'(s)

BEMERKUNG 3.9. Der Faktor% in (3.38) wird “nur” eingefigt, damit
f (2) eine Potenzreihe ist, auch wenn 3 & 7. (der Logarithmus ist ja in
keiner Umgebung von z = 0 analytisch!):

1 1\’ 1 1

—log =exp | Blog | —log

z 1—2 z 1—2
Cexp (prog (1424545
= exp og 513 1

- 3 z+522+z3+
- &P 2 o1 T8
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BEWEISSKIZZE. Analog zum Beweis von Satz 3.10 wéhlen wir in der
Cauchyschen Integralformel eine “Hankel-dhnliche” Kurve; nach Sub-
stitution z — 1 + % erhalten wir ein Integral iiber die “gewohliche”
Hankelkurve H mit dem Integranden

V() () TR e ()

1 _ loa=0)\ 7
a—1 — B logn _
~n* (=) (logn) <7_ = ) e’

n

Fiir [¢t| < logn ist

t 76_ —p t’“_ logn
()~ (e (),

1
logF n
nicht mit”, also kénnen wir weiter vereinfachen

—n—1 ) 10 B P
%f (1 + %) (1 + %) ~ nafl (10g n)ﬂ eft (-t) a (1 . lié nt)) 7

und den von t abhéngigen Teil entwickeln wir einfach binomisch:

et (=)™ (1 —ﬁloli;f) + ﬁ(ﬁm_ D <loié;t)> _>

Analog zum Beweis von Satz 3.10 miissen wir uns iiberzeugen, dafl
diese Entwicklung “bis auf einen asymptotisch unbedeutenden Rest”
richtig ist und konnen dann einfach gliedweise integrieren, wobei wir
Differenzieren

(1) = S exp (—slog (1)) = ~log (1) exp (~slog (~1))

und Integrieren vertauschen:

daher “spielen diese Terme in unserer —Entwicklung asymptotisch

1 -5 _—tq1 k g d* 1 / -5 _—t
— _ 1 _ — (=1 — ([ — _
51 (—t) "e "log" (—t)dt = (—1) o \ 51 (—=t) e "dt
dé* 1
— ]_ K . gem. .
(=1) dst T (s) ° (320

O

Damit ergibt sich die Behauptung.

BEISPIEL 3.15. Eine typische Anwendung von Satz 3.11 ist (o = %,
g=-1):

(z")

1 (A | yt2lg2 1
V1-— z%logflz -~ nrlogn logn log®n

1/ > .
denn T (1) = /7, (T (2) 1) = _;1:((2)) und U (%) = —y — 2log 2 (siche
(3.24)).
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3.3.5.3. Transfer—Theoreme.

DEFINITION 3.11. Flir zwezi reelle Zahlen ¢, R mit R > 1 und 0 < ¢ <
5 definieren wir das offene Gebiet

A(p,R) ={2€C:|z| <R,z #1,|arg(z — 1)| > ¢}
und nennen jedes solche Gebiet ein A—-Gebiet.

Das linke Bild in der folgenden Graphik illustriert dies.

1
) | " )
1

SATZ 3.12. Seien o, 5 € R (nicht C!) beliebig, und sei f (2) eine Funk-
tion, die auf einem A—Gebiet analytisch ist. Wenn f im Durchschnitt
einer Umgebung von 1 und dem A-Gebiet

e die Bedingung

fww=0(u—zraQ%IfZYj

erfillt ist, dann gilt
(=) () = O (n°"" (logm)”) (3.40)

erfillt ist, dann gilt
(") f(2) = o <na—1 (log n)6> . (3.41)
BEWEIS. Wie immer verwenden wir die Cauchysche Integralformel

fo= () = 5 [ L

- 3 n+1
27 y 2

fiir eine Kurve v im A—Gebiet, die den Ursprung in positiver Richtung
einmal umlduft. Konkret wihlen wir nun (siehe auch das rechte Bild in
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der obigen Graphik) eine Kurve v = v U~s U7y3 Uy, die aus folgenden
Teilen besteht:

1
fyl:{ze@:|z—1|:E,\arg(z—1)|29},

1
72:{zeC:—g\z—l\,Mgr,|arg(z—1)\:9}’
n
v3=4{2€C:|z| =rarg(z — 1)| > 6},

1
w:{zec:—swz—u,msT,|arg<z—1>\=—e};
n

wobei 1 < r < Rund ¢ < 6 < 7 gilt. Wir behandeln die einzelnen
Abschnitte des Integrals separat:

J_
fa 2mi ). zntl dz,
J

7 =1,2,3,4. Dann gilt:

fl=0 (%) 0 ((%) E (logn)6> = 0 (n°" (logn?)) |

denn f = O (na (log n)ﬁ ) entlang v, laut Voraussetzung, die Lange des

—n—1

Integrationspfades ist O (%), und z = O (1) entlang ~;.

Weiters ist fiir ' :=n - r

O et
}an} S — — lOg ’ ‘1 + dt elog%ﬁlogn
2mn J; |n
< 1 l ﬁ Oot o let - dt eiet > R eiet
Sgon (logn) i+t > 14w ()
L o0 | teos|” -
< —n*"!(logn B/ t e o8 dt.
2w
Da
o tcosf| " o
lim Tl dt = / t7e %At < 00 — weil 0<0<Z
oo )y n 1
folgt

f2=0(n""" (togn)’).
und véllig analog gilt das auch fiir f2.
Entlang v3 ist f (z) beschrdinkt, aber z=™ = O (r="): f3 ist also “expo-
nentiell klein”.

Analog (aber etwas komplizierter: Die geradlinigen Teile miissen so
dhnlich “zerlegt” werden wie im Beweis von Satz 3.10...) funktioniert
die Abschitzung mit o (statt O). O
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In den folgenden Beispielen kommt immer wieder das bekannte Gaufl’sche
Integral vor:

/ e T ds — V2m. (3.42)

e}

BEISPIEL 3.16 (Unér-bindre Baume). Betrachten wir die Spezies T
der (unbezeichneten nicht-leeren) ebenen undr—bindren Bdumen (d.h.:
jeder innere Knoten hat entweder einen oder zwei “Nachfolger”). Die
folgende Graphik zeigt schematisch die Zerlegung dieser Spezies:

T:o+%+5%

Dies idibersetzt sich unmittelbar in die folgende Funktionalgleichung fiir
die (gewdhnliche) erzeugende Funktion T (z):

T(z)=z(1+T(2)+T(2)).

mit der Losung

T<z>:1—z—\/(12;rz)(1—3z).

Die dominante Singularitit ist sichtlich z = %, und die Funktion ist in

einem Delta—Gebiet analytisch, siehe folgende Graphik:

Mit der Substitution

1—u

1—-3z=u < z= 5



98 3. ASYMPTOTIK

erhalten wir

1—u 1—u
-5 =/ (1+5)u
T (U) = 217u
3
24+u—3y/3u(d4—u)
2 (1 — u) —24u=2(1—u)+3u
3u—V3yu2,/(1-1%)
=1 + 5 (1 — u) «—2 binom. LS “trivial”

3u — 2v/3v/u (14O (u))
2

=1+

:1—\/5\/2_L+37u+0(u3/2).

(140 (u))

Insgesamt ergibt sich daraus die Darstellung (nun wieder in z):
T(z)=1-V3/1 —3z+g(1 ~32)+0 ((1 —32)3/2> .

Gemdp (3.30) (mit o = —3 ) ist

2

s e (e ()
s (o5

1

(D)o
2

und gemédB (3.40) (mit @ = —2 und § = 0) ist der Koeffizient des

Restes O ((1 — 5)3/2)
O (n’g> .
Insgesamt ergibt sich fiir den Koeffizienten T, von 2" in T (z) also:

3
47rn3

+0 (3"71’%) )
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BEISPIEL 3.17 (2-reguldre Graphen). Die bezeichnete Spezies der 2—
requldren Graphen kénnen wir als Mengen von Zyklen der Linge min-
destens 3 (= Kreise im graphentheoretischen Sinn) deuten, wobei Zy-
klen identifiziert werden, wenn sie sich nur um eine Spiegelung unter-
scheiden. Die entsprechende exponentiell erzeugende Funktion ist also

f<z>:eXp(; <§+z+))

z Z2

e 5 1

V11— z

Wir substituieren u=1— z:
- 15u 17271713 ei%JrquuTQ
3
ot
2 (14+u+0 ()

—e i (1-— Z)_% tei (1-— z)% +0 ((1 — z)%> :

Wie im vorigen Beispiel folgt nun

s 1 3 D _5
fn_e \/ﬂ'n_e 8\/7rn3+0<n )’

die Anzahl der 2—reguldren Graphen ist also asymptotisch gleich n!- f,.

BeispieL 3.18 (Kinderrunden). Die bezeichnete Spezies “Kinderrun-
den” ist eine Aufteilung einer Menge von Kindern auf mehrere “ein-
zelne Runden”, bei denen jeweils ein Kind in der Mitte sitzt, siehe die
folgende Illustration:

Es gibt genau " verschiedene solche “Runden” mit n Kindern (denn

zyklische Verta@slchungen der Kinder, die im Kreis sitzen, werden iden-
tifiziert); die exponentiell erzeugende Funktion solcher “einzelner Run-
den” ist also
, 2 2t
PGS T
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und “Kinderrunden” sind einfach Mengen solcher “einzelner Runden”,
daher ist die entsprechende erzeugende Funktion

f(z):exp<z2—i—z—3—|—z—4+~-~>

2 3
(o)
= exp | zlog
1—2
—(l-g) = (1)
1—=2

= 5 1 Zexp((l—z)log(l—z))-

Diese Funktion ist analytisch in C\ Rs; und hat bei ( = 1 eine Sin-
gularitat. Um zy = 0 konnen wir die Exponentialfunktion einfach ent-
wickeln:

_1+10g(1—2)(1—z)+w+

2!
e ot
1 11 1
- —log —— — = (1 — 2)log? ——
[ ey — 5 —2)leg’
(log (1 —2))" (1 —2)""
> n!

FE's ist aber der “Summenteil”

1 Z (log (1 —2) (1 —2))" -0 ((1 _ z)*l) fiir z — 1,

1—=2 n!
n>3
denn
log s <
lim slogs = lim —— = lim —* = 0 « de’l Hospital.
s—0 s—0 1/3 s—0 -

Fiir den Teil le — log le ergibt sich natiirlich sofort der Koeffizient

1-— %, und fiir die restlichen Teile erhalten wir die Asymptotik wieder
aus (3.39) (mit « = —1 und § = 2) und (3.40) (mit « = —1 und
B =0), also insgesamt

fnzl—%—%n_210g2n+0(n_2).

3.4. Sattelpunktmethode

Singularitétenanalyse hat sich fiir die Bestimmung der Asymptotik als
sehr niitzlich erwiesen: Aber was kann man machen, wenn die erzeu-
gende Funktion

e entweder iiberhaupt keine Singularitaten hat, wie z.B. e* (Men-

gen), et (Involutionen) oder e* ! (Bell-Zahlen),
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e oder die Singularitdten nicht mit unseren “Standardfunktio-
nen” approximierbar sind, wie z.B. e7-= (Mengen von nicht-
leeren Permutationen)?

3.4.1. Heuristik: Kurve durch Sattelpunkt. In solchen Féllen
kann die folgende heuristische Uberlegung helfen. Ausgangspunkt ist
wieder die Formel von Cauchy:

1 [ f0)

= z
. +1 b)
2m1 Jo 2"

(") [ (2) (3.43)

und die Idee ist einfach die, die Kurve C' um 0 mit Windungszahl 1 so
in das Gebiet G zu legen, in dem die Funktion f analytisch ist, daf3

e der Integrand Zféi)l auf einem Teil C” der Kurve C so klein ist,

dafl der Teil ﬁ ot vafi)l dz in der asymptotischen Betrachtung
vernachléssigbar ist,

e sodaB also der asymptotisch relevante Anteil vom Integral iiber
den “Rest” C” der Kurve C' stammt (wobei dieser Rest auch

noch leicht bestimmbar sein sollte).

Das klingt so unklar und verschwommen, daf§ man sich gar nicht vor-
stellen kann, dafl das in der Praxis funktioniert: Tatsdchlich fiihrt diese
vage Idee aber so oft zum Ziel, daf sie als Sattelpunktmethode bezeich-
net wird.

Es geht also zunéchst um eine Abschiatzung des Absolutbetrages des
Integranden

f(z)

Zn—i—l

in (3.43). Diese reellwertige Funktion erscheint graphisch als Gebirgs-
landschaft iiber der komplexen Ebene; und der Weg, den die Kurve C'
beschreibt, soll “fast immer in der Ebene verlaufen, und nur einmal
tiber einen Paf fithren” (Siehe die folgende Graphik.)
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Betrachten wir also die Funktion g (z) := Zf,ff;)l nach dem Taylorschen

Lehrsatz ist

9(:) = 9(20) + (z — ) (20) + 5 (2 — 20)* ¢ (20
+0 ((z = 20)°) fiir 2 — 2.

Wir schreiben z—2zp = 7€' mit r € R, 0 < § < 27 (Polarkoordinaten)
und betrachten die Moglichkeiten fiir das Verhalten der Funktion |g| in
der Nahe von zj:

Fall 1: g(z)) = 0. In diesem Fall hat |g| in 2z, einen Tiefpunkt, siehe
folgende Graphik:

05

Fall 2: g(29) # 0 und ¢’ (zy) # 0. Dann schreiben wir % = Xel? in

Polarkoordinaten und sehen
9 ()| =1g (z0)] - [L+7- XD 10 ()],
und fiir kleines r gilt entlang eines Geradenstiicks durch zy mit Winkel

0 in erster Naherung

o fiir 0 = —¢p+m steigt |g (2)|, von einem Minimum ~ |g (zo)| (1 — rA)
auf ein Maximum ~ |g (29)| (1 + 7A),
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ofir 0 = —p£ 5 ist [L+7Ai] = VI+r2X2 =14+0(r?) =

1+ o0(r) “im wesentlichen konstant”.

Fall 3: g(z9) # 0 und ¢’ (29) = 0. Sei %g;((;“)) = \e'? in Polarkoordina-
ten. Dann ist

9(2)] = 1g (20)| [1 + Ar?e 9 1O ().
Fiir Winkel 6 gleich

o 0= —2ist el®+9) = 1; |g(2)| verhilt sich in dieser Richtung
also wie eine nach oben geoffnete Parabel,

o0 = —2 + T ist 9 = 1 |g(2)| verhlt sich in dieser
Richtung also wie eine nach unten gedffnete Parabel.

Der Punkt 2, ist also ein Sattelpunkt von |g (z)|. Die “Strategie”, der
Sattelpunktmethode besteht nun einfach darin, die Kurve I' fiir die
Cauchysche Integralformel

e durch den Sattelpunkt
e in Richtung des “stédrksten Abfalls” (also in Richtung —% +3,
in der obigen Bezeichnung in Polarkoordinaten) zu legen;

in der Hoffnung, dafl das Kurvenintegral in zwei Teile zerlegt werden
kann:

e in einen Teil um den Sattelpunkt herum, der den “dominan-
ten” Beitrag zum Integral liefert,
e und in einen restlichen Teil, der “vernachléassighar” ist.

BEMERKUNG 3.10 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p (z)
vom Grad n > 0 dber dem Korper C hat eine Nullstelle in C: Denn
angenommen nicht, dann wdre f(z) = ﬁ betragsmdjfsig beschrinkt

If (2)] < C fiir alle z € C,

und dann wirde gemdfs der Cauchyschen Integralformel fiir alle Koef-
fizienten gelten:

C 1
n ce 1
|(z") f(2)] < 5 fiir alle R > 0,
also |(z™) f(2)| =0 fir n > 0, ein Widerspruch.

Schauen wir uns das “Funktionieren” der Sattelpunktmethode in einem
wohlvertrauten Beispiel an:

BEISPIEL 3.19 (Stirlingsche Formel). Sei f (z) =e* =Y ., 42" Wir
wollen eine “giinstige” Integrationskurve T fiir die Cauchysche Inte-
gralformel

1 1 e’

n! 27 Jp ant!
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finden und suchen dafiir nach einem Sattelpunkt: Die Gleichung

z \'/ z z
(e ):0<:> ° —(n+1)e =0

szrl Zn+1 Zn+2

hat sichtlich die Lésung z = n+1 — aber so sklavisch miissen wir uns
nicht an unsere “Sattelpunktheuristik” halten, wir kionnen ebensogut
z=mn (n~n+1 firn— oo;n ist also sozusagen “asymptotischer
Sattelpunkt”) versuchen. Fir g (z) = (:%7) sind g (n) und g" (n) reell,
der Winkel ¢ (siche die vorigen Uberlequngen: “Fall 8”) ist also 0,
und wir wihlen als Kurve, die die reelle Achse im Punkt n orthogonal
schneidet, einfach den Kreis mit Radius r =n

2(0) =n - e mit der Ableitung 2 () =i-n-e¥ =i-2.  (3.44)
Wir betrachten also das Kurvenintegral

1 2 ez(e) 1 21 en-ei9

N - . / [ — - 3. . io
)y, Gy VY=g ), g Bnendd

— 2T
n-" RTINS
— / ene 1n«9d9
27 Jo

- ()" /0 7 e 1w) gg,

Dieses Integral teilen wir jetzt “geschickt” auf:

1 2 1 27—0 1 9 1 27—0
vl o=l wlEl
—_—
=19 =1}
wobei wir § = n~2/> wihlen.
Wir betrachten zuerst I': et | = eR(me) — gneost gy

o auf dem Intervall (6, 7) fallend, das Maximum liegt dort also
bei 9,

o auf dem Intervall (m,2m — 0) steigend, das Mazimum liegt dort
also bei 2w — 4.

Also kinnen wir den Integranden von I} so abschitzen:
en(eitkw)’ — em(n(eitkw))

n(cos 0—1)

= e

< en(cos6—1) —cos 2=y, 22m(~1)™ L

nLe —

52 Yn
Ne_QzeT

Insgesamt erhalten wir also: I} = O (exp <—

N[
S
(S
N—
N——
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Nun betrachten wir I2:

6 é
/ en(ewflfie)de — / en<7§+o(93))d0 —er=Y, 4
-5 4

-6

3 2 1
_ / efn%JrO(n 5>d9 <—|93|§53:n_%
_5

J 02 1
= / e (1+0(n3)) a0
-5
1 J 62
-(1+0 <n>>/ e ™ - do.
-5
Wir machen eine kleine Nebenrechnung:

> 02 * n (62+26t+t2)
e "adl = e 2 dt —o=t+s
) 0

o0

[e.e]

Il
3
NS
(V]
/T\
3
0’;|H
CDI
3
¢
~_

nd
Also ist
) 02 oo
/ e "2df :/ e "2dfd+ 0 (e’” ) —s5=0,/T

—0 —00

2 e 2 1

— \/i/ e ¥ ds+0 (e_" /5>
n — 00
—_———
JT

\/% +0 (7). —ofe)=o(1)

Wenn wir alles zusammensetzen, erhalten wir folgende Variante der
Stirlingschen Formel:

% - (5™ \/;T_n (140 (n5)).

BEISPIEL 3.20. Sei w,, die Anzahl der (Mengen—)Partitionen, bei de-
nen es aber innerhalb jedes Blocks auf die Reihenfolge der Elemente
ankommdt. In der Sprache der Spezies sind das einfach

Mengen (Permutationen;),

woraus wir direkt die (exponentiell) erzeugende Funktion ablesen:

S u = exp (2
"n! PAT—2 )

n>0
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Fiir die Cauchysche Integralformel haben wir es also mit dem Integran-
den

Fa - 22iez)

zu tun; mit der Ableitung

_exp (ﬁ

) 2 ,
Wenn wir f'(z) gleich Null setzen, fihrt das also zur Gleichung
Z2n+1)—z2n+1)+1)+n+1=0

mit den Losungen
M+3+VAn2+12n+9—4n2 —8n—4
2(n+1)
n+3+V4An+5
T 2+
Wir wéhlen die kleinere Lisung

1 dn+1)+1
21 = 1 —+ —
2(n+1) 2(n+1)
und erhalten aus der Reithenentwicklung

z 22 22 5
VIte=1+2-242 22 100 (2] <1
+ z +2 S +16 128+ (z) (|7] )

der Quadratwurzel um z =0

VIEFT 12 1
= e o ()i o).

—bt1V/b2—4ac

2a

21,2 = —z1 0=

=7

und fir z = (n+ 1) ergibt sich

Zl:”zmlﬂfml—ﬂ(”@(ﬁ)) = o).

Aus der Reihenentwicklung
1 z 322 5z% 35

-1 _ 25 2
V1+z 2+ 8 16+128

um z = 0 erhalten wir nun
1
n

1
L0 (2.

+0(2°) (]2| < 1)

Bl

1 1
\/TL+1 \/ﬁ /1+l

Insgesamt also

1 1
zn=1-—+

vno 2(n+1)
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Wieder gehen wir es grofiziigig an und wdhlen den “asymptotischen
Sattelpunkt”

1
r=1——
Vn
auf der reellen Achse, der zugleich der Radius jenes Kreises um 0 ist,
den wir als Integrationskurve wdhlen (siehe voriges Beispiel, insbeson-

dere (3.44) ). Dann ergibt die Cauchysche Integralformel:

. 1 2m i6
Un _ exp ( re — nie) r—"df

n! 27 J, 1 —reif

wie im vorigen Beispiel teilen wir dieses Integral jetzt “geschickt” auf:

2 27 —0 4 27 —0
0 -0 -0 1)

~ =

:I'roz :I}L

—7/10

wobel wir d =n wahlen.

Es ist wegen r =1 — ﬁ

rei?

_ il 2210 3310 Hew:Hi@fﬁJrO(@s)
1 —ret 2

=1|r+r+r+- | +i0 | r+2r +3r° +---
=vn—1 ﬁZ”*\/ﬁ

92
iy T+227‘2+32T3+--;

P i+ 20?2

+0 ()| r+2%2+3%°+... (n — 00).

7‘(1+4'r+'r2)_ 1 _ 2
(a-n* _O(u—»«)‘* )=o)

Fiir den Teil 10 ist |0)° < 0% = n~2Y/1° und somit O (6%) O (n?) =
O (nfl/lo); wir erhalten also:

1 J r : r o\ _p2rd+r) 03
IS'/’” el—ﬁ‘e((lfn? "> o 2<1fr>3+0<<17r>4>d9

:% »

1
= 2i / exp (Vn—1—i0y/n — 6> (n**>+ 0 (n)) + O (n~'/'%)) d¢
™J-s

5
= %/ exp (\/ﬁ —1-6"n*%+0 (n_l/lo)) dé,
-5
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wobei die letzte Vereinfachung aus
0v/n =0 (n=*'°), 6°0 (n) = O (n~*/'?)
folgt. Wie im vorigen Beispiel ist

o0 2.3/2 & 2 2\, 3/2
/eﬁnwz/e@ﬁmwlaqwt
) 0

o)
_n3/252 _ 3/2
0

- 7113/252 ]. 72515113/2
=€ — €
_25n3/2

[e.9]

0

und somit

Ir™ = %e‘/ﬁl / exp (—92n3/2) do | (1+0 (n’l/lo)) .

o
J/

-~

Jan—3/4
Zusammen mit der Entwicklung

1
r~" = exp (—nlog (1 — %))
—ep(-n(-L_-Lio (n92)
vn o 2n
1

= exp <\/ﬁ+ 3 +0 (nl/z))

— eV +3e0(n?) _ gvints (1+0 (n_l/Q))
erhalten wir schlief$lich

Ikl

N e

Fiir den restlichen Integralteil I! diberlegen wir: Es gilt (natiirlich) er: =

e und (ebenso natiirlich) - = (1—:1)%" daraus folgt sofort
1

1 —ret? 1 1 —rcosf
ex =~ ex )
e P 1—2rcosf +r? e P 1—2rcosf +r?

Die Ableitung der Funktion 1—12;:#7"2 (z € [-1,1], 0 <r < 1) nach z ist

(140 (n"119)).

z

el-=z

% > 0, also ist sie strikt steigend. Das heif$t aber: Fiir z = rel?
und § < 0 < 2w — 9§ ist

<o lexp ( 1 —rcosd )

- 1—2rcosd+1r2)’

z

el-z
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und
—7/10

1—17rcosn
ex
P AT T 2r cosn-7/10 142

) =exp (vVn—n"""+0(1))
(das sieht man — nach Substitution von r =1 — ﬁ und n = 2710 —
aus der Laurent—Rethenentwicklung

(2° = 1)cos (27) +1 1 1

=——-4+0(
210 - 225+ 2(25 —1)cos(27) +2  2° -t (=)

und Riicksubstitution z = n=/1°.) Also ist

Il < Q_Wr—ne n—nl/meO(l) -0 <62\/ﬁ—n1/10>
7 s ’

mat der Entwicklung von r~" wie zuvor. Das sieht vielleicht nicht spek-
takulir aus: Aber asymptotisch ist I} “viel kleiner” als I0:

)

_,1/10
<C ’n3/4e n

1
19
also

Iy =o(I)) (n— o0).

BEMERKUNG 3.11 (Weitere asymptotische Entwicklung). Man kann
die Taylorreihenentwicklung in 0 weiter fihren — fir €* (siehe Bei-
spiel 3.19) erqibt sich beispielsweise

/oo on(e?-1-i0) 19 _ /OO en(—é—ie—§+§+i%+o(96))d9 cerm142+0(22)!

o0 —00

g R TR
— —n = 1_ o_ 7 0— 6
/ e "2 ( n16+n24+n1120+n0(«9))d9

- m—ni@(...wﬁ/

o 0le "3 d0

—00
imagindr!

+ O n/ 96e923d9).

Mt den Integralen

& 2n 3V 2T
4,—622 15 OV
/000 e’ 2df = pTE
/°° P20 — 1527
. ni/2
ergibt sich also:
Vam  1v2r 0 (n*5/2)
n | 8 n3/2 .
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3.4.2. Der Satz von Hayman. Unsere typische Situation ist ja
diese: Sei f(2) = >, 5 fn?" analytisch bei z = 0, dann wollen wir
den Koeffizienten f, durch die Cauchysche Integralformel ausdriicken,
wobei wir iiber einen Kreis z (f) = rel’ integrieren:

fn = Q /ﬂ f (Teig) de.

2 eni@

Die weitere Vorgangsweise folgt dem allgemeinen Muster:

e Zeige, dafl die Enden des Integrals (also 6 ¢ (—4,d)) “asympto-
tisch vernachléssighar klein sind im Vergleich zum Hauptteil”,

e Zeige, dafl fiir den Hauptteil des Integrals (also 6 € (—4,0))
eine Approximation durch einen Integranden vom Typ e
existiert,

e Zeige, dafl die Enden dieses “neuen, approximativen Integrals”
(also die Integrationsbereiche § < —§ und 6 > § wieder asym-
ptotisch vernachléssigbar klein sind,

siehe die folgende schematische Ilustration.

Enden vernachlissigen
I:
-t =9 5 T
Zentral mit e~t°
1I: approximieren
-9 5
Enden dazugeben
I1I:
—00 +00

Die Situationen, in denen dieses “allgemeine Muster” funktioniert, wol-
len wir nun “allgemein beschreiben”.

Fiir r > 0 im Konvergenzkreis mit f () > 0 und kleines 6 gibt es eine
Reihenentwicklung in 0

g (£ (1)) = log ( (1) + Sy () 8. (3.5
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Von besonderem Interesse fiir unsere Zwecke sind die ersten beiden
Terme, die wir mit der Notation h (r) := log (f (r)) wie folgt schreiben:

o 0
b(r) = an(r) =r*n"(r)+rh'(r)

/ " / 2
L), (210 (£0) )
ICRARVIO f(r)
DEFINITION 3.12. Sei f (2) analytisch um 0 mit Konvergenzradius 0 <
R < 00, und gelte weiters f (z) > 0 fir z € (R, R) fir ein 0 < Ry <

R. f(2) heifst Hayman—zuléissig, falls die folgenden drei Bedingungen
erfillt sind:

ay (r (3.46)

)
)=

e H1: lim, .ga(r) = +oo und lim, g b (r) = 400,
e H2: Es gibt eine Funktion ¢ (1) auf (Ry, R) mit 0 < § (r) <,
sodafs fir |0] < 6 (r) gleichméBig gilt:
f (reiG) _ f (T‘) eiGa(r)f(GQb(r))/QJro(l) (T _ R),
e H3: Auflerdem gilt gleichméBig fir 6 (r) < 0| <7

f(re?) =o < flf?:)) (r—R).

In der Praxis geht es natiirlich zunéchst darum, die Funktion § (r)
zu finden: Mit der Notation aus (3.45) sollte gemaidfl H3 fiir r — R
einerseits

g (1) 6 (r)? — oo
gelten und andrerseits
ag (r) 6 (r)* — 0,

zusammen ergibt sich also als notwendige Bedingung

ag (r )2
lim 7 =0.
r—R Qlp (7*)
Fiir den “Sattelpunkt—Ansatz” brauchen wir
s (r) Y =0 (5(r)) und 8 (r) = o <a3 (r)*l/?’) , (3.48)

also z.B.
S (r)=as(r)™* az (r)™

BEMERKUNG 3. 12 Hayman zuléssige Funktzonen sind beispielsweise
e’, e ! und e (mit R = ) oder etz (mit R = 1). Nicht

114

Hayman—zuldssig ist zum Beispiel e”’ (wird in der Nihe von m “zu
grof3” und verletzt H3 ).
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Sarz 3.13 (Hayman). Sei f(z) = >, 5, faz" Hayman—zulissig. Sei
firn € N ¢ = ((n) die grifite (und damit eindeutige) Losung der
Gleichung

1@ _

a(z) =
AT
im Intervall (Ry, R). Dann gilt fiir n — oo

A,
("/27b (()’

wobei b (2) = 22 L log f (2) + 2L log f (2).

Ja

BEWEIS. Wir zeigen das stirkere Resultat

S 10O N G G IO WU
far™ = 27rb(r)< p< 2 () >+ (1))( R) (3.49)

(unabhéngig von n).

Wie immer verwenden wir die Cauchysche Integralformel in der “zer-
legten” Version

1 2m—0 . .
far™ = o / ret’ "‘9d9+2— f(re”) em%ae,
™
?’rlj e

wobei wir § = § (1) setzen und daher Teil I! gemifl Voraussetzung H3
sofort abschétzen konnen:

Mﬂgigmo(f”)>.
2 b

Fiir den Teil I? verwenden wir die Voraussetzung H2:

I, /f exp( ()—n)H—%b(r)Hero(l))dﬁ

— L/ 16(a(r)—n)——b(7")0 (1 +o (1)) df —eoM=140(1)
2 -5

6 00
14 ( I d0+o( / e—%b<r>62de)) e
n -9 —00

SO ([ sotat-m 1/2 S
—? 758 d0+0<b() ) Hfiooe th:W

Die Bedingungen H2 und H3 gelten fiir = 0 (r) ja beide und ergeben
zusammen:

b (7“)ei‘5(7")“(7")_‘5(’")217(7’)/2 —0 = 6(r)*b(r) — oo fiir r — R.
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Wir substituieren ¢ = \/@0 (also df = \/%dt) und erhalten fiir

r— R
5,/ 2 9 -

g =52 [ <)< oA %”(“(”‘"’dt+0(b<r>‘”2>> :
OV T2

Fo) Ve
m/2b (1) /_5 br)

(i [ a(r)—n ?_tan=m?
_ S0 (/ o~ (11w ar)-m) —EGFE gy | 0(1)) —67/b(r) 200
T/ 2b(r) \J-x

i 2 a(r)—m
<e_t2+‘t o @ g 4 (1)> dt —Quadrat erg.

e ds+o(1)

f) | -t / 0=yt ) =n)
= — " e r
/20 (1) B

oco—i #(r)(a(r)—n)

v~

NG

Damit ist (3.49) gezeigt, und die Behauptung des Satzes folgt sofort:
Denn nach H1 ist lim, g a (r) = 400 und daher

lim ¢ (n) = R,
also setzen wir einfach r = ( (n).) O

Das Bequeme an der Hayman-Zuléssigkeit sind die folgenden “Ab-
schluBeigenschaften”: “Grofie Klassen von Funktionen sind Hayman-—
zuléssig”.

SATZ 3.14. Seien f (2) und g (2) Hayman—zuldssige Funktionen und sei
p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Dann gilt:

o f(2)-g(2)und e’® sind ebenfalls Hayman-—zuldssig,

o f(2)+p(z) ist Hayman—zuldssig; falls der fihrende Koeffizient
von p (2) positiv ist, ist auch f (z) p(z) und p (f (2)) Hayman—
zuldssig,

e Fulls fast alle Taylor—Koeffizienten von e??) positiv sind, dann
ist auch ) Hayman-—zuldssig.

SK1zZE. Es geht vor allem darum, die geeignete Funktion ¢ (r) zu fin-
den: Dazu benutzt man (3.48). O

Wir betrachten Beispiele zur Hayman—Zuléssigkeit:

BEISPIEL 3.21. Fiir f (z) = €* haben wir die Entwicklung
f (Teie) — er+ri9—r§+0(rﬁ3)
— f (T‘) . eri€fr§+0(ro93).

Also a(r) = b(r) =r, damit ist H1 natirlich erfillt.
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Fiir H2 miissen wir 6 = § (r) so wdhlen, dafs

lim r6% = 0

r—R

gilt, also 6 = o (r_1/3), und fiir H3 miissen wir erreichen:

1 (re®)| = || = [ere==?| 2o (j;)

Darcosf =r — 7’% + O (r0*) und \/r = e2 187 gelingt dies fir
logr =0 (r@z) ,

i0
re!
e

also 2.B. § = =%/,
BEISPIEL 3.22. Fir f(z) = = betrachten wir die Taylorreihenent-
wicklung von log ﬁ um t = 0:

1 1 ir —r r-(r+1)
1 - =1 1" £ B+0 | ——— -t
BT et BTy +1—T +(1—7’)2 * (1—7)°

und erhalten damit die Entwicklung

f(reie):1ire><p<1ijr.9_<1_"’7r>2.92+0<%.03))

Sichtlich ist hier a(r) = = und b(r) = ﬁ, und H1 ist erfillt

(R =1). Damit H2 erfiillt ist, sollte also § = o (1 —r) gelten. Fir H3
mifsten wir erreichen, dafs

re?)| = o S
o) <o T2,

also
1 121 1Tlr 1
—| = =0 —
1 —rei? @ r
FEs ist aber
I 1
_ reif|
1= re¥| \/(1—T0050)2+(Tsin0)2

1
V1 —2rcosf +r2
und firr — R=1 geht 0 — 0 (weil § = o (1 —r) sein muf); genauer:
02

c059:1—5+0(94):1—0(1—7*)2.

«—sin? 0+-cos? 6=1,

Also
1 1

1= re] \/(1—r)2+2r-0(1—r)

und das geht fir r — 1 nach co: f(z) ist also nicht Hayman—zuldssig.

Y
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2

BEISPIEL 3.23. Fiir f(z) = e ist
i . 92
log f (re') = r?e” = r? 4+ 2r%i0 — 47»25 +0 (r%6%)

also a (r) = 2r* und b(r) = 4r®. Aber H3 konnen wir nicht erreichen:
Es miif$te ja fir 6 < 0] < m gelten

’f (Teie)} _ orPcos20 2 o (‘;;) (r VR = oo),

r

(denn cos? § — sin® § = cos (20)) und fiir @ = « ist das natiirlich falsch.

BEISPIEL 3.24. Sei f,, die Anzahl der Permutationen von [n], in deren
Zyklenzerlegung nur Zyklen der Lingen 2 und 3 auftreten. In der Spra-
che der Spezies wird also die Zusammensetzung Mengen (Zyklenlg) be-

trachtet: ; o
f(z)= ; n—r;zn —ez 7,
Es gilt
log f (re) = leZiG,,,Z 4 le:%ierg
2 3
r2 3
= <— + —) + (7’2 + 7’3) i6 — (27»2 + 37“3) 02 + O (93)
o T3) T YT o)

a(r) b(r)
Diese Funktion ist Hayman—zuldssig, es ist also
2,
fn ~ n! s
¢"y/2mC? (3¢ + 2)
wobei ¢ = ( (n) eine Losung von
a(Q)=¢C1+¢=n (3.50)
ist; d.h., C(n) ~ /n. Wenn wir in (3.50) ( = /n + p ansetzen und

ausmultiplizieren, dann ergibt sich
n+Vn2(1+43p) +/n (20 +3p%) + p* + p* =n
3.4.3. Ein Sattelpunktsatz iiber grofle Potenzen.

BEISPIEL 3.25. Wenn wir zwei zusammensetzungsinverse Potenzreihen
F und f haben, also

F(f(2) =2
dann kann man die Koeffizienten von F (z) mit Lagrange—Inversion

bestimmen: .

(" F(2) = () f(2)".

n
Angenommen, [ lafit sich schreiben als




116 3. ASYMPTOTIK
Dann ergibt sich also das folgende Kurvenintegral:
11 [¢"(2)
ny -
(") F(2) n2mi Jp 2"

BEISPIEL 3.26. Bezeichne W,, die Anzahl aller Wege im Gitter 7. X 7,
die nur aus Schritten (1,0) (waagrecht nach rechts), (1,1) und (1, —1)

(diagonal nach rechts oben und rechts unten) bestehen, und die von
(0,0) nach (n,0) fihren. Es gilt

1 "1 ra 2y
W, = (") (—+1+z) _ L[t g
z

2mi Jp Zntl

dz.

Die beiden Beispiele motivieren die allgemeinere Problemstellung: Be-

rechne
(ZNYA(2)B(2)" = =S / A() B ()" (z)ndz

27i ZN+1

fiir n — oo und N — 0.

SATZ 3.15. Gegeben seien zwei bei 0 analytische Funktionen A (z) =
> 5007 und B (z) =350 b;2 mit den folgenden Eigenschaften:

L1: A und B haben nichinegative Koeffizienten und B (0) # 0.
L2: B (z) ist aperiodisch, d.h.: ggT (5 : b; > 0) = 1.

L3: Der Konvergenzradius R von B (z) ist < co; der Konvergenzradius
von A(z) ist > R.

Sei T' der (linksseitige) Limes

. B(s)
T= s

Dann gilt fiir X := % Wenn X € (0,T), dann ist

N . B(Q)"
(zNYA(2) B (2) = A0 T et

wobei ¢ die grofite Lisung der Gleichung

B'(9)
B (<)

(1+0(1), (3.51)

=A

o7 (¢) =¢

(vergleiche (3.46)) ist und
2

d
£ = 1 (log B (s) — Alog s)|

Dies gilt gleichméaBig fiir A aus einem beliebigen kompakten Teilinter-
vall von (0,T).

s=(C "

Fiir den Beweis brauchen wir das folgende einfache Lemma:
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LEMMA 3.2. Sei f(2) = > 50 fu2" analytisch bei 0 fir |z| < R mit
nichtnegativen Koeffizienten, wovon mindestens 2 (strikt) positiv sind.
Wenn es ein nicht reelles z gibt mit |z| < r, fir das

[f (2)] = £ (I20)
qilt, dann
o muf§ dieses z von der Gestalt
2mik

Z=T-€e

sein, wobei 0 < p < q und ggT (p,q) =1,
e und es muff ein a € Z geben, sodafl f, # 0 nur fir n = a
(mod q).

BEWEIS DES LEMMAS. Natiirlich ist

S FA D =D fal] sz

n>0 n>0 n>0

Gleichheit fiir ein z = rel’ kann nur dann gelten, wenn alle Potenzen
2" = r"e™¥ (interpretiert als Vektoren im R?) in dieselbe Richtung
zeigen. Seien also zwei beliebige Koeffizienten f,,, f,., # 0. Dann muf3

emif — gt — |TL1 — TL2| 0 = 2k

gelten, also 6 = QWFan', wobel wir natiirlich & < |ny — ny| wihlen

kénnen. Sei g = ﬁ der “gekiirzte” Bruch, dann gilt natiirlich
qln1 — no,

also ny = ny (mod q). O

BEWEIS DES SATZES. Fiir jedes feste r mit 0 < r < R hat die Funkti-
on ’B (reie)} nach Voraussetzung L2 (Aperiodizitdt von B) und Lem-
ma 3.2 ihr eindeutiges Maximum bei # = 0, und sie ist bei 0 unendlich
oft differenzierbar (ihre Taylorentwicklung um 0 enthélt also keinen
linearen Term). Daher gibt es ein (kleines) 0; € (0, 7) sodaB

o |B(re")| < |B(rel)] fiir 6 € [61, 7] ist,
o |B(re")| auf [0,6,] strikt fallend ist.

Wenn wir also speziell iiber die Kurve z = (e integrieren, erhalten
wir den gesuchten Koeffizienten als J (7), wobei

J(0) == L A (¢e") B (¢e™)" e Mdg
(Nom ’

—0
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wobei fiir n — oo die Differenz J (7) — J (1) exponentiell klein ist
(wegen der obigen Abschitzung fiir }B (re'?) }) Wenn wir wie in (3.45)
entwickeln, erhalten wir fiir den Integranden (N = An):

AQ)B(Q)" -exp(if | o' () +n | a7 () = A
—_———

=0 nach Vor.
2

T (02 Q)+ () + 0 (n-07)),

denn o' (¢) und o (¢) sind O (1) fiir n — oo, da ¢ ja nicht von n
abhingt. Sei nun 6 := n~?/°. Dann gilt fiir 6, < § < 6, (natiirlich)

o 0)000) 0 (o) ) 0 ).

fiir n — oo, also ist auch J (6,) — J (6p) = O (e*"w) fiir n — oo, also
exponentiell klein. Der gesuchte Koefﬁment ist also asymptotisch gleich
J (0p): Fiir 6 <  ist aber (natiirlich) & - a5 (¢) = O (n™%/5) (n — o)
— das heifit, der gesuchte Koeffizient 1st (nach “Anfligen” der asym-
ptotisch Vernachléissigbaren Integralenden) also asymtptotisch gleich

A(Q)B(Q)" /°° et gg — A BE)"
2r¢N ¢Ny/2mn - af ()

Es ist ja of der dritte Taylorkoeffizient in der Entwicklung von log B (re'?),

also
LB, LB (B0
o B B (B(r))’

2

ay (r) = T log B (re'’)

und es ist
@’ B'(Q) _(BQOY A _af(Q)
f_ log B Alog s = —( ) + = = .
ploeBr =)l =50 \B) e e
Daraus folgt nun ohne weiteres die Behauptung. O

BEISPIEL 3.27. Sei f (z) durch die Gleichung
f(2)=2-e® «—= f(z)e’® =2

—z

gegeben. D.h., f ist zusammensetzungsinvers zu z-€~ %, und mit Lagrange—

Inversion ergibt sich
1

fu= 27 (o)
1 nz

=z

n
1

~ L e

n
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Wir haben also in der Notation von Satz 3.15 A(z) = z und B (z) = e
sowie n = N (also A =1). Aus dem Satz ergibt sich nun sofort

nmt1 ¢ et
n> (H/2ng’

wobei A =& = ( =1, also (wenig tberraschend, siehe (3.1)):

nnfl 1 e”

n!

n T n omn.
BEISPIEL 3.28. Wir betrachten die Trinomialzahlen
To:=(z") (1+2z+ 22)n

Wir haben also in der Notation von Satz 3.15 A(z) =1 und B (z) =
(1+ 2 + 2?) sowien = N (also A = 1). Aus dem Satz ergibt sich nun
sofort

(1+¢+¢)"
(n/2mn€

T, ~

wobei sich  aus der Gleichung
14+ 2¢
_ = )\ =
‘1 + ¢+ ¢?
ergibt, also ¢ =1, und
2

d
6 d 2 (IOgB( ) )\log S)|5:C:1

_d 1+ 2s 1
S ds \1+4+s+s2 s

—A=1
s=1
_1—23—252+1 _2
(1+s+s2)? 2|, 3

Damit ergibt sich also
3n+1/2

2\/mn
BEISPIEL 3.29 (Asymptotik fiir unére-bindre Baume). Wir hatten die
Anzahl der undr—bindren ebenen Wurzelbdume aufn > 0 Knoten schon

in Bewspiel 3.16 betrachtet und mat T, bezeichnet. Die entsprechende
erzeugende Funktion T (z) = > T,2" erfillt die Gleichung

T()=2(1+T () +T(2)?)),

also ist T die Zusammensetzungsinverse zu

T, ~

z . T —
142422° 147472 — <~

Mt Lagrange—Inversion erhalten wir also

Mn:< > —l—z—irz)

:%(z">z(1+z+z)
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Ganz analog zum vorigen Beispiel erhalten wir hier
3n+1/2

20/mn3

3.5. Asymptotik von kombinatorischen Summen

T,

Die Idee, die wir bei der Sattelpunktmethode erfolgreich verwendet
hatten, konnen wir auch auf Summen (statt auf Integrale) anwenden.
Wir schauen uns das anhand eines Beispiels an.

BEeIsPIEL 3.30 (Motzkin—Zahlen). Die Anzahl aller Wege im Gitter
7 x 1., die

e von (0,0) zu (n,0) fihren,

o nur aus Schritten (1,0) (waagrecht nach rechts), (1,1) und
(1, —1) (diagonal nach rechts oben und rechts unten) bestehen,

e und niemals unter die x—Achse gehen

wird als Alk8hest —Zahl M, bezeichnet. Wenn wir in einem solchen
Motzkin—Pfad die waagrechten Schritte wegnehmen, dann bleibt sicht-
lich ein Dyck—Pfad tibrig, der aus 2k < n diagonalen Schritten besteht.
Diese Uberlequng fiihrt sofort auf die Formel

n/2

1 2k n
M, =y —— : 52
S el )l ) 3
—is(n,k)

Die Summanden s (n, k) in dieser Summe zeigen “optisch” ein dhnliches

Verhalten wie die vom Nullpunkt weg stark abfallende Funktion e '’

siehe den folgenden Plot der Summanden s (100, k):

i Summanden fir die 16@e Mofzkin-Zahl

1.2x10% -

1.0x10““}
8.0><1043}
6.0><1043:—
4.0><1043}
2.0><10“3}

Zur Bestimmung des “Hochpunktes” dieser Summanden suchen wir je-
nes k, fir das s(n,k+1)/s(n,k) = 1. Das fihrt zundchst auf die
Gleichung

kE+1(n—2k)(n—2k—1)

=1
k+2 (k+1)°
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bzw. dquivalent
n—2k)(n—2k—-1)=(k+1)(k+2).

Wir sind aber wieder einmal nicht unbedingt an der “exakten” Lisung
interessiert: Mit dem “approzimativen” Ansatz k ~ An fihrt das “ap-
proximativ” auf die quadratische Gleichung

(1—2)) =\°

mit den offensichtlichen Losungen Ay = 1, Ay = % Wir setzen also
ko = % und approzimieren s (n,n/3 — ki) mit der Stirlingschen Formel
(3.1), die wir logarithmieren:

1 1
logn! ~ —n + (n + 5) logn + 5 (log 27)

Also:
n!

(& + )l (k)] (n — 2k)!

s(n, k) =
1
= exp ( (n + 5) logn + 1 —log2m —k=n/3—k
1
— (n — 2k + 5) log (n — 2k) —log(—z+n/3)=log n—log 3+log(1—3z/n)
1 3
— (k: + 5) log(k) — <k: + 5) log(k + 1)) —log(1—2)=z+22/2+0(z3)

n

— log(27) + 5105;(3) +0 <k—3))

k* — 3k
= exp (w — 2log(n) +nlog(3) + 2

n2

3t 2— 1 (9k2—3k+3) k?
s 1o (£)

(Der Ausdruck wird dadurch so einfach, daff viele Terme in dem O <fl—3>

“verschwinden”.) Also ist

M — e2 Z ﬁe—%(9k2—3k+3) 1 + O k_g (3 53)
" — 2mn? n?) )" '
Wir zerlegen diese Summe nun wie folgt:

M, = Z () + Z ().

|k|<n3/5 k| >n3/5
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Fir k| > n*® (also k = £ (n*° 4 ki) mit ky > 0) dominiert der
Summand fiir |k| = n®° die anderen Summanden, wenn n geniigend
grofs ist:

o3 (0(n¥/54k1) " £3(n /5 )+8) _ —0(n¥/51/2 1k /) O (n2/5)

Daher konnen wir den entsprechenden Summenteil abschditzen:

Z (- ) =0 (n . 3"n_2e_9"1/5> ,

|k|>n3/5

das ist also exponentiell klein im Vergleich mit 3"/n®?. Der andere
Summenteil ist

375 5 g( k)’ 15

S€ <f> -(1+O(n /))
\k|§n3/5

Wenn man den Summationsbereich dieser Summe auf ganz 7, ausdehnt,

fiihrt man einen Fehler ein, der aber wieder exponentiell klein ist: Es

erqgibt sich so
3n+5/2 2

k
Z R
2

. o] g2
und die Summe erscheint als Rlemannsumme fiir ffoo WAt = %\/_

also +5/2 +3/2
gn+5/2 | 3
M, ~ e ————\/1=e""—r.
2n3/2 3 /73
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