Satz (Vizing 1964). Fiir jeden Graphen G gilt
A(G) <X(G) < AG) +1.

Beweis. Die erste Ungleichung ist klar.

Der Beweis der zweiten Ungleichung erfolgt mit Induktion nach
der Anzahl der Kanten. Wenn G keine Kanten hat, dann ist
Y'(G) =0<1=A(G)+ 1 und damit ist der Induktionsanfang

klar.
Nun der Induktionsschritt: A := A(G) >0

Im Folgenden: Statt “Kantenfarbung mit A+1 Farben” schreiben
wir kurzer “Farbung’.



Bemerkungen:

— Laut Induktionsannahme gibt es fur jede Kante e eine Farbung
von G — e.

— In so einer Farbung gibt es fir jeden Knoten v € V(G) wegen
deg(v) < A eine Farbe g€ {1,2,...,A + 1}, die von keiner an v
inzidenten Kante getragen wird. Wir sagen: “3 fehlt an v".

—Ist a€e{1,2,...,A 4 1}, so existiert ein eindeutig bestimmter
maximaler Kantenzug, der in v beginnt und dessen Kanten ab-
wechselnd mit o« und 3 gefarbt sind.

— Dieser Kantenzug ist sogar ein Weg (d.h. keine Knotenwieder-
holungen). Wir nennen ihn den «/5—Weg aus v.



Wir nehmen nun indirekt an, dass GG keine Farbung besitzt. Dann
gilt:

Ist zy € E(G) und eine Farbung von G — xy gegeben, in der die
Farbe o an x und die Farbe 8 an y fehlt, so endet der a/F-Weg
aus y an wx.

Andernfalls kdnnten wir namlich im «/(-Weg aus y die beiden
Farben vertauschen und zy mit o farben und das ware ein Wider-
spruch zur Annahme, dass G keine Farbung besitzt.



Es sei nun zyg eine Kante in G. Wir fixieren eine Farbung cg von
Go = G—xyg. Weiters sei a eine Farbe, die an x nicht vorkommt.

Wahle nun rekursiv eine maximale Folge y1,yo,...,yr VON Vver-
schiedenen Nachbarn von x nach der folgenden Regel: y; ist ein
Nachbar von x in GG, sodass die Farbe cg(xy;) an y;_1 fehlt.

Wir setzen G; = G — zy; und definieren eine Farbung ¢; von G;
durch

N _ ) colzyjqq) fire=azy; mit j€{0,1,...,i—1}
c;(e) = cof :
o(e) sonst

(Das ist wohldefiniert, weil beziiglich cg die Farbe cg(ry;41) an



Beobachtung: Bezuglich der Farbung c¢; fehlen an x die gleichen
Farben wie bezuglich cq.

Es sei nun 3 eine Farbe, die bezuglich c¢g an y;. fehlt. Dann fehlt
B auch bezuglich ¢, an yi. B kann aber nicht an z fehlen: An-
dernfalls konnten wir ¢, zu einer Farbung von ganz G erganzen,
indem wir xzy, mit 3 farben.

Daher: Es gibt einen Nachbarn y; von = mit cg(zy;) = 6. Wegen
der Maximalitat von k ist i € {1,2,...,k— 1}.



Nun sei P der o/B-Weg aus y;. in G, bezuglich ¢;. Wegen der
Behauptung von Folie 3 endet P in x und zwar mit einer g-Kante,
da o in z fehlt. Wegen

B = colzy;) = cp(ayi-—1)

ist dies die Kante zy;_1.

Wegen der Wahl von y; fehlt 8 an y;_1 in cg und daher auch in
ci_1. Es sei P der a/B3-Weg aus y;_1 in G;_1 bezlglich ¢;_1. P’
verlauft daher von y;_1 bis y. genauso wie P. In cg, und daher
auch in ¢;_1, ist y, jedoch mit keiner g-Kante inzident. Somit
endet P’ in gy, und das ist ein Widerspruch dazu, dass P’ in z
enden misste. (a fehlt ja an z.) [ ]



