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1 Potenzrechnung

Potenz = Produkt mehrerer gleicher Faktoren

1.1 Definition (Potenz):

(i) a":=a-...-a,neNjaeR

a ... Basis
n ... Exponent od. Hochzahl
a”™ ... Potenz

(i) a® := 1 fiir alle a € R\{0}

1
(iii) a™" := — fiir alle a € R\{0},n € N
a

1.2 Rechenregeln fiir Potenzen
1.2.1 Addition, Subtraktion von Potenzen
Potenzen kénnen genau dann addiert bzw. subtrahiert werden, wenn sowohl ihre
Basen als auch ihre Exponenten iibereinstimmen
z.B. 5a% + 2b% — (3b + 2a® — b?) = 3a® + 3b*> — 3b
1.2.2 Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis
(und verschiedenen Exponenten)

Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man die Basis mit der
Summe der Exponenten potenziert, d.h.:

a” - a® = a"T* fiir alle a € R und r, s € N(R) ‘

z.B.:2%.22 = (2:2-2)-(2-2)=2-2.2-2-2= 20 = 23+2 (nach Definition 1.1.(i))



1.2.3 Division von Potenzen mit gleicher Basis
(und verschiedenen Exponenten)

Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem man die Basis mit der Dif-
ferenz der Exponenten potenziert, d.h.:

— =a""° fiir alle a € R\{0} und r, s € N(R)

5.9 =232 (nach Definition 1.1.(i))
2-2 -1 _ 92-3
27 =2 (nach Definition 1.1.(i)und 1.(iii))

S S =1=2"= 22_2(nach Definition 1.1.(i)und 1.(ii))

1.2.4 Multiplikation von Potenzen mit gleichem Exponenten
(und verschiedenen Basen)

Potenzen mit gleichem Exponenten werden multipliziert, indem man das Pro-
dukt der Basen mit dieser Hochzahl potenziert, d.h.:

’aT-bT:(a-b)Tfﬁrallea,beRundreN(R)‘

zB.:23.53=(2:2-2)-(5-5-5)=(2-5)-(2-5)-(2-5) = (2-5)% (nach Definition
1.1.(i) und KG in N)

1.2.5 Division von Potenzen mit gleichem Exponenten
(und verschiedenen Basen)

Potenzen mit gleichem Exponenten werden dividiert, indem man den Quotien-
ten der Basen mit dieser Hochzahl potenziert, d.h.:

¥ 2.2.2 2 2 2 2

1.2.6 Potenzieren von Potenzen

Potenzen werden potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt der Expo-
nenten potenziert, d.h.:

’(ar)s =a"* firallea e Rund r,s € N

z.B.:
(53)2 =523 =56 (nach Definition 1.1.(i) und 1.2.6)



(a2)3 =a?-a?-a2=d%2=¢" (nach Definition 1.1.(i)und 1.2.6)

1.3 Ubungsbeispiele (Potenzen)
1. Berechne!
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2. Berechne bzw. Vereinfache!
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3. Berechne!
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4. Vereinfache!
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5. Berechne bzw. Vereinfache!
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2  Wurzeln

Wurzeln = Potenzen, deren Exponenten Stammbriiche sind

2.1 Definition (Wurzel)

Die n-te Wurzel aus einer nichtnegativen Zahl a ist jene nichtnegative Zahl b,
deren n-te Potenz gleich a ist, d.h.:

Wa =0b:<= V" = qfir alle a,b € Ra,b >0, und n € N



a .
n .
a

2.2

.. Radikand
.. Wurzelexponent
.. Wurzel

Bemerkung

(i) Was bedeutet Wurzelziehen? Wir haben n, a gegeben und suchen b; d.h.

(i)

wir wollen die Gleichung ™ = a nach b auflosen.

Frage: Gibt es eine eindeutige Losung?

Antwort: Ja, weil wir nur positive Werte fiir a annehmen. Dadurch ist die
Potenzfunktion f(x) = «™ bijektiv, d.h. die Zuordnung ist eindeutig.

Aus Definition 2.1. folgt: ({/a)” =b" = a und V" = {/a =1b

allgemein: ({/x)" = /2" = x fir x € R,z > 0,

d.h. Potenzieren und Wurzelziehen sind zueinander inverse Rechenopera-
tionen fiir nicht negative Argumente.

Wir stellen eine einfache Uberlegung an:

3=

Ya=b-...-b=b"=a=ant " Tu=an-...-q

Sie fithrt uns zu folgender

2.3

Definition (Wurzel,Potenz mit rationalem Exponent)

ar :=/a*,a € Ra>0,rcZ\{0},s€Z

e Spezialfall fiir s = 1: aw = Ya fira>0,neN

2.4

Rechenregeln fiir Wurzeln

Die Rechenregeln fiir Wurzeln sind analog zu den Rechenregeln fiir Potenzen
mit Exponenten aus den rationalen Zahlen:

p-Va+q-Va* = (p+q) - Va®

Va b= ya- Vb




(i) | /Va= "va={/Va

(vii) | "Vams = {/a®
z.B.:
LR = V- Y -

Alternativ mithilfe der Potenzschreibweise:

1
: ﬁ = ()3 0D bt o
i xrs

Praktisch fiir teilweises Wurzelziechen und Wurzel freimachen des Nenners:

1. V/54—/2164+v24 = V6 -9—/36 - 6+v4 -6 = 3-/6—6-v6+2-/6 = —/6
2 2 2 5% 2.5 2

=== -V/25
V5 5% 5% 53 5 5
2.5 Definition (Potenz- und Wurzelfunktion)

(i) Eine Funktion p: R — R ,p(z) = 2", € N(Q,R) heifit Potenzfunktion.
(ii) Eine Funktion w : R+ — R+, w (z) = /z,n € N heiit Wurzelfunktion

2.6 Ubungsbeispiele

1. Schreibe folgende Ausdriicke in Potenzen bzw. Wurzeln um und vereinfa-
che ggf.!

(c) (VB+3-v10— V/15)- V125 =



(V81 - V192) _
B

3. Stelle die Ausdriicke durch Potenzen mit rationalen Hochzahlen dar:

(d)

3 Logarithmus

3.1 Bemerkung
Uberlegung am Beispiel 2% = 8.

23 =z ... Potenzieren
z3 =8 ... Wurzelziehen
2t =8 ... 777

wir brauchen also eine weitere Umkehroperation des Potenzierens, mit zugehoriger
Schreibweise, ndmlich

3.2 Definition (Logarithmus)

Sei @ € R4+ \{1} und b € R + . Die Losung zy € R der Gleichung a® = b wird
als Logarithmus von b zur Basis a bezeichnet.
Es gilt: g = alogh <= a™® =b

a ... Basis
b ... Numerus
a™ ... Logarithmus

3.3 Bemerkung

Der Logarithmus von b zu Basis a ist jener Exponent mit dem man a potenzieren
muss um b zu erhalten: a« 8% = b

3.4 Beispiele

1. 7log49 = 2, denn 7% = 49

2. 2log § = -3, denn 273 = 1

3. 5log\f % denn5%:\/5



3.5 Rechenregeln fiir das (Ent)Logarithmieren
fiir alle a,b € R+ \{1}, alle u,v € R+ und alle r € R gilt:

(i) ’alogum =, logu +, logv‘

(i)

alog & =4 logu —, logv‘

(iii) ’ ologu” =r-, logu‘

o logu

(iv) |plogu = Tosb

3.6 Bemerkung

Die zwei gebrauchlichsten Logarithmen sind:
(i) der dekadische Logarithmus mit Basis 10 ... 19log, lg
(ii) der natiirliche Logarithmus mit Basis e ... (log, In

3.7 Definition (Logarithmus- und Exponentialfunktion)
(i) Die Zahl e := lim(1 + 1/n)" = 2, 71821828459045... wird Eulersche Zahl

genannt.
Die Funktion f(z) = e* wird als natiirliche Exponentialfunktion bezeich-
net.

(ii) Unter der Logarithmusfunktion zur Basis a verstehen wir die Funktion
alog : R+ — R, z—,logz,a e R+ \{1}

Es gilt:

€% =z fiir v € R+ und log(e®) = z fiir z € R,
d.h. die beiden Funktionen bzw. Rechenoperationen sind zueinander invers!

3.8 Ubungsbeispiele

1. Berechne!

2. Berechne und vergleiche die Ergebnisse (besonders (¢) und (d))!

(a) alOga% =



3. Lose nach z auf!

(a) «log g5 = —2
(b) 5logl6=—3
(c) 4log27=-3
(d) slogz =—-0.5
(e) alogw = -2

4. Berechne (zerlege in einzelne Terme, soweit moglich)!

(a) log(a- Vb) =
(b) log 24

y2

5. Stelle als Logarithmus eines einzigen Terms dar:
(a) logz+2-logy — 2 -logz =
(b) 3-logz —logy — (2 log(z —y) + logy) =
6. Berechne den Umrechnungsfaktor k!
(a) slogz =k -1plogz
(b) nz=k-lgz
(c) lgz =k -Inz
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