Handout zum Thema

Integralrechnung

(von Martina Pflegpeter)

1. BEGRIFFSBILDUNG

Definition 1. Gegeben sei eine Funktion f :y = f(x) auf einem Definitions-
intervall D. Eine Funktion F heifit Stammfunktion der Funktion f, wenn
F'(x) = f(x) fiir alle x € D. Das Aufsuchen einer Stammfunktion heif3t In-
tegrieren.

Satz 1. Mit jeder Stammfunktion F(x) einer gegebenen Funktion f(x) ist
auch jede Funtkion F (x)+ ¢ mit ¢ € R Stammfunktion der Funktion f.
Umgekehrt: Aufer F(x) + ¢ gibt es keine weiteren Stammfunktionen von f.
D.h.: Zwei verschiedene Stammfunktionen F(x) und F,(x) einer gegebenen
Funktion f(x) unterscheiden sich nur um eine additive Konstante c.

Definition 2. Gegeben sei eine Funktion f :y= f(x). Wenn f(x) eine Stamm-
funktion F(x) besitzt, bezeichnen wir die Menge aller Stammfunktionen
y = F(x) +c, mit c € R, als das unbestimmte Integral der Funktion f und
schreiben:

[ fdx oder [ f(x)dx

f(x) heift in diesem Zusammenhang der Integrand, ¢ heifit Integrations-
konstante.

2. BERECHNUNG VON STAMMFUNKTIONEN (BZW. UNBESTIMMTEN
INTEGRALEN)

Grundintegrale:

Lo+l
a+1

Jx%dx = +c oa# -1
[xVdx=In|x|+c
Jsinxdx = —cosx+c
[ cosxdx =sinx+c
[tanxdx = —In|cosx|+¢
[ cotxdx = In|sinx|+c
[efdx=¢"+c
[a*dx=+c acR"\{1}

" Ina

Summen- und Differenzenregel:
Das Integral der Summe (Differenz) zweier Funktionen ist gleich der Sum-

me (Differenz) der beiden Integrale:
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J(f(x) £g(x))dx= [ f(x)dx £ [ g(x)dx
(Also: Summen und Differenzen werden gliedweise integriert)

Konstantenregel:
Einen konstanten Faktor im Integranden kann man vor das Integrationszei-
chen ziehen:

Jkf(x)dx=k [ f(x)dx (fiir k#0)

Substitutionsmethode:

[rede= [ 16079 0)dy

Partielle Integration:

[ f(x)gx)dx = F(x)g(x) — [ F(x)g (x)dx
3. BERECHNUNG VON BESTIMMTEN INTEGRALEN

Definition 3. Der Wert F(b) — F(a) wird als das bestimmte Integral der

Funktion f =F " mit der Obergrenze b und der Untergrenze a (kurz: Integral
von f von a bis b bzw. Integral von f zwischen a und b) bezeichnet. In
Zeichen:

J? f(x)dx=F(x) |b=F(b) — F(a)

Numerische Integration:

Viele Funktionen besitzen keine durch elementare Funktionen ausdriickbare
Stammfunktion und sind daher auch nicht durch Riickfiihrung auf gewisse
elementare Integrale berechenbar.

Fiir diese Fille gibt es numerische Niherungsverfahren (Rechtecksformel,
Trapezformel, Simpson‘sche Formel). Da diese Verfahren den Wert des In-
tegrals nur annihren ist es wichtig den Fehler, die Differenz zum “wahren
Wert”, abzuschitzen.

4. HAUPTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG

Satz 2. Fiir jede auf |a,b] stetige Funktionf existiert das (bestimmte) Inte-
gral

/abf(x)dx

Sein Wert ist eine reelle Zahl und berechnet sich durch F (b) — F (a), wobei F
eine beliebige Stammfunktion von f bezeichnet. Diese Zahl beschreibt den
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orientierten Flidcheninhalt der Ordinatenmenge zwischen a und b, d.h. die
oberhalb der x-Achse liegenden Teile der Ordinatenmenge haben einen po-
sitiven, die unterhalb der x-Achse liegenden Teile einen negativen Flichen-
inhalt, und das Integral beschreibt die Summe dieser Flidcheninhalte.

Berechnung von Rauminhalten:

1. Volumen von Drehkdrpern:

x-Achse als Rotationsachse:
Der bei der Rotation des Kurvenstiicks y = f(x), a < x < b, um die x-Achse
entstehende Drehkorper hat das Volumen

b b
V:n/ yza’xzn/ fz(x)dx

In einem rdumlichen kartesischen Koordinatensystem ist der Drehkorper
durch die beiden Ebenen x = a und x = b begrenzt.

y-Achse als Rotationsachse:
Der bei der Rotation des Kurvenstiicks y = f(x), ¢ <y < d, um die y-Achse
entstehende Drehkorper hat das Volumen

d
V:n/ xzdy
c

Dabei wird vorausgesetzt, dass sich die Funktionsgleichung y = f(x) ein-

deutig nach x auflosen lisst, d.h., dass die Umkehrfunktion f~': x = f~1(y)
von f auf [a, D] existiert.

In einem rdumlichen kartesischen Koordinatensystem ist der Drehkorper
durch die Ebenen y = c und y = d begrenzt.

2. Volumen von Korpern mit bekannter Querschnittsflache:

Das Volumen V eines durch die Ebenen x = a und x = b begrenzten Korpers,
der um die x-Achse zentriert liegt und dessen Querschnittsfliche g(x) in
Abhingigkeit von x bekannt ist, berechnet man durch:

V= /abq(x)dx

Berechnung der Linge eines Kurvenbogens:
Ist f: y = f(x) auf [a,b] differenzierbar und f auf [a, b] stetig, so besitzt der
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Graph von f zwischen a und b eine Bogenlédnge s, die gegeben ist durch:

s= [\reura

Berechnung des Flicheninhalts des Mantels eines Drehkorpers:
Ist die Funktion f: y = f(x) auf |a,b] nicht negativ, differenzierbar und
ist f stetig, so besitzt der Drehkorper, der duch Drehung des Graphen von
f zwischen a und b um die x-Achse entsteht, eine Mantelflaiche mit dem

Flacheninhalt:
b
M:27z:/ FO/ 1+ (f(x)2dx

Viele Beispiele und eine ausfiihrlichere Einfiihrung in die
Integralrechnung finden sich in folgendem Buch (aus welchem auch in
diesem Handout zitiert wurde):

Gotz, Reichel, Miiller, Harnisch, Mathematik- Lehrbuch 8, Osterreichischer
Bundesschulverlag Schulbuch GmbH & Co.KG, Wien 2007.
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