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II. Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff der Mannigfaltigkeit ein. Wir beginnen
dabei spielerisch mit zweidimensionalen Teilmannigfaltigkeiten des R3, sogenannten
Fldchen, verallgemeinern diese dann im zweiten Abschnitt zu Teilmannigfaltigkeiten
des R™, und prézisieren im dritten Abschnitt die spielerischen Beispiele vom Anfang.
Nach einem Einschub iiber die Homotopietheorie von hioher dimensionalen Sphéren
behandeln wir noch die klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten, die eine glat-
te Gruppenstruktur tragen, also von sogenannten Lie-Gruppen. Nach Einfithrung
des Begriffs der glatten Abbildung haben wir geniigend Einsicht, um uns abstrak-
ten Mannigfaltigkeiten zuzuwenden, damit meine ich solche Mannigfaltigkeiten die
nicht (von vornherein) in einem umgebenden Euklidischen Raum sitzen. Nach Pro-
dukten und disjunkten Vereinigungen von Mannigfaltigkeiten gehen wir dann noch
auf die Reichhaltigkeit der glatten Funktionen auf ihnen ein, insbesonders betrifft
das Trennungsaxiome wie etwa jenes von Hausdorff, Lokalkompaktheit und vor allem
Parakompaktheit und die damit dquivalente Existenz von Partitionen der eins, die
das zentrale Hilfsmittel darstellen um von lokalen Konstruktionen (also z.B. solchen
aus der Analysis) zu globalen iibergehen zu kénnen.

16. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Unsere vorlaufige Definition einer Mannigfaltigkeit ist nicht zufriedenstellend: Bisher
verwendeten wir ganz wesentlich die Eigenschaften des umgebenden Raumes, der mit
dem Objekt, das wir beschreiben wollen, begrifflich nichts zu tun hat.

In diesen Abschnitt wollen wir nun den umgebenden Euklidischen Raum loswerden,
und kommen so zum Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit.

Die Relevanz dieses Ansatzes zeigen bereits folgende

16.1 Beispiele

(Siehe auch Abschnitt [(9)).

1. Das Mobiusband entsteht “topologisch”, wenn man zwei Seiten eines Recht-
ecks miteinander identifiziert und das Ganze mit der Quotiententopologie ver-
sieht. Denkt man sich dieses Gebilde im R3 realisiert und zerschneidet es lings
der Mittellinie, so entsteht bekanntlich ein mehrfach verdrehtes Band. Fiithren
wir dasselbe aber “topologisch” durch, entsteht ein einfaches, nicht verdreh-
tes Band. Die beiden Figuren lassen sich aber im R® nicht stetig ineinander
iiberfiihren, das geht erst im R%.
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.2

2. Der “Klein’schen Flasche” oder vor allem der “projektiven Ebene” sieht man
gar nicht ohne weiteres an, in welchen R” sie “passen”, in den R? jedenfalls
nicht.

Wir erweitern nun die Definition von Teilmannigfaltigkeiten des R™ zu einer solchen
fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

16.2 Definition (Abstrakte Mannigfaltigkeit)

Sei X eine beliebige Menge. Eine KARTE (oder auch LOKALE PARAMETRISIERUNG)
von X ist eine injektive Abbildung ¢ : R™ O U — X, definiert auf einer offenen
Menge U C R™.

Zwei Karten ¢1, @2 heiflen C°°-KOMPATIBEL oder VERTRAGLICH, falls der KARTEN-
WECHSEL

P30 w101 H(2(Ua)) = @3 (1 (Uh))

ein Diffeomorphismus offener Mengen ist. Die Idee dahinter ist, dafl jede Karte ¢
glatt sein soll, und nach sollte dazu ¢y Yoy dort wo es definiert ist glatt sein.

<

/)
@~0

Ein C*°-ATLAS einer Menge X ist eine Familie C*°-kompatibler Karten, deren Bilder

ganz X iiberdecken. Zwei C'°°-Atlanten heiflen AQUIVALENT, wenn alle ihre Karten
miteinander C'°°-kompatibel sind.

Eine ABSTRAKTE C'*°-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Menge zusammen mit einer Aquivalenzklasse
glatter Atlanten.
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.6

16.3 Definition (Topologie einer Mannigfaltigkeit)

Auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit erhiilt man eine TOPOLOGIE, indem man defin-
iert: U C X heifit offen :& o~ 1(U) ist offen im R™ fiir jede Karte des Atlas.
Die Karten ¢ : U — ¢(U) C M werden dann zu Homéomorphismen. Denn stetig
sind sie nach Konstruktion der Topologie auf M und falls U; C U offen ist, so ist
es auch ¢(Uy) € M denn ¢~ (p(U1)) = (¢! o 4)~1(U;) ist das Bild unter dem
Homé&omorphismus ¢~ o ).

Man verlangt iiblicherweise auch noch, daf§ diese Topologie HAUSDORFF ist, d.h.: je
zwei disjunkte Punkte lassen sich durch disjunkte offene Umgebungen trennen.

Die folgende Proposition zeigt, dal diese Definition wirklich eine Erweiterung von

Definition ist.

16.4 Proposition. Jede C'*°-Teilmannigfaltigkeit M eines R™ ist in natirlicher Wei-
se eine C'°°-Mannigfaltigkeit und ihre Topologie ist die Teilraumtopologie.

Beweis. Einen Atlas auf M erhélt man aus allen lokalen injektiven Parametrisierun-
gen mittels Die Kartenwechsel sind dann glatt nach und die Topologie
von M ist die induzierte Topologie des umgebenden R™, da die Parametrisierungen
lokal Einbettungen sind, siche den Beweis von O

16.5 Proposition (Maximaler Atlas).
Sei A ein C*°-Atlas fir M, dann ist

Amax := {p : ¢ Karte fir M und ¢ vertriglich mit allen ¢ € A}

der eindeutig bestimmte mazimale Atlas, der A umfafst.

Beweis. Wir zeigen zuerst Ay ., ist ein C°°-Atlas: Seien ¢, ¥ € Apax, dann ist
zu zeigen, dafl ! o ¢ glatt ist. Sei z € ¢~ 1(Bildp) also 1 (x) € Bild ¢ N Bild .
Da A ein Atlas ist, folgt die Existenz eines x € A mit ¢(z) € Bild x. Somit ist
@ toyox loy = (x Lop)lo(x lov) lokal um x definiert. Die beiden geklammerten
Teile sind laut Definition von Apmax glatt und folglich ist auch ¢~ o4 glatt.

Sei nun B ein C*°-Atlas, der A umfafit, dann ist z.z.: B C Apax. Sei ¢ € B, dann ist
o vertriglich mit allen ¥ € B. Da B D A, ist ¢ vertriglich mit allen ¢ € A, also ist
nach Konstruktion ¢ € Ay ax. O

16.6 Bemerkung. Um eine Mannigfaltigkeit X mit Atlas A (bis auf Diffeomorphie)
zu beschreiben brauchen wir den Zielraum X gar nicht wirklich, denn die Karten
¢ : Dom(p) — X induzieren eine surjektive Abbildung

£+ L Dom(e) = | {¢} x Dom(p) = X, f:(p,2) — o(a)

peA peA

und somit eine Bijektion X =[] . 4 Dom(p)/ ~, wobei die Aquivalenzrelation ~ auf
Uyca Dom(p) durch (¢, 2) ~ (¢,y) = o(z) = ¢(y)-
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TN

Dom ¢ Dom
o ($Dom ) — %+ 41 (5(Dom )

Diese Aquivalenzrelation wird vollstandig durch die Kartenwechselabbildungen g :=
= Ltop:Dom(yp~top):=pL(y(Dom(1)))) — ¥~ (e(Dom(yp))) beschrieben. Diese
bilden eine Menge von Diffeomorphismen offener Teilmengen endlichdimensionaler
Vektorrdume (und sagen wir der Einfachheit halber des R™) und wir miissen z €
Dom(g) mit g(x) € Dom(g~?) identifizieren. Wir diirfen g := ¢ "Lop und k := x 1o
zusammensetzen und dann z € Dom(g) mit z € Dom(k o g) identifizieren, nicht aber
fiir beliebige Kartenwechsel g und k. Somit miissen wir die Kartenwechsel als doppelt
indizierte Familie {fy , := ¥~ o @ : ¢, ¢ € A} auffassen und nicht als Menge.

Die folgenden Uberlegungen zeigen, daB die Kartenwechsel, also eine Familie von lo-
kalen Abbildungen R™ — R™, schon die ganze Information iiber M enthalten. Sei
dazu {gag : @, 0 € A} eine Familie von Diffeomorphismen offener Teilmengen endlich-
dimensionaler Vektorrdume, sodafl g;é = ggo und (dort wo die linke Seite definiert
ist) gas © g8y C gary gilt (Das sind offensichtlich Eigenschaften von Kartenwechseln).
Es sei U, := Dom gao und wir definieren eine Aquivalenzrelation auf der disjunkten
Vereinigung | |, Us = U, {a} X Uy durch: (a,x) ~ (3,y) < gap(y) = . Dies ist in
der Tat eine Aquivalenzrelation:

Reflexivitit: Esist goo = idy,, denn aus (goa) ™! = gaa folgt Bild goo = Dom gao =
U, und aus gaa © goa C Gaa folgt, da g.o als Diffeomorphismus injektiv ist,
Joo = id. Somit ist (o, z) ~ (a, x).

Symmetrie: Es sei (a,z) ~ (8,y) also 2 = gag(y), d-h. y = (gap) " (z) = gpa(z),
also (6,y) ~ (0, 7).

Transitivitit: Essei (a,z) ~ (8,y) ~ (v, 2), also gas(y) = « und gg(2) = y. Somit
ist gcw(z) = (gap © 9py)(2) = 9ap(y) =, also z ~ 2.

Nun sei M := (|_|a€A Ua)/N und g, : Uy — M durch z — [(a, z)]~ definiert. Dann
ist g, injektiv, denn aus (o, x) ~ («,y) folgt T = gua(y) = .

Aus idy, = gaa 2 9aB © gsa = glg; © gga = idpom gy, folgt Dom(gsa) € Uy und
g(Dom(gsa)) = Dom(gag) € Up.

Weiters sind die Kartenwechsel g[;l 0 gq durch y = (gg1 0 9a)(z) & g8(Yy) = ga(x)
& (a,z) ~ (B,y) © = = gap(y) © ¥ = gga(z) gegeben. Somit ist M eine C-
Mannigfaltigkeit und Kartenwechselabbildungen gz, = ggl 0 Gor-
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.8

16.7 Definition (Topologische Mannigfaltigkeit)

FEin topologischer Raum M heif3t TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIGKEIT :<> es gibt eine
Familie von HomGomorphismen zwischen offenen Teilmengen eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums und offenen Teilmengen von M, deren Bilder M iiberdecken.

Solche Homoomorphismen heiflen KARTEN von M. Und eine Familie von Karten,
deren Bilder M iiberdecken, heifit ATLAS.

Bemerkungen

1. Falls M eine topologische Mannigfaltigkeit und A ein Atlas fir M ist, so
sind alle Kartenwechsel automatisch Hom6omorphismen auf offenen Teilen des
R™. Man braucht also “nur” geniigend viele unter ihnen zu finden, so daf} die
entsprechenden Kartenwechsel differenzierbar sind, um einen glatten Teilatlas
zu erhalten, und somit M als glatte Mannigfaltigkeit zu erkennen.

2. Nicht jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt aber einen C'°°-Atlas. Das
erste Beispiel [47] war 10-dimensional. Heute ist 4 die niedrigste Dimension,
fiir die es ein Beispiel gibt.

Wir wollen nun unseren Differenzierbarkeitsbegriff fiir Abbildungen zwischen Teil-
mannigfaltigkeiten auf abstrakte Mannigfaltigkeiten iibertragen. Das Lemma [(15.4)]
legt folgende Definition nahe:

16.8 Definition (Glatte Abbildung)

Seien (M, A) und (N, B) zwei C°°-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M — N
heifit GLATT :< f ist stetig, und fiir jeden Punkt z € M existieren Karten ¢ € A und
Y € B, sodaB x € Bildp, f(z) € Bildy und die KARTENDARSTELLUNG %o fo ¢
von f glatt ist. Das gilt dann ebenso fiir beliebige Karten ¢ € A und ¥ € B.

$toEon

Insbesonders ist die Identitét id : (M,.A) — (M, B) genau dann ein Diffeomorphismus,
wenn die beiden Atlanten A und B dquivalent sind.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 6
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16.9 Bemerkungen

1.

2.

3.

Die Stetigkeit von f setzt man voraus, damit die Kartendarstellung auf einer
offenen Menge definiert ist.

Da der Kartenwechsel glatt ist, geniigt es, obige Eigenschaft bei jedem x fiir
eine Karte aus A und fiir eine aus B um f(x) zu fordern, sie iibertrégt sich
auf alle Karten.

Wenn man R als topologische Mannigfaltigkeit auffafit, lassen sich sehr leicht
zwei C*°-Strukturen angeben: A; := {id : R — R}, und Ay = {p(z) =
3 : R — R}. Diese sind nicht vertriglich, da ¢~! oid : 2 — ¥z nicht
glatt ist (denn -&({/z) existiert nicht bei 0), definieren also zwei verschiedene
C*>°-Mannigfaltigkeitsstrukture auf R. Allerdings sind die beiden Strukturen
diffeomorph, also doch gewissermafien gleich.

R N R hier Mannigfaltigkeiten
R 4 R hier Vektorrdume

Die Abbildung f = ¢z ist ein Diffeomorphismus: f, f~! sind bijektiv und
klarerweise stetig. Ebenso ist f glatt, da (id™'of o p)(z) = f(2®) = Va3 =z
glatt ist. Analog ist f~! glatt, da (¢~ ' o f~loid)(z) = ¢ 1 (23) = z glatt ist.
Ab dim M = 4 gilt nicht mehr allgemein, dafl zwei C*°-Atlanten einer topolo-
gischen Mannigfaltigkeit bis auf Diffeomorphismus gleich sind. Fiir Dimension
kleiner als 4 wurde es hingegen in [67] gezeigt. Nach [61] trigt zum Beispiel
die S7 mindestens 15 nicht diffeomorphe C°°-Strukturen; die S3!' mehr als
16 - 10°. Genauer gilt:

dim=n |7 |8 |9 (10|11 |12 |13 |14 15 16 |17 |18

Strukturen auf S™ (28 |2 [8 |6 [992 |1 |3 |2 [16256 |2 |16 |16

Fiir R™, n # 4 gibt es genau eine glatte Struktur. Fiir n > 4 wurde das in
[79] bewiesen. Ganz iiberraschend konnte [Kirby1982] beweisen, daf} fiir den
R* eine exotische C°°-Struktur existiert. In [81] wurde gezeigt, dafl es sogar
iiberabzéhlbar viele gibt.

Die Klasse der C'*°-Abbildungen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten bilden ei-
ne KATEGORIE. Dabei versteht man unter einer Kategorie eine Klasse von
Réumen (Objekten) und Abbildungen (Morphismen), sodal zu jedem Ob-
jekt die Identitét ein Morphismus und die Zusammensetzung von Morphismen
wieder ein solcher ist. Es ist also fiir drei C°°-Mannigfaltigkeiten M, N, P und
glatte Abbildungen f: M — N und g : N — P zu zeigen:

a) go f: M — P ist glatt.

b)id : M — M ist glatt.

16.10 Lemma (Offene Teilmannigfaltigkeit). Sei (M, A) eine C°°-Mannigfaltig-
keit, und U offen in M. Dann ist U in natirlicher Weise eine C*°-Mannigfaltigkeit.
Ein Atlas auf U ist durch die Einschrinkungen von Karten von M gegeben.
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.12

Beweis. Klarerweise ist (U, Ay := {¢|,-1(1) : ¢ € A}) eine topologische Mannigfal-
tigkeit. Bleibt zu zeigen, dafl die Kartenwechsel glatt sind:

Wlp-1) o plemrwy = @ o)

ist eine Einschrankung von C*°-Funktionen und somit C'*°. O

16.11 Bemerkungen

1. Es ist also sinnvoll, von C°°-Abbildungen zu sprechen, die nur auf offenen
Teilmengen einer C'*°-Mannigfaltigkeit definiert sind.
2. Die Karten ¢ einer C'*°-Mannigfaltigkeit sind Diffeomorphismen

@:R™ D Domp — Bildp C M.
off. off.

Insbesonders besteht Ap,.x aus all jenen Karten ¢, die Diffeomorphismen auf ihr Bild
sind, d.h. ¢~ ! 04 ist ein Diffeomorphismus offener Mengen fiir alle Karten 1 € A.

16.12 Beispiele von Atlanten

1. S"={z eR""!:|z| =1}
Wir konstruieren Karten durch radial-Projektionen auf die Tangentialebenen (“Ra-
dialprojektion”).

S

a+v=Ar mit (o,v)=0 =
= o= (ra)  r—a v zi=(a+v) ot
Eine Karte flir eine Umgebung von « ist also
Yo R"Zat = {zecS": (z,0) >0} C M

pa(v) 1= (a+v) |(a+v)™"

vo' (@) =(r,0)7" x—a
Die Menge {pq : a € S™} bildet einen C'*°-Atlas fiir S™. Allerdings iiberdecken auch
die Bilder der Karten ¢, fiir i = 1....n + 1 die S™. Da sowohl ¢, als auch ¢!
glatt auf einer offenen Umgebung im R™*! sind, sind klarerweise alle Kartenwechsel
glatt.

2. Der Atlas der stereographischen Projektion fiir S™ hat als Karten 1, mit oo € S™:

at — 8"\ {a
w{ \ o)

v—a+20v—a) (Ju+1)71
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.12

mit der Umkehrabbildung

et (@) = (@ = (z,0) @) - (1= (z,0)) 7"

Die Karte 1, ist fir S™\ {a} definiert. Fiir einen Kartenwechsel geniigt es also, noch
eine Karte fiir a zu finden, etwa v _,. Den Kartenwechsel fiir diese beiden Karten
erhiilt man aus elementaren geometrischen Uberlegungen: Es seien v und v* die Bilder
unter 1" und 1~} . Die Dreiecke (o, z, —a) und (o, 0,v) haben zwei gleiche Winkel,
je einen rechten und jenen bei «, also sind sie &hnlich. Die Dreiecke (0, v*, —«) und
(o, x, —a) sind aus entsprechenden Griinden ebenfalls dhnlich. Aus dem Strahlensatz
erhélt man:

@ = ﬁ = vl = ¥ = Yt oa(v) = vt = v

3. Die naheliegende Frage, wie die beiden durch (1) und (2) gegebenen Strukturen
auf S™ zusammenpassen, ist so zu beantworten: Die Karten sind vertriglich (d.h.
erzeugen denselben maximalen Atlas), denn

et (z0) ! —a

Y v B+ 20— 8) - (ol + 1)
B+2w—p)-(wP+1)~"

B+20w—=0)- (P +1)7" )

ist eine — wenn auch komplizierte — C'°°-Funktion. Die Vertraglichkeit der Karten

kann auch daran erkannt werden, dafl die Karten als lokale Diffeomorphismen des
umgebenden Raums aufgefait werden kénnen.

4. EINPUNKTKOMPAKTIFIZIERUNG des R":

%10%/15111'—*<

Wir definieren auf RY, := R"U{oo} einen Atlas durch xo und X, diese sind gegeben
durch:

Xo : R" — R%

Xo(z) =2

Xoo : R®" — RZ

Xoo(0) = 00 und Yoo () = 2 - || 2 sonst.

Die Kartenwechsel ;' 0 oo und x5t 0 xo von R™\ {0} — R™\ {0} errechnen sich als:
2+ x - |z|72. Dieser Kartenwechsel ist uns schon in (2), bei der Sphére, begegnet.
Behauptung: R?” 22 S™ mittels f(oo0) = e; und f(x) = 1., (x). Es ist klar, dafl f bi-
jektiv ist; bleibt zu zeigen, dafl sowohl f als auch f~! glatt ist: Die zu untersuchenden
Fille sind:

—_

Yzt o foxo= xo=idrm (0}
el 0 f 0 Xoo = X0 © Xoo

STl o foxo =X oXo

74, 0 f 0 Xoo = idrn {0}

Dies sind alles Diffeomorphismen, also ist f ein Diffeomorphismus.

B
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5. PROJEKTIVE RAUME
P™ := { Geraden durch 0 im R"**} = (R"*'\ {0})/~

wobei z ~ y & I A € R\ {0}, sodaBl Az = y. Als Karten w#hlt man etwa fiir
0<i1<n:

Rn —>Rn+1 N PTI
(y17 cee 7yn) = [(_1)1(2/1, s 7yi3 17yi+17 cee 7yn)

Das Vorzeichen ist dabei so gewéhlt, dafi P™ so orientiert wie moglich wird, siehe (3)
in Die ¢; gehen bijektiv von R™ nach {x € R"T1\ {0} : 2i*! # 0}/.. Der
Kartenwechsel berechnet sich folgendermafien:

Pi -

(g5 o).,y =
=% {(—1)i(y17 oy Ly ,y")]
= (yj)—l(_l)i(_l)j(yl’ o 7yi7 17yz‘+17 o 7yj—17yj+17 ).

Das ist ein Diffeomorphismus (auf dem Definitionsbereich). Also ist P™ eine C'*°-
Mannigfaltigkeit. Ganz analoges Vorgehen liefert PZ (komplexe Geraden in C"*!)
mit dim P¢ = 2n und Pj mit dim P = 4n.

In hatten wir eine weitere Beschreibung der projektiven Réume P™ als Gra$-
mannmannigfaltigkeit G(1,n+ 1) C L(R"™! R"*1) gegeben. Dabei hatten wir Gera-
den durch 0 im R™*! mit den orthogonal-Projektionen auf sie identifiziert. Wir wollen
nun zeigen, daf} dies diffeomorphe Ridume beschreibt. Sei dazu @; : R® — R*+1\ {0}
gegeben durch (y',...,y") — (=1 (y, ...,y L,y ... y™). Dann ist p; = 7o @;,
wobei 7 : R"™1\ {0} — P" := R"*!/ ~ die kanonische Projektion x — [z] bezeichnet.
Fiir a,b € £ := R""! sei a ® b € L(E, E) definiert durch (a ® b)(z) := {(a,x)b (Fiir
eine Erkldrung dieser Notation siehe . Dann ist (¢ ® b)" = b ® a, denn

((a@b)z,y) = (a,2) - (by) = (z,(b®a)y).

(O.B.d.A. j > 1)

Und weiters ist
(a1 X bl) e} (CL2 X bg) = <a1,b2> a2 ® bl.

Folglich ist P := a ® b genau dann eine ortho-Projektion (d.h. Pt = P = P?), wenn
a = b und (a,b) = 1 ist. Die ortho-Projektionen P vom Rang 1 sind also genau
die P der Gestalt P = a ® a mit |a| = 1. Die glatte Abbildung = — To] © Tay st
somit eine surjektive Abbildung f : R"™1\ {0} — G(1,n+1) und faktorisiert zu einer
glatten Bijektion P™ — G(1,n+1). Lokal erhalten wir eine inverse Abbildung, indem
wir Abbildungen P nahe a ® a den Punkt 7(P(a)) € P™ zuordnen. Es ist ndmlich
P(a) = (b,a)b fir P =b® b und somit f(w(P(a))) = f(x(b)) =bb= P. Also ist f
der gesuchte Diffeomorphismus.

RN — R\ {0} ——— 5"

o~ |
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.13

16.13 Bemerkung

Zwischen projektiven Rdumen und Sphéren gibt es einige Beziehungen:
(1) Die projektive Gerade P! = S1.
Als Karten fiir die S wihlen wir ¢4 = v und ¥_ := 1)y 1, die stereographi-

schen Projektionen zu den Punkten (0,1) und (0, —1) (vgl. Bsp. [(16.12)). Fiir den
Kartenwechsel erhalten wir:

(Vo1 ©%o,-1)(®) = (g 1y 0 Y1) (x) = 2" auf R\ {0}

Als Karten fiir P! ordnen wir jeder Ursprungsgeraden den Schnittpunkt mit den
Geraden y = 1 (bzw. z = 1) zu, siehe |(16.12.5)|

.{RHPl\[(O,l)} .{RHPl\[(LO)]
4 x— [(1,z)] I [(2,1)]

Mit der Karte ¢_ erhalten wir alle Klassen bis auf [(0, 1)] (das entspricht der y-Achse).
Diesen Mangel behebt die Karte ¢ . Wir berechnen die Umkehrabbildungen:

e l@ )] = [(Ly-a ) mya =2

e P\ [(1,0)] — R mit

_ _ X
e i (my) oy 1:5

Nun zum Kartenwechsel:
(7 op)(@) =i (L) =27!, (9T opi)(@) = 0T '[(z, )] =27,
jeweils auf R\ {0}. Sei f: P — S* gegeben durch:
Y- op=! auf P\ [(0,1)]
= { Wy 0@yt auf PHA\[(1,0)].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da aus "' o ¢y = @' o ¢, folgt, daB 1_ o
ol = Py o <pjrl. Sie ist aber auch ein Diffeomorphismus. Dies miissen wir nur fiir
die induzierte Funktion zeigen. Auf P\ [(0,1)] ist wegen f(Bild_) = Bildy_ die
Kartendarstellung ¥~ o fop_ ="t o) o o' 0 p_ =1id ein Diffeomorphismus.

Analog fiir z € P\ [(1,0)].
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 17.1

Einfacher sieht man P! & S! auch mittels|(16.12.4

VX

Pl >R

N A

R

(2) P} = S?%: Geometrisch 148t sich das wie folgt veranschaulichen: Man parametri-
siert die komplexen Ursprungsgeraden in Pé durch ihre eindeutigen Schnitte mit der
komplexen Gerade g := {(z,1) : z € C} = R%. Nur die komplexe Gerade h parallel
zu g dh. h = {(2,0) : z € C} € P! bekommt kein Bild. Jene Geraden, die nahe
bei h liegen, haben ihre Schnittpunkte weit drauflen auf g. Also entspricht die noch
fehlende Gerade h dem Punkt oo in der Einpunktkompaktifizierung R? von R?. Daf
diese beiden Réume isomorph sind, wissen wir aber (siehe Beispiel .

17. Produkte und Summen von Mannigfaltigkeiten

Die einfachste Moglichkeit, aus Mannigfaltigkeiten neue zu basteln, ist die Bildung
von Produkten und Summen, die wir in diesen Abschnitt behandeln.

17.1 Proposition (Produkte). Firi=1,...,n sei (M;, A;) eine C°-Mannigfal-
tigkeit. Dann ist [[;—, M; in natirlicher Weise eine C*°-Mannigfaltigkeit. Der Atlas
auf [T M; ist gegeben durch

H‘Ai ={p1 X ... X @n 1 p; € A}

i=1
Das Produkt [[ M; hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder C°°-Mannigfaltig-
keit N und C°°-Abbildungen f; : N — M; existiert eine eindeutige C*°-Abbildung
f=(f1,-.., fn), sodaf pr;of = f;. Dabei bezeichnet pr; : [[ M; — M, die C*°-
Abbildung (x,...,2") — x'. Die universelle Eigenschaft kann auch durch folgendes
Diagramm ausgedriickt werden:

Die auf [], M; induzierte Topologie ist gerade die Produkttopologie.

Beweis. Offensichtlich ist durch den Atlas ], A; induzierte Topologie gerade die
Produkttopologie, denn das Produkt von Homoéomorphismen ¢; ist ebenso ein Ho-
moomorphismus

1 X ... Xy Dome; X ... x Domp, — Bildy; x ... x Bild ¢, QHMZ-.
Die Kartenwechsel

(1 X o X ) o (1 XX ) = (Y1 o) X x (9 0 ).
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17. PRODUKTE UND SUMMEN VON MANNIGFALTIGKEITEN 17.3

sind als Produkte von Diffeomorphismen (¢; 1o ;) selbst Diffeomorphismen, und
somit ist [[ M; eine C'*°-Mannigfaltigkeit.
Wir behaupten nun pr; : [[ M; — M; ist glatt.

Sei (3317 2™ €I M; und @1 X ... X @, eine Karte um diesen Punkt. Dann ist ¢;
Karte um 2*. Somit ist

@; topr;o(pr X ... X @) s RMTEm R (b ) s g

eine lineare Projektion, also glatt. Seien f; € C*°(N,M;), dann ist z — f(x) =
(f1,..., fn) die einzige Abbildung mit pr; of = f;. Bleibt noch zu zeigen: f ist C°.
Sei ¢ eine Karte von N, dann ist

(§01><...><<pn)7lofog0:
=(pr' X xgp)o(fiop,.. faoy)
:(@Ilofl OSOaw-a(P;loansO)-

Laut Vorraussetzungen waren ¢; ' o f; o ¢ glatt (da die f; glatt sind), also ist f
glatt. O

17.2 Beispiele von Produkten

1. Der Zylinder Z ist eine Teilmenge im R?, namlich das kartesische Produkt aus
der S* und ]—1,1[ = R. Also ist der Zylinder eine C*°-Mannigfaltigkeit.

2. Der n-dimensionale Torus im R?" entsteht durch das n-fache kartesische Pro-
dukt der S! C R2:

S'x St x. xS =[S =" =T1"
=1

Fiir n = 2 ergibt sich der uns schon bekannte “Fahrradschlauch” T? (vgl.
(11.6))), allerdings als Teilmenge von R* anstelle von R?. Ein Diffeomorphismus
f: 8" x 8! — T? kann folgendermafien beschrieben werden:

cos (R +r - cos)

fi(p, ) — | sinp(R+r-cost)
7 -siny

17.3 Proposition (Summen).

Seien (M;, A;) C*°-Mannigfaltigkeiten. Dann ist die disjunkte Vereinigung ||, M; in
natirlicher Weise eine C*°-Mannigfaltigkeit. Ein Atlas A auf| |, M; ist gegeben durch
U, Ai (hier ist keine Beschrinkung der Indexmenge ndtig).

Zusdtzlich hat || M; folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder C°°-Mannigfaltigkeit
N und fiir alle C*°-Abbildungen f; : M; — N existiert eine eindeutige glatte Abbil-
dung f mit

f ::Ufi | M — N, sodaf flas, = fi.
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17. PRODUKTE UND SUMMEN VON MANNIGFALTIGKEITEN 19.2

Dies kann auch durch folgendes Diagramm ausgedriickt werden:

M; ————— LI, M;

X o
e

N

Beweis. Da ¢ € | A, folgt, dal ¢ € A; fiir zumindest ein ¢, d.h. ¢ ist ein Homdomorphismus.
Fiir ¢, € |JA; ist entweder ¢~ o1 = ) oder ein i existiert mit o, € A; und somit
ist =1 o ¢ glatt. Offene Mengen in | | M; sind Vereinigungen offener Mengen in M,;.
Der Beweis der universellen Eigenschaft eriibrigt sich. O

19. Topologisches iiber Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir die topologischen Eigenschaften von abstrakten Man-
nigfaltigkeiten besprechen. Insbesonders interessiert uns die Reichhaltigkeit der glat-
ten Funktionen auf ihnen. Das betrifft einerseits Trennungseigenschaften wie Haus-
dorff oder vollstandige Regularitét aber auch Begriffe wie Lokalkompaktheit, Separa-
bilitdt und Parakompaktheit und somit Partitionen der Eins, die wir bereits in
kennengelernt haben. Wir werden auch die Existenz endlicher Atlanten skizzieren und
damit erhalten, dafl jede hinreichend reguldre abstrakte Mannigfaltigkeit sich als kon-
krete Mannigfaltigkeit in einem Euklidischen Raum realisieren 1&3t. Dies zeigt zwar,
daB der Verzicht auf den umgebenden Raum nicht wirklich nétig war, aber dennoch
hilft er klarer zu erkennen, welches die intrinsischen (d.h. nicht vom umgebenden
Raum abhingigen) Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten sind.

19.1 Lemma (Topologie von Mannigfaltigkeiten).
Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, dann hat M folgende Eigenschaften:

1. MistTh, dh.x#y= 33U offen mitx € U undy ¢ U.

2. Jedes x € M hat eine abzihlbare Umgebungsbasis.

3. M ist lokal wegzusammenhdingend (d.h. x € M = 3 U,, sodaff Vy € U, gilt:
es gibt eine glatte Kurve, die x und y verbindet).

Beweis. Ad (1) Sei « # y und z € Bild ¢. Dann ist entweder y ¢ Bild ¢ und Bild ¢ ist
die gesuchte Menge. Oder es ist y € Bild ¢, dann sind ¢! (z) und ¢ ~!(y) verschiedene
Punkte im R™. Der R™ ist aber klarerweise T;. Also gibt es eine Teilmenge O C R™
mit ¢~ (x) € O und ¢~ (y) ¢ O. Wenn wir nun U = ¢(O) wihlen, dann ist y ¢ U.

(2) und (3) ergeben sich unmittelbar aus der lokalen Isomorphie von M und R™. (In
(3) wiihle im R™ ein Geradensegment von ¢~1(z) nach ¢~ 1(y).) O

19.2 Folgerungen (Zusammenhangskomponenten).

1. Die Wegzusammenhangskomponenten M; von M sind offen:
x € M; = AU, sodaf fiir alle y € U, gilt: y € M.

2. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und M; die Familie der Wegzusammenhangs-
komponenten von M. Dann sind die M; offen in M und also selbst (wegzu-
sammenhingende) C*°-Mannigfaltigkeiten und M = || M; (siche .
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19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN

Beweis. Die Atlanten fiir M; ergeben sich als

A; = {90‘50_1(1\41) NGNS A}

Diese Karten liegen in Apq., also liegt der kanonische Atlas von (L] M;, U A4;), in
Amaz- Da die Atlanten vertréiglich sind, ist insbesondere der von ihnen erzeugte ma-
ximale Atlas gleich. O

19.3 Definition (Dimension)

Bei wegzusammenhéngenden glatten Mannigfaltigkeiten kann fiir jede Karte derselbe
Vektorraum verwendet werden, denn die Ableitung des Kartenwechsels ist ein linearer
Isomorphismus, also ist die Dimension der modellierenden Vektorrdume gleich. Damit
ist die DIMENSION DER MANNIGFALTIGKEIT wohldefiniert.

Fiir topologische Mannigfaltigkeiten ist es sehr viel schwieriger ein analoges Resultat
zu erhalten!

19.4 Beispiel einer nicht-Hausdorff Mannigfaltigkeit

Die Menge M := (R \ {0}) U {01,02} mit folgendem Atlas ist eine Mannigfaltigkeit,
die nicht HAUSDORFF (kurz T, d.h. 2 #y = 3 U,, 3U,, sodaB U, NU, = 0) ist.

wl,

L
Der Atlas bestehe aus folgenden zwei Karten ¢; fiir i = 1, 2:
@i : R = RU{0:}, i(0) =0;, pi(t) =t fiir t #£0

Der Kartenwechsel ¢, ' o ¢y ist die Identitiit auf R\ {0} und damit auch glatt, d.h.
M ist eine C*°-Mannigfaltigkeit. Aber M ist nicht Hausdorff: Eine Umgebungsbasis
des Punktes 0; ist

{]—5,0[ U{0: U0 el e > o}.
Somit enthélt der Durchschnitt beliebiger Umgebungen von 0; und 03 ein punktiertes
Intervall |—¢, e[\ {0}.

So eine Situation kann klarerweise nur dann auftreten, wenn es keine gemeinsame
Karte fiir die in Rede stehenden Punkte gibt. (Sonst verwende man die gemeinsame
Karte und die 75— Eigenschaft des R™.) In [35] findet sich ein Beispiel fiir eine nicht
Hausdorff Mannigfaltigkeit, auf der jede glatte Funktion konstant ist.

18. Zerlegungen der Eins

Um aus lokalen Konstruktionen (wie sie z.B. in der Analysis behandelt werden) auch
globale zu erhalten benétigen wir eine Methode, diese lokal zu verkleben. Wir brau-
chen dazu “Gewichts”-Funktionen, d.h. Funktionen, die nur lokal nicht verschwinden,
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18. ZERLEGUNGEN DER EINS 18.2

grofler oder gleich 0 sind und zusammen sich auf 1 summieren. Das sind die soge-
nannten Partitionen der Eins, die wir in diesen Abschnitt behandeln.

18.1 Definition (Partition der Eins)

Sei M eine C'*°-Mannigfaltigkeit und U eine offene Uberdeckung von M. Eine U un-
terordnete GLATTE PARTITION DER EINS ist eine Menge F von glatten Abbildungen
M — {t e R:t >0} mit den Eigenschaften:

1. Die Familie {Trg(f) : f € F} ist lokal endlich, d.h. V p € U 3 U(p) sodaBl
{f € F: Trg(f) NnU(p) # 0} endlich ist. Dabei ist Trg(f) der Abschluf von
{z: f(x) # 0}

2. VfeF IUyel :Trg(f) CUs

3. Zfeff =1

18.2 Satz (Partition der Eins). Sei U C R" offen und seild eine offene Uberdeckung
von U. Dann gibt es eine C'*°-Partition der Eins, die U untergeordnet ist.

Beweis. Zuerst wollen wir bemerken, dafl es immer Funktionen mit beliebig kleinem
Trager gibt. Betrachten wir zum Beispiel die glatte Funktion h : R — R mit

1.
h(t) = et firt>0
Ofuirt<0

Wenn wir dazu nun ¢ : R” — R auf folgende Weise definieren: ¢(x) := h(r? — |z|?);
dann ist ¢ klarerweise auch glatt und ¢(x) > 0 fiir alle z € R™. Weiters gilt

px) =0 h(* -]z ) =0’ —|z* <0sr < |z,
das heifit also, der Tréiger von ¢ ist gegeben durch Trgp = {x : |z| < r}.
Jetzt wollen wir uns dem eigentlichen Beweis des Satzes zuwenden. Wir zeigen zuerst,
daB U (und in der Tat jeder separable metrische Raum) Lindel6f ist. Dabei heiit ein
Raum LINDELOF, wenn jede offene Uberdeckung eine abzihlbare Teilitberdeckung
besitzt.
Sei dazu U eine offene Uberdeckung von U. Sei weiters W € U und p ein Punkt
in W N Q" Dann wissen wir: Es existiert ein 0 < r € Q mit der Eigenschaft, dafl
Up(r) :={z: |x —p| <r} C W. Es gibt aber nur abzihlbar viele Punkte und Radien
mit dieser Eigenschaft. Diese Kugeln sind eine Verfeinerung von U und sie iiberdecken
U. Zu jeder solchen Kugel wihlen wir ein umfassendes W € U. Diese W sind eine
abzéhlbare Teiliitberdeckung von U (d.h. U ist Lindelof).
Sei U die gegebene offene Uberdeckung von U. Zu jedem x € W € U wihlen wir ein
r>0:{y:|ly—z| <r} CW. Nach obigem wissen wir, daf} es ein p € C*°(U,R) gibt
mit

Up:={y:ly—al <r} ={y:ely) # 0}

Diese Mengen bilden eine Verfeinerung von /. Da U Lindelof ist, kénnen wir schlieflen,
daB bereits abzéhlbar viele U, den Raum U iiberdecken. Seien nun Uy, U, ... diese
abzihlbar vielen U, mit zugehodrigen ¢1, @2, . ... Seien weiters W,, wie folgt definiert:

1
Wn::{xEU:gpn(m)>0/\g0i(x)<ﬁfiir1§i<n}.
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Es ist klar, da§ die W,, offen sind (durch stetige Ungleichung gegeben), und Teilmen-
gen von U, sind.

Die W, bilden eine Uberdeckung von U, denn zu jedem 2 € U existiert ein minimales
no mit ¢,, > 0. Dann ist aber z € W,,,.

Wir wollen jetzt beweisen, dafl die W,, lokal endlich sind. W&hlen wir « € U beliebig,
dann existiert ein n, sodafl x € U,. Sei ng das kleinste n mit der Eigenschaft, daf3
x € Up,. Nun definieren wir eine offene Umgebung um z:

U(x) = {y : ono(y) > 5¢m, ()} -
Falls Wy, N U(z) # 0, dann sei y im Durchschnitt dieser beiden Mengen gewiihlt und
es folgt:
eily) < g fiiri <k und  Fon, (%) < @n,(y).
Falls k so grof} ist, dafl % < WOT(w) und k grofler als ng ist, dann erhalten wir durch
< 390 (®) < ne(y) < %
einen Widerspruch. Also existieren nur endlich viele k mit Wi, N U (z) # 0.
Wir definieren eine glatte Funktion ¢, : U — {t : 0 < ¢} durch

Uula) 1= hpn(Dh(+ — 1(@)) (5~ pua (@),

und rechnen wie folgt
Un(@) #£0 < (%(x) > o) A (% — o1 (z) > o) Ao A (% — pn_1(z) > o) Sz eW,.

Da {W,, : n} lokal endlich ist, sind in der Summe ) | 1, lokal nur endlich viele
Summanden ungleich 0, und somit ist ¢ := Y.~ ¢, € C°°(U,R). Diese Funktion
verschwindet nirgends, da die {W,, : n € N} eine Uberdeckung bilden.

Nun definieren wir f,, := % € C*(U,R).

damit hétten wir Punkt (1) und (3) von
(2) folgt nun aus: Trg(f,,) € W,, C U, C Uy fiir ein Uy € U. O
Bemerkung

Dieser Beweis funktioniert fiir Lindel6f-Réume, in denen die Mengen der Gestalt
{z: f(z) # 0} mit f € C™ eine Basis der Topologie bilden.

18.3 Definition (Parakompaktheit)

Ein topologischer Raum X heiffit PARAKOMPAKT, falls es fiir jede offene [:Iberdeckung
U von X eine lokal-endliche Verfeinerung V gibt. D.h. V ist eine offene Uberdeckung
von X mit den Eigenschaften:

1. Fir alle VeV gibt es ein U € Y mit V C U (“Verfeinerung”).
2. Fir alle x € X gibt es ein U,, sodafl hochstens fiir endlichviele V' € V gilt:
U, NV #§ (d.h. ist lokal-endlich).
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Eine grofle Klasse von Beispielen fiir parakompakte Rdume liefert uns das

18.4 Lemma. Sei X ein topologischer Raum mit X = UnEN K,,, wobei K,, kompakt
ist in X und K,, C K7, . Dann gilt ist X parakompakt und Lindeldf.

Beweis. Wir definieren zuerst A, := K, 1 \ K2. Diese Menge ist kompakt. Die
Menge

U, = {Um(K;;+2 \ K, 1):U eu}

ist eine offene Uberdeckung von A,,. Sei U] eine endliche Teiliiberdeckung, dann ist
V = UpenU, eine offene Uberdeckung von X und eine Verfeinerung von U. Es ist
zu zeigen, dal V lokal-endlich ist. Fiir x € X gibt es ein n, sodal z € A,,. Nach
Konstruktion von V konnen nur Mengen aus U, _; UU,, UU),,; mit A, nicht leeren
Durchschnitt haben. Dies sind aber nur endlich viele, damit ist X parakompakt. Aus
der abzihlbaren offenen Uberdeckung V gewinnt man auch leicht eine abzihlbare
Teilitberdeckung von U, und somit ist X Lindelof. O

19.5 Lemma (Topologie von Hausdorff Mannigfaltigkeiten).
Sei M eine Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit, dann gilt:

1. M ist lokalkompakt (d.h. ¥ x € M 3 U,, sodaf8 U; kompakt ist; anders gesagt:
es gibt relativ-kompakte Umgebungen).

2. Die C*°-Funktionen M — R trennen Punkte. Sie trennen sogar Punkte von
abgeschlossenen Mengen (d.h. fir x ¢ A, wo A abgeschlossen ist, existiert ein
glattes f: M — R, sodaf f(x) =1 und f(y) =0 fiir alley € A). Insbesondere
ist M also vollstindig regquldr.

Beweis. (1) Sei z € M und ¢ ein Karte um 2 mit Dom¢ C R™ offen. O.B.d.A.
gelte p(0) = x. Sei W, C R™ eine Kugel um 0, wobei W,” C Dom ¢ kompakt ist.
Dann ist ¢(W,) eine offene Umgebung von z, und ¢(W,) ist kompakt in M, da ¢
ein Diffeomorphismus ist. Also ist ¢(W, ] = (W) und somit kompakt.

Ad (2) Sei z ¢ A und A abgeschlossen, dann existiert eine relativ-kompakte Umge-
bung W, von z, deren Abschlufl ganz in einer Karte ¢ liegt. Somit ist

o M) € o (Wa) S o (Wy)

wobei ¢~ (W,,) offen und ¢~!(W,) kompakt sind. Da ¢~ !(z) ¢ ¢~ 1(A) ist, gibt es
ein r, sodafl

{y eR™ :d(y, o~ (x)) <7} S ™' (W,) und
{yeR™ :d(y, ¢~ () <ryne~'(4) =0
Aus Satz wissen wir, dafl es eine glatte Abbildung f : R™ — R gibt, sodaf3
fle™ (@) =1und Trg f C {y € R™ : d(y, ¢ " (2)) <r}.

Setzen wir nun g : M — R mit

f(e™1(2)) falls z € Bild ¢
9(z) =

0 sonst.

Dann ist g(z) = 1 und A C (M \ Trgg), also g = 0 auf A. Da f und ¢ beide glatt
sind, ist auch g glatt. Das war die Behauptung. O
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19.6 Satz (Parakompakte Mannigfaltigkeiten). Sei M eine Hausdorff C°-
Mannigfaltigkeit, so ist dquivalent:

1. M besitzt C*°-Partitionen der Eins.

2. M ist parakompakt, d.h. zu jeder offenen Uberdeckung existiert eine lokal-
endliche offene Verfeinerung die M tberdeckt.

3. Jede Zusammenhangskomponente ist o-KOMPAKT, d.h. sie ist Vereinigung abzihlbar
vieler kompakter Teilmengen.

4. Jede Zusammenhangskomponente ist LINDELOF, d.h. zu jeder offenen Uberdeckung
existiert eine abzdhlbare Teiliiberdeckung.

5. M ist METRISIERBAR, d.h. es existiert eine Metrik, die die Topologie erzeugt.

Die Aquivalenz mit 5 soll hier nur erwihnt, spiter bewiesen werden. Fiir 5=2)
siehe [53] 1.3.8] und fir (3 = 5) siehe [63, 3.3.10].

Es wird auch oft Separabilitit vorausgesetzt, allerdings wurde in [T6] geziegt, daf es
nicht-metrisierbare separable normale Mannigfaltigkeiten gibt.

Bemerkung

Es besitzt nicht jede Hausdorff C'*°-Mannigfaltigkeit die oben genannten Eigenschaf-
ten, als Beispiel dient die “Lange Linie”: Sei 2 die Menge der abzéhlbaren Ordinal-
zahlen,

QO={1,2,3,...,w,w+1,...,202w+1,..., 0% +1,...,0°% ...

WY WY }.

Betrachtet man € x [0,1) \ {(0,0)}, versechen mit der lexikographischen Ordnung,
d.h. ((o,t) < (B,5)) © (o < B oder (¢ = B und t < s)). Diese “Linie” kann
mit der Ordnungstopologie zu einer C*°-Mannigfaltigkeit gemacht werden, die zwar
Hausdorff, aber nicht parakompakt ist. Siehe [78, Vol.I, Appendix A]

Beweis. (des Satzes)

(1 = 2) Sei U offene Uberdeckung und f, zugehérige Partition der Eins = V x
existiert U, sodaBl I := {a : Trg fo, N U, # 0} endlich ist (dies entspricht der 2.Be-
dingung fiir eine Partition der Eins). Somit ist (Trg fo )a, fiir a € I eine lokalendliche
Verfeinerung von U.

(2 = 3) Sei M; eine Zusammenhangskomponente. Es existiert eine Uberdeckung mit
relativ-kompakten Mengen (vgl. Lemma|(19.5)]). Diese kann, da M; parakompakt ist,
als lokal-endlich angenommen werden. Sei U so eine Uberdeckung, dann gilt sogar:

{U el :UNW # 0} ist endlich fiir jedes W € U,

denn zu jedem x € W existiert ein V,, sodafl V,, nur endlich viele U € U trifft. Da W~
kompakt ist, existiert eine endliche Teilitberdeckung {V,,,..., Vs, }:

Uve, 2wow

i=1
Nun gilt UNW = . Somit existiert ein ¢, sodaBl UNV,, # 0. Fiir endlich viele ¢ tritt
dieser Fall nur endlich oft ein. Also ist auch

{(Ueclt:UnW # 0}
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18. ZERLEGUNGEN DER EINS 19.9

endlich.

Wir wéhlen nun ein W7 € U. Sei W5 die Vereinigung iiber jene U € U, deren Schnitt
mit Wi 7£ ( ist.

Induktiv sei nun W,, die Vereinigung iiber jene U € U, deren Schnitt mit W,,_; #
ist. Jedes W; ist Vereinigung endlich vieler relativ-kompakter Mengen, also selbst
relativ-kompakt. Ist W := J,, W, so ist W offen. Wir wollen zeigen, da W = M;.
Dafiir geniigt es zu zeigen, dal M; \ W offen ist. Sei also z ¢ W, dann existiert ein
U € U mit z € U. Klarerweise gilt UNW = (), sonst gébe es ein n, sodal UNW,, # 0,
alsox € U C Wy,11 € W. Dies ist ein Widerspruch.

Nun ist also M; = WU(M;\W), und sowohl W als auch M;\W sind beide offen. Da M;
zusammenhéingend ist, mufl W oder M; \ W leer sein. Aber W # (), also M; \ W = 0,
und somit ist M; = W. Die Gleichung M; = J,, Wy, zeigt die o -Kompaktheit von
M;.

(3 = 4) Dies folgt aus|(18.4)| (und |(19.5))).

(4=1)1In wurde ein Beweis fiir die Existenz von C°°-Partitionen der Eins
gegeben, der als Voraussetzung Lindel6f und die Existenz von C°°-Funktionen mit
beliebig kleinen Tragern verwendet. Beides ist hier erfiillt. O

Zum Abschluf} dieses Exkurses in die Topologie noch einige Bemerkungen zur Dimen-
sionstheorie: (Fiir detailliertere Ausfithrungen siehe [19, General Topology])

19.7 Definition (Uberdeckungsdimension)

Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum. Man sagt die UBERDECKUNGSDIMENSION
von X ist hochstens n (kurz: UD-dim X < n), falls es zu jeder offenen Uberdeckung
von X eine offene Verfeinerung der Ordnung n + 1 gibt. (U heiit vON ORDNUNG
n+ 1, wenn der Durchschnitt iiber n + 2 verschiedene Mengen aus I immer leer ist.)
Die UD-dim X = n < UD-dim X < n, aber nicht UD-dim < n — 1.

19.8 Satz (Eigenschaften der Uberdeckungsdimension). Es gilt:

1. UD-dim[0, 1]™ = n.
2. Wenn A abgeschlossen in X ist, dann gilt

UD-dim A < UD-dim X.
3. Fiir eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung A von X gilt:
UD-dim X < sup{UD-dim A : A € A}.

Ohne Beweis, siehe [19] S.295,268,278]

19.9 Folgerung. Fiir jede m-dimensionale, parakompakte, Hausdorff Mannigfaltig-
keit M ist UD-dim M = m.

Beweis. M besitzt eine offene Uberdeckung durch Mengen ¢((0,1)™), wobei ¢ eine
Karte fiir M ist. Da M parakompakt ist, existiert eine lokal-endliche Verfeinerung
U. Sei U := {V": V € U}, so ist U eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung.
o~ 1(V) C [0,1]™. Da ¢ Homdomorphismus ist und somit die UD-dim bewahrt, gilt
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18. ZERLEGUNGEN DER EINS 19.10

unter Verwendung von [(19.8)

)
UD-dim V"= UD-dim ¢~} (V) < UD-dim[0, 1] ‘2 1,

3
UD-dim M < sup{UD-dimV": V'€ V},

also UD-dim M < m. Umgekehrt gilt: Ist ¢ : [0,1]™ — M Karte, so ist ¢([0,1]™)
abgeschlossen in M, also ist nach

@
UD-dim M > UD-dim ([0, 1)) = UD-dim[0, 1] < .

Zusammen folgt die Behauptung: UD-dim M = m. O

19.10 Folgerung. Sei M eine parakompakte und zusammenhdngende Hausdorff-
Mannigfaltigkeit. Sei O eine offene Uberdeckung von M, dann existiert ein p <
dim(M) + 1 und eine Verfeinerung von O folgender Gestalt:

V={V":i<pmneN},
sodaf VNV =0, ¥Vn#m.

Beweis. Nach ist die Uberdeckungsdimension von M gleich dim M, also exi-
stiert zur offenen Uberdeckung O eine Verfeinerung O’ der Ordnung p < UD-dim M +
1. Da M parakompakt ist, existiert eine lokal endliche Verfeinerung O@” und da M
nach Lindelsf ist, kénnen wir annehmen, da8 diese Uberdeckung ©” abzihlbar
ist. O.B.d.A. ist also O eine abzihlbare lokal endliche Uberdeckung der Ordnung p.

Wir zeigen nun mittels Induktion nach p, da8 jede solche Uberdeckung eine Verfei-
nerung der gewiinschten Form besitzt.

Dazu schrumpfen wir die Mengen in O zu einer kleineren Uberdeckung U. Das soll
heiflen, wir konstruieren fiir jedes O € O ein U € U mit U C O derart, daB die U
noch immer eine Uberdeckung bilden.

Dies kann induktiv geschehen: Sei O := {O,, : n € N}. Zwischen M \ |J,,~, On und
O; (erstere ist abgeschlossen, zweitere offen) schalten wir U; und U; und erhalten
eine Uberdeckung {U;} U {O,, : n > 1}. (Dies kann geschehen, da nach eine
C*-Funktion f existiert mit Tréiger in Oy, die auf M \ |J,;»; On identisch 1 ist. Nun
erhilt man U; etwa durch Uy := {x : f(z) > 1/2}.) Im zweiten Schritt finden wir

genauso ein Uy zwischen M \ Uy UlJ,,», O, und O3; und so weiter.

Nun betrachten wir die beiden Familien:

Vp := die Menge der Durchschnitte von je p der O € O,
A, = die Menge der Durchschnitte von je p der U fiir U € U

und bezeichnen ihre Vereinigungen mit V, :=JV, und A4, :=J A4,.

Im folgenden Bild sind die groflen Scheiben die Mengen in O, die kleinen Scheiben
jene in U, die dunklen “6-Ecke” sind die Punkte die in genau einem O € O liegen, die
Punkte in den n#chst helleren Streifen liegen in genau 2 der O’s, die néchst helleren
“3-Ecke” liegen in genau 3 der O’s (sind also die Elemente von V,) und die weiflen
“Dreiecke” sind die Elemente von A,.
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Es ist V, eine Familie offener disjunkter Mengen, denn angenommen zwei verschiedene
Mitglieder von V, hétten nichtleeren Durchschnitt, so hétten zumindest p 4+ 1 der
O € O nichtleeren Durchschnitt, und das ist ein Widerspruch. Folglich ist V, € M
offen.

Die Familie A, besteht aus abgeschlossenen Mengen und ist lokal endlich, da die
entsprechenden Elemente von V, disjunkt sind. Somit ist A, als lokal endliche Verei-
nigung abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen und es gilt A, C V.

Wir behaupten nun, da8 & eine abzihlbare lokal endliche Uberdeckung von M \ 4,
der Ordnung kleiner als p ist.

Angenommen, es gibt p Mengen in U, deren Durchschnitt — eingeschriankt auf M \
A, — nicht-leer ist, so ist ebendieser Durchschnitt auch im Durchschnitt der nicht
eingeschrankten Abschliisse enthalten und liegt also nach Konstruktion in A,. Das
ist ein Widerspruch.

Nach Induktionsvorraussetzung existiert also eine Verfeinerung der Gestalt {V;" : i <
p, n € N} von U, welche M \ A, iiberdeckt und soda8 V/* NV =0V i < pV n # m.
Zusammen mit der disjunkten Familie V,, =: {V," : n € N} bilden diese Mengen dann
die gewiinschte Verfeinerung von O. O

19.11 Folgerung (Endlicher Atlas). Jede zusammenhdingende, parakompakte, m-
dimensionale, glatte Hausdorff Mannigfaltigkeit von Dimension m besitzt einen Atlas
mit hochstens m + 1 Karten.

Beweis. Sei O eine offene Uberdeckung einer solchen Mannigfaltigkeit M mit Bildern
©(U) von Karten ¢ : U — M mit offenen U im R™. O.B.d.A. sei O abzihlbar (M
ist Lindelof), d.h.

O ={¢:i(U;) : i € N},
wobei wir die U; als disjunkt annehmen kénnen. Es gibt nacheine Verfeinerung
der Gestalt:

{OF :i<p, neN},
wobei p < dim M +1 und fiir m # n : O NOM™ = 0. Zu O} gibt es ein diffeomorphes
U C R™, vermittels einer gewissen Karte ¢}'. Wir definieren nun

Uur - Jor
@; - n n

z ¢ (z) € OF,
falls « € U*. So sind die ¢; Diffeomorphismen, deren Bilder M iiberdecken, d.h.:
{p; : 1 <1i<p}ist ein C°-Atlas. O

Als einfache Folgerung werden wir in |(21.13)| zeigen, dafl jede solche Mannigfaltigkeit
bis auf einen Diffeomorphismus als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisiert werden
kann.
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III. Tangentialraum

In diesem Kapitel werden wir den Begriff der Ableitung auf Abbildungen zwischen
Mannigfaltigkeiten iibertragen. Da Ableitungen Richtungsvektoren ineinander iiberfiihren,
wirken sie nicht zwischen den Mannigfaltigkeiten sondern den ebenso zu besprechen-

den Tangentialriumen. Als Anwendung werden wir dann erste einfache infinitesi-
male Eigenschaften wie Immersivitdt und Submersivitdt von Abbildungen bespre-
chen. Unter zusétzlichen lokalen bis globalen Eigenschaften erhalten wir dann Fin-
bettungen, Faserbiindel und als Spezialfall die bereits im ersten Kapitel angerissenen
Uberlagerungen.

20.1 Satz (Beschreibung des Tangentialraums).
Sei M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und p € M. Dann sind folgende Teilmengen
des R™ ident:

1. Bild ¢'(0), wobei ¢ eine lokale Parametrisierung von M mit o(0) = p ist.

2. {d(0):c: I — M glatt, ¢(0) = p, I ein offenes Intervall mit 0 € I}.

3. Ker f'(p), wobei f eine regulire Gleichung ist, die M lokal um p beschreibt.
4. Graph ¢ (p), wobei M lokal um p als Graph der Funktion g beschrieben wird

mit p = (p, 9(p))-

20.5 Definition (Derivation)
Eine Abbildung 0 : C*°(M,R) — R heifit DERIVATION iiber z, wenn sie linear ist
und die Produktregel erfiillt, d.h. fiir f,g € C*°(M,R) und « € R gilt:

1. O(f+g)=0f+0g

2. daf)=a-0f

3. 0(f-g)=0f g(x) + f(x) - Og
Mit Der,(C*°(M,R),R) bezeichnen wir die Menge aller Derivationen iiber p € M.
Beziiglich der punktweisen Operationen, ist dies ein Vektorraum.

20.6 Satz (Tangentialvektoren als Derivationen). Die Abbildung
T,M x C*(M,R) — R
(v, f) = (Tpf)(v)
induziert einen linearen Isomorphismus

T,M — Der,(C*°(M,R),R)

T ema(sfe @n)
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III. TANGENTIALRAUM 20.6

Fiir jedes glatte f : M — N entspricht der Tangentialabbildung T, f von f via ®
folgende Zuordnung auf der Seite der Derivation:

®p

T,M Der,(C*(M,R),R) > 0
T, f )"
® P 00 *
Ti(pyN ——% Derj(,) (C=(N,R), R) 5 (g d(go f))=0o f

Beweis. Wohldefiniertheit: Die Abbildung T,M x C*(M,R) — R, (v, f) —
(Tpf)(v) ist klarerweise bilinear, also induziert sie eine lineare Abbildung T,M —
L(C>(M,R),R) durch v — (f — (T},f)(v)). Diese Abbildung hat Werte im Raum der
Derivationen iiber p, denn seien f,g: M — R zwei glatte Funktionen und v € T, M

dann gilt nach der Produktregel
(f-9) =Tp(f - 9)() = f(p) - (Tp9)(v) + 9(p) - (Tp.f)(v).

Sei f: M — N glatt und x € M. Dann kommutiert obiges Diagramm, denn fiir
v € T;M und g € C®(N,R) ist ((z) 0 Tuf)(v)(9) = (Ty@)9)(Tuf)(v)) = (Tu(g 0
W) =09(go f), da d:= ®,(v) auf h € C°(M,R) durch 9(h) = (Th)(v) wirkt.
Lokalitét von Derivationen: Wir zeigen zuerst, daf jede Derivation 0 von C*° (M, R)
iiber p € M ein lokaler Operator ist, d.h. der Wert 9(f) nur von f € C*°(M,R) nahe
p abhéngt.

Seien also f1, fa € C°°(M,R) mit f; = f5 nahe p vorgegeben. Sei f := f; — fo und
sei g € C*°(M,R) so gewihlt, dafl g(p) = 1 und daf der Tréger von g in der Menge
der z mit f(z) = 0 enthalten ist. Dann gilt:

0=0(0)=0d(g-f) = @'8(f) +L(Q-3(g) =o(f).

1 0

Daraus ergibt sich auch, dafl 9(f) = 0 fiir alle konstanten Funktionen f, denn 9(1) =

0(1-1)=1-9(1)+0(1) - 1, also 9(1) = 0.

Bijektivitit fiir offene Teilmannigfaltigkeiten: Wir wollen zuerst fiir den Spe-
offen

zialfal 0 = p € M = U C R™ die Bijektivitdt von ® beweisen. Sei (e;)7%, die

Standardbasis im R™ ist, dann kann jeder Vektor v € T,M = R™ in der Basis als

v =3, v'e; entwickelt werden. Betrachten wir nun

®:T,M > v+ 0, € Der,(C*(M,R),R)

mit 9,(f) == (L,£)(v) = f'(p)(v) = > _(3:if)(p) - V',

i=1

wobei 0; f die i-te partielle Ableitung von f ist, d.h.
@) p) = & |y Fo+te’) = f'(p)(e").
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Also ist die Derivation 0,, nichts anderes als “Richtungsableitung d,, in Richtung v zu
nehmen” und @ ist injektiv, denn die Komponenten von v kénnen vermoge

m

51;(Prj) = Z (0 Prj)(p) vt =

aus 0, eindeutig rekonstruiert werden.

Umgekehrt ist & aber auch surjektiv, denn fiir 9 € Derg(C*(U,R),R) und f €
C>=(U,R) folgendes:

1 1
fla)=10) = [ Flm)@e= [ S @)yt

m 1
= le/ (0; f)(tx)dt fiir x nahe 0.
i=1 0

—_—
=:h;(z)

und weiters, da 9 ein lokaler Operator ist,

(9:£)(0) =0

Also ist O(f) = 0, (f) = ®(v)(f) fiir alle f.

Bijektivitit im Allgemeinen: Sei nun M eine Mannigfaltigkeit, p € M und ¢ eine
lokale Parametrisierung von M zentriert bei p. Folgendes Diagramm zeigt, dafl @,
eine Isomorphismus ist:

R ————— T,U oo T,MC— > Rn

(o2} l/ = ®p \L
(incl*)*

Derg(C (U, R), R) —“% Der, (€ (o(U), R), R) "> Der, (C (M, R), R)

R

Dabei ist Top ein Isomorphismus nach D ist einer wegen des Spezialfalls;
() : 0 (f — 6(f o)) ist einer, da ¢ : U — ¢(U) ein Diffeomorphismus ist; und
schliefSlich ist der rechte untere ein solcher, da Derivationen lokale Operatoren sind;
Also ist auch ®, ein Isomorphismus, und somit der Satz bewiesen. O

Wir konnen den Satz|(20.6)| nun dazu verwenden um den Tangentialraum abstrakter
Mannigfaltigkeiten wie folgt zu definieren:

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 25



III. TANGENTIALRAUM 20.8

20.7 Definition (Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit)

Unter dem TANGENTIALRAUM einer abstrakten Mannigfaltigkeit M bei p versteht
man den Vektorraum

T, M := Der,(C*(M,R),R).
Ist f € C*°(M,N) und p € M, dann heifit die durch
O (Tpf)(0):g+— 0(go f)) fir 0 € T,M und g € C*(N,R)

definierte Abbildung T}, f = (f*)* : T,M — T,y N, die TANGENTIALABBILDUNG von
M bei p.

20.8 Basen des Tangentialraums

Wenn wir wie fiir Abbildungen zwischen R™’s die Ableitung einer Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten als Matrix (also als Jacobimatrix) schreiben wollen so benétigen
wir eine Basis. Aber selbst wenn wir im umgebenden Vektorraum eine Basis gewihlt
haben, so bekommen wir noch lange keine ausgezeichnete Basis des Tangentialraums.
Wir kénnen aber wie folgt vorgehen. Sei dazu M eine Mannigfaltigkeit, p € M und
¢ eine Karte von M zentriert bei p. Dann ist Top : ToR™ — T,M ein linearer
Isomorphismus nach falls M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ ist, aber auch im
allgemeinen Fall einer abstrakten Mannigfaltigkeit, da fiir diese ganz leicht zu
zeigen ist. Die Standardbasis (e;); des R™ wird durch den Isomorphismus @ : R™ =
Dero(C*(U,R),R) auf die Basis der partiellen Ableitungen (9;)7, in ToU = ToR™
abgebildet. Der Isomorphismus Ty bildet diese Basis weiter auf eine Basis (971, :=
Top(e;))™ in T,M ab. Im Fall einer Teilmannigfaltigkeit A/ C R”™, sind dies gerade
die partiellen Ableitungen (Top)(e;) = (9:¢)(0) = ¢’(0)(e;) der Parametrisierung .
Seien (ul,...,u™) := o1 die zu ¢ gehorenden lokalen Koordinaten, dann bezeichnen
wir 97|, € T,M = Der,(C>(M,R),R) auch als % , s driickt die Schreibweise
97 zwar deutlicher aus, daf§ diese Derivation von der Karte ¢ abhiéngt und nicht,
wie man der Bezeichnungsweise % falschlicherweise entnehmen kénnte, nur von der

i-ten Komponente u' der Umkehrfunktion ¢~ = (u!,...,u™). Die Bezeichnung 2
ist allerdings die iiblichere und macht auch keine Probleme, falls man sie nur als (a@u)i
und nicht als % interpretiert. Es gilt:

)(f) = (Tow)(8ilo)(f) = 9i(f 0 ¢)(0).

9
( ou’

p

Also wirkt %
in die i-te Richtung e;. Ist ¢ nicht bei p zentriert, dann ist

(f) =0 1p(f) = Bi(f o ) (¢~ () fir f € C(M,R)

v auf f durch partielles Ableiten der Kartendarstellung f o ¢ von f

o
Ou’

p
und insbesonders ist

1o}

2 | () = 0i(w! 0 p) (9™ () = 9;(pr?)(0) = 6.

p
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20.9 Transformationsverhalten von Tangentialvektoren

Sei nun g € C°°(M, N) und seien o~ ! = u = (u!,...,u™) lokale Koordinaten von M
bei p, ebenso seien ¢! = v = (v!,... v") lokale Koordinaten von N bei g(p). Wir
wissen, daB Tpg : TyM — Ty N linear ist und (52 p) eine Basis von T, M sowie
(2 f(p)) eine von T,y N ist. Wie sieht nun die Matrixdarstellung [T),g] von Tpg
beziiglich dieser Basen aus?

Da nach Definition von 7},g und wegen das folgende Diagramm kommutiert

(3'(0)

R™ : R"
o | = @\LZ
Uv—2svy Derg (C* (U, R), R) —2% > Dero(C(V,R), R)
M—t-N Der, (C(M,R),R) —% Der,) (C™(N,R), R)

werden die entsprechenden Basen wie folgt abgebildet:

%

@) (0).,
s

(0)(e:) =132, 0:5° (0) - ¢;

0; —2 (Tyg)(9;) ——= X2, 0,7 (0) - 9
Totpii T(ﬂbli
Tp .
0f —E (T,9)(0) == Y2, 0,57 (0) - &7

Fiir die Komponenten von Tangentialvektoren erhalten wir also folgendes: Es sei
£=3,807 € T,M. Dann ist

(T9)(©) = (Tog) (3¢ - 07)
=3¢ (1,0)09) - >e- > ag 00
=S (X ¢ag) -0
7N
Die Komponenten von n =Y, 70" 1= (T,,)(&) € Ty(»)N sind somit durch
W =2 807 0)

geben, bzw. in Matrizen-Schreibweise

n' 01g*(0) ... 9,g"(0) £t

)\ ... 0ng©0) \em
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also gerade durch Multiplikation mit der Jacobi-Matrix der Koordinatendarstellung
g:w_logogavong.

Wiéhlen wir insbesonders g = idj; und zwei Karten ¢ und v zentriert bei p € M.
Dann ist g der Kartenwechsel von den Koordinaten (ul,...,u™) := ¢~! zu den
Koordinaten (v',...,v™) = ¢~!. Wenn wir die Formel (7,9)(87) = > 9:57(0) - ('9;1’
formal als Multiplikation von Matrizen auffassen, dann ist

of 01gt(0) ... 91g™(0) oy
%, Omg*(0) ... 9mg™(0) a;ﬁ

also erhalten wir die Basis (9;) aus der Basis (8?) indem wir mit der transponierten
Jacobimatrix des inversen Kartenwechsels von ¢ zu ¢ multiplizieren.

Wenn wie nun 821- = 0, % = 8;-1’ und gufi = 8?ﬂf setzen und beachten, dafl

(O)1p(f) = 9i(f o ) (¢~ (p)) ist und somit
9i(g°)(0) = 0i(¥™ o g o)) (9™ (p)) = i(v) 0 g o ) (¢ (p)) = 7 (v © g)(p)
gilt, dann besagt obige Formel, dafl
0 ol 0

Aut - out  ovi

bzw. in Matrizenschreibweise:

) out ou™ )
ovl ovt T ovl oul
9 du' ou™ 9
dum™ o Dom oum
und
1 vt vt 1
n Jul  c Gum 3
m o™ o™ m
N oul Tt Qum f

20.10 Beispiel

Sei M = R3. Wir wihlen 3 verschiedene Koordinatensysteme:

(1) KARTESISCHEN KOORDINATEN z, y, z mit zugehorigen Basisvektoren: a@, 8@7
) Dy

o)

E.
. e . )
(2) ZYLINDERKOORDINATEN 7, ¢, z mit zugehorigen Basisvektoren: o, 350 B

(3) KUGELKOORDINATEN R, ¢, ¥ mit zugehdrigen Basisvektoren: %, %, %.

Fiir den Kartenwechsel und die Jacobimatrizen der Kartenwechsel erhalten wir fiir
(2) = (1):x=r-cosp,y=r-sing,z==z2

dz  Odxz Oz .

or 9¢ 0= cosp —r-sing 0

9y 9y Oy | _ :

or 9y 9. | = [sing  r-cosp 0],
9z 9z 0z 0 0 1
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fiir 3) = (2):r=R-cost, z=R-siny

or or or .

9R 0p OY cosyy 0 —R-siny
99 Op D¢ 0 1 0

OR Oy oY ’

oz 0z oz i .
2 8 5 sinyy 0 R-cosy

und schlieBlich fiir (1) — (3) : R = /22 4+ y2 + 22, ¢ = arctan(y/x), 1) = arccos(z/y).
]?as Ausrechnen der Jacobimatrizen des Kartenwechsels iiberlassen wir dem Leser als
Ubung.

Es gibt auch die Mdoglichkeit, den Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit
geometrischer zu beschreiben.

20.11 Lemma (Tangentialvektoren via Kurven).

Sei CP(R,M) := {c € C®(R,M) : ¢(0) = 2} die Menge der glatten Kurven durch
x € M. Fir eine solche glatte Kurve ¢ und eine glatte Funktion f : M — R sei
0:(f) := (f o ¢)'(0). Dann definiert ¢ — 0. eine surjektive Abbildung

0: CP(M,R) — Der, (C*°(M,R),R).

Wir kénnen also Ty M mit C° (R, M)/ ~ identifizieren, wobei ~ folgende A quivalenzrelation
auf C (R, M) ist:

cp~ey & VeC®(M,R): (focr) (0)=(foc)(0).

Die Tangentialabbildung einer glatten Funktion g : M — N sieht in dieser Beschrei-
bung so aus:

(T29)(0e) = Dgoc-

Dies entspricht also der Beschreibung von T,M fiir Teilmannigfaltigkeiten des R™
in (2) von Sie hat allerdings den Nachteil, die Vektorraumstruktur von T, M
nicht erkennen zu lassen.

Beweis. Die folgende Rechnung zeigt, dafl 0. eine Derivation iiber x ist:

0./ +9) = (T +9)0c) 0 = ((fo0) +(g00)) (0)
= (f o) (0) + (go) (0) = ef + oo

(

=

A)()

(
(foc)(0)=A-0.f
(f-a)oc) 0= ((foe)-(go)) (0)
—Qf ¢)(0) - (g0 )(0) + (f o )(0) - (g o) (0)
(0.) - 9(x) + (09) - /()

Um zu zeigen, dafl die Zuordnung ¢ — 0. surjektiv ist, wéihlen wir lokale Ko-
ordinaten ¢=' = (ul,...,u™) zentriert um x € M. Jedes Element von T,M =
Der, (C*(M,R),R) hat dann die Gestalt 37" | &2+ Wir definieren nun eine (lokale)
Kurve ¢ : R — M durch c(t) := o(t&t, ... t€™), d.h. ui(c(t)) :=t& firi=1,...,m,
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dann gilt fir f € C*°(M,R):

(FocV©) = ((Fog) o™ 00) ©) = (Fop)(0)((p~ 0 (0)
= (fo@)(0)(E...€™) = 3 8i(f 0 @) (0)¢’

=Y (N =D 5=
=1 =1

Somit ist J. das vorgegebene Element von T, M, mit dem einzigen Schonheitsfehler,
daB ¢ nur lokal definiert ist. Da aber obige Rechnung nur vom Aussehen von ¢ nahe
0 abhéngt, kdnnen wir ¢ so umparametrisieren, dafl sich nahe 0 nichts dndert, aber
¢(t) ganz in Dom(p) bleibt.

DaB T, g die angegebene Gestalt hat ergibt sich sofort aus:

(To0)(00)) (f) = 0e(f og) = ((fog) o) (0)
( ) ( )
= (fo900) O =0,eclf). O

Vor allem unter Physikern ist auch folgende Beschreibung des Tangentialraums iiblich:

20.12 Lemma (Tangentialvektoren via Koordinaten). Fiir jede lokale Para-
metrisierung ¢ von M zentriert um x seien die Koordinaten (5;);11 eines Vektors
& € R™ s0 vorgegeben, dafl sie sich richtig transformieren, d.h. fir je zwei Karten
©1 und o mit Kartenwechsel ) = py ' oy gelte £, = ' (0)&,,, oder in Koordinaten
faz = Z;nzl @W(O)gél. Dann entspricht diesem Koordinaten-Schema ein eindeutiger

Tangentialvektor in T,M und umgekehrt.

Ist g: M — N eine glatte Funktion, so bildet T, f solch ein Schema &, € R™ auf das
Schema ny, € R™ ab, mit ny = (=1 o f o) (0)(&,).

Beweis. Sei {, € R™ fiir eine lokale Parametrisierung ¢ vorgegeben und seien

(ul,...,u™) := o1 die zugehorigen lokalen Koordinaten. Dann definieren wir ei-

ne Derivation d¢ € T, M durch 0¢ := Z:’;l 5:'0 a?n' Diese Definition macht Sinn, d.h.
ist unabhéngig von der Wahl der Karte ¢, denn die £, transformieren sich genauso

wie die Koeffizienten einer Derivation beziiglich der Basen (%)

Umgekehrt bilden die Koeffizienten 5; einer Derivation 0 € T,M beziiglich der
zu o = (ul,...,u™)"! gehorenden Basis (%), genau ein richtig transformierendes
Koordinaten-Schema.

DaBl T,g diese Schemata auf angegebene Weise abbildet, folgt sofort aus der Ko-

ordinatendarstellung von T, f beziiglich der Basen (%) und (%) von T, M und
Ty(z)N. O

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 30



III. TANGENTIALRAUM 21.2

21. Immersionen

Wir wollen in den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels die Tangentialabbildung
verwenden, um spezielle Eigenschaften von glatten Abbildungen zu studieren. Insbe-
sondere interessieren wir uns fiir den richtigen Begriff von “Unterobjekten” sowie
“Quotientenobjekten” von Mannigfaltigkeiten.

21.1 Definition (Immersionen und Submersionen)

Es sei f € C°(M,N), wo M, N Mannigfaltigkeiten sind. Dann heif}t:
J REGULAR :¢& rang(T% f) ist maximal, d.h. = max{dim T, M,dim Ty N}, ¥V x € M;
f IMMERSIV :& T, f ist injektiv V a € M;

f SUBMERSIV :& T, f ist surjektiv V z € M.

Man beachte, daf eine Abbildung genau dann immersiv ist, wenn sie regulir ist und
dim M < dim N gilt. Ebenso ist sie genau dann submersiv, wenn sie regulédr ist und
dim M > dim N gilt.

21.2 Rangsatz. Fs sei f € C°(M,N) und sei rangT,f =r V x € M.
Dann ezistiert eine Karte ¢ um x und eine Karte o) um f(x), sodaf die lokal definierte
Abbildung:
w—lofo(p:Rerm—r_)Rern—r
die Gestalt (z,y) — (z,0) hat.

Beweis. O.B.d.A. sei M =R™ N =R", 2 = 0 und f(x) = 0. Die Idee des Beweises
besteht darin, dafi f lokal ungefihr wie die Ableitung f’(0) aussieht, und diese ist
als lineare Abbildung vom Rang r bis auf Basiswechsel von der Form (z,y) — (z,0).
Sei ndmlich Fy := Bild(f/(0)), Fy := Fit, By := Ker(f'(0)) und E; := Ej-. Es ist
r = rang f/(0) = dim(F}) und somit dim(E;) := m — dim(Es) = dim(F;) und die
Komponenten-Darstellung von f/(0) : E; & Fy — F; @ F, hat folgende Gestalt:

, A 0
o= (5 o).

mit invertierbaren A € L(Ey, Fy). Wenn wir f = (f1, f2) schreiben, dann ist A =
81 fl (07 O)

Wir versuchen nun durch lokale Diffeomorphismen die Abbildung f auf die gewiinschte
Form zu bringen. Dazu betrachten wir zuerst eine leicht modifizierte Variante von
f nimlich die durch ¢=! : (z1,22) — (fi(21,72),72) gegebene glatte Abbildung
ol Bl ® Ey, — F| ® Fy (die Bezeichnungsweise als Inverse werden wir gleich
rechtfertigen). Die Jacobi-Matrix von ¢~! in 0 sieht wie folgt aus:

. 21£1(0,0) 0

1y\/ _ 1J1\Y,

@0 = (500 1)

Also ist (¢~1)'(0) invertierbar und wegen dem inversen Funktionen Satz ist

¢~ 1 ein lokaler Diffeomorphismus. Sei ¢ der zu ¢! inverse lokale Diffeomorphismus

und sei g := f o, dann hat g = (g1, g2) folgende Gestalt:
9(y1,y2) = (y1,92(1,0)).
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Denn
r = (z1,72) = p(y1,Y2) =
y=(y1,92) = ¢ (x1,22) = (f1(z1,22),22) =
y1 = fi(w1,72) = (fi(e(y1,v2)) = 91(y1,92)-

Weiters gilt Rang ¢'(y) = Rang f'(¢(y)) = r, da ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist.
Also ist in der Komponenten-Darstellung von ¢'(y)

oy id 0
9 = (3192 3292>

die rechte untere Ecke d2g2 = 0 und somit g2(y1,y2) = 92(y1,0). Um nun die zweite
Komponente von g zu 0 zu machen setzen wir mir der Abbildung ¢! : Fy @ Fy, —
Fy ® F» (die Bezeichnungsweise als Inverse werden wir ebenfalls gleich rechtfertigen)
definiert durch

Yy, y2) = (1,92 — 92(11,0))
zusammen. Die Komponenten-Darstellung von (1) ~!)/(z) ist gegeben durch

—1y\/ id 0
Y () = (algz(yho) id)

und somit ist ¢! ein lokaler Diffeomorphismus, also wirklich das Inverse eines ).
Weiters gilt
(W™ o fop)(mi,w2) =¥ (Y1, g2(21,0))
= (1,92(71,0) — g2(21,0)) = (21,0) O

21.3 Folgerung (Charakterisierung von Diffeomorphismen). Fiir glatte Ab-
bildungen f gilt:

f ist Diffeomorphismus < f und alle T, f sind bijektiv.

Beweis. (=) Die Abbildung f ist klarerweise bijektiv. Dal auch T, f bijektiv ist,
haben wir in bereits gezeigt.

(<) Die Abbildung g := f~! ist wohldefiniert und stetig, da f als lokaler Diffeomor-
phismus offen ist. Nach dem Rangsatz existieren also Karten ¢ und ¢ um x bzw.
f(x), sodaB f(Im(p)) € Im(x)) und ¥p~! o f o ¢ = id. Es kann O.B.d.A. folglich
Dom ¥ = Dom ¢ gewéhlt werden.

Bild p — > Bild

ETW 4%

R™ <—3Dom<pl—d>Dome—>Rm

Somit ist z — f71(2) = (p o~ 1)(2) glatt auf Bildy und f ein Diffeomorphismus,
da 1~ eingeschrinkt auf Bild ¢ einer ist. O
Nach dem Rangsatz|(21.2)[sehen Immersionen bzgl. geeigneter Karten ¢ zentriert bei

x € M und 1) zentriert bei f(x) € N mit f(Bild ¢) C Bild ¢ wie die Inklusion R™ —
R™ aus, also ist f am Bild von ¢ injektiv und f(Bild¢) = ¢(Bildincl) =: ¢(R™),
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und damit ¢ = f|1§111d¢ ofop= f|gilld(p o oincl = f|]§i11d@ o 9|gm. Dies zeigt mit
U, := Bild ¢ die Richtung (=) von

21.4 Proposition (Charakterisierung von Immersionen).

Sei f € C°(M,N), dann ist f immersiv< Vo € M 3 U, offen in M und eine Karte
Y zentriert bei f(x) in N, sodafs f|az1 ot|gm : Domyp NR™ — U, ein wohldefinierter
Diffeomorphismus (und somit eine Karte von M) ist.

Bild feph =10,

E-FYBaIld 1y b

£l fBA1d 14

:P= f'l'i'q!-'|n- q!-
R:“-"
doen 145}
dom feph inj, o fep b
o
o | E"

Beweis. (=) habe wir eben gezeigt.

(<) Zu zeigen ist, daB T, f injektiv ist. Die Kartendarstellung von f beziiglich der
Karte f|ai o |gm von M um z und der Karte 1) von N um f(z) ist aber gerade die
immersive Inklusion incl : R™ — R", denn f o f|[}i o Ylgm = Plgm = 9P o incl weil
nach Voraussetzung f|y, : U, — ¥ (R™) bijektiv ist. O

21.5 Folgerung. Es sei f € C*°(M, N) eine Immersion und g : P — M eine stetige
Abbildung mit fog € C>*(P,N).
= g st glatt.

Beweis. Sei z € P und ¢ eine Karte um f(g(z)) wie in mit zugehoriger
Umgebung U, von x = g(z). Die stetige Abbildung g hat lokal Werte im Bild der
Karte ¢ := f|lj: 0 t|gm und somit gilt: fog C* = inclop~tog=19"1o fogist
C*> lokal um x = ¢! o g ist C* lokal um z = g ist C* lokal um z. O
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21.6 Bemerkungen

(1) Dabei ist die Stetigkeit von g wesentlich: Sei ndmlich ¢ : |—-m, 7] — |-m, 7,
definiert durch

Tm—tfurt>0
g:t— 0 firt=0
—rm—tfurt<o0

und f: (—m,7) — R? definiert durch f(t) := (sint, — sin 2t)

N O

Dann ist f o g glatt, aber g ist nicht stetig, ergo auch nicht glatt.

(2) Eine Mannigfaltigkeit M, die Teilmenge einer Mannigfaltigkeit N ist, heifit M-
MERSIVE TEILMANNIGFALTIGKEIT, falls die Inklusion incl : M — N eine Immersion
ist. Eine immersive Teilmannigfaltigkeit ist im allgemeinen keine Teilmannigfaltigkeit

im Sinn von [(21.12)t f : R — R? aus|(21.6.1)|ist eine injektive Immersion, aber f(RR)

ist keine Teilmannigfaltigkeit des R?. Die Umkehrung stimmt schon, siehe [(21.11

(3) Die Mannigfaltigkeitsstruktur einer immersiven Teilmannigfaltigkeit ist im allge-
meinen nicht durch die von N festgelegt wie (1) zeigt.

21.7 Definition (Initiale und finale Abbildungen)

Sei f € C*°(M, N). Die Abbildung f heifft INITIAL :< fiir jede Abbildung g : P — M
mit der Eigenschaft, dafl f o g glatt ist, g selbst glatt ist.

Die Abbildung f heifit FINAL :< fiir jedes g : N — P mit der Eigenschaft, dal g o f
glatt ist, g selbst glatt ist.

21.8 Satz (Charakterisierung initialer Immersionen).
Sei f: M — N glatt. Dann ist f eine initiale Immersion < fiir jedes x € M existiert
eine Karte ¢ zentriert um f(x) € N, sodafl

f~toelgm : Domeyp NR™ — ffl(Coo—Wegkompf(z)(Bildf N Bild y))

ein wohldefinierter Diffeomorphismus ist.
Dabei sei C*°-Wegkomp, (A) := {c(1) : c € C*®(R, A) mit ¢(0) =} fir ACN.
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i)
Bild fiph =10, £70 Rl )
— -
I T
S TRy £ M
E-LBAld fa4h )
:P= f'l'i'q!-'|n- q!-
R:ﬂ-ﬂ
doen 14
dom feph inj, o fep b
o
0 E" E"

Beweis. Man bemerke zuerst, daf3
S~ otlrm : Dom ¢ NR™ — f~1(C°- Wegkomp () (Bild f N Bild 1))

genau dann eine wohldefinierte Bijektion ist, wenn f injektiv auf dem Urbild von
Y(R™) ist und (R™) = C°°- Wegkomp () (Bild f N Bild ¢) gilt.

(<) Wir beweisen zuerst, dafi f Immersion ist, dabei geniigt es zu zeigen:
U, := f~1(C™- Wegkomp , (Bild f N Bild¢)) € M ist offen

(wegen der Charakterisierung von Immersionen).

Sei z € f~Y(C°e- Wegkomp s,y (Bild f N Bild¢)). Wir zeigen, daf8 die offene Um-
gebung C°°- Wegkomp, (f~1(Bild+)) in dieser Menge enthalten ist. Sei dazu y €
C°°- Wegkomp, (f~1(Bild+)), d.h. eine glatte Kurve ¢ : R — f~}(Bild) existiert
mit ¢(0) = z und ¢(1) = y. Die Abbildung f o c: R — Bild+ N Bild f ist glatt, und
es gilt

(foc)(0) = f(2) € C*°- Wegkomp(,y(Bild f N Bild ), also auch f(y) = (foc)(1).

Wir zeigen nun, dafl f initial ist. Sei dazu g : P — M sodafl f o g glatt ist. Dann
ist wegen [(21.5)| nur die Stetigkeit von g zu zeigen. Sei dazu p € P und ¢ Karte um
(f o g)(p) wie oben. Wir wihlen eine C*°-wegzusammenhéngende Umgebung U,, um
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p mit U, C (f 0 )~} (Bild ).
= (f 0 g9)(Up) C Bildy N Bild f, C*°-wegzusammenhingend
= (f 0 g)(Up) C C™-Wegkomp s (4, (Bild f N Bild ¢)
=1 tofog=inclo(f ' o|gm) ! o g ist stetig,
also auch (f ™' o ¥|gm) " o glu,

und somit g|y,, da

9(Up) CBild(f~ o9

und f~! o 9|gm Homdomorphismen sind.

gm) = fH(O- Wegkompy, (Bild f N Bild)))

(=) Sei f eine Immersion. Dann existiert ein U, C M offen und eine Karte 1) um
f(x) mit der Eigenschaft fiir Immersionen, d.h. (f|y,)~! o ¥|gm : Domy NR™ —
U, ist ein Diffeomorphismus. Wir wollen U, und Bildy so verkleinern, dal U, =
FH(C>°- Wegkomp 4, (Bild f N Bild ¢)) wird.

Bild feph =U,

E-FrBa1d 1y b

E-4 fBA1d e b

fP= f'l'i'q!-'|n- q!-
Rﬂ—rl
coen b
dom feph =dom (48R inj,
o
Ll r"

Wir wihlen dazu eine offene C°°-wegzusammenhingende Umgebung Uy von zg in
M, welche Uy C U, erfiillt.

Sei Wy = (f~!ot|rm) " (Up) € R™. Dann ist Wy offen und sei Vo € Dom4) so
gewdhlt, dafl Wy = Vg NR™. Weil f injektiv ist, geniigt es zu zeigen, dafl
f(Uo) = C>-Wegkomp s,y (Bild f N4 (Vp)).

() Folgt unmittelbar aus f(Up) C Bild f und f(Uy) = v (Wy) C ¥(Vp), weil f(Up)
C*>°-wegzusammenhéngend ist.
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(2) Sei ¢: R — Bild f N (V) und ¢(0) = f(z); dann ist zu zeigen:

C(].) S f(U())

Wir definieren ¢ := (f|y,) "' oc: R — M. Da f eine initiale Immersion ist folgt, daf
¢ glatt ist. Es geniigt zu zeigen: ([0, 1]) C Up. Angenommen: &([0,1]) € Uy. Wegen
¢(0) = z kann t; > 0 minimal gewihlt werden, sodafl ¢(tg) ¢ Uy, d.h. fiir t < tg
ist &(t) € Up und damit &(tg) € Ug C U,. Somit ist (((f|,) "t o ¥|gm) "t 0 &)(t) €
(f~Loap|rm )~ H(Up) = Wy fiir t < to aber nicht fiir ¢ = t,.

Andererseits gilt ((f|r,) Lo rm) 1 (E(t)) = v 1(c(t)) € V fiir alle t < to und damit
ist ((f~Lowlgm)~toe)(tg) € Vo NR™ = Wy, ein Widerspruch. O

21.9 Bemerkungen

1. In dieser Situation (d.h. falls es eine initiale Immersion f : M — N gibt) ist
die Mannigfaltigkeitsstruktur auf M eindeutig durch jene auf N bestimmt: In
der Tat seien zwei Mannigfaltigkeitsstrukturen auf der Menge M gegeben, s.d.
eine Abbildung f : M — N initial bzgl. beider Strukturen ist. Zwecks Un-
terscheidung bezeichnen wir mit M7 und My die Menge M mit der jeweiligen
Mannigfaltigkeitsstruktur und betrachten die Identitét id : My — Ms. Dann
ist id C*°, denn foid = f : My — N ist glatt und f : My — N initial. Genauso
folgt auch id™" : My — M ist glatt, also id : My — M, ein Diffeomorphismus.

2. Eine Teilmenge M von N mit obiger Eigenschaft, d.h. V2 € M 3 ¢): C*°-Wegkomp,, (MN
Bildv) = ¥(R™), trigt eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur, soda$ incl :
M — N eine initiale Immersion wird, nédmliche jene die als Atlas die Ein-
schrankungen i|gm dieser Karten hat. So eine Teilmenge mit dieser Mannig-
faltigkeitsstruktur heif3t INITIALE TEILMANNIGFALTIGKEIT.

3. Jede initiale C*°-Abbildung ist injektiv. Sei f initial, f(z) = f(y), x # v;
g(t) = x fiir t > 0, g(t) = y sonst, so ist g nicht stetig, aber f o g ist konstant,
also C® = g ist C*° (Widerspruch)!

4. In [45] wurde bewiesen, dafi f : t — (t2, t3), R — R? eine initiale C°°-
Abbildung ist. Sie ist aber klarerweise nicht immersiv, da f'(0) = (0,0).

5. Ein wichtiges Beispiel einer initialen Teilmannigfaltigkeit ist eine nichtperiodi-
sche Spirallinie auf dem Torus S! x S! gegeben durch

ft— (exp(2mit), exp(2miat))

mit irrationalem Anstieg a.

Hier zeigt sich, dafl eine initiale Teilmannigfaltigkeit nicht die Spurtopologie
tragen mufl. Denn kein offene Intervall I C R gibt es ein offenes U C S x ST,
sodaB I = f~Y(U) (dquivalent f(I) = U N Bild(f)), da f(t) immer wieder in
U liegt fiir t — +o0. Das motiviert die folgende restriktivere Definition.
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21.10 Definition (Einbettung)

Es sei f: M — N glatt, dann heifit f EINBETTUNG :< f ist injektive Immersion
und f: M — f(M) ist ein Homdomorphismus, dabei trage f(M) die Spurtopologie
von N.

21.11 Satz (Charakterisierung von Einbettungen).

Ist f € C°(M,N), dann ist f Einbettung < fiir jedes © € M gibt es eine Karte
¥ von N zentriert bei f(x), sodafi f=1 o ¢|gm : Domyp NR™ — f~1(Bildvy) ein
wohldefinierter Diffeomorphismus (und somit eine Karte) ist.

i
Bildfepd=£"' rBild igh ) £
— -
™ ~

']

tp=|E-Log | g &
Rﬂ—rl
o t4 §
oem fegh ing, lpem fep b
-
a | 5 E"

Beweis. Man bemerke zuerst, dafl fiir ein injektives f die Zusammensetzung
f~toy|gm : Domy NR™ — fﬁl(Bilde)

genau dann eine wohldefinierte Bijektion ist, wenn ¥(R™) = Bild f N Bildy =
F(f~Y(Bildv)). Dann ist (f~Lot|gm )t =2~ 1o f.

(<) f muB injektiv sein. Andernfalls sei 9 eine Karte um f( 1) = f(z2), mit x; 7é Za,
dann sind z1, 79 € f~1(Bild ), aber ("o f)(z1) = (¥~ ! o f)(x2), also ist Lo f
nicht injektiv.

Weiters ist f immersiv nach

SchlieBlich ist f ein Hom6omorphismus aufs Bild: Sei U C M offen. Wir miissen
zeigen: f(U) C f(M) ist offen beziiglich der Spurtopologie von N auf f(M). O.B.d.A.
sei U C f~1(Bild) fiir ein ) mit obiger Eigenschaft. Dann ist

(f o tlrm)H(U) CR™
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offen, also existiert ein W C Dom ¢ offen, mit
WNR™ = (f~!oahlgm) 1 (U),
und es ist f(U) = (W) N Bild f, also offen in der Spurtopologie, denn
1 : R™ N Dom1y — Bild f N Bild ¢ ist bijektiv =
= Y(W)NBild f =W NR™) = ¢((f o glem) " (U)) =
= oyl o f)U) = f(U).

(=) Sei f eine Einbettung. Da f eine Immersion ist, existiert fiir x € M ein U, C M
offen und eine Karte ¢ um f(z), sodafl

f~tot|gm : Domy NR™ — U,

ein wohldefinierter Diffeomorphismus ist. Da f ein Homdomorphismus auf das Bild
ist, gibt es W C Bild ¢ offen mit W NBild f = f(U,,). O.B.d.A. sei Bild¢ = W, dann
ist U, = f~1(Bild¢), denn

Us = (f71 o f)(Us) = fTH(WNBildy) = f7'(Bildy). O

21.12 Definition (Teilmannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M einer Mannigfaltigkeit NV, die selbst Mannigfaltigkeit ist und die
obige Eigenschaft beziiglich der Inklusion incl : M — N besitzt, heiit (REGULARE)
TEILMANNIGFALTIGKEIT. Diese Definition stimmt fiir N = R™ mit der in |(10.1)]
gegebenen iiberein, denn eine Teilmenge M C N die fiir jeden Punkt x € M eine
Karte ¢ von N zentriert bei = besitzt fiir welche M N Bild ¥ = ¢(R™) gilt ist selbst
eine Mannigfaltigkeit mit dem Atlas gebildet durch diese Einschrankungen ¢ |gm und
die Inklusion incl : M — N ist dann nach Konstruktion eine Einbettung.
Umgekehrt ist das Bild jeder Einbettung f offensichtlich eine regulére Teilmannig-
faltigkeit und die Einbettung ist ein Diffeomorphismus aufs Bild, denn sowohl f als
auch incl: f(M) < N sind initial, also f : M — f(M) ein Diffeomorphismus.

21.13 Whitney’scher Einbettungssatz.

Es sei M eine zusammenhingende o-kompakte (und somit parakompakte) C*°-Man-
nigfaltigkeit der Dimension m, dann existiert eine Einbettung von M in einen end-
lichdimensionalen Vektorraum. Jede abstrakte Mannigfaltigkeit lGfst sich also als Teil-
mannigfaltigkeit eines R™ realisieren.

Fiir elementare Beweise siehe z.B. [9], S.73] mit n > 2m oder [40] S.55] mit n = 2m+1.

Beweis. Sei {; : 0 < i < m} ein endlicher Atlas ((19.11))) und sei f; eine zu {Bild ¢;}
gehorige Partition der Eins. Setzen f: M — []" (R x R™) durch

v (fil), filw)r ' (@) -
Diese Abbildung f ist dann glatt.
f ist injektiv:
Angenommen f(z) = f(Z), dann gibt es ein i, sodafl f;(z) > 0. Falls Z derart ist, daB
fi(Z) > 0 so liegt 2,7 € Bild; und es ist f;(x)y; *(z) = f;(2)¢; ' (Z). Da fi(x) > 0
ist folgt v, '(x) = ;! () und schlieflich x = Z wegen der Bijektivitit von ;.
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f besitzt eine lokale Linksinverse:
Sei dazu

1
V;' L= {(t,y) Dt > 0; ?yz € DOH”/’i}a
gi Vi = M, (t,y) — bi(t;t - yi)

U= ["'(Vi) ={z € M : fi(x) > 0}.

Dann ist g; o f =id auf U;, denn

fi@)pi ()

Uz‘BZ"—’giOf(l’):%( (@)

) — G (@) =

f ist Immersion:

impliziert, da3 T}, f injektiv ist und somit f eine Immersion ist.

f ist ein Homdomorphismus aufs Bild:

Sei ndmlich (x,,) € M eine Folge mit f(x,) — f(z). Dann gilt (giof)(z,) — (giof)(z)
fiir alle ¢. Da ein ¢ existiert mit f;(x) > 0, ist 2 € U; und ebenso fast alle z,,. Also
gilt 2, = (97" o f)(zn) = (97" 0 f)(z) = 2. O

21.14 Bemerkungen

1. Es sei M eine m—dimensionale Mannigfaltigkeit, dann 148t sich M in R”
einbetten, wobei
(i) fir n = 2m + 1 der Beweis relativ einfach ist, siehe [40], S.55];
(ii) fiir n = 2m stammt er von [91].
Vermutung: Das minimale n = 2m — a(m) + 1, wobei a(m) die Anzahl der
Einser in der Dualentwicklung von m ist.
Welches n ist notig fiir Immersion?
(i) fiir n = 2m ist der Beweis relativ einfach, siehe [40] S.24]
(ii) fir n = 2m — 1 stammt er von [91] Vermutung: Das minimale n =
2m — a(m) um Immersionen zu erhalten. Diese Vermutung konnte schlieffllich
bewiesen werden! Auf kompakten Mannigfaltigkeiten von [15] und allgemein
von [10].

2. Der Rang-Satz liefert uns auf einfachste Weise weitere regulidre Teilmannigfal-
tigkeiten:
Sei f € C°°(M, N). Dann gilt rang(T,, f) =7 V o € M = f~1(y) ist regulire
Teilmannigfaltigkeit von M.
Bew.: Dies ist lokale Eigenschaft, wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, daf}
M C R™ offen, N C R" offen, dann folgt aus dafl f lokal wie (z,y) —
(z,0) aussieht und das Urbild f~1(0) somit wie {0} x R™~".

21.15 Folgerung (Retrakte sind Mannigfaltigkeiten). Sei f € C*°(M, M),
sodaff fo f = f. Dann ist A := f(M) regulire Teilmannigfaltigkeit. D.h. glatte
Retrakte von Mannigfaltigkeiten sind wieder Mannigfaltigkeiten.
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Beweis. Man beachte, dafl © € A := f(M) genau dann wenn f(z) = z gilt: Denn
w= f(y) = f(x) = [(f(y)) = f(y) = @, und umgekehrt = = f(x) € f(M).

Sei xg € M und ¢ : R™ DU — o(U) C M eine um x zentrierte Karte. Fiir alle y in
der Umgebung V := f~(¢(U)) N (V) gilt:

ye f(M) s fly)=vy
S (e tofor) He) = (¢ o NHly) =¢ ()
& (id—f)e ' (y) =0,

wobei f:=¢plofop:UDe Y(V)—UCR™.
Fiir z nahe 0 gilt:

(foNz) =(p o fopop™lofop)(z) =

=(p o fPop)(2) = (¢ o fop)(z) = f(2),
d.h. 0.B.d.A. sei 0 € U C R™ offen und f : U — R™ erfiille f(0) =0und fo f=f
lokal um 0, und wir haben zu zeigen, dafl id —f eine reguldre Gleichung lokal um 0
ist.
Es ist rang T, (id — f) > rang To(id —f) =: r. Aus fo (id —f) = 0 folgt T(iq—f)(-)f ©
(id =T. f) = 0 und somit Bild(id =T f) € Ker(T{jq —f)(-).f). Also ist lokal

rang(Tz(id —f)) < dim KeI‘(T(id 7f)(z).f) =m —dim Bﬂd(T(ld 7f)(z)f) <
<m —dimBild(Ty f) = dim Bild(id —Tp f) = r,

wobei wir fiir die lineare Projektion T} f die offensichtliche Gleichung ToR™ = Bild (7} f)®
Bild(id =7} f) verwendet haben. O

21.16 Bemerkung

Man kann umgekehrt zeigen, daf§ jede Teilmannigfaltigkeit M einer Mannigfaltigkeit
N das Retrakt einer offenen Menge in N ist. Siehe [40, S.110]. Zusammen mit dem
Einbettungssatz besagt das, dafl zusammenhéngende o-kompakte Mannigfaltigkei-
ten - bis auf Diffeomorphismen - genau die Retrakte offener Teilmengen endlichdi-
mensionaler Vektorrdume sind.

Fir f € C°°(M, N) sei der Graph von f definiert als
Graph(f) :=={(z, f(x)):x € M} C M x N.

Dann ist Graph(f) eine regulire Teilmannigfaltigkeit. Der Beweis bleibt als Ubung.
Hinweis: Graph(f) = M

21.17 Satz von Sard. Die Menge der kritischen Werte einer glatten Abbildung
zwischen o-kompakten Mannigfaltigkeiten hat Lebesgue-Maf 0.

Siehe auch [9], S.58] und [40, p.68].

Dieses Resultat gilt auch noch, wenn f € C™(M, N) mit r > dim M —dim N ist. In [91],
A function not constant on a connected set of critical points, Duke Math. J. 1(1935)
514-517] wurde eine C'-Abbildung f : R? — R konstruiert, die auf einem Bogen
I kritisch, aber nicht konstant ist. Der Graph von f ist also eine Fliche S C R?,
auf welcher ein Bogen f(I) liegt, sodafl die Tangentialebene an S in jeden Punkt
horizontal ist, aber dennoch hat f(I) nicht konstante Hohe.
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Definition. Dabei heift fiir eine Abbildung f : M — N ein Punkt 2 € M KRITISCH,
falls T, f : TuM — TN nicht maximalen Rang hat. Ein Punkt y € N heifit
KRITISCHER WERT, falls ein kritischer Punkt z € f~!(y) existiert. Manchmal wir
fiir kritische Punkte nur verlangt, dafl T, f nicht surjektiv ist. Zumindestens fiir den
Satz von Sard macht das aber keinen Unterschied, denn nur im Fall dim M < dim N
erhalten wir mehr kritische Werte (n&mlich alle im Bild). Diese bilden aber nach der

Folgerung in ebenfalls eine Lebesgue-Null-Menge.

FEine Menge N C R™ heifit LEBESGUE-NULL-MENGE, falls fiir jedes € > 0 eine Folge
von Wiirfeln ( oder Quadern oder Kugeln) (Q)ren existiert mit N C J, oy und
> ken @kl <e.

Eine Teilmenge N C M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M heifit LEBES-
GUE-NULL-MENGE, wenn dafl Urbild unter jeder Karte eine Lebesgue-Null-Menge
ist.

21.18 Lemma. FEs sei U C R™ und N C U eine Lebesgue-Null-Menge. Weiters sei
f:U—R™ eine Ct-Abbildung. Dann ist auch f(N) eine Lebesque-Null-Menge.

Beweis. Da U die Vereinigung abzéhlbar vieler kompakter konvexer Mengen ist (z.B.
der Kugeln mit rationalen Mittelpunkts-Koordinaten und rationalem Radius, die in U
enthalten sind), und weil die abzéihlbare Vereinigung von Lebesgue-Null-Mengen wie-
der eine Lebesgue-Null-Menge ist, diirfen wir annehmen, daf§ NV in einer kompakten
konvexen Teilmengen von U enthalten ist. Weiters konnen wir auch annehmen, dafl
die Wiirfel einer Uberdeckung von N ebenfalls in einer (etwas groBeren) kompakten
konvexen Teilmenge K C U enthalten sind.

Da f:U — R™ Cist, ist £ := sup{||f/(z)|| : # € K} := || f'| k|l < 00. Sei @ ein
Quader in K mit Seitenldnge a. Dann ist nach dem Hauptsatz

) = 1ol = | [ @+ tler = 20) (o1 )
< k-l — 20| < K avm.

fiir alle z1, 29 € Q. Also ist f(Q) enthalten in einem Quader mit Seitenlédnge 2k a vm
und Volumen (2 £ a /m)™ = (2 ky/m)™ |Q|. Das Bild einer abzihlbaren Uberdeckung
mit Quadern von Gesamt-Volumen kleiner als § = ms > 0 ist also in einer

Uberdeckung mit Quadern von Gesamt-Volumen kleiner als (2 k+/m)™ - = ¢ enthal-
ten. 0

Es ist also eine Teilmenge N C M einer Mannigfaltigkeit genau dann eine Lebesgue-
Null-Menge, wenn die Urbilder unter den Karten eines festen Atlasses Lebesgue-Null-
Mengen sind.

Folgerung. Es sei f : R" — R™ C! und n < m, dann ist f(R") eine Lebesgue-Null-
Menge. O

Wir benétigen noch den

21.19 Satz von Fubini. Es sei N C R™ kompakt und N N ({t} x R*~1) eine
Lebesgue-Null-Menge fir alle t € R. Dann ist N eine Lebesgue-Null-Menge in R™.

Fiir einen Beweis siehe [9], S.59].
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Beweis des Satzes von Sard |(21.17)| Es geniigt den Fall f : R™ D U — R"” zu
betrachten. Sei D die Menge der kritischen Punkte. Wir machen Induktion nach m.
Fiir m = 0 ist der Satz trivial. Sei

(63

0
Dk.—{l'EU.axa

Die Dy, sind abgeschlossen und erfiilllen D 2 D; 2 Dy D .. ..

Es ist f(D \ D;) eine Lebesgue-Null-Menge:
Sei dazu z € D\ Dy. OBdA. ist 52 fi(z) # 0. Dann ist h: U — R™, (z!,...,2")
(fi(x),2?,...,2") ein Diffeomorphismus und g := f o h~! hat die Gestalt

g: (fl(l')vav"') = (xlv"'awn) = (fl(x)avfn(x))
g: (zl,...,zm) — (2, ¢%(2),. .. ,g™(n)).

Die Hyperebene H; := {t} x R*~! =2 R"~! bleibt invariant, und die Einschrinkung
gt(z) = (¢%(t,),...,9"(t, 7)) hat x als kritischen Punkt genau dann, wenn (¢, ) ein
kritischer Punkt von g ist. Nach Induktionsvoraussetzung, sind die kritischen Werte
von g; eine Lebesgue-Null-Menge, und nach dem Satz von Fubini auch jene von g.
Und damit auch jene von f = go h, da h ein Diffeomorphismus ist.

Es ist auch f(Dyg \ Dyy1) eine Lebesgue-Null-Menge:

Sei x € Dy, \ Dp41. OBdA. ist (M‘zf:%(x) # 0 und sei w := %. Dann
ist w|p, = 0 und g—z(x) # 0. Es sei h(z) := (w(z),z2,...,%m). Dannist h : U — R™
ein Diffeomorphismus und h(Dy N U) C {0} x R™~! C R™. Wir betrachten die
Abbildung g := foh~! und ihre Einschrinkung go : {0} x R™~1 — R". Die kritischen
Werte von go sind nach Induktions-Voraussetzung eine Lebesgue-Null-Menge und
jeder Punkt aus h(Dy NU) ist kritisch fiir go, weil alle partiellen Ableitungen von g
der Ordnung < k und insbesonders die der Ordnung 1 von gg verschwinden. Also ist
f(DLNU) = go(h(Dr NTU)) eine Lebesgue-Null-Menge.

Fir k> = — 1 ist f(Dy) eine Lebesgue-Null-Menge:

Es sei @ ein Wiirfel der Seitenlénge a. Aus der Taylor-Formel erhalten wir | f(z+h)—
f(@)| < 7|h[FF fiir alle € Dy N Q. Wir zerlegen Q in r™ Wiirfel der Seitenlinge 2.
Sei Q' solch ein Wiirfel, der einen Punkt x € Dy enthélt. Dann ist jeder Punkt in @’
von der Form x4+ h mit |h| < @ und somit ist f(Q’) enthalten in einem Wiirfel der

f(z) =0 fir alle |of < k}.

1
Kantenlénge 2 7 (‘/fa) =: 7“’“% Alle Wiirfel zusammen haben Gesamtvolumen

hochstens r™ 7‘“%7:'1) und fiir n(k + 1) > m konvergiert dieser Ausdruck gegen Null
fir r — oo. O

21.20 Definition (Transversale Abbildungen)

Es seien M, N Mannigfaltigkeiten, A C N eine Teilmannigfaltigkeit. Eine Abbildung
f+ M — N heifit TRANSVERSAL zu A, falls

T.f(T. M)+ Tf(m)A = Tf(z)N VY z € M mit f(z) € A

gilt.
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21.21 Beispiel

Sei A:=8'in N :=R? und M := R sowie f : M — N wie im folgenden Bild.

Es ist aber nicht gefordert, dafl die Summe “direkt” ist; Z.B. ist die Identitdt f :
M := N — N transversal zu jeder Teilmannigfaltigkeit A C N aber im allgemeinen
ist Bild(T% f) N T A # {0}.

21.22 Satz (Urbilder von Teilmannigfaltigkeiten). Es sei f € C*(M,N) und
K eine requlire Teilmannigfaltigkeit N. Ist f transversal zu K, so ist f~1(K) eine
requldre Teilmannigfaltigkeit von M.

Insbesonders wenn f die Inklusion einer zweiten Teilmannigfaltigkeit M von N ist,
dann ist unter der Transversalitdtsbedingung T, M + T, K = T, N fiir xt € K N M der
Durchschnitt K N M selbst eine Teilmannigfaltigkeit.

Beweis. Sei z € f~}(K) und v eine Karte zentriert bei f(z), die K trivialisiert.
Dann gilt fiir 2’ nahe :

o' € f[TUK) & f(@') € K & ¢ (f(2) € R* & (pr,_yov ™" o f)(a’) =
Wir kénnen somit anwenden, um f~1(K) als Teilmannigfaltigkeit von M zu
erkennen, wenn wir zeigen, daf8 die lokale Gleichung pr,_, ot~! o f regulir ist. Es
ist T (pr,,_r ot o f) = pr,_po(Toyy) ! o T, f, und da wegen der Transversalitit
ToyN = Bild(T% )+ T2 K = Bild(T, f) +Bild(Ty) (RF) ist, ist Ty (pr,,_j 0~ to f)
surjektiv, denn fiir w € R™"™F sei Tyyp(w) = Ty f (v)+k mit v € T, M und k € Ty (y)(K)
und somit ist
To(pr, g oy~ 0 f)(v) = pr, 1 (Tor) " (T2 f(v)))
= pr, g (w — (Toy) "' (k) = w,

da (Tow)il(Tf(x)K) = RF. O
In [(24.46)| wird ein Beispiel gegeben, das zeigt, dafi dieser Satz “stérker” ist als (2)

in|(21.14)|

21.23 Folgerung (Pull-back von Mannigfaltigkeiten).
Sei f; € C°(M;,N), (i =1,2); und f1 transversal zu fa, (d.h. fi(z1) = f2(z2) =
Bild T}, f1 + Bild T}, fo = TyN ). Dann ist das PULL-BACK
{(z1,22) : fi(21) = fa(w2)}
eine requldare Teilmannigfaltigkeit von My x Ms.

Beweis. Die Abbildung f; X fa : M1 x My — N x N ist glatt. K := {(z,2) : 2 € N}
ist regulére Teilmannigfaltigkeit von N x N, da K etwa als Graph von id : N — N
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aufgefafit werden kann. Gelingt es uns zu zeigen, dafl f; x fo transversal zu K ist,

d.h: (fi(z1), fo(22)) = (y,y) € K =
= BildT(I17m2)(f1, fg) + T(y’y)K = T(y,y) (N X ]\/v)7

so sind wir nach dem vorigen Satz fertig. Die zweite Bedingung wollen wir zur besseren
Handhabung erst noch etwas umformen:

Bild Ty, f1 X Bild Ty, f2 + T(. ) K = T,N x T, N.

Sei (w1, ws) € TyN x TyN, dann ist (wq —wz) € Ty N, und da f; transversal zu fo
ist, existieren vy, vo mit wy — wg = Ty, f1(v1) + Ti, fo(v2). Nun geben wir einfach an,
wie das Paar (wy,ws) in der gewiinschten Weise dargestellt wird:

(T, f1, Ty f2) (01, —v2) + (T, fo(v2) + w2, Ty, fo(v2) + w2) = (w1, w2). O

Um die Bedeutung des Begriffs “transversal” zu unterstreichen, sei noch folgendes
Theorem ohne Beweis angegeben:

21.24 Transversalitidtssatz. Sei f : M — N glatt und K C N eine reguldre Teil-
mannigfaltigkeit. Dann ezistiert “beliebig nahe” an f eine Abbildung g : M — N, die
transversal zu K ist.

(“Beliebig nahe” heifst dabei “in jeder Umgebung von f”. Wobei die Umgebungen
der zugrundeliegenden Topologie wie folgt beschrieben werden kionnen: Sei {p;} ein
Atlas von M, {K;} eine Uberdeckung mit kompakten Mengen K; C Bild(y;), 1; eine
Familie von Karten auf N mit f(K;) C Bild(v);), zuletzt seien noch d; > 0 und r € N
gegeben. Eine Umgebung von f hat dann die Gestalt:
{9: 9(Ki) C Bild(vi) und |(4;" 0 g o i) ¥ (@) — (07" 0 fow) W (x)| <8
firk <r und z € K;}.)

Fiir einen Beweis siehe [40, S.74] oder |9, S.158].

Nach der Diskussion von Immersionen und initialen Abbildungen nun zu den dualen
Begriffen:

22. Submersionen

22.1 Proposition (Charakterisierung von Submersionen).
Sei f € C*°(M,N), dann gilt

f Submersion < f besitzt lokale Schnitte.

(D.h. ¥ x€ M 3Uspy SN 3 g° € OF°Upz), M) : g°(f(x)) = 2 und fog® =id
auf Us(z), also dort, wo g* definiert ist. Lokal gibt es also ein Rechtsinverses.)

Beweis. (<) Seien Uy(,) und g% wie vorausgesetzt, dann gilt:

Ty id =idr,, N = Try(fog”) =Tof o Tyyg” = Ty f ist surjektiv.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 45



22. SUBMERSIONEN 23.1

(=) Nach dem Rangsatz existieren Karten ¢ um z, ¢ um f(z), sodal folgendes
Diagramm kommutiert:

Bild p — > Bild ¢

1 .

R" x R™~" >~ R™ D Dom ¢ ——> Dom 1) CR®

Dabei ist pr; : R™ — R™ die Projektion. Setzen wir jetzt: Uy, := Bild(¢)) und
g° = poincloyp™!, dann ist g® glatt mit g®(f(z)) = z. Bleibt also noch folgendes
nachzurechnen:

fogt=fopo inclow_1 =1o promdow_l = ide(ac) : -

22.2 Folgerung (Submersionen sind offen und final). Jede Submersion f :
M — N ist eine offene Abbildung. Jede surjektive Submersion f ist zusdtzlich final.

Beweis. -f ist offen: Sei U C M offen, z € U, y = f(z) = 3 Uy, ¢" mit ¢°(y) =«
und fog¢® =id. 0.B.d.A. sei (¢°)"1(U) DU, = f(U) 2 (fog")(Uy) =U, = f(U)
ist offen.

-f ist final: Sei g : N — P, sodafl g o f glatt ist. Da f surjektiv ist, gibt es zu y € N
ein x € M mit f(z) = y, dazu haben wir noch U, und das glatte ¢° : U, — M zur
Verfiigung, sodaf3

feog®=idy, = glu, =go fog”

glatt ist, also auch g. O

23. Faserbiindel

Eine stirkere Eigenschaft als Submersivitdt werden wir jetzt kennenlernen:

23.1 Definition (Faserbiindel)

Eine glatte Abbildung p : P — M heifit FASERBUNDEL :< p ist lokal trivial, d.h.
V y € M existiert eine offene Umgebung U C M und eine TRIVIALISIERUNG ) von p
iiber M, d.h. eine C'*°*-Mannigfaltigkeit F' sowie ein Diffeomorphismus ¢ : U x F' —
p~1(U), sodaB folgendes Diagramm kommutiert:

UxF ~ p1(U)——=P
Py / p
UM

dabei heifit F' TYPISCHE FASER (Auf Zusammenhangskomponenten von M sind alle
Fasern diffeomorph).

Ein Faserbiindel p ist eine UBERLAGERUNG :& die typische Faser F von p ist diskret.
Dies ist die glatte Version von der Definition, die wir in gegeben haben.
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23.2 Beispiele von Faserbiindeln

1. Fiir zwei Mannigfaltigkeiten M und N ist pr; : M x F — M, (x,y) — x ein
Faserbiindel mit typischer Faser F. So geartete Faserbiindel heiflen GLOBAL
TRIVIAL (oder kurz trivial).

2. Die Projektion Méb — S des Mobiusbandes auf die Mittellinie ist ein Fa-
serbiindel mit typischer Faser (—1,1) =2 R.

3. Die Hopffaserung: S® — P{ 2 S? ist Faserbiindel mit typischer Faser S!, siehe
(11.7)

Beispiele von Uberlagerungen sind:

4. Die Abbildung R — S* gegeben durch ¢ ~— (cost, sint) ist eine abzihlbarblittrige

Uberlagerung.

-

5. Folgende Abbildung R x (—1,1) — Mob
(cos2¢) (1 + tcosp)
(f) — | (sin2¢)(1+ tcosp)
tsin

ist eine abzéhlbarblittrige Uberlagerung. Daraus erhiilt man eine zweiblittrige
Uberlagerung des Mobiusbandes durch den Zylinder S! x (—1,1) mittels

(z,y,t) — ((gc2 — ) (1 + tx), 2zy(1 + tx),ty).

6. S™ — P™ ist eine zweiblittrige Uberlagerung, siehe Aufgabe
7. 8% — SO(3) und S3 x S? — SO(4) sind zweiblittrige Uberlagerungen, siehe
Aufgabe [(72.66)[ und [(72.67)]
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24. Uberlagerungen

Wir wollen in diesem Abschnitt die grundlegenden Dinge aus der (Homotopie-) Theorie
der Uberlagerungen vorstellen. Diese sind durchwegs topologischer Natur. Da aber
fiir eine topologische Uberlagerung p : ¥ — X im Sinn von die Basis X genau
dann zu einer glatten Mannigfaltigkeit gemacht werden kann, wenn es der Totalraum
Y gemacht werden kann, und p dann eine glatte Uberlagerung im Sinn von ist,
kann der Leser durchaus annehmen, dafl alle Réume (bis auf Ausnahmen in den Bei-
spielen) glatte Mannigfaltigkeiten sind, und alle auftretenden stetigen Abbildungen
glatt sind.

Eine Uberlagerungsabbildung p : Y — X ist also eine surjektive stetige Abbildung, so
daf jedes x € X eine offene Umgebung U C X hat, fiir welche p|,-1(y) : p 1 (U)—U
bis auf einen Homéomorphismus gerade die Projektion pr : | |; U — U fiir irgendeine
Menge J # () ist. D.h. wir haben folgendes kommutatives Diagramm:

Yy <—2p

\p k / J%

Die Bilder der Summanden U in p~!}(U) C Y haben wir Blitter genannt und U
trivialisierende Umgebung. Die inversen Bilder von Punkten unter p sind die Fasern.

24.1 Beispiele und Bemerkungen.

1. Essei Y := {(sin(2nt),cos(2nt),t) : t e R} =R und p =pr, , : ¥ — S' C R%
Dann ist p eine Uberlagerungsabbildung. Siehe und auch fiir
S~ R/Z.

2. Die Abbildung z — 2" : S — S ist eine n-fache Uberlagerungsabbildung.
Siehe auch fir S1 = S1/7Z,,.

3. Die Abbildung S™ — P" ist eine zweifache- Uberlagerungsabbildung. Siehe
Aufgabe [(72.53)| und |(24.19)| fiir P" = S"/Zs.

4. Esseien p; : Y7 — X7 und ps : Yo — X5 zwei Uberlagerungsabblldungen dann
ist auch p; x p2 : Y7 X Yo — X1 x X, eine. Beispiele dafiir sind R? — S* x ST,
R?2 - R x S' und R x S' — St x St

5. Es gibt eine zweifache Uberlagerungsabbildung des Mébius Streifen durch I x
S1. Siehe((46.11)} [(11.10)| und [(24.19)| fiir die Wirkung von Zs auf [—1,1] x S*
gegeben durch (¢,¢) — (¢, + ).

6. Der Torus ist eine zweifache Uberlagerung der Kleinschen Flasche. Vergleiche
mit [(24.19)] fiir die Wirkung von Z, auf S x S' gegeben durch (¢,7)
(_(P? Y+ 7T)' .

7. 83 ist eine zweifache Uberlagerung von SO(3). Vergleiche mit den Aufgaben
[(72.66)] und [(72.67)|sowie mit[(24.19)| fiir die Wirkung von % auf R* ¢ R* = H
gegeben durch x — (y — conj,(y)). Insbesonders haben wir P3 =2 SO(3).
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8 Esseilen ¢ : Z — Y und p : Y — X zwei Uberlagerungsabbildungen. Ist
dann p o g eine Uberlagerungsabbildung? — Ja, wenn X lokal einfach zusam-
menhéngend ist, da Blédtter von p {iber einer einfachzusammenhéngenden Um-
gebung U wieder einfach zusammenhéngend und daher trivialisierende Umge-
bungen von ¢ also ist (poq)~'(U) = ¢~ ' (p~'(U)) =¢ ' (U, Vj) =, ¢ (V})
und ¢~ (V) & LIJj V; fvgl‘ mit der Folgerung in .

9. Esseip:Y — X eine Uberlagerungsabbildung und A C X. Dann ist p|,-1(4) :
p~1(A) — A eine Uberlagerungsabbildung.

24.2 Lemma. Fs seip:Y — X eine Uberlagerung. Dann gilt:

1. Die Fasern sind diskret in'Y .

2. Jede offene Teilmenge einer trivialisierenden Menge ist trivialisierend.

3. Wenn B CY zusammenhdngend ist und p(B) C U fiir irgendeine trivialisie-
rende Menge U ist, dann ist B in irgendeinem Blatt enthalten.

4. Die Projektion ist ein surjektiver offener lokaler Homoomorphismus und daher
eine Quotientenabbildung.

Beweis. (1) Punkte in der Faser sind durch die Blétter separiert.

(2) Nimm die Einschrinkung des obigen Diagramms.

(3) B wird iiberdeckt durch die Blitter. Da jedes Blatt offen und abgeschlossen in
p~1(U) ist, ist die Spur auf B ebenfalls offen und abgeschlossen, und daher ist der
Durchschnitt mit B genau fiir ein Blatt nicht leer.

(4) Offensichtlich ist die Projektion ein lokaler Homéomorphismus. Daher ist sie offen
und eine Quotientenabbildung. O

24.3 Bemerkungen

(1) Es sei f : M — N eine Submersion, nach dem Rangsatz gibt es Karten ¢ um x
und ¢ um f(x), sodal folgendes Diagramm kommutiert:

R” D Dom ¢y — Bild ¢ cM
Prl fBildgp\L
R™ D Dom 1) — Bild ) CN

Trifft man 0.B.d.A. folgende Annahmen: Dom ¢ = U; x Us mit U; € R™ und Us
R™™™ beide offen, sowie Dom(¢)) = pr(Dom(y)) = U;. Dann ist Bildy = 4 (Uy)
Y(pr(Uy x Us)) = f(e(Uy x Uz)) = f(Bild(y)) folgendes Diagramm kommutiert:

1N

1

w(Ul) X UQ% U1 X U2 *SO><,0(U1 X UQ)

»1

Y(Ur) U1 Y(Uy)
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Sei U := ¢(Uy x Us), so gilt f(U) = (f op)(Uy x Uz) = (Uy) und

f( X U2

\/

Dieses Bild ist dem fiir Faserbiindel geforderten schon recht dhnlich. Kann namlich
U = f~Y(f(U)) gewihlt werden, dann ist f ein Faserbiindel mit trivialisierender
Umgebung V := f(U).

(2) Nicht jeder surjektive lokale Diffeomorphismus ist eine Uberlagerung. Zum Bei-
spiel kann man ein endliches offenes Intervall I C R der Lénge grofler als 27 neh-
men. Dann ist die Einschrinkung I — S! der Uberlagerung aus (1) in keine

Uberlagerung mehr.

HZ <

(O

Andererseits haben wir das folgende:

Lemma. Es seien X und Y wegzusammenhdngend und Hausdorff. Weiters sei Y
kompakt und f 1Y — X sei ein lokaler Homoomorphismus. Dann ist f eine Uberlagerung.

Beweis. Da f ein lokaler Homdomorphismus ist, ist das inverse Bild von jedem Punkt
x € X diskret und abgeschlossen und daher auch endlich, da Y kompakt ist.

Wir zeigen zunéchst, daf3 f surjektiv ist. In der Tat ist das Bild offen in X, da f ein
lokaler Hom6omorphismus ist. Es ist abgeschlossen, da Y kompakt und X Hausdorff
ist. Da X (Weg)zusammenhingend angenommen ist, mufl es ganz X sein.

Es sei € X. Fiir jedes y € f~!(z) sei Uy eine Umgebung, welche homdomorph ab-
gebildet wird auf irgendeine Umgebung von x. Da f~!(z) endlich ist, diirfen wir die
U, als disjunkt voraussetzen. Indem wir die inversen Bilder des (endlichen) Durch-
schnitts der entsprechenden Umgebungen von x nehmen, diirfen wir annehmen, dafl
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das Bild die selbe Umgebung U ist fiir alle y € U,. Daher ist p : ¥ — X eine
Uberlagerung. O

Liftungseigenschaften

Es sei p : (Y,y0) — (X, 0) eine Uberlagerung und f : (Z,29) — (X, x0) eine Ab-
bildung. Nimm eine trivialisierende Umgebung U von xy und es sei U das Blatt von
p iiber U, welches yo enthilt. Dann ist (p|;) : U — U ein Homdomorphismus und
daher ist (p|g) ' o f:Z D f~H(U) — U C Y ein stetiger lokaler Lift von f.

Es sei f irgendein stetiger (lokaler) Lift von f mit f(zo) = yo. Dann ist W := f~1 7)
eine Umgebung von zo und f(W) C U, daher impliziert f = po f, daB (plg)tof=
(p|ﬁ)—1 oplgo f = fauf W, d.h. lokal ist der Lift von f eindeutig.

Wir kénnen nun zeigen, dafl der Lift global eindeutig ist und wir wollen bestimmen
wann er existiert.

24.4 Proposition. Es seip: Y — X eine Uberlagerungsabbildung und f : 7 — X
sei stetig mit zusammenhdngendem Z und Y Hausdorff. Dann stimmen zwei Lifte
von f, welche in einem Punkte gleich sind, tberein.

Beweis. Es seien f1, f2 zwei Lifte von f. Dann ist die Menge {z € Z : f!(2) = f?(2)}
offen-abgeschlossen. In der Tat, wenn U’ das Blatt iiber U ist, welches f7(z) enthilt,
dann ist f9 = (p|ys)~! o f auf der Umgebung (f1)~*(U') N (f?)~1(U?). Daher gilt

! = f2 lokal um z genau dann wenn f1(z) = f2(2). O

24.5 Proposition. Jeder Wegw : I — X hat einen eindeutigen Lift Y mit Startwert
Yw(0) = y fiir gegebenes y € p~1(w(0)). Wege, die homotop sind relativ ihren initialen
Werten, haben homotope Lifte. Insbesonders haben wir eine Wirkung von 71 (X, )
auf p~t(zo), welche durch [u] : y — Yu(1) gegeben ist.

Siehe auch |(3.8)

Beweis. Nach haben wir die Existenz eines Lifts zu zeigen. Indem wir einen
Weg w als Homotopie, welche im zweiten Faktor konstant ist, ansehen, geniigt es zu
zeigen, dafl Homotopien h : I x I — X geliftet werden koénnen.

Dafiir wihlen wir eine Partition von I? in Quadrate Qi,j, sodaB h(Q; ;) enthalten ist in
einer trivialisierenden Umgebung U; ; von X. Nun konstruieren wir induktiv einen Lift
hl langs UZ Qi1, indem wir das Blatt [71-71 iiber der trivialisierenden Umgebung von
(2;1 nehmen, welches das Bild unter h! der rechten unteren Ecke von Qi—1,1 enthilt
und daher auch jenes der rechten Kante von Q;_1 1 (nach. Dann kann h' |Qis
definiert werden als (p|y, ,) " o h|q, ,. Nun setzen wir die Induktion in der selben Art

fort und erhalten Lifte A7 fiir alle Streifen \U; Qi,;- Nach Induktion kénnen wir zeigen,
daB die Lifte auf den horizontalen Linien {ibereinstimmen: In der Tat ist das Bild von h
auf einer horizontalen Kante enthalten im Durchschnitt der trivialisierenden Mengen,
welches das Bild des oberen und unteren Quadrats enthalten. Und da die Lifte hi
und 771 enthalten sind in den diesbeziiglichen Bléttern, und also auch in dem Blatt
iiber dem Durchschnitt, sind sie gleich. Wir nennen die eben konstruierte geliftete
Homotopie wh.
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Angenommen, h sei eine Homotopie rel. I zwischen zwei Wegen wy und wy von xg
nach 1 und es sei yo € p~!(xo). Die Homotopie v}k hat als Randwerte Lifte
und @, mit wo(0) = yo. Da s — Y0h(0,s) ein Lift des konstanten Wegs x¢ ist, muB
er konstant sein, daher gilt w;(0) = yo. Also sind diese genau die Lifte von w;. Da
5 yoiz(l, s) ein Lift des konstanten Wegs x; ist, ist er selbst konstant, d.h. voh ist
eine Homotopie rel. 1.

Kompositionsgesetz: Der Lift You v ist ¥oa - Y10, wo yp := You(1). O

13.11a Bemerkung. Fundamentalgruppe. Wir betrachten die Menge der ge-
schlossenen stetigen Kurven durch einen fixen Punkt z¢ € X, also C((I, 1), (X, zq)) =
C((S41),(X,z0)) mit I :=[0,1] und I := {0,1}, wobei

C((X,A),(Y,B)) ={f € C(X,Y): f(A) C B} fir ACX und BCY

und wir kurz (X, z) fiir (X, {z}) schreiben.
Wir haben eine Multiplikation auf dieser Menge gegeben durch die Verkettung

c1(2t) fiir t <1/2
(2t —1) fiir t > 1/2

(cl,CQ)r—>cl-c2(:tr—>{ )

Diese ist allerdings nur fast assoziativ, denn (c; - ¢2) - ¢3 léuft lings co auf [1, 1] und
c1 - (c2 0 ¢3) auf [%, %] Bis auf stiickweise affine Umparametrisierung, welche 0 — 0,
i — %, % — % und 1 +— 1 abbildet und dazwischen linear ist, stimmen diese beiden
3-fach Produkte also iiberein.

Die konstante Kurve xg : t — xo wirkt beinahe als neutrales Element, denn zq - ¢: =
co h, wobei h die affine Abbildung 0 — 0, % — 0 und 1 +— 1 und dazwischen linear
ist. Hier ist allerdings h keine Umparametrisierung mehr, da nicht injektiv.

Auch einen Kandidaten fiir die Inverse zu einer geschlossenen Kurve ¢ finden wir,
némlich die umgekehrt durchlaufene Kurve ¢t : t +— ¢(1 —t). Dann ist zwar c- ¢’ nicht
konstant, wohl aber homotop zu xy vermoge c o h mit

2t fir 0 <t < 3
h(t,s):=<¢2-2t firl—5<t<1
s sonst

Folglich betrachten wir den Quotientenraum
(X, x0) == C((1, 1), (X, 20))/ ~

bzgl. der Aquivalenzrelation “Homotopie relativ ... I”, wobei zwei Abbildungen fo, fi :
X — Y homotop relativ A C X heiflen, wenn eine stetige Abbildung H : X x [0,1] —
Y existiert mit

o H(z,i)= fi(z) Ve e X Vie{0,1}
o H(a,t) = fola) Vae A Vtel0,1].

Da die Multiplikation von Kurven mit dieser Aquivalenzrelation vertriiglich ist in-
duziert sie eine Multiplikation auf m (X, xg), welche m1 (X, 29) zu einer Gruppe, der
sogenannten FUNDAMENTALGRUPPE oder ERSTEN HOMOTOPIEGRUPPE macht. Be-
achte dazu, dafl jede Abbdilung h : I — I welche am Rand I die Identitét ist vermoge
H(t,s) := (1 — s) h(t) + st homotop relativ I zur Identitét ist.
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Diese Gruppe héngt nicht wessentlich vom Anfangspunkt ab, denn seien zy und x;
durch eine Kurve e verbindbar. Dann definiert [c] — [e’ - ¢ - €] eine wohldefinierte
Abbildung 71 (X, z9) — m1(X,z1). Diese ist multiplikativ, denn e’ - (c; - ¢2) - € ~=
(e -c1) (ca-€)~=¢€-cr1-(e-€)-ca-e=(e"-c1-e)- (e ca-e), und bijektiv mit
inverser [c] — [e - ¢ €?]. Also sind (X, o) und 7 (X, ;) isomorph zueinander.
Diese Zuordung erweitert sich zu einem Funktor, d.h. zu f : (X, z9) — (Y, yo) definiert
m1(f) : m(X,z0) = m1(Y,%0), [¢] — [f o ¢] einen Gruppen-Homomorphismus und es
gilt m (g o f) = mi(g) o mi(f) und m (idx) = idr, (x,00)-

Dies ist eine der grundlegenden Methoden der algebraischen Topologie um mittels al-
gebraischer Betrachten Riickschliisse auf topologische Rdume zu ziehen. Insbesonders
konnen topologische Rdume nicht homdomorph sein falls ihr Fundamentalgruppen
nicht isomorph sind.

Ein topologischer Raum heiffit EINFACH ZUSAMMENHANGEND, falls er wegzusammenhéingend
ist und seine Fundamentalgruppe trivial (d.h. nur aus dem neutralen Element besteht)
ist. Jede sternformige Teilmenge des R™ ist einfach zusammenhéngend, denn fiir sol-
che Teilmengen A existiert nach Voraussetzung ein Punkt zp (0.B.d.A. 29 = 0),
sodafl mit z € A auch die Verbindungsstrecke mit xg zu A gehort. Dann ist aber
H:AxI — A (z,t) — tax eine Homotopie relativ 0 zwischen 0 und id4, also A
kontrahierbar. Dabei heifit ein topologischer Raum X kontrahierbar, wenn die Iden-
titdt auf X homotop zu einer konstanten Abbildung z¢ : X — X relativ {z(} ist.
Jeder kontrahierbare Raum ist offensichtlich einfach-zusammenhingend, denn wenn
H :id — x¢ die geforderte Homotopie ist, dann ist (¢, s) — H(c(t), s) eine Homotopie
zwische ¢ und xo. Die Umkehrung gilt nicht wie die S? zeigt.

13.11 Transitive Gruppenwirkungen

Wir wollen nun noch die Situation untersuchen, wo N nur eine Untergruppe (und
nicht ein Normalteiler) von G ist. Dann kénnen wir zwar wieder die Menge G/N der
Nebenklassen {g- N : g € G} betrachten. Dies ist aber keine Gruppe mehr. Allerdings
haben wir eine Wirkung von G auf G/N durch

g -gN :=(4'g)N,
denn

(9192) - 9N = ((9192)9)N = (91(929))N = g1 - (929)N = g1 - (92 - gN).

Offensichtlich ist diese Wirkung transitiv, d.h. fiir je zwei Nebenklassen go/N und g1 N
existiert ein ¢ € G mit g - goN = 1 N (wilhle g := glgo_l).
Umgekehrt wirke G auf einer Menge H transitiv (das kénnen wir immer erreichen,
indem wir uns auf einen Orbit G - hy beschriinken). Und sei hy € H fix. Dann ist
Gh, :={g € G : g-hg = ho} eine Untergruppe von G, die sogenannte Isotropiegruppe
bei hg, und G/Gy,, ist isomorph zu H als G-Raum, d.h. es gibt eine Bijektion ¢ :
G/G}h, — H, welche mit der Wirkung vertauscht (¢(g-x) = g ¢(z)). In der Tat ist
o durch ¢(gGp,) := g - ho gegeben.

Bemerkung. Die Liftungseigenschaft liefert eine Abbildung von 71 (X, ) in
die Bijektionen von p~!(z¢) indem wir [u](y) := Y@(1) setzen. Diese ist wohldefiniert,
denn Kurven u homotop relativ I haben Lifte Y@ homotop relativ I, und daher haben
sie den selben Endpunkt.
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Weiters haben wir [u-v](y) = Yu-v(1) = (Ya-¥10)(1) =¥ 0(1) = ](y1) = ]([u](y)),
wo y1 = Ya(1l) = [u](y). Daher betrachten wir diese Abbildung als Rechtswirkung,
d.h. wir schreiben y - [u] fiir [u](y). Dann haben wir y - ([u] - [v]) = (y - [u]) - [v].
Beachte, dafl Y genau dann wegzusammenhéngend ist, wenn X wegzusammenhén-
gend ist und diese Wirkung transitiv ist (d.h. es existiert ein yo € p~1(xo) mit yo -
m1(X,m9) = p~Y(x0), oder #quivalent: Fiir alle y1,y2 € p~!(xo) existiert ein g €
m1 (X, x0) mit y; - g = y2): In der Tat, wenn Y wegzusammenhéngend ist, dann ist
es auch das surjektive Bild X. Und weiters hat eine Kurve v, die y1,y2 € p~!(z0)
verbindet, eine geschlossene Kurve u := p o v als Bild und es gilt v = ¥4 und somit
Y1 - [u] = yo.

Umgekehrt sei y; € Y beliebig. Da X wegzusammenhéngend ist, haben wir eine Kurve
u, die p(y1) mit zo verbindet. Thr Lift Y14 verbindet y; mit y := Y1a(1) € p~!(zo).
Da 71 (X, x9) transitiv auf p~1(xg) wirkt, gibt es ein [u'] € m1 (X, z0) mit y - [u/] = yo,
d.h. die Kurve Y4’ verbindet y mit yo.

Wir werden diesen Gruppen-Homomorphismus 71 (X, zo) — Bij(p~1(z0)) in [(24.15
und in |(24.17)| studieren.

24.16 Folgerung. Wenn p: Y — X eine einfachzusammenhingende Uberlagerung
mit lokal wegzusammenhdngend Basis ist, dann ist die Gruppe der Decktransforma-
tionen isomorph zu w1 (X, x¢).

Beweis. Es sei yg € p~!(z¢). Fiir [¢] € m1(X, 7o) definieren wir eine Decktransfor-
mation . : Y — Y durch p.(y) := ¥é(1) fiir y € p~!(x0) und fiir allgemeine y € Y
wihlen wir eine Kurve d in Y welche y mit der Faser p~!(z¢) verbindet und setzen
0e(y) :=Y((pod)-c-(poc)~1)~(1). Dies liefert einen wohldefinierten Gruppenhomo-
morphismus 71 (X, 29) — Aut(p).

Dieser ist surjektiv, denn zu ¢ € Aut(p) wihle eine Kurve ¢ von yy nach ¢(yp). Dann
ist wegen © = Plpoc]-

Es ist auch injektiv, denn seien cg, ¢; € m1 (X, zg) mit ¢, = @,,. Dann haben ¥¢; die
gleichen Endpunkte, sind also homotop, da Y einfach zusammenhéngend ist. Damit
sind auch ¢; homotop, also [¢1] = [co]. O

24.18 Proposition. Es sei p : Y — X eine normale Uberlagerung mit wegzusam-
menhdngendem Y und es sei X lokal wegzusammenhdngend. Dann faktorisiert p tiber
Y — Y/ Aut(p) und gibt einen Homdomorphismus Y/ Aut(p) = X.

Beweis. Da jedes ® € Aut(p) fasererhaltend ist, haben wir, dafl p konstant auf den
Aut(p)-Bahnen ist und daher zu einer surjektiven Abbildung Y/ Aut(p) — X fakto-
risiert. Wenn Aut(p) transitiv wirkt (d.h. p normal ist), dann ist diese Faktorisierung
injektiv, da je zwei Punkte in der selben Faser im selben Orbit unter Aut(p) sind.
DaY — X und Y — Y/ Aut(p) Quotientenabbildungen sind muf} diese Bijektion ein
Homoomorphismus sein. O

Wir haben also fiir gewisse auf einem Raum Y wirkende Gruppen G, daf Y — Y/G
eine Uberlagerung ist. Es sei G eine Gruppe so, dafi 7 : Y — Y/G eine Uberlagerung
ist. Dann mu$ fiir jedes y € Y eine offene Umgebung U C Y/G existieren, sodafl 71
eine disjunkte Vereinigung von offenen Teilmengen U ist, welche hom&omorph via 7
zu U sind. Somit ist U = 7(U) und 7~ (U) = n~*(x(U)) = G(U). Also hitten wir
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gerne, daB g(U) N g'(U) = 0 fiir alle g # ¢’ gilt. Man sagt, daB eine Gruppe, die diese
Bedingungen erfiillt, STRIKT UNSTETIG auf Y wirkt, d.h. jedes y € Y eine Umgebung
V hat, soda g(V)NV = 0 fiir alle g # e.

Offensichtlich hat die Wirkung der Decktransformationen diese Eigenschaft, denn
®(U) N U # 0 impliziert, daf irgendein y € U mit ®(y) € U existiert. Aus p(®(y)) =
p(y) und weil plg : U — U injektiv ist schlieBen wir, daf ®(y) = y, aber dann gilt

® = id nach|(24.4)|

Umgekehrt gilt:

24.19 Proposition. Es sei G eine Gruppe, welche strikt unstetig auf einem Raum 'Y
wirkt. Dann ist p:Y — Y/G eine Uberlagerung. Wenn Y wegzusammenhdingend ist,
dann gilt Aut(p) = G. Ist Y einfach zusammenhdngend, dann ist Aut(p) = 71 (Y/G).
Ist Y zusdtzlich eine C*°-MF und G wirke strikt unstetig durch Diffeomorphismen,
dann ist auch Y/G eine C®°-MF (die nicht Hausdorff zu sein braucht) undp:Y —
Y/G eine C-Uberlagerung.

Beweis. Wir bezeichnen mit p : ¥ — Y/G die Quotientenabbildung. Im ersten
Schritt versuchen wir p : ¥ — Y/G zumindest mengentheoretisch als Uberlagerung
zu erkennen. Fiir jeden Punkt p(z) = Gz € Y/G existiert nach Voraussetzung eine
offene Umgebung V in Y mit gV NV =PV g # 1. Also ist

p (V) =av =] gV,
geG

und jedes gV ist offen in Y. Weiters ist p|,v : gV — p(V') offensichtlich bijektiv. Also
haben wir das folgende kommutative Diagramm:

y<—>p! 7L|geG9V4>L|qer V)
Y/G<——p(V

Wir haben also, daf§ p(V) trivialisierend mit Bldttern ®V fiir & € G ist.
Offensichtlich wirkt jedes ® € G wie eine Decktransformation. Umgekehrt sei @ : Y —
Y eine Decktransformation. Dann gilt p(y) = p(®(y)) und daher gibt es irgendein
¢, € Gmit &,-y = (y). Da die zwei Abbildungen ® und ®,, die Identitét iiberdecken
und auf y iibereinstimmen, sind sie gleich. Die restlichen Resultate iiber Aut(p) finden
sich in [(24.15)| und |(24.16)]

Es wirke nun G auf der C'°°~-Mannigfaltigkeit Y durch Diffeomorphismen. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, da8 obiges V Bild einer Karte R™ C V. —£-V C Y ist.

Als Karten von Y/G verwenden wir nun die bijektiven Abbildungen R™ C V —£—
V—L-p(V)CY.

Der Kartenwechsel fiir zwei derartige Karten poy : V. — p(V) und pop : W — p(W)
ist auf der Menge

{z eV iplp(z)) € p(p(W))} = {z € Vi p(x) € GY(W))}
={zeV:3geG IyecWmit p(x) = g((y))}-
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Da ¢, 1 und ¢ Homéomorphismen sind, ist diese Menge offen. Und die Kartenwechse-

labbildung (po1)~to(pop) ist gerade durch = +— y gegeben, d.h. durch ¢p~"*og=top

und ist somit glatt.

In der durch diesen Atlas definierte Mannigfaltigkeit Y /G sind folglich die Kartenbil-
der p(V) offen, und ply : V. — p(V) ein Diffeomorphismus. Somit auch pog: V —
gV — p(V), also ist p: Y — Y/G eine Uberlagerungsabbildung.

Wenn Y Lindeldf ist und Y/G Hausdorff, dann ist auch Y/G Lindelof. O

24.20 Beispiele.
R/Z = S!
R?/(Z x {1}) = S* xR
R?/7? =~ §* x §*
(S* x R)/Zy = Mébius-Band, wo Zy = ((2,8) — (—2, —s))
R? /7 = Mobius-Band, wo Z = ((t,5) — (t + 1, —s))
(S* x S1)/7Zy = Kleinsche-Flasche, wo Zy = {(z,w) — (—z, —w))
(R x R)/(Z x Z) = Kleinsche-Flasche,
wo Z X Z = {(t,s) — (t + k,(~1)Fs+1) : k,1 € Z}
S" Ly =P", wo Zg = (z — —%)
S%_l/Zq >~ L(¢;p1,---,Pk) ... dem Linsenraum,

wo Zg = {(z1,...,2k) — (WP21,...,wP%2z) s w? =1}
1
(Cy x SL¢(n))/Zy, = GLc(n), wo Zy, = {(;,zid) (2 =1}

S3/79 = SO(3), wo Zy = {1,—1} und q — (z — quq~' € R+ C H)
(8% x §3)/Zy =2 SO(4), wo Zy = {1,—1} und (¢, q) — (z — ¢'zq~ " € H)

14.16 Quaternionisch lineare Abbildungen

Man kann analoges auch fiir den Schiefkérper der Quaternionen machen. Als Vektor-
raum kénnen wir ihn mit H := R* = C? identifizieren. Die Multiplikation 148t sich
zum Beispiel fiir (¢, ), (s,y) € R x R? = H so einfiihren:

(t,z) - (s,y) = (ts — (z,y), ty + sz + x X y).

Wir kénnen eine Konjugation durch

(t7 (E) = (tv —.’E)
definieren. Dann gilt §-¢g = |q|? und somit ist 1/q = §/|q|*. Es gelten dann alle Kérper-
Axiome bis auf das Kommutativgesetz der Multiplikation (siche Aufgabe auch
fiir andere Beschreibungen). Wenn wir die Standardbasis von R? mit 4, j, k bezeichnen,
dann ist 1 € R C H eine Einheit und es gilt i2 = j2 = k? = —1;ij = k = —ji,
jk =i = —kj, ki = j = —ik. Damit Matrizen mit quaternionischen Eintragungen
aber quaternionisch linear auf Vektoren wirken, miissen wir quaternionische rechts-
Vektorrdume E betrachten. Mit Ly (FE) bezeichnen wir den reellen Vektorraum aller
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T : E — E, welche H-linear sind. D.h. Ly(E) ={T € L(E) : T(zi) = (Tx)i, T(zj) =
(Tz)j, T(zk) = (Tx)k)} = {T € L¢(E) : T(xj) = (Tx)j}, wobei die komplexe
Struktur auf F durch C = C x {0} C H gegeben ist. Wir erhalten dann die Gruppen

GLy(E):={T € Ly(PE) : T ist invertierbar} = GL(E) N Ly(E)
SLy(E) :={T € Ly(E) : Detg(T) = 1} = SL(E) N Ly(FE)

Es sei also (e;)}_; eine Basis des quaternionischen Rechtsvektorraums E, d.h. jedes
q € E hat eine eindeutige Darstellung

n
q= Z e’
=1

und wenn wir ¢! =: 2!+ 52" mit 2!, 2" € C darstellen, erhalten wir ¢ = Y, e;2'+

e1j)z"H = 2" ezl wobei wir e,4; := ej gesetzt haben. D.h. die (e;)2", sind eine
J =1 + 775=1

komplexe Basis von E als komplexer Vektorraum. Man beachte, dal gj als quater-
nionische Koordinaten natiirlich ¢'j hat, aber als komplexe Koordinaten

n n

n n
qj = Zel(zl + g2t = Zel(jz + 52zt = Zel(—E"H )+ Z (e1j)Z,
1=1

d.h. die Koeffizienten von ¢j ergeben sich durch
51
z

0 -1y )
1 0 :
2277,

Sei nun A + Bj die Matrixdarstellung von T' beziiglich dieser Basis mit komplexen
Matrizen A und B, d.h. T(e;) = >, exTF =Y, ex(AF + BFj) und somit

TQ ad) =2 Tleld =3 ) aTid
Ik
= Zek (ZTz )
= Zek (Z(Af + Bij) - (2 + g2
k l
= Z(ek Z(Ale BF 2"+ erj Z (BFZ' + Afz"“)).
k l
Also hat T beziiglich der komplexen Basis (eq,...,en,€15,...,e,75) folgende Ma-
trixdarstellung
A -B
B A )

Wenn wir nun die komplexe Basis zur reellen Basis
(61, y€n; €17y nJ; €1ty ... enl;€1]1,...,en71)

erganzen, dann hat T folgende Matrizendarstellung nach dem bereits oben gezeigten,
wobei wir A und B in Real- und Imaginirteil zerlegen, d.h. A = A; + iAs und
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B = B1 + iBQZ
Ay —By —Ay DB
By A By A
Ay —-By, A -DB;
-By, —-Ay B Ay
Wenn wir diese Basis noch auf die natiirlichere Form

(e1,...,enj€1l, ... eniserd, ... engserk, ... enk)

bringen, dann hat T folgende Darstellung

Ay —Ay —-B1 —B; 10 0 O
Ay, Ay —By By . . . . 0 01 O
B, B, A A | mittels Konjugation mit 010 o0
By —-B;y Ay A 0 0 0 —1

Wir wollen mit Lg(n) den Teilraum von L¢(2n) bzw. L(4n) mit den so beschriebenen
quaternionischen Strukturen auf C2" bzw. R*" bezeichnen.

Da H ein schief-Korper ist, geht nun aber so manches schief. So gibt die iibliche
Formel fiir die Determinante nichts verniinftiges, da sie nicht H-linear in den Spalten
ist. Wir behaupten als néchstes, daf§ die komplexe Determinante auf Ly(E) positiv
ist, und somit Detc(T) = ++/Det(T) gilt. Dazu rechnen wir wie folgt:

A -B\ _ Ay +idy —By —iB,
Detc (B a > = Dete (31 —iBy Ay —ids

= Det (Al _Bl> + 42 Det ( Az _B2>

Bl A1 _B2 _A2
. A2 —B1 . Al _B2
+ i Det (_32 A1>1Det <_Bl A2)
o A —B Ay —By
_Det<B1 A1>+Det<Bg A2>

+ i(Det (_AEQ AB?) — (=1)* Det <_A§2 AB?))
= Detr (A1 +iB1) 4+ Detr (A2 + iBs) > 0.

Also gilt

GLy(FE) C GLE(E) :={T € GL¢(E) : Detc(T) > 0}

GLy(E) 2 R" x SLy(E)

SLy(E) ={T € Ly(E) : Detc(T) = 1} C SLc(E),
wobei der Isomorphismus wie im reellen Fall durch 7+ (Det(T)'/™, Det(T)~'/™ - T)
gegeben ist.
24.21 Beispiel. Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung

dx 9

dy .
— = COS™ T — = SInx.
dt Todt

Da dieses Vektorfeld beschrinkt ist, existieren die Losungen global und wir erhalten
eine glatte Funktion ¢ : R x R? — R?, welche zu jedem t € R und (z,y) € R? die
Losung mit Werten (z,y) bei 0 zur Zeit ¢ assoziiert.
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Wenn der initiale Wert cos?z = 0 erfiillt, dann ist die Losung y(t) = y(0) + ¢ -

. . d H
sinz. Andernfalls haben wir % = sinz _— d _1
dx 1 cos? x dx cosx’

Translaten von {(y,z) : y(z) = 5 }. Weiters ist die Zeit, die man ben6tigt um von
T = xg zu ¥ = 71 zu gelangen, durch t(z1) — t(zo) = [ Ldr = ["' L _dr =

daher muf sie enthalten sein in

i i ) i r9 dx ~ Jzo cos? x
tanz|7L,  gegeben. Man kann diese Differentialgleichung sogar explizit 16sen, denn
dx d
— —cos’z = dtanz = m =dt
dt cos? x
= tanz(t) =t + ¢ = z(t) = arctan(t + ¢;)
dy tan(t + c)

— =ginx = sin(arctan(t +c¢1)) = *+
dt ( (t+e)) 1+ tan®(t + ¢1)

=y(t) =cot 1+ (t+ 1)

Beachte, dafi der Quotientenraum R?/R nicht Hausdorff ist. Er besteht aus einer
abzihlbaren Vereinigung | |, R von R’s zusammen mit den Punkten 7/2 + 7 - Z. Ein
Umgebungsbasis von 7/2 + kr wird durch Endintervalle der zwei umgebenden R’s
gegeben.

Wenn wir die Wirkung der Untergruppe Z C R auf R? betrachten, dann ist diese
strikt diskontinuierlich, denn hinreichend schmale Streifen, welche keine der Achsen
x =5 +km fiir k € Z enthiilt werden unter dieser Wirkung nach rechts verschoben.
und hinreichend kleine Bélle um Punkte auf diesen Achsen werden vertikal verschoben
und nach rechts verzerrt.

Der Orbitraum R?/Z ist allerdings nicht Hausdorff, denn [(—7/2,0)] und [(7/2,0)]
lassen sich nicht trennen.

Wir kénnen den Raum X := ([-7/2,7/2] x R)/ ~ bilden, wobei (—n/2,—t) ~
(7/2,t). Da die Wirkung von R vertriiglich mit dieser Aquivalenz-Relation ist, wirkt
R ebenso fixpunktfrei auf diesem Mobius-Streifen X. Die Bahnen der diskreten Unter-
gruppe Z C R sind offensichtlich abgeschlossene Teilmengen. Jedoch ist die Wirkung
nicht strikt unstetig, da fiir irgendeine Umgebung von [(7/2,0)] irgendein Translat
um t € Z es wieder trifft.

24.22 Lemma. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und G < Diff (M) eine strikt dis-
kontinuierlich wirkende Untergruppe. Dann ist die Topologie von M /G genau dann
requlir (oder Hausdorff), wenn {g € G : gK N K # 0} endlich ist fiir jede kompakte
Menge K C M.

Beweis. Wenn G strikt diskontinuierlich wirkt, dann ist der Orbit Gx eine diskrete
Teilmenge, da aus gU NU = OV g # 1 folgt, daBB U N Gz = {z}, also ist jeder Punkt
in Gz offen. Somit ist fiir jede kompakte Menge K die Menge Gz N K diskrete und
kompakt also endlich.

(=) Wir behaupten, daf jeder Punkt z € M eine Umgebung U, C U besitzt, s.d.
{9 € G:gU,NK # 0} endlich ist. Sei {g € G : grNK # 0} = {g1,...,9n} und
K' = K\ U;_, ;U. Dann ist K’ kompakt und Gz N K’ = 0, also p(x) ¢ p(K’).
Wenn M /G regulér ist, so finden wir eine offene Umgebung V' von p(z), die p(K”)
nicht trifft. Dann ist U, := U N p~1(V) die gesuchte Umgebung, denn fiir alle g € G
gilt: gU, trifft K’ nicht, und fiir g ¢ {g1,...,gn} gilt: gU, C gU trifft J_, g;U nicht
also auch nicht K C K’ UJ", ¢;U.
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Die Familie {U}, : k € K} bildet eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K,
also reichen endlich viele, sagen wir {Uy,, ..., Uy, }, aus. Dann ist

n

{9€G:gKNK#0}C{geG:g(| JUr)NK # 0} =

i=1

= U{g € G: g(Ug,) N K # 0} endlich.
i=1

(<) Wir miissen wegen nur zeigen, da8 M /G Hausdorff ist. Sei dazu y; # v
in N := M/G. Falls y1,y2 in einer trivialisierenden Menge V' C N liegen, dann
konnen wir ein Blatt U iiber V wiihlen, die beiden Punkte z; := (p|y) " (y1) und
29 = (p|lr)~!(y2) dort durch offene Umgebungen trennen, und da ply : U — V ein
Homoomorphismus ist, trennen die Bilder ¢; von ys. Falls yo nicht in einer triviali-
sierenden Umgebung V von y; liegt. Dann wéhlen wir ein Urbild x; von y; und eine
relativ kompakte Umgebung Uy von x1, deren Abschlufl K := U; im Blatt iiber V von
x1 enthalten ist. Dann ist G- K abgeschlossen, denn falls z ¢ G- K, dann existiert eine
(relativ kompakte) Umgebung U von z, s.d. {g € G : gU N K # 0} endlich ist, denn
nach Voraussetzung ist {g € G : g(U)NK #0} C{ge G:glUUK)N(UUK) # 0}
endlich. Und indem wir fiir diese endlich vielen ¢; € G, die Menge U so verklei-
nern, dafl ¢;U N K = ) (geht, da g;z ¢ K), dann ist GU N K = () und damit auch
UNGK = 0. Somit ist Uy := M \ GK offen und disjunkt von G - U; und die Bilder
V; := p(Uj) sind offene Mengen, die y; und y, trennen. O

Wir haben in |(24.21)| ein Beispiel angegeben, welches zeigt, dafl es nicht geniigt zu
fordern, daf die Bahnen diskret sind (und die g # 1 fixpunktfrei sind) um eine
Uberlagerung zu erhalten.

Es geniigt auch nicht, da G strikt diskontinuierlich wirkt um einen Hausdorff-
Quotienten zu erhalten.

In den meisten unserer Beispiele ist aber M eine Lie-Gruppe, und G ist eine Unter-
gruppe von M, die durch Linksmultiplikation auf M wirkt.

24.23 Lemma. Es sei M eine Lie-Gruppe und G < M eine Untergruppe. Dann sind
aquivalent

o (G ist diskret;
o G wirkt auf M durch Linksmultiplikation strikt diskontinuierlich;
o {g:gK NK # 0} ist endlich fiir alle kompakten K C M.

Beweis. (1=-3) Sei K C M kompakt. Da (g,h) — gh™! stetig ist, ist K K~ :=
{k'k=1 : k', k € K} kompakt und somit der Durchschnitt mit der diskreten Teilmenge
G endlich. Dh. {ge G:ge KK 1} ={g€G:gKNK # ()} ist endlich.

(2<=3) Sei K eine kompakte Umgebung von x. Dann existieren nur endlich viele g € G
mit gK N K # () und wir kénnen K so verkleinern, dafl gK N K = ( fiir alle diese
g #e.

(1<2) Aus gU NU = () folgt insbesonders g ¢ U. O

Bekanntlich kann man den Raum G/M, bzw. den Raum der linken Nebenklassen G,
genau dann zu einer Gruppe und p : M — G/M zu einen Gruppenhomomorphismus
machen, wenn G ein Normalteiler in M ist, d.h. xGx~—! C G fiir alle z € M.
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24.24 Lemma. Fulls M eine zusammenhdngende Liegruppe ist, dann ist eine diskrete
Untergruppe G < M genau dann ein Normalteiler, wenn sie im Zentrum Z(M) :=
{z€M:xz=z2x¥xe€ M} liegt.

Beweis. (<) ist trivial.

(=) Da die Abbildung z +— zzz~! stetig ist und fiir z € G, Werte in der diskreten
Teilmenge G hat, ist sie konstant und somit ist gleich zzz~! = 1z17! = 2, d.h.
x € Z(M). O

Wenn G ein Normalteiler ist, dann ist klarerweise M /G eine Lie-Gruppe, lokal iso-
morph zu M ist. Umgekehrt folgt aus den Liftungseigenschaften einer Uberlagerung
sofort, da8 die universelle Uberlagerung H einer Lie-Gruppe H ebenfalls Lie-Gruppe
ist. Und es 148t sich ebenso zeigen, daf lokal isomorphe Lie-Gruppen isomorphe uni-
verselle Uberlagerungen besitzen. Wir erhalten also bis auf Isomorphie alle lokal iso-
morphen Gruppen, indem wir aus der entsprechenden universellen Uberlagerung G
alle diskreten zentralen Untergruppen herausfaktorisieren. Falls das Zentrum Z (é)
selbst diskret ist (was z.B. bei allen halbeinfachen Gruppen der Fall ist), dann haben

wir als anderen Extremfall ad(G) := G/Z(G), die sogenannte adjungierte Gruppe.

24.25 Lemma. Es sei N — G — H eine Uberlagerung von Gruppen und G zusam-
menhingend (dann ist es auch H). Dann ist Z(H) genau dann diskret, wenn Z(G)
esist, und Z(H) =2 Z(G)/(Z(G)NN) und ad(G) = G/Z(G) = H/Z(H) = ad(H).

Beweis. Fiir jeden surjektiven Gruppenhomomorphismus p : G — H gilt, dafl
p(Z(G)) C Z(H). Sei nun g € G so, daB8 q(g) € Z(H). Dann liegt zgz~'g~! in
dem diskreten Normalteiler Ker(p) =: N, und da G zusammenhéngend ist, ist dies
gerade 1z 1171 =1, d.h. g € Z(G). Also ist Z(G) = p~(Z(H)) und N C Z(G).
Daraus folgen die iibrigen Eigenschaften mittels Isomorphiesatz:

H/Z(H) = (G/N)/(Z(G)/N) = (G/2(G)) O

Wir wollen nun fiir einige Gruppen die diskreten Untergruppen, bzw. das Zentrum
bestimmen. Falls G abelsch ist, dann ist Z(G) = G. Wir werden in [(71.8)| zeigen, da8
in diesem Fall die universelle Uberlagerung (R™, +) ist. Weiters gilt

24.26 Lemma. Die diskreten Untergruppen von R™ sind genau die von linear un-
abhdngigen Vektoren erzeugten Untergruppen.

Beweis. Wir beweisen das mittels Induktion nach n. Fir n = 0 ist es trivial. Sei
nun n > 0 und H < G eine diskrete Untergruppe. Wir wéhlen eine maximal linear
unabhéngige Teilmenge Hy := {hq,...,h;} von H. Falls k < n ist, dann liegt H in
der von Hj aufgespannte Hyperebene, und ist somit nach Induktionsvoraussetzung

von Hy erzeugt. Andernfalls ist k¥ = n und wir betrachten die von {hy,...,hn_1}
aufgespannte Hyperebene F. Dann ist H N E eine diskrete Untergruppe von E und
wird somit nach Induktionsvoraussetzung von linear unabhéngigen {h,...,h}, } er-

zeugt. Da fir j < n die h; € H N E liegen, mufl & = k — 1 sein, und wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, daB die {hy,...,ht_1} diese Erzeuger sind. Sei nun @ der kom-
pakte Quader {ngn tjh; 10 <t; <1} Dann ist HNQ endlich, und wir wihlen ein
W =3"<,tihj € HNQ mit minimalen ¢, > 0 (solche gibt es, z.B. h;,). Wir behaup-
ten, dafl H von {hy,...,hn_1,h'} erzeugt wird. Jedes h € H l&Bt sich natiirlich als
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h= Zj<n sjh;+sph’ schreiben mit s; € R. Fiir geeignet gewéhlte k; € Z betrachten
wir

H3h' i=h=) kihj—koh' = (s;—kj)hj + (sn — kn) (Z fjhj)
j

j<n

J
= 3 (55— ks (sn = k)t ) oy + (50— K.
J

Wenn wir k,, := [s,] und k; = [s; + (sn, — kn)t;] setzen, dann ist A" € @ und der
Koeffizient von h,, kleiner als jener von h’, also mufl er 0 sein, d.h. s,, € Z. Dann
ist aber auch h — s,h’ € H N E und somit nach Induktionsvoraussetzung auch alle
anderen s; € Z. O

24.27 Folgerung. Die einzigen n-dimensionalen zusammenhdngenden abelschen Lie-
Gruppen sind (S1)* x R"F fiir ein 0 < k < n.

Beweis. Jede abelsche Lie-Gruppe ist von der Form A = R"™/D, wobei D von k linear
unabhiingigen Vektoren erzeugt wird. Nach Anwenden einer linearen Abbildung (uns
somit eines Gruppenautomorphismuses)) kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal D =
(e1,...,ex)gr = ZF x {0} ist, und somit ist A = R"/D = (R¥ x R"=%) /(Z* x {0}) =
(R¥/ZF) x (R"=*/{0}) = (S1)F x Rk, O
Um nun fiir einige nicht Abelsche Gruppen G das Zentrum zu bestimmen, beachten
wir folgendes: Falls G < Diff (M) ist, und fiir g € G wir mit Fix, := {a € M : gz =z}
bezeichnen, dann gilt fir h € Z(G), daB h(Fixy) C Fixy, denn h(z) = h(g(z)) =
g(h(z)).

24.28 Proposition. Die Gruppe G := {ax +b:a > 0,a,b € R} hat als Zentrum
Z =1 = {a}. Die Gruppen SL(n), SO(n), SO(n,k), Sp(2m), SLc(n), SOc(n),
Spc(2m), SLy(n) haben als Zentrum alle Vielfachen der Identitit, die zu diesen
Gruppen gehoren. Im Detail heifst das:

Zo mn=0 mod 2
1 n=1 mod 2

Z(80(n)) = {

Ebenso gilt
Z(SL¢(n)) = Zy,.
Die Gruppen Spin(n) haben als Zentrum

Zo n=1 mod 2
Z(Spin(n)) = ZaXxZy n=0 mod 4
Ly n=2 mod4

Beweis. Die ax + b-Gruppe G ist eine Untergruppe der Diffeomorphismen von R.
Fiir jedes ¢ € R existiert ein g € G mit Fix, = {t} (z.B. a := 2, b := —t). Also hilt
h e Z(G) jedes t € R fix, d.h. h =id.

Fiir die Gruppen G € {SL(n),...,SLu(n)} gehen wir wie folgt vor. Jede Hyperebene
tritt als Fixpunktmenge Fix(g) = {« : g -2 = z} eines ¢ € G auf. Also ist jeder
eindimensionale Teilraum ein Durchschnitt von Fixpunktmengen Fix(g;) und somit
muf} fiir & € Z(G) und jedem Vektor x # 0 die Gleichung g; - h -« = h - x gelten, also
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x ein Eigenvektor von h sein. Dies ist aber nur dann méoglich, wenn h ein Vielfaches
der Identitét ist.

Fiir die SO(n) erhalten wir folglich: Es ist (x,y) = (Az, \y) = A\?(x,9)V z,y genau
dann, wenn A\? = 1 ist.

Fiir die SL¢(n) mufl 1 = det(A\) = A™ sein, d.h. A eine n-te Einheitswurzel sein.

Fiir die Spin(3) und Spin(4) erhélt man das Zentrum direkt aus den Isomorphismen
mit S und S x S3. Fiir die allgemeinen Spin-Gruppen Spin(n) folgt es mittels des
Zentrums der Clifford-Algebren Cliff(n). O

14.18 Ubersicht

Gruppe |Dim kompakt |komplex |Kurzbeschreibung
GL(n) |n? - - Detg # 0
SL(n) |n%*-1 - - Detg =1
SO(n) |n(n—1)/2 |+ - sym,lin,pos-def
SO(n, k) |n(n—-1)/2 |— - sym,lin,def
Spn)V |n(n+1)/2 |- - alt,lin,def
U(n) [n? + — konj-sym,pos-def
U(n,k) |n? - - konj-sym,def
SU(n) |n?-1 + - konj-sym,pos-def, Detc = 1
SU(n,k) [n?—1 - - konj-sym,def, Det¢c = 1
GLc(n) |2n? - + C-lin, Detc # 0
SLc(n) |2n? -2 - + C-lin, Detc =1
Oc(n) |n(n—-1) - + sym,C-lin,def
Spe(n) Y [n(n +1) - + alt,C-lin,def
(n) |ni2n+1) |+ - konj-sym,H-lin,pos-def
Qn,k) [ni2n+1) |- - konj-sym,H-lin,def
Q-(n) |n(2n-1) |- - schief-konj-sym,H-lin,def
GLg(n) |4n? - - H-lin, Detg # 0
SLg(n) [4n? -1 - - H-lin, Detg = 1

D In diesen Fillen ist n = 2m gerade.

24.30 Universelle Uberlagerung

Wir wenden uns nun der Frage der Surjektivitéit von Covpe(X) — Acty (G) mit
G = m (X, zp) zu. Dazu versuchen wir zuerst “maximale” Elemente zu finden. Fiir
transitive Wirkungen ist das maximale Objekt G mit der Rechtsmultiplikation auf
sich selbst nach denn fiir jede solche Wirkung von G auf irgendeinem F haben
wir eine G-dquivariante Abbildung G — F.

Die entsprechende maximale Uberlagerung 7 : X — X sollte also G = (X, z0) als
Faser haben und die Wirkung sollte durch Rechtsmultiplikation gegeben sein. Insbe-
sonders miissen wir G, = {1} fiir alle y € G haben. Sei yo € X ein Basispunkt und
xo == p(yo). Da Gy, = m(p)m(X,yo) ist, haben wir, da X einfach zusammenhingend
sein sollte.
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Fiir jeden Punkt y € X finden wir einen Weg v, von yo nach y und, da X einfach
zusammenhéngend ist, ist die Homotopie-Klasse [v,] rel. I ist unabhéngig von der
Wahl des Weges v, definiert. Also haben wir eine Bijektion

X = C((1,{0}). (X,90))/ ~ -

rel.T

Wegen der Liftungseigenschaft entsprechen diesen Homotopie-Klassen bijektiv
die Homotopie-Klassen von Wegen startend bei zg, d.h.

X = O((1,{0}), (X, %0))/ '\l’ji>c((17{0}) (X, m0))/ ~

rel.I

Toevy

Es sei U eine trivialisierende wegzusammenhéngende Umgebung von z1 € X. Wir
berechnen p~1(U). Beachte dazu, daf}

p H(x1) = {[u] : u ist ein Weg in X von zo nach z;} gilt.

[w] : w(l) e U} (schreibe w = w - u™! - u)

] :v(0) = zg,v(1) = 21,u(0) = z1,u(l) CU}
[u] : [v] € p~"(21),u(0) = @1,u(l) C U}
U o,

[vlep=*(z1)

J-
[v] -

wobei 1T := {[v] - [u] : w(0) = z1,u(I) C U}. Wenn U wegzusammenhingend ist,

dann ist 7| 7 — U surjektiv. Um zu zeigen, daB sie injektiv ist, brauchen

wir: ug(1) = u1(1) = [ug] = [u1], d.h. jede geschlossene Kurve in U durch z; sollte

0-homotop in X sein. Ein Raum X, der eine Umgebungsbasis von Mengen mit dieser

Eigenschaft hat, heifit SEMI-LOKAL EINFACHZUSAMMENHANGEND. Jede Mannigfaltig-

keit hat offensichtlich diese Eigenschaft, den sie hat sogar kontrahierbare Umgebungen

(sternformige Bilder der Karten).

Fiir einen wegzusammenhéngenden, lokal wegzusammenhéngenden und semi-lokal

einfachzusammenhiingenden Raum X definieren wir also die Menge X als C((I, {0}), (X,z0))/ ~
rel.l

und 7 : X — X durch 7([u]) := u(1). Da wir fiir jedes U wie oben wollen, da {7
ein Blatt iiber U ist, erkléiren wir jene Mengen in X als offen. Um zu zeigen, da diese
Mengen die Basis einer Topologie bilden, miissen zwei solche Umgebungen Uy und
Uy mit y € % Uy N¥'U; nehmen. Dann ist m(y) € Up NU; und daher kénnen wir eine
solche Umgebung U C Uy N U, von 7(y) finden. Dann ist y € YU und YU C U NUY".
Offensichtlich haben wir, daf 7|, : YU — U ein Homdomorphismus ist, und daher
7 : X — X eine Uberlagerungsabbildung ist.

Beachte, dafl wir fiir irgendeinen Weg u, der bei xq startet, haben, dafl ¢t — [u;] der
Lift mit Startwert [const,,] =: yo ist, wobei u:(s) := u(ts).
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Also ist X wegzusammenhingend, da fiir [u] € X der Weg [u;] den Punkt [const,,]
mit [u] in X verbindet.

SchlieBlich ist X einfachzusammenhiingend: Es sei dafiir v eine geschlossene Kurve
durch yo. Dann ist u := p o v eine geschlossene Kurve durch zg. Es gilt v(t) = [s —
u(ts)], da beide Seiten Lifte von u mit Startpunkt yo sind. Daher ist [const,,] =
v(0) = v(1) = [u]. Da Homotopien geliftet werden koénnen, haben wir const,, ~ v rel.
I

24.31 Theorem. FEs sei X wegzusammenhdngend, lokal wegzusammenhdngend und
semi-lokal einfachzusammenhdngend. Dann existiert eine wegzusammenhdngende, ein-
fachzusammenhingende Uberlagerung von X .

Ist X eine Lindelof Mannigfaltigkeit so auch die universelle Uberlagerung.

Jede einfache-zusammenhingende und wegzusammenhingende Uberlagerung von X
iiberlagert jede andere wegzusammenhingende Uberlagerung.

Beweis. Wir miissen fiir den ersten Teil nur die Lindeldf-Eigenschaft der universellen
Uberlagerung X beweisen falls X eine Lindeléf Mannigfaltigkeit ist. Dazu geniigt
es die o-Kompaktheit zu zeigen: Sei X = |J, U;, wo die U; trivialisierende relativ-
kompakte Umgebungen sind. Da X Lindelof ist, kann die Indexmenge als abzéhlbar
angenommen werden. Sei g € X, sodaB p(xo) € Up. Es sei Wy jenes Blatt iiber Uy,
welches zy enthilt. Wir definieren rekursiv die Menge W,, als die Vereinigung aller
Blatter iiber U; mit ¢ < n die einen Punkt aus W,,_; enthalten. Jedes W,, besteht nur
aus endlich vielen Bldttern und ist somit kompakt. Damit ist {W;} eine abzéhlbare
Familie relativ kompakter Mengen, die X iiberdecken.

Die letzte Aussage folgt, da wir die Projektion von irgendeiner einfach-zusammen-
héngenden Uberlagerung nach liften kénnen, und der Lift eine Uberlagerung

ist nach [(24.11)| O

Folgerung. FEs sei X einfachzusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend und

Y — X sei eine wegzusammenhingende Uberlagerung. Dann ist p ein Homdomorphismus.
Insbesonders ist jede einfachzusammenhdngende offene Teilmenge der Basis einer
Uberlagerung ein trivialisierende Umgebung.

Beweis. Da (X, z0) = {1} transitiv auf p~!(x¢) wirkt, mu8 die Faser ein Punkt
sein. O
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24.40 Die Uberlagerungen mittels SLc(2)

Wir wollen nun die folgenden Uberlagerungen, die im Zusammenhang mit der SLc(2)
auftauchen beschreiben:

SLc(Q) X SLc(Q)

//”/\

SU(2) x SL(2) SL(2) x SL(2) SLc(2) SU(2) x SU(2)

SL(2) SU(2)

SO*(3,1) S0O(3)

Beweis von Es ist SLc(2) (und damit auch SLc(2) x SLc(2)) einfach
zusammenhiingend, denn die Auswertung p := ev,, mit zp := (1,0) liefert eine
Abbildung von G := SL¢(2) nach C? und diese ist surjektiv auf M := C?\ {0} =
S$3 x R, e’ v« (v,t) mit Rechtsinverser

o:(a,¢c) » ——— ~
aa + cc \C a

Das Urbild unter p von z ist die Untergruppe

H =Gy, 1={g:g~xo=x0}:{<(1) l{) :be(C}%’(C.

Goe——G——M
Folglich ist G diffeomorph zu H x M = R? x S3 vermoge
g+ (a(p(9))"'g,p(9)) und o(x) - h = (h,x),

denn p(g) € M; p(a(p(9))~"9) = o(g-0)~" - g~ 20 = @0, da x = p(o(x)) = o(x) - 70,
also o(p(g))~tg € H; a(p(g)) - o(p(g9)) ™! - g = g; weiters p(co(z) - h) = o(z) - h- 29 =
o(z) - 9 = x und schliellich o(p(g))~tg = o(x)~' - o(x) - h = h.

70.1 Satz (Homogene Riume). Sei H eine abgeschlossene Unter-Lie-Gruppe von
G. Dann existiert auf der Menge der rechten Nebenklassen G/H := {gH : g € G}
eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur, fir die G — G/H eine Submersion ist. Es
ist dann G — G/H sogar ein Hauptfaserbiindel.
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70.2 Bemerkungen

1. Ist H zusétzlich normal in G, dann ist G/H eine Lie-Gruppe und G — G/H
ein Lie-Gruppen-Homomorphismus.

2. Die Gruppe G wirkt transitiv auf M := G/H und die Fixgruppen G, = {k €
G:k-g=g} fir g € M sind konjugiert zu H, denn

plg)=g=k-g=k-plg)=plkg) = IheH : kg=gh<kecgHg "

70.3 Satz. Wirkt umgekehrt eine Lie-Gruppe G transitiv auf einer Mannigfaltigkeit
M, und sei G, := {g € G : g-p = p} fir ein beliebiges p € M, dann gilt: G, ist
eine abgeschlossene Untergruppe von G und G/G) ist diffeomorph zu M vermdge
9G, — gp. Der Wirkung auf M entspricht die Linksmultiplikation auf G/G,.

evy

Gp(—> GC—» G-p
\ Au
G/a,

70.5 Lemma. Es sei M — N ein Faserbiindel mit typischer Faser F. Falls N
und F zusammenhdngend sind, dann ist es auch M. Falls N und F einfach zusam-
menhdngend ist, so auch M. Allgemeiner hat man die lange exakte Homotopiesequenz
einer Faserung (siehe [?, p.187, IV.8.6])

oL (F) — m (M) — mi(N) =25 ey (F) — ...

M

Beweis der 1. Aussage. Ist fiir ein Faserbiindel p : M — N sowohl die Basis NV
als auch die typische Faser F' zusammenhéngend, so auch der Totalraum M. Denn
seien U und V nicht leer und offen in M mit U UV = M, dann ist p(U) und p(V)
nicht leer und offen in N mit p(U) Up(V) = N. Weil N zusammenhéngend ist, gilt
p(U) Np(V) # 0, also gibt es einen Punkt m € p(U)Np(V), und UNF und VN F
iiberdecken die Faser F' iiber m mit nicht-leeren Mengen. Da F' zusammenhéngend ist,
haben U und V nicht-leeren Durchschnitt in F' {iber m. Also ist M zusammenhéngend.
Die Aussage betreffend des einfachen Zusammenhangs sieht man wie folgt ein: Sei ¢
ein geschlossene Kurve in M. Da N einfach zusammenhéngend ist existiert eine Ho-
motopie relativ I zwischen poc und der konstanten Kurve. Nun Lifte diese Homotopie
zu einer Homotopie relative {0} zwischen ¢ und der konstante Kurve. Die Endwerte
der Homotopie bilden eine geschlossene Kurve in der Faser, die sich dort homotop
zur konstanten Abbildung verformen 148t. Verklebt man diese beiden Homotopien,
so erhdhlt man eine Homotopie relativ I, also ist M einfach zusammenhéndend. [

Dafi SO¢(n) zusammenhingend ist, sieht man induktiv aus der Wirkung von
SO(n) auf C™ mit Orbit

M= {r=a+iyeCr:b(zz2) =1} = {(z.y) € R* : [z> — [y|* = 1, (z,y) = 0}
> {(2,y) € S" P xR": (z,y) =0} = TS"*
und somit folgenden Biindel

SOc(TL — 1) — SO(c(n) — M
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und Induktionsanfang SO¢(2) = C\ {0} nach [(14.19)|

50c(2) = {(—ab 2) iaviC,aHbQ:l} = {(g 1?@) :ae(C*} ~ C,,

denn wie fiir SO(2) erhalten erhalten wir die Gleichheit aus der Matrizengleichung
1‘). Dann ist

o1 G N G B ) B G iy

und (a + ib)(a — ib) = 1.

Offensichlich haben wir eine Wirkung p : GLc(2) x GLc(2) — Le(Le(2)) gegeben
durch (T,S) — (R—TRS™1).

Wird diese auf SL¢(2) x SLc(2) eingeschriinkt, so erhélt sie die quadratische Form
detc : Le(2) — C und somit auch die zugehorige nicht degenerierte symmetri-
sche C-Bilinearform b : L¢(2) x Le(2) — C, b(T, S) := Trace(T-52%), wobei 524 die
Matrix der algebraischen Komplemente von S bezeichnet, denn S - 524 = det(S5)? -id.

Fiir 2 x 2-Matrizen ist
a B\ [(d —b
c d “\e a

und somit diese Bilinearform durch

aq bl as b2 aq bl dg —bg .
<<C1 d1> , <02 d2>) — Trauce((Cl d1>.(—02 a )) = ajde—bico—c1ba+dias

gegeben. Durch Konjugation A — h~!oAoh mit dem Isomorphismus h : C* — L¢(2),

1 a=2z +iz b= 29+ 1z

1 4 2 3

(21722,2’3724)'—>7 _ . _ ;
c=—2p+1iz3 d=21 —iz4

V2
erhalten wir einen Lie-Gruppen-Isomorphismus Oy (L¢(2)) mit O¢(4)
Die Ableitung von p bei (id,id) ist durch

P (id,id)(V,W)(R) =V Rid'—id Rid* Wid ' =VR—-RW

gegeben. Diese ist injektiv, denn aus VR = RWYVY R folgt V=W € Z(GLc(2)) =
{C-id} (Wihle R := id) nach [(24.28)] Wegen TiaSLc(2) = {A € L¢(2) : Trace(A) =
0} ist somit U = V = 0. Die Dimension von SL¢(2) = 8 —2 = 6 und jene von
SOc(4) = 4(4 — 1) = 12, denn T3gSLc(n) = {T € L¢(n) : Trace(T) = 0} und
T:aSOc(n) = {T € L¢(n) : T + T = 0}, also ist p/(id,id) bijektiv.

Damit ist aber p ein lokaler Diffeomorphismus, denn p(z) = p(zaj *zo) = p(zzy*)o
p(xo) und Linksmultiplikation mit 5" (bzw. mit p(xg)) ist ein Diffeomorphismus.

g' - g = id und den Isomorphismus durch Konjugation mit <1

Folglich ist das Bild von p eine offene (und damit auch abgeschlossene) Untergruppe
und da SOc¢(4) die Zusammenhangskomponente von id € Oc(4) ist, ist p somit
surjektiv.

Der Kern von p ist durch {(7,S5) : TR = RSV R} = C - (id,id) gegeben also
durch den diskreten Normalteiler {£(id,id)} 2 Zs und somit ist p eine 2-blittrige
Uberlagerung die universell ist.
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Die Uberlagerung SLc(2) = Spc(2) — SO¢(3) = SO (4,1)

Die Wirkung p eingeschrinkt auf die Diagonale SL¢(2) € SLc(2) x SLc(2) 148t
die Identitét id € L¢(2) invariant und somit auch das Komplement der spurfreien
Matrizen {T € Lc¢(2) : Spurg(T) = 0} = C3.

Die Wirkung p; : SLc(2) X SLc(2) — Le(Le(2)), (T, S) — (R +— T RS*) 143t eben-
falls detc und somit auch b invariant. Eingeschrankt auf SLc(2) 148t sie den Teilraum
der hermite’schen und der anti-hermite’schen Matrizen invariant. Die Bilinearform b
hat auf {T € L¢(2) : T* = T} Signatur 3 und somit ist SO,({T € L¢(2) : T* =
T}) = SO (4,3) = SOt (4,1).

Die Uberlagerung SL(2) x SL(2) — SO*(4,2)

Da das Bild der Wirkung p in L¢ liegt, und die Einschrinkung auf die Untergruppe
SL(2) x SL(2) den Real- und den Imaginérteil invariant 148t, ist p eine Komplexifi-
zierung dieser Einschrinkung. Die Form b ist reelwertig auf L(2) und hat Signatur 2.

Also ist SOL(L(2)) =2 SO (4,2).

Die Uberlagerung SL(2) = SU(2,1) = Sp(2) — SO+ (3,1)

Die Einschrinkung der Wirkung auf die Diagonale SL(2) la8t ebenfalls den Realteil
invariant. Die Form b ist reellwertig auf {T" € L(2) : Spur(T’) = 0} und hat Signatur
2. Also ist SO,({T € L(2) : Spur(T) = 0}) = SO*(3,2) 2 SO*(3,1).

Die Uberlagerung SU(2) x SU(2) — SO(4)

Der Raum H der Quaternionen ist ein Teilraum von L¢(2) und wird von SU(2) x
SU(2) invariant gelassen. Die Bilinearform b ist positiv definit auf H und somit ist

SO, (H) = SO(4).

Die Uberlagerung SU(2) = SLg(1) = Q(1) = S — SO(3)

Die Einschriinkung der Wirkung auf die Diagonale SU(2) Lifit R C H invariant und
somit auch das b-orthogonale Komplement. Es ist SO, (H/R) = SO(3).

Die Uberlagerung SU(2) x SL(2) — Q_(2)

Esist SU(2,1) = {T € SL¢(2) : T*JT = J} und das Bild von SU(2, 1) x SU(2) unter
der Wirkung p 148t zusétzlich die sesquilinearform ¢ : (Ry, R) — 2 Spur(J Ry R})
invariant, denn

q(TR;S™Y, TRyS™) :Spur(JTR1 HTRyS™1)%)
= Spur(JTR; S~ (S*) ' R3T™)
= Spur(JTRl(S* )IRT™)
= Spur(T*JT R, R}) = Spur(JRy R})
= q(R1, Ry).
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Die Matrizen

S/t oy (i o (0 1\ (0 i
=10 1) 27 \o =) 27 1 0)7 7\ o

bilden eine orthonormal Basis beziiglich ¢. Und somit hat SU(2) x SL(2) Werte in
S0c(4) N Lu(2) = Q-(2).

Als nichstes wollen wir die universelle (zweiblittrige) Uberlagerung der O(n, k) be-
schreiben. Dazu bendtigen wir die folgende Algebra:

24.41 Die Clifford-Algebra. FEs sei b : E x E — K eine symmetrische Bilinear-
form auf einem endlich dimensionalen K-Vektorraum E. Dann existiert eine Lisung
folgenden universellen Problems: FEs ist Cliff,(E) eine assoziative Algebra mit 1 zu-
sammen mit einer linearen Abbildung i : E — Cliff,(E) die

i(z)? = b(z,z) 1

erfillt. Und fir jede andere lineare Abbildung f : E — A die (*) erfillt mit Werten in
einer assoziativen Algebra A mit 1, existiert ein eindeutiger Algebra-Homomorphismus
f, welcher folgendes Diagramm kommutativ macht:

E———'  ~ Cliffy(E)
\f\ L CF
A
Ist (e;), eine Basis von E, so ist (ej, - - €iy )iy <-<ip €ine Basis von Cliffy(E).

Beweis. Wir wihlen das Ideal I in der Tensoralgebra @ E = @, , Qi._, E, welches
von {v®v — b(v,v)1:v € E} erzeugt wird, und definieren Cliff,(E) := @ E/I und
i: E — Cliffy(E) durch E C @ E — @ E/I. Dann ist offensichtlich Cliff,(F) eine
assoziative Algebra mit 1 und i : E — Cliffy,(E) erfillt (*), da wir die Relationen
v®v ~ b(v,v) 1 fiir alle v € E herausfaktorisiert haben.

Wegen 4b(v,w)1 = b(v +w,v +w) 1 —blv —w,v —w)1l ~ (v+w)? - (v—w)? =
2(v-w+ w-v) haben wir die Relation v - w + w - v = 2b(v,w) - 1 in Cliffy(E) und
somit ist klar, dafl die e;, - -+ - - e;, mit i1 < --- < iy, bereits Cliff,(E) erzeugen.

Um die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, beachte man zuerst, da§ Cliffo(E) die
duBere Algebra A E ist. Wenn wir mit €, das Bild von @} _, Q" E in Cliff,(E)
bezeichnen. So ist Cliffy(E) = (J;—, C,, und die Abbildung A" E — Q" E C C,, —
C,/Cp—1 ist eine Bijektion. In der Tat ist nach den Isomorphiesitzen

Ch/Crno1 = (A JINAL) /(A1 /INAp_1)
(

= (A INA)/(Apor +1NA,)/INA)
Ay /(A1 +INAY)

1%

n

= An/(An—l + Jn) = /\E7
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wobei J, C ®" E gerade jenes Ideal ist, welches A" E = ®" E/J,, beschreibt.
(INA,)/(INA,-1) Ap/An—1 —>C,/Cph1

A,1+1INA,
INA, ¢ \An_l\* Cos
Somit ist Cliff,(E) als Vektorraum isomorph zu @), Cp/Cno1 2 @, N"E =

A\ E, und somit bilden die angegebenen Elemente eine Basm
Die universelle Eigenschaft folgt nun sofort, da f zu einem Algebra-Homomorphismus
Q E — A fortgesetzt werden kann, und diese die Erzeuger des Ideals annihiliert. [

24.42 Definition. Es gibt eine Antiinvolution x : Cliff,(E) — Cliffy(E), welche

durch vy - -+ - v — (—1)’c v - -+ - U1 gegeben ist, also durch die Zusammensetzung
von
Qv vkl—>(—1)kv1--~-~vk
mit
v Vg Vg e v

Wir identifizieren F mit seinen Bild in Cliff,(E) und bezeichnen mit Pin,(E) die
Gruppe

Ping(E) :={z € Cliffy(E) :x- 2" =+1=2" -2, a-E-2* CE}.

Dabei darf +£1 nur fir K = R und b mit Signatur auch den Wert -1 annehmen.
Weiters sei p : Pin,(E) — GL(E) definiert durch p(x)(v) := a(x)-v-2*. Mit Spin, (EF)
bezeichnen wir dann die Gruppe

Sping (1) = p~(SOu(E)).

24.43 Theorem. Die Abbildung p : Piny(E) — Ou(E), sowie ihre Einschrinkung
p : Spiny (E) — SOu(FE) sind zweiblittrige Uberlagerungen.

Proof. Wir zeigen zuerst, da p(z) € Oy(E) gilt:

b(p(x)(v), p(x)(v)) = p(z)(v) - p(x)(v) = —p(x)(v) - p(2)(v)*
=—a(z) v-z" (afx) v-2")*
=—afz) v-z" -z val@) = —alr) v via(z)

Es wird Oy(F) nach|(14.10)|durch Spiegelungen Ty, : v +— v — 2§§Z’§gx mit b(z,z) # 0

erzeugt. Falls K = C ist oder —b positiv definit ist, so kénnen wir b(z,z) = —1 vor-
aussetzen. Dann liegt © € Pin,(E), denn z - 2* = —x -z = —b(z,z) = 1. Falls —b
Signatur hat, dann haben wir in der Definition von Pin,(FE) die Gleichung z-z* = +1
verwendet. Es ist p(z)(z) = a(z) -z - 2* = a(z) = —x und fir b(v,z) = 0 ist
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p@)v)=alz) - v-2*=—z-v-2*=v- -2 2* =wv,also ist T, = p(z).

Es sei 2 € Ker p, dann setzen wir x = 24 +x_ € Cliff} (E) @ Cliff, (E). Aus z-2* = 1
folgt 1=oy 2% +2_-2* und 0 = x4 - 2* 42— - 2% ; und aus a(z) - v - z* = v fir
alleve Efolgtv=a2y -v-2y —x_-v- v und =24 -v-2° —x_-v-x}. Somit ist
v-xy = x4 v und damit liegt x4 im Zentrum von Cliffy(E), und v-2z_ = —z_ - v.
Somit ist z4 € Kund z_ = 0. Aus 1 = 2% = 22 folgt = = +1.

Es ist Piny(F) und Spin,(F) zusammenhéngend, denn ¢ — (cos(t)v + sin(t)w) -
(cos(t)v — sin(t)w) fiir t € [0,7/2] verbindet —1 mit 1 falls v,w € FE so gewéhlt
werden dafl b(v, w) = 0 und b(v,v) = —1 = b(w, w) ist. O
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IV. Vektorfelder

Gewdhnliche Differentialgleichungen werden auf Mannigfaltigkeiten durch Vektorfel-
der beschrieben. Um von der Glattheit jener sprechen zu kénnen, benétigen wir das
Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit bzw. besser als Vektorbiindel und diese beiden
Dinge stellen wir in den ersten beiden Abschnitten bereit. Die nichsten beiden sind
den Differentialgleichungen und ihren Losungen, den lokalen Fliissen, gewidmet. Es
wird dann die Lie-Klammer als Obstruktion gegen das Vertauschen der lokalen Fliisse
zweier Vektorfelder behandelt. Schlieflich folgt noch die Verallgemeinerung zu Inte-
gralmannigfaltigkeiten von Teilvektorbiindeln und der zentrale Satz von Frobenius
iiber deren Existenz.

25. Tangentialbiindel

25.2 Definition (Tangentialbiindel)

Sei M eine Mannigfaltigkeit, so ist der TANGENTIALRAUM von M definiert durch:

T™ = | | T,M = | J {p} x T, M.
peM peM

Auf TM existiert eine Abbildung ma : TM — M, definiert durch mas : {p} x T, M >
(p,v) — p € M, die sogenannte FUSSPUNKTABBILDUNG. Jedes glatte f : M — N
mit der TANGENTIALABBILDUNG von f bei p: T),f : T,M — Ty, N induziert eine
Abbildung Tf : TM — TN, die sogenannte TANGENTIALABBILDUNG von f, die
durch (T'f)(p,v) := (f(p), Tpf(v)) definiert ist. Es ist also T'f|r,n;r = Tpf : TyM —
Tf(p)N linear.

25.5 Definition (Vektorbiindel)

Ein Faserbiindel p : E — M heifit VEKTORBUNDEL (VB), falls alle Fasern p~!(z) =:
E, Vektorrdume sind und fiir jedes xy € M eine offene Umgebung U C M sowie eine
lokale Trivialisierung 1 existiert,

U x RF = p~(U)

die faserweise linear ist, d.h. ¥, := ¢(z,.) : R¥ — E, ist linear fiir jedes x € U. So
eine lokale Trivialisierung heifit dann VEKTORBUNDELKARTE.
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Unter einem Vektorbiindel E — M kann man sich eine Familie {E, : x € M} von
Vektorrdumen vorstellen, welche durch M in einen gewissen Sinn glatt parametrisiert
ist.

25.6 Satz (Tangentialbiindel als Vektorbiindel).
Das Tangentialbiindel TM — M jeder Mannigfaltigkeit M ist ein Vektorbiindel.

Beweis. Sei ¢ : R™ D U —= .,V C M eine lokale Trivialisierung von M. Dann
erhalten wir eine lokale Parametrisierung W von T'M als oberste Zeile des folgenden
kommutativen Diagramms:

VxR £ gm0 Ty

Vv

U Vv

IR|6
IR |6

Bleibt zu zeigen, dafl v — ¥(z,v) von R™ — {z} x T,,M linear ist. Diese Abbildung
ist aber

vie (97 (@), 0) = Tole™ (@), 0) = (e~ (@), ¢/ (07 (2))(v))
————

=T

und als Ableitung klarerweise linear. O

25.7 Bemerkungen

1. Zu zwei Vektorbiindelkarten vy : U x R™ — p~1(U) und ¢y : V x RM —
p~1(V) ist der Vektorbiindelkartenwechsel

Yol oy (UNV)xRF - p™(UNV) - (UNV) x RF
von der Form

(‘Tv ’U) = ((prl wa?l © ¢U)($> U)7 (Prz 01/1\71 o '(/JU)(-Ty U))
=z =vu(z)v

Die wesentliche Komponente (pry othy,! 0 9y) : (U x V) x R™ — R™ haben
wir dabei durch ¢Yyy := (pry ow;l ovy)Y : UNV — L(k, k) beschrieben
(beachte dabei, daf w;l o ¢y faserweise linear ist). Diese Abbildung ¢y ¢
heifit TRANSITIONSFUNKTION. Es hat ¢y Werte in GL(k) C L(k, k), denn
die Inverse zu Yy y(z) ist Yyy ().

2. Im Falle des Tangentialbiindels TM — M erhalten wir Transitionsfunktionen
wie folgt:

vi(z,v) = (2,0 (07 (@)(v) =

-1
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Also sind diese im Wesentlichen die Ableitung des Kartenwechsels ¢; 7! o ¢;

von M.
3. Die Transitionsfunktionen erfiillen allgemein die Kozykel-Gleichungen:

’(/}U;;Uz (-’17) o '(/}UzUl (-'17) = ’lpU?,U1 (.’E) fiir alle x € Uy NU; N U3
Yyy(x) = idg~ fiir alle x € U

4. Nach Konstruktion ist die Abbildung @UV (UNV) xRF — R* mit 1[)VU :
(z,v) — Yyy(z) - v glatt. Und wir behaupten nun, dafi dies dazu #dquivalent
ist, daBl Yyy : UNV — GL(k) C L(k,k) selbst glatt ist. Um das zu be-
weisen, bezeichnen wir mit ev die glatte (da bilineare) Evaluationsabbildung
ev: L(k,k) x RF - RF (A,0) — A-v.

(<) gilt, da

dvo = evo(yy x id|gr) : (UNV) x R* — L(k, k) x R¥ — RF

(=) Bsist vy : UNV — L(k,k) C™, falls ev, oy glatt ist V. y € RF,
Das ist der Fall, denn

(evy 0 Yvu)(z) = Yyu(a) -y = dyvu(z,y)
= evy o Yyy = Yyu(oy) ist C° Y y.

5. Sei nun M eine Mannigfaltigkeit und p : E — M eine auf einer Menge F
definierte Abbildung so, dafl eine Familie von fasertreuen Abbildungen vy :
U xR* — p~1(U) existiert, wobei die U eine offene Uberdeckung von M bilden
und die zugehorigen Transitionsfunktionen ¢y : UNV — G L(k) wohldefiniert
und glatt sind.

Dann konnen wir E auf eindeutige Weise zu einer Mannigfaltigkeit machen,
sodafl p: E'— M ein Vektorbiindel mit Vektorbiindelkarten vy wird:

Als Parametrisierungen von E konnen wir ¢ o (¢ x RF) verwenden, wobei die
Yy die gegebenen fasertreuen Abbildungen und ¢ Parametrisierungen von M
sind. Die Kartenwechselabbildungen sind dann (¢y o (g2 x R¥))~Lo (rr0 (1 ¥
RF)) = (¢35 0 01,0y o (03" o ¢1) x R¥)). Nach Konstruktion sind somit
die 1y Faserbiindelkarten und wir kénnen die Fasern F, vermogen diesen zu
Vektorrdumen machen und zwar so, dafl die ¥y faserlinear werden.

6. Aus wissen wir, daf} sich eine Mannigfaltigkeit aus ihren Kartenwech-
seln zuriickgewinnen 148t. Bei Transitionsfunktionen eines VB haben wir eine
dhnliche Situation: Sei U eine offene Uberdeckung von M. Ein Kozykel von
Transitionsfunktionen, d.h. eine Familie von glatten Funktionen ¢y ¢ : UNV —
GL(k) fir U,V € U, welche die Kozykel-Gleichungen erfiillt, definiert ein bis
auf Isomorphie eindeutiges Vektorbiindel.

Um das zu zeigen, definieren wir: E, := {(U,w) : x € U, w € R¥}/ ~, wobei

U w) ~ (Vw') & w' =dyy(z) - w.

Esist E, ein Vektorraum, da ¢y (z) : w — [(U, w)], ein Vektorraum-Isomorphismus
ist R¥ — E,. Die disjunkte Vereinigung

E=|] E = {a} x E)

zeM xeM
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ist ein Vektorbiindel iiber M mit der Fulpunktabbildung £ > (z,v) — xz € M.
Esist E|y :=p~ ' (U) = U,y Ex = UxR*. Wir erhalten folgendes Diagramm:

Yu (:L‘, U)

(:c, Yy (x) - v)

pry
pry

und sehen,dafl ¢y Trivialisierung ist.
Fiir den Kartenwechsel gilt:

(w;1 © 1/’U)(33a w) = w\jl(wiU(x) : w) = (LE, w/)a
wobei aus [(V,w")] = [(U,w)] folgt, da (z,w) — (z,Yvu(z) - w).

29. Lie-Klammer

In haben wir gesehen, da§ wir 7, M mit Der,(C°°(M,R),R) identifizieren
kénnen. Und zwar war fiir lokale Koordinaten (ul,...,u™) die Wirkung eines Tan-

191 € T,M auf f € C>°(M,R) gegeben durch:
P

gentialvektors v = >, v’ 575
v(f) = (Zvi%b) (f) = Zvi . %h,(f) und insbesonders

i i
v(wl) =) v’ 5%

7

225 |p(u?) = 9;(uw? 0 ) (¢ (p)) = Bi(pr;) (¢~  (p)) = 5.

p(W) =17, denn

29.1 Satz (Vektorfelder als Derivationen). Es gibt eine bilineare Abbildung
X(M) x C*°(M,R) — C*(M,R),
(& f) =& f=80f) p—&(f) €R).
Beachte, daff & - f € C°(M,R) wohingegen f -& € X(M). Diese bilineare Abbildung
induziert einen R-linearen Isomorphismus von X(M) mit
Der(C™(M,R)) := {0 € L(C*(M,R)) : 0(f - 9) = 0(f) - g+ [ - 9(9)}-

Auferdem gilt: (f-&)-g=f-(£-g), d.h. dieser Isomorphismus ist sogar C*°(M,R)-
linear, wobei Der(C*°(M,R)) durch (f - 0)(g) = f-0(g) zu einem Modul iber der
kommutativen Algebra C°(M,R) gemacht wird.

Beweis. Wir definieren:

§(f)(@) = €(N))(@) = &@)(f) = (Tuf)(E(x)) = (prooT f 0 §)(x).

Also ist &£(f) = pryoT'fof € C°(M,R).
Die Zuordnung (&, f) — &(f) ist linear in &, da T, f linear ist. Sie ist linear in f, da
&(x) € Derg, also linear ist.
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Die induzierte Abbildung f +— &(f) ist eine Derivation, denn

§(f9)(x) = &(2)(fg) = &(2)(f) - g(x) + f(x) - E(x)(9)
=&(N)(@) - g(x) + f(2) - £(g)(x)
= (€() - 9)(@) + (/- £(9) ()
= (N g+ 1E@)(@).
Die induzierte Abbildung X(M) — Der(C*°(M,R)) ist surjektiv:
Sei 0 € Der(C>*(M,R)) gegeben. Wir suchen ein Vektorfeld £ € X(M), welches
&(z)(f) = 0(f)(zx) erfiillt. Also ist

&(x) = evy 00 € Der, (C*°(M,R),R) = T, M.
Verbleibt zu zeigen, dafl £ glatt ist. Seien dazu (ul, ..., u™) lokale Koordinaten. Dann
ist £(z) =3, &(2)" 522, und die Komponenten &(z)! = (ev, 00)(u') = d(u?)(z) sind
glatt in . Also ist £ € X(M). Dafl die beiden Abbildungen £ < 9 invers zueinander
sind, ist klar.

Schliellich kénnen wir noch folgende Umformung durchfiihren:
(f D=0 Ep-9=(fr-&) 9=Ffp) (& 9)
=f@)- (€ 9)p=(-E@)p D

29.2 Folgerung (Raum der Vektorfelder als Lie-Algebra).
Durch die Zuordnung:
X(M) x X(M) — X(M),
&mn) — (&l
(&) = f = (E((f)) = n(&(f))),

wird eine bilineare Abbildung definiert, die den Raum X(M) zu einer LIE- ALGEBRA
macht. D.h.:

1. Schiefsymmetrie: [£,n] + [n,&] = 0;

2. “Jacobi-Identitit”: [¢, [n, x]] + 7, [x, €]] + [, [€,m]] = 0;
3. Zusdtzlich gilt: [f€, gn] = fg-[&,n] + f§(g) -n—gn(f)-&.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir den Raum Der(A) der Derivationen einer all-
gemeinen assoziativen Algebra A. Dazu definieren wir fiir £,n € Der(A) die LIE-
KLAMMER von & mit n als [§,7] :=&on—mnof.

Dann gilt [, 7] € Der(A), denn klarerweise ist [£, 7] linear und es gilt:

[&nl(f-g9)=E&m(f-9) —n&(f-9))
=&(f-n(9) +&EM(f) - 9) —n(f - &(g)) —n(&(f) - 9)
= f-&m(g)) +&£(Fm(g) +n(f)E(g) +Em(f)) - g
— [ -n(&(9)) —n(f)é(g) — E(F)mg) —n(&(f)) - g

= f-1&nl(g) +[&nl(f) - g.

Die Abbildung (£,n) — [, n] ist bilinear, denn die Komposition in L(A, A) ist bilinear
und die Subtraktion in L(A, A) ist linear.
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Sie ist schiefsymmetrisch, denn
[§n]=Eon—nof=—-(mof—Eon)=—[n¢
und erfiillt die Jacobi-Gleichung, denn:

(€, [, x1] + [0, D €D+ [ 1€ ]
=[{mox—xon +[nxol—Eox]+[x,§on—nof]
=&o(mox—xomn) —(mox—xon)of
+no(xof—&ox)—(xo—&ox)on
+xo(on—no)—(§on—mo&)ox
=0

Zuletzt zeigen wir noch Punkt (3). Dazu rechnen wir:

(1F & g-n) () = ((f- >< = (g-mo (€)=

=(f-9((g- h) ) ((f-€)(R))
=(f-&(g- nh) (f ¢(h))
=f-&g9) -n(h gfn(h)
—g-n(f ) &(h) —g- f-n(€n))
= (f-g-lenl+f€@) m—g-n()-€)(h). O

Bemerkung

Beziiglich der VB-Kartendarstellung sieht [£, 7] folgendermafien aus:

Zglaw Z kauk] Bilinearitiit
_Z{gau“ 5uk}
=2 (e ’“[aiz aik} +€ (5 1) g~ (5 ) )

=S 5 g [ ] =0

Es ist der Koeffizient von [£, )] beziiglich a%k gerade [¢,n)F =3, (fz S — lgf;).

Man kann umgekehrt diese lokale Formel dazu verwenden, die Lieklammer zu defi-
nieren. Man mufl dazu aber die Vertraglichkeit mit Kartenwechsel nachrechnen. Dies
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geht wie folgt:
S5 - 75) a5
ou’ out/) ould

1,J
G (2 aﬂ%ﬂ-)f G (S 5) o

z zw 5o~ S5 (3 ) &
:;(;ez<aizz;nﬂ'+§zaiw>
S0 Y (g * o))
=S50 ) 5

Fiir offenes M C R™ gilt also: [, ] = ZZ(@C i le — 0¥ ) = (%) (2)(&) —
(€M) (@) (n), dh. [E,n)(x) =1/ (x) - & — &' (x) -

I
7 ﬁ

Beispiel

Es gilt: [€,n] ist nicht vollstindig, wenn £ und 1 wie in Punkt (3) der Bemerkung

(28.6) sind:
2

gy o290 _ 228 .0 9 _ a9
[6)77] _yaz o 2 Oy 2 Oy Oyé’z _yxay 2 Oz

t
c(t) = e1(t) ist Losungskurve <
t

ca(t)

Es folgt: ¢1(t) = ﬁ und co(t) :2( A)? - B. Aus der Anfangsbedingung c(0) =
(z,y) ergibt sich A =2 und B = &£, Somit ist

Claay(t) = FIEN (6, y) = (522 (¢ + 2)22).
Fiir t = —2 ist der FluB nicht definiert, d.h. [¢, 7] ist nicht vollsténdig.

29.3 Definition (Verwandtschaft von Vektorfeldern)

Essei f: M — N glatt, £ € X(M) und n € X(N). Das Vektorfeld £ heifit f-
VERWANDT mit n:& Tfof=no f

Ty
T™ —1>TN
g
M—t Nt
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Es gilt dann, dal £ genau dann f-verwandt mit 7 ist, wenn (g o f) = (ng) o f fiir
alle glatten g : N — R.

(=) &(go ) =&lgo f) = (Tpf - &) = nrg = 1(9)(f(p) = (n
(<) (Tfol)pg = (Tf-£p)g = Eplgof) = E(gof)(p) = (ngof)(p) = ng(f(p

29.4 Bemerkung (Push-forward von Vektorfeldern)

Fiir ein allgemeines f 148t sich zu einem gegebenen Vektorfeld kein f-verwandtes Vek-
torfeld finden. Ist jedoch f ein Diffeomorphismus, dann ist T'f o&o f =1 ein Vektorfeld
f+«& auf N fiir jedes Vektorfeld & auf M.

Tf
TM ——TN
$
f
M——N
Es folgt fiir £ aus der Konstruktion, dafl es f-verwandt mit f,£ ist. Umgekehrt hat

man folgende Aussage:

29.5 Lemma (Pull-back von Vektorfeldern). Es sei f : M — N eine Immersion,
n € X(N) und nygp € Bild(T,f) fir alle p € M, dann folgt daraus: 3 | Vektorfeld
&(= f*n), sodafl & f-verwandt mit n ist.

Beweis. Da T'f injektiv ist, kann jedem 7y, in Bild(T, f) ein eindeutig bestimmtes
Element &, € T, M zugeordnet werden, es bleibt zu zeigen, £ : M — T'M ist C*°. Da
[ eine Immersion ist, existieren Karten ¢ und ¢ um p bzw. f,, soda )1 o fop =
inclgm _,gn. Sei & = wa . Es geniigt zu zeigen, dafl 590 M — R glatt sind. Da

(f¢)p = &(pr; O‘P%) = &p(pr; 07/171 of)=(Tfo&)(pr; Olbi )
=7 (01007 ) = (M) sy = (M © f)p In p glatt ist,

folgt, daf &, lokal um p glatt ist. Die f-Verwandtschaft folgt unmittelbar aus der
Konstruktion von &. O

29.6 Bemerkung

Wir haben gezeigt, dafl unter gewissen Voraussetzungen Vektorfelder durch geeignete
glatte Abbildungen transportiert werden kénnen. Dabei bezeichne f*n =T f tono f

(sieche Lemma |(29.5))):

Tf Tf

TM —TN TM —TN

£T Tf*f f*nT T’?
f !

M——N M—N

Wobei das linke Diagramm existiert, falls f ein Diffeomorphismus ist und das rechte,
falls f eine Immersion ist und n Werte im Bild von T'f hat. Es gilt dann:

folf*n)=Tfo(f'n)of ' =TfoTf  onofoft=n
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sowie f*(f.&€) = &, wobei f, £ und 7 die oben genannten Voraussetzungen erfiillen.
Insgesamt haben wir gezeigt: f* = (f.)~!1: X(N) — X (M) und f. : X(M) — X(N).

29.7 Proposition. Die Vektorfelder & seien f-verwandt mit n; fir i = 1,2. Dann
gilt:

1,&a] ist f-verwandt mit [n1,na).

1. & + & ist f-verwandt mit n + 1.
2. |
3. (go f)-& ist f-verwandt mit g -n, wobei g : N — R glatt ist.

Beweis.
(1) folgt aus der Linearitéit von Ty, f.
(2) folgt, da

[€1,82)(g0 f) =& —&(&i(gof))
(

g)of)
= (m(n29)) o f — (n2(mg)) o f = ([, m2]g) o f.

(3) folgt, wegen

(Tfo((gof)-))p)=Tf(g(f(p) &) =9(f(p)  (Tpf)&
=9(f®) @ =g-n) o filp). O

29.8 Lemma. Seien & und n zwei Vektorfelder, dann ist & f-verwandt mit n <
foFI =F1"o(id x f) lokal um {0} x M.

Beweis.

(«<=) Es gilt
Lm0 f(F1E(t,p)) = Tf(FI°(,,p)'(0)) = Tf(&) und
Eli=o F1'(t, f(p)) = n(F1"(0, £(p))) = n(f(p))-

(=) Die Kurve F1"(., f(p)) ist eine Integralkurve zu n mit Startwert f(p). Es ist
F(F1(t,p))]i=0 = f(p) und durch Differenzieren folgt:

(FoFEC) (1) =TH(FECD) (1) = (TF  Olrre(e) = Tl ecomy

Die Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt nun aus der Eindeutigkeit der Integralkur-
ven. O

29.9 Definition (Lie-Ableitung)

1. Fir £ € X(M) ist die LIE-ABLEITUNG L¢ in Richtung £ auf Funktionen f €
C*(M,R) definiert durch

Le: C®(M,R) — C®(M,R)
f= (b &imolf o FI)(Ep) ).
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2. Esseien &,n € X(M), dann definiert L¢ (1) wieder ein Vektorfeld durch folgende
Zuordnung:

Le(n) = Lli=o(FI5)*n = &L |,o(TFI%, on o FIY).

Dabei beachte man, daB T F1°, oo FI5 : M — TM fiir alle ¢ lokal ein Schnitt
ist, und somit ¢ — (TFI*, on o FI5)(z) eine lokal definierte Kurve im Vek-
torraum T, M fiir jedes z ist (t — (T'F1°, on o F1$) ist hingegen keine Kurve

R — X(M)), und somit die Ableitung %h:o(T F1°, on o FI$)(z) ebenfalls in
T, M liegt.

Der folgende Satz zeigt, dafl wir die Lie-Ableitung von Funktionen und Vektorfeldern
schon kennen.

29.10 Satz (Beschreibungen der Lie-Ableitung).
1. Sei & € X(M) und f € C*(M,R), dann gilt:
(Lef)p = (f o FIE(,0))'(0) = (£))y-
2. Seien &,n € X(M), dann gilt:

d

d *
(€l = 5 | (TP ono P (tp) = S| (FIE 0], = Leln)y.

Beweis. (1) Da &, = [¢,], wobei bei ¢, = FI5(.,p), also ¢,(0) = p und c,(0) = &, ist,
gilt (f o FI°(.,p))'(0) = (f 0 )'(0) = &(f) = (£)y-
(2) Sei o : R? — R durch
(t:5) = (lpis(ep)) (F 0 F1(5,.)) = TFI(s, )(pre o)) (f) = (TFIS o 0 1), (f)
lokal definiert. Dann ist
a(t,0) = (nlpe,p)) f
(0, 5) = 1p(f o FI*(s,.))
= d1alo0) = Li—olpeq ) f = Llimof)(FLE () = &n(f))
20| (0,0) = % li=omp(f © FIS(t,.)) = p - le=o(f © FI*(t,.) = n,(EF),
da 7, linear ist. Es gilt also
einerseits: |,—oa(—t,t) = 8201(0,0) — 01¢(0,0)
=& M) —mp(&f) =& nlpf
andererseits: %|t:0a(t, —t) = %|t:0(’l7|Flg(t7p))(f o Flg(—t7 )
= %hzo(TFlit onoFlf)pf. O

29.11 Satz. Die Lie-Klammer ist eine Obstruktion gegen Kommutativitit der Fliisse.
Genauer heifit das:

1. Es ist [€,7] = 0 < FEoFI" = FI7oFl (Diese Abbildungen sind lokal fiir
kleine t und s definiert).
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F1€ te1] 1l h=F1T (F1E tph

F1; (B}

2. Seic¢: R — M mit c(t) := (F17, o FI*, o FI7 0 F1¢),, lokal definiert. Dann gilt:
c(0)=p, ¢(0) =0, '(0) € T,M ist wohldefiniert und c”(0) = 2[£, n,.

F1](E1E 1oy

F1, rea] et ey
1§ 1p)

ctey=F1Y, tE1E, (E1] tELE b b e

Beweis. (1) (<) Es gilt
F1°(t, F1"(s, p)) = FI; F1(p) = FIZ FIf (p) = FI{ (s, F15 (),
d.h. FEoFI" = F1"(1 x F15)

n ist Flf-verwandt mit 7, also TFlf onp=mno Flf .
= n=TF, onoFl, da (FI$)~' = FI°, ein lokaler Diffecom.

d d
=— =—| TF FI§ :
= 0 dt o =t o gonolrly (€, ]
(=) Aus [£,n] = 0 folgt:
d
H(TFI onoFI)(p) = o | (TFIL, oTFIE oy o FIS o FIf ) (p)
= (TFlEtodi ’ (TF1 , on o FI§) o FI5)(p)
S 1s=0

= (TFIE, o[¢,n] o FI)(p) = 0

Also ist 7 = TFI5ono F1§ = T F1°, on o FI¢ konstant in ¢, d.h. noFI¢ = TFI5 o) Und
somit ist 7 ist Fls-verwandt mit 7. Nach ist schlieBlich F17 o FI5 = FI5 o F17.
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(2) Es sei ¢ : R — M lokal definiert und C* und ¢’ : R — T'M der kanonische Lift
von c¢. Die Kurve ¢’ : R — T'(T'M) kann ebenfalls als Lift aufgefafit werden.

R R R
M TM T(TM)

!
c=Tmpoc

’ ” :>C:7TMO7TTMOC”
C =TTpm OC

Falls ¢/(0) = 0, 148t sich ¢”(0) als Derivation auffassen: f — ¢”(0)f := (f o ¢)”(0) ist
linear und

Also ist ¢”’(0) eine Derivation iiber ¢(0) = p, d.h. ¢’(0) € T, M.

Es sei ag(t, s) := (F17 o F15)(p)
ay(t, s) := (FI, o F17 o FI$) (p)
as(t, s) := (F17, 0 FI° [ o FI7 o FIS ) (p).

Dann gilt: ¢(t) = aa(t, t)
a2(0,8) = a1 (s, s)
a1(0,s) = ap(s, s).

Sei f € C*(M,R), so gilt:

A (foao)=(nf)oao
O(foar)=—({f)om
O (foaz)=—(nf)oaw
92(f ©a)(0, s) = (£f)(c0(0, 5))
9o(foa1)(0,5) = (foan)(s,s)+ 0a(f oap)(s,s)
O2(foaz)(0,8) =01 (foar)(s,s)+ 0a(f oar)(s,s)
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= ¢(0)f = (f0¢)(0) = £li=o(f 0 a2)(t,t)
= 01(f 0 a2)(0,0) + 0a(f 0 a2)(0,0)
=—nf)p+01(f01)(0,0) + 92(f 0 a1)(0,0)
—(f)p = (§f)p + 01(f 0 2)(0,0) + 9a(f 0 0)(0,0) =0
¢"(0)f = (f 0¢)"(0) = (4)*[i=0(f o aa)(t, 1)
= 97(f © @2)(0,0) + 20201 (f 0 a2)(0,0) + 85 (f © 2)(0,0)

87 (f © 2)(0,0) = 91 (—(nf) o a2)(0,0)
= (=n(-=nf))a2(0,0) = (n(nf))p
9201(f 0 a2)(0,0) = 02((—nf) ° a2)(0,0)
= i ((—nf) °a1)(0,0) + d2((—nf) 0 1)(0,0)
= (§nf)p + 01 (=nf 0 2)(0,0) + O2(—nf © ap)(0,0)
= (&nf)p = (mf)p — (Enflp = —(mf)p

95(f 0 @2)(0,0) = 07 (f 0 a1)(0,0) + 20192 f © a1)(0,0)
+ 95(f 01)(0,0)
B3 (f 01)(0,0) = (£££),
0201 (f 0 a1)(0,0) = 02((=£f) 0 a1)(0,0)

= 01(=&f 0 a0)(0,0) + D2(—& f 0 a0)(0,0)
=—n&f)p — (&&f)p

85 (f 0 1)(0,0) = 97(f © ) (0,0) +20192(f 0 a0)(0,0) + 95 (f © )(0,0)
= (mf)p +2(&nf)p + (€€F)p

Durch Einsetzen ergibt sich:

(0)f =mmf —2onf + EEf — 20 f — 28&f +mmf + 2Enf + EEf
=2(&nf —néf)=2[nf O

29.12 Satz (Kommutierende Fliisse kommen von Karten).
Es seien {&}¥_ linear unabhingige Vektorfelder auf M, und [£;,€;) =0 V i,j. Dann
existiert eine Karte ¢, sodafs lokal gilt: & = 0f firi=1...k.

Beweis. O.B.d.A. sei M C R" offen, p =0 und &(0) =e; fir i = 1,...%. Es sei
o(t1, ... ty) = FI% (tl,Fl&(tg,...Flf"(tk;O, 0ty ) .))

- (Flfll o...oFlf;;)(o,...,o,tk+1,...tn).
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Es gilt ¢(0) = p und ¢ ist ein lokaler Diffeomorphismus, da die partiellen Ableitungen
fiir ¢ < k folgende Gestalt haben:

Bip(te, ... 1) = %(Flfllo...oFlf;‘o...oFlfl’:)(O,...,0,t;€+1,...tn)

1
§OFIE ... o FIS o...oFlf:>(07...7O7tk+1,...tn)

1
:&(<F1§ oFIj} ... o FI; O"'OFIE:)(O,...,O,tk-&-l,...tn))
:fi(<Fl§;...oFlfl’z)(O,...,O,tk_,_l,...tn)>
:gi(@(t17...7tn)>7

dabei bedeutet "', daB8 der entsprechende Term ausgelassen wird. Also ist & = 9
fir i <k.Firi>kund t; = --- =t = 0 gilt nach Voraussetzung:

Oilt,=09(0, ..., 0,24,0,...,0) = (-)(0,...0,£:,0,...0) = e;.
Somit ist ¢'(0) = idg» und 9f (q) = 9;(p) (¢~ 1q) = &(q) fiir i < k. O

29.13 Bemerkungen

1. Es gilt auch die Umkehrung: Ist ¢ eine Karte, dann verschwinden die Lie-
Klammern der Basisvektorfelder 9y, also kommutieren ihre Fliisse paarweise.

2. Es sei £ € X(M) und &, # 0. Dann existiert nach fir k = 1 ei-
ne Karte ¢ mit ¢ = 9f. Da offensichtlich d; @-verwandt mit 95 ist, ist
@(F19 (t,x)) = FI°(t, p(x)) nach und somit ist F1°(t, p) =
ph(F17(t, 071 (p))) = (e~ (p) + tel) Der FluB jedes nicht-stationdren Vek-
torfelds ist also bis auf Diffeomorphismen ¢ durch die Translation x — x+te;
mit konstanten Geschwindigkeit-Vektor e; gegeben.

)

3. Es sei &, = 0 (also p eine Nullstelle des Vektorfelds) und somit F1¢ (t,p) = p,
d.h. p ist ein Fixpunkt (stationdrer Punkt) des lokalen Flusses. O.B.d.A. ist
U C R™ offen und ¢ : U — R™ mit £(0) = 0. Dann ist £'(0) : R™ — R™
linear, und die Eigenwerte von &’'(0) bestimmen generisch das lokale Verhalten
des Flusses (Siehe Biicher iiber dynamische Systeme).

30. Integralmannigfaltigkeiten

30.1 Bemerkung

Wir haben in|(28.6)|gesehen, daf Integralkurven von Vektorfeldern nicht immer global
definiert sind. Anschaulich gesprochen sind sie nicht fiir alle t € R definiert, weil sie
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bereits in endlicher Zeit nach “unendlich” entweichen. Es sind also die Losungskurven
“zu schnell”, d.h. die Geschwindigkeitsvektoren zu grofl. Wir kénnen aber den Flufl
global machen, indem wir seine Geschwindigkeit verkleinern.

Abstrakter:

i) An Stelle von Vektorfeldern betrachten wir eindimensionale Teilrdume E,, C T,M V¥
M, also Teilvektorbiindel.

ii) An Stelle von Losungskurven betrachten wir Integralmannigfaltigkeiten, das sind
1-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten IV von M, fiir die T, N = E,, gilt. Wir kénnen
diese Begriffe auch im mehrdimensionalen Fall formulieren:

26.1 Definition (Teilvektorbiindel)

Esseienp: E — M, q: F — M zwei Vektorbiindel, sodafl F, Teilvektorraum von
E, ist V x € M. Dann heiflt ¢ : F — M TEILVEKTORBUNDEL von p : E — M, falls
zu E ein VB-Atlas {1y} existiert, der F|y auf U x R™ abbildet, d.h. ¢y : U x RF =
Ely =p~Y(U) und ¢|(U x R") : U x R" = F|.

Das bedeutet, dafl ¢y (z) den “konstanten” Teilraum R™ genau auf F, abbildet.

30.2 Definition (Integralmannigfaltigkeit)

Es sei E ein Teilvektorbiindel von m: TM — M (in der (ilteren) Literatur auch als
DISTRIBUTION bezeichnet). Dann versteht man unter einer INTEGRALMANNIGFALTIG-
KEIT N zu E eine zusammenhingende Mannigfaltigkeitsstruktur auf einer Teilmenge
N C M, sodaB incl : N — M eine Immersion ist und T'incl : T,N — E, fiir alle
p € N eine Bijektion ist.

30.3 Beispiele

1) Fir eindimensionale Teilvektorbiindel, die ja lokal von einem Vektorfeld aufge-
spannt werden, existieren immer Integralkurven zu diesem Vektorfeld, und damit
auch Integralmannigfaltigkeiten des Biindels.

Z.B.: Hat ein “konstantes” Vektorfeld am Torus irrationalen Anstieg, dann liegt jede
ihrer Integralmannigfaltigkeiten dicht.
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2) Man bemerke allerdings, dafl das Teilvektorbiindel E im allgemeinen nicht global
durch ein VF aufgespannt wird. Ein Beispiel ist das Mobiusband, wo E alle Vektoren
sind, die von Kurven in der Faser herriihren.

3) Im mehrdimensionalen Fall gilt im allgemeinen nicht, daf§ jedes Teilvektorbiindel
eine Integralmannigfaltigkeit erzeugt. Betrachte das folgende Beispiel: M = R? mit

Exyz = <{% + yaiza 5%/ > - T(z,y7z)R3-

Sei N eine Integralmannigfaltigkeit durch (0,0,0). Fiir ein fixes yo betrachte man
den Schnitt N N {(z,y0,2) : z,2 € R}. Wegen TyN = R? x {0} ist dieser Schnitt lo-
kal eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Tangentialraum ((1, 0, yo)) im Punkt
(z, Yo, 2), also die Gerade durch (0, yo,0), gegeben durch {(z,yo, xyo) : * € R}. Somit
ist N lokal durch {(z,y,zy) : z,y € R} gegeben. Betrachtet man aber den Tangen-
tialraum in (1,0, 0), so enthélt dieser Vektoren, deren 2. und 3. Komponente # 0 ist:
Tzyzy)N = ((1,0,%), (0,1,2)). Dies stimmt aber mit E(, , .y nur dort iiberein, wo
x = 0. Eine Integralmannigfaltigkeit durch 0 existiert also nicht.

30.4 Bemerkung

Angenommen FE ist ein Teilbiindel von T'M, das durch jeden Punkt eine Integralman-
nigfaltigkeit besitzt. Sei p € M und N die Integralmannigfaltigkeit durch p und seien
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&, n Vektorfelder auf M mit &,,n, € E, fir alle z. Wegen Lemma |(29.5)| existieren
Vektorfelder &;,m; auf N, sodal &;,m; beziiglich incl verwandt sind mit £, n. Dann
ist [€1,m1] ein Vektorfeld auf N und [£1,:] ist incl-verwandt mit [, n]. Wir erhalten

(€. 1l, = Tinel [1,m1], € E,.

30.5 Definition (Integrable Teilbiindel)

Ein Teilvektorbiindel E von T'M heifit INTEGRABEL :< fiir je zwei glatte Vektorfelder
&,nauf M mit &,,n, € E, V p folgt: [,n], € E,V p.

Ubung: Man zeige, daB das Teilbiindel von nicht integrabel ist.

30.6 Lokales Integrabilititstheorem von Frobenius.

Es sei E ein Teilvektorbindel von m: TM — M. Dann ist E genau dann integrabel,
wenn zu jedem p eine Integralmannigfaltigkeit durch p existiert (genauer: es existiert
eine Karte ¢ mit p(0) = p, sodaf p(R* x {a}) eine Integralmannigfaltigkeit fiir jedes
a ist).

Die Bilder ¢(R* x {a}) heifien auf englisch PLAQUES, also frei iibersetzt Bléttchen.

Beweis. (<) Bereits oben gezeigt.

(=) O.B.d.A. sei M C R™ offen, ¢ : M x R™ — M x R™ sei eine VB-Karte, die E
trivialisiert, d.h. ¢, := 9(z,.) : R¥ x {0} — E, ist ein Isomorphismus. Sei 0.B.d.A.
Yo = id und Ey = R¥ (wobei RF C R™).

Dann folgt pry, otbg o incly = id € GL(k) und somit prj, o), o incly € GL(k) fiir alle z
nahe 0.

er-t er-t
| E.= PE.
E.fwh=47 fw, 0} = =graphff.}

——

)
L vl fw, 0}

Wir wollen nun jeden der Teilriume FE, als Graph einer linearen Abbildung f, :
R* — R™ % darstellen. Wegen Graph(f,) := {(v,f(2)v) : v € R*} und E, =
{(W (w,0),4?(w,0)) : w € RF} muB f.(v) = 2(w,0) mit ! (w,0) = v sein, also
f» gegeben sein durch:

f: M — L(k,m — k) mit
frzm 2o (Pilrs)) ™! = pry,_g o, o (pry, 09, o incly) ™
Was sagt nun in diesem Zusammenhang die Integrabilitat aus?

Es gilt fiir £ € X(M): & € E, & & € Graph f(p) & & = (&lp,&lp), mit
F()(&lp) = (&lp). Seien &, m, € E,, £, @ R™ — R™ = R™F x RF. Wegen
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€, n]p € B, ist
[ ] ([ ]1(P),f(p) ¢,m)1(p))) und auch

() (&(p)) — & () (n(p)
( P)E®)) — & E) (), b (P) EP) — &) (1(0)) )
(77 ) (&) — &) (), f' () (E®) - m(p)

Daraus folgt fiir v1 := &1 (p) und vy := 1 (p) mit vy, vo € R¥:

f/(P)(Uh f(p)vr)ve = f/(p)(vm f(p)va)vr.

Wir wollen ein ¢ : R™ — R™ finden, sodaB ¢(R* x {a}) (fiir alle a) eine Integralman-
nigfaltigkeit ist. D.h. (919)(z) : R¥ — E,,) soll ein Isomorphismus sein. O.B.d.A.
(wie sich zeigen wird) schrinken wir das Aussehen von ¢ durch folgende Bedingung
noch weiter ein:

©(0,9) = (0,y), (919)(2) - v = (v, f((2))v).
Ist p(2) =: (p1(2), p2(2)), so gilt:
dp(2) - v = (O1p1(2) - v, 012(2) - v) = (v, f(p(2)) - v), d-h. @1(2) = pry(2)
= ¢(z,y) = (z,9y(x)), wobei g,(0) =y, g,(x) = f(z,gy(x)).
Es folgt nun alles aus dem folgenden Satz. O
30.7 Satz von Frobenius fiir totale Differentialgleichungen).
Es sei f : R™ = RF xR™ — L(k,n) eine lokale C*-Abbildung. Dann gilt: Es existiert

genau dann eine lokale C*°-Abbildung g : R¥xR"™ — R", (z,y) — g,(z) mit gy(@)v =
f(z, gy(x))v und g,(0) =y wenn f'(2)(vi, f(z)v1)ve symmetrisch in vy, vy ist.

Bemerkung

Sei {e1,...,em} eine Basis fiir R™, f;(z) := f(2)e;. Dann ist f(z)v = Zle fi(z)v?
und 9;gy(x) = fi(x,gy(x)) mit 1 < ¢ < k ist ein System von partiellen Differenti-
algleichungen. Wir werden den Beweis von in basisfreier Darstellung fiihren.
(Einen Beweis in Koordinatenschreibweise findet man z.B. in [T8, Vol.I, S.254].)

Beweis von [(30.7)|
(=) Es sei g die Losung obiger Differentialgleichung, dann gilt:
gy (@) (v1, v2) = (g;,()(v1))" (@) (v2) = (f(= 9(- y))(v1)) () (v2)
= 01(f(x, gy(x)) - v1)(v2) + Oa(f (x, 9y (7)) - (g (x) - v1)(v2)
= J'(2)(v1, f (=, gy(2)) - v1) (v2)
= f'(z)(v1, f(z) v1)v2, wobel z = (z, gy(z)).

Der letzte Ausdruck ist symmetrisch in v; und v, weil g;/(z) es ist (partielle Ablei-
tungen vertauschen bei C*°-Funktionen).
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(<) Wir fiithren die partielle Differentialgleichung auf eine Gewthnliche zuriick.
Nehmen wir dazu vorerst an, daf g existiert und setzen wir g(t,v) := g(xg + tv) fiir
fixes xg. Dann gilt

%g(t,v) =¢'(zo +tv) - v = f(xo +tv,g(xo + tv)) - v = f(xo + tv,§(t,v)) - v

9(0,v) = g(zo) = yo
Andererseits hat diese gewohnliche Differentialgleichung lokal (d.h. fiir [v| < e, [t| < e

mit einem gewissen £ > 0) eine eindeutig bestimmte Losung g. Es gilt g(¢, sv) =
g(st,v), denn

D3t 0) = Flao + 130,501, 50)(50) = 5 fao + (13)0, 501, 50) )

0
g g(st,v) =s- f(xo + (st)v, g(st,v))(v).

Somit setzen wir g(z) := g(e, *Z**) und miissen ¢'(x)(w) und dafiir insbesonders d»g
berechnen. Die Idee dabei ist, da§

0 0
d2g(t,v)(w) = 75 leeo gt v+ sw) = D5 laco g(zo + t(v + sw))

= ¢'(wo + tv)(tw) = f(xo + tv, g(xo + tv))(tw)
= flzo + tv, g(t,v))(tw)

gelten sollte. Also definieren wir k : R — R™ durch k(¢t) := 02g(t,v)(w) — f(xo +
(0

tv, §(t,v))(tw). Dann ist k(0) = 92g(0,v)(w) — f(z¢ + Ov, §(0,v))(0w) = 0 und
D k(t) = o [2(t,0)(w) — F(ao + t0,3(2,0) (1)

=0y aat(tv) (w) — 81f~v-tw+82f-%§~tw+f-w]
A <~

flzo+tv,g(t,v))-v fo
=0f - tw-v+0af (025 - w) - v—01f -v-tw—0af - (f-v) tw
=0of - (Oag-w— f-tw) v
=0of - k(t) - v
Da letzteres eine lineare Differentialgleichung mit nicht konstanten Koeffizienten ist
und k(0) = 0 erfiillt, ist & = 0. Folglich ist

t v

— =
g (2)(w) = Dog(Te 7, =20 ) (Lup)
= f (0 + v (e, =22) ) (w)

x

= f(z,9(z))(w). O

30.11 Integrabilititstheorem von Frobenius, globale Version.
Es sei E ein integrables Teilbiindel von TM, dann gilt
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1. Es existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur Mg auf M, sodaf$ die Inklusion
incl : Mg — M eine Immersion ist und Tinc(TMg) = E gilt, d.h. Iincl :
TMg — E CTM ist bijektiv

2. Sei f: N — M glatt und Tf(TN) C E. Dann ist f : N — Mg glatt, d.h. Mg
ist feiner als M.

3. Jede Zusammenhangskomponente von Mg (diese heiffen MAXIMALE INTE-
GRALMANNIGFALTIGKEITEN ) ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit von M.

4. Ist N eine zusammenhdngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist N eine offene
Teilmannigfaltigkeit einer Zusammenhangskomponente von Mpg.

In dieser Situation spricht an von der BLATTERUNG (engl.: FOLIATION) Mg von
E. Die maximalen Integralmannigfaltigkeiten heifen BLATTER (engl.: leaves) der
Blitterung (Achtung: Dies ist etwas anderes als die Bliitter einer Uberlagerung).
Die

Beweis. Nach Voraussetzung existieren trivialisierende Karten ¢, soda8 ¢ (R¥ x {a})
eine Integralmannigfaltigkeit ist.

?

Mg B )

B
—
&

er-\k

FI,;

RUE

Sei f: N — M glatt, Bild(T'f) C E, f(p) = ¢ und ¢ eine E trivialisierende Karte
um g¢. Es liegt f lokal in einer “Schicht” ¢(R* x {a}), denn:

1

Wir definieren f := ¢~! o f dann ist

{Bﬂd(Tprg RF x {0}
f(p) € R* x {a}

(1) Auf M ist {p|(R* x {a}), ¢ trivialisiert E'} ein Atlas. Es ist zu zeigen, daB der

Kartenwechsel auf offenen Mengen definiert ist:

Betrachte o1, @o; a1, az und p € o1 (R* x {a1}) N 0o (RF x {az2}). Da ‘/71|(R’“X{a1}) :

R* x {a} — M eine Integralmannigfaltigkeit ist, liegt Bild(¢1](rrx{as})) lokal in

©2(RF x {as}). Es ist also

}:Bildng’“ x {a}.

-1
(cel@eniann) o (erlwenionn)
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lokal wohldefiniert und wir bezeichnen die zugehtrige Mannigfaltigkeit mit Mpg. Es
ist noch zu zeigen, dal Mz — M eine Immersion ist: Aber TMg = E, weil T'(p(RF x

{a})) = Elo®sx{ay) Ist-

(2) Sei f: N — M glatt und Bild(Tf) C E. Dann liegt f lokal in einer Schicht und
—1

somit ist (¢|(ka{a})) o f lokal wohldefiniert und glatt.

(3) Mg ist parakompakt: 0.B.d.A. sei M zusammenhéngend, C sei eine Zusammen-
hangskomponente von Mg. Es ist z.z., dafi C' durch abzahlbar viele Kartenumgebun-
gen iiberdeckt wird.

Seien @; abzéhlbar viele E trivialisierende Karten, die M {iberdecken; py € C' fix und
p € C beliebig: Es existiert also eine Kurve ¢ in C, die pg und p verbindet. Somit
existieren endlichviele Karten ¢1,...,¢, und ay,...,a,, sodaf}:

po € p1(RF x {a1}), p € pn(R* x {a,}) und
@i(R" x {a;}) N pis1(RF x {as1}) # 0.

Zu vorgegebenen ¢;, @;11, a; gibt es hochstens abzéhlbar viele a;41, sodafl

@i(R" x {a;}) N pis1(RF x {as1}) # 0.

Andernfalls giibe es eine Uberdeckung von ¢;(R* x {a;}) N Bild ;4; durch iiberab-
zéhlbar viele disjunkte offene Mengen, welches ein Widerspruch zur Lindelof-Eigenschaft
wire. Also gibt es nur abzihlbar viele endliche Folgen (p;,a;);, die der Bedingung
0i(R* x{a; ) Npir1 (RF x {a;y1}) # 0 geniigen. Jedes p € C wird durch eine geeignete
Folge erreicht. Also wird C durch {p,(R* x {a,}),n = 1,2,...} iiberdeckt (geeignete
Durchnumerierung).

Bild gy,

@@a tR*xa; §
b
b
=

Die Zusammenhangskomponente C ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit: Sei f : N —
C C M glatt. Lokal liegt f in Bild ¢, aulerdem liegt f in C'. Da C aber hochstens
abzihlbar viele Schichten trifft, liegt f lokal in einer Schicht (verschiedene Schichten
héngen nicht zusammen). Somit ist f : N — Mg stetig und damit auch glatt.

(4) Sei N — M zusammenhéngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist incl : N — Mg
glatt, denn incl : N — M ist eine injektive Immersion. Weiters ist incl : N —
incl(N) € Mg surjektiv und Submersion, also ein lokaler Diffeomorphismus. Somit
ist incl(N) € Mg offen und N 2 incl(N). O
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30.12 Proposition (Urbilder von Punkten).
Es sei f : M — N glatt und x — T, f habe konstanten Rang r. Dann ist Ker(Tf) :=
Ll,ca Kex(Ty f) ein integrables Teilvektorbiindel von TM und die Zusammenhangs-

komponenten der Niveaufiichen f~'(q) sind die maximalen Integralmannigfaltigkei-
ten zu Ker(T'f).

Beweis. Nach dem Rangsatz existieren Karten ¢ und v, sodafl f beziiglich
dieser Karten die kanonische Projektion ist. Beziiglich dieser Karten ist Ker(T, f) =
{0} x R™~". Die Integralmannigfaltigkeiten sind lokal durch {z} x R™~" gegeben. Da
f71(q) lokal {x} x R™~" ist fiir ein gewisses x, sind die Zusammenhangskomponenten
von f~!(q) Integralmannigfaltigkeiten. O

30.13 Definition (Regulires Teilbiindel)

Man nennt ein integrables Teilvektorbiindel genau dann REGULAR (bzw. die zu-
gehorige Bliitterung reguliir), wenn trivialisierende Karten existieren, die jede (maxi-
male) Integralmannigfaltigkeit hochstens einmal treffen. Diese heifien regulire Kar-
ten. Die Bliatterung des Torus mit irrationalen Anstieg ist klarerweise nicht regulér.
Hingegen sind die Blédtterungen aus offensichtlich regulér.

Wir zeigen nun, dafl die reguliren Blétterungen genau jene aus|(30.12)|sind.

30.14 Satz (Raum der maximalen Integralmannigfaltigkeiten).

Es sei E ein regulires integrables Teilvektorbiindel. Dann existiert am Raum aller
mazimalen Integralmannigfaltigkeiten (also dem Raum mo(Mg) der Zusammenhangs-
komponenten von Mg) eine Mannigfaltigkeitsstruktur, sodafy 7 : M — mo(Mg) mit
p— (maz. Integralmannigfaltigkeit durch p) eine Submersion mit Ker(T'r) = E ist.

Beweis. Es sei ¢ : R¥ x R"™* — M eine regulire Karte fiir M. Man definiert dann
eine Karte g fiir mo(Mpg) wie folgt:

M ——mo(MEg)

Rk X Rn—k - s Rnfk

Hier ist ¢ : R" ™% — 7o(Mp) wohldefiniert und injektiv, d.h. ¢ ist bijektiv auf das
Bild. Es bleibt z.z., daf§ der Kartenwechsel glatt ist. Seien ¢ und @ reguldre Karten
und C ein Punkt (d.h. eine maximale Integralmannigfaltigkeit) im Bild beider. Wir
betrachten zuerst den Spezialfall, wo Bild ¢ N Bild ¢ N C' nicht leer ist und p € C.
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-
f— FIz
pr— Lo ®
§ =
] o M)
H
te o
Rn-t

PT>y

-

Wegen 1/);31 OYEOpPry = wgl O OY = Pry 01/1_1 o ist 1/}51 o g lokal um prz(ap_l(p))
ein Diffeomorphismus.

Nun zum allgemeinen Kartenwechsel 1/)51 opp: Wir definieren eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der regulidrer Karten ¢ die C treffen:

p~Y S z/JEI o pg ist Diffeomorphismus offener Umgebungen von @EI(C).

Seien A, B Aquivalenzklassen, dann gilt: R(A) := UgaeA Bildp N C ist offen in C.
Falls R(A) N R(B) nicht leer ist, so gilt A = B, denn wenn ¢ € A und ¢ € B
ist mit p € Bildp N Bildy N C, dann ist 1/)51 o pg ein Diffeomorphismus lokal um
pry(v 1 (p)) = ¢5' (C) nach dem zuvor gezeigten, d.h. A ~ B. Die Vereinigung
U4 R(A) ist somit eine disjunkte Uberdeckung von C' mit offenen Mengen. Daraus
und weil C' zusammenhingend ist, folgt, es gibt genau eine Aquivalenzklasse A. Somit
ist ¥, o p fiir je zwei Karten ¢ und ¢ mit C' € Bild o N Bild g lokal um 5" (O)
glatt und mo(MEg) ist eine C*°-Mannigfaltigkeit. Die Behauptung Ker(T'w) = E folgt
daraus, dafl die Kartendarstellung von 7 bzgl. der Karten ¢ und ¢ durch pr, gegeben
ist und somit Ker(7'r) via T'¢ faserweise durch R* x {0}, also gleich E ist. O

30.15 Gegenbeispiel

Nicht jede 7o (M) ist Hausdorff, wie das Beispiel M = R?\ {0}, {(,.,) := (z® +y?) 2
und E(w,y) =R g(a:,y) zeigt.
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IX. Lie-Gruppen

In diesem Kapitel soll abschlieend noch eine kurze Einfithrung in die auf Sophus Lie
zuriickgehende Theorie der Lie-Gruppen gegeben werden.

66. Lokale versus globale Struktur

66.1 Definition (Lie-Gruppe)

Eine LIE-GRUPPE G ist eine Gruppe, die zugleich C*°-MF ist und deren Gruppen-
multiplikation mult : G x G — G glatt ist.

66.2 Bemerkungen

(1) Die durch Ly : h+— g-h, Ry : h — h-g und durch mult(g,inv(g)) := e definierten
Abbildungen L, (Linkstranslation), R, (Rechtstranslation) und inv (Inversenbildung)
sind Diffeomorphismen von G: Klarerweise sind sie bijektiv und haben als Umkehrab-
bildungen L,-1, Rg-1 und inv. Die beiden ersten sowie ihre Umkehrabbildungen sind
als Einschriankungen der glatten Multiplikation selbst wieder glatt. Da bei festem h
die Identitat

inv(g) =h'-h-inv(g) =h™t-inv(g-h™') = Lp-1 oinvoR,-1(g)

gilt, geniigt es, die Differenzierbarkeit von inv beim neutralen Element e nachzu-
weisen. O.B.d.A. rechnen wir lokal im R™. Dort ist inv die Losung der impliziten
Gleichung mult(g, inv -g) = e. Wegen mult(e, g) = g ist die zweite partielle Ableitung
von mult bei e die Identitdt und nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist inv in
einer Umgebung von e glatt.

(2) Jede Lie-Gruppe G ist automatisch Hausdorff:

Sei a # b, also mult(a,invbd) # e. Dann gibt es Umgebungen U und V von a und b
mit e ¢ mult(U, inv(V)), also ist UNV = @ und G Hausdorff.

(3) Die Zusammenhangskomponente G von e ist ein Normalteiler von G:

Die Bilder von G unter L, (bzw. Ry) sind zusammenhéngend. Da e € Gy, gilt fur
g € Gp auch g € LGy und also LyGy € Go. Das gleiche Argument, angewandt auf
die inneren Automorphismen g — h-¢-h~!, liefert die Normalteiler-Eigenschaft.
(4) Jede Lie-Gruppe G ist auch parakompakt:

Sei G4 die Zusammenhangskomponente um g, dann sieht man wegen der Stetigkeit
der Linkstranslation leicht ein, daB8 G4 = Go-g. Sei U eine zusammenhéngende, relativ
kompakte Umgebung von e, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei U = U~!. Dann
ist H :=|J,, U™ eine offene zusammenhingende Untergruppe von G. Die Teilmenge H
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ist auch abgeschlossen, denn die offene Vereinigung der Nebenklassen gH mit g ¢ H
ist das Komplement von H. Also mufl H die Komponente Gy umfassen, somit ist die
Zusammenhangskomponente Gy parakompakt. (Jede andere Komponente ist von der
Gestalt g - Go.)

(5) Von [MontgomeryZippin] und [Gleason] wurde das 5. Hilbert-Problem 1952 posi-
tiv beantwortet: Jede lokalkompakte, lokal zusammenhéngende, endlich-dimensionale
topologische Gruppe 148t sich auf eindeutige Weise zu einer Lie-Gruppe machen.

66.3 Definition (Lie-Gruppenhomomorphismus)

Seien H und G zwei Lie-Gruppen. Eine Abbildung f : H — G heiit LiIE(GRUP-
PEN)-HOMOMORPHISMUS, falls f glatter Gruppen-Homomorphismus ist. Ein lokal
definiertes f heifit LOKALER LIE(GRUPPEN)-HOMOMORPHISMUS, falls es im Defini-
tionsbereich (einer offenen Umgebung von e) ein Gruppen-Homomorphismus ist.

66.4 Lemma. Seien H und G Lie-Gruppen und H zusammenhdngend. Stimmen zwei
Lie-Homomorphismen von H nach G lokal iberein, so sind sie gleich.

Beweis. Durch die Umgebung, auf der die Homomorphismen {iibereinstimmen, wird
H als Gruppe erzeugt. Da Lie-Homomorphismen insbesonders Gruppen-Homomor-
phismen sind, stimmen sie {iberall iiberein. O

66.5 Lemma (Fortsetzen von Homomorphismen). Seien H und G wie oben,
zusdtzlich sei H einfach zusammenhdingend. Dann lafit sich jeder lokale Lie-Homo-
morphismus f : Dom(f) — G mit Dom(f) C H zu einem Lie-Homomorphismus F
auf ganz H fortsetzen.

Beweis. Wir werden den lokalen Lie-Homomorphismus f lings Kurven fortsetzen,
die von e ausgehen. Sei U = U~! eine Umgebung, sodafl U? C Dom(f); zu jeder
Kurve ¢ gibt es eine Folge ()1, t, = 1, sodaB c(t)~! - c(s) € U fiir ¢, s € [t;, tit1].
Wir definieren
F(c) = fle(o)™ - e(tr) -+ - fleltn—1) ™ - e(1)).
Sind ¢ und d zwei Kurven mit gleichen Endpunkten und mit ¢(¢) € d(t) - U, dann
gilt: F(c) = F(d). Um dies zu beweisen, betrachten wir eine Folge (a;)q, a; € U,
ap = a, = e, mit ¢(t;) = d(¢;) - a;. Es gilt dann:
Fc) = f(c(0) " e(tr)) ... fleltn) " e(1))
f((d(O) o) (d(t)ar)) ... f((d(tn-1)an—1)"" (d(1)an))
= flag'd(0) " td(t1)ar) - .. flaylyd(ty—1) " d(1)ay)
Flag ") f(d(0)~" - d(t1)) f(ar) flar) ™" ...
f(an—1) flan—1) " f(d(ta—1)""d(1)) f(an)

=f( ( )7hed(tn)) f(d(tn)™" - d(1))

= F(d)
Somit nimmt F auf homotopen Kurven mit gleichen Endpunkten gleiche Werte an.

Da H einfachzusammenhéngend ist, hingt F' nur von den Endpunkten der Kurven
ab. Setzt man also F(g) := F(c), wobei ¢ eine e mit g verbindende Kurve ist, dann
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ist ' wohldefiniert und glatt. Nun miissen wir noch nachweisen, daf§ F' ein Homo-
morphismus ist. Ist ¢ eine Kurve von e nach g, d eine von e nach h, so verbindet cd
den Punkt e mit g - h,

c(2t fir t <1/2
cd(t) := {g(- d)(2t —1) sonst /
Es gilt:
F(g-h) = F(cd) = F(c)- F(g-d)
=F(c)- F(d) = F(g) - F(h)
F(g-d) = F(d)

= fld(t:)" g7 gd(tixr)) = f(d(t:) ™" -d(tiyr) O

66.6 Lemma (Universelle Uberlagerung einer Gruppe).

Sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe, dann ist die universelle Uberlagerung G
der Mannigfaltigkeit G selbst eine Lie-Gruppe. Der Kern der Uberlagerungsabbildung
ist ein diskreter, zentraler Normalteiler.

Beweis. Es ist G eine Lie-Gruppe, da die Lifte der Gruppenoperationen glatte Abbil-
dungen sind (Uberlagerung, einfacher Zusammenhang) und wegen Sind die fiir
eine Gruppe ndtigen Gleichungen auch auf G erfiillt. Da p : G — G eine Uberlagerung
ist, ist Ker(p) Normalteiler und diskret und liegt nach im Zentrum. O

Beispiele von universellen Gruppen-Uberlagerungen.

e R— St siehe

e exp: C — C)\ {0}, siehe[(3.5)|

o SU(2) = 53 — SO(3), siehe|(24.40)

e SU(2) x SU(2) = 53 x §% — SO(4), siche [(24.40)]
L]

[

[ ]

L]

Spin(n) — SO(n), siehe [(24.43)|
Pin(n) — O(n), siehe
SLc(2) — SOc(3), siehe|(24.40

SLc(2) x SLe(2) — SOc(4), siche [Z4.40)}

66.7 Bemerkung

Zwei zusammenhéngende Lie-Gruppen sind also genau dann als Lie-Gruppen lokal
isomorph, wenn ihre universellen Uberlagerungen isomorph sind. Alle lokal isomor-
phen zusammenhéingenden Lie-Gruppen erhélt man aus ihren einfachzusammenhén-
genden Reprisentanten durch Herausfaktorisieren diskreter Normalteiler.

67. Infinitesimale Struktur

Von besonderer Bedeutung in der Theorie ist folgender Teilvektorraum aller Vektor-
felder:
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67.1 Definition (Lie-Algebra einer Lie-Gruppe)
Der Teilvektorraum £(G) von X(G) ist definiert durch
L(G) = {§ € X(Q) : € ist L,-verwandt mit £ fiir alle g, d.h. TLy;0& =0 Lg}.

Es ist £ € L(G) genau dann, wenn T'Ly(&n) = &V g,h € G und es geniigt diese
Gleichung fiir h = e zu fordern, denn aus §; = T'Ly(&.) folgt:

TLy(&n) = TLg(TLn(&)) = T(Lg o L) (&) = TLgn(&e) = &gn = E(Lg(h)).
Diese Vektorfelder heiflen LINKSINVARIANT.

67.2 Lemma. Der Tangentialraum TG einer Lie-Gruppe G ist isomorph zu G X
L(G), also ist jede Lie-Gruppe parallelisierbar. Der Vektorraum T.G ist isomorph zu
LG, das ist eine dim(G)-dimensionale Teil-Lie-Algebra von X(G).

Beweis. Dies haben wir bereits in skizziert. Mit L4 ist natiirlich auch T'Ly :
T.G — T4G ein Diffeomorphismus. Also ist (g, &) — T'L,-¢ eine Bijektion G xT.G —
T'G mit inverser Abbildung & +— (7(§), T L ¢)-1-§). Der Isomorphismus zwischen T.G
und LG ist durch v — (g +— TL, - v) und £ — & gegeben. Schliefllich ist LG eine
Teilalgebra, da fiir Lg-verwandte Vektorfelder auch deren Summe bzw. Lie-Klammer

L -verwandt ist (letzteres folgt aus ((29.7)). O

67.3 Folgerung (Lie-Algebra einer Lie-Gruppe).

L definiert einen Funktor von der Kategorie der lokalen Lie-Homomorphismen zwi-
schen Lie-Gruppen in die Kategorie der Homomorphismen zwischen endlich dimen-
sionalen Lie-Algebren.

Beweis. Sei f : G — H ein lokaler Lie-Homomorphismus, dann wird Lf : LG — LH
definiert durch (Lf-&)(h) := Lf(§(h)) = LF(TLp(E(h)) :=TLy-Tef-£(e), also durch
folgendes Diagramm:

X(G) 2 LG > LH C X(H)

-

T.G —=T.H
Es ist £ f-verwandt mit Lf - £ € L(H), d.h. folgendes Diagramm kommutiert

T
TG*JLTH

£T Tﬁf(ﬁ)
f

G H

)

denn

(Ef-f)f(p) =TLypy Tef Ee=Tpf TeLly-& =Tpf - &, da Lyyyo f= fol,.
Eine einfache Rechnung zeigt, daf ist und Lf - £ eindeutig durch diese Eigenschaft
bestimmt ist. Daraus folgt mittels[(29.7)| die Homomorphie-Eigenschaft von £f. [

67.4 Lemma. Jedes £ € LG induziert einen eindeutigen Lie-Homomorphismus

expe : R — G mit exp’g = oexpg .

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 100



67. INFINITESIMALE STRUKTUR 67.8

Beweis. Lokal um 0 existiert ¢ = exp, als Losung dieser Differentialgleichung zum
Anfangswert expg(0) = e und ist ein lokaler Lie-Homomorphismus: Sei d(t) :=
c(s)7te(s+t), dann ist leicht nachzurechnen, dafl d(t) ebenfalls Lésung dieser Differen-
tialgleichung ist, also c(t) = d(t) = c(s) te(s + t). Weil R einfachzusammenhiingend
ist, setzt sich ¢ zu einem globalen Lie-Homomorphismen nach fort. Dieser muf}
die Loésung auf einer offen und abgeschlossenen Menge — also auf R — sein. O

67.5 Folgerung (1-Parameter Untergruppen).
LG ist isomorph zur Menge der 1-PARAMETER UNTERGRUPPEN wvon G, d.h. der
Lie-Homomorphismen von R nach G. Der Fluf zu & € LG ist FI¢(t,g) =g - expe .

Beweis. Die Abbildung § — exp; ist auf LG injektiv, denn exp’f(o) = £.. Sie ist
surjektiv: Sei ¢ : R — G ein Lie-Homomorphismus, dann ist ¢ Losung der Differential-

gleichung;:
(s) = L (t+s5)=2 (s) c(t)=TL "(0)=¢
c(S) = dt t:OC S) = dt tZOCS C = c(s) cl(o) = c(s)s

wobei £ das linksinvariante Vektorfeld zu ¢/ (o) ist. Es gilt auch die behauptete Formel
fiir den Fluf3 zu £, denn

ce(t) = TLy - (1) = TLy - £
=TL,- TLC(t) e = TLg.C(t) e = fg_c(t). O

&g

67.6 Definition (Exponentialabbildung)

Unter der EXPONENTIALABBILDUNG exp; einer Liegruppe G versteht man die Ab-
bildung expg : LG — G, { = expg(1l) = F1°(1,e). Beachte dabei, daf ¢ — exp(t)
ein lokaler Lie-Gruppen Homomorphismus R — G ist und somit nach zZu eine
globalen Homomorphismus eindeutig erweiterbar ist.

67.7 Lemma. Die Exponentialabbildung expg einer Lie-Gruppe G ist glatt und erfillt
TO €eXpg = idTeg.

Beweis. Sei ¥(g,&) = (&,0), dann ist ¢ € X(G x LG) und (t,§) — (exp(t§),§) ist
die Losung der zu 1 gehorigen Differentialgleichung, also glatt. Somit ist auch exp

glatt, und es gilt: Tpexp £ = % ‘ . exp(t§) = exp;(0) = &. O
t=

67.8 Folgerung. Fs sei f : G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus, dann kom-
mutiert folgendes Diagramm.:

Lf
LG—LH
expcl J{eXpH
G H

Ist insbesonders G eine Lie-Untergruppe von H, so ist expq die Einschrinkung von
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dal ¢t — f(exps(t€.)) die Differentialgleichung fiir
t— expy(t- (Lf)(&)) 1ost. In der Tat gilt:

B B
5; 7 (@Pa(té)) = Tf - = expg ()

=Tf - TLexpgte.) "€ = T'Ly(expse)) - Tf - &e
=TLg(expg(te)) - Lf - & U

67.9 Beispiele.

e Es sei G die abelsche Lie-Gruppe R", d.h. 4 : G x G — G ist die Addition
(g,h) = g+hund ToLy - v = 0219, 0) - v = v. Also sind die linksinvarianten
Vektorfelder gerade die konstanten Vektorfelder, und die Lie-Klammer von
solchen ist 0, d.h. die Lie-Algebra LG = R™ mit der 0-Klammer.

Die Differentialgleichung fiir ¢ : t — expq(t-&.) ist %c(t) =&ty = TLery-&e =
€. mit Anfangswert ¢(0) = 0, also ist ¢(t) = ¢ - £ und somit expq(&.) = &, die
Identitét.

e Sei nun G die Lie-Gruppe GL(n). Da G offen in L(R™ R") ist, ist T,G =
L(R™,R") fiir alle ¢ € G. Die Multiplikation ist 4 : G x G — G ist die
Komposition (g, h) — goh und hat als Ableitung u'(g, h)- (u,v) = gov+wuoh.
Die linksinvarianten Vektorfelder sind also jene der Form

g—vg:=TLg-v=0(g,0) - v=govmitve LR"R").
Die Lie-Klammer ist
[u,v]g :=0'(g9) - ug —u'(9) vy =ugov—vyou=go(uov—uvou),
Also ist die Lie-Algebra von G gerade L(R"™,R"™) mit dem Kommutator.
Die Differentialgleichung fiir ¢ : t +— expg(t - &) ist %c(t) =&ty = TLeyy -
& = c(t) o & mit Anfangswert c¢(0) = id, also ist c(t) = e!¢ und somit
expg(€.) = ec. Das rechtfertigt die Bezeichnung Exponentialfunktion auf ei-
ner allgemeinen Gruppe.
e Die Exponentialabbildung der SL¢(2). Die Lie-Algebra der speziellen linearen
Gruppe SL¢(2) ist
sle(2) = {T € L¢(2) : Spure(T) = 0},
d.h.
7= (" ") esic@ e d=—a
~\e d c -

Fiir solche T' gilt

2 9 2
2 fa b _ (a*+bc 0 _ s
T = (c a) = ( 0 o2 +bc> = —det(T) -id
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und somit ist

e Tk e T2k 0 T2k+l
exp(T):Zk—: !+Z

=k = (2F)! = (2k+ 1)
_ - (*det T)k e (f detT)k
“X @ T mernr

sinh(v/—detT')
= cosh(v—det T) + ¥ ") p
cosh(V=det T) + =7

B sin(vdet T)
= cos(VdetT) + -y T

Man beachte, daf3 keiner der beiden Faktoren coshx := EIJFQ@?I und Si“zh”” =

e ;;_m von der Auswahl des Vorzeichens von x := +/—detT" abhéngt.

Ist det T reell (was z.B. fiir die Untergruppe SL(2) C SLc(2) der Fall ist),
dann gilt:

Ist det T =0, so ist t — exp(tT) = 1 + tT eine Gerade.

Ist A? := detT > 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT) = cos(tA) + sin(tA)x T
eine Ellipse mit Achsen id und %T. Insbesonders ist also exp nicht injektiv.
Ist —A? :=det T < 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT)) = cosh(tA)+sinh(tA)xT
eine Hyperbel mit Achsen id und %T.

68. Infinitesimaler versus lokale Struktur

68.1 Definition (Unter-Lie-Gruppe)

Sei G eine Lie-Gruppe. Eine Teilmenge H heifit UNTER-LIE-GRUPPE von G falls H
Untergruppe von G ist, H eine Lie-Gruppe ist und die Inklusion von H in G glatt
ist. Letztere ist dann sogar eine Immersion damit £(H) eine Unter-Lie-Algebra von
L(G): Angenommen T, incl-§ = 0, dann ist incl(exp(t€)) = exp(t-Tincl§) = e, daher
ist incl nicht injektiv (Widerspruch).

Bemerkung: Mit dieser Definition wird etwa (R, +) mit der diskreten Topologie zu
einer Unter-Lie-Gruppe von (R, +) mit der Standardtopologie.

68.2 Satz (Untergruppe zu einer Unteralgebra).
Sei G eine Lie-Gruppe und H Unter-Lie-Algebra von LG. Dann existiert eine ein-
deutige zusammenhdngende Unter-Lie-Gruppe H von G mit LH = H.

Beweis. Sei E, := {£, : £ € H}. Dann ist E ein integrables Teilbiindel von T'G:
Sei &, € T'(FE) (nicht notwendig links-invariant). Beziiglich einer Basis (&;); von H
(bestehend aus links-invarianten Vektorfeldern) haben wir:

§= Z fi&, n= Zgifi und somit
&l =Y figil€n &1+ fi&i9)& = Y 9;& ().
iJ ij ij

Nach dem Satz |(30.11)[ von Frobenius existiert eine eindeutige maximale zusam-
menhéngende Integralmannigfaltigkeit H durch e mit TH = E|g. Wir zeigen noch,
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dafl H Untergruppe ist: Sei h € H, dann folgt e € Ly-1(H) ist zusammenhéngende
Teilmannigfaltigkeit. Da die Vektorfelder in H linksinvariant sind, ist L,—1(H) eine

Integralmannigfaltigkeit, also Lj,-1(H) C H nach [(30.11.3)| O

68.3 Satz (Lie-Gruppe zu einer Lie-Algebra). Sei G eine endlich dimensiona-
le Lie-Algebra. Dann existiert eine (einfachzusammenhdingende) Lie-Gruppe G mit

LG =G.

Ein Beweis kann folgendermaflen gefiithrt werden: Jede endlich dimensionale Lie-
Algebra hat nach einem Satz von Ado eine treue Darstellung auf einem R", d.h.
G kann als Teilalgebra von L(n) & L(GL(n)) aufgefalt werden. Nach obigem Satz
existiert eine zusammenhéngende Unter-Lie-Gruppe G von GL(n) mit LG = G.

68.4 Folgerung. Seien G und H zwei Lie-Gruppen, §: LG — LH ein Lie-Algebra-
Homomorphismus. Dann existiert ein lokaler Lie-Gruppen- Homomorphismus f mit
Lf =1. Ist zusdtzlich G einfachzusammenhdngend, dann kann f global gewdhlt wer-
den.

Beweis. Sei K := graph(f). Nach obigem Satz existiert zu dieser Teilalgebra von
LG x LH = L(G x H) eine Unter-Lie-Gruppe K von G x H mit LK = K. Sei
ji=prjoincl: K - G x H — G, dann ist

L£j(£,§(8)) = Lpry (T'incl(€,§(£))) = Lpry (€, §(£)) = €.

Also ist Lj ein Isomorphismus und j ein lokaler Diffeomorphismus. Sei schliefilich
f = pry-incl-j~1, dann ist f ein lokaler Lie-Gruppen-Homomorphismus und Lf :

§ = Lpry(Lincl(,§(£))) = (£)- H

Zusammenfassung

Somit stellt £ eine bis auf lokale (globale) Isomorphien bijektive Zuordnung zwischen
(einfachzusammenhingenden) Lie-Gruppen und endlich dimensionalen Lie-Algebren
dar.

Die obigen Sétze lassen sich verallgemeinern, wenn man G durch die unendlich di-
mensionale Gruppe Diff (M) der Diffeomorphismen einer Mannigfaltigkeit M ersetzt
und als deren Lie-Algebra den Raum der Vektorfelder X(M) verwendet. Fiir eine
1-Parameter Kurve ¢ : R — Diff(M) ist die Untergruppen-Eigenschaft dquivalent
zur FluB-Eigenschaft der assoziierten Abbildung (R x M — M). Solche Abbildungen
entsprechen den Vektorfeldern auf M (Differenzieren).

69. Untergruppen

69.1 Lemma. Sei H eine separable Unter-Lie-Gruppe von G, dann ist H initial in

G.

Beweis. Da LH Unter-Lie-Algebra von LG ist, existiert eine eindeutige zusam-
menhéngende Unter-Lie-Gruppe K von G mit LK = LH. Diese ist als maximale
Integralmannigfaltigkeit initial in G. Da die Lie-Algebren gleich sind, muf} die Zu-
sammenhangskomponente Hy von H offen in K sein, somit als Untergruppe auch
abgeschlossen und daher mit der zusammenhéngenden Gruppe K {ibereinstimmen.
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H besitzt als separable Mannigfaltigkeit aber nur abzahlbar viele Zusammenhangs-
komponenten, die diffeomorph zur initialen Teilmannigfaltigkeit K sind. Also ist H
selbst initiale Teilmannigfaltigkeit. O

Bemerkung

Die Separabilitdt von H ist essentiell: R mit der diskreten Topologie ist nicht initial
in R.

69.3 Satz. Sei H eine separable Unter-Lie-Gruppe von G. Dann ist H genau dann
requldre Teilmannigfaltigkeit von G, wenn H abgeschlossen in G ist.

Beweisskizze. Dies ist in Wirklichkeit ein Satz iiber lokalkompakte Gruppen.

(<) Wir verwenden den Satz iiber offene Abbildungen: Jeder stetige surjektive Gruppen-
Homomorphismus zwischen lokalkompakten Gruppen ist offen, falls seine Doméne
Lindelof ist. Wir wenden diesen nun auf die Identitit von H mit der Lie-Gruppen-
Topologie nach H mit der Spurtopologie an; letztere ist auch lokalkompakt, wenn H
in G abgeschlossen ist.

(=) Das ist eine direkte Konsequenz eines Satzes iiber abgeschlossene Abbildungen:
Jeder stetige Gruppen-Homomorphismus zwischen lokalkompakten Gruppen, der ein
Homo6omorphismus auf sein Bild ist, hat ein abgeschlossenes Bild. Man kénnte auch so

vorgehen: Als reguldre Teilmannigfaltigkeit ist H lokal abgeschlossen in G, demnach
ist H offen abgeschlossen in H™, also H = H™. O

69.4 Satz (Abgeschlossen Untergruppen).
Jede abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe ist selbst eine Lie-Gruppe.

Beweis. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G. Wir setzten H :=
{c(0) : c € ¢*(R, H),c(0) = e}. Dann ist H ein Teilvektorraum von LG: Seien ¢}(0) €
H und ¢; € R, definiere ¢(t) := ¢1(¢1t) - c2(tat), dann gilt ¢/(0) = t; - ¢1(0) + t2 - c4(0).
Behauptung: H = {|exp(t- &) € H fiir alle t}

(2) ist klar.

(C) £:=(0), sei v: R — LG, sodal v(0) = 0 und exp(v(t)) = ¢(¢). Es gilt:

§=7(0)

Setzen wir t, := 1/n und hy, = n - v(t,), so ist t,h, = v(1/n) und exp(tph,) =
exp(v(l/n)) = ¢(1/n) € H. Aus der nachfolgenden Behauptung ergibt sich dann
exp(t§) € H.

Behauptung: Seien hy € G, 0 # tp, — 0, hy — h, exp(tphr) € H. Dann ist exp(th) €
H fiir alle t.

Da exp(tihy) ! = exp(—t1hy) ist, konnen wir uns auf positive ¢, beschriinken. Sei t €
R beliebig und k,, mit n € [t/ty, —1,t/ti, ] gewdhlt. Wegen ¢, — 0 gilt: k, — oo und
somit nty, — t. Also nty, hi, — th und exp(th) «— exp(nty, hi,) = exp(tk, hr, )" €
H

Behauptung: Es existiert ein offenes U’ C H* mit exp(U’) N H = {0}.

exp(v(t)) = Tpexp(v'(0)) = v'(0) = lim n-v(2)
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Anderenfalls existieren hy, € H*, hy, — 0, exp(hy) € H. Setzen t), := 1/|h|, 0.B.d.A.
konvergiert txhy — h € HL. Dann ist exp(tihi/ty) = exp(hg) € H und 1/t;, — 0.
Mit der vorigen Behauptung folgt exp(th) € H und h € H, ein Widerspruch.
Behauptung: Ein offenes U C LG existiert mit exp(U NH) = expU N H:
(<) Klar.
(D) Sei a € H Nexp(U). Dann ist a = exp¢ -expn mit £ € H und n € H*
fiir U geniigend klein ((£,n) — exp& - expn ist lokaler Diffeomorphismus). Es gilt
expn € H(a,exp& € H Untergruppe), und nach dem obigen 1 = 0, also a = exp &
mit £ € HNU. Wir zeigen H ist Unter-Lie-Gruppe von G: exp : H — H ist lo-
kaler Diffeomorphismus, also bildet {Lj, o exp|H : h € H} einen Atlas fiir H. Die
Kartenwechsel

(Lpoexp) toL;oexp=exp oLy 4o0exp
sind dort glatt, wo sie definiert sind, und bilden wegen obiger Eigenschaft einen
Teilmannigfaltigkeits-Atlas. O

Bemerkung

Dieser Satz wurde zuerst durch [VonNeumann] fiir G = GL(n) und dann von [Cartan]
fiir beliebiges G bewiesen. Es gibt noch ein zweites wichtiges Kriterium, um Unter-
gruppen als Lie-Gruppen zu erkennen: Jede bogenzusammenhingende Untergruppe
einer Lie-Gruppe ist selbst Lie-Gruppe, siehe [93].

70. Homogene Riume

70.1 Satz (Homogene Riume). Sei H eine abgeschlossene Unter-Lie-Gruppe von
G. Dann existiert auf der Menge der rechten Nebenklassen G/H := {gH : g € G}
eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur, fir die G — G/H eine Submersion ist. Es
ist dann G — G/H sogar ein Hauptfaserbiindel.

Beweis. Wir beweisen dies in zwei Teilen: Im ersten Schritt bilden wir die Faktor-
gruppe nach der Zusammenhangskomponente Hj von e, im zweiten faktorisieren wir
die diskrete Wirkung von H/Hjy heraus.

G — G/Hy— (G/Ho)/(H/Ho) = G/H

Durch E, :=TL,(T.H) wird ein integrables reguléres Teilvektorbiindel definiert. Die
maximalen zusammenhéngenden Integralmannigfaltigkeiten zu E sind gerade gHj.
Im Anschlufl an den Satz von Frobenius haben wir in gezeigt, daB in solch einer
Situation G/ Hj eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur trigt, soda 7 : G — G/ Hj
eine Submersion ist. Da Hy ein Normalteiler von H ist, ist H/Hj selbst eine (diskrete)
Gruppe, und diese wirkt strikt diskontinuierlich auf der Mannigfaltigkeit G/Hy durch
(hHp) - (gHp) = gh™'Hp: Sei némlich U offen in G mit U"'U N H C Hp und
h & Hp. Dann ist ((hHp) - ©(U)) N 7(U) = 0, andernfalls wire §) # uh™'Ho N u' Hy
fiir gewisse u,u’ € U und somit (v/)™' - u = h'-h € H mit einem h' € Hy, also
R -h € Hyund h € Hy. Aus folgt nun, dal G/H = (G/Hy)/(H/H,) eine
Mannigfaltigkeit und G/Hy — G/H = (G/Hy)/(H/Hy) eine Uberlagerung ist. Es
bleibt die Faserbiindelstruktur zu beweisen: Da p : G — G/H eine Submersion ist,
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finden wir einen lokalen Schnitt s : U — G nach Dann ist U x H — p~'U,
(u, h) — s(u) - h eine Trivialisierung mit inverser Abbildung g — (p(g),s(p(g))~1g).
O

70.2 Bemerkungen

1. Ist H zusétzlich normal in G, dann ist G/H eine Lie-Gruppe und G — G/H
ein Lie-Gruppen-Homomorphismus.

2. Die Gruppe G wirkt transitiv auf M := G/H und die Fixgruppen G, = {k €
G:k-g=g} fiir g € M sind konjugiert zu H, denn
plg)=g=k-g=k-plg)=plkg) & Ihe H kg=ghekegHg™

70.3 Satz. Wirkt umgekehrt eine Lie-Gruppe G transitiv auf einer Mannigfaltigkeit

M, und sei G, := {g € G : g-p = p} fir ein beliebiges p € M, dann gilt: G, ist

eine abgeschlossene Untergruppe von G und G/G) ist diffeomorph zu M vermdge

9G, — gp. Der Wirkung auf M entspricht die Linksmultiplikation auf G/G,.

evy

Gp(—>GC—»Gp
A

o

c/a,

Beweis. Klarerweise ist gG, — gp eine bijektive glatte Abbildung, die mit der Wir-
kung von G auf G/G, und auf M vertauscht. Sie ist auch eine Immersion, denn dazu
geniigt es die Injektivitdt der Tangentialabbildung bei e - G, € G/G,, nachzuweisen.
Sei dazu 0 = Teevy, - € = %|t=0 exp(t&) - p fiir ein £ € T.G, dann ist

M

d d d
pr exp(t§) -p = %\szo exp((t +s)§) -p= ﬁls:o exp(t€) - exp(s€) - p

d
= TLexp(t£)£|S:0 exp(s€) -p=0

fiir alle ¢, also expt{ - p = p, i.e.exptf € Gy, und somit £ = 0 in T(G/Gp).

Eine bijektive Immersion ist aber bereits ein Diffeomorphismus (siehe [88] S.50]): Es
geniigt dazu die Submersivitit nachzuweisen. Angenommen, die Dimension des Ziel-
raums ist groBer, dann gibt es auf Grund des Rang-Satzes zu jedem Punkt eine Um-
gebung, deren Bild nirgends dicht ist. Abzéhlbar viele dieser Bilder iiberdecken dann
das Bild (da wir G als zusammenhéngend und somit Lindelof vorausetzen kénnen),

was ein Widerspruch zur Baire’schen Eigenschaft (des lokalkompakten Raums M)
ist. O

Eine sehr wichtige Klasse von Faserbiindeln, die sogenannten HAUPTFASERBUNDEL,
erhélt man durch folgende Verallgemeinerung der Konstruktion aus |(70.1)

70.4 Satz (Raum der Orbits). Die Lie-Gruppe G wirke FREI auf der Mannigfal-
tigkeit M, (d.h. G, = {e} fir alle p € M). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. M/G besitzt eine (eindeutige) Mannigfaltigkeitsstruktur, sodafi m: M — M/G
eine Submersion ist. Dies ist dann sogar ein Faserbiindel mit typischer Faser
G. Diese heif$t STRUKTURGRUPPE DES HAUPTFASERBUNDELS.
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2. Die Abbildung G x M — M x M mit (g,p) — (g - p,p) ist eine topologische
FEinbettung (oder dquivalent: folgende Abbildung M x M 2 {(g-p,p) : g € G,
p € M} — G ist stetig: (q,p) — g, fallsq=g-p)

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafi die Submersivitdt von 7 : M — M/G bereits die
Faserbiindel-Eigenschaft impliziert: Sei dazu s : U — M ein lokaler Schnitt fiir U
offen in M/G. Dann ist U x G — 771U, (u,g) — g - s(u) eine Trivialisierung mit
inverser Abbildung m +— (7(m), g), wobei g definiert durch g - s(7w(m)) = m ist.

(1 = 2) Es konvergiere (g;pi,pi) — (gp,p) in M x M. Es geniigt dann zu zeigen,
daBl g; — g. O.B.d.A. sei g = e (ersetze dazu g~'g; durch g;). Sei s ein lokaler
Schnitt der Submersion M — M /G mit s(w(p)) = p. Dann ist (M/G) x G — M mit
(x,h) — hs(z), ein lokaler Diffecomorphismus und somit p; = h; s(z;) fir z; := 7(p;)
und gewisse h; — e, also g;h;s(x;) = gipi — gp = es(n(p)). Folglich gilt g;h; — e
und wegen h; — e schliefflich auch g; — e.

(1 < 2) Wie im Beweis von stellen wir 7 als Zusammensetzung dar:

M — M/Go — (M/Go)/(G/Go) = M/G.

Fiir den ersten Teil definieren wir E, := Tev,(T.G) C T,M, wobei ev, : G — M
durch g — ¢ - p definiert ist. Dies ist ein integrables Teilvektorbiindel mit maximaler
zusammenhéngender Integralmannigfaltigkeit G - p durch p € M. Es ist F regulir,
da Gq - p nach Voraussetzung (2) regulidre Teilmannigfaltigkeit von M ist.

G x MC M x M

Go x {p}——== Gop x {p}¢ - > M x {p}

Also kénnen wir wieder die Folgerung aus dem Satz von Frobenius anwenden
und erhalten, dal M — M/Gq eine Submersion ist.

Beim zweiten Teil beachten wir, dal G/Gy auf M/Gy vermoge gGg - Gop := Gogp
frei wirkt. Die Wirkung dieser diskreten Gruppe ist strikt diskontinuierlich: Sei (¢Gog -
GoU)NGoU # (), dann ist gu = ¢g'v/ mit ¢’ € G und u, v’ € U. Es folgt u = g~ 'g'u/
und somit g~tg’ € Gy fiir hinreichend kleines U (anderfalls existieren p; — p und
h; € G\ Gp mit g;p; — p und somit wegen (2) mit h; — e), also g € Gy. O

70.5 Lemma. Es sei M — N ein Faserbiindel mit typischer Faser F. Falls N
und F' zusammenhdngend sind, dann ist es auch M. Falls N und F einfach zusam-
menhdngend ist, so auch M. Allgemeiner hat man die lange exakte Homotopiesequenz
einer Faserung (siehe [?, p.187, IV.8.6])

oL (F) = m(M) — mi(N) =25 mp((F) — .. ..

Beweis der 1. Aussage. Ist fiir ein Faserbiindel p : M — N sowohl die Basis NV
als auch die typische Faser F' zusammenhéngend, so auch der Totalraum M. Denn
seien U und V nicht leer und offen in M mit U UV = M, dann ist p(U) und p(V)
nicht leer und offen in N mit p(U) Up(V) = N. Weil N zusammenhéngend ist, gilt
p(U) Np(V) # 0, also gibt es einen Punkt m € p(U)Np(V), und UNF und VN F
iiberdecken die Faser F' tiber m mit nicht-leeren Mengen. Da F' zusammenhéngend ist,
haben U und V' nicht-leeren Durchschnitt in F' iiber m. Also ist M zusammenhéngend.
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Die Aussage betreffend des einfachen Zusammenhangs sieht man wie folgt ein: Sei ¢
ein geschlossene Kurve in M. Da N einfach zusammenhéngend ist existiert eine Ho-
motopie relativ I zwischen pocund der konstanten Kurve. Nun Lifte diese Homotopie
zu einer Homotopie relative {0} zwischen ¢ und der konstante Kurve. Die Endwerte
der Homotopie bilden eine geschlossene Kurve in der Faser, die sich dort homotop
zur konstanten Abbildung verformen 148t. Verklebt man diese beiden Homotopien,
so erhdhlt man eine Homotopie relativ I, also ist M einfach zusammenhéndend. O

Dies kann verwendet werden, um mehrere der folgenden Lie-Gruppen als (einfach-)zu-
sammenhéngend zu erkennen.

70.6 Beispiele

1. O(n) x 8"t — =1 mit (T,v) + Tv ist transitive Wirkung mit Fixgruppe
O(n)e, = O(n—1). Also ist O(n)/O(n—1) = S"~! und analog SO(n)/SO(n—
1)=g8nh

SO(n—1) = SO(n) - S"~1,  SO(1) = {1}, SO(2) =S,

2. U(n) x §?n=1 — §2n=1 mit (T, v) — T ist transitive Wirkung mit Fixgruppe
U(n)e, = U(n—1). Alsoist U(n)/U(n—1) = S$?"~! und analog SU (n)/SU (n—
1) = g2t
3. Q(n) x §4n=1 — §4n=1 it (T, v) — T ist transitive Wirkung mit Fixgruppe
Q(n)e, = Q(n —1). Also ist Q(n)/Q(n — 1) = §4n=1,
4. Die Homotopiegruppe der SLc(n) 148t sich rekursiv aus
SLe(n—1) xC" ! < SLe(n) - C%, SLe(1) = {1}, ...

berechnen.

5. V(k,n) bezeichnet die STIEFEL-MANNIGFALTIGKEIT der orthonormalen k-
Beine im R”™, das ist der Raum der k-Tupel orthonormaler Vektoren im R™.
Die O(n) wirkt auf V(k, n) durch Anwenden auf die einzelnen Vektoren. Diese
Wirkung ist transitiv: Seien némlich (aq,...,ar) und (b1,...,bg) zwei k-Beine,
dann ergénzt man diese zu Orthonormalbasen (ai,...,a,) und (by,...,by)
und definiert eine orthogonale Transformation A durch A(a;) := b;. Die Fix-
gruppe von O(n) beim k-Bein der ersten k Vektoren der Standardbasis sind
die orthogonalen Transformationen am orthogonalen Komplement des vom
k-Bein aufgespannten Teilraums und somit isomorph zu O(n — k). Also ist

V(k,n) = O(n)/O(n — k) nach [T0.3)
O(n—k) — O(n) - V(k,n) ... Stiefelmannigfaltigkeit

6. G(k,n) bezeichnet die GRASSMANN-MANNIGFALTIGKEIT der k-Ebenen im R”,
das sind die k-dimensionalen Teilrdume. Wieder wirkt O(n) auf G(k,n) tran-
sitiv (man withle passende Basen wie in 4.). Die Fixgruppe eines Teilraums R*
sind jene (orthogonalen) Transformationen, die diesen - also auch sein ortho-
gonales Komplement - invariant lassen; die sind gerade O(k) x O(n — k). Also
ist G(k,n) 2 0(n)/(0O(k) x O(n — k)) nach |(70.3)

O(k) x O(n — k) — O(n) - G(k,n) ... Grassmannmannigfaltigkeit

Fiir k = 1 erhiilt man natiirlich gerade den projektiven Raum P"~! der Ge-
raden im R"™, vgl. Aufgabe |(72.58)|
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7. Auf V(k,n) wirkt auch die O(k), indem man ein orthonormales k-Bein (a1, .. ., ax)
als isometrische Abbildung A : R¥ — R", ¢; — a; auffaBt und ein T' € O(k)
auf A vermoge A oT wirken 148t. Diese Wirkung ist klarerweise frei, und zwei
k-Beine liegen im selben Orbit, wenn sie den gleichen Teilraum aufspannen,
also ist G(k,n) = V(k,n)/O(k) < V(k,n) ein Hauptfaserbiindel mit typischer
Faser O(k) nach [(70.3)] vgl. Aufgabe |(72.59)

O(k) — V(k,n) - G(k,n) ... Universelles O(k)-Hauptfaserbiindel
Vergleiche das auch mit
R* — {(F,z):z € F <R",dim F = k} — G(k,n) ... Universelle Vektorbiindel

8. Hauptfaserbiindel kann man auch ausgehend von Vektorbiindeln £ — M kon-
struieren: dazu bemerke man, dafl die Transitionsfunktionen @y des Vek-
torbiindels Werte in der GL(k) haben, wobei k die Faserdimension des Vek-
torbiindels ist. Da die GL(k) aber auch als Teilgruppe der Diffeomorphismen
von GL(k) aufgefafit werden kann (Linksmultiplikation), kénnen die Transi-
tionsfunktionen auch als Kartenwechsel eines Faserbiindels E~ mit typischer
Faser GL(k) interpretiert werden. Die GL(k) wirkt nun frei auf diesem Fa-
serbiindel durch Linksmultiplikation, und E~ — E~/GL(k) = M heifit das
zu E assoziierte Hauptfaserbiindel. Im Falle des Tangentialbiindels £ := T'M
nennt man das assoziierte Hauptfaserbiindel Rahmenbiindel der Mannigfaltig-
keit M.
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V. Kotangentialbiindel

In diesen Kapitel besprechen wir das duale Konzept zu Tangentialbiindel und Vek-
torfeldern, néamlich das Kotangentialbiindel und die 1-Formen. In einem Abschnitt
fithren wir dann Riemann-Mannigfaltigkeiten ein, die nicht nur einen expliziten Iso-
morphismus zwischen Tangential- und Kotangentialraum erlauben sondern auch be-
stens geeignet sind um Geometrie zu treiben. So kénnen wir Langen und Winkel von
Kurven messen. In Kapitel werden wir dies dann genauer ausfithren. Hier bespre-
chen wir ein wenig die konformen Abbildungen insbesonders im Falle Riemannscher
Fléachen.

31. Konstruktion und 1-Formen

31.1 Motivation

Fiir Kurvenintegrale ist der Begriff der 1-Form wichtig, da dies ldngs Kurven integrier-
bare Objekte sind (siehe |(3.10))). Wir wollen diesen Begriff nun auf Mannigfaltigkei-
ten ausdehnen. Wir erinnern uns daran, dafl eine 1-Form auf einer offenen Teilmenge
M C R™ eine Abbildung w : M — L(R™, R) ist. Das Kurvenintegral von w lings einer
Kurve ¢ : R — M ist dann als gewohnliches Riemannintegral von ¢t — w(c(t))(c/(t))
definiert. Auf einer allgemeinen Mannigfaltigkeit M ist ¢/(t) € T, M und somit mufl
w(z) € L(T, M,R) = (T, M)* sein.

31.2 Definition (1-Formen)

Unter einer 1-FORM auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Abbildung w,
die jedem Punkt 2 € M ein lineares Funktional w(x) € (T, M)* zuordnet.

Sei f: M — R eine glatte Funktion. Dann erhalten wir eine 1-Form, das TOTA-
LE DIFFERENTIAL df von f, durch df(x)(v) := v(f) € R fiir alle v € T, M =
Der, (C>*(M,R),R).

Wir wollen nun 1-Formen in lokalen Koordinaten beschreiben. Dazu benétigen wir
Koordinaten in (T, M)*. Ist E ein m-dimensionaler Vektorraum und (g;)/* eine Basis
in F, so erh&lt man eine Basis (gi);”:1 von E*, die sogenannte DUALE BASIS indem
man die Funktionale ¢* auf der Basis (9;)7%, durch g'(g;) == 5;- festlegt, wobei 5;- das
Kronecker-Deltasymbol ist, d.h. §; := 1 und &% := 0 fiir 7 # j.

o)

Seien nun (u',...,u™) lokale Koordinaten auf M. Dann ist (3% )/, eine Basis von
T, M. Berechnen wir nun das totale Differential du’ der i-ten Koordinatenfunktionen
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31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 31.3

u®, so erhalten wir:

du' (555) = 5o (W) = 05(u" 0 p) 0 ™1 = 9;(pr;) 0 ™! = 4.
Also ist (du’)™, gerade die duale Basis zur Basis (32:), von T, M und fiir { =
>, & 9 ist du'(€) = £'. Fiir das totale Differential df einer Funktion f : M — R

ou?
df =) of du’,

erhalten wir somit
out

demn df (@)(€,) = &(F) = (X2, € 5% ) () = X du' (&) F = (3, 8 - du ) (&0).

31.3 Transformationsverhalten von Vektoren

(Vgl. mit |(1.1)] und |(20.9)) Sei im Folgenden E ein Euklidischer Vektorraum, G :=
(g:)!; eine Basis in F und z' die Komponenten (Koordinaten) eines Punktes z in
E beziiglich {g;}, also = >_i" | 2'g;. Sei G := (g;); eine weitere Basis und z7 die
Koordinaten von z beziiglich {g;}. Und sei A jener Isomorphismus von E, welcher
g; auf g; abbildet. Stellt man die Vektoren g, beziiglich der Basis {g;} dar, d.h.
gj = yoimy abgi, so ist [A] == (a}); ; die Matrixdarstellung [A]g g von A beziiglich der
Basis {g;} fiir Dom(A) = F und fiir Bild(A) = E, aber ebenso [A]g g beziiglich der
Basis {g;} fiir Dom(A) = E und fiir Bild(A) = E. Dabei zéhlt der obere Index ¢ die
Zeile und der untere die Spalte der Matrix. Dies sieht man wie folgt:

) = A ) = e = et = 3wt Yl = 3l

i J

also ist die Komponentendarstellung [A(z)]g von A(x) beziiglich der Basis G = (g;);
gerade

al ... al, aj U,
[A@)lg=1| + . | [zlg, dh [Algg=1] : :
a’ am ay® U,

Weiters ist

A(x):A<Z$igi>:A >_# ) g =Z<Za3xi>gj=2xjgj,

‘ j
denn
R S N Y VL PEEED o
! ‘ i J i -
also ist
CL% . a}n
plo=[A@lg=| : . | [#dg dh
a am
a% a}n
[Algg=id und [Algg= | : E
a{” a%
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31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 31.3

Fiir das Transformationsverhalten der Komponenten erhalten wir:
[z]g = [A] - [z]g

Umgekehrt ist A~! : E — E gegeben durch A™! : g; — g;. Esist g; = Zj b{gj, wobei
(b]);.i die Matrixdarstellung von A~! beziiglich {g;} ist.

Zijgj =z = ingi = Zngigj = /= szxi, d.h. [z]g =[A7"] [2]e
j i i i

und es gilt: 7" blai = §1. Die Matrix (b)), ist also invers zu (a)ij.

Es bezeichne E* den zu E dualen Raum, {g'} die duale Basis zu {g;}, es gilt also:
g9'(g;) = 0;. Dann kann jeder Vektor z* € E* in der Form z* = >, x;g" geschrieben
werden, mit z; = x*(g;).

Wie transformieren jetzt diese dualen Vektoren?

Ist A: E — E wie oben, so ist auch die transponierte(= adjungierte) Abbildung
At = A* ein Isomorphismus, der, aufgefat als A* : E* — E*, die duale Basis g’ auf
¢’ abbildet, denn

Argl (Z xigi) =g (Aszigi) =g (Z xiAgz) =g (Z l”i?]z‘) =a’,

also gilt A*g7 = ¢/ bzw. ¢ = >, a{gi, und analog §* = Ebégj, d.h. [A¥]gx g+ =
([Alg,g)"

Daraus folgt das Transformationsverhalten fiir die Koordinaten:

Z:Ejgj =z = Za‘cigi = Zfib;-gj =
J i 2
= T = Zb;.’fz ;X = ZCL{(EJ'.

i J

Vergleicht man nun die Transformationsformeln, so zeigt sich, dafl die Komponenten
x; der dualen Vektoren wie die Basisvektoren g; des Grundraumes transformieren:

xiZbe:Ej, gi=Zb{gj; :szz:a;-xi, ngZaé-gv

Hingegen transformieren die Komponenten z° eines Vektors wie die Vektoren der
dualen Basis ¢*:

xizzaz.ij’ gizza§§j5 szzbgwi, gi:Zb;gi'

Dieser Sachverhalt motiviert auch die Verwendung von “oberen” und “unteren” In-
dizes: Die Komponentenvektoren dualer Vektoren transformieren wie die Basis im
Grundraum (sie transformieren kovariant), die duale Basis und die Komponenten-
vektoren im Grundraum transformieren kontravariant.

Vergleiche das aber mit folgender
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31.4 Definition (Funktor)

Unter einem FUNKTOR F auf einer Kategorie versteht man eine Zuordnung, die
jedem Raum M einen anderen Raum F(M) zuordnet und jedem Morphismus f :
M — N einen entsprechenden Morphismus F( f) zwischen F (M) und F(N) zuordnet,
sodaf F(idps) = idz(ar) und F von der Zusammensetzung je zweier Morphismen die
Zusammensetzung der zugeordneten Morphismen ist.

Man nennt einen Funktor F KOVARIANT, falls 7(f) in die gleiche Richtung liuft wie
f,ydh fir f: M — N ist F(f) : F(M) — F(N). Er heifit KONTRAVARIANT, falls
F(f) in die entgegensetzte Richtung lauft, d.h. fiir f : M — N ist F(f) : F(N) —
F(M). Insbesonders ist der Dualraum-Funktor (f : £ — F) — (f* : F* — E¥)
kontravariant.

31.5 Transformationsverhalten von 1-Formen
Essei o1 = (ul,...,u™) bzw. =1 = (v!,...,0™) eine Karte einer Mannigfaltigkeit
M und 9f = a bzw 8”’ = i seien die (lokalen) Basisvektorfelder des Tangenti-

7

albiindels. Dlese hangen nach - )| wie folgt zusammen:

0 " out 9

P w —1 © _
9; | = E 3 )07 |, oder intuitiver D07 2 507 Do
0 " vt 9

® . 1 _
8 |l = E 3 8 | oder intuitiver il 1 57 Hul

1=

Sei az» = (%J bzw b] = gzj und das Vektorfeld ¢ habe die Darstellungen £ =

¢ a?n >l 5.7, dann gilt auch
= J _ —
‘ Z” Z@vjaui Z Z?? (W) 5

= €= Wn'—zan

und analog 7 = 3~ b;fj

Fiir Kotangentialvektoren erhalten wir wegen [(31.3)| die folgenden Transformations-
formeln:

du? —Z—d J —Za;-dvj

dv’ = a -d ijdu
u

Die Komponenten der Kotangentialvektoren, transformieren also kovariant, daher
heiBen Schnitte im Kotangentialbiindel (d.h. 1-Formen) auch KOVARIANTE VEKTOR-
FELDER.
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31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 31.7

31.6 Konstruktion des dualen Biindels

Um {iber Glattheit von 1-Formen sprechen zu kénnen, miissen wir nun die disjunkte
Vereinigung T*M := (TM)* := | ¢ (ToM)* zu einer glatten Mannigfaltigkeit,
oder besser noch einem Vektorbiindel machen. Noch allgemeiner wollen wir fiir ein
allgemeines Vektorbiindel F —2— M die disjunkte Vereinigung E* := lee (B
wieder zu einem solchen machen. Seien dazu Trivialisierungen ¢ : U x RF —=— E|
von F iiber offenen Mengen U C M gegeben. Wir brauchen eine Trivialisierung

o LR =Ux ®) =5 B = | (B
zelU zeU
Faserweise konnen wir ¢* als (¢*), := ((02)*) ™" = ((p2)71)* 1 (R¥)* — (E,)* defi-
nieren, wobei (p,)* : (E;)* — (R¥)* die adjungierte Abbildung zum Isomorphismus
g : R¥ — E, bezeichnet.
Sei ¢ : UNV — GL(RF) die Transitionsfunktion fiir zwei Vektorbiindelkarten von

E. Die zu den Trivialisierungen ¢* gehérenden Transitionsfunktionen ¢* sind dann
durch
¥*(z) = (¥(2)*) " € GL((R")") = GL(R")

gegeben, wobei 1 (x)* die adjungierte Abbildung zum linearen Isomorphismus () :
R* — RF bezeichnet. Da A +— A* linear ist von L(R* R!) — L((R))*, (R¥)*), die
Inversion A — A~! von GL(R*) — GL(R¥) glatt ist und ¢ : U NV — GL(R*) als
Transitionsfunktion des Vektorbiindels E ebenfalls glatt ist, gilt gleiches auch fiir die
Zusammensetzung *

RF)
"

GL(
v k

UNV —— GL(R")
\ O

GL(R¥)
Also bilden die * einen Kozykel von Transitionsfunktionen fiir ein glattes Vek-
torbiindel E* — M und die ¢* sind die zugehorigen Vektorbiindelkarten. Diese Vek-
torbiindel E* — M heifit das DUALE VEKTORBUNDEL zu F — M.
Im Spezialfall, wo E — M gerade das Tangentialbiindel TM — M ist, heif3t T*M :=
(TM)* — M KOTANGENTIALBUNDEL von M.

Der Raum T'(T*M — M) der glatten Schnitte des Kotangentialbiindels wird auch
mit Q!(M) bezeichnet.

31.7 Glatte 1-Formen

Wie erkennt man, ob eine 1-Form w wirklich glatt ist? Nun, das ist lokal um einen
Punkt x € M genau dann der Fall, wenn ihre Darstellung beziiglich einer Trivialisie-
rung TM* |y 2 U x R™ mit x € U C M glatt ist. Nachwerden die Trivialisie-
rungen von (TM)* durch Dualisieren aus jenen von TM gewonnen. Zu einer Karte
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@:R™ DU — ¢(U) C M mit zugehorigen lokalen Koordinaten (u!,... u™) = p~1,
war die entsprechende lokale Trivialisierung von TM — M in|(25.4)| durch

TM D T(p(U)) L2 TU 2 U x R™ <2 XE"_ (/) x R™
gegeben. Wobei der standard-Basis (e;) in {z} x R™ die Basis (% ‘ ) € T, M der
Richtungsableitungen entspricht. Die duale Abbildung zu T,,-1 ()¢ CRT T.M
bildet somit die duale Basis (du’) von (T,,M)* auf die duale Basis (e?) von (R™)* =
R™. Die lokale Trivialisierung von T*M bildet somit e! auf du’ ab, und eine 1-

Form w genau dann glatt, wenn alle ihre lokalen Koordinaten w; — gegeben durch
w=>",w; du’ - glatt sind.

31.8 Lemma (Schnitte des dualen Biindels). Seip: E — M ein Vektorbiindel,
dann gibt es folgende Beschreibungen fir die glatten Schnitte des dualen Biindels
E* =], (Ey)* — M:

NE*—>M)={c € C*(M,E*): Va:0(zx) € E}}
> {se C*(E,R): Va:s|g, € L(E;,R)}
> dem Raum der Vektorbiindelhomomorphismen

von E nach M x R dber idy;.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dafl die Schnitte o € T'(E* — M) genau den faser-
weise linearen glatten Abbildungen s : EF — R entsprechen.

Definiert man o — s durch s|g, := o(z), so ist klar, daf sich diese Abbildungen in
eindeutiger Weise entsprechen. Verbleibt zu zeigen, dafl o genau dann glatt ist, wenn s
es ist. Dies ist eine lokale Eigenschaft. Lokal ist o durch ein & : U — (R¥)* = L(R*, R)
und s durch ein 5 : U x R® — R gegeben. Sei o (und also auch &) glatt, dann ist
(z,v) — 3(z,v) = eval(d(z),v) = eval o(G x idg« ) (z, v) ebenfalls glatt. Umgekehrt: Ist
s glatt, so auch 5 und damit auch eval, o5 = 5(.,v). Somit ist aber & : U — L(R* R)
glatt, und damit auch o selbst. O

31.9 Bemerkung

Wir wollen nun wie fiir glatte Vektorfelder auch fiir glatte 1-Formen eine algebraische
Beschreibung. Wir kénnen eine 1-Form w auf ein Vektorfeld £ punktweise anwenden,
da w, € (T,M)* = L(T,M,R) und &, € T, M, und erhalten eine Funktion w(§) :
M — R mit  — w,(&;). In lokalen Koordinaten sieht das wie folgt aus:

w= Zwidui ;o &= Zfiaii
w(€) = (Zwidui> (ij%) _ Zwiijdui(%) — Zwi&.

Also ist die resultierende Funktion w(§) glatt, falls w und & glatt sind. Und klarer-
weise ist die Zuordnung (w, &) — w(€) bilinear als Abbildung von Q'(M) x X(M) —
C>®(M,R).
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31.10 Lemma (Raum der 1-Formen als C°°(M, R)-lineare Abbildungen).
Die bilineare Abbildung Q(M) x X(M) — C°(M,R) induziert einen C*(M,R)-
linearen Isomorphismus

QN (M) = Homeoe (ar ) (X(M), C* (M, R)),

wobei der rechte Raum aus allen C°(M,R)-linearen Abbildungen von X(M) nach
C>(M,R) besteht.

Beweis. Klarerweise induziert obige bilineare Abbildung eine lineare Abbildung von
QY(M) in den Raum L(X(M),C>(M,R)) der linearen Abbildungen.

Jedes w € QY (M) wirkt aber auch C*°(M,R)-linear auf ¢ € X(M), denn

Sei umgekehrt ein w € Homeee (ar,r) (X(M), C>°(M,R)) gegeben.
Dann wirkt w lokal, d.h. £ = 0 auf U C M impliziert w(§) = 0 auf U: Zu p € U
wihlen wir ein f € C°°(M,R) mit f(p) =1 und Trg(f) C U. Dann ist f-£ =0 und
somit
0=w0)=w(f-=fw§) = 0=/Fflp) w&p =wll).
~
=1

Es wirkt w sogar punktal, d.h. £(p) = 0 impliziert w(£)(p) = 0, denn

w€)p) = (D€ 5 ) ) = Do € () w () () = .
7 [ -0

Folglich kénnen wir eine 1-Form w durch w(z)(&;) := w(§)(z) definieren, wobei £ €
X(M) so gewiihlt ist, dal £(x) = &, ist. Die 1-Form w ist dann glatt, denn lokal gilt:

w = Zwi du® mit w; :w(aii)'
i

Daf} diese beiden Zuordnungen invers zueinander sind, ist offensichtlich. O

31.11 Lemma (Pull-back von Schnitten dualer Biindel).
Seienp: E — M,q: F — N Vektorbindel und f ein Vektorbiindelhomomorphismus.

f

E——F
L,
fo
Dann ist f* : T(F* — N) — I'(E* — M) durch die Formel f*(s)p-vp := 55, - f(vp)
fir seI'(F* — N), pe M, v, € E, wohldefiniert.

Beweis. Z.z. ist nur, dafi f*(s) glatt ist. Via lokaler Trivialisierungen reduziert man
das Problem auf triviale Biindel. Betrachten wir also die Biindel p : U x R¥ — U,
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q:V xR — V, und die Abbildungen s : V. — (RY)*, fo : U — V und f : U —
L(RF,R?). Dann kommutiert

fr(s
U (s) (Rk)*

m\%

(RH)* x L(RF,R?)

denn

o (8)p - vp = Sfolp) f(vp) = (50 fo)(p) - fp(vp) = komp((s o fo)(p), fp) - vp

Also ist f*(s), als Zusammensetzung zweier C°°-Funktionen, selbst glatt. O

31.12 Pull-back von 1-Formen in lokalen Koordinaten

Sei f: M — N glatt, (u!,...,u?) lokale Koordinaten um p € M, (v!,...,v7) lokale
Koordinaten um ¢ := f(p) € N, und w € QY(N). Wir wollen f*w € Q}(M) in den
lokalen Koordinaten bestimmen. Fiir Tangentialvektoren £ € T, M ist (f*w)(p) nach

definiert durch
(ffw)p(&) == wyp)(Tpf - §)-

Es sei w = Zj wj dv? die Koordinatendarstellung von w um ¢ und f*w = i du’

i * i — 0
jene von f*w um p. Setzen wir nun § := 5

o7 | so erhalten wir:
p

(f*w)p(f) = (Z mn duk)(% p)
k

[209)] : ort o [GL9) of
W) (Tpf -€) (Z Wi dv])f(p)< oul ol q) Z(wj o f) out
J l J

i

Also gilt

? J

f(zj: wydv’) =3 (w0 f) Z—Z) du'.

Man beachte, dafl das Kurvenintegral aus einer 1-Form w € Q' (U) auf einer
offenen Menge U C R™ lédngs einer Kurve ¢ : I — U gerade durch

/cw:/Cwax) dxiz/olzwi(cu))C;fdtzfolc*w

gegeben ist. Fiir eine abstrakte Mannigfaltigkeit M konnen wir genauso das Kurven-
integral [ w einer 1-Form w € Q'(M) lings einer Kurve ¢ : I — M durch

fom oo

definieren. Wir werden diese Definition im Abschnitt weiter verallgemeinern.
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32. Riemann-Mannigfaltigkeiten

32.1 Bemerkung zur Dualitét

Fir M = U C R™ koénnen wir das Tangentialbiindel und das Kotangentialbiindel
identifizieren, denn TM = M x R™ und T*M = M x (R™)*. Es sind also sowohl
die Vektorfelder als auch die 1-Formen auf M mit Abbildungen M — R™ ident. Im
allgemeinen gibt es aber keinen solchen kanonischen Isomorphismus zwischen T, M
und (T, M)*. Wir wollen nun Mannigfaltigkeiten beschreiben, fiir welche es einen
solchen dennoch gibt. Inwiefern ist denn ein endlich dimensionaler Vektorraum FE
und sein Dualraum E* isomorph? Da sie die gleiche Dimension haben sind sie iso-
morph. Aber um einen solchen Isomorphismus angeben zu kénnen, verwendet man
iiblicherweise eine Basis von E und als Bildvektoren die duale Basis von E*. Waihlt
man eine andere Basis, so #ndert sich auch der Isomorphismus. So kénnen wir auf
einer Mannigfaltigkeit nicht vorgehen, denn in T, M haben wir keine ausgezeichnete
Basis zur Verfiigung.

Eine zweite Moglichkeit so einen Isomorphismus zu erhalten ist die Verwendung ei-
nes inneren Produkts (-,-) auf E. Dann induziert diese bilineare Form eine linea-
re Abbildung § : E — L(E,R) = E* durch v — (v,-). Diese ist injektiv, denn:
Vw (v,w) =0 = v =0. Aus Dimensionsgriinden ist sie somit ein Isomorphismus.
Wie sieht # in Koordinaten aus? Sei (e;) eine Orthonormalbasis von E und (e) die
dazugehérende duale Basis. Dann ist f(e;)(e;) := (e;, ;) = §; ; = €'(e;), also bildet §
die Basis (e;) auf die duale Basis (e?) ab.

Falls (g;) eine beliebige Basis von E ist und (¢°) die dazugehsrende duale Basis von
E*, so gilt:

1(9:)(9x) = (9i> 9r) = Gik = Zgi,j 9 (gr)

= #(¢:) =) gis9’ und
7

fv) =4 <Z UiQi) = Zvi Zgi,jgj = Z <Z gi,jvi> g
i i j j i
Bezeichnen wir mit v die Koordinaten des Vektors v € E beziiglich der Basis (g;)

und mit v; die Koordinaten des dazugehtrenden dualen Vektors #(v) € E* beziiglich
der dualen Basis (g*), so gilt also:
v=Y it

Sei nun M C R" eine Teilmannigfaltigkeit des R™. Dann ist T, M ein Teilraum vom
R™ und erbt somit das iibliche innere Produkt von R™. Also ist (7, M)* isomorph zu
T, M vermoge dem Isomorphismus § : T, M — (T, M)*. Wir erhalten also auch eine
faserlineare Bijektion der Biindel TM — M und T*M — M. In Koordinaten ist sie

durch
o Y igdu’
J
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gegeben, wobei g; ; := (g, g;) mit g; := % und ¢° = du’. Da die g¢; glatte Funktionen
von M 2O U — R" sind, sind alle Koeffizienten g; ; : M O U — R glatt, und somit
die Biindel TM und T*M isomorph.

Es entsprechen sich also auch die glatten Schnitte eindeutig, d.h. X(M) = Q' (M).
Das Vektorfeld, welches einer exakten 1-Form df entspricht, heifit GRADIENTENFELD
grad(f) von f.

Nun wollen wir das auf allgemeine Mannigfaltigkeiten M {ibertragen. Dazu ben6tigen
wir fiir alle € M ein inneres Produkt g, im Tangentialraum T, M. Dafl dieses
verniinftig von x abhingt, gewahrleisten wir folgendermafien.

32.2 Definition (Riemann-Mannigfaltigkeit)

Eine RIEMANN-METRIK auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Funktion ¢ die jedem
Punkt x € M eine positiv definite symmetrische Bilinearform g, : T, M x T, M — R
zuordnet, sodaf fiir beliebige Vektorfelder £, € X(M) die Abbildung x — g, (&x,12)
von M nach R glatt ist.

Eine RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer
ausgezeichneten Riemann-Metrik g.

Ersetzt man die Bedingung der positiven Definitheit, durch die des nicht-Degener-
iertseins, d.h. v — (v,-) und v — (-, v) ist injektiv als Abbildungen R™ — (R™)*, so
erhélt man eine PSEUDO-RIEMANN-METRIK und als zugehorige Mannigfaltigkeiten
PSEUDO-RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN.

32.3 Definition (Linge und Distanz)

Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit, dann kénnen wir die LANGE VON TAN-

GENTIALVEKTOREN &, € T, M als /g, (&, &.) definieren.
Falls ¢ : [0,1] — M eine glatte Kurve in M ist, so sei die LANGE ¢ definiert durch

L(c) := 1 Gery (' (1), /(1)) dt.
S

Wie man sich leicht {iberzeugt haben wir auch eine Metrik d : M x M — RT im Sinne
der Topologie:

d(p,q) = inf{L(c) e € C®(R,M); ¢(0) =p, c(1) = q}.

Fiir jedes glatte f : N — M definiert (v,w) — gpu)(Tof - v, Tpf - w) fiir v,w € T, N
eine Riemann-Metrik auf N und fiir diese gilt:

Lgeg(¢) = Ly(f o ¢) und somit f({z : dj-g(z,20) <7}) S{y 2 dy(y, f(20)) <7}

Wir zeigen nun, dafl diese Metrik die Topologie erzeugt:

Um zu sehen, dafl d stetig ist, verwenden wir, dafl g in der Kartendarstellung bzgl.
einer Karte u : R™ O U — wu(U) € M Ungleichungen der Form M? - |v]? <
(u*g)z(v,v) < MZ-|v|* mit My, My > 0 erfiillt (In der Tat: Einerseits ist {u* g, (w, w) :
lw| < 1,7 € Kompaktum} kompakt, also beschriinkt durch ein M3 und somit
u* gy (v,0) = |2 u* ge (w, w) < MZ |v]?> mit v = |v| w. Andererseits ist {v : u*g,(v,v) <
1} beschrinkt, denn andernfalls existieren v, mit |v,| = 1 und u*g,, (vy,v,) — 0 und
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fiir Haufingspunkte vo, von vy, ist dann |ve| = 1 aber u*g:__ (Voo, Voo) = 0). Damit
ist

u({x |z — o] < Miz}) c u({x dye o (7, 20) < s}) C {y : dy(y, ulwo)) < e}

Umgekehrt sei u(U) eine Kartenumgebung zentriert bei yo und V' eine relativ kompak-
te offene Umgebung von 0 mit V' C U. Da d stetig ist gilt r := d(u(V), M\ w(U)) > 0,
und somit ist {y : dy(y,v0) < €} = u({x : dy=4(x,0) < €}) fir alle e < . Weiters ist

dy-g(x,0) > M;|x| wegen

Li©) = [ Jw gy [ 1 0] dt =21 10

Sei 0 < e < §mit V2 {x: Mlz| <e} 2 {z: dyy(z,0) < e} Dann ist {y :
dg(y,y0) < e} = u({z : du=y(x,0) <e}) Cu(V) C u(U).

Interessant ist es, die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten tatséchlich zu
finden. Dies ist ein Variationsproblem, welches wir in Paragraphangehen werden.

33. Isometrische und konforme Diffeomorphismen

33.1 Definition (Isometrie)

Seien (M, g) und (N, h) zwei Riemann-Mannigfaltigkeiten und f : M — N glatt,
dann heiflt f genau dann [SOMETRIE, wenn

Tzf : (Tva gm) - (Tf(x)N’ hf(ﬂ))

fiir alle = eine lineare Isometrie (siehe [(1.2)) ist. Beachte, dafl f genau dann eine
isometrie ist, wenn f*h = g ist.
Bemerkung

Falls f eine Isometrie ist und ¢ : R — M glatt ist, so gilt:

b
Lh(foc) = / VE((Fo ' (0). (F o o/ (D)dt
b
- / V@@, e @)dt = LY(c)

Wir erhalten fiir die Distanz d(f(x), f(y)):

d(f(x), f(y)) = inf{L}(c) : ¢ verbindet f(z) mit f(y)}
< inf{L{(f oc) : ¢ verbindet  mit y} = d(z,y),

d.h. die Isometrie kann die Distanz nicht vergrofiern. Falls f ein Diffeomorphismus
und eine Isometrie ist, so gilt: d(z,y) = d(f(z), f(y)).

Falls die Menge der Fixpunkte einer Isometrie als glatte Kurve ¢ parametrisiert wer-
den kann, so ist diese Kurve lokal die kiirzeste Verbindung je zweier ihrer Punkte: Wir
werden insehen, daf lokal die kiirzesten Verbindungen existieren und eindeutig
sind. Da aber das isometrische Bild einer solchen Kurve gleiche Léinge hat, muf es in
der Fixpunktmenge enthalten sein.
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33.3 Satz (Existenz von Riemann-Metriken).
Jede parakompakte glatte Mannigfaltigkeit besitzt (viele) vollstindige Riemann-Metriken,
d.h. Riemann-Metriken, deren zugehirige Metriken d auf M wvollstindig sind.

Beweis. Wir brauchen nur (die Zusammenhangskomponenten von) M in einen R”
einzubetten und dann die von der Standardmetrik induzierte Metrik zu nehmen, um
eine Riemann-Metrik auf M zu erhalten.

Oder wir verwenden, dafl wir mittels Karten lokal Riemann-Metriken finden kénnen,
die wir mit Hilfe einer Partition der Eins zu einer globalen Riemann-Metrik verkleben

diirfen, da “eine Riemann-Metrik zu sein” eine konvexe Bedingung ist. Die Existenz
vollsténdiger Riemann-Metriken werden wir in [(62.12)| zeigen. O

33.2 Satz von Nash. Jede abstrakte und zusammenhdngende Riemann-Mannigfal-
tigkeit (M, g) laft sich isometrisch in einen R™, firn = (2m+1)(6m+14) einbetten.

Ohne Beweis, siehe [68].

Wir wollen nun Geodéten und Paralleltransport auf abstrakten Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten behandeln. Dazu erinnern wir uns an die kovariante Ableitung von
Hyperflichen M mit deren Hilfe wir die Differentialgleichung fiir Gedoédten und par-
allele Vektorfelder beschrieben haben.

62.1 Definition (Kovariante Ableitung)

Sei w ein Vektorfeld ldngs einer Kurve cin M, d.h. w(t) € Ty )M fiir alle t. Dann wol-
len wir die Normal-Projektion auf den Tangentialraum der Ableitung des Vektorfelds
die KOVARIANTE ABLEITUNG V (sprich “Nabla” oder “Del”) nennen und mit

Vw : t = w'(t) — (W' (t), Vo) )Ve(r) € TeyM

bezeichnen. Diese mifit also die infinitesimale Anderung von w, wie sie in M gesehen
wird, und ignoriert jene Komponente, die auf M normal steht.

Die Formel fiir die kovariante Ableitung V eines Vektorfelds w ldngs einer Kurve
¢ = o u sieht in lokalen Koordinaten wie folgt aus:

m

m

_ dw” ko, idu’ o)

Vw—E: dt +§:Fi,jw dt | Fuk>
k=1 0, J

o
ouF
Man beachte, dal die Geodiiten genau die Losungen der Gleichung V' = 0 sind
(wobei ¢’ als Vektorfeld lings ¢ aufzufassen ist), und die Vektorfelder w, die parallel

léngs einer Kurve ¢ sind, genau die Losungen der Gleichung Vw = 0 sind.

wobei w =", w*

62.2 Gaufigleichung. Fiir den Nabla-Operator gilt:

Vw =w"+ (L, w)voec.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus (w, v o ¢) = 0 durch Differenzieren. O
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62.3 Definition

Seien nun zwei Vektorfelder £ und n auf M gegeben, dann koénnen wir V& € X(M)
als (V,€)(x) = V(€ 0¢)(0) definieren, wobei ¢ eine Integralkurve des Vektorfelds 7
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = z ist.

Das 148t sich auch wie folgt schreiben:

(Vn&e = §(@)  ne — (€' (@) Ny v )V = € (@) - M + (E(2)| L)V
62.4 Lemma (Eigenschaften der kovarianten Ableitung). Der Operator V geht
von X(M) x X(M) nach X(M) und hat folgende Eigenschaften.

1. V ist bilinear.

Vi€ ist C°(M,R)-linear in 7.
Va(FE) = FV,€ +n(F) €.

V’fig - VEW = [nag]

(1, 62) = (Vpéi, &2) + (&1, Vipéa).

Beweis. (1) und (2) sind klar.
Zu (3):

(Vo (fO) (@) = (&) (@) - na — (&) (%) M|V}
@) 0) &+ [(@) - €@) - ne = (L' @))€+ F(2) € (@) - malus Y
=0(f)(@) &+ f(@) - & (@) ne — 0= f(@)(€'(2) * Na|va)va
= () - (@) + f(x) - (Vy€)(2)
= (n() €+ 1 V08 (@)
Zu (4): Wegen der Gaufgleichung und der Symmetrie von L gilt:

(an - VEU)(I) = (&l(gj) /i <Lac77xa§x>l’x) - (77/(517) “&x + <L:c§xv77:c>Vx)
= [1,€](z) +0.

Uk

Zu (5):
((Vaalée) + (Voalea) ) (2) = (€1 (2) 1) — (€L @) 0 ) o () )

+ (&()01.) = (@) o)) v () )

= (&i(z )(m)lfz( )& (@) (1) €1 (2))
= ((61162))" (@) - me = n((&11€2))(x). O

Wir wollen nun zeigen, dafl es so einen Differentialoperator auch auf abstrakten
Riemann-Mannigfaltigkeiten gibt, und er durch die obigen Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist.

62.5 Satz (Levi-Civita Ableitung).

Sei M eine (abstrakte) Riemann-Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau eine Abbildung
V:X(M) x X(M) — X(M), welche obige Eigenschaften (1)-(5) erfillt, wobei das
innere Produkt in (5) durch die Riemann-Metrik zu ersetzen ist. Diese Abbildung
heifft KOVARIANTE ABLEITUNG, oder auch LEVI-CIVITA-ZUSAMMENHANG.
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(Koordinatenfreie) Beweis. Wegen (5) gilt:

§19(62,83) = 9(Ve, 62,83) + g(€2, Ve, &3) (+)
£29(83,&1) = 9(V&,63,61) + 9(€3, Ve, 61) (+)
539(51752) :g(vf3§1a€2)+g(€lvvf3£2) (_)

Daraus folgt durch Addieren der ersten beiden und Subtrahieren der 3.ten Gleichung
unter Verwendung von (4):

£19(62,8) + & 9(&3,6) — &39(&1, &) =
=09(Ve,&o +V6,61,83) + 9(Ve, &3 — Ve, 61,62) + 9(Ve, &3 — Ve, 62, 61)
=9(2Ve, &2 — [€1,€2],€3) — 9([€3, &), §2) + g([€2, &3], 61)-

Und somit

29(Ve, &2,83) = &1 9(62,83) + &2 9(83,61) — €3 9(&1, &2)
+9([€1, 2], §3) — 9([€2, &3], 61) + 9([€3, 1), 62)-

Da die rechte Seite linear in &3 ist, ist V¢, & durch diese implizite Gleichung wohlde-
finiert. Da die rechte Seite auch bilinear in (£1,&2) ist, hat V die Eigenschaft (1).

Nun zur Eigenschaft (2):

29(Vie€2,83) = f19(82,83) +629(&3, f&1) — 3. 9(fE€1,€2)
+9([f61, 82, €3) — 9([62, &3], f€1) + 9([€s, f&1], €2)
= f& 9(82,&3) + f§29(&3,&1) + €2(f)9(&s, 1)
— f&9(&, &) — &()g(&r,&2)
+g(fl€1,&2] — &2(f)€1,€3) — f 9([€2, &3], 61)
+9(f[&s, &) + &)1, &)
= f& 9(82,&3) + f§29(&3,&1) + &2(f)9(&s, 1)
— f&9(&, &) — &()g(&, &2)
+ f9([61, &), 63) — &2(f)g(61.63) — fa([€2,85], &)
+ £ 9([&3, €], &2) + &5(f)g(&r, &2)
= f(&19(&,83) + €2 9(&3,&1) — E3.9(61,62)
+9([61, &2, &3) — 9([&2, &3], &1) + g([€3, 1], €2))
=2[9(Ve &2,83).
Eine sehr #hnliche Rechnung zeigt die Eigenschaft (3).
Weiter zu Eigenschaft (4):

29(Ve, 62 — Ve, 61,83) =
=£19(62,&3) + &2 9(&3.61) — 3 9(61,&2)
+g([€1,&2],€3) — 9([§2, €3], 1) + 9([63,61], €2)
—&29(61,&) — €19(83,82) + &3 9(&2:61)
—9([62,&1],€3) + 9([61, €3], €2) — 9([€3, €2, &1)
=29([&, &), &)
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Schluflendlich Eigenschaft (5):

29(Ve, &2,63) +29(&2, Ve, &3) =
=£19(82,&3) +&29(&3.61) — 3 9(61,&2)
+ g([€1,&2],€3) — 9([§2, €3], €1) + 9([63, 61], €2)
+ &1 9(83,82) + 83 9(62,61) — €29(61,63)
+ g([&1, &3], §2) — 9([€3, 2], 1) + 9([62, 1], €3)
=2&9(&, &) O

62.6 Lokale Formeln fiir V

Wihlen wir fiir &, £ und &3 Basisvektorfelder g; := %, gj == 2 und gy :

oud ?’
so erhalten wir eine lokale Formel fiir V:

29(Vy,95,9x) = %gj,k + %gk,i - Tzkgm’ +0=:2I'; j &
Das ist gerade die Formel fiir die Christoffelsymbole der 1.ten Art.
Bezeichnen wir die Koeffizienten von Vg, g; beziiglich der Basis (¢;) mit I

Vg9 = Zrz 9k

i.j» also

so erhalten wir:

Lijr=9(Vg95.95) =9 (Z Fl@jgl,gk) = Zré,jgl,k

l

D.h. die T i.; sind die Christoffel-Symbole der 2.ten Art (siehe |( D
Man beachte noch, dal aus der Symmetrie von g; ; folgende Umkehrformel fiir die
partiellen Ableitungen der Koeffizienten der Riemann-Metrik folgt:

9
pai9ik = Lijk +Lig g

Wegen Eigenschaft [(62.4.2)|ist VxY tensoriell in X, d.h. (VxY)(p) héngt nur von
X, und Y ab. Sei ¢: R — M eine Kurve mit ¢/(0) = X,,. Dann ist also (V)Y )(p)
wohldefiniert und in lokalen Koordinaten gegeben durch

(VU(O)Y) (p) = VE d(uJ oc) (O) Bu] (p) (Z Y*. aui ) (p) =

J

N~ dwoe) o (0 | D 1, 0
- Jzz: dt © (auj P out Ip +Y(p) vﬁ(p) o (p))
- 0 |y dw oo Y
- zz: (z]: Ou lp Y dt (O)> out lp
d(u? o c) ;
+ 3 A2 0) v T, o |

i3,k
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Dieser Ausdruck macht aber sogar fiir ein Vektorfeld Y ldngs ¢ Sinn, d.h. Y (¢) €
TeyM fiir alle t € R, denn dann ist nach der Kettenregel

Z % d(u? o c) () = dy*

(t)

Yyt.
c(t) dt dt

und somit ist

(Vo) =3 (D0 + 3 M ) yr @)

i j.k

62.7 Bemerkung

Wenn wir die entsprechenden Differentialgleichungen 0 = VX fiir parallele Vek-
torfelder X lings Kurven ¢ und 0 = V¢ fiir Geodédten ¢ in lokalen Koordinaten
aufschreiben, so erhalten wir

dXx’ d(w oc i
0= 20+ 3 M2 1) x40 15 ey
7.k

2(ui o w oc ukoc i
0= T2+ 30 M M2 Dy,

dt? — dt
gk

Das zeigt, dafl die Exponentialabbildung exp : TM — M und der Paralleltransport
ptp : C®(R, M) xpy TM — TM auch fiir abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeiten
existieren und die entsprechenden Eigenschaften besitzen.

Wie fiir Hyperflichen kann man zeigen, dafl die kritischen Punkte der Bogenlidnge
Geodéten sind.

58.4 Lemma. Die Exponentialabbildung.

Zu jedem x € M und & € T, M existiert eine eindeutige Geoddte cg : I — M mit
maximalen Definitionsintervall I C R, mit konstanter skalarer Geschwindigkeit und
Anfangsbedingung c¢(0) = z, c;(0) = &.

Ordnet man nun & € TM den Wert c¢(1) der Geodite ce mit Anfangsbedingung & zu,
so nennt man das Ergebnis exp(§). Die Exponentialfunktion exp ist auf einer offenen
Umgebung des Nullschnitts M in T M definiert. Sie ist dort glatt, hat Werte in M und
erfillt: exp,(0;) = « und Ty, (exp,) = idr, pr, wobei exp,, = exp |, : TeM — M.

Die Geoddte ce mit Anfangswert & ist dann durch c¢(t) = exp(t&) gegeben.

Der Grund fiir die Bezeichnungsweise exp liegt darin, da fir M := S' C C mit
TM = {(z,txt) : |z| = 1,t € R} = S! x R die Exponentialabbildung gegeben ist
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durch exp(z,tzt) = xe't. Fiir allgemeine Liegruppen anstelle von S! siehe auch
(67.6)]

Beweis. Die lokale Formel aus [(58.3)| fiir die Geodétengleichung zeigt, dafl die Exi-
stenz und Eindeutigkeit maximal definierter Geodéten c¢, sowie deren glatte Abhéngigkeit
vom Anfangswert &.

62.8 Lemma. Die Abbildung (m,exp) : TM — M x M ist ein Diffeomorphismus
einer Umgebung U des Nullschnitts M C TM auf eine Umgebung der Diagonale
{(z,z) :x e M} C M x M.

Beweis. Man beachte zuerst, dal der Tangentialraum von TM in einem Punkt 0,
des Nullschnitts gerade T, M @& T, M ist: Dabei ist der erste Faktor durch die Tangen-
tialvektoren an Kurven in M C T'M gegeben und der zweite durch Geschwindigkeits-
vektoren von Kurven im Vektorraum T, M C T M. Diese beiden Teilrdume haben
trivialen Durchschnitt, und ergeben zusammen die richtige Dimension dim(7'M) =
2dim(M).

Nun berechnen wir die partiellen Ableitungen von (7, exp). Auf dem Nullschnitt ist
(myexp) : TM D M — M x M gerade die Diagonal-Abbildung z — (x,z) und auf
der Faser T, M ist (m,exp) : TM D T,M — M x M die Abbildung (konst,, exp,,).
Also sieht die Tangentialabbildung von (7, exp) in 0, wie folgt aus:

Ty, (r,exp) = (“1 0

d T expz> Ty M x TyM — T, M x T, M.

Wegen Tpexp, = idr, s ist also (m,exp) ein lokaler Diffeomorphismus fiir Punkte
nahe dem Nullschnitt.

Wir wihlen fiir jedes © € M eine offene 0-Umgebung U, in TM, so daf} (7, exp) :
Uy — (m,exp)(U,) ein Diffeomorphismus ist, und die Fasern U, NT, M Kugeln um 0
sind. Die Vereinigung U := J, ¢, Uz ist dann eine offene Umgebung des Nullschnitts
in TM. Und (m,exp) : U — V := (m,exp)(U) ist ein lokaler Diffeomorphismus.
Bleibt nur noch die Injektivitit zu zeigen: Aber falls zwei Tangentialvektoren verschie-
dene Fulpunkte besitzen, so konnen wir sie durch die erste Komponente 7 : TM — M
trennen, und falls sie den gleichen Fulpunkt x € M haben, so trennt sie die zweite
Komponente exp,,, da sie in einer der Kugeln U, N T, M enthalten sind. O

62.9 Tubulidre Umgebung. Sei M C N eine Teilmannigfaltigkeit der Riemann-
Mannigfaltigkeit N. Mit TM~+ bezeichnen wir das Normalbiindel von M in N, d.h.
jenes Vektorbiindel iber M, welches als Faser tdber x € M das orthogonale Komple-
ment (Ty M)+ von T,M in T,N beziiglich der Riemann-Metrik von N hat. Dann ist
expy ein Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung des Nullschnitts M C TM~*
auf eine offene Umgebung von M in N. Die Bilder von Schnitten konstanter Linge
schneiden die radialen Geodditen orthogonal.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz |(62.8)| konnen wir den Tangentialraum von
TM~* in einem Punkt x des Nullschnitts als TuM @ T, M~ schreiben. Und die
Tangential-Abbildung von expy hat die Gestalt

(idz, ar, To exp,, |7, )+ ) = idz, N -

Also ist expy : TM+ — N ein lokaler Diffeomorphismus, und auch die Injektivitit
kann wie im Beweis von Satz gezeigt werden.
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Sei nun X : R — TM+ ein Vektorfeld lings einer Kurve ¢ = 10 X : R — M
von konstanter Linge (0.B.d.A. 1), so betrachten wir die Abbildung ¢ : (¢,s) —
exp.(s)(t X(s)). Dat — o(t, s) Geodéten sind, ist £ = g11 = (¢, ) = 1 und

du’ du’/ _
e +ZF” o =0,
ie. 0=T],; und 0 =T7% . Also wegen g;; = 1 auch

Pl 1 il _ 1 d d d i1
0= 111,1 =3 ZFLI,ig =3 Z(ng + qut91,i — ng)g

%

__dg 2,1 dga, 1 1 1 d 2
= Wt g ( 2t ) (912G o)) = T3 deie ) dur (91.2)
= 0= gi(g12)?

Wegen g1.2(0,u') = 0 also F = g12 = 0.
O

Wihlt man fiir M einen Punkt und in 7, M eine Orthonormalbasis, dann sind das
gerade die Riemannschen-Normalkoordinaten. Ein anderer Spezialfall ist der einer —
nach der Bogenlénge parametrisierten — doppelpunktfreien Kurve ¢ : R — M.

In haben wir eine Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) als geodétisch vollsténdig
bezeichnet, wenn jede Geodéte unendliche Lénge hat, oder dquivalent, auf ganz R
definiert ist. Der folgende Satz liefert nun den Zusammenhang mit der Vollstandigkeit
im Sinne der Metrik, wie wir ihm in verwendet haben.

58.7 Lemma. Sei ¢ : R?> O U — M eine Parametrisierung nach geoditischen
Koordinaten, dann ist jede Kurve der Form ¢ ou mit einer Kurve u in U welche
(t1,s1) mit (ta2,s2) verbindet mindestens so lang wie jede Geodite t — @(t,s) fir
te [tl, tg].

Dieses Resultat liefert also, dafl gewisse Geodédten unter allen hinreichend nahen Kur-
ven minimal sind. Global muf das nicht stimmen, wie ein Bogen eines Grofikreises
auf der Sphére von Lénge grofler als 7 zeigt.

Beweis. Sei ¢o(t) := ¢(t, s) und ¢1(r) := @(u(r)), dann gilt

L(c1) / \/ 2+ G( d“ = )2dr >

2/ |%«|d7“2/ dedT:ul(Tz)*ul(Tl):m*tl:L(CO)

71 T1

und Gleichheit gilt genau dann, wenn ddij =0, also u? konstant ist. O

62.10 Satz von Hopf-Rinow.
Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind folgende Aussagen dquivalent

1. M ist geoddtisch vollstindig.
2. M ist als metrischer Raum vollstindig, d.h. Cauchyfolgen konvergieren.
3. Jede in der Metrik beschrankte und abgeschlossene Menge ist kompakt.

Weiters folgt aus diesen dquivalenten Aussagen

4. Je zwei Punkte lassen sich durch eine Geoddte minimaler Ldnge verbinden.
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Beweis. (3 = 2) Dies ist ein allgemeiner Satz aus der Topologie.

(2 = 1) Sei ¢ eine nach der Bogenlénge parametrisierte Geodéte und la, b[ ihr ma-
ximaler Definitionsbereich. Sei z.B. b < +oc0, und betrachten wir eine Folge b, ' b,
dann ist ¢(b,,) eine Cauchyfolge, denn

d(c(ty) — c(t2)) < Llclity 1,) = [t — ta.
Nach (2) existiert also lim, o ¢(by) =: ¢(b). Aus wissen wir, daf} eine Umge-
bung U von ¢(b) existiert und ein p > 0, sodafl exp,, fiir alle z € U und alle Vektoren
der Lénge kleiner als p definiert ist. Wéhlen wir nun n so gro, dai b —b,, < £ und
¢(bn) € U. Dann ist die Geodéte mit Anfangsrichtung ¢’(b,,) fiir |t| < £ definiert, also
iiber b hinaus, Widerspruch.
(1=4) Es sei r :=d(z,y) > 0. Wir wihlen ein 0 < p < r, so dafl exp, : B,(0) — M
ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Sei 0 < p1 < p und S := exp,(0B,,(0)). Da S
kompakt ist, existiert ein z; € S mit d(x1,y) minimal. Sei v € T, M mit |v| = 1
und 7 := exp,(p1v), Wir behaupten, dafl exp,(rv) = y, also ¢(t) := exp,(tv) eine
minimale Geodéte von x nach y ist.
Es geniigt d(c(t),y) = r —t fiir p1 < ¢ < r zu zeigen. Offensichtlich stimmt diese
Gleichung fiir ¢ = p1, denn da jede Kurve von = nach y die Menge S trifft, gilt:

r=d(z,y)= gleig(d(x, s) +d(s,y)) = p1 + d(z1,y) = p1 + d(c(p1), y)-

Sei nun ty das Infimum jener ¢, fiir welche die Gleichung nicht stimmt. Da die Bedin-
gung abgeschlossen ist, gilt fiir ¢y die Gleichung. Inbesondere ist also to < r. Sei Sp
eine geodétische Sphire um c(tg) mit Radius pg < r — to, sei weiters xg ein Punkt
auf Sy mit minimalem Abstand von y, und sei ¢y eine Geodédte minimaler Linge von
¢(to) nach zg. Dann gilt:

d(c(to), y) = min(d(c(to), s) + d(s,9)) = po + d(z0,y)
SESo
und somit d(zg,y) = (r — to) — po. Weiters ist

d(x,x0) > d(2,y) — d(zo,y) =7 — (r —to) + po = to + po,

und die Kurve ¢l 4,) gefolgt von ¢ hat die Lange to+ po somit gilt d(x, z0) = to+ po,
also die gestiickelte Kurve eine Geodite die c|jg 4, also mit ¢ {ibereinstimmt. Somit
gilt die gewiinschte Gleichung auch noch fiir ¢tg + pg fiir alle kleinen py. Das ist ein
Widerspruch dazu, dafl ¢ty das Infimum jener ¢ ist, fiir die die Gleichung falsch ist.

(1 = 3) Sei A C M abgeschlossen und beschrinkt, i.e.

sup{d(x1,x2) : 1,22 € A} = 1 < 00.
Nach (4) ist A C exp,{B,(0)} =: B fiir z € A, und B ist als stetiges Bild der
kompakten Menge B,.(0) kompakt, also auch A. O

62.11 Satz. Sei (M,g) eine vollstindige Riemann-Mannigfaltigkeit, und sei X €
X(M) ein beziiglich g beschrinktes Vektorfeld. Dann ist X wvollstindig, d.h. hat einen
globalen Flujs.

Beweis. Sei |X(z)|, < R fiir alle € M und sei ¢ eine Lésungskurve von X, dann
gilt:

b b
Lelon) = [ 100l de= [ PX(e@)]yde <[b-al R
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Also bleibt ¢ auf endlichen Intervallen innerhalb einer beschrinkten, und wegen der
Vollstandigkeit innerhalb einer kompakten Menge. Dies ist ein Widerspruch zu|(28.3)
O

62.12 Satz von Nomitzu-Ozeki. Zu jeder Riemann-Metrik gibt es immer eine
konform dquivalente, die geoddtisch vollstindig ist.

Beweis. Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit und d die assoziierte Metrik zu g.
Sei B, (X) :={y € M :d(z,y) < r}. Dann setzen wir

r(z) :=sup{p > 0: B,(x) ist kompakt }.
Aus der Dreiecksungleichung fiir d folgt sofort |r(x1) — r(x2)| < d(x1,z2), also ist r
stetig. Falls r(z) = 4o0 fiir ein z, so auch fiir alle anderen z € M, und damit ist jede
abgeschlossene beschrinkte Menge kompakt, also M nach |(62.10)| vollstéandig. Wir

diirfen folglich annehmen, dafl r : M — R. Nun wihlen wir mittels Partition der 1
eine glatte Funktion f: M — R mit f(x) > ﬁ fiir alle z € M. Und betrachten die

konform #quivalente Metrik gy := f%g.
Bleibt zu zeigen, dafi g; vollsténdig ist. Dafiir geniigt es die Inklusion Bf;?’(x) -
f(x)/Q( x) zu beweisen, denn dann hat auf Grund des Beweises von 2 = 1 in|(62.10)

jede Geodite mindestens Lange =, und somit durch Aneinanderstiickeln unendliche
Lénge. D.h. gy ist vollsténdig.

Sei also y ¢ BY m)/Q(x) und ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve von x nach y dann gilt:
= 71y dt > d(z,y) > "2 und

L9 (e / 1 ()], dt

/ f(e (t)]gdt = (nach dem Zwischenwertsatz)

) / (1)) dt

Wegen [r(x) — r(e(r))| < d(z,c(r)) < L9(c) gilt r(e(r)) < r(e) + L7
L) I 1
w(elr) = (@) + Loe) ~ 2L9(e) + L9() 3

(c¢) und somit

O

L9 (c) >

33.4 Satz (Lie-Gruppe der Isometrien). Sei (M, g) eine zusammenhdngende m-
dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit, dann ist

Isom(M) := {f € Diff (M) : f ist Isometrie}
eine Lie-Gruppe (zu einer Lie-Gruppe machbar) der Dimension hdchstens %m(m—k 1).

Die Gruppe Isom(M) ist also im Unterschied zur Gruppe Diff (M) aller Diffeomor-
phismen endlichdimensional. Z.B. haben Isom(R™) = O(m) x R™ und Isom(S™) =

O(m + 1) Dimension % +m= Mgﬁ_l)

Ohne Beweis. Siehe [51] 2.1.2].
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Da man mittels eines inneren Produktes Winkel zwischen Vektoren durch

(z,9)
V@, )/ (Y, y)

definieren kann, kénnen wir auf jeder Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) Winkel «
zwischen Tangentialvektoren und somit zwischen Kurven ¢; und ¢y in ihren Schnitt-
punkten auf folgende Weise messen:

cos <I(z,y) =

CoOsS«x =

33.5 Definition (Konforme Abbildungen)

Eine glatte Abbildung f : (M,g) — (N, h) heift WINKELERHALTEND (KONFORM),
falls T f : Tu M — Ty, N fiir alle 2 € M winkelerhaltend ist.

33.7 Lemma (Lineare konforme Abbildungen). Sei f : R — R™ linear und
injektiv, dann sind dquivalent:

1. f ist winkelerhaltend,
2. IA>0:(f(x), f(v) = NMa,y) fir alle z,y € R";
3. Fu>0:puf ist Isometrie.

Siehe Aufgabe !1.5.

Beweis. (2 & 3) ist offensichtlich mit A u? = 1.

(1 < 2) Sei « der von den Vektoren z und y aufgespannte Winkel und o’ der von
den Vektoren f(z) und f(y) aufgespannte Winkel. Dann gilt:

@I Mew)
[F@1-1FWl - VA lz[VAlyl
Also ist @ = o/, und f winkelerhaltend.

(1 = 2) Wir definieren A(v) > 0 implizit durch (f(v), f(v)) =: A(v){v,v).

Fiir Vektoren v und wist v +w L v —w < 0 = (v + w,v —w) = |[v]? — |w|* &
|v| = |w|. Da f konform ist gilt somit fiir Vektoren mit |v| = 1 = |w|:

0= (fv+w), flv—w))={f(v), f(v)) = {f(w), f(w)) = A(v) = A(w).

Also ist A konstant auf der Einheits-Sphére und damit auch auf R™ \ {0}, denn mit
w = |w|v mit v := Wl‘w € S List

Aw)(w, w) = (f(w), f(w)) = (f(lw|v), f(lw[v)) = {[w] f(v), [w] f(v))
= [w* (f(v), f(v)) = (w,w) N(v) L.
Somit ist fiir zwei beliebige Vektoren v und w:
(), 1) = 2 (1) + 7P ~ 1)~ 1)) = 3 (17w + w)P = 7~ w)?)

_1 2 ey —apl?2) —
—4)\<|v—|—w| v w|>—)\(v,w). O

cosa’ =
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33.8 Beispiele konformer Abbildungen

(1) Stereographische Projektion S™ — R™ (siehe Aufgabe [(72.40)).
(2) Spiegelung f : R™\ {0} — R™\ {0}, z — 2 an der Einheitssphére.

Die Abbildung f ist konform, da f(z)(v) = 222=22:) ynd somit

In Analogie zur Definition von holomorph in|(30.9)| heifit eine Funktion f ANTIHOLO-
MORPH, falls f : R? 2 U — R? glatt ist und f’(z) konjugiert komplex-linear ist, d.h.
f'(2)(v) = —if'(2)(v) fiir alle v, z.

33.9 Satz (Konforme Abbildungen der Ebene). Sei f : C 2 U — C ein
Diffeomorphismus, dann gilt:

f ist konform < f ist holomorph oder antiholomorph. Dabei heifst f antiholomorph,
wenn f holomorph ist.
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Beweis.
f=(f" f?) ist konform <
< f!(z2) ist konform

(Onf,02f) =0

{ (OLf,01f) = (02f, 02 f)

{f1f2 +f1f2 =0

= (f2)* + (f2)?

{AB*—i—BA*—OwoA = fl — f3 und B = f} + f}

3

¥

AA* — BB* =0 wo A" = fl —|—f2 und B* := fz f12
A=DB=0falls (A*)2 + (B*)2 #0
oder (A*)2 +(B*)* =0

fist holomorph

¥

< Oder A* = B* =0, d.h. f ist antiholomorph .

Kiirzer kann man das auch so sehen: f/(z) ist wegen genau dann konform,
wenn es ein Vielfaches einer Isometrie ist, also Multiplikation mit einer komplexen
Zahl und eventuell noch mit der Spiegelung z — Zz zusammengesetzt. O

33.10 Proposition. Es sei f eine glatte (nicht notwendig regulire) Abbildung und U
offen und zusammenhingend. Wir nennen sie in Verallgemeinerung zu |(33.7) KON-
FORM, falls T, f fiir jedes z (reelles) Vielfaches einer Isometrie ist. Dann gilt:

1. f:C DU — C ist konform < f oder f ist holomorph.

2. f:8% — C ist konform < f ist konstant.

3. f:CDU — S? ist konform < beziiglich stereographischer Parametrisierung
C C S? ist f oder f meromorph, d.h. ist holomorph bis auf Pole.

4. f : S? — S?% ist konform < beziglich stereographischer Parametrisierung
C C 8?2 ist f oder f rational, d.h. Quotient zweier Polynome.

5. f : 8% — S? ist konformer Diffeomorphismus < beziiglich stereographischer
Parametrisierung C C S? ist f oder f eine Mdébiustransformation, d.h. ist
Quotient der Form z+— (az+b)/(cz+d).

6. f:R2 — R2 ist konformer Diffeomorphismus < f ist eine Ahnlichkeitsabbildung,
d.h. eine Bewegung zusammengesetzt mit einer Streckung.

Beweis. Die Implikationen (<) sind leicht zu verifizieren. In (5) geht das wie folgt.
Es sei f : z — 22 eine Mobiustransformation. Dann ist f : C\ {—d/c} — C\ {a/c}

+
ein konformer Diffeomorphismus, mit Inverser w +— _dé‘;u +ba,

dw—1b
—cw+a

denn

f@)=wesaz+b=(cz+d)w & z=

Falls ¢ # 0 so erweitern wir diesen nun durch f(—d/c) := oo und f(c0) := a/c zu einer
Bijektion S? — S2. Diese Erweiterung ist holomorph bei —d/c, denn z — 1/f(z) =
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(cz + d)(az + b), ist holomorph nahe z = —d/c, da a(—d/c) + b = —(ad — be) /c und
zw— f(1/2) = (a/z+b)/(c/z+d) = (bz + a)/(dz + ¢),

ist holomorph nahe 0, da d0 + ¢ = ¢ # 0.
Falls ¢ = 0, so erweitern wir f durch f(co) := co. Dann ist die Erweiterung holomorph
bei 0o, da

1/f(1/2) = (¢/z + d)/(a/z +b) = (dz + c)/(bz + a)
und a # 0 wegen ad = ad — bc # 0. Also definiert jede M6biustransformation f einen
konformen Diffeomorphismus $? — S2.
Fiir die umgekehrte Richtungen (=) gehen wir wie folgt vor:

(1) Jede Isometrie R? — R? ist eine Drehung (eventuell mit einer Spiegelung zusam-

mengesetzt. Also ist f/(z) oder f/(z) = f (z) Multiplikation mit einer komplexen Zahl
und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen % = :tg—z und g—; = :F% sind
fir f =: u 4+ iv erfiillt. Daraus erhalten wir

Pu Po_ P P

oxr2 = Oy? 0xdy ~ Oyox
d.h. uw = Ref ist harmonisch. Wir suchen ein w, s.d. w + ¢w holomorph ist, d.h.
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt. Es soll also dw = % dx +

%—7; dy = —g—; dx + g—g dy gelten, was wegen der Integrabilitdtsbedingung
ou ou o o
d(f—d —d):f(— —)d Ady =0
Oy er@x Y Ox? +8y2 vy

durch den Ansatz

erreichbar ist. Also ist u + iw holomorph und somit sind die Stellen, wo f'(2) = 0
ist isoliert, d.h. f = u 4+ iv = u £+ 4w mit konstanter Wahl von +. Also ist f oder f
holomorph.

(2) Es sei f : S? — C konform. Dann ist auch die Zusammensetzung C — S? — C mit
der stereographischen Parametrisierung konform, also holomorph oder antiholomorph
nach (1). Da f(S?) kompakt ist, ist diese Zusammensetzung beschriinkt, und nach
dem Satz von Liouville (siehe [75], S.116]) konstant.

(3) Essei f: C DU — S? konform und zy € U. Falls f(z9) € C C S? liegt, dann
ist f : C — C lokal konform und nach (1) also (anti) holomorph. Andernfalls ist
f(z0) = 0o und somit z — L f(z) holomorph und folglich lokal beschréinkt und lokal
# 0. Also hat f eine isolierte Singularitidt in zy und kommt lokal um zy den Wert
0 nicht nahe und hat folglich nach dem Satz von Casorati-Weierstrass (siehe [75]
S. 166]) in zp keine wesentliche Singularitit, sondern einen Pol. Also ist f oder f
meromorph.

(4) Nach (3) ist f|c : S 2 C — S? (oder f) meromorph und hat nur endlich viele Pole
zj, da diese auf S? isoliert sind. Dort ist die Laurent-Entwicklung f(z) = Yo _ n (z—
zj)kf,g fiir ein n; € N. Also ist z — f(z) — Y02 (2 — zj)*kfik holomorph um z;.
Falls auch oo ein Pol ist, dann ist die Laurent-Entwicklung f(1) = Y202 2 f2,
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also f(z) — >_p=, ¥ £°5. holomorph bei co. Also ist

2o f(2) =303 =), szf‘”

holomorph S? — C und nach (2) konstant, d.h. f ist rational.

(5) Nach (4) ist f = g fiir relativ prime Polynome p und ¢q. Falls der Grad von p
oder von ¢ grofer als 1 ist, dann hat h(z) := p(z) — cq(z) fir geeignete ¢ := f(z)
Grad groBer als 1. Da f injektiv ist, darf nur eine Lésung z = zg von h(z) = 0
existieren, d.h. h(z) = k(z — 29)" fiir ein n > 2 und k # 0. Dann ist p(z0) = cq(z0)
und p'(zg) = ¢q'(20) und somit f'(zp) = ‘“’ —pd’
f ein Diffeomorphismus ist.

(z0) = 0, ein Widerspruch dazu, dafl

(6) Sei f : R? — R? ein konformer Diffeomorphismus. O.B.d.A. (ersetze wenn nétig
f durch f) ist somit f holomorph nach (1) und erfillt f(0) = 0 (ersetze f druch
f—f0).Seii:z— L Dammist f:=iofoi:C\{0} — C\ {0} ein holo-
morpher Diﬁeomorphismus Da f ein Diffeomorphismus bei 0 ist, existiert ein § > 0
mit |f~1(2)] < § fiir alle |2| < 1. Somit gilt [2| < } = |i(z)| > 6 = [f(i(2))] > 1 =
|f(2)] = i(f(i(2)))| <1, d.h. f ist nahe 0 beschrinkt und somit zu einer holomorphen
Funktion auf C erweiterbar mit f(0) = 0 (siche z.B. [?, 115]). Gleiches Argument gilt
auch fiir die Umkehrfunktion f~1, d.h. f LBt sich zu einen konformen Diffeomorphis-
mus S2 — S? erweitern. Damit ist f nach (5) eine Mdbiustransformation z — 22£%

B cz+d
mit oo — 00, also ¢ = 0, d.h. eine Ahnlichkeitsabbildung. O

33.6 Satz (Lie-Gruppe der konformen Diffeomorphismen). Die Gruppe der
konformen Isomorphismen einer m-dimensionalen parakompakten zusammenhdng-
enden Riemann-Mannigfaltigkeit bilden eine Lie-Gruppe der Dimension hdchstens
L(m+1)(m+2).

Z.B. ist diese Gruppe nach dem Satz|(52.11)| (bzw.|(33.10)]) von Liouville fiir M = R™
die Gruppe der Ahnlichkeitsabbildungen von Dimension dim(O(m))+dim(R™)+1 =
W-ﬁ-m—i—l = m2+2m+2 und fiir M = S? ist nach|(33.10)|die Zusammenhangskom-
ponente SL¢(2)/Zs (der Moebius-Transformationen) dieser Gruppe von Dimension
6=1-3-4.

Ohne Beweis. Siche [51] 4.6.1].

34. Riemann-Flichen

34.1 Definition (Riemann-Fliche)
Eine RIEMANN-FLACHE ist eine 2-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit.

34.2 Satz von Korn-Lichtenstein. Auf jeder Riemann-Fliche existieren konforme
lokale Koordinaten (auch ISOTHERMALE KOORDINATEN genannt).

Ohne Beweis. Siehe [13] oder [78| Vol.II, Addendum 2]
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34.3 Definition (Komplexe Mannigfaltigkeit)

Eine KOMPLEXE MANNIGFALTIGKEIT ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem Atlas,
dessen Kartenwechsel komplex differenzierbar (holomorph) sind.

Eine ORIENTIERTE MANNIGFALTIGKEIT ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem At-
las, dessen Kartenwechsel orientierungserhaltend sind. Fiir ein detailierteres Studium

von Orientierbarkeit siche Abschnitt |(46)]

34.4 Folgerung. Jede orientierte Riemann-Fldche ist eine komplexe Mannigfaltig-
keit.

Beweis. Man wihle einen Atlas, dessen Kartenwechsel konform und orientierungser-
haltend, also holomorph, sind. O

34.5 Beispiele konformer Diffeomorphismen

(1) Die S? hat als Atlas die stereographische Projektion vom Nord- und Siidpol. Der
Kartenwechsel ist die Inversion am Einheitskreis, ist also konform aber vertauscht
die Orientierungen. Wir édndern die Orientierung einer Karte und erhalten so einen
holomorphen Atlas. Dies nennt man auch die RIEMANN’SCHE ZAHLENKUGEL. Wir
betrachten nun die AUTOMORPHISMENGRUPPE der S2. Das ist die Menge aller biho-
lomorphen Abbildungen f : 2 — S2, wobei die BIHOLOMORPHEN ABBILDUNGEN,
genau die konformen, orientierungserhaltenden Diffeomorphismus sind. Nach
gilt beziiglich der stereographischen Projektion von S? — C folgende Beschreibung:

Aut(S?) = {:jj__s tad —be = 1}.

Diese Gruppe der MOBIUSTRANSFORMATIONEN kann man auch mit folgender Matri-
zengruppe bis auf eine Multiplikation mit +1 identifizieren:

SL¢(2) := {(‘; Z) :ad—bc:l}.

Die Gruppe Aut(S?) ist also isomorph zu SLc¢(2)/Zo, wobei die Untergruppe Zs
gegeben ist durch Zs := {id, — id}. Dies ist eine Lie-Gruppe.

Die Gruppe der Mébiustransformationen wird von z — az, z — z+bund z — 1/z
erzeugt.

Offensichtlich sind die angegebenen Funktionen Mé&biustransformationen. Sei umge-
kehrt eine Mobiustransformation f : z — (az + b)/(cz + d) mit ad — bc # 0 gegeben.
Falls ¢ = 0 und damit d # 0 so ist f die Zusammensetzung z — ¢z — %Z—Fg. Istc#0
und damit f(c0) = a/c € C, so ist die Zusammensetzung z — f(z) — f(z)— f(o0) —
m ein konformer Diffeomorphismus von C (mit co +— o0), also nach dem
ersten Teil eine Zusammensetzung einer Drehstreckung und einer Translation.

(2) Die Automorphismengruppe von C besteht aus jenen Mébiustransformationen von

Aut(S?), welche C C 5% oder — dquivalent — den Nordpol £ 0o € C invariant lassen:
In der Tat sei f so ein Diffeomorphismus, dann ist fo, : z — 1/f(1/z) holomorph
auf der punktierten Ebene. Da f ein Diffeomorphismus ist, ist fo durch f(0) =0
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stetig ergénzbar, also ist co eine hebbare Singularitéit und f durch f(co) := oo zu
einen holomorphen Diffeomorphismus S? — S? erweiterbar. Wegen

az+b a+
cz+d e+

a

zZ—00

SEESHISYISS

bildet die Mébiustransformation z — ‘c‘Z—*Z den Punkt co auf a/c ab, und somit ist

z+
0o genau dann invariant, wenn ¢ = 0 und a # 0 ist. Die Mobiustransformation hat

dann die Gestalt

az—«—bigszé
d d d’

Also gilt:

Aut((C){az+b:a7é0a,b€((3}“{<g ;’) :a;éOa,bG(C}.

Man nennt dies auch die “az+b-Gruppe”, siehe|(14.2)| Sie ist komplex 2-dimensional.

(3) Fiir die offene Einheitsscheibe D besteht die Automorphismengruppe aus jenen
Mobiustransformationen von 52, die D invariant lassen, d.h.

Ul R 1} ~ SU(2,1)/Zs.
bz +a

Aut(D) = {

Es ist leicht zu sehen, daf§ jede solche Mébiustransformation D invariant 1at. Fiir die
Umkehrung benotigen wir dafiir das

Schwarz’sche Lemma. Es sei f : D — D holomorph mit f(0) = 0. Dann ist
|£/(0)] < 1 und |f(2)| < |z| fir alle z. Genauer gesagt, es tritt einer der beiden
folgenden Fille ein:

1. 1f(0)] <1 und |f(2)| < |2| fir z#0;

2. f(2) = e“2 fir ein 0 € R und alle z.
Es sei f ein Automorphismus von D mit f(0) = c. Die Abbildung z +— =% ist eine
Mobiustransformation der angebenen Gestalt und setzt man f mit ihr zusammen
so wird 0 invariant gelassen. O.B.d.A. ist also f(0) = 0. Nach dem Schwarzschen
Lemma ist |f/(0)| < 1 und da f ein Diffeomorphismus ist, ist f/(0) # 0 und gleiches
gilt fiir die Inverse f~1. Wegen f~!o f =id ist also (f~1)’(0) o f/(0) = 1 und somit
|f/(0)] =1, d.h. f(z) = € fiir ein § € R nach dem Schwarzschen Lemma. Dies ist
ebenfalls eine Mobiustransformation der gesuchten Gestalt.

Es ist Aut(D) eine 3-dimensionale Gruppe. Sei dazu a = ay + iae und b = by + ibs.
Dann ist @12 4 a2? — b12 — by2 = 1 und durch die Beziehungen

(1) ri1=a+ by r12 = ag + by

(2) ro1 = —az — ba ro2 = ai — by

wird ein Element (73} 753) € SL(2)/Zs definiert. Somit erhalten wir einen Isomor-

phismus Aut(D) = SL(2)/Zs, sieche Aufgabe |(72.62)|
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34.6 Die Hyperbolische Scheibe

Wir definieren eine neue Riemann-Metrik auf D durch

1
g:(v,w) 1= m(v,w).

Dies ist eine konform dquivalente Metrik, d.h. id : (D, (-,-)) — (ID, g) ist ein konformer
Diffeomorphismus. Es ist also

Aut(D, g) = Aut(D, (-, -)).
Fiir f(2) := 2% d.h. f € Aut(D), ergibt sich

T bz+ta
N S 101
gZ( ) )* (1—|Z|2)2‘ | (1_|f(2)‘2)2 gf(z)(f( ) af( ) )a

denn es gilt

(L= 2P (2ol = (1 = [F()P)vl-
Es ist demnach Aut(D, g) = Isom(D, g), man nennt diese Riemann-Fliche (D, g) die
HYPERBOLISCHE SCHEIBE. Fiir sie ist jeder winkelerhaltende Diffeomorphismus also
langenerhalten.

35. Riemann’scher Abbildungssatz

35.1 Riemann’scher Abbildungssatz. Jede 2-dimensionale, komplexe, einfach zu-
sammenhdngende Mannigfaltigkeit ist biholomorph zu D, C oder S2

Dies ist eine Verallgemeinerung von [(5.3)|
Ohne Beweis. siche [4, S.158].

Die in konstruierte universelle Uberlagerung M einer komplexen Mannigfal-
tigkeit M ist selbst eine komplexe Mannigfaltigkeit und die Uberlagerungsabbildung
ist lokal eine biholomorphe Abbildung. Das ist offensichtlich, denn die Kartenwech-
selabbildungen des kanonische Atlasses von M sind Einschriinkungen jener von M.

Wegen ist die universelle Uberlagerung einer 2-dimensionalen, komplexen Man-
nigfaltigkeit S2, C oder D.

35.2 Die universelle Uberlagerung der punktierten Ebene

Die Abbildung p von RT x R nach C\ {0} mit (r, @) > re’# ist eine Uberlagerung. Da
Rt x R einfach zusammenhingend ist, ist p zugleich eine universelle Uberlagerung.
Wir wollen nun auf RT xR eine Riemann-Metrik finden, sodafl die FuBpunktabbildung
eine Isometrie wird.

P(re)(s,v) = Ps+ g—gw = €5+ rie™fy
(5, 9)|(rp) = 11/ (1, 0) (5, 9) [ = 8% + 1292
Dies liefert die gewiinschte Riemann-Metrik auf RT x R.
Behauptung. Die Abbildung h : RT x R — C mit
(r,¢) = In(r) +ip = (In(r), ¢)
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ist ein konformer Diffeomorphismus: Dafl i ein Diffeomorphismus ist, ist klar. Bleibt
noch zu zeigen, dal h auch konform ist. Es ist

B (r,0)(s,9) = (75, 9)
W (r,0) (5, 0)” = 53 447 = 5(s” +170%) = L5, 9)F, -
Also ist h konform, und damit ist p o h™1:C — Rt xR — C\ {0} die universelle
Uberlagerung
C—C\{0}, 2= a+iy — (e7,) > ¢ - € = &7 = ¢,

36. Uniformisierungssatz

Wir wollen nun Riemannsche Flichen X mittels ihrer universellen Uberlagerungen
X beschreiben. Dazu werden wir [(24.18)| verwenden: X 2 X /G, wobei G die Gruppe
der Decktransformationen der universellen Uberlagerung X — X ist.

36.1 Die Decktransformationen von C — C\ {0}

Wir wollen die Decktransformationen der universelle Uberlagerung h von C nach
C\ {0} mit h : z — e® bestimmen. Wir wissen bereits, daf3

Aut(C) ={f:C — C: f ist biholomorph}
= Gruppe der Mobiustransformationen z — az + b mit a # 0.
Nun definieren wir fiir zq, 2o € C:
21~ 2o & 7 = e & el = %22 o
& (1 =22) A (y1 — y2 € 27Z).

Fiir ein g € {h € Aut(C) : h(z) ~ z} kénnen wir auch az+ b schreiben. Sei az+b ~ z
fiir alle z. Wenn z = 0 ist, dann folgt b ~ 0 und somit b € 2inZ. Sei az + b ~ z fiir
alle z. Dann folgt aus z = 1, dal @ ~ 1 ist, d.h. der Realteil von a ist gleich 1 und der
Imaginérteil von a ist Element von 2iwZ. Wenn z = ¢ ist, schlieBen wir dquivalent,
daB ai = —Jm(a) + iRe(a) ~ i ist, d.h. Jm(a) = 0 = a = 1. Somit haben wir also die
Gruppe G der Decktransformationen zu obiger universeller Uberlagerung gefunden:

G={z+2irk:k e€Z}.

36.2 Uniformisierungssatz. Sei M eine 2-dimensionale, zusammenhdngende, ori-
entierte Riemann-Mannigfaltigkeit. Dann ist M konform-isomorph zu M/G wobei
M € {S? C,D} und G eine Gruppe von Mébiustransformationen in Aut(M) ist. Um-
gekehrt, ist G eine Gruppe von Mdbiustransformationen auf My € {S?,C, D}, welche
STRIKT DISKONTINUIERLICH wirkt, d.h. g #id = Vx 3U(z) : U(z) Ng(U(x)) = 0,
dann ist

1. My/G eine Mannigfaltigkeit,
2. die Quotientenabbildung My, — M1 /G eine Uberlagerung,
3. G ist dir Gruppe der Decktransformationen der Uberlagerung.
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Beweis. Das entscheidende Hilfsmittel ist der Riemannschen Abblldungssatzes
Also ist die nach existierende universelle Uberlagerung M einer der drel
Réume S%, C, D und nach ist M isomorph zu M /G, wobei G die Gruppe der
Decktransformationen ist, also eine Gruppe von Mdbius-Transformationen die nach
strikt diskontinuierlich auf M wirkt. Umgekehrt liefert jede solche Gruppe G
eine Uberlagerung M — M /G =: M nach O

36.3 Die Automorphismengruppe einer Riemann-Fliche

Wie koénnen wir nun Aut(M) bestimmen? Dazu verwenden wir Ideen, die wir bereits
in |(24~.15)| und [(24.16)| verwendet haben. Falls f € Aut(M), dann gibt es ein f €
Aut(M), sodaB folgendes Diagramm kommutiert.

N A
M—M

~ f
Welche f € Aut(M) stammen aber von einem f € Aut(M)? Dies sind genau jene,
bei denen man aus z7 ~ x2 auf f(x1) ~ f(xg) schlieBen kann. Sei nun po f = f op,
dann folgt fiir alle g € G:
pofog=fopog=fop=pof = pofogofl=p= fogofleG.
Analog folgern wir fiir /=1, daB f~Logo f € G. Wir definieren den NORMALISATOR
von G:
Normy iy (G) := {feAut(M): fGf' CGund f'Gf C G}

Sei f € Normy 37y (G), dann ist zu zeigen, dafi &1 ~ T2 = f(il) ~ f(&). Die
Bedmgung bedeutet aber: es existiert ein g € G mit g(Z;) = Zo. Wir definieren

G:= fogo fl. Dieses g ist aber gewi Element von G, da ja f € NormAut(M)(G)
Also gilt:

f(@2) = f(9(Z1)) = g(f(Z1)) = f(Z2) ~ f(T1),
d.h. f faktorisiert iiber eine Abbildung f : M — M und f~! faktorisiert iiber die
Abbildung f~': M — M. Somit ist

Normy ¢ (ar)(G) = = {f € Aut(M) : f sitzt iiber einem f € Aut(M)}.
Wann liefern zwei fi, fo € N(G) die gleiche Abbildung f € Aut(M)?
epofi=fop=pofacpofiofy'=p
sg=hof;'eGeIgeG:fi=gof
Es folgt also folgendes (siehe auch |(24.14){(24.16)))

36.4 Lemma (Automorphlsmengruppe via universelle Uberlagerung)
Sei M eine Riemann-Fliche, M — M die universelle Uberlagerung und G die Gruppe
der Decktransformationen, dann gilt:

Aut M = Norm, iy (G)/G. O
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36.5 Beispiel

Wir betrachten M = C\ {0} und M = C 2=, C\ {0}, mit

Aut(M) = {az+b:a# 0 und a,b € C}, nach [(34.5)]
und G = {z + 2kimw : k € Z}, nach |(36.1)

Die Gruppe der Decktransformationen wird durch ¢ : z — z+ 27i erzeugt. Wir wollen
den Normalisator von G berechnen. ~
Sei Norm(G) > f : 2z +— az + b = w mit der Inversen f~!:w wT_b Dann folgt:

(fotof ) (2) =a(ZL + 27i) + b = 2 + 2mia =

a

=acZ
5 = b+2mi) —b 2mi
(Flotof)z= WXl 200,
a a
=1lcZ
=a€{l,-1} = Norm(G) = {£z+b:be C}
Aut(C\ {0}) = {e* — et b e C}) = mit e’ = ¢

={e* e cic#0}

:{wl—wwil-czc#()}

64. Riemann-, Ricci- und Schnittkriimmung

Seien 2 Vektorfelder £ und 7 im R"™ gegeben. Dann gilt fiir die tibliche Ableitung des
Vektorfelds ¢ in Richtung 7, die wir hier auch mit D, ¢ : « — &'(x)(n(z)) bezeichnen
wollen:

[Df, D”I] = Df o D’Z — DU (¢] Df = D[fﬂ?]’
denn

m

(Dg o Dy = Dy o De)((¢')i) = (€01(C)) = m(&(C)) T,
= [&,n)(¢)7%y = D ((¢721)

64.1 Satz (Godazzi-Mainardi-Gleichung).
Sei M eine Hyperfliche im R™ und seien &, n, ¢ Vektorfelder im R™, welche lings M
tangential an M sind. Dann ist

L. VeVy( =V Ve( = Vie ¢ = (Ln, Q)L —(LE, ()L,
2. Vel =V, L& = L[, n).

Die erste Gleichung wird auch als GAUSS-GLEICHUNG und die zweite als GODAZZI-
MAINARDI-GLEICHUNG bezeichnet.
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Beweis. Es ist

[cz2)
0= DeDy¢ — DyDeC — Die ¢

= De (V¢ = (L. Q)v) = Dy (VeC = (L& Ov) = Die€
= DeVy¢ = E((Ln, ¢))v — (Ln, () Dev

— Dy VeC +n((LE Qv + (L&, ) Dy

= Vig¢+ (L&), Qv
= VeV —(LE VyQr —E((Ln, ())v — (Ln,()LE

= Vi VeC+ (L, VeQu +n((LE, ¢))v + (L& () Ln

= Vigm ¢+ (L& n], Qv

Der Tangentialanteil hiervon ist:
0= VeVl = Vi Vel = Viey — (L, OLE+(LEQ Ly
Und der Normalanteil ist:
0=—(Vy(, LE = &(Ln,¢) + (Ve(, L) +n{LE C) + (L[, n), ()
= (-VelLm) + VoL +LIEM,C). O

64.2 Definition (Riemann-Kriimmung)

Die RIEMANN-KRUMMUNG R : X(M) x X(M) — L(X(M),%(M)) einer Riemann-
Mannigfaltigkeit ist definiert durch die linke Seite der Gauf3-Gleichung;:

R(&,n) == [Ve, V] = Vie -

Die Motivation hierfiir ist, dafl die rechte Seite auf n angewandt und ins innere Pro-
dukt mit £ genommen fiir orthonormale Vektoren £ und n gerade die Gaulkriimmung
liefert:

(Ln,mL&—(LEnLn, &) = (Ln,n)(LEE) — (LEn)(Ln, &) =det(L) = K.

64.3 Lemma (Die Riemann-Kriimmung ist ein Tensorfeld).
Die Riemann-Krimmung ist ein 3-fach ko- und 1-fach kontravariantes Tensorfeld auf
M, dh ReT(T"M @T*"M QT*M @ TM).

(Koordinatenfreier) Beweis. Dazu mufl man nur zeigen, daf die Abbildung (£,7, () —
R(&,m)(€) in allen Variablen C*° (M, R)-homogen ist, vgl. mit dem Beweis von|(31.10)|

R(f&m) =[Vye, Vil = Vigenm
= [fVe, Vil = Ve m—nip)e
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= (fVe)Vy = Vy(fVe) = fViem +1(f)Ve

= fVeVy =V Ve =n(f)Ve = fV e +n(f)Ve
= ([Ve; Vil = Vigw)) +0

= [ R(&n).

R(&n)(fO) = (Ve, Vil = View) (fo

= Ve(fVyC+n(f)C) = Vi(fVeC +E(f)C)
— fViemC = [€m](f)¢

= fVeVaC+E(HVaC+n(f)VeC +EM(f))C
— IVyVeC =n(f)VeC = E(f)VnC —n(&(f))C
= Ve — &) +nEf))C

=f (ngn -V, Ve — v[&m]) ¢

=fR(En)(). O

Koordinatenbeweis.

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) =Vy(VxZ) = Vixy|Z

:VX<Z( —Y’“JrZP kaYk )
~Vy (Z( ng Xk+§;r;k27xk> 35 )
Js

(2

-V ayJ axJ fé) Z
i 0YJ  yi X
zi,j (X dul Y dul ) Aud

0z' , ; 0
= (Xk:au +Zr ZJYk> Vxgo

aZi
_Z(Xk:au +ZF’kZ]X>Vy -
oz — o
Y(Z( WXM%F;,JJX’“) 50

_Z( auz_ %fj)vﬁz
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- 07 yiy DT Zle . 2

- Jik 3l Ou’
+2(2X SN

+ ]ZkX (T8 )27V 4 Zr; WX (Z)YE + §F§7ijX(Yk)) %
Z( X’f+2r ijX’“> El:ylva?ﬁa‘i

_Z(%:Y(gf:)Xk +zk:gfkka)

+ZY (I ZJX’H—ZF LY (27) X’“F%IFZ WZY (X )) ;;i

() S, 20

Z( —Y’“rZFZ ZJYk> lez “aup
af’Z YA oYk
PR (ST g S
p
DR R ”fm'wzr DY
VL
oY a
+J§;P kZJZXpaup> 5
02" i i vk l 0
_Z(ZNX +ZFMZX ) ZY Z wn
Z YA
—z(zzw Y e S
+ZZYP 7kZ3Xk+ZFLkZY”—Xk
gk P

X a
+zk:r ZJZYpaup> o

(G ) O i+ G )
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Z o
— Z Xl k6 p 8 + Z lekz_] F;qufli

Iy
iklp o et ur
AN oYk 9zt o
XPY XP
+ Z aukaul’ out + Z ouP ouk oui
i,k,p i,k,p
ar 8Z .0
xryk zi 2% XP Yk re
+ l;}p 8uP é)uz Z%ZP ki
ayk . . 9
XP— 271" ,
+Z_jzkp ouP IRy
YA 0 . 0
_ ky1t Y% o Y k~-l 77 P
‘ZXYaukPivlaup HZXYZ Wl
i,k,l,p i,5,k,l,p
2 7 k i
—ZX’“Y” 0*Z 8‘_ ox* 07 8A
, oukduP ut 4~ Qup ouk out
i,k,p i,k,p
ore . 0
- Xkyrgi 2k X Yp e, —
%:p ouP auZ %;p e out
oxk 0
— YP Zi Tt
o o Ik Gy
- X IR
8 g ” 8 P L oup
,7,L,p ,], l,p
8Yj YA ). CG VAR
.y out oul oul .y ou’ ouwl Oul
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64.4

) AN e AR
_ xPykgi 3k Z xkyp gi 3k 9
Z ouP Out Z ouP  Out
0,5,k,p ,5,k,p
+ > X'yRziTy, Ty, aap > o xtylzir, ”azp
i,5,k,l,p i,7,k,l,p
YA 0 0
Xyt — 1P Xk YP :
> D L Gar Z k Qu
i,k,l,p j.k,p
077 0 YA 0
XP Yk xkyt 22 v
]ka J k oui i;p ouk oup
15)4 ' 0
XP XZ ) —
* Z ouP 8uz Z 8 i 7t gup
4,J,k,p .,0,p
oX*k 0
_ D 7] l p _
Zapyzrjkaﬁz AR
i,5,k,p i.5,L,p
oYk 8zt o QYT 97t D
+i;p OuP Our o’ ; out Oul Oul
L VAN I ) R )
& 3u1’ auk ou’ .y ou’ oul Oul
AN VAT
Xy — - ) Xxkyr —
+Z_;p oukoup Ou’ i;p Oukoupr Ou’
o orey . o
_ iyi 7k kg _ TP i
-E v (-G s () o
P 1,5,k
=R
0
i k
=> > X'YIZFRY,, 50 U
P 4,5,k
64.4 Bemerkung
In lokalen Koordinaten haben wir von
R = Z Rﬁyjﬁk du' @ du? @ du® @ %
i,5,k,
mit R’L gk T dul (R(a‘zw 823' )%>
= amr a?u Fl &t Z(Fikré kaFl )
p=1
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Beziehungsweise fiir R(£,1, ¢, x) := (R(£,1)¢, x)

R= Z Rijry du' @ dv’ @ du® @ du!
6,4,k

mit Rivjakvl = <R( a?ﬂ’ a?ﬂ )% %>

m

D
E :Ri,j,kgp,l
p=1

_1 2? 9? 9? 9?
=2 (auiauk 913 = guiowt 9ik T Fuigut Jik ~ uigur Ibi

m m

+ Z Z 9" (Ciskalsip — Tjikglip)-

p=1g=1

Beweis. Wir rechnen wie folgt:

=1 ou’ ou’d
(62.6) - -
v (ng’k;ﬁ)—va <Zfzk£z>+0
=1 oul \ 15y
[(62.5)]

7N\

nwaw+ww>$)
ou?

MsIMS

&
7N

MWV o o+ () )

e}
FJkZFZlauP +8ul(r )8u>

E

)

Ms INNgE
RS

A~

Fikzrjlaup+3uJ(F )aaul>

1=1
_ ! ! 8 Tl ol \ o
= ( L5l Ff,krj,p) +au Lk = Wrz}k)W'
=1 p=1
Also gilt:
m
! 1 l
I W5,k = 6u1 (F k) — 8u7 )+ Z Fp,lcri,p o kaFJ,p)
p=1

Nun berechnen wir R; j 1 := szl Ri,j7kgp7l:

m
]k )9p1 = (Z F] kgp,> Z kauz (9p,1)

©F o (r,, i

m

2 o

o ( Lipt+TLisp)

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 147



64. RIEMANN-, RICCI- UND SCHNITTKRUMMUNG 64.5

und somit
Rijni = (Rgar: gur) gar 5or) = <Z Rﬁm%’ ) = ZRij,kgp,l
p=1 p=1
=3 (00 - e 4 S, - KT )
p=1 qg=1
= 2 (Tjka) — Z T (Cipi+Tiip) — 507 (Tika) + Z T2 (Tt +T5p)
p=1 N N~ =1 S~ N~
w @ @
+ Z@?,kri,q,l - F;'I,krj,ml)
g=1 —~— ——
(1) (3)
[(626) 1 »

1 o) o o] 1 9 o) o) el
390 (ag Ikt + 5ax 915 — 5.09ik) — 3257 (Fr Ikt + 5ar9Li — 5.7 9ik)

+ Z(Ff,krj’l,p —I%Liip)
=1 —— ——r
(4) (2)

_1(_& ‘ o’ . o’ ‘
=2 (auiauk 915 = suiowdik t guiga Yik = Guiour glﬂ)

+ Z Z 9" (Lik,qlstp — Likglip)- O

p=1g=1

64.5 Lemma (Symmetrie der Riemann-Kriimmung).
Die Riemann-Krimmung erfillt folgende Identitdten:

CU o=

Die Gleichungen (4) und (5) heiffen 1.te und 2.te BIANCHI IDENTITAT.

Beweis.
(1) ist klar wegen der Definition R(X,Y) := VxVy — VyVyx — Vx y].
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(2) ist dquivalent zu (R(X,Y)Z,Z) = 0 fiir alle X,Y,Z. Es ist:

R(X,Y,Z,2)= (VxVvZ,Z) —(VyVxZ,Z)— (Vixy|% Z)
~————

X(VyZ,Z)—(Vy Z,VxZ)

= X(%Y«Z, Z>)) —(VvZ,VxZ)— Y(%X((Z, z>)) + (VxZ,Vy Z)

—(Vixv%,2)

1
= §[XaY]<Za Z> —-0—- <V[X,Y]Za Z> =0

(4) Nach gilt VyZ — VzY = [Y, Z] und durch Anwenden von Vx erhalten

wir:
VxVyZ —=VxVzY =V X =Vx[Y,Z] - Vy, 51X = [X,[Y, Z]]

Der zyklische Ausdruck 148t sich nun wie folgt umformen:

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =
== VXVYZ - VYVXZ— V[Xy]Z
——— —— ’ ,
€] (2) (3)
+VyVzX -V;ZVy X — V[y)Z]X
——— N——— ,
(2) (3) (1)
+VzVxY —VxVzY —Viz x1Y
—_—— ——
(3) (1) (2)

= XY 2]+ [V (2, X]| + [Z,[X, Y]]
6 (2) ®)

=0 (wegen der Jacobi-Identitét).

(3) folgt rein algebraisch aus (1), (2) und (4):

Man setzt R(X,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z,W). Nun betrachtet man einen Oktaeder
und bezeichne 4 der Seitenflichen (die sich nur in Ecken schneiden) mit X, Y, Z, W.
Riy, Bwl

IRS AR d— by

Digwi
R E

Die Ecken des Oktaeders, welche z.B. der Schnitt der Flichen X und Y ist, wird mit
R(Z,W, X,Y) bezeichnet, da von dieser Ecke aus betrachtet die Flichen X, W, Y,
Z aufeinander folgen. Wegen (1) und (2) ist es egal, ob man von X oder von Y aus
zu zéhlen beginnt. Nun beachte man, dafl die Summen der Ecken der Dreiecke X, Y,
Z, W wegen (4) Null sind.
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R(X,Y,Z,W)

R(X,W,Y,2) :
R(Z,Y,W,X

R(Z,W,X,Y)

Z&ahlt man diese Summen fiir die Dreiecke Z und W zusammen und zieht jene fiir X
und Y ab, so erhdlt man, dal das Doppelte von der Differenz aus der Ecke W N Z
und der Ecke X N'Y Null ist, d.h. (3) gilt.

R(X,Y,Z,W)

R(W,Y,X,2) R(Z,Y,W,X)

R(X,W,Y,2) R(Z,X,Y,W)

R(Z,W,X,Y)
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In Detail bedeutet dies:
(+) R(X.Y,Z,W)+R(Y,Z, X, W)+ R(Z X,Y,W) =0

(1) (2) (3)

4) 1) (5)

(6) (4) (3)
(+) RY,ZW, X)+R(Z WY, X)+RW,Y,X,Z) =0

) ©) ®)
= 2R(X,Y,Z,W)—2R(Z,W,X,Y) =0

&) (6)

(5) Um diesem Punkt {iberhaupt Sinn zu geben, mufl man V7 auf Tensorfelder aus-
dehnen. Das geht mittels Produkt-Regel, i.e.

(VZR)(X,Y, W) :=
= V2(R(X,Y)W) — R(VzX,Y)W — R(X,VzY)W — R(X,Y)VzW
= V2(R(X,Y)W) + R(Y, VX)W — R(X,VyZ + [Z,Y))W — R(X,Y)V 7 W.

Mit Zzykl. bezeichnen wir die zyklische Summe beziiglich der Variablen X, ¥ und
Z. Dann gilt

D (VZR)(X,Y,W) =

zykl.

==Y Vz(RX,Y)W) = > R(X,-[Y,Z)W - Y R(X,Y)VzW

zykl. zykl. zykl.

_ % VZ<[VX, Vyl - Vixy )W
(1) (4)
+ Vx, W -V W
Z%:T ( x, Viv,z] (X[, 2]] )
@) ®)
=Y (T VLW = Vix V2 W)

zykl. ) o

(3

+ 30 (V2IVx T W = [V, VY IVZ W) + 0,
zykl.

(1) (2) )
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=0+ (Z [[vx,vy],vz]) w

zykl.

=0 wegen der Jacobi-Identitét. O

64.6 Folgerung (Polarisierungsformel). Fir die Riemannkrimmung gilt:
A'R(X,)Y, Z, W) =

= —R(Z+X, YHW, Y4+W,Z+X) + R(Z+ X, Y-W, Y -W, Z+X)

R(Z-X,Y4+W,Y+W,Z-X) - R(Z-X,Y-W,Y-W, Z—-X)

R(Z+Y, X+W, X+W,Z+Y) — R(Z+Y, X-W, X-W, Z+Y)

—R(Z-Y, X4W, X4+W,Z-Y)+ R(Z-Y, X-W,X-W,Z-Y)

Beweis. Es ist
X, Y-Z2Y-Z X)=

(6) R(X,Y+Z,Y+2,X) — R(
( (X,Y,Z,X) +R(XZYX))

42 5 (R(XYZX)+R(ZXXY))

Y 4R(X,Y, 7, X)

und weiters

(7) RIX+W,Y,Z, X4+ W) — R(X-W,Y, Z, X W) =
—9 (R(X, Y, Z, W)+ R(W,Y, Z, X))

Also ist

8) R(Y,Z,X,W)=

22 R(Z,Y,W,X)

1
9D _RX,Y,W,2) + 5 (R(Z+X, Y, W, Z+X) — R(Z—X,Y,W, Z—X))

29 px,v,z,W)
1
+3 (R(Z4+X,Y+W,Y+W, Z+X) = R(Z+X,Y -W,Y - W, Z+X)

CR(Z-X.Y+W,Y+W,Z—X) + R(Z—X,Y -W,Y —W, Z—X))
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(9) R(Z,X,Y,W)=

1
D Ry, X, W, 2) - 5 (R(Z+Y, X,W,Z+Y) — R(Z-Y, X, W, Z—Y))

829 p(x,Y,Z,W)

1
-3 (R(Z+Y, X+W, X+W, Z+Y) = R(Z+Y, X—W, X-W, Z+Y)
CR(Z-Y,X4+W,X+W,Z—Y) + R(Z—Y,X—W,X W, ny))

und damit

64.7 Bemerkung. Wir wollen nun die Ausdriicke der Form R(X,Y,Y,X) in der
Polarisierungsformel |(64.6)| weiter untersuchen. Sei dazu

X' =aX+bY a b
A= .
Y =X 4+dY (c d)

Wegen der Schiefsymmetrie (1) und (2) in ist
RX',Y' Y, X') = det(A) R(X,Y,Y’, X') = det(A)? R(X,Y,Y, X).

Das gleiche Transformationsverhalten hat auch | X |? |Y]? — (X, Y)2, da dies das Qua-
drat der Flidche des von X und Y erzeugten Parallelogramms ist, siehe dazu
Folglich ist der Ausdruck

R(X,Y,Y, X)
XPYP— (X, V)2

unabhéngig von der Wahl eines Erzeugendensystems des von X und Y erzeugten 2-
dimensionalen Teilraums F' von T, M. Wir nennen diese Zahl die SCHNITTKRUMMUNG
von F und bezeichnen sie mit K (F'). Die Polarisierungsformel zeigt, daff die Riemann-
kriitmmung sich aus der Schnittkrimmung berechnen l4ft.

64.8 Satz (GauB-Kriimmung versus Schnitt-Kriimmung).
Fiir jede Riemann-Fliche M ist die Gaufkrimmung ident mit der Schnittkrimmung
(des ganzen 2-dimensionalen Tangentialraums).

Beweis fiir Hyperflichen im R3. Sei (£,7) eine Orthonormalbasis von T, M. Dann
ist
K(T’EM) = <Rm(€z7 77.%)77?6, §I>

(64.1)]

= (LoNas Ne)(Lalay §o) — (Lo, Na) (Latz, Ea)
=det(L;) = K,
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Beweis fiir abstrakte Riemann-Fléchen.
Es seien (u!,u?) lokale Koordinaten auf M. Dann ist nach

D?K(T,M) = D? R (5%, 502> 57 3a1) R
(TeM) = |20 2] 2 2 — (22, -2 >|2* 1,2,2,1
ou oul

+g" (T121T2110 —T221T111)
+9g"? (1220211 —T222T111)
+ g% (T1210212 —T221T112)
+ 9% (1227212 —T2220112)
62.6) 1
i B (Fio—Gi1+ Foy — Eap)
G
=+ ﬁ (E2E2 — (2F2 — Gl)El)
D (G1Ey — G2Ey)
F
- = (B,Gy = (2F; — Gy)(2F, — By))
E
+ ﬁ (GlGl - G2(2F1 - E2))
FE
= 1p7 (E2Gy — 2F1Go + G1?)
F
+ W (ElGQ — EyG1 — 2By Fy +4F Fy — 2F1G1)
G
+ 173 (E\Gy — 2B, F; + E5?)

1
—3 (B2 —2F12+G11)
DQK

Oder etwas anders gerechnet:

[(62.4) 1 52 52 52 52
Ri,j,k,l — 3 <3uz‘3uk 91,5 — duioul 94,k + Dud Oul ik — Bui Ouk gl,i)
m

+ (Ff,krj,l)p - F?,krul,p)

p=1
64.4) 1 92 52 52 52
Ripo1=— 3 (8u18u2gl,2 = gutaur 92,2 T Fuzgar 91,2 — auzauzgl,l)

+ (M ol210 —Tgol110)
+ (T7oT212 — T35l 12)
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1(62.6)]

%(FLz —Gi1+ Fo1— Es5)
EsG—-—G1 F Es
2D? 2
2 G—-G1G—-Go F E;
B 2D? 2
-EF+GiE Gy
2D? 2
—2F F+Gi F+Go E 2F —E,
B 2D?2 2

E
=12 (E2Ga — 2F1G2 + G1?)

F
+ 5 (E1Ga — BxGy — 2EaFy + AP Fy — 2F1Gh)

G
+ ﬁ (ElGl —2F1 F5 + E22)

1
- §(E2,2 —2F 2+ G11)

BT e g

64.9 Definition (Normalkoordinaten)

Unter RIEMANNSCHEN NORMALKOORDINATEN versteht man die Parametrisierung
m
o (ut. . u™) - exp,, (Z uZXi)
i=1

fiir eine Orthonormalbasis (X7, ..., X,,) von T,M.

64.10 Lemma (Christoffelsymbole in Normalkoordinaten). In Riemannschen
Normalkoordinaten verschwinden alle Christoffelsymbole bei p.

Beweis. Offensichtlich gilt
gi,j(P) = <%» % (p) = <Xz'7Xj> = 5i,j~

Die radialen Geoditen t — exp,,(tX) erfiillen die Geoditen-Gleichung

ut i rk du'du’ _

e ijodt dt

ij=1

Fiir u(t) := tX; gilt wegen uf(t) = 6;“ t somit Fjj (p) = 0. Fiir u(t) := t(X; + X) folgt
analog T}, + T, +T%, +T% . = 0 und da T'}; symmetrisch in (i, j) ist, ist T, =0 O

64.11 Lemma. Sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit und F < T, M ein 2-dimen-
stonaler Teilraum. Dann ist die Schnittkrimmung K (F) genau die Gauf-Krimmung
der Fliche die lokal durch exp(F') gegeben ist.
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Beweis. Wegen |(64.8)| geniigt es zu zeigen, dafl die Riemann-Kriimmung Ry der
Fliche N mit der Riemann-Kriimmung Rj,; auf M {ibereinstimmt, wobei N durch
(t,s) = exp,(tX, + sY}) parametrisiert wird und die von M induzierte Metrik trigt.

Dazu wihlt man Riemann-Normalkoordinaten, d.h. die Parametrisierung ¢ : (ul,...,u™)
exp, (31~ u'X;) fiir eine Orthonormalbasis (X1, ..., X,,) des Tangentialraums T, M.

Dann verschwinden nach alle Christoffelsymbole bei p. Da die Koeffizienten-
funktionen g; ; fiir M und N tibereinstimmen, gilt das auch fiir

1 92 92 o? o2
Ri,j,k,l =3 <8j8l Gik + 5i9r 95,0 — zigrYil — Figi9i.k +0. O

64.12 Satz (Ungekriimmte RiAume). Fir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind
dquivalent:

1. R=0.
2. M ist lokal isometrisch zum FEuklidischen Raum.
3. Der Paralleltransport ist lokal wegunabhdingig.

Der Punkt (3) ist global nicht allgemein giiltig wie das Mébiusband mit flacher Metrik
zeigt.

Beweis. (1 = 3) Indem wir eine Karte verwenden, kénnen wir annehmen, dafl M eine
offene Umgebung von 0 in R™ ist, allerdings mit einer allgemeinen Riemann-Metrik
g. Wir miissen zu gegebenem Anfangswert Xy ein Vektorfeld X finden, welches lings
jeder Kurve parallel ist. Dazu geniigt es, da} V5, X = 0 fiir alle ¢ = 1,...,m ist.
Zuerst finden wir ein lings der u'-Achse paralleles Vektorfeld u! — X (u',0,...,0).
Zu jedem u! finden wir lings der Kurve u? — (u!,u?,0,...,0) ein paralleles Vek-
torfeld u? — X (ut,u2,0,...,0) mit Anfangswert X (u!,0,...,0). Und somit erhalten
wir ein Vektorfeld (u!,u?) — X(u',u?2,0,...,0) lings der 2-Fliche v : (u!,u?) —
(u',u2,0,...,0). Dieses erfiillt: V5, X = 0 lings 1 und Vo, X = 0 lings u' — v(ul,0).
Es gilt V5, Vg, X — V5, Vg X = R(01,02)X = 0, da [0s,0;] = 0 ist, weil die Fliisse
t — (t,s) und s — (¢, s) miteinander kommutieren. Somit ist Vy,Vg, X = 0, d.h.
Vo, X ist parallel lings u? — t(ul,u?). Aus Vg, X = 0 lings u! — 9(u',0) folgt
Vg, X =0 lidngs ¢. Es ist also X parallel lings aller Kurven in der 2-Fliche .

Nun kann man obigen Prozef§ fortsetzen, um das gewiinschte parallele Vektorfeld X
zu erhalten. Dies zeigt, dafl der Paralleltransport wegunabhingig ist.

(3 = 2) W&hlt man als Anfangswert die Vektoren einer Basis von ToR™, so erhilt
man parallele Vektorfelder X;, welche punktweise eine Basis bilden. Fiir diese gilt
[Xi, X;] = Vx,X; — Vx,X; = 0. Diese konnen integriert werden, um eine Karte ¢
zu erhalten, welche p; = X; erfiillt, siehe In dieser Karte hat die Riemann-
Metrik dann aber Koeffizienten d; ;, d.h. ¢ ist eine lokale Isometrie zwischen dem
flachen R™ und M.

(2 = 1) Da die kovariante Ableitung und somit die Riemann-Kriimmung eine int-
rinsische Grofle ist, also nur von der Riemann-Metrik abhéingt, geniigt es R fiir den
Euklidischen Raum zu berechnen, dort ist aber R = 0 wegen der Vormbemerkung zu
(64.1)] O
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64.13 Definition (Kriimmungen)

Unter der RIcCI-KRUMMUNG einer Riemann-Mannigfaltigkeit versteht man
Ricci(X,Y) = Spur(Z — R(X, Z)(Y)).

In lokalen Koordinaten gilt:
Ricei (D X' 52,3 ¥7 52)
i J

= > XY Ricai (27, 52 )

Q!

Rk .k
- iyili(_ 9o ,  _ 9 . 2 o002 o
=) XY <2 (auiauz‘ Gk.k = Fuigur Ikd T Fukgur 9id ~ Gurour Ik
irj.k
m m
+ 3 > 9 Tigalhpk — Trgalikp) |-
p=1g¢=1

Unter der SKALARKRUMMUNG versteht man Spury(§ — (Ricci(§, ))?), wobei
T M ——— (Tu M)* =5 T, M.

Ricci,
Beachte, dafl dies wegen der Symmetrieeigenschaften alle nicht trivialen Spuren
sind, welche man aus der Riemannkriimmung bilden kann.

65. Riickblick auf Kriimmungen

Bei ebenen Kurven, haben wir die KRUMMUNG als die Kraft interpretiert, die not-
wendig ist, um einen Massenpunkt mit konstanter skalarer Geschwindigkeit auf einer
Kurve zu halten.

Bei Hyperflichen im R? haben wir zuerst die NORMALKRUMMUNG einer Fliche in
Richtung ¢ als Kriitmmung der Schnittkurve mit der, von der Flachennormale und &
aufgespannten Ebene kennengelernt. Dies ist gleichzeitig die Kriimmung der Geodéte
in Richtung &, siehe |(52.4)] Die kritische Punkte der Normalkriimmung sind die
HAUPTKRUMMUNGEN, deren Produkt die GAUSS-KRUMMUNG ist.

Bei einer allgemeinen Riemann-Mannigfaltigkeit kann die SCHNITTKRUMMUNG als die
GauB-Kriimmung einer 2-dimensionalen Fliche, welche durch die Exponentialabbil-
dung parametrisiert wird, aufgefait werden. Die Riemann-Kriimmung ist schliellich
das zur Schnittkriimmung gehoérige Tensorfeld (i.e. 4-lineare Abbildung).
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VI. Differentialformen

In diesem Kapitel werden wir 1-Formen, wie wir sie in vorhergehenden Kapitel behan-
delt haben, zu Differentialformen hoheren Grades (kurz: n-Formen) verallgemeinern.
Nach einem der Motivation dienenden Abschnitt stellen wir die nétige multilineare
Algebra zusammen, und verkleben die damit aus den Tangential- und Kotangential-
Raumen konstruierten Tensorrdume zu Tensorbiindel. Als Schnitte der Biindel alter-
nierender Tensoren erhalten wir die Differentialformen. Wir behandeln die wichtigsten
Operationen auf ihnen: Die duflere Ableitung, die Lieableitung und den Einsetzungs-
homomorphismus. Insbesonders schauen wir uns das fiir Riemann-Mannigfaltigkeiten
genauer an. Als Anwendung reiffen wir die De Rham Kohomologie an.

37. Motivation

37.1 Die Riemann-Metrik als Tensorfeld

Inhatte wir die Riemann-Metrik als eine Abbildung definiert, die jedem x € M
eine Bilinearform g, : T, M x T,,M — R zuordnet, und zwar so, dafl = — g, (z, M),
M — R glatt ist fiir je zwei glatte Vektorfelder &,n € X(M). Schreiben Wir die
beiden Vektorfelder mittels lokaler Koordinaten (ul,...,u™) als ¢ = 3, €52 und
n=>, ni%, so erhalten wir

0
9z (6337 7]@ Z fﬂl@ 9z <[“)ul 8U] ) Z du d’(l;] gi,j (.73),

wobei wir g; () := g (52, 525 ) gesetzt haben. Die Abbildung (5:1:777:1:) — dut() -
du? (n) ist eine bilineare Abbildung T, M xT,,M — R, die wir mit du’®du’ bezeichnen.
Also gilt lokal

g = ng du’ @ du’
%,J
37.2 Hessische Form

Sei f: M — R eine Funktion mit lokalem Extremum bei x, dann ist T, f : T, M —
Tt()R = R die Nullabbildung. Um umgekehrt schliefen zu kénnen benétigen wir die
2.Ableitung: Sei M eine offene Teilmenge des R™ oder eine Teilmannigfaltigkeit und
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f eine Erweiterung auf eine offene Umgebung

M xRM =7M 1L, TR = R?
Tf(x,v) = (f(x),f’(x)(v))
M xR™ xR™ x R™ = T?M = T(TM) 1> T°R = R*

T2 f (1,03 ,w) = (f<x>, F@©), @), @) 0.9) + (@) w))

Im R"™ ist pry (T%f(z,v;y,0)) = f’(x)(v,y), falls (z,v;y,0) im 2.Tangentialraum der
Mannigfaltigkeit liegt.

37.3 Beispiel
St={reR?:|z|=1}:
St ={(z,v) € (R?)?: |z| = 1, (x,v) = 0}
725" = {(z,v;y,w) € (R*)" : |2] = 1, {x,v) = (z,y) = 0,
{y,0) + (z,w) = 0}

Dav Lz und y L z ist, ist (z,v;y,0) ¢ T2S!, d.h. auf einer allgemeine Mannigfal-
tigkeit 148t sich f"(z) : T, M x T, M — R nicht sinnvoll definieren.

Falls T, f = 0, so ist dies doch moglich. Sei &;,7n, € T, M, dann definieren wir
F"(2) &y me) = nu(§(f)), wobei & ein Vektorfeld mlt &(z) = & sel. Schrelben wir
&, und 7, in lokalen Koordinaten, d.h. & = )", g2 5.7 bzw. 1y = >0’ MH so ergibt

sich:
Z EZ auz

)= (2])77](;;) (Zegm)0)

- N~ 9 gt of o 0
XJ:TIJ;W<< 6ul> > z Zauiaul 8uj8uif

;o 0 f of
izjg 77 Oud ut’ da ou’ 0.

Wir haben also gezeigt, dafl obige Definition von der Fortsetzung unabhéingig ist und
in lokalen Koordinaten die iibliche 2. Ableitung liefert, falls f'(x) = 0.

Es ist also f"(z) : T,M x T, M — R gegeben durch
i 52f
ZE w auﬂ aul Z du’ auj ou?

_ i J
= (; EWE du' @ du >(§,n).
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Demnach ist f"(z) =3 1 du' ® duf. Wie transformiert sich dieser Ausdruck

i, OulOu ] . .
beim Wechsel von Koordinagen u' zu neuen Koordinaten kvj ? Wir haben dv* =
ov* 7 o _ v I5) : o) _ ov" Of
> s du? and 5o =37, Gu5 5w Also st 505 (f) = Y24 i gor und

H? 0 0
Outdud (/)= ou? (W(f)>
0 (g0t or
T oud - ou? Ovk
0 (o or
o out  Ovl - oud Ovk

0 (D (0F\ o o oy
B Out \Ovt \ouwl ) Ovk  Oul Ovlovk )’
Somit ist

o2f i j 0% f . . 920k of . )
; du'Qul du’ @ du’ = %; Ovtovk ' @ dv +izj k outoud wdu ® du’,

und der zweite Summand verschwindet in z, da %kﬂ =0.

37.4 Exakte 1-Formen

Fiir eine glatte Funktion f : M — R, wobei M C R™ offen sei, ist /' : M — L(R™,R)
glatt. Natiirlich interessiert man sich dafiir, wann die Umkehrung gilt, also wann zu
einer 1-Form w : M — L(R™ R) eine Funktion f : M — R existiert, soda w = f’, ein
solches w nennt man EXAKTE 1-FORM. Der Satz von Frobenius liefert eine Bedingung:
Lokal existiert so ein f genau dann wenn dw(x)(vi,vs) = 0V vi,ve € R™, wo-
bei 2dw(x)(vi,v2) := W'(x)(v1) - va — W' (z)(v2) - v1. Das so definierte dw : M —
L(R™,R™;R) ist fiir festes x € M alternierend (= schiefsymmetrisch) und bilinear.
Kiirzer schreibt man dw : M — L?%,,(R™,R) und sagt: dw ist eine 2-FORM.
Allgemein bezeichnet man eine Abbildungw : M — L%, (R™, R) als k-Form, L%, (R™, R)
ist der Raum der alternierenden k-linearen Funktionale. Ist M = R™, so geniigt
dw = 0 um ein global gegebenes f mit w = f’ zu finden. Ist M C R™, so geniigt es
i.a. nicht. Dazu ein Beispiel:

37.5 Beispiel

Wir betrachten die 1-Form

_ —yvtaw Y T

auf M = R?\ {0} aus|(3.10). Wegen 8%(a:2_-s-yy2) = 8%(

men, es gibt ein f mit w = f’, so muf} gelten:

f'(x,y) = (01 f(z,y), 02 f(2,y)) = (m’ ﬂj—zﬂ) :

also w(z,y) =

zziyg) ist dw = 0. Angenom-
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Ist (w0,90) € S* ein Punkt, in dem f eingeschriinkt auf S* ein Minimum annimmt,
so gilt
(o)

0= f"(z0,y0)(—¥0, o) = —¥o - (—=vo0) + o -

1
x5+ p x3+y3

=1, das ist ein Widerspruch.

Fiir die eben betrachtete Form gilt also: dw = 0, aber es gibt keine Stammfunktion zu
w. Diese Diskrepanz zwischen Formen w mit dw = 0 und solchen der Gestalt w = [’ =
df kann verwendet werden, um etwas iiber die topologischen Eigenschaften von M
auszusagen. (In unserem Beispiel war M nicht einfach zusammenhingend.). Wie sieht
das nun fiir beliebige Mannigfaltigkeiten M aus?

Sei allgemeiner w : ¢ — w(z) eine 1-Form, dann miifite dw eine, auf M gegebene
Abbildung dw : x — dw(x) mit Werten dw(x) : T, M x T, M — R sein, die bilinear
und alternierend sind (solche dw heifien 2-ForM). Also ist (dw), € L%,,(T.M,R).
Analog werden wir k-Formen definieren. Dazu wollen wir jetzt die grundlegenden
Tatsachen aus der multilinearen Algebra zusammenfassen.

38. Multilineare Algebra, Tensoren

38.1 Definition

Wir stellen zuerst die (multi)linear Theorie zusammen, fiir ein vertiefendes Studium
vgl. etwa [30] und [78, Vol.I, Cap.7]. Im folgenden bezeichnen E, F, etc. endlichdi-
mensionale Vektorrdume iiber R. Wir bezeichnen mit L*¥(E1, ..., Ex; F) den RAUM
DER k-LINEAREN ABBILDUNGEN FEj X ... x E), — F. Dieser ist ein Vektorraum der
endlicher Dimension dim(F7) - --- - dim(Ey) - dim(F).

Die Abbildung T': E1 X ... x Ex, — R sei k-linear und S : Ex41 X ... X Egy; — R sei
i-linear.

Das TENSORPRODUKT von 1" mit S ist wie folgt definiert:

T®S:E; X...x Epyy =R (k+i)-linear
(T ®S) (v, 0k44) =T (V15 -, 08) S(Vkt1, -+ - s Vi)

Vollig analog kann man auch das Tensorprodukt 7} ® - - - ® Ty, mehrerer multilinearer
Funktionale T; definieren.

38.2 Das Tensorprodukt von Vektorrdumen. Fir endlichdimensionale Vek-
torraume FE1, ..., Ey ist das Tensorprodukt durch F1 ®---® Fy 1= Lk(El*, .., E5R)
definiert. Gemeinsam mit der Abbildung

Q:Eix.. xE,—-F® - QFE,
®: (T1,...,2,) — T1 Q- @z, wobei

(21 @ @@) (T, k) = yi (@) - i),
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 38.2

lost es folgendes universelles Problem:

E;x... XEk%®>E1®"'®Ek
k% 7 ~linear
e
F

Ist {eg 11 <i < dimE;} eine Basis von Ej, dann ist eine Basis von E1 ® --- ® Ej,
gegeben durch:

{el @ - ®ef 11<iy <dimEy,...,1<ip < dimEy}.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aussage iiber die Basis. Die Menge {e}1 ® R efk

i1y...,1} ist linear unaubhélngig7 denn aus >, pit el @@ ef”‘k = 0 folgt
durch Anwenden auf (e]', ..., e}*) die Gleichung

(Z piiel @@l ) (el e)

stk

SN ( ST A TR

1, alk

Z R (3 RRR el (e ) = pdrir

17 1lk

sl ik

Dies ist auch ein Erzeugendensybtem fir £ ® -
jedes k-lineare p : Ef x ... x E} — R laft sich auf
folgt beschreiben

p(t, ... k) = Zx}le?,.. lekek
—Z Zx“.. ;) (617...,62’“)
Z"'Zeilx ...eik(xk)-,u(e?, wefck)

= Z Pt (e @@ e ) (@t 2h)

ik

Ey = L(EY,...,E{;R), denn
L..,ab) € Bf x...x E} wie

’“@

wobei pitr i = (el ... elt) € R.
Folglich 148t sich jede multilineare Abbildung i : Fq X...x Ep — F auf eine eindeutige
Weise zu einer lineare Abbildung i : E; ® -+ ® Ey, — F durch

‘[L(B}l@...@ k),*,u( Zl,...,efk)

fortsetzen, sodafl das angegebene Dreieck kommutiert. O
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 38.3

38.3 Bemerkungen

1. Wir erhalten folgende Identitdten (die erste mittels vollstdndiger Induktion):
(.. (B1®E)® - QFE) 2 L(E1® - ® Ex_1)", E;R)
~ L(Ey,...,Ei_1,L(E};,R))
=~ L(EY,....Ei_1,Ei;R)
~(F1® - ® Ey)
Ei Q@ Eys 2 L(EY,E3;R) 2 L(ES,Ef;R) X By ® Fy
Ey @ R= L(E],R*;R) = L(E],R™) 2 E* = E;
(B, ®--- @ Ep)* = L¥E,...,E,;R) 2 L¥E, ... B/ R) =
~(Ef®---QE})
L(E,F) = L(E,F*) = L(E, L(F*,R)) = L*(E, F*;R) =
~ [*(E*,F*;R)=E*® F.
2. Zu linearen Abbildungen T; : E; — F; existiert eine durch folgendes Diagramm

eindeutig bestimmte lineare Abbildung T ® -+ Q1T : E1 ® - - Q@ B, — 1 ®
@ Fy:

Eix.. xEy—2>E® - @ E

k-linear

T1><...><Tkllinear lineariTl(@‘“@Tk
Fx ... ka%@Flw.-@Fk.
In der Tat ist 7 ® - - ® Ty, auf der Basis (e, ® --- ® efk) wie folgt gegeben:
(T @ @Ty)(ef, @ @ef ) =Ti(el )@ ®@Ti(el)
=Y @lfee) (Tif
Jk

J1

Z (T (T f @ fF

J1see5dk

3. Zwischen den verschiedensten eben definierten Tensorprodukten besteht der
folgende Zusammenhang: Sind T; : F; — R linear, so ist das in (2) definierte
Tensorprodukt 71 ®- - - QT : B1®---QFEr — R®- - - QR zusammengesetzt mit
dem natiirlichen Isomorphismus R® --- ® R =2 R genau das in definierte
Tensorprodukt 71 ® -+ - @ Ty : F1 @ -+ - @ B — R.

4. QFE = P, _,(Q~, E) ist eine graduierte, assoziative Algebra mit 1 und
heifit die TENSORALGEBRA iiber F mit 1 € R = ®° E. Dabei heifit eine
Algebra GRADUIERT, falls A = @, .y Ax und die Multiplikation AF x Al in
AFHT abbildet. Die Elemente w € Ay, heilen HOMOGEN vOM GRAD k. Dabei
setzt man ®° E := R, denn von [[,.4 Ef = {0} und jedes f : {0} — R ist
0-linear.

5. Die Tensoralgebra hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder linearen Ab-
bildung f : E — A, wo A eine assoziative Algebra mit 1 ist, existiert ein
eindeutiger Algebrahomomorphismus f : QR E — A, welcher auf ®1 E=F
mit f iibereinstimmt.

i€0
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 38.4

38.4 Definition

Mit L%,,(E, F) bezeichnen wir den durch die alternierenden k-linearen Abbildungen
gebildeten Teilraum von L(FE, ..., E;F) =: L*(E, F). Bekanntlich heifit eine Abbil-
————

k mal
dung T : EX...XE — F alternierend, wenn 7**oT = sgn(n)-T fiir alle Permutationen

7 gilt, d.h.

T(vr(ys s Vnry) = T (01), 0y (vg)) = 7°(T) (01, . . ., vk)
=sgn(m)T (v1,...,v%) Yui,...,0, € E.

Eine Projektion alt : L¥(E,F) — LK, (E,F), genannt ALTERNATOR ist gegeben
durch

1 .
alt(T)(vy,...,vg) = i Z sign(7m) T(vr(1ys - - - Vn(k))
" TESK

1
alt(T) = i E sign(m) T o 7*.
" wESy

Fiir alternierende multilineare Funktionale T' und S definiert man das AUSSERE oder
“HACK”-PRODUKT (englisch: wedge-product) durch:

(k + i)!

(T AS) (w1, Opi) 2= = alb(T @ S)(vy, - . Oi) =

1
= W ngnﬂ' . T(vﬂ(l), ce ,’Uﬂ,(k)) . S(Uﬂ(k+1), ce ?vﬂ(k+i))

1
= m Z Z SgN o Sgn my SgN 7o T(va(ﬂ'l(l))a AN ava(wl(k)))'

1,72 o stkw.
“S(Vo(ry(k41))s - + - 3 Vo (ma (kt4)))
— Z (,1)219(0(]')*]’) 'T(va(l)v"-7vo'(k))'
o(l)<--<a(k)

'S(Ula"'v Vo(1) s> Uo(k)a"-7vk+i)'
In dieser Rechnung haben wir die Permutation 7 von {1,...,k 4 i} in eindeutiger
Weise als oo (m1 Lma) geschrieben, wobei 77 eine beliebige Permutation von {1,...,k},

sowie 7o eine solche von {k+1,...,k+i} ist und o auf {1,...,k} und {k+1,..., k+i}
streng monoton wachsend ist. Es also (1) < - -+ < o(k) die monotone Anordnung von
{x(1),...,7(k)} und o(k+1) < --- < o(k+1) jene von {m(k+1),..., 7%}, Damit ist
m =0 lo 7|1, ky und T = o lo Tl {kt1,... ki) - B istsgn(o) = (—1)z:a'§lc("(3')_j)7
denn um die natiirliche Ordnung von o (1), ..., o(k+1%) wiederherzustellen miissen fiir
alle 1 < j <k die o(j) — j vielen kleineren Zahlen mit o(j) vertauscht werden.

Falls T, S und R linear sind, dann ist

(T A S)(w,v) =T(w) S(v) — T(v) S(w) = det (T(w) S(w)>
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 38.5

und somit

2((T ANS)AR)(w,v,u) =

= (T AS)(w,v) R(u) — (T A S)(v,w) R(u)
+ (T AS)(v,u) R(w) — (TN S)(w,u) R(v)
+ (T'AS)(u,w) R(v) — (T A S)(u,v) R(w)
= (T(w) S(v) = T(v) S(w)) R(u) = (T'(v) S(w) = T(w) S(v)) R(u)
T (T(0) S(u) — T(u) S(v)) R(w) — (T(w) $(u) — T(u) S(w)) R(v)
+ (T(w) S(w) — T(w) S(w)) R(v) — (T(u) S(v) — T(v) S(u)) Rlw)
= 2T (w)S(v) R(u) +2T(v) S(u) R(w) + 2T (u) S(w) R(v)

2T (v) S(w) R(u) — 2T (w) S(u) R(v) — 2T (u) S(v) R(w)

) )

Il

[N

Q.

1)

-t
/-

e P
OO

und folglich verschwinden auch im 3-fachen Produkt von 1-Formen alle Faktoren.

Dies ist der Grund fiir die Wahl des Faktors (kk‘!j)! bzw. 7, siehe auch (1) in|(38.6)

Analog zu obiger Formel fiir T'A S kénnen wir auch direkt ein Hackprodukt mehrerer
multilinearer alternierender Funktionale definieren. Beachte noch, daf3

TAS=(-1)"MSAT,
denn

(T/\ S)(’Ul, . ,’UkJrZ') =

1
= m Z sgn(7r) . T(Uﬂ.(l), FIN ,Uﬂ,(k)) . S(vﬂ(k+1), ‘e avﬂ(k—i-i))
1
= W Z Sgl’l(ﬂ'/ o 0') . T(UTFI(O'(I))7 ‘e 7v7r’(o(k))) . S(Uﬂ-/(o—(k+1))7 AN 7U7T’(a(k+i)))

1
= ngn(ﬂ’ 00) - S(Wr(1ys - V() - T(Vrr(i1)s - - > Vnr (it k) )

== (—l)lﬂ (S N 71)(1)17 N 7vk+i)

wobel m = 7’ 0 ¢ und o jene Permutation ist, welche den Block (1,...,k) mit (k +
1,...,k +1) vertauscht und Vorzeichen (—1)%* hat.

38.5 Lemma (Das duflere Produkt eines Vektorraums). Es sei das k-fache
duflere Produkt der Vektorrdume E definiert durch /‘\]C E:=L%,(E*R) und Ex...x
E— /\k EC ®"E = LF(E*,R) sei die folgende alternierende, k-lineare Abbildung:

A: (V.o 0E) > U A Avg mit

(U1 ARERIAN Uk)(wl, - ,wk) = ngn(ﬂ') w”(l)(yl) R wﬂ(k)(vk)

= k!alt(vl - Uk)(wl, o ,wk).
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 38.6

Das duflere Produkt lost folgendes universelles Problem:

Ex...xFE /\k E
k-linear, alt: 7 linear
ya

F

Ist {e;} eine Basis von E (also m = dim E), dann ist {e;; N---Nej, 1 < i1 <
. < ix < m} eine Basis von \*E (also ist dm \* E = (")) Ist k = dim E, so
erzeugt e; N\ - Neg ganz /\k E und

(er A==~ Aep)(wh, ..., wh) = ngnﬂ' wf(l) ----- w,:(k) = det(w?, ..., wk).

Beweis. Esist A: Ex ... x E— \"E durch E x ... x E -2 Q" E Halt, AP |
gegeben, folglich bildet (e;, A -+ A€, )i, <...<i, ein Erzeugendensystem von /\k E =
L’/‘_’”t(E;R).

Es ist auch linear unabhéngig, denn fiir aus Z ek el A Ael =0 folgt

i1
i1 <o <ip M

durch Anwenden auf (e7', ... ek F) mit j; < -+ < ji die Gleichung
0= ( Z itk 6111 A-~-Aefk)(e{17.. e{c’“)
i1 <<l
W 4
= D e A A ) (e el)
i< <zk
M]l’

Folglich 148t sich jede alternierende multilineare Abbildung p: F x ... x E — F auf
eine eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung /i : /\k E — F durch

ﬂ(eill/\/\efk) 7#( 117”-3621)

fortsetzen, sodafl das angegebene Dreieck kommutiert. O

38.6 Bemerkungen
1. Es gelten die folgenden Identitéten:

L, (B, F) (/\E F); (/k\E) ~ 1k (E,R) = Lk, (E*,R N/\E*

2. Zu jeder linearen Abbildung T : E — F existiert eine durch folgendes Dia-
gramm eindeutig bestimmte lineare Abbildung A" 7 : A* E — A" F:

Ex..xES—=A\E
Tx‘..le /\’“T

Y
Fx. . xFi—spA\'F
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 39.1

Damit wird /\k zu einen Funktor. In der Tat ist A* T auf der Basis (e Ave A
e;,,) wie folgt gegeben:

k
NT(ei, A nei) =T(ei) A AT(es,)
=Y TR AN TS,
J1 Jk

= Z Til ..... TZ: fj1 A A fjk

J1s--dk
— E E T T A LA
- i1 ik Jm(1) I (k)
J1<<jr ™
_ § Jr
= det(TiS )7-75 fjl VANEERIAN fjk'
J1<-<UJk

3. Der Raum A E := ", /\Z E ist eine graduiert-kommutative assoziative Al-

gebra mit 1 € /\0 FE := R, die sogenannte AUSSERE ALGEBRA iiber F. Dabei
heifit eine graduierte Algebra A = @@, Ar(k € No) KOMMUTATIYV, falls: a € Ay,
be A= a-b=(-1)"b-a. Esist dim(AE)=Y", (7) =2

39. Vektorbiindel-Konstruktionen

39.1 Definition (Tensorfelder und Differentialformen)

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und z € M. Als Vektorraum E verwen-
den wir nun den Tangentialraum 7, M von M bei z. Dann ist E* = (T,,M)*, und wir
bilden das Tensorprodukt

TM®- @TM®(T,M)*®- & (T,M)*=LPTYT:M,... T,M;R).

p-mal g-mal

Die Elemente dieses Vektorraums bezeichnet man als p-FACH KONTRAVARIANTE, ¢-
FACH KOVARIANTE VEKTOREN oder Tensoren. Eine Basis von T,, M ist gegeben durch
(%);’;1, wobei (ul,...,u™) lokale Koordinaten um z von M sind. Die duale Basis
von (T, M)* haben wir mit (du®)™, bezeichnet. Nach erhalten wir als Basis

des Tensorprodukts:

(65{-1 ® - ® 5o @ dult ®~"®dujq)_
Analog bilden wir A*(T, M)* = L¥, (T,,M,R). Die Elemente dieses &ufieren Produktes
nennt man k-FORMEN und eine Basis bildet
(du™ A ANdu™ )i, <. iy -
Lassen wir nun noch den Punkt € M variieren, so kénnen wir die Abbildungen
wiMsrr—wex)ceT,M® - T, M (T,M)"®- - (T,M)"

p-mal g-mal

betrachten. Diese heiflen p-FACH KONTRAVARIANTE UND ¢-FACH KOVARIANTE TEN-
SORFELDER.
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39. VEKTORBUNDEL- KONSTRUKTIONEN 39.3

Eine Abbildung
w:M >3z wx) e AFT,M)*
heifit DIFFERENTIALFORM VOM GRAD k.

Um von der Glattheit eines Tensorfelds (oder einer Differentialform) sprechen zu
konnen sollten wir die Familie der Vektorrdume

(TIM®-~-®T30M®(TIM)*®~-~®(TzM)*)

p-mal g-mal

xeM

zu einer Mannigfaltigkeit oder besser gleich zu einem Vektorbiindel iiber M machen.

Wir gehen dabei wie beim Tangentialbiindel und den daraus konstruierten Kotan-
gentialbiindel vor:

39.2 Direkte Summe von Vektorbiindel

Seien E —2» M und F -1+ M zwei Vektorbiindel iiber M sowie ¢ eine Trivialisie-
rung von E iiber U C M und ¢ eine solche von F iiber dem 0.B.d.A. gleichen U.
Mit ¥ : UNV — GL(R*) und ¥ : UNV — GL(R!) bezeichnen wir die Transiti-
onsfunktionen zu je zwei solcher Vektorbiindelkarten tiber U und V. Wir wollen nun
die disjunkte Vereinigung £ & F := leeM(Ez @ F,) zu einem Vektorbiindel machen.
Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

EQF |

eZOF = P @ ol \RFI2RF QR - E, @ F,.
Die Transitionsfunktionen wE@F :UNV — GL(RkH) sind dann durch
YEOF (2) := P () & ¢ (z) € GL(RF) x GL(RY)

E
gegeben. Als Matrix ist % (z) gerade (1/1 O(:c) wFO(x))' Also hat ypFOF wirk-

lich Werte in GI(R¥*!) und ist glatt. Somit ist £ @ F — M ein Vektorbiindel, die
sogenannte WHITNEY-SUMME von F und F'.

39.3 Tensorprodukt von Vektorbiindel

Analog zur direkten Summe machen wir nun die disjunkte Vereinigung £ @ F =
Ll,ca (Er ® F,) zu einem Vektorbiindel, dem sogenannten TENSORPRODUKT von E
und F. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

e =l @l (R 2R QR - E, @ F,.
Die Transitionsfunktionen ¥*®F : U NV — GL(R*) sind dann durch
PEO (1) = P (z) @ ¥ () € GL(R“) C L(R* @ R, R* @ RY)
gegeben. Als Matrix ist ¢#®F (x) gerade (a7b%)( ) (rs), Wobei (af) die Matrix von
P (z) und (b) die Matrix von V() sei. Ist namhch (e;)k_; und (fj)é.:1 die Stan-
dardbasen im R* und R! und (a?) sowie (b}q ) die Matrixdarstellungen von A € L(RF)

und B € L(R!), so ist A® B : RF @ R — RF @ R! gegeben durch (A ® B)(v® w) =
A(v) ® B(w). Auf die Standardbasis (e; ® f;);; angewandt erhalten wir also:

Ale;) ® B(f;) = (Za e,) ® (Z bjfs> Zarbs er ® fs.
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39. VEKTORBUNDEL- KONSTRUKTIONEN 39.5

Also hat YF®F wirklich Werte in GL(R*!) und ist glatt.

39.4 AuBeres Produkt eines Vektorbiindels

SchlieBlich machen wir die disjunkte Vereinigung A" E := | ] ¢, A” Bz zu einem
Vektorbiindel, dem sogenannten p-FACHEN AUSSEREN PRODUKT von FE. Als Vek-
torbiindelkarten verwenden wir faserweise

P

A Nty RO = AR — A B

Die Transitionsfunktionen A" F : U NV — GL(R(IIE)) sind dann durch
P P P
WA B (@) = AP (@) € GLRD)) € AR, ARY)
gegeben. Wie zuvor zeigt man wieder, daf§ die Transitionsfunktionen wirklich Werte
in GL(R@)) haben und glatt sind.
Allgemeiner hat man folgende Konstruktion:

39.5 Theorem (Funktorielle Vektorbiindel Konstruktionen).

Es sei F eine Zuordnung, die jeder Familie von (k + i) endlichdimensionalen Vek-
torraumen einen endlichdimensionalen Vektorraum zuweist und die FUNKTORIELL
1st.

Funktoriell bedeutet, dafs jedem (k+1)-Tupel linearer Abbildungen

T; : F; — Ej fir j <k “kontravariant in den vorderen Variablen”

T : E; — Fj fir k< j “kovariant in den hinteren Variablen”

eine lineare Abbildung

f(Tl, e 7Tk+1’) : .7:(E1, .. ~7Ek+i) — .7'-(F1, .. ~7Fk+i)
zugeordnet wird, die mit Komposition und Identitdt vertrdglich ist und glatt von
T1,...,Tky; abhdngt.
Dann ist fir (k+1) Vektorbindel p; : E; — M eine natirliche Vektorbiindel-Struktur
auf F(E1, ..., Exyi) =, F(Eilas - -, Ertile) gegeben.

Ein Beispiel eines solchen Funktors ist die direkte Summe @; der auf Vektorbiindel
angewandt die Whitney-Summe liefert.

Ein weiters ist der Dualraum-Funktor, der auf das Tangentenbiindel w : TM — M
angewandt das Kotangentialbiindel 7*M = | | (T, M)* — M liefert.

Andere Beispiele sind das Tensorprodukt und das duflere Produkt sowie Kombinatio-
nen von ihnen, wie A" T*M = LY, (TM,R) = (/\k TM) .

Beweis. Die Vektorbiindelkarten F(41,...,%r1;) werden aus jenen fiir E; durch
folgende Formel gewonnen:

F@r, - r)le =

= (07" 0 W) (i) )
= F(@1, ..y thpri)le : FRN L RN 5 F(Ey,, ..., Brrile)
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39. VEKTORBUNDEL- KONSTRUKTIONEN 40.1

Die Transitionsfunktionen werden durch folgende Abbildungsfolge festgelegt:
(W1lz, - Yrpile) : UNV — GLRM) x ... x GL(RN#+1)
(inv,...;id,...): GL(RNl) < % GL(RNHi) -
— GL(RM) x ... x GL(RN#+)
:GL(RM) x ... x GL(RN#+i) —
= GL(F®RM,... . RY+)) O

40. Differentialformen

40.1 Definition (glatte Tensorfelder und Differentialformen)

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN p-FACH KONTRAVARIANT UND ¢-FACH KOVARI-
ANTEN TENSORFELDER oder kurz p-g-TENSORFELDER, d.h. der glatten Schnitte des
Vektorbiindels

TM® - TM(TM)*®--- @ (TM)*

T ——

p-mal g-mal

wird auch mit Z7(M) bezeichnet.
Lokal 148t sich jedes Tensorfeld ® als

(b: Z (Dily..qip o ®®8u%®du]1 ®®dujq

.j17~~~:jq Ou'tl

D1,eip
J15+430q

schreiben. Und wir wissen, dafl ® genau dann glatt, wenn alle Komponenten @;Z
glatte reell-wertige Funktionen sind. Insbesondere sind die 0-0-Tensorfelder gerade die
reell-wertigen Funktionen, die 1-0-Tensorfelder die Vektorfelder und die 0-1-Tensor-

felder die 1-Formen.

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN DIFFERENTIALFORMEN VOM GRAD p, d.h. glatten
Schnitte des Vektorbiindels A”(TM)* wird mit QP(M) bezeichnet. Diesen Raum
konnen wir auch anders beschreiben:

Qr(M) :=T(\(TM)" — M)

1%

(A TM)" — M)

{w : /P\TM—>R W, € L(/P\T,JCM,R)Va:}

= {w: & TM - R: w, € Ly (T.M,R)V 2}

1%

Der Raum Q°(M) der 0-Formen stimmt mit C*°(M, R) iiberein. Jede Differentialform
w vom Grad k 188t sich lokal als

w= Z Wiy AU A A du'

iy <o <lidg
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40. DIFFERENTIALFORMEN 40.2

schreiben. Wieder gilt, dafl w glatt ist, wenn alle seine Koordinatenfunktionen w;, .. ;,

glatt sind.
Fiir die Koeffizienten wj, .. ;, ergibt sich aus
. . 0 0
RN in —
(du™ A -+ Adu )<8uﬂ'1"”’8ujk>

, o ) b5
— (2 I R ik
= Z sgnm du (8ujﬂ<1> ) du <(‘3ujw(k> >

_ {sgnw falls eine Permutation 7 existiert mit i, = jr(;) V¢

0 sonst.

folgende Formel fiir j; < -+ < jg:

6] 9 _
w32, 52%) =
_ L i ik o) 9 — ..
_( E Wiy i - du™ A+ Adu ) ((9uj1""76ujk>_wjl'“Jk'
11 <...<1p

40.2 Bemerkung
Wegen

T MQ--T,MQ(T,M)"®- @ (T,M)" =

p-mal g-mal

~ L((T,M)*, ..., (T.M)*, T,M, ..., T,M,R)

p-mal g-mal
konnen wir ein p-g-Tensorfeld
E it5etp e . Ja
¢ - (I) a]q 8u71 ® ® du
1_17 i _p
J1y--30q

punktweise auf ¢ Tangentialvektoren &i,...,&, € T, M und p Kotangentialvektoren

wl, ..., wP anwenden:

(I)(wl "‘7wp7§17"‘7£q) =

iyeenlp O J 1 r1 s o
Z oL O @duq(zw,,ldu ,...,quqWJ
Sq

B1yeslp T1
jl; 7jq
_ i1,.. )Zp 71 7
B Z (I)Jh dg 716%1 """ & ng
1,1, ’Lp
jlv“vjq
T1.-3Tp
S1,--+38¢q
— 1yetp 1 p J1 g
= Z (I)jl,..‘,jq .wil .....wip SRR q‘ll
D1,eenylp
J1s--5Jq

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 171



40. DIFFERENTIALFORMEN 40.3

Satz (Tensorfelder als C*°(M,R)-multilineare Abbildungen).

Obige Abbildung liefert einen linearen Isomorphismus des Raums T der glatten p-q-

Tensorfelder mit dem Raum L’éx(MyR) (QYM),...,X(M); C>®°(M,R)) der C>°(M,R)-

multilinearen Abbildungen.

Beweis. Offensichtlich wirkt jedes Tensorfeld @ auf 1-Formen w?, ..., w? € QY(M)

und auf Vektorfelder &1, ...,&, € X(M) als C°°(M,R)-lineare Abbildung, durch
D!, WP &, ) () = (W (), WP (), & (T), ., 6y ()

und wegen der obigen lokalen Formel

1 D — 1150tp 1 P ¢t J
D(wy...,wP &, ,8) = E LT W WP gt g
7{1»--477{p
J15--20q

liegt ®(w?,...,wP, &, .., &) € C°(M,R).

Umgekehrt sei ® : QY (M) x ... x X(M) — C*°(M,R) eine C*°(M,R)-multilineare
Abbildung. Falls eines der Vektorfelder oder 1-Formen o lokal um = € M ver-
schwindet, so auch ®(w',... ,wP &,...,&,), denn sei f € C(M,R) so gewihlt,
dafl f = 1 auf dem Tréiger jenes Schnittes ¢ und f(x) = 0 gilt. Dann ist f -
o = o und wegen der C°° (M, R)-Linearitét ist ®(w?,...,w?, &, ..., &) (x) = f(z) -
P(wh, ... WP &, &) (2) = 0.

Folglich erhalten wir die lokale Formel

1 P — E 15e00p 1 P ¢t Jj
<I>(w g, W ,51,...7&1) = (I)jhm,jq cwy ....wip 'fl e qq7
it eesip
J1y--3]0q
mit <I>j11’ g = @(6%1, ...,dul?), deren rechte Seite an der Stelle 2 nur von Wert der

1-Formen und Vektorfelder an dieser Stelle abhéngt. Also definiert ®,(wy,...,&P) :=
P(wh, ... ,wP, &, ..., &) () ein glattes Tensorfeld, das gesuchte inverse Bild zu ®. [

40.3 Satz (Differentialformen als C°°(M,R)-multilineare Abbildungen).

Es existiert ein linearer Isomorphismus von QF(M) mit {w XM x o x X(M) —
C*(M,R) : w ist k-linear alternierend und C*°(M,R)-homogen }

Beweis. (=) Offensichtlich ist w(&1,...,&k)|p = wp(&1lp, - - -, &klp) k-linear und alter-
nierend.

Die Abbildung w ist aber auch C'*° (M, R)-homogen:

W(ffla-“afk)‘p :wp(fpfﬂpv“-agk‘p) = f(p)wp(fl‘pv-“vfkb)
= f’W(flw--,gk)‘p

Weiters ist M —E1o8) L TAT @ . TM —25 R glatt, also w(&y, ..., &) € C(M,R).
(<) Sel w: X(M) x ... x X(M) — C*°(M,R) mit obigen Eigenschaften. Es ist z.z.,
daB w(&s,...,&k)|p nur von &1lp, . .., &klp abhingt, denn dann kénnen wir definieren:

wp(gl |pa SRR 7£k7|p) = W(gl, e 7£k)|p'
Sei £ = 0 lokal um p, sei f € C*(M,R) mit f(p) = 0 und f = 1 dort wo & # 0.
Dann gilt f - & = & und somit wie zuvor

W&, &k)lp = w(f&1, - &)lp = F(P)w(&rs - &k)lp = 0.
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Sei weiters & = 37" | €(52;) lokal. Dann gilt
D .
wEr, .. &) :w(Zg;(@),...,gk) => ¢ w<@,...,§k>

und da & |, = 0 gilt £}[, =0 Vi und somit w(&y, ..., &)|, = 0.

Sei w = Y wrdx! eine lokale Darstellung von w, dabei ist [ = {i; < --- < i}, do! =
dxt A+ - Adx' . Bsist wr(p) = w(52-, . .., 52|, glatt bei p, also ist w € QF(M). O

Ozt ) alik

41. Differentialformen auf Riemann MF

41.1 Tensorfelder auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

Allgemein wissen wir, dafl QY(M) = C°°(M,R) ist. Sei E ein endlich dimensionaler
Vektorraum mit innerem Produkt. Wir haben dann nach |(32.1)|einen Isomorphismus

g: F = E* definiert durch f: v+ (v,-). Sein Inverses bezeichnen wir mit b := 71
Sei (e;) eine Orthonormalbasis von E und (e') die duale Basis von E*, dann ist:

ﬁ:mzZmieieEHineieE*.
i i

Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit mit dem zugehérigen Tangentialraum f :
T.M = (T,M)*. Eine Basis im Tangentialraum ist gegeben durch %, diese wird

nach m abgebildet auf ﬁ(%) =29 dv’. Und allgemeiner wird & € T, M wie
folgt abgebildet:

f:&= ;fia?ﬁ. ceT,M—w= ;widui e (T, M)".
wobei &' = 37 g™ wj, wi =3, gi ;€7 und g; ; = (22, 52 sind, und (¢7) = (g; ;)"
ist. Es folgt, daB auf kanonische Weise TM = T*M ist, und somit der Raum der
Vektorfelder X(M) kanonisch isomorph zum Raum der 1-Formen Q! (M) ist.

Allgemeiner gilt:

41.2 Volumsform

Sei E ein endlich dimensionaler, orientierter Vektorraum mit innerem Produkt. Falls
(e1,...,€em) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von F ist, so definieren wir
det € L7, (E;R) durch det(eq,...,em) = 1. Um zu zeigen, dafl diese Definition
nicht von der gewéhlten Basis abhéngt wihlen wir beliebige Vektoren g; € F und
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betrachten die Abbildung A : E — E, welche e; auf g; := )", a .¢; abbildet. Dann ist

det(g1,...,9m) = det(z a{lejl,...,Za{,;”ejm)

JIm

= - ; .
= E al' . alm det(ej,,...,¢€5,.)
—_—
J1seeesdm

=0, falls ji,...,7m keine
Permutation von 1,...,m

= Z a{(l) coal™ sgn(g) det(eq, ... em)
j Permutation T
= det(az)iﬁj

Falls also (g;); insbesonders eine andere positiv orientierte Orthonormalbasis ist, so

ist [A] € SO(n), also 1 = det[A] = det(g1, ..., gm)-

Da wir diese Konstruktion auf den Tangentialraum einer orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit
anwenden wollen (dort aber nicht eine orthonormal-Basis) sondern nur eine (positiv
orientierte) Basis (6—37)] gegeben haben, bendtigen wir auch fiir so eine Basis (g,)

eine Formel fiir die Determinante: Dazu betrachten wir wieder die inneren Produkte

9ij = gZ?gJ <Za @mza €l> Zazaj €k €1) Za
5

und erhalten (g; ;)i ; = [A - A'] und weiters
det(gi ;)i; = det([A] - [A]") = (det[A])?
und schliellich (wegen det[A] > 0)

det(g1,...,gm) = det[A] = y/det(gi ;)i; = VG.

Fiir jede orientierte (siehe|(34.3)|) Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) ist det € L7}, (T, M, R)
und wir definieren die Volumsform volps € 0™ (M) der Mannigfaltigkeit durch

volys () := det € Ly (T, M;R).

Diese Volumsform wollen wir mittels lokaler Koordinaten (ul,...,u™) berechnen.
Es bilden die g; := % eine Basis in T, M, von der wir annehmen diirfen, daf sie
positiv orientiert ist, wenn wir ein Orientierungs-erhaltende Karte ¢ = (u!,... ,u™)~!
verwenden. Es ist vol = voly,__,,, -du! A ... A du™ mit
1

vol(g2r, s 52) = (vl n du Ao A du™) (Br, . 5P)

=voly__m- Y _sgn(m) du' (5:25) ... du™ (5:5m) = voli, _m,

" Or(1),1 O (m),m

da 7w die Identitét sein muf, siche auch m (40.1)l Wegen obiger Rechnung ist
vol(au1 e, 6um) det(g1,...,9m) = VG
mit G :=det(g; ;)i; und g¢; ; = (g:,9;) = g(%, %).
Wir erhalten fiir orientierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten folgenden Isomorphismus:

C™(M,R) = Q™(M), frs f-voly.
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41.3 Skalare Produkt auf Q(M)

Dazu betrachten wir zuerst einen orientierten, m-dimensionalen Vektorraum F. Seien
die (e;) eine positiv-orientierte Orthonormalbasis von E. Wir definieren ein skalares
Produkt auf E* indem wir fordern, daf die duale Basis (e’) ebenfalls eine Orthonor-
malbasis sei. Auf ®k E definieren wir ein skalares Produkt indem wir fordern, daf

die Basis (e;, ® ... ® e;, ) eine Orthonormalbasis sei und analog auf /\k FE durch die
Orthonormalbasis (e;, A...Ae;, ). Diese Definition ist von der Basis unabhéngig, denn
das skalare Produkt auf E* ist durch folgende Formel gegeben:

(x*,y") g 1= ba* by*) g, da (€', e") g = (ei,e;)p = ;.
Auf ®k FE ist das skalare Produkt analog gegeben durch:
(T1®... @2k, Y1 @ ... QUk)erp = (T1L,Y1)E " - (Th, Yk)E
Auf /\k F ist das skalare Produkt analog gegeben durch:

(x1 Ao ANxg, 1 A A yk>/\k g = det (((zi,yﬁE)i,j)

k'(xl/\ AT, Y1 A A Yk) ok E-

Achtung: Die Spur des skalaren Produkts von ®k E auf den Teilraum /\k E hat noch
einen Faktor k!, denn z1 A- - -Axy, = k! alt(21®- - @) = ) sign(o) 2,1y @ - @ (k)
und somit ist

(TIN- AT, 1 A - ATp)orp =
= ZSlgH ) sign(7) (To(1) ®@ *++ @ T (k)s Tr(1) @ @ Tr(k)) @+ E
= Zﬁgn Sign(7) (o (1), Tr(1)) - - (To(k)s Tr(k))

= ZSlgn sign(m 0 0) (To(1): Tr(o(1))) - - - (To(k)s Tr(a(k)))

= k'Z&gn Hx1, Tre1)) - Xy T (i)

41.4 Definition (Hodge-Sternoperator)

Sei E ein orientierter m-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann hat /\k E Di-
mension (7,?) Und somit ist /\k E= /\m_k FE. Wir wollen nun einen Isomorphismus

«: A"E — N " E angeben, der nicht von der Wahl einer Basis abhingt. Dieser
heifit Hodge-Sternoperator und ist durch folgende implizite Gleichung gegeben:

k
NA (xw) = (n,w) - det fiir n,w EAE.

Um zu zeigen, dal dadurch wirklich ein linearer Operator eindeutig bestimmt ist
wihlen wir eine positiv orientierte Orthonormalbasis (el ...,e™) in E.
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Eine Basis von /\k E ist dann durch die Elemente e A --- A e’ mit i1 < --- < e,
und eine solche von /\mfk E dann durch die Elemente

A AT A AR A A e™
gegeben. Wir wollen die Koeffizienten oy, .. ;.. des Bildes von w = e A---Ae' unter
dem Sternoperator bestimmen:
KW = Z ajl,...,j,nel/\"'/\'67‘/\"'/\,67‘/\"’/\67%.
J1<<Jm
Dazu verwenden wir die implizite Gleichung mit
n::ell/\--~/\elk firlh <--- <l

und erhalten

! b p 1 " e m
dm € AN ANeF Aer A ANet A Aett A Net =

=nA (xw) = (n,w) det
= (P A nelr et A AeR) e A Ae™.

all,...

Um das Hackprodukt auf der linken Seite auch in die natiirliche Reihenfolge zu be-
kommen miissen wir zuerst e’* mit e! A--- A€’ A+ - A'els! vertauschen und erhalten
ein Vorzeichen (—1)%* % danach e'*~* mit e! A--- A’ A+ A'eli—1" und erhalten
ein Vorzeichen (—1)"-1=#=1 y s w. und schlieBlich e'* mit e! A--- A€l mit (—1)h—1
als resultierenden Vorzeichen. Also verschwinden alle oy, .., bis auf

Qe = (F1) T (1) = ()i RO,

Wir wollen nun zeigen, dafl * bis auf ein Vorzeichen zu sich selbst invers ist. Sei
w=et Ao Aeit € A¥ E gegeben. Dann ist

o = (_1)(2?:1%)—’6(%1)/2 A AT A AR A A e™
und

et — (_1)1+~-»+r771_|+‘~+”7k—|+~~+m—(m—k)(m—k+1)/2 (_1)i1+~-+ik—k(k+1)/2 SN NGk

Die Berechnung des Vorzeichen ergibt: (—1)*(m=F) d.h. xox = (—1)k(m=F) /\lc E —
/\717]C E— /\l’C E. Dieses Vorzeichen ist genau dann —1, wenn m gerade und k unge-
rade ist.

Der Hodge-Stern Operator ist eine Isometrie, wie man entweder durch die Wirkung
auf einer orthonormal-Basis sofort sieht, oder wie aus

(vcr, %) - volpy = xa Ax % = (=1)Fm=R) s o A B = B Axa = (3,a) voly
folgt. Umgekehrt hitten wir auch die Isometrie-Eigenschaft von * verwenden kénnen
um mit dieser Rechnung * o x = (—1)*("=k) zu zeigen.

Fiir eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) der Dimension m definieren wir
den HODGE-STERNOPERATOR * : QF(M) — Q™= k(M) durch (xw)(z) := *(w(x)).
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41.5 Spezialfille

(k=0)
QO(M) = Qm(M)

C*®(M,R)
Sei f € C*(M,R), dann ist gA*f = (g, f)co(m,r) - volpr. Wihlen wir g := 1, so gilt:
xf =1Axf = f-voly fiir : C°(M,R) = Q' (M) — Q™(M)
und wegen x o x = id, ist

#(f -volpr) = f fiir * : Q™(M) — QY (M) = C>(M,R).

; le )

\/

Sei £ = Zﬁiaal € X(M) — w =Y wdu® € QY(M), wobei w; = ngi,jfi und
volpr = VG dul A -+ A du™, dann gilt fiir

m Ni:=
. —
*W:an """" B mdul/\.../\du”/\.../\dum

i=1
ni(=1)" dut A oA du™ = mpdut Adut AN dut A LA du™
= du’ A ( <du ijdu3> - volps
= ij (du’, dw? )ou (ary - Vol
—_———

J v
g©J

_ijg”\/»du A Adu™,

o 0
% i,k )
da (du',du’) = (b(du"),b(du?)) <E g k7§ g 3ul>
i,k l i,k _
—E g g <auk’aul> E g"*e] = g™
—_————

9kl
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wobei (g*) die inverse Matrix zu (g; 1) ist. Mit dieser Behauptung folgt:

n = Z(—l)i_le ¢"vVG und somit
J
—
*w:Zm dut AN dut AL A du™
i

:Z(—l)i_lx/éZgi’j wj dul/\.../\,ﬂ‘/\.../\dum
i J

———
i

=VG> (1) du? A A du AL A du,

)

Also gilt

.0
xoff : X(M) BZ§Zaui —

— GZ(_l)z_lfl du1 A oANduE AL ANdu™ € Qm_l(M)

42. Graduierte Derivationen

42.1 Lemma (Algebra der Differentialformen).
Es ist Q(M) := @,, (M) eine graduiert kommutative Algebra beziiglich dem punkt-

weisen Hackprodukt (siehe auch|(38.4)

(a A\ ﬁ)m(é-l? BRI a€k+’i) =
1
= W Z sgn - ax(gﬂ'(l)v <. 7£w(k)) ’ ﬂx(gﬂ'(k"‘l)’ T ’fﬂ'(k"_i))’

fiirr a € QF(M), 3 € QY(M) und & € T, M. Sie ist als Algebra durch {f, df : f €
C>®(M,R)} erzeugt.

Beweis. Da die Fasern AT:M = @, /\’C TrM graduiert kommutative Algebren
sind, ist auch Q(M) = T(AT*M) eine graduiert kommutative Algebra. Lokal wird
Q(M) durch {f, df : f € C*°(M,R)} erzeugt, denn w =", _ ;. Wiy g AU A LA
du®. Um das auch global zu erhalten, bendtigen wir einen endlichen Atlas von M.
Fiir Lindel6f-Mannigfaltigkeiten existiert ein solcher nach Wir wéhlen nun
eine Partition der Eins {f1, ..., fx }, welche dem zugehérigen Vektorbiindel-Atlas von
T* M untergeordnet ist. Dann ist w = ), fiw und fiw = Zi1<4..<ik fiwiy . ipdu'™ A
... A du®, wobei die u® globale glatte Funktionen auf M sind, soda (u!,... u™)
lokale Koordinaten auf Trg(f;) sind. O
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42.2 Zuriickziehen von Formen

Sei f: M — N glatt, dann haben wir die Tangentialabbildung T}, f : T, M — T, N,
sowie deren transponierte (T}, f)" : T}‘(p)N — Ty M. Falls nun p nicht durch f(p)
determiniert ist, d.h. f nicht injektiv ist, oder zu gewissen ¢ € N kein p mit f(p) = ¢
existiert, d.h. f nicht surjektiv ist, 148t sich keine Abbildung T*f : T*N — T*M aus
den (T}, f)" zusammensetzen. Es 148t sich aber nach dennoch ganz allgemein
aus

N Tf
N = A\'TN

L,

M N

eine Abbildung

= (ATS) ) =D ((ATN) — N) = T((ATH) — ) = 25

definieren. Dabei heifit f*(w) die mit f ZURUCKGEZOGENE FORM zu w.

k
(ffw)p(Ea A AN&k) = wip) ((/\ TF(E NN Ek))
oder unter Verwendung des Isomorphismuses (/\k .M )* &~ L%, (T, M;R) auch als

(ffw)p(&rs- - k) = Wiy (Tpf - Elps oo Tpf - Eklp)-

Insbesonders ist

fr(dg)p(&p) = (dg) o) (Tp.f - &)
=102 Trpyg - Tpf - &p
=pry Ty(go f) &
= d(g © f)p “&p

Das so definierte f* : Q(N) — Q(M) ist ein Algebrahomomorphismus, wie man leicht
nachrechnet. Mittels des Ismomorphismuses (A" TM)* = A*(T* M) kann man f* fiir
Wiy e e wg € QY(M) auch durch f*(w1 A+ Awg) i= f*(w1) A+ A f*(wy) definieren,
wobel f*(wg) die in|(31.12)| definierte zuriickgezogene 1-Form ist. Weiters gilt:
f*(g)=go f und
f*(dg) =d(go f) fiir g € C*°(N,R)
(fio f2)" = f2* o f1* fiir zusammensetzbare Abbildungen f; und f,

Seien (u*)j2; lokale Koordinaten auf M und (v?)_; lokale Koordinaten auf N. Dann
158t sich w € Q% (V) lokal als

Z wjh.__,jkdvjl Ao A doTE

J1<...<jk
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schreiben. Die zuriickgezogene Form muf} eine lokale Darstellung der Form

Z Niyoipdu™ A A du'®

i1<...<ig

besitzen. Wir berechnen nun die lokalen Koeffizienten 7;,

Miv,... ik (:C) = f*(w)w (8%, ) ML%)
k
= wro) (N Tef (5 -+ A 55))
[(35.6]] (vis o f
(EE0] B ( S de t( o ))t,sava“ /\"'/\afm)

ey

J1< <]k
v o f)
de t( ) T i” ey —0_
Z uzt t,swf( )(8’0-71 vk
J1<<Jk
v o f)
= X da(B ) e,
J1<<Jk ’

Wir koénnen dies auch durch die Multiplikativitéit von f* wie folgt erhalten:
(v A A doR) = d(vjl o)A+ Ad(vi* o f)

_ Ao f) vk o f)

11 ik

- 3 dt( (072 of))ts-du“/\---/\duik.

du
i< <1
Also ist
W= 3 3 oIk QA - A dut®
f (LU) o w(jlu Jk)ptl, ik du™ A A du
G < <ip J1<<jk
115tk =1...m j1,....jk=1...n
vl HvI1
i ; Ou’l U Ou'k
a(vjl U]k)
: J15-e 7]k._ LA — . . .
Wobei piy iy o= det (8(ui1 un) det : . :
’ ’ Qvik dvik
Ou'l T Ou'k
o’ 0

mit

7 J

out ~ ou e f),

In|(29.1)| haben wir die kommutative Algebra A := C'*°(M,R) betrachtet. Den Raum
Der(A) ihrer Derivationen konnten wir mit dem Raum X(M) der Vektorfelder auf M
identifizieren. Wir haben auf Der(A) die Struktur einer Lie-Algebra gefunden. Wir

wollen dhnliche Ideen nun auf die graduiert kommutative Algebra A = Q(M) der
Differentialformen auf M anwenden.

42.3 Definition (graduierte Derivation)

Eine Abbildung D : Q(M) — Q(M) heifit GRADUIERTE DERIVATION VOM GRAD d,
falls D linear ist, fiir alle k den Summanden Q¥ (M) in Q4% (M) abbildet und falls fiir
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alle w € QF(M) und n € Q(M) die Produktregel D(wAn) = D(w) An+(—1)* wA Dn
gilt.

Mit Derg(Q(M)) bezeichnen wir den VEKTORRAUM ALLER GRADUIERTEN DERI-
VATIONEN von Q(M) vom Grad d, und mit Der(Q2(M)) bezeichnen wir die direkte
Summe @, Derg(Q(M)).

Allgemeiner heift fiir eine glatte Abbildung g : N — M eine Abbildung D : Q(M) —
Q(N) GRADUIERTE DERIVATION UBER g¢*, falls D linear ist, fiir alle k den Summanden
QF(M) in Q4% (N) abbildet und falls die Produktregel D(w A1) = D(w) A g*(n) +
(—1)4*g*(w) A Dn fiir alle w € Q¥(M) und n € Q(M) gilt.

42.4 Lemma (Eindeutigkeit graduierter Derivationen).

Es seig: N — M C®. Jede graduierte Derivation D : Q(M) — Q(N) dber dem
Algebra-Homomorphismus g* : Q(M) — Q(N) ist eindeutig durch die Werte D(f)
und D(df) fir alle f € C*(M,R) festgelegt.

Beweis. Da f und df die Algebra Q(M) erzeugen folgt dies sofort aus Wollen
wir aber die dort verwendete Dimensionstheorie nicht hineinstecken so kénnen wir
dies auch wie folgt zeigen:

Hatten wir zwei solche Derivationen, so betrachten wir die Differenz D. Wir miissen
zeigen: YV f: D(f) =0, D(df) =0= D =0.

Wir behaupten zuerst, dafl die Derivation D ein lokaler Operator ist. Sei ndmlich
w € Q(M) lokal um g(z) gleich 0. Dann wéhlen wir ein f € C*°(M,R) mit f(g(z)) =1
und fw = 0, und erhalten

0=D(0)=D(fw) = Q(QAQ*(OJ) +97(f) - D(w)
=0

Und an der Stelle z € N gilt 0 = f(g(x)) AD(w)(z) = D(w)(x). Da D ein lokaler und
—_——

=1
linearer Operator ist, diirfen wir ihn durch eine lokale Darstellung durchtauschen:

1< <ip

,,,,,

42.5 Bemerkung. Es folgt aus dafl Derg(Q(M)) = {0} fir d < —1. Denn
D(Q*(M)) € QF+4(M) = {0} fiir k + d < 0 und insbesonders fiir k¥ € {0,1} und
d< -1

Wir wollen als néchstes Der_; (2(M)) bestimmen. Sei also D : Q(M) — Q(M) eine
graduierte Derivation vom Grad d = —1. Dann ist D(C*°(M,R)) = {0} und die
lineare Abbildung D o d : C®°(M,R) — QY(M) — Q°(M) = C>°(M,R) erfiillt
(Dod)(f-g) = D(g-df + f -dg) = D(g) Adf +(~1)*%g- D(df) + D(f) Adg+(=1)*f -
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D(dg) = (Dod)f-g+ f-(Dod)g, wegen D(g) = 0 = D(f). Also ist D o d auf
C*°(M,R) eine Derivation und somit durch ein Vektorfeld ¢ gegeben, d.h. D(f) =0
und D(df) = &(f) = df(§) fur alle f € C°(M,R). Wir werden in zeigen,
daf} wir durch (Zew)(&1,...,&k) = w(&, &, ..., &) zu jeden Vektorfeld £ € X(M) eine
graduierte Derivation i,s vom Grad d = —1 definieren kénnen.

Nun zu Derg(Q(M)). Sei also D : Q(M) — Q(M) eine graduierte Derivation vom
Grad d = 0. Dann wirkt D auf Q°(M) = C°°(M,R) derivativ, ist also durch ein
Vektorfeld £ gegeben, d.h.

D(f) =&(f) = Le(f) = % . (FI;)* f (siehe[(29.10)).

Der letzte Ausdruck % ‘ (F15)*w macht aber auch fiir w € Q(M) einen Sinn
t=0

und wir werden in zeigen, dafl dadurch fiir jedes Vektorfeld & € X(M) eine
Derivation £ vom Grad d = 0 auf Q(M) definiert wird. Man kann zeigen, daf dies
alle Derivationen vom Grad 0 sind, die zusétzlich D(df) = d(Df) erfiillen. Um eine
globale Formel fiir £¢ zu erhalten, differenzieren wir die Funktion w(&,...,&;) (fur
w € O*(M) und & € X(M)) in Richtung von ¢ an der Stelle € M und erhalten:

(€l sbi))e = o | (e, &) o I,
= o]y 80
= % o @i (T FS-TFIE, €,...,TFI TFL, &)
=% o (P 0 (TFE il gy TFE Gl ) )
= 2| (e (@) @) @), (R (66) )

- (% ‘t:O ((Flf)*w)x) (&1(2), ... & ()

b3 (@ 2| (5€)0).6(0)
— (Cehe () 802
+§%@@w%mmw¢m»
und somit a

Lew(ryeei &) =& w6y, 8k) — ZW(Elv"'7£i—17[§7fi]7€i+1a---vgk)-

Insbesonders ist
(Ledf)(n) = &(df () — df ([ ) =& - f) = [&n(f) =n(&-f)
=d(&- f)(n)

Schliellich wollen wir noch eine ausgezeichnete Derivation vom Grad d = 1 angeben.
Nach hoffen wir ja durch die Abweichung der Ableitung einer 1-Form (oder
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allgemeiner einer k-Form) davon symmetrisch zu sein, zu erkennen ob die Form selbst
Ableitung einer Funktion (bzw. k — 1-Form) ist. Betrachten wir dazu zuerst den
Fall, wo M = U offen in einen Vektorraum F ist. Dann ist eine k-Form auf U eine
Abbildung
w:U — L, (E;R)
und ihre Ableitung ist
W' U — L(E, Ly, (E; R)).
Setzen wir diese mit dem Alternator von
L(E, Ly, (E;R)) C L(E, L"(E;R)) = L*!(E,R) —4& LI (B, R)

zusammen, so erhalten wir die Abweichung dw davon, daf w’(z) symmetrisch ist fiir
alle x € U. Es ist also

(@) (8o, ) = k:+1 ngn 60(0))(50 1)a~~~,§g(k))
! : L, [l
=1 ;(_1)%) (@)(E)(Eor- ) & &)

Um nun eine globale Formel fiir d auf beliebige Mannigfaltigkeiten M zu erhalten
ersetzen wir die Vektoren & € E durch Vektorfelder ¢ € X(M) und Differenzieren

w(o,-..,'&, ..., &) an der Stelle z € M in Richtung &;(z) und erhalten:

(w60, & 80) @6 @) = S @EE) G, - G &)

+Z ) 51()"'7%7"')
+Z (..., Gz ),...,g;»(x)~fi(m),...)
Und Einsetzen in obige Formel liefert
k
(k+ Ddw(@)(Eo, ... &) = 3 (-1 (@)(E (@) (@), ... (@), ..., ()
=0
k
=3 (i wllo - & ) (@)
1=0
= Y () H@)(E @) G@).&o(@). - G @) ) )
~ S D) (@) (€ (@) - (@), (@), @)L G (@)
]kl | _
= (Z(—w@ w0y Eiyee sy Er)
=0
+Z D&, &), go,...Z,...,?j,...,g(k)))(x).
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Wegen des lastigen Faktors (k + 1) ersetzen wir dw besser durch (k + 1) dw.

42.6 Lemma (Lie-Algebra der graduierten Derivationen).
Der Raum Der(Q(M)) ist eine graduierte Lie-Algebra beziiglich der punktweisen Vek-
toroperationen und dem graduierten Kommutator als Lie-Klammer:

[D1, Dy := Dy o Dy — (=1)*% Dy 0 D, fiir D; € Derg, (U(M))
Im Detail bedeutet das:

1. Die Klammer [-,-] : Derg, (2(M)) x Derg, (Q2(M)) — Derg, +a, (Q2M)) ist bili-
near fir alle dy, ds.

2. Sie ist GRADUIERT ANTIKOMMUTATIV: [Dy, D] + (—1)% 92Dy, D1] = 0.

3. [Do, ] ist eine graduierte Derivation beziiglich [-,-], d.h. es gilt die GRADUIERTE
JACOBI-IDENTITAT

[Do, [D1, D2]] = [[Do, D1], Da] + (—1)%*% Dy, Dy, D5]],
oder dquivalent und zyklisch symmetrisch
(=1)%%[Dy, [D1, Do]] + (=1)"®[Dy, [Dy, Do]] + (=1)=% D2, [Do, D1]] = 0.
Beweis. Wir filhren den Beweis abstrakt fiir eine beliebige graduiert-kommutative

Algebra A anstelle von Q(M).
Behauptung: [Dy, D3] € Derg, t4,(A) fir D; € Derg, (A) fir i =1,2.

Dy, Do)(X -Y) = (D1 o Dy — (~1)1%Dy o Dl) (X-Y)
- D (DQX Y 4 (—1)7X DQY)
— (~1)hd=p, (D1X Y 4 (—1)h X D1Y)
=DiDoX Y + (=1)4 =Dy, x . DY
+(~1)™2 Dy X - DyY + (—1)" =t X . Dy DY
—(-1)h%eDyDi X Y — (—1)hdtldirodn X . D)y
— (=1)hdtrdiDy X DY — (—1)hdetdietdrx . Do DY
= [Dy, Do) X - Y + (=1)*htd) X . [Dy D,]V.

Klarerweise ist [, | bilinear und graduiert antikommutativ. Verbleibt die graduierte
Jacobi-Identitédt zu zeigen:

[Do,[Dy, D3]] — [[Do, D1], D] — (=1)%“ Dy, [Dy, Dy]] =

= [Do, D1Ds — (—1)1% Dy D] — [Dy Dy — (—1)%% Dy Dy, Ds]
— (=1)%N Dy, DyDy — (—1)%9% Dy Dy]
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= +DyD1 Dy — (—1)"%2 Dy Dy Dy

o (71)(d1+d2)d0D1D2D0 4 (—1)d1d2+d0(d1+d2)D2D1D0

— DoD1 Dy + (—1)%% Dy Dy D,

+ ( 1)(dg+d1)d2D2D0D1 ( )dud1+(d0+d1)d2 DngDo

— (=1)%% Dy DyDy + (—1)%h+dod2 i, D, D,

+ (71)d0d1+(d0+d2)d1 DngDl o (—1)d0(d1+d2)+(d0+d2)d1D2D0D1
=0. O

42.7 Theorem (Die wichtigsten graduierten Derivationen). Sei £ € X(M).

(t¢). Durch ic(f) := 0, ig(df) := £ - f ist eine graduierte Derivation i¢ vom Grad
—1, der EINSETZOPERATOR;
(Le¢). durch Le(f) ==& f, Le(df) :=d(& - f) ist eine graduierte Derivation Le vom
Grad 0, die LIE-ABLEITUNG;
(d). und durch d(f) := df, d(df) := 0 ist eine graduierte Derivation d vom Grad
+1, die AUSSERE ABLEITUNG, festgelegt.

Globale Formeln fiir diese graduierten Derivationen sind mit w € QF(M) und & €

X(M) gegeben durch:
(Lﬁow)(gh o agk—l) = w(f()vgla ce. agk—l)

k
(L) o1 €0) = o w(En, o &) = 2w (e, o [0, 6 ity )

i=1

k B —

(dw)(€os -5 &k) 1= D (=1 - w0, &iseo o Eh)
i=0
1 [y
+Z Z+JW<€Z>§J] 50%";giw"»gja"'afk)'
1<j
Die graduierten Kommutatoren sind durch folgende Tabelle gegeben:

[D1, Ds] iy L, d

g 0 e | —Fe
Le | uem Lig.n) 0
d L, 0 0

Falls n € X(N) verwandt mit & € X(M) beziiglich einem glatten g : M — N ist, d.h.
Tgo& =mnog erfillt ist, so gilt:

goiy=icog*, g'oL,=Lc;og", god=dog"
Weiters gilt: Lpew = fiew, Ligw = f Lew +df Adgw und (Lew) (@) = li=o(FL)"wl,

Beweis. Wir fithren den Beweis in 14 Schritten:
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Behauptung. icw € QF~1(M):
Offensichtlich ist i¢w alternierend und £ 4 1-linear und es gilt

i§w(f£17' .- agkfl) = w(£7f£17 cee 7£k71) - fw(gvfla cee 75]@‘71)
:fiﬁw(é-lw'wé-kfl)'

Behauptung. dw € Q1(M):
Offensichtlich ist dw ist (k + 1)-linear und alternierend. Die C*°(M, R)-Homogenitét
ergibt sich wie folgt:

dw(f&Oa"ng) = (fgo)'w(gla'“agk)
+Z 51 fwgoa"",g\a"'agk)

>0
+ Z ]w fg()vg]] 507"'3’5_]"7' '7516)
7>1=0
+ Z 7I+Jw 5176]] fg()v"'ug\?"'a’g_j\a '75](3)
3>i>0
= (ffo)w(fl, B agk)
+Z 507"'787"'5516)
i>0
+Z 50)"'727"%619))
>0
+ Z 5075]] Ej(f)go,'g‘a"'7,€—j|a"'a€k)
j>1=0
+f Z Z+]w 57,75]] 507"'727"'7,5_]'\7’”7516)
7>1>0
= fdw(£07"'7£k)
+Z 507"')’5‘7"')5]@)
i>0
- Z 507507"'7,5_]"7"'7516)
7>1=0
= fdw(&o, ..., &)
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Behauptung. i¢ € Der_1(2(M)). Sei dazu o € Q"1 und 8 € Q!, dann ist:

teo (@A B)(&as- -y €)=
= (Oé A ﬂ)(angla R a€k+l)

1
= GO Z sgn(7) a(&r(0ys - - En(r)) BEriha1)s - -+ s Entior))

= Y sgn(m) aléro)s - nt) Brtirr)s -+ ntiern)

7 stkw.

= Z sen(7) a(&r(0)s - - En(r)) BEr(hrr)s -+ s Enter))

7(0)=0

+ Z Sgn gﬂ' (0)s--- agﬂ'(k)) ﬁ(gﬂ(k+l)7 s 7§7r(k+l))

r(k41)=
= ((LEOCV) A ﬂ) (517 e ,£k+l)
+ Z DMV sgn(n') al&nr(rys - - Enrpan)) BEos Enrhr2)s - - - Emr(htt))
7! stkw.

= ((1200) A B+ (=D a A (16,8)) €1y Eu):

Dabei ist 7’ := mo (k + 1,k,...,1,0) jene Permutation, die 0 auf 0 abbildet, auf
i+1<k+1mit () uberemstlmmt und auf 2 > k + 1 mit 7 ident ist.

Behauptung. d(fw) =df Aw+ f - dw
d(fw)(é-ov e 75]@) -

—Z ()0 s € &)
+Z Z+jfw flagj] 517"'7’53"'7’5_3"7"'a£k)
>t
_Z 5()7"'7’5\7"%5]@‘)

+Z fE’L 507 "azv"'agk)

+Z 2+wa glagj] §1a~-7'§a-~-7'§_j|7---7fk)

J>1

—Z Vif (&) (€0, G )+ dw(Eor o E)

= (dew+fAdw)(£o,...,fk).

Behauptung. d ist ein lokaler Operator
Sei dazu w|y = 0 und x € U. Dann existiert ein f € C*°(M,R) mit Trg f C U,
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f(z) = 1 und df(x) = 0. Folglich ist fw = 0 und damit 0 = d(fw)(z) = df(z) A
w(z) + f(z) - dw(z) = dw(x).

Behauptung. d(du!) = 0, wobei du! := du®* A --- A du*— fiir T := (iy,...i5_1)-

9 —
d(du )(BquV"?dujk)*
k —
9 9 9
aqu QuIL "t Judi 0 Gulk
1 1
+§ H—ldu 9 o) ] 1o} 1o}
6uji78ujl YUt Pudi 0Vt Qudl 0ttt

>
=0, da [Bu“ aul] =0 und du’( 2_]- konstant ist.
d(z wrdu!) = Zdwl Adul +wp A ddu! = z:(%)duZ A dut
1

I i1

Behauptung. d € Der,(Q(M)), i.e. dla A B) = da A B+ (D)o AdB. mit o =
Yoyardu’ und B =Y, By du’).

dlanp) = Zd(ogﬁJ du® A du”)
IJ
= > Aot i du! A du? + Y sy d(du’ A du?)
1.7, I,J

—Zg‘z{ duiAdulAZﬁJ du’

Zoq du® A gﬁ;’ du® A du”

,’L

=da A B+ (=)o A dp.

Behauptung. d und i erfiillen die “Anfangsbedingungen”.
Das folgt sofort durch Einsetzen in die globalen Formeln, z.B.:

0

df(&0) =Y & F(&) +_ =&l(f)
0 0

Behauptung. Es gelten die Formeln fiir die Kommutatoren von Einsetzoperatoren
beziehungsweise fiir d.

Wegen geniigt es die “Anfangswerte” zu iiberpriifen, z.B.:
lig, in) = 0, da Derivation vom Grad -2
[d,d](f) = (dod—(=1)"'dod)(f) = 2d(df) = 0
[d, d)(df) = 2(d o d)(df) = 2d(d(df)) = 2d(0) =0

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 188



42. GRADUIERTE DERIVATIONEN 42.7

Behauptung. Der Kommutator [d, i¢] ist durch die globale Formel von L¢ gegeben,
also ist L¢ € Dero(Q2(M)).

([dv LEo]w)(fla s 8k) =
= d<L§0w)(€1> BRI ;Ek) + Lo (dw)(fl? oo agk)

= Z(_l)l_lgl : L§ow(€13 ey ,_i\a oo 75](3)

+ Z (_]‘)i_l-‘rj_lbfow([givfj}? sy Ev sy lg_j‘; e 7516)

0<i<y
+dW(§0,§1,...,§k)
:_Z wa"an"wgk)
i>0
+ Z ”Jw fg,[é},fj} ...,27...,5\,...,&6)
0<i<y
+Z EO?"‘)E‘7"'?€I€)
i>0
+ Z ’H_Jw gzvfj] 507"'727"’727"')516)
0<i<y
_50 wgla"'agk +Z Jw 5076_7 517"'7g|a"'a§k)
7>0
:go'w(gla“'agk)_Zw(gla“'a[£O7£j]a"'7§k)
7>0

= (Leow) (€15 &k)-

Behauptung. Es gilt die “Anfangsbedingung” fiir L.

Le=doic— (—1)VEYj 04 =
Le(f) = d(icf) +ic(df) =0+ f
Le(df) = d(igdf) +ig(d*f) = d(& - f) +

Behauptung. Es gelten die Formeln fiir Kommutatoren mit L.
Wieder brauchen wir nur die Anfangswerte zu iiberpriifen (oder wir verwenden die
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Jacobi-Identitét):

[Le,in)(f) =0 =1 n(f), da der Grad —1 ist
[Le,igl(df) = Le(n- f) —in(d(€ - f))
=& f)=n- (& f)=[&nl(f) = v (df)
[%En](f)=§-n-f—n~€~f=[§>n}(f)=ﬁ[s,n](f)
[Le, Lo](df) = Le(d(n - f)) — Ly(d(§ - £))
=d(§-n-f—n-& f)=d(&n]- ) = Ly (df)
[d, Le](f) = d(& - f) — Le(df) =0
[d, Le](df) = d(d(§ - f)) — Le(ddf) =0

Behauptung. Es gelten die Vertauschbarkeitsrelationen mit g*.

(9" ow)(df) = g™ (df (n)) = g"(n(f)) =n(f)og
={(fog)=d(fog)(§) =ic(g"(df)) = (ic o g")(df)

oder direkt

(9" o in)wp(&1s -, &) = " (Iyw) (€15 -+, k)
= (inw)|g(p) (Tpg - E1lpy - -+ Tpg - Eklp)
= wlgp) (Mgp)> Tpg - 1lps - - Tpg - Eklp)
= w|g(p)(Tp9 : §|p7Tp9 : gllpv N YR £k|p)
= (g"w)p(€lp, &1lpy - -+, Eklp)
= (ig(g"w)) (&1, - - &k))p)
= (ig 0 g")wp(&1,-- -, &r);

Fiir d haben wir das folgende bereits in |(42.2)| gezeigt:

(g" o d)()(Elp) = g™ (df)(Elp) = dflgp)(Tg - Elp)

=d(fog)(&lp) = d(g"(f))(Elp) = (dog*)(f)(Elp)
(9" o d)(df) = g*(ddf) = g*(0) = 0 = d*(g* f)
=d((dog")(f)) =d((g" o d)(f)) = (dog")(df);

Fiir £ folgt es nun durch Anwenden der Kommutatorformel:

g oLy, =g"(doi,+i,od)
=g odoiy+g-oiyod
:dog*oin+g*oinod
=doigog"+igog*od
= (doig+icod)og
=Lcog".
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Behauptung. Es gelten die Homogenitétsformeln fiir ¢y¢ und Lye.

Lpew(§1y - Ekm1) = w(fE 61, 6em1) = - w(& 6, &)
=fiew(&r, ..., &-1)
Lyew = [d, 1pelw = d(rpew) + 1e(dw)
=d(f -iew) + f - ig(dw)
=df Nigw + f - d(igw) + f - ig(dw)
=df Niew+ [+ Lew.
Behauptung. £, ist die Lie-Ableitung aus

Beide Seiten definieren eine Derivation vom Grad 0, also geniigt es auf Funktionen
und exakten 1-Formen auszutesten:

=0 (FI)°f = glmof (FI]) = £f = Le,
Sli=o(FI5)" (dfy) (mp) = 4 le=odf (T FI )| (F1 ()
= Eli=o(TFI; 1) f = &=y (f o FI})
= ﬁp%h:o(f ° Flf) =np(&f)
= Le(df) ().
Das beendet den Beweis von |(42.7)] O

42.8 Die Frolicher-Nijenhuis und Nijenhuis-Richardson Klammer

Wir wollen nun allgemeine graduierte Derivationen genauer beschreiben. Dazu nennen
wir eine graduierte Derivation D € Dery, (M) algebraisch, wenn sie auf den 0-Formen
QO(M) = C>°(M, R) verschwindet. Fiir so eine Derivation gilt

D(f w) = D(f) Aw + (~1)**f D(w) = f D(w).

Folglich ist D tensoriell, d.h. D(w), hingt nur von w, ab. Nach ist D eindeutig
durch Dlgiary : Q1 (M) — QFT1(M) bestimmt, und das ist eine faserweise lineare
Abbildung in

k+1 k+1 k+1
LM, AN pmy=r,Me \ M2 T,M e (N T.M)" =
k+1
o~ L(/\ T, M, T, M) = LK (T, M; T, M)

welche glatt von x € M abhingt. Sei umgekehrt K € QF+1(M;TM) so eine vek-
torwertige k + 1-Form. Dann koénnen wir eine algebraische Derivation D = ix €
Dery, Q(M) durch folgende Formel definieren:

(in)(Xl, N 7Xk+l) =
—;Zg (o) w(K(X X ), X X )
- (k—‘rl)‘(l—l)' - 1g0{0) w o(1)y-rNo(k+1))s Ao(k+2)r - No(k+l))s
wobei w € QY (M) und Xi,..., X, € X(M). Die Abbildung i : Q**Y(M, TM) —
Der, (2(M)) definiert einen Isomorphismus auf eine Teil-Liealgebra, und macht somit
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QL (M, T M) selbst zu einer graduierten Liealgebra (deren Klammer auch Nijenhuis-
Richardson Klammer heifit).

Beweis. Da A T M nach die freie graduiert kommutative Algebra iiber dem
Vektorraum T M ist, konnen wir K € QFY(M;TM) = F(L(T*M,/\k T*M)) C
D(L(T*M,\NT*M) = Leeo(ar,ry (21 (M), Q(M)) zu einer eindeutig bestimmten Deri-
vation D : Q(M) — Q(M) ausdehnen.

Die angegeben Formel ergibt sich durch Anwendung auf Hackprodukte von 1-Formen.
Und offensichtlich ist der graduierte Kommutator zweier algebraischer graduierter
Derivationen selbst algebraisch, und somit gelten auch die iibrigen Aussagen. O

Wir definieren fiir K € QF(M;TM) eine graduierte Derivation L := [ix,d]. Die
Abbildung £ : Q(M;TM) — Der(2(M)) ist injektiv, da Lx f = [ik,d]f = ix(df) £
dlig f) =df o K fir f € C*°(M,R).

Proposition. Jedes D € Dery(Q2(M)) hat eine eindeutige Darstellung D =iy, + Lk
mit L € Q1 (M; TM) und K € Q*(M;TM). Das Bild von L ist die Teil-Liealgebra

aller D mit [D,d] = 0. Die Abbildung L induziert somit eine graduierte Liealgebra
Struktur (die Frélicher-Nijenhuis Klammer) auf Q*(M;TM).

Beweis. Fiir Vektorfelder X; € X(M) beschreibt f — D(f)(Xy,...,X}) eine Deriva-
tion C*°(M,R) — C*°(M,R). Folglich gibt es ein eindeutiges Vektorfeld K (X1, ..., X%) €
X(M) mit D(f)(X1,...,X) = K(X1,..., Xp)(f). Esist K € Q¥(M;TM). Die defi-
nierende Gleichung fiir K ist D(f) = df o K =ixdf = Lk f fiir f € C°°(M,R). Also
ist D — L algebraisch, d.h. D = L + iz, fiir ein eindeutiges L € Q¥L(M;TM).
Wir haben

0= [irc, 0] = [irc, [d, d]} = [[ixc, d], d] + (=1)*~"[d, [ixc, d]] = 2[Lc. d]

SchlieBlich ist df o [X,Y] = L([X,Y])f = [L(X), L(Y)]f. O

43. Divergenz, Rotation und Laplace

43.1 Differentialformen am R3

Fiir offenes M C R™ wissen wir, daf§ X(M) = C°°(M,R™) ist vermdge der Abbildung
S i) < (f)1,, wobei ' die Standardkoordinaten sind. Ebenso ist Q™ (M) =
C>(M,R) vermoge x : f - volys < f, mit volps = dx! A --- A dx™. SchlieBlich sieht
der Isomorphismus * o f : X(M) — QY(M) — Q™~}(M) nach wie folgt aus:

#E = VG, (1) dul A N A - Ad™. Fiir m = 3 liefert das
#HE = & du® A du® — €2 dut A du® 4 €3 dut A du®
=&V du® A du® + €2 dud A dut + €8 dut A du?

Zusammenfassend haben also folgende Isomorphismen:

1. QM) = C°°(M R)

2. QY (M) = C°°(M,R3?) via der Basis dz*, da?, da3

3. Q*(M) (M R?) via der Basis dz? /\clav3 dz® A dzt, dzt A dx?
4. Q3(M) = C°°(M,R) via der Basis dz' A dz? A da®

o~
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43.1
Wie sieht nun d beziiglich dieser Basen aus?
(M, R) —E20 o 0oo (01, R3) ——~ 0o°(M,R?) —— I+ 0o (M, R)
: Q' (M) ‘ 02(M) ’ 03 (M)
f (f17f2af3) (fl?anf?)) f
L l ) f1 da®Ada® l
f > fida? +f> da® Adat

f dz* Adz? Adz®
+f3 det Adz?

Der Operator d ist somit durch folgende Formeln gegeben:

d: QM) >f —df =Y SLda’

d: QM) > fida' HdeZ/\dx => 5L dal A da
Z:]
:(%—%)dx A dz? +(%—%)dx A dat

+(%—%)dm A dz?

d: (M) >f, de? Nda® + fo da® A dat + f3 dat A da? —

— (Z %) dzt A dz® A da®
Also stimmt er bis auf natiirliche Isomorphismen {iberein mit:
_(9of of of
grad f = (axaxaxs

dfs 0fs 0fi Ofs 0fs Ofs
ot(f1, fan f) = (axz 08 08 Oh O W)

dlv(flaf27f3) %—’_%Jf—a'fd

0r?  Ox3’
Es folgen direkt aus d?> = 0 die bekannten Sitze aus der Vektoranalysis:
(rotograd)f =0, (divorot)(f;) =0
und ebenso folgt direkt aus dem Lemma von Poincaré (siche (6) in[(44.5)):

rot(f;) = 0= 3 f, sodaB lokal grad f = (f;) gilt.
div(f;) =0= 3 (g;), sodaB lokal rot(g;) = (f;) gilt.
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43.2 Divergenz

Fiir eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit M erhalten wir nach [(41.5)| mittels
¢ und Hodge-Sternoperator # einen Isomorphismus X —£— Q' —— Q™. Dieser
stimmt mit der Abbildung & — ig¢voly, € Q™! iiberein, denn dazu miissen wir

w Adg volyr = (w, &) volps beweisen, was wegen

0 = i¢(0) = ig(w A volpr) = dgw - volar +(—1) w A ig vol s

und (w, §6) = (bw,§) = w(§) = wg(w)

gilt. Lokal kann man das auch wie folgt berechnen:

igVOl]M:L<Z =L> (\/adul/\---/\dum)

i 8w

oud

:ZEj\/éL 9 (du1A~~~/\dum)
J

——
5k
J

=N EVEY (DUt A A du () A A du™
J k=1

=VG Y (1) dut AL A dud AL A du™
j

— xw, wobei X(M) 3¢ 2 weQ'(M).

Die DIVERGENZ DIV £ eines Vektorfelds £ wird dann durch

div € i= +(d(ig voly) ) = (xo dox o £)(¢)
definiert. Also gilt:
div& - voly, = d(lg VOl]y]) = (d o ig + ig o d) volys = Eg volas,

d.h. div ¢ miBt die infinitesimale Anderung L¢ volys = % . (F15)* (vols) des infini-
t=

tesimalen Volumens vol,; unter dem Fluf} FI¢ des Vektorfelds &. Um auf eine explizite
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Formel der Divergenz zu kommen, rechnen wir lokal:
;0 i —
£E= Zf%@ = ig volys @ \/EZ(—QH& dul AL A dut AL A du™ ES
S D)TVGEY Adut AL A dut AL A du™ 40

k 1 i m
du® ANdu A .. N dut AL AN du

T k=1 8Uk
= Z( 1)t 9 \gffl) (=) tdur AL A du™
(Z%)dl/\ Adu™ —
1 )
v -P

Damit erhalten wir:

divé = 1 Za(\/@i).

43.3 Laplace-Operator

Wir betrachten nun den Laplaceoperator allgemein auf Riemann-Mannigfaltigkeiten.
Die Abbildung d* definiert durch:

(—=1)Pd* J4*
QP = =1 QP > P
*\L’: Z\L* oder *l: ZT*
m— m—p+1 m—p — 5 Om—p+1
9] p *>d 0 p (9] p (71)pm+m+1 dQ p

heifit KODIFFERENTIALOPERATOR. Man sollte beachten, daf} sie keine graduierte De-
rivation ist. Das Vorzeichen ist so gewéhlt, dal d* formal adjungiert zu d wird, wie
wir in zeigen werden. Um die Gleichwertigkeit der beiden Diagramme zu zeigen
rechnet man wie folgt:

o0 (—1)Pd* = dox & o (—1)P" g0 5 — 5 0 (—1)P M 4 o(—1)Pd*

_ (_1)(pm+m+1)+p+(p71)(mfp+1)d* — d*.
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Die Abbildung A := dd* + d*d : QP — QP heifit LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR.
Sei M eine Mannigfaltigkeit offen im R3, dann ist:

Q0 —= 1t —= 2 1> 3
3 2 1 0
o= grad X rot X div Che

Allgemein gilt fiir Funktionen f € C*°(M,R) die Formel Af = — divgrad f, denn
Af =d*df +0= (1)t v d s df
——*d*ﬁgradf

—div(grad f).

— % digradf VOIM

Der hier definierte Laplace-Operator hat somit ein ungewohntes Vorzeichen, welches
dazu dient, ihn positiv zu machen, siehe [(49.1)]

43.4 Satz von Frobenius, 2. Version.
Es sei E ein Teilvektorbiindel von TM — M. Dann gilt: E ist integrabel < d(Qg(M)) C
Qp(M), wobei Qp(M) ={w e QM) : w(&,...,&) =0, falls Vi :Bild§; C E}

Beweis. (=) Wir miissen zeigen, dafl dw € Qp(M) fir w € Qp(M) ist:

k
dw(fo, v 7574:) = Z(_l)lglw(é-oa ERE) ’g‘a R 7§k:)+
=0
+ Z(_1)1+Jw([§l7§j]7 sy 27 sy '§_j\7 e 75]‘3) = 07

Jj>i
da E integrabel ist, also fiir Bild§; C E auch [§;,&;] C E ist.
(<) Seien &,n € X(M) mit Bild¢, Bildn C E. Zu zeigen ist: Bild[§,n] C E.
Angenommen [£,1], ¢ E, C T,M. Sei w, € (T,M)* so gewéhlt, dafl w(E,) = 0 und
wp([€,m]) # 0. Lokal ist E = M x E,,, dort ist w lokal definiert. Durch Multiplikation
von w mit einer C*°-Funktion, deren Tréger ganz im Definitionsbereich von w liegt,
wird w zu einer global definierten 1-Form.

dw € QR(M) = 0=dw(&,n) =Ew(n) —nw(§) —w(l&n) =0-w(En]) =
= w([¢,m]) =0, ein Widerspruch O

44. Kohomologie

44.1 Definition der Kohomologie

Es sei d : Q(M) — Q(M) die duBere Ableitung.

1. Z¥(M) := {w € Q¥(M) : dw = 0}, der RAUM DER GESCHLOSSENEN DIFFE-
RENTIALFORMEN (oder auch KOZYKELn);
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2. B¥(M) := {dw : w € Q*"1(M)}, der RAUM DER EXAKTEN DIFFERENTIAL-
FORMEN (oder auch KORANDER);

HF(M) := Z*¥(M)/B*(M), die k-TE DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M;
H(M) =, H*(M), die DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M;

bp(M) := dim H*(M), die k-TE BETTIZAHL;

fa(t) ==, bit*, das POINCARE-POLYNOM; wohldefiniert, falls alle by, endlich
sind;

7. x(M) = far(=1) = 32(=1)*by,, die EULER-CHARAKTERISTIK von M.

S CUk W

44.2 Definition (Kohomologie-Funktor)
Sei ¢ : M — N glatt und g* : Q(N) — Q(M) so gilt ¢g*(dw) = d(g*w), somit

g*: Z¥(N) — Z¥(M) und g* : B¥(N) — B¥(M). Daher ist die Definition folgender
linearen Abbildung sinnvoll:

9" H(N) — H(M), g* : [w] — [g7w].

44.3 Satz (Kohomologie-Axiome). Die Kohomologie hat folgende Eigenschaften:

1. H°(Pkt) =R, H*(Pkt) = 0 fiir k # 0 (DIMENSIONSAXIOM )
2. f,g: M — N glatt, f ~g= f*=g* (HOMOTOPIEAXIOM )
3. sei M =], M, = H*(M) =T], H*(M,) (disjunkte Vereinigung)
4. ses M =UUV, wo U,V C M offen, dann ezistieren lineare Abbildungen dy,
die die folgende lange Sequenz exakt machen:
= HE (M) L gRU) @ BRNV) e gRunv) e
e RN (M) — HYU) @ HRYY(V) - HFYYUNV) — L
mit den Inklusionen iy : U —- UUV, iy : V - UUV, jy :UNV < U
und jy : UNV — V. Diese Sequenz heifit MAYER-VIETORIS SEQUENZ und
8% heifit EINHANGUNGSOPERATOR.
Ein Folge linearer Abbildungen - - - L, By e, heift EXAKT, falls Bild f =

Ker f41 fiir alle k ist.
Beweis.
(1) Klar, da QF(Pkt) = {0} for k # 0 und Q°(Pkt) = C>~(Pkt,R) = R.
(2) Sei H € C*>°(M x R, N) die Homotopie zu f,g. Es ist also H(0,z) = f(z) und
H(1,7) = g(x). Fiir w € Q¥(N) ist H*w € Q¥(M x R). Sei j; : M — M x R definiert
durch ji(z) := (z,t). Dann ist H o jo = f und H o j; = g und somit

g = =Hom) = (Hojo)" = (ji —Jo) o H".

Fiir ¢ € QF(M x R) ist jfo € QF(M) und t +— jf ist eine Kurve in QF(M) und
somit

1 1
(J1 —Jo)<P=/ 2t @dtz/ Jt Lepdt,
0 0
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wobei £ := 2 € X(M x R) das Einheitsvektorfeld in R-Richtung bezeichnet, denn

jt1+t2 = F1§2 Ojtl fiir t1,tg € R =
d d

= Ehﬁﬂ = @|t2:0(3t1+t2) Y= dTQ|t2:0(F1§2 ojt, ) e

= d72|t2:0 (]t1 °© (Flfz) )‘P = JtldTQ|O(F1§2) ¢ = Ji, Lep-
Somit definieren wir Faserintegration I} durch
1
I QF (M x R) — QF(M), I} (p) == / gidt.
0

Es gilt

1 1

(djip)dt = / jrdpdt
0

o) =a( [ siear) = [

= Ijdp = (I o d)();
1
Ui — e = / JiLepdt = I Lep = I3 (d o ig + i o d)g.
0

Wir definieren nun den Homotopie-Operator G : QF(N) — Q¥ Y(M) mit G =
I} oigo H*, d.h.:

QF(N) - C = QEL ()

AT
OF(M x R) —=> QF=1(M x R)
Dann ist
g = =01 —Jo)o H”
=1Ijo(dotg+tgod)o H*
=(doI}oig+1Ijoicod)oH*
=do(Ijoigo H*) + (Ijoigo H*)od=God+doG.
und somit ist g*w — f*w = Gdw + dGw = dGw exakt, falls dw = 0. Also ist g* — f* =
0: H(N) — H(M).
(3) Klar, da Q%(L], M) = [T, Q" (M.,).
(4) Wir zeigen zuerst, daf

0— QYU UV) i), k() @ QF (V) 2= QF U N V) — 0

exakt ist.

Die Abbildung f := (i};,},) ist klarerweise injektiv mit Bild(i};, i},) = Ker(jf; — 73 )-
Die Abbildung g := (jf; — ji-) ist surjektiv: Sei dazu {hy,hy} eine Zerlegung der
Eins zur Uberdeckung {U,V} und ¢ € QU NV). Mit oy := (hye)|ly € QU) und
pv = (—hvep)lv € QV) gilt:

(o —iv)lev,ev) = vu —ov = (hu + hv)p = ¢.
Also ist die Sequenz exakt.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 198



44. KOHOMOLOGIE 44 .4

Um daraus die lange exakte Sequenz in der Kohomologie zu erhalten kénnen wir das
nachfolgende allgemeine Resultat verwenden. O

44.4 Theorem. Es sei 0 — C' —{— ¢ —94— C” — 0 eine kurze exakte Folge
von Ketten-Abbildungen, d.h. C, C' und C" sind Kettenkompleze (i.e. Z-graduierte
Vektorrdume mit Randoperatoren & vom Grad 1, welche 9*> = 0 erfiillen) und die
verbindenden linearen Abbildungen f und g sind vom Grad 0 und vertauschen mit
den Randoperatoren.

Dann erhalten wie eine lange exakte Folge in Homologie:

LAl (0) 2 Hy(C) A f (0) el o (07) 2

Beweis. Betrachte

0 o —L sc,—2 sl 0
6\L BJ/ B\L
()*>Cl/1_1 *f>0q,1 J (/1,_1 0

Es sei 0,[2"] :=[(f"1 00 o g 1) (2")] fiir 2 € C” mit 92" = 0.

Wir zuerst zeigen, daf} es moglich ist Elemente in den entsprechenden inversen Bildern
zu wihlen und dann zeigen wir, dafl die resultierende Klasse nicht von irgendeiner
der Wahlen abhéngt.

Sei dazu z; € C{/ ein Zykel, d.h. 9z = 0. Da g surjektiv ist finden wir ein z, € C;, mit
gzrq = zy. Da g0r, = dgz, = 0z = 0, finden wir ein x;_; € C;_; mit fa)_; = 0z,.
Und daher ist ), ; € f~'0g~'zl/. Weiters ist fox] | = Ofx, | = 00xq = 0. Da f
injektiv ist erhalten wir dzj_; = 0 und daher kénnen wir die Klasse dz; := [v}_,]
bilden.

g
Ty ——— Z(/II

L

xq_l — = Ty—1 — )

Bi 8l
8I;_1 —(

Nun die Unabhéngigkeit von allen Wahlen. Sei dazu [z;] = [2/], d.-h. Jay, : 0z =
zg — Z;. Wihle 24,2, € Cy wie zuvor, so dafl gz, = x;] und gz, = ;. Ebenso wie
zuvor wihlen wir @y _,,7;_; € C;_y mit fz) ; = 0z, und f7,_; = 0Z,. Wir haben
zu zeigen, dal [z ;] = [7,_,]. Dazu wihlen wir z441 € Cypq mit gz = 27,4
Dann ist g0z,11 = 09xq41 = Oy, = 2] — 2, = g(wq — 7,) und daher existiert ein
r, € Cy mit fr; = 0x441 — x4+ Ty Weiters ist fOx;, = 0fz;, = 0(0xg41 — 24 +Ty) =
0—0xq + 0%y = —f(wy_1 — T;_1). Da f injektiv ist, haben wir z;_; = z;_; + dzy,
d.h. [z)_y] = [27_4].

Exaktheit bei H,(C"):
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(2) Es sei 0z’ = 0 und 0 = f.[2'] = [fZ], d.h. T a: Oz = f2’. Dann erfiillt 2" := gz
sowohl 92" = dgx = gdx = gfz' = 0 als auch d,[2"] = [f~t0g 1gx] = [f~10z] = [¢'].
Exaktheit bei H,(C):

(C)dagof=0.

(2) Essei 0z = 0mit 0 = g.[z] = [g9z], d.h. T 2”": 92" = gz. Dann 3 z: gz = ”. Daher
ist gz = 0z = Ogx = g0x = F2': fa! =2 —0r = for' =0fx' =0(z—0x) =0
und fi[2'] = [f2'] = [z — Ox] = [2].

Exaktheit bei H,(C"):

(C) Wir haben 0.g.[2] = [f 109~ 'gz] = [f~10z] = [f~10] = 0.

(D) Es sei 92” = 0 und 0 = 0,[2"], d.h. 3 a’: 92/ = 2/, wobei 2/ € f~1og~12",
d.h. 3 2: gr = 2’ und fz/ = Ox. Dann ist 9(x — fz') = fz/ — f(02') = 0 und
g(x — fo') = 2" =0, d.h. g.[x — f2'] = [2"]. O

44.5 Bemerkungen

1. Die De-Rham Kohomologie ist durch die Eigenschaften aus Satz |(44.3)| schon
eindeutig bestimmt, siehe [88, Kap.5].
2. Fiir die 0. Kohomologie gilt:

HY(M) = {f € C*(M,R) : df =0}
={f € C®(M,R) : f ist lokal konstant}
= R#,

wobei # die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M ist.

Falls k < 0 oder dim M < k so ist H*(M) = 0.

4. Seien M und N HOMOTOPIEAQUIVALENT, d.h. es gibt glatte Abbildungen
f:M—Nundg: N — M mit fog ~idy und go f ~ idj;. Die Abbildungen
H(f):=f*: HN) - H(M) und H(g) := g* : H(M) — H(N) sind dann
inverse Isomorphismen. Ein Beispiel homotopiedquivalenter Rdume sind das
offene Mobiusband und der Zylinder.

5. Ist insbesondere A C M ein DEFORMATIONSRETRAKT, d.h. eine Homotopie
h: M xR — M existiert, sodal h(-,1) = idps, h(X x {0}) € A und h(-,0)|4 =
ida, so gilt H(M) = H(A). Z.B. ist die Basis jedes Vektorbiindels vermoge
der Einbettung als Nullschnitt ein Deformationsretrakt des Totalraums.

6. Ist M KONTRAHIERBAR, d.h. ein Punkt p in M existiert, welcher ein Defor-
mationsretrakt von M ist, dann gilt: H(M) = H({p}), d.h. jede geschlossene
Form ist exakt (dies ist das versprochene POINCARE-LEMMA). Falls M = R™
— oder allgemeiner M C R™ sternformig ist — so ist h : M x R — M mit
(x,t) — t - x eine Kontraktion von M zu einen Punkt, also ist M kontrahier-
bar, Lokal ist also jede Mannigfaltigkeit kontrahierbar.

7. Ist M einfach zusammenhiingend, dann ist H!(M) = 0. Um dies zu zeigen
geht man so vor: Sei w € QY(M) mit dw = 0. Wir wollen ein f € Q°(M) =
C*(M,R) finden mit df = w. Dazu wihlen wir einen fixen Punkt xg € M
und suchen fiir jeden anderen Punkt x € M eine Kurve ¢, welche z¢ mit x
verbindet, und definieren

fo) = /cw/olc*w).
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Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Kurve ab, denn die Zusammen-
setzung mit einer zweiten verkehrt durchlaufenen Kurve liefert eine geschlos-
sene Kurve c. Diese ist nach Voraussetzung homotop zur konstanten Kurve
konstg,, also ist [¢*(w)] = [(konsty, )* (w)]. Die beiden Formen auf [0, 1] unter-
scheiden sich also nur um eine exakte Form dg, und somit ist:

/cw - /01 W)= /Ol(konstxo)*(w) = /01 0=0.

Da lokal so ein f mit df = w immer existiert, folgt dafl das oben definierte f
auch glatt ist. Und wegen

A O) =000 = 5| [ et @) =wte0)

ist es auch die gesuchte Stammfunktion.
8. Falls... —» E; Ly FE;11 — ... eine exakte Sequenz von endlichdimensionalen
Vektorrdumen ist, so folgt durch Aufsummieren der Gleichung

dim(FE;) = dim(Ker T;) + dim(Bild(7;))
= dim(Ker T;) + dim(Ker T;41)

die Identitat

> (1) dimE; =0
Die Mayer-Vietoris Sequenz impliziert also, dafl fiir die Euler-Charakteristik
folgendes gilt:

XU UV)+x(UNV) =x(U)+x(V)

9. Da R™ kontrahierbar ist, ist seine Euler-Charakteristik jene des Punktes also

1 nach Dimensionsaxiom [(44.3.1)} Es ist x(S°) = 2 wegen |(44.3.3)| Nach dem

vorigen Punkt ist fiir jeden Punkt p € M einer m-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit
X (M) = x(M\ {p}) + x(R™) = x(R"™ \ {p})
= x(M\ {p}) + x({p}) = x(S™71). = x(M\ {p}) +1 = x(S" 7).
Fiir die Sphéren erhalten wir somit
X(S™) = x(8™\{p}) +1 = x(8™71) =2 = x(S™ 7).
Kompakte 2-dimensionale zusammenhangende Mannigfaltigkeiten vom Ge-

schlecht g erhiilt man aus S? durch Ankleben von g Henkeln oder g Mébiusbéndern,
also ergibt sich rekursive im nicht-orientierbaren Fall

X(My) = x(Mg—1\ {p} UM&b) = x(My_1) — 1+ x(Msb) — x(S")
=x(My1)-1=2-(9—1)—-1=2—g,
und im orientierbaren Fall
X(My) = x(Mg—1 \ {p—,p+} US' xR)
= X(Mg-1) =2+ x(S" xR) — x(8'US")
X(Mg—1) =2=2-2(g—-1)-2=2-2g
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10.

11.

12.

13.

Die Euler-Charakteristik x einer Mannigfaltigkeit, 148t sich auch dadurch be-
rechnen, dal man sie TRIANGULIERT, d.h. in Simplexe zerlegt. Sei ~; die
Anzahl der verwendeten Simplexe der Dimension 7, dann gilt: x = >_.(—1)%~;.
Insbesonders gilt fiir jeden Polyeder, daf3 die Anzahl der Ecken minus die An-
zahl der Kanten plus die Anzahl der Seitenfliichen gleich 2 = y(S5?) ist.

Eine weitere Moglichkeit die Euler-Charakteristik zu berechnen ist mittels
MORSE-FUNKTIONEN, das sind Funktionen f : M — R, deren kritische Punk-
te nicht degeneriert sind, d.h. die Hessesche Matrix ist definit. Sei 8i(f) die
Angzahl der kritischen Punkte, in denen die Hessesche Matrix genau k negative
Eigenwerte hat, so gelten die Morse-Ungleichungen, siche [40l S.161-162]

Br(M) < Br(f)
D (=1FBk(f) = x(M).

k

Noch allgemeiner kann man fiir ein Vektorfeld £ mit isolierten Nullstellen (z.B.
das Gradientenfeld einer Morsefunktion) einen Index ind,(¢) in diesen Punkten
definieren, siehe [40l S.133]. Und es gilt dann nach einen Satz von Hopf, siehe
[40L S.164] x(M) = Eg(x):o ind, (£).

Falls es also ein nirgends verschwindendes Vektorfeld gibt, so mufl die Euler-
charakteristik x (M) verschwinden. Dies zeigt den Igelsatz|(50.11)

Man kann umgekehrt zeigen, dafl auf jeder kompakten, orientierten, zusam-
menhéngenden Mannigfaltigkeit mit x (M) = 0 ein Nullstellenfreies Vektorfeld
existiert, siehe [40] S.137].

Die Kohomologie der Sphéren S™ ist:

R k=0
" 0 1<k<n-1
Hk(S): R k=n
0 n+1<k

also hat das Poincaré-Polynom die Form: f,(t) =1+ ¢".

(i) H°(S™) =R folgt aus (2).

(ii) H*(S™) = 0 fiir k > n gilt immer, vergl. (3).

(iii) Wir miissen noch zeigen: H*(S™) & H*+1(S"+1) fiir 1 < k, und H'(S") =
0 fiir n > 2. Verwendet man dann noch H'(S') = R so folgen daraus die
restlichen Behauptungen. S" =U UV, wobei U = {z € §" : =1 < (z,a)} und
V={zeS":+1> (z,a)}. Alsoist UNV = S"~! x ]—1,4+1[ und somit
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H({UNV) = H(S" ). Die Mayer-Vietoris Sequenz (fiir k¥ > 1) ist

l

H*(U)® H*(V) = H*(Pkt) ® H*(Pkt)
l

HYUNV) = (S
ls

Hk+1(5n)
l

H*YU) @ HFY (V) = HY(Pkt) @ H* T (Pkt)

!

Also ist HF(S"~1) —2— H*1(S") fiir 0 < k < n. Der Anfang der Sequenz
sieht so aus:

0
!
H(S™") =R
1
H°(Pkt) ® H°(Pkt) = R?
1
HO(S" ') =R
!
H'(S"™)
!
0
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Folglich ist H'(S™) = 0 fiir n > 2. Die Gleichung H'(S') = R Lif}t sich ganz
analog aus der folgenden Sequenz ableiten:

0
!
HO(SY) =R
|
H°(Pkt) ® H°(Pkt) = R?
|
H°(SY) = H°(Pkt) ® H°(Pkt) = R?
|
H(SY)
|
0

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 2. Februar 2006 204



VII. Integration

In diesem Kapitel entwickeln wir die Integration auf orientierten Mannigfaltigkeiten.
Die integrierbaren Objekte sind dabei die Differentialformen maximalen Grades. Wir
beweisen den allgemeinen Satz von Stokes und fiihren dafiir auch Mannigfaltigkeiten
mit Rand ein. Im Fall einer orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit haben wir eine
ausgezeichnete Form maximalen Grades, die Volumsform. Damit sind wir in der Lage
auch Funktionen zu integrieren und fiithrt zu den Green’schen Formeln. Schlieflich
folgt noch ein Abschnitt iiber den Laplace-Beltrami Operator, wo wir den Satz von
Hodge iiber harmonische Formen beweisen.

47. Integration und der Satz von Stokes

47.1 Proposition (Pull-back von Volumsformen). Sei f : M — N glatt,
dimM = m = dim N und (x!,...,2™) lokale Koordinaten von M und (y*,...,y™)
solche von N. Dann gilt:

f(g-dy' A---ANdy™) = (go f)det (W)dmi/\---/\dxm.

Beweis. O.B.d.A. g =1 und f*(dy' A---Ady™) = w- (dz' A--- Adx™). Wenden wir
h(42.2)

dies auf (8%17 e mim) an, so folgt (siehe auch
0 0

= dy* A Ady™) [ 5

w = f*(dy y)<ax17 78$m>

= (dy* A--- Ndy™) (Tf 0 ...,Tfa>

Bzt darm
afil 0 8fim 0

— Ta... m

=(dy" N---Ndy )(; Oxl 3yi1""’zz Ozt 5‘yi’">

) d \17owof)
— 1 ... m

_ Ay’ o f)
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47. INTEGRATION UND DER SATZ VON STOKES 47.5

47.2 Bemerkung
Speziell fir f =id und g =1 gilt:

Oy’

dyt A Ady™ = det (
ox!

)dajl/\---/\dacm.

47.4 Motivation

Wir kénnen Funktionen f : M — R nicht so ohne weiteres iiber eine Mannigfaltigkeit
integrieren. Sehen wir uns dazu den einfachsten Fall der 1-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten an. Wenn M ein Intervall in R mit Grenzen a und b ist, dann mifit das
iibliche Riemann-Integral f ul= f; f die orientierte Fliche unterhalb des Graphens
von f. Damit wir das Integral fiir eine beliebige 1-dimensionale Mannigfaltigkeit M
auch definieren koénnen, brauchen auf jeden Fall eine Orientierung auf M. In die-
sem Kapitel seien also alle Mannigfaltigkeiten orientiert. Weiters miissen wir aber
auch (infinitesimale) Lingen (bzw. Volumina) auf M messen konnen. Falls M eine
Riemann-Mannigfaltigkeit ist, dann konnen wir das mittels der Volumsform voly,
tun, im eindimensionalen Fall also mit dem Bogenelement.

Auf abstrakten Mannigfaltigkeiten brauchen wir ein Substitut fiir das Volumselement.
Im 1-dimensionalen, wire das eine 1-Form w € Q!(M) (welche in keinem Punkt ver-
schwindet). Dann kénnten wir das Integral [, f-w von f bzgl. w iiber M definieren.
Da aber f-w selbst eine 1-Form ist, geniigt es [,, w fiir beliebige 1-Formen w € Q' (M)
zu erkliren. Sei dazu ¢ : [a,b] — M eine orientierungserhaltende globale Parametri-
sierung, dann ist [, w = f; we(r)(¢(t)) dt das wie iiblich definierte Kurvenintegral.

Auf allgemeinen orientierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M wollen wir nun
das Integral [ oy w fiir beliebige m-Formen Q™ (M) mit kompaktem Tréger definieren.

47.5 Definition (Integration von Differentialformen)

Sei M eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und w € Q™ (M) mit kom-
paktem Tréger.

1. Falls M = U C R™ offen ist, dann i}t sich w als w(z) = f(z) det A+ Adax™
mit f € C*°(U,R) schreiben. Das Integral definieren wir dann als gewshnliches
Riemann-Integral:

/Mw::/Uf(xl,...,mm)d(a:l,...,xm).

2. Falls Trgw C ¢(U) fiir eine orientierungserhaltende Karte ¢ : R™ D U — ¢(U)

ist, definieren wir:
/ w::/ 0" (w).
M U

3. Ist Trgw beliebig kompakt, so wihlen wir eine endliche, offene Uberdeckung
mit Kartenumgebungen von Trgw, sowie eine Partition der Eins {f;}, die der
Uberdeckung untergeordnet ist. Dann hat jedes f; - w Tréger in einer Karte,
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und somit kénnen wir nach (2) definieren:

e L2

Bemerkung

Diese Definitionen sind sinnvoll, d.h. die Begriffe hingen nicht von den getroffenen
Wahlen ab:

Im Fall (1) ist nichts zu zeigen. Aber man beachte, daf fiir jeden orientierungserhal-
tenden Diffeomorphismus g : R™ DV — U C R™ gilt:

/g(v) w = /Vg*(w),

denn falls w = f dz' A--- Adx™ ist, so ist
(9" (W))(@) = (f o g)(x) det(g'(x)) dz' A--- A da™

nach

Im Fall (2) sei Trgw C o(U) N)p(V) =: W fiir zwei Karten ¢ und 9. Sei der Karten-
wechsel g := o~ Lot : p~L(W) — 71 (W) ein orientierungserhaltender Diffeomor-
phismus.

Dann gilt

)

/U(p*(w) - /wwv) o= /guw(vv)) o=

- /zp—l(vv)w: /w_l(w) ¥iw) = /VW(W).

(pog)* (w)
Diese Gleichung folgt aus dem in (1) Gesagten.

Im Fall (3) sei {g;} eine zweite Partition der Eins, die einer endlichen Uberdeckung
des Trigers mit Kartenumgebungen untergeordnet ist. Dann gilt

;/Mfiw:;/M<;9j>fiw=;zj:/ﬂ4gjfiw:
[T

47.6 Definition (Dichten)

Falls wir iiber nicht orientierbaren Mannigfaltigkeiten integrieren wollen, brauchen wir
etwas anderes als m-Formen. Dazu definieren wir ein eindimensionales Vektorbiindel
voL (M) durch Angabe der Transitionsfunktionen z +— |det¢’(z)| € GL(1) zu den
Kartenwechseln . Schnitte von vol(M) heiflen DICHTEN, solche kann man dann iiber
M integrieren. Falls M orientierbar ist, ist vol(M) =2 A™T*M.
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47.7

Wir steuern jetzt auf den Satz von Stokes zu: Der 1.te Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung besagt bekanntlich, daf fj f'(z)dx = f(b)— f(a). Insbesondere

gilt: fi)oo f = ff ' = f(0), falls Trg f kompakt ist und @ unterhalb des Infimums
von Trg f liegt.

Lemma (Satz von Stokes fiir Halbraum). Sei H = H™*! := {(t,z) : t <0,
x € R™} ein (m+1)-DIMENSIONALER HALBRAUM. Die Teilmenge OH := {(0,z) :
xr € R™} = R™ heifit der RAND won H, und fiir eine m-Form w im R™TL mit

kompaktem Trager gilt:
/dw:/ w::/ incl* w,
H OH OH

wo incl : 0H «— H die Inklusion ist.

Beweis. Es gilt fiir w € Qm(R™H):

m
—
w:Zwidmo/\n-/\ dz® N--- Ndx™;
=0

mom

dwzzzg‘;’ﬁ dad Nda® A A dat A Ada™ 40

i=0 j=0

zzawi(—l)idaco/\-~-/\dxm =

pard oxt
:>/ dw = i(—l)i 8% d(z°,...,2™) Lubini
H =0 m Ox! o
0
:/ ( %(xo,xl,...,xm) dac0> d(z',... z™)

U . too 90, . —
+Z(—l)l/H (/ (;;Z dxz> d(®, ...,z a™)
i=1 i &0 ‘

= /m wo(0,.) +0,

wobei H; := {(t,z1,...,%s...,Tm) : t < 0} ist, und der 2te Summand 0 ist, da
Trgw kompakt ist. Andererseits gilt

/ w:/ incl® w
OH OH

m .

42.2 0 (2 m

/ > wi(0, 2., 2™) det % dz' Ao Adz™
o 2

:/ wo(0,zt, ... 2™) d(zt, ..., 2™) 40,
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denn

A0, ..., 2" . ™) 1 firi=0
det =
A(zt,...,a™m) 0 sonst O

Wir wollen diese Uberlegungen nun auf Réume iibertragen, die nur lokal wie H aus-
sehen:

47.8 Definition (Berandete Mannigfaltigkeit)

Eine C'°°-MANNIGFALTIGKEIT MIT RAND ist eine Menge M zusammen mit einem
Atlas A von injektiven Abbildungen ¢ : U — M, wobei U C H offen in einem abge-
schlossenen Halbraum H, und die Kartenwechsel ¢~ o ¢ : o7 1(1(V)) — =1 (p(U))
auf offenen Teilmengen von Halbriumen definiert und glatt sind.

Dabei heifit eine Abbildung zwischen solchen Mengen glatt, wenn es eine glatte Fort-
setzung auf offene Mengen im R™ gibt. Wie iiblich setzen wir voraus, dafl die durch
den Atlas induzierte finale Topologie Hausdorff und parakompakt ist. Der RAND von
M ist dann definiert als

OM := {p € M : Jeine Karte ¢ um p mit ¢~ *(p) € OH}.

Da der Kartenwechsel ein lokaler Homéomorphismus des R”™ ist, erhélt er innere
Punkte, und somit ist p € OM < ¢~ !(p) € OH fiir jede Karte ¢ um p. Der Rand
OM ist dann eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand). Ein Atlas auf OM ist durch die
Einschrinkungen ¢|gas gegeben.

Man kann die Begriffe TM, T*M, C>®(M, N), A*T*M und Q*(M) wie auf Mannig-
faltigkeiten ohne Rand definieren.

47.9 Definition (innerer Tangentialvektor)

Ein Vektor v € T, M heiit INNERER TANGENTIALVEKTOR falls p ¢ OM oder T~ (p,v) €
T,-1(p)H hat 0-te Komponente kleiner als 0.

47.10 Lemma (Verlingern berandeter Mannigfaltigkeiten).
Jede Mannigfaltigkeit mit Rand lafst sich zu einer Mannigfaltigkeit ohne Rand “verlingern”,
d.h. sie ist Teilmannigfaltigkeit der gleichen Dimension:

Beweisskizze. Mittels Partition der Eins findet man ein VF auf M, das nur aus
inneren Tangentialvektoren besteht. Durch “Zusammenstauchen” kann dessen Fluf3
global gemacht werden: F1(1,.) : M — M \ OM ist dann eine Einbettung von M in
die Mannigfaltigkeit ohne Rand M \ oM. O
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Beispiele fiir berandete Mannigfaltigkeiten sind: das abgeschlossene Mébiusband und
die abgeschlossene Kugel.

47.11 Lemma (Rand eines Mannigfaltigkeit). Der Rand einer orientierten Man-
nigfaltigkeit M mit Rand ist in kanonischer Weise orientierbar.

Beweis. Eine Basis (e;)1", von T,(0M) heifit positiv orientiert, falls (eg, ..., e) in
T, M positiv orientiert ist fiir einen nach auffen weisenden Tangentialvektor eq. (d.h.
—ep ist innerer Tangentialvektor) O

47.12 Satz von Stokes. Sei M eine (n+1)-dimensionale orientierte Mannigfaltig-
keit mit Rand OM und dieser trage die kanonische Orientierung. Sei w € Q™(M) mit
Trgw kompakt, dann gilt:

/ dw :/ w ::/ incl*w  (wobei incl : OM — M)
M oM oM

Beweis. Sei {f;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung mit Kartenbildern
untergeordnet ist. Dann ist w = ), w; mit Formen w; := f; - w mit Tréger in Karten-
bildern. Somit ist

dw = Zd(wi), Trgd(w;) C Trg(w;) =

1
= dw = d(w;), / w= / w;.
M XZ: v Jou Zl: oM
Es geniigt also, den Beweis fiir die Situation, wo Trgw in einer Kartenumgebung
liegt, zu fithren. Also 0.B.d.A. w € Q"(R™"!) und somit [}, dw = [,,, w. Fiir diese
Situation wurde das in [(47.7)| bereits gezeigt. O

48. Integration auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

48.1 Bemerkungen

1. Die VOLUMSFORM auf einer m-dimensionalen orientierten Riemann-Mannig-
faltigkeit M ist jene eindeutig bestimmte m-Form vol,s, welche punktweise auf
positiv orientierten Orthonormalbasen von T'M den Wert 1 hat, siehe
In lokalen Koordinaten ist sie gegeben durch:

volpyy = VG dul A+ A du™
mit G := det((gi)i,;) und gij := g (g7 507) -
wobei g die Riemann-Metrik auf M ist.

2. Sei N eine orientierte Teilmannigfaltigkeit von Kodimension 1 der (n+1)-
dimensionalen orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M und sei v, fiir x € N
der eindeutig bestimmte Vektor in T, M, sodafl (v, eq,...,e,) eine positiv
orientierte Orthonormalbasis in T,,M ist fiir eine (jede) orientierte Orthonor-
malbasis (e, ..., e") von T, N. Sei v zu einem Vektorfeld gleichen Namens auf
ganz M fortgesetzt, so gilt

voly = inkl* (i, (volys)) auf N,
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denn voly(eq,...,en) = 1 = volyr(vn,e1,...,en) = (iny volpr)(er, ... en).
Insbesonders gilt das fiir den Rand N = M einer berandeten Mannigfaltigkeit
M. Der Vektor v ist dann der nach auflen weisende Einheitsnormalvektor.

3. Sei allgemeiner £ € X(M) ein beliebiges Vektorfeld. Dann ist div& - voly, =

L¢ volps nach und es gilt auf OM:

incl*(ig volpr) = (€, vanr) - volgyr auf OM,

denn
(te volar)(e, ... em) =volpr (€, €1, .. 6m) =
= UOZM( & viv +(E— (& vv),eq,.. .,em>
—— —_———
e(T(oM))+ €T (OM)
= (&, v) -voly(v,eq,...,em)+0
= (&) -volagnm(er,...,em).

48.2 Greensche Satz. Sei M eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit mit Rand
und sei & € X(M) mit kompaktem Triger. Dann gilt

/ div¢ - voly = / (&, vanr) - volans -
M oM

Beweis. Es gilt:

/ din-VOljy[ / EgVOl]\/j/ (doi5+i50d)V01M
M M M
. Stokes . %/ -
= / d(ig volpr) + 0 =—= / incl™ (i¢ volar)
M oM

:/ (&, von) - volans - O
oM

48.3 Produktregeln

grad(f - g) = g - grad(f) + f - grad(g)
div(f-§) = f-div(§) +df - &= f-div(€) + (grad(f),§)
A(f-g)=f-Alg) + A(f) - g — 2(grad(f), grad(g)),

siehe Aufgabe |(72.69)]

48.4 Greensche Formeln. Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Mannigfal-
tigkeit mit Rand und seien f und h in C*°(M,R). Dann gilt:

/ ((gradf,gradh>—f-Ah)~V01:/ f+{grad h,v) - vol

M oM
/(f-Ah—h-Af)~vol=—/ (f dh— h df)(v) - vol
M oM
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Beweis. (1) Es gilt div(f - gradh) = f - div(grad h) + (grad f,grad h) = —f - Ah +
(grad f, grad h) und somit fiir £ = f - grad h:

/ ((grad f,erad h) — f - Ah) - volyr = / div(f - grad h) - volys =
M M
— [ aivevolur BB | (6 - vl
M oM

= [ - gradhovous) voloas = [ 5 (grac b vone) - volaas
oM oM
= f~dh(1/3M) ~V013M.
oM
(2) Vertauscht man f und h in (1) und zieht das Resultat von (1) ab so erhilt man
die zweite Greensche Formel. O

49. Der Laplace-Beltrami-Operator

49.1 Der Laplace-Beltrami-Operator ist selbstadjungiert

Was [d8t sich allgemein iiber den Laplace-Beltrami-Operator A := dd* + d*d :
Q(M) — Q(M) einer kompakten Riemann-Mannigfaltigkeit M aussagen? Auf jedem
homogenen Teil QF(M) haben wir nach ein inneres Produkt, welches gegeben
ist durch

(0 BY g ary = /M<O‘(')’5<')>/\W*M volas .
Es gilt, dal d und d* adjungierte Operatoren beziiglich diesem inneren Produkt sind,

denn nach
aAxf = (a,B)-vol fiir a, B € QF(M)

und fiir o € QF und B € Q! rechnen wir wie folgt

((a, ag) — <d*a,ﬁ>) vol (dg, o) Vol—<ﬁ, (—1)FmAmtl g q a> vol

=df Asa+ (—1)PTMB A« d*x a
- dB A xa 4 (=1)Fmrm g A (71)(m7k+1)(k71)d *
=df Axa+ (~1D)*1gAd*a
= d(B A *a).
= / (o, df) vol = / (d*a, B) vol.
M M
Somit ist der Laplace-Beltrami-Operator A = dd* + d*d symmetrisch, d.h.
(Aa, B) = (o, AB)
Er ist auch positiv, denn
(Aa, o) = ((dd* + d*"d)a, a) = (d"a, d* o) + {da, da) > 0.
Wegen dieser Gleichung gilt auch:
Aa =04 da=0=d"«a, also Ker(A) = Ker(d) N Ker(d*).
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Die Formen im Kern von H werden auch als HARMONISCHE FORMEN bezeichnet.

Der Operator A ist ein linearer Differentialoperator vom Grad 2. Man kann zeigen,
daf3 er elliptisch ist, siche [88] 6.35] und damit folgendes

49.4 Theorem von Hodge. Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Mannigfal-
tigkeit so gilt:
dim(Ker A) < 0o und (Ker A)* =TIm A

49.5 Folgerung (Orthogonale Zerlegung der Formen). Fiir kompakte orien-
tierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten M haben wir folgende orthogonale Zerlegungen:

Q=KerAP®BildA wund weiter Bild A = Bildd @ Bildd*

Beweis. Die erste direkte Summenzerlegung haben wir in gezeigt. Nun zur
zweiten:

(2) Die linearen Unterriume Bild d und Bild d* sind in Bild A = (Ker A)* enthalten,
da (do, 8) = (o, d*B) = (®,0) = 0 und (d*e, ) = (a,df) = (a,0) = 0 fiir alle
0 € Ker A nach

(C) Dies ist wegen A = dd* + d*d offensichtlich.

(®) Die Summe ist orthogonal, denn wegen (do, d*) = (d*a, 3) = (0,3) = 0 steht
Bild(d) auf Bild(d*) normal. O

49.6 Definition (Green-Operator)

Unter dem GREEN-OPERATOR versteht man den Operator G : Q — (Ker A)L defi-
niert durch A(G(a)) = a— H(a), wobei H : Q — Ker A die orthonormale Projektion
ist, die von jedem a € € den harmonischen Teil H(«) € Ker A berechnet. Wegen

(49.4)| gilt:
A= Algiaa @0 : Bild A @ Ker A — Bild A ® Ker A

und Algjg a : (Ker A)+ — Bild A ist klarerweise bijektiv und stetig. Nach dem offe-
nen Abbildungssatz fiir Fréchet-Réume (siehe [44), 5.5.2]) ist A|pig A ein Homéomorphismus.
Mit seiner Hilfe l:iBt sich der Green-Operator auch als G' = (A|gjg o)~ o H+ schrei-
ben, wobei H' := idg —H. Folglich ist G beschriinkt, selbstadjungiert und kompakt.

49.7 Folgerung. Sei T : Q — Q ein linearer Operator, welcher mit A kommutiert,
d.h. ToA =AoT, so kommutiert er auch mit G. Insbesondere gilt das fir d, d* und
A.

Beweis. Aus T o A = Ao T folgt, daB Ker A und Bild A = (Ker A)* T-invariant
sind. Somit kommutiert 7" mit H und H+ also auch mit G. O

49.8 Folgerung (Harmonische Reprisentanten).

Die Kohomologie H(M) von M ist isomorph zum Raum Ker A der harmonischen
Formen. Genauer, in jeder Kohomologieklasse gibt es genau einen harmonischen Re-
prdasentanten.

Beweis. Nach |(49.5)| ist 2 = Ker A @ Bildd & Bildd*. Wir behaupten Kerd =
Ker A @ Bild d.
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(D) Nach ist Ker A = Kerd N Kerd* C Kerd und wegen d? = 0 ist Imd C
Kerd.

(C) Seiw € Kerd. Nach[(49.5)]ist w = w1 4+ ws + w3 mit wy € Ker A, wy € Imd und
w3 € Imd* und somit 0 = dw = dwy + dws + dws mit dw; = 0 = dw, wegen
(D). Da w3 € Imd* existiert ein o mit d*o = w3 und somit 0 = dws = dd*«
und weiters [Jom|]? = ||d*a||? = (d*a,d*a) = (dd*a,a) = (0,a) = 0. Also ist
w=w; +wy € Ker AP Imd.

49.9 Folgerung (Kohomologie ist endlichdimensional). Die Kohomologie jeder
kompakten, orientierbaren Mannigfaltigkeit ist endlichdimensional, d.h. alle Betti-
Zahlen sind endlich.

Beweis. Wir wihlen eine Riemann-Metrik auf M, dann ist H(M) = Ker A nach

(49.8) und ist somit endlichdimensional nach O

49.10 Definition (Poincaré-Dualitéit)

Fiir jede kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit induziert die Abbildung
Q™ k(M) x Q¥(M) — R, welche durch (a,8) — [,,; & A B gegeben ist, eine bili-
neare Abbildung H™*(M) x H*(M) — R, die sogenannte POINCARE-DUALITAT.
Diese Definition macht Sinn, denn aus as — a1 = da folgt as AB—ay AB =daAp =
dlaNp)E£aAdB, wodB =0,da[3] € H*(M) = Kerd/Bild d ist. Somit ist nach den
Satz von Stokes [}, as A3 = [,, o1 AB.

49.11 Lemma. Die Poincaré-Dualitit induziert einen Isomorphismus H™ ™% = (H*)*,
i.e. fiir die Betti-Zahlen gilt Br. = Bm—_r.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl die Poincaré-Dualitét nicht degeneriert ist.

Sei dazu [a] € H™ %\ {0}, wir diirfen annehmen, dafl o harmonisch ist. Wihlen wir
B =, sogilt: dff = dxa = xd*a = 0und [,, aAf = [}, arxa = [, (a,a) vol >
0, da a # 0.

Wir zeigen nun, dafl eine bilineare nicht-degenerierte Abbildung b : F x F' — R auf
endlichdimensionalen Vektorrdumen einen Isomorphismus £ — F* induziert.

Die induzierte Abbildung E 3 v +— b(v,-) € F* ist injektiv, denn b(v,w) = 0 fiir alle
w € F impliziert v = 0. Also ist dim F < dim(F*) = dim F', und aus Symmetrie-
griinden dim E' = dim F. Somit ist die induzierte Abbildung ein Isomorphismus. [
Da H* nach endlich-dimensional ist, liefert jedes innere Produkt auf H*
einen Isomorphismus f : H* — (H*)* und somit nach [(49.11)| einen Isomorphismus
H™ % — (H*)* « H*. Verwenden wir insbesonders den Isomorphismus H (M) =
Ker A C Q(M) und das von Q(M) induzierte innere Produkt aus [(49.1)| so 148t sich
obiger Isomorphismus H™~* — H* wie folgt beschreiben:

aH(ﬁH/MOZ/\ﬁ)H%

mit [}, «AB = (v, B)arary = [3, (7, BYar(ar) volar = [y, %y A S fiir alle 3 € H*(M),
also ist @ = *v, d.h. der Isomorphismus ist durch den Hodge-Stern-Operator gegeben.
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Beachte dabei, dafl
A(xvy) = (dd* + d*d) =
=(- 1)1+m+m<m—’€>d s dx ok ry 4 (—1)HTEmImTRRD s d ok y
(-

1) ORI o oy (1) TR ey

*((_1)m(m+1—2k)(_1)1+m+mkd * d *
+ (_ )m(m—1—2k)(_1)1+m+m(k+1) xd x d)’}/
=x(dd* +d*d)y =%Ay=%0=0, fiir v € Ker A.

49.12 Folgerung. Ist M kompakt, zusammenhdngend, orientierbar und m-dimen-
sional, so ist H™ (M) = R, i.e. B = 1.

Vgl. dies mit

Beweis. Die Poincaré-Dualitét liefert den Isomorphismus H™ = (H%)*, und H° = R,
da M zusammenhingend ist. Die Zusammensetzung der Isomorphismen ist: w —

Jywhl= [, w O

49.13 Folgerung. Ist M kompakt, zusammenhdngend, orientierbar und von ungera-
der Dimension so verschwindet die Euler-Charakteristik x = >, (—1)*By.

Beweis. Sei dim M = 2n + 1 = m so gilt

X=> (“1F3=> (-1)fs+ > (-1)"8s
k=0 k=0 k=n+1
-y (—1)"Bx + 3 (=)™ By = n( D* By = Bmr) =0. DO

nach [(49.11)| =0

50.4 Kohomologie

Sei M kompakt, orientierbar und ohne Rand. Wie in |(47.3)| folgt die Existenz eines
w e Q™(M), m = dim M, mit w(vy,...v,) > 0 fiir alle positiv orientierten Basen
(v3)%,. Somit ist [,, w > 0 und w ist geschlossen, weil w eine m-Form ist.

Die Form w kann aber nicht exakt sein: Gébe es ein n € Q™1 (M) mit w = dn, dann

ware
/w—/dn—/ n=0,da dM = 0.
oM

Das ist ein Widerspruch. Also ist H™ (M) # 0. Genauer gilt der folgende Satz:

50.5 Satz (Hochste Kohomologie). Sei M eine zusammenhingende Mannigfal-
tigkeit ohne Rand, dim M = m. Es gilt:

o H™(M) =R, falls M kompakt und orientierbar, cf. 49.12.
o H™(M) =0 sonst, siehe [T8, Vol.I, S.371].
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Der Beweis des zweiten Punktes, den wir hier nicht geben, basiert wesentlich auf

50.6 Lemma (Poincaré-Lemma mit kompakten Triger). Sei w € Q™(R™) mit
kompakten Triger und [w = 0. Dann existiert ein 1 € Qm=L(R™) mit kompakten
Triger und w = dn.

(Zum Beweis des Lemmas verwendet man H™~1(S™~1) = R, siehe [78] Vol.I, Chap-
ter 8])

50.7 Beispiel

Fiir die Orientierungsiiberlagerung S™ — P", ist die Orientierungsvertauschung die
Antipodalabbildung z — —z und somit folgt aus H*(P") = H¥(S™), daf

0 firk#0,n

HE(P7) = R fir k=0 (da P" zush. ist)
0 fiir kK =n gerade
R fiir kK = n ungerade

50.8 Brouwerscher Fixpunktsatz. Sei f : B" := {x € R" : |z| < 1} — B" glatt,
dann gibt es ein x € B™ mit f(z) = x.

Beweis. Indirekt: Sei f(x) # z fiir alle z, dann gibt es eine C°°-Abbildung r :
B" — 8" ! mit 7|gn-1 = idga-1, sei niimlich r(z) der auf der Seite von z liegende
Schnittpunkt der wohldefinierten Geraden durch z und f(x) mit der Sphire S™~1.
Wir erweitern r zu einer Abbildung gleichen Namens r : R — S~ Nun folgt

Hn—l(sn—l) r R Hn—l(Rn) ind: Hn—l(sn—l)

(@ R—

R SR

Das ist ein Widerspruch. O

50.9 Definition (Abbildungsgrad)

Seien M, N zusammenhéingende, kompakte und orientierbare Mannigfaltigkeiten von
gleicher Dimension m und sei f : M — N glatt. Der ABBILDUNGSGRAD deg f € R
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sei durch folgendes Diagramm definiert:

-
B () 2D gm (v

l ™
R<-"El R

<

deg ft=—— 1t

degf~/#[w]=degf-/w:/#Hm(f)[w] = /#[f*w]=/f*w-

Man kann zeigen, daf} deg f eine ganze Zahl ist.

wobei

50.10 Folgerung.

1. deg(f o g) = deg(f) - deg(g)-
2. f ~ g homotop = deg f = degg.
3. f ist Diffeomorphismus = deg f = +1;
Weiters ist deg f = 1 < f orientierungserhaltend ist.
4. f ist nicht surjektiv = deg f = 0.

Beweis. (1) da (f o g)# = g7 o f7.

(2) da dann f# = g7#.

(3) folgt aus (1) unter Verwendung von deg f € Z.

(4) BEsist w € Q™(N), Trgw € N\ f(M) und [, w=1. Alsoist deg f-1= [, f*'w =
J3; 0 =0, und somit ist deg f = 0. O

50.11 Igelsatz. Sei & € X(S?"). Dann gibt es ein p € S*™ mit £(p) = 0.

Beweis. Indirekt: Sei &(p) # 0 fiir alle p. Dann gibt es eine Homotopie zwischen
Identitdt und Antipodalabbildung: verbinden wir p mit —p ldngs des Grofikreises in
Richtung £(p), so folgt 1 = degid = deg(Antipod) = —1. Widerspruch. O

49.14 Kann man die Form einer Trommel horen?

Um diese sehr anschauliches Problem in eine mathematische Formulierung zu bekom-
men, denken wir uns eine Trommel als ein berandetes Gebiet im R? denken. Lassen
wir diese nun mit festgehaltenem Rand schwingen, so besitzt sie gewisse Eigenfre-
quenzen, die wir — zumindest mit absolut absolutem Gehor — horen kénnten. Es stellt
sich nun die Frage, ob das Gebiet durch dieses Spektrum von Eigenfrequenzen bereits
bis auf Isometrien eindeutig festgelegt ist.

Allgemeiner kénnen wir das Problem auch fiir beliebig dimensionale, abstrakte ori-
entierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten stellen, [46].

Da wir sie nur ein wenig aus der Ruhelage bringen wollen, ist es egal in welchem
umgebenden Raum die Mannigfaltigkeit isometrisch eingebettet ist, am Einfachsten
in M x R. Sei nun u(z,t) die Entfernung des Punktes © € M von seiner Ruhelage
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zum Zeitpunkt ¢. Dann erfiillt u, wie bei der {iblichen Gleichung der schwingenden
Saite, die partielle Differentialgleichung 2.ter Ordnung

2

%—&—Au:()mit ulonr = 0.

Wobei A der Laplace-Beltrami-Operator der Riemann-Mannigfaltigkeit ist, siehe((43.3)|
Die iibliche Losungsmethode verwendet den Ansatz der getrennten Variablen, d.h.
u(z,t) := @(x) - ¥(t). Die Gleichung iibersetzt sich dann in %(m) = —%/(t) und
somit miissen beide Seiten konstant — z.B. gleich A — sein. Insbesondere suchen
wir also Eigenwerte A € R und Eigenfunktionen ¢ € C*°(M,R) des Operators
A:C®(M,R) — C>*(M,R).
Falls M kompakt ist, so sind nach alle Eigenwerte reell und die Eigenfunk-
tionen zu verschieden Eigenwerten stehen orthogonal (da A symmetrisch ist). Die
Eigenwerte sind alle nicht negativ (da A positiv ist) und lassen sich zu einer monoton
wachsenden Folge (A\;) anordnen, die sich nur im Unendlichen hiuft, denn andernfalls
beséfle eine zugehorige orthonormale Folge von Eigenfunktionen nach einen
Héufungswert. Vermoge einer orthonormalen Folge von zugehorigen Eigenfunktionen
pr € C°°(M,R) laBt sich die Wellengleichung mittels Fourierreihen

u(z,t) = i(ak cos(v/Axt) + by, Siﬂ(@ﬂ) - pr(T)
k=0
16sen, wobei die Konstanten ay und by, durch die Anfangsbedingungen festgelegt sind.
Die Klangwelle der Mannigfaltigkeit ist dann ein geeigneter Mittelwert:
s(t) = i (ak cos(v/ At) + Bk sin(@t)).
k=0
Und somit kénnen wir (in einem gewissen Sinn) die Ag horen.

Diese Folge (Ag) heifit das SPEKTRUM DER RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT. Z.B. ist
das Spektrum der S™ die Folge (k(k+mn —1))32,, wobei jedes k > 0 mit Vielfachheit

(n+2k(;1_)i()?,jk_2)! auftritt.

Man kann nun zeigen, dafl folgende Dinge gehort werden konnen, d.h. durch das
Spektrum bereits eindeutig bestimmt sind:

die Dimension, das Volumen und die Euler-Charakteristik und damit das Geschlecht
(einer 2-dimensionalen unberandeten Mannigfaltigkeit) und die totale skalare Kriimmung
(siehe [(64.13)]).

Man konnte zeigen, dal man die folgenden Riemann-Mannigfaltigkeiten mit ihrer
kanonischen Metrik durch Horen erkennen kann: die Sphéren S™, die reellen projek-
tiven Riume P?"~! fiir n < 3, den flachen Torus S' x S', sowie alle kompakten
3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit konstanten Kriitmmung K > 0 [Tanakal978].

Jedoch gibt es ISOSPEKTRALE RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN die nicht isometrisch
sind. Das erste Beispiel wurde von [63] gefunden und waren zwei 16-dimensionale
Tori. [16] gaben 4-dimensionale Tori an. Marie-France Vigneras [86] konstruierte
2-dimensionale Beispiele die als Quotienten der hyperbolischen Halbebene nach dis-
kreten Gruppen von Isometrien erhalten werden. Dafl es sogar isospektrale Defor-
mationen von Riemann-Mannigfaltigkeiten gibt, wurde von [26] gezeigt und in [80]
systematisiert. Schliefllich konstruierten [28] eine berandete Fliche die aus 168 = 7-24
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Kreuzen zusammengesetzt ist und auf welcher die Elemente von SLgz, (3) als fixpunkt-
freie Isometrien wirken. Die diskreten Untergruppen

1 * 1 0 0
G := 0 * = und Gy := * ok %k
0 * ok %

liefern dann zwei 24-blattrige Uberlagerungen M — M/G; =: M; mit My und M,
isospektral aber nicht isometrisch.

Faktorisiert man noch die offensichtliche isometrische Involution 7; : M; — M; heraus,
so erhilt man zwei isospektrale aber nicht isometrische Gebiete mit Ecken in R?.
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