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Hier findet man die aktuellen Erginzungen und Korrekturen welche sich im Zuge
der Vorlesung ergeben haben. Korrigierte Fehler habe ich dabei entweder in rot oder
mit [rosa Hintegrund dargestellt. Ergénzungen sind wie dieser Absatz durch einen
schwarzen Balken am linken Rand gekennzeichnet.



In der ersten VO-Woche (der 9. Kalenderwoche) habe wir die Abschnitte bis

behandelt. Ich habe in diesen Ergénzungen abgesehen von wenigen kleinen Korrektu-

ren vor allem ein paar Zeichnungen hinzugefiigt, insbesonders eine JAVA-Animation

der Euler-Winkel, siehe
http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Lehrveranstaltungen/Differentialgeometrie-SS2005 /euler-angles.html

und den Zusammenhang zwischen inneren Produkt und Winkelmessung detailierter

herausgearbeitet.

* . ..umfassenderen Skriptums, welches als PDF-Datei unter

http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Skripten/diffgeom.pdf downloadbar ist.
... Liste der gemachten Abschnitte unter
http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/LVA-SS2005.html auflegen.

Ad 1.1

Mit deren Hilfe kénnen wir nicht nur die LANGE |z| > 0 eines Vektors x durch |z|? =
(x, z) berechnen, sondern auch WINKEL <tzy€ [0, 77| mittels cos(<xy) = (z|y)/(|z||y|)-

* Wenn wir das von orthogonal stehenden Vekto-
ren x und y erzeugte rechtwinkelige Dreieck mit
Kathetenldngen a := |z|, b := |y|, Hypothenu-
senlidnge ¢ = |z — y| und Winkel o Fiir rechtwin-
kelige Dreiecke mit Katheten a, b, Hypothenuse
¢c=a+b, Winkel a« = <(z — y,—y) in der z ge-
geniiberliegenden Ecke und 8 = <(y — x,—2) in
der y gegeniiberliegenden Ecke folgt damit umge-
kehrt der Satz von Pythagoras

? = z—y’ = (z—yle—y) = (z|lz)— (=ly) — (ylo)[(yly) = |2[>—2(x|y)+|y[> = a®+b?
sowie die iiblichen Formel

= cos(<(z — vy, —y)) = (z—yl—vy) _\y|2—<x|y>_§
cos(a) = cos(<(z — v, y))*|x—y|'|—y|7|x—y|-|y|*c

also 0 < a < g und analog

cos(ﬂ):gmitogﬂgz
c 2
wegen Pythagoras also
2 2 _ v d® -1 2 _ 2 _ 2
cos(a)” + cos(fB)” = = + 2 =1= cos()” =1 — cos(a)” = sin(«)

= sin(a) = cos(fB) = % und a+ = 7.

Dann lift sich jeder Vektor x € F als x = Y77, #7¢; mit eindeutigen Koeffizienten
27 € R (seinen Koordinaten) schreiben, d.h. die Abbildung

!
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ist ein Isomorphismus. Wir setzen

dann ist « — [z]e der dazu inverse Isomorphismus

E=R" 2z [z]e.

* Mit S"7! bezeichnet wir die (n — 1-dimensionale) SPHARE

Snli={z e R": ||z|| = 1}.

[B o Ale glrle = [BAT| i = [B]r g[Az]F = [BlFr g[Ale 7l7le,

g

*  Mit der Abkiirzung [A]e := [A]¢ ¢ und € = R(E) besagt dies:
[Ale - [R]e = [Rle - [A]ree)-

Wir werden diese Identitit bei der Konstruktion der Eulerwinkel in [I.3] verwenden.

Ad 1.2

Die Abbildung R € O(FE) ist in diesem Fall also sogar ein Element der SPEZIELLEN
LINEAREN GRUPPE

SL(E) := {T € L(E) : det(T) = 1},

also eine Volums-erhaltendene lineare Abbildung, und somit liegt R auch in der SPE-
ZIELLEN ORTHOGONALEN LINEAREN GRUPPE

SO(E) = {T € O(E) : det(T) > 0},

d.h. ist eine Drehung.
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Ad 1.3

+ Esist

8l

= 21 Ccos
(6) g1 =x1sing

und somit sukzessive

B)=t=y

cos 1

(4) = x2 = Pasinp = ytane a7
(5),(1) =% ==x1cosp=xcosp —ysing =

=

sin? ¢

6 R ]_ = Y1 = 1 = 1 —
(6),(1) = y1 =x1sinp =zxsiny ycos<p
2 Bt

1 —si
2=y :xsin<p+yﬂ = xsin ¢ + y cos p.

cos @

*  Drehung als Zusammensetzung von Spiegelungen:

Stw b S b

b=l

N

8, w4
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% Sei nun dim(Fix(A4)) = dim E — 1, d.h. es
existiert ein 0 # v € E mit F = {v}+.
0.B.d.A. diirfen wir |v| = 1 annehmen.
Da F invariant ist unter A, ist es auch F-
(dennseiz’ € F-undx € F,dannist 0 =
(2'|z) = (Az'|Az) = (Ax'|z), also Az’ €
F+) und somit ist Av = +v. Wegen v ¢
F ist folglich Av = —v, und damit x —
(x,v)v € F fiir alle x € E, denn

(x —(z,v)v,v) = (z,v) — (x,v) (v,0) = 0.
Somit ist
Az = A((JL‘ — (z,v)[0) + <3:,v>v)
=z — (z,v)v + (x,v)(—v)
=1z — 2(x,v)v. Spiegelung

Dies beschreibt also eine Spiegelung an
der F = {v}*-Ebene.

*  Fiir A € O(3) kann auch der Fall F' = {0} auftreten, z.B.

Dann betrachten wir das Bild Av # v eines beliebigen v € S$? und die Spiegelung S
and der Symmetrieebene (Av — v)*. Diese bildet ebenfalls v auf Av ab und somit
ist v € Fix(S~! o A), also S7! o A eine Spiegelung oder eine Drehung und damit
Zusammensetzung zweier Spiegelungen.

Mittels Induktion von oben nach der Dimension der Fixpunktraums kann man leicht

zeigen, dafl O(n) von den Spiegelungen erzeugt wird (siehe auch [14.10)), ... auch dazu
verwenden das ZENTRUM (also jene Elemente die mit allen anderen kommutieren)
der Gruppe O(n) zu bestimmen, siehe m

Insbesonders folgt, dafl die SO(n) wegzusammenhéingend ist, denn jede Drehung lafit
sich mit der Identitdt verbinden.

Hingegen besitzt O(n) zwei Zusammenhangskomponenten nédmlich SO(n) und {A €
O(n) : det(A) = —1} = S, - SO(n), wobei S, eine beliebige Spiegelung bezeichnet.

Beachte dazu, dafl eine Abbildung f : X — Y genau dann iiber eine surjektive Ab-
bildung p: X — X zu einer eindeutig bestimmten Abbildung f : X — Y faktorisiert,
wenn f(x1) = f(x2) aus p(x1) = p(x2) folgt, denn die einzige mogliche Definition von
fist f(2) = f(p(x)) = f(x), wobei wir ein z im Urbild von # bzgl. p gewihlt haben.
Diese Definition macht genau dann Sinn, héingt also nicht von der Wahl des = ab,
wenn f(xz1) = f(x2) aus p(x1) = t& = p(xs) folgt.

Beachte weiters, dafl unter diesen Voraussetzungen f genau dann surjektiv ist, wenn
f es ist.

Kugelkoordinaten (¢, 8) — (cos(p) cos(), sin(p) cos(6),sin(#)) liefern eine surjektive
Abbildung S x S' — S? und somit erhalten wir auch eine surjektive Abbildung
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St x St x 81— §2 xSt — SO(3). Eine geometrischere Beschreibung von Drehungen
durch 3 Winkel ist die folgende.

e3 e3

f1 f1
£3

el el

£2 £2

id R3

Es sei & = (e1,eq,e3) die Standard-Basis, & = R;(€) = (e1,k,...) und &’ =
(R2 0 R1)(E) = R2(E') = (f1,k,...). Dann sehen die Matrizen-Darstellungen der
zugehorigen Drehungen Ry, Re und R3 wie folgt aus:

1 0 0
[R1] & = 0 cospy —singpg
0 sing; cosepy
cospy 0 —sineg
[R2] o = 0 1 0
sings 0 cospg
1 0 0
[R1] on = 0 cosps —sinp;s

0 sines  cosps

Folglich ist nach dem am Ende von [T.1] Gezeigten:

[R30 Ry 0 Ry]e = [R3]e - [R2 0 Ry]e = [Ry 0 Ri]e - [R3en
= [Role - [Ri]e - [Rs]en = [Ri]e - [Ra]er - [Ra]en

1 0 0 cospy 0 —sineys 1 0 0
=10 cos¢; —siny; |- 0 1 0 10 coseps —sinps

0 singp; cosp singws 0 cos s 0 sines cos s

CoSs 2 — sin @2 sin @3 — sin @2 cos @3
= —sin g1 sin g2 COS 1 COS Y3 —sin ¢y cos 2 sin @3 —sin @1 cos 2 cos p3—cCos @1 sin 3
cos 1 sin pa sin 1 Ccos p3+4Cos Y1 Cos Y2 sin @3 COS (p1 COS 2 COS w3 —sin ¢ sin @3

Beweis von Die Streckensymmetrale zwischen c¢(t1) und ¢(t2) ist in Normal-
vektorform gegeben durch

{z elts) — etz - AT 0} .
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Die Streckensymmetrale zwischen ¢(t2) und ¢(t2) in Parameterform durch
t t 1
{0(2)"2”(3) - (efts) —elt2)) A€ R} .

Der Mittelpunkt M (t1,12,t3) des Kreises durch die 3 Punkte c(t1), c(t2) und c(t3)
liegt somit am Schnittpunkt der beiden Streckensymmetralen, d.h. ist gegeben durch

A es) |y (g — )

M(tz,tz,tg) = 2

wobei A Losung der Gleichung

0= {ets) —e) | “LEA) 3 (e ) - L)),

also

(elta) = clt)|e(tr) — elta))

P
2 det (c(tg) —c(ta), c(ta) — C(tl))

ist. Also ist
clt) +efts) |, (clta) —eltlett) —clta))

M(ta,ta,t3) =
2 det (c(tg) —e(t), clta) — e(t1)

] (etts) - c(tg))l.

Fir tl, t2, t3 — t geht
c(ty), c(ta), c(ts) — c(t)
C(t2) — C(tl) C(tl) — C(tg) C(tg) — C(tg)

: ; — (1)
to — 1 t1 —t3 t3 —to
C(tl) - C(tQ) C(tB) - c(t2) 1z
— 1 — t- t
( ty —t2 t3 —ta /(= ta) = 7(0)
also
c(to) +c(t c(tz) — clt1)]e(tr) — c(ts) 1
M(ts, to, t5) = (t2) 5 (fs) < > : <c(t3) - C(tz))
2 det (c(tg) — e(ta), e(ta) — c(tl))
t t
_ cltz) +elts) |
2
c(ta)—c(t1) | c(t1)—c(t3)
< o e > , (C(tB),C(t2)>i
c(tz)—c(tz)  c(t2)—c(t1) c(tz)—c(t2) tz—ta
Qdet( fta (et (h=f3) (tg—fg)‘(tlit3)>

OO (oY —wn e o O
2aer (e, c'0) (¢0)" = olt) + 7757 4

—c(t) +
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Einhiillende - Enveloppe

Zu jeder geometrischen ebene Kurve ist die Familie ihrer Tangenten assoziiert. Wir
wollen nun bestimmen, welche Geraden-Scharen auf diese Weise auftreten kénnen.
Sei ¢ : I — C eine Parametrisierung der Kurve, dann ist die Tangente an der Stelle ¢
durch {e(t) + sc’(t) : s € R} gegeben, oder implizit durch

{z: (zlv(t)) = h(t)}, mit v(t) :=7(t)" und A(t) == (c(t), v(t)).

Nach [3.9]existiert eine eindeutig bestimmte glatte Funktion 6 : I — R mit e?®) = 7(¢)
und somit (—sin(A(t)), cos(A(t))) = i) = i7(t) = v(t) Falls ¢ nach der Bogenlinge
parametrisiert ist, so ist ' = K nach[3.6] Fiir allgemeine Parametrisierungen ist somit
0'(t) # 0 genau dann, wenn die Kriimmung K (¢) nicht verschwindet, denn sei ¢ eine
Bogenlingenparametrisierung, also c¢(t) = &(s(t)), dann ist ¢/(t) = §'(t) & (s(t)) =
s'(t)T(t) = s'(t) e ?® und ¢ (t) = 8" (t) e ?®) + ' (t) i 0'(t) €'’ und somit

K(t) = det(d'(¢),c"(t))  s'(¢)20'(t)  0'(t)

O ORI O
Sei nun umgekehrt eine Schar von Geraden in Hess’scher Normalvektorform
{z: (z]i ™) = h(t)}, mit 6 und h glatt und ¢'(¢) # 0 fiir alle ¢t € I

gegeben. Wir suchen eine Kurve ¢ mit diesen Geraden als Tangenten, d.h. eine Losung
von

<c(t) iem(t)> — h(t)
<c’(t) ‘ ieie(t)> =0
Differenzieren der 1. Gleichung und Einsetzen der 2. liefert:

H(E) = (€ (0] €70) + (ce(t)|i* 70 0 (1)) = —0/(1) e(0)| V).

Damit kennen wir aber die Normalprojektionen von ¢(t) auf die Orthonormalbasis
(eie(t), i eie(t)) und somit ist die sogenannte einhiillende Kurve ¢ gegeben durch

C(t) — <c(t)|ei9(t)> ei&(t) + <c(t)|i61'9(t)>l-ei9(t) — Z:E ; i0(t) + h( ) t).

Fiir die Ableitungen von ¢ erhalten wir somit:

, o' —h'e —h (9/)3

— i0
- @) oo
o' —h'e —h 9/3 . o' —h'e —h 9/3 / )
J = ( ) i 6 eze + ( ) 619
(6)? (6")?

also eine regulire Kurve genau dort wo h' 6" — h” 6" — h ()3 # 0 ist und fiir die
Kriimmung

K det(c’, C//) _ o' —h'e —h (9/)3 2 9/
P (6")

o' —h'e —h (9/)3 -3

()2

B (9/)3

- |h/ " — o — h(9/)3|
Insbesonders liegt die Kurve lokal immer auf der sign(6’) Seite der Tangente. In
werden wir dies noch exkpliziter machen indem wir als bessere Parametrisierung jene

nach dem Winkel der Tangente verwenden werden. Eine klassischere Losungsmethode
dieser Aufgabenstellung ist die im Skriptum in behandelte.
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Ad 9.4

Ein Indizienbeweis dafiir geht mittels Chirurgie wie folgt: Man sucht eine einfach
geschlossene Kurve auf der Fliche M, welche M nicht in zwei Teile zerschneidet, und
verbreitert diese Kurve zu einem Band, also einem am Ende verklebten Rechteck.
Je nachdem ob dieses verdreht verklebt ist oder nicht, ist es ein Mdbiusband oder
ein Zylinder. Wir entfernen diese Band und kleben an den/die beiden Schnittkreise
eine/zwei Kreisscheiben und erhalten eine neue Fliche M’. Umgekehrt entsteht also
M aus M’ durch Ankleben eines Kreuzhaube oder eines Henkels. Wir fahren mit
diesem ProzeB fort, bis die entstandene Fliche ldngs jeder einfach geschlossenen Kurve
in zwei Teil zerfallt. Man iiberzeugt sich, daf§ diese dann homGomorph zur Sphére ist,
denn jede solche Schnittlinie 148t sich zu einem Zylinder erweitern und klebt man
an die beiden Restteile Scheiben, so haben die kleineren entstandenen Flédchen die
selbe Eigenschaft. Also entsteht M aus der Sphére durch Ankleben von Henkeln und
Kreuzhauben. Allerdings ist auch nicht offensichtlich, dafl obiger Prozefl wirklich nach
endlich vielen Schritten abbricht. Weiters bleibt noch zu zeigen, daf} es geniigt nur
ausschlieBlich Henkel oder ausschlielich Kreuzhauben anzukleben. Dazu geniigt es zu
zeigen, dafl wenn man in einen Torus ein Loch schneidet und daran ein Mobiusband
klebt, so ist das das Gleiche, wie wenn man in eine Klein’sche Flasche ein Loch
schneidet und daran ein Mobiusband klebt.

In den folgenden Beispielen habe ich an vielen Stellen mehr Details hinzugefiigt,
darum habe ich sie hier nochmals vollstindig aufgenommen.

Zylinder

1. Gleichung: 22 + %% +0- 2z = R?.
Beachte, daf} dies die gleiche Gleichung wie jene vom Kreis ist, allerdings nun
aufgefait als Gleichung am R3.

2. Parametrisierung: (p, z) — (R - cos¢, R -sin, z). Wir erhalten diese Parame-
trisierung indem wir einen Erzeuger des Zylinders vermége z — (R, 0, z) nach
Bogenldnge parametrisieren und diese mittels Winkel ¢ vermoge

cosp —sing 0
sing cosp O

0 0 1
um die z-Achse drehen also
cosp —singp 0 R Rcos ¢
sing cosp 0)-[0] =] Rsing
0 0 1 z z

betrachten.

Graph: y = v/ R2? — 22 oder x = £/ R? — 32.

4. Trivialisierung: (¢, 7, 2) < (r - cosp,r - sinp, z), das sind die Zylinderkoordi-
naten.

S

Eine Parametrisierung f : R™ O U — M C R™ ist (per Definition) genau dann
langenbewahrend, wenn die Linge jeder Kurve ¢ : [a,b] — U C R™ gleich jener der
Bildkurve foc: [a,b] = M C R"™ ist, also

b b b
[ 1e@ide= [ eorla= [ 17 el @)
a a a
gilt. Die ist genau dann erfiillt, wenn f’(p) fiir alle p € U eine Isometrie ist, also
|f (p)(v)] = |v] fiir alle v € R™
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erfiillt, denn sei v € R™ und ¢; : t — p+tsv. Dann ist ¢s : [0,1] — U fiir alle s > 0
nahe 0 und somit

1 1 1
sl = / 1,(8)] dt = / Fesolde=s [ 17w

und da ¢s — ¢ fiir s — 0 gleichméBig auf [0, 1] konvergiert ist auch

1 1
vl = ; [ (co(t)) (v)| dt = ; [f () ()] dt = [ (p)(v)]

Die Umkehrung ist offensichtlich.

Obige Parametrisierung f : (p,2) — (Rcosp, Rsin g, z) ist nicht lingenbewahrend,
denn

[/ (,2)(L,0)] = Iaif(%Z)l = |R(=singp, cosp,0)| = R # |(1,0)],

fir R # 1. Dies kann aber leicht korrigiert werden, wenn wir die neue Parametrisier-
ung f: (@, 2) — (Re*?/E z) betrachten. Deren Ableitung ist

0
f'(e,2) = | cos(f) 0O
1

Die Spalten bilden nun ein Orthonormalsystem, also ist f/(y, z) eine Isometrie und
somit f Langenbewahrend.

11.3| Kegel
g

Drehung einer Geraden durch Null mit Anstieg o um die z-Achse.

1. Gleichung: tan a = z/y/22 + y2 oder (2% + y?)tan? a = 22. Ersters beschreibt
den Kegel, letzteres den Doppelkegel. Die Gleichung ist nicht regulir bei
(0,0,0), also miissen wir die Spitze entfernen, denn dort ist der (Doppel-)Kegel
keine Mannigfaltigkeit.

2. Parametrisierung: (¢, s) — (s cosa cos g, s cos asin ¢, ssin ).

Diese Parametrisierung erhalten wir, indem wir eine Erzeuger der Kegels nach
Bogenlinge als s — (scos a, 0, ssin «) parametrisieren und diese mittels Win-
kel ¢ vermoge

cosp —sing 0
sing cosp O

0 0 1
um die z-Achse drehen also
cosp —sing 0 scosa $COS L CoS
sing cosp O] - 0 = | scosasingp
0 0 1 ssin o ssina

betrachten.

Graph: z = *tanay/x2 + 32
4. Trivialisierung: (¢, @, 8) < (scos a cos @, s cos asin p, ssin «), das sind die Ku-
gelkoordinaten.

b
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Loaar

Eine bessere Parametrisierung erhélt man durch Aufrollen des Kegels in eine Ebene:

( . >
T COS (¢ COS
’ cos o
(xvy)H(ra¢)H<5:r’@:COSOK)'—) Tcosasin( v ) ’
cos «
7 sin o

wobei (z,y) kartesische und (1, r) Polarkoordinaten in der Ebene sind.
Die Ableitung dieser Parametrisierung ist die Zusammensetzung von

cos a - cos(co"i’a) —rcosa - sin(col/ﬁ) 1 0 costp  —rsing —1
cos « - sin( ) reosa-cos(=4-) | - 1] =
cos a cos a 0 —— siny  rcosy
sin o 0 cosa

s
. P . P « P
cos a cos P sm(m)—&-sm P cos( ) cos « sin ) blIl( — ) +cos cos(

Ccos & cos o« cos & )
cos o cos P sin a sin ¥

o cont con{ )i in( ) conor s con( ) —cony ()
(cosa cos Y coa(cosa siny sin( ;555 cos o sin ) cos( o5t ) —cos Y sin( oo

von der man mit ldngerer direkter Rechnung zeigen kann, daf} sie isometrisch ist.

Sphire

1. Gleichung: 2% + 3% + 22 = R?

2. Parametrisierung: (p,0) — (R cos 6 cos ¢, R cos 0 sin ¢, Rsin §) mit Lingengrade
© und Breitengrade 6. Wieder erhalten wir diese Fldche indem wir die Schnitt-
kurve mit der z-z-Ebene betrachten, dem vermoge 6 — R(cos6,0,sin f) para-
metrisierten (Halb-)Kreis und diesen mittels Winkel ¢ um die z-Achse drehen

um
cosep —sing 0 Rcos6 Rcosfcosp
sinpp cosep 0] - 0 = | Rcosfsinp

0 0 1 Rsin6 Rsind

zu erhalten.
3. Graph: z = ++/R? — 22 — ¢?
4. Trivialisierung: Kugelkoordinaten.
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Man kann eine Sphére auch parametrisieren, indem man auf den beriihrenden Kegel
mit Anstieg o projiziert:
Rcosfcosp
(@) = (,5) = (p,0(s)) — [ Reostsing |,
Rsinf

dabei sind (¢, s) die Parameter der obigen Parametrisierung des Kegels und (¢, 6)
die Parameter der Sphére sind.

Spezielle Wahlen der Funktion 6 liefern die Radialprojektion, bzw. die Normalpro-
jektion auf die Erzeugenden des Kegels, siche Aufgabe Insbesonders ist man
an Féchen- bzw. an Winkel-erhaltenden Abbildungen interessiert, denn wie wir noch
sehen werden ist eine Lingenerhaltende Abbildung nicht mdoglich — man kann die
Sphére nicht durch Aufwickeln eines Blatt Papiers erzeugen.

Besonders wichtig ist die stereographische Projektion: Man projiziert von einem
Punkt der Sphire (0.B.d.A. dem Nordpol) auf die Tangentialebene im antipodalen
Punkt.

Esist 28+ (2 —0) =7 = =7+ % und somit ist
s T 0 1+ tan(6/2)
Z—tanf=tan (4= | = ——— L2
5 = tanf = tan (4 * 2) 1 — tan(6/2)

Diese Projektion ist winkelerhaltend und Kreise werden auf Kreise oder Geraden

abgebildet, siehe Aufgabe

Fiir die Seefahrt ist diese Darstellung der Sphére allerdings nicht optimal: Dort ist
man besonders an den Loxodromen interessiert, dafl sind jene Kurven auf der Sphére,
welche die Langenkreise unter einen fixen Winkel schneiden, denn das sind gerade
die Bahnen die man zuriicklegt wenn man beziiglich Norden (Polarstern oder Kom-
pass) konstanten Kurs hélt. In der stereographischen Projektion sind die Bilder der
Léngenkreise Geraden durch 0, also die Loxodrome komplizierte Spiralen. Projeziert
man hingegen auf den lings des Aquators berithrenden Zylinder, dann werden die
Léngenkreise parallele Geraden und wenn man die Projektion Winkel-erhaltend wahlt
(die sogenannte Merkator-Projektion) dann sind auch die Loxodrome Geraden, also
der Kurs sehr leicht durch Einzeichnen der Verbindungsgerade zwischen Start- und
Zielort zu bestimmen.
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[I1.6] Torus

\J

(A + acos) cos p

(p,9) — | (A+acosy)sing |,
asin

1. Gleichung: 22 + (\/W — A2 =a?

2. Parametrisierung:

mit Langengrade ¢ und Breitengrade 1.

Fiir den speziellen Torus 22 + (y/22 +y2 — A)? = A2 — 1 = a® mit A > 1 berechnen
wir das Urbild unter der stereographischen Projektion R* > % — R? beziiglich des
Punktes (0,0,0,1) € R* wie folgt:

i 214 (z.p)p ist.
1- <‘T7p>

1
(55171/17372ay2) = 1 (xlyylwrQuO) da Yy =
— Y2

Diesem Torus entspricht folgende Teilmenge des R*:
vyt =1

2 2 2 2
( s > +<MA> g

I—ya 1=y

Unter Verwendung der ersten Gleichung formen wir die zweite wie folgt um:

2 2 2 2
0< Z2 > Jr(\/xl T A) A% 41

1—y2 11—y
I SN G TPV S T
(1—-9y2)?2 (1 —y2)? 11—y
o 1—w? oA 1 — (222 4 y2?) 1
T (1—yy)? 1— +
( Y2) Y2

S2=1+y2+ (1 —y2) = 241 — (222 + y2?)
Also wird der Torus durch folgendes Gleichungssystem beschrieben:
Py’ +a g’ =1

1- (I22 + y22) =

A2
1
2+ y = T Kreis im R? x {(0,0)}
<
A1 a?
To? +yo? = — = % Kreis im {(0,0)} x R?

Der Torus ist also das kartesische Produkt S! x S von zwei aufeinander normalste-
henden Kreisen.

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 13. Februar 2007 13



Die Parametrisierung

1 1 . a2 2 a2 . 2
(.16) 1= (55 cos(A%), g5 sin(A%p), T3 cos(4£), T sin(42) )
ist dann Léngenbewahrend, also la8t sich ein Torus im R* durch Einrollen einer Ebene
erzeugen.

Beispiel.

Der Raum L,.(n,m) aller T € L(n,m) von fizen Rang r ist eine Teilmannigfaltigkeit
der Dimension v (n+m —r).

Fiir mazimales v = min{n,m} ist diese Dimension n-m = dim(L(n,m)), also ist

L,.(n,m) offen in L(n,m).

Beweis. Wir beschreiben L,(n,m) lokal als Graph. Sei dazu Ty € L,(n,m), d.h.
rang(Tp) = dimBildTp = 7. Es sei F := Bild Ty und E := Ker 7. Dann ist Ty|g :
E — F injektiv, und wegen dim £ = n — dimKerTy = dim Bild Ty = dim F' sogar
bijektiv. Beziiglich der orthogonal-Zerlegungen R” = E @ E+ und R™ = F @ F* hat
also Tp folgende Gestalt:

(AO BO> mit By =0, Cy =0, Dy =0 und Ay invertierbar.

Co Do
Sei nun U die (wegen GL(FE) C L(E,E) offen) offene Umgebung aller Matrizen
T = é g mit A invertierbar. Dann liegt T in L,.(R™,R™) genau dann wenn,

dimBildT = r. Es ist
A A B\ (v\ [(Av+ Bw
w) \C D)\w) \Cv+Dw)"’
Somit ist T' (:;) = 0 genau dann, wenn v = —A~'Bw und Cv + Dw = 0, oder

dquivalent v = —A~1 Bw mit CA~!Bw = Dw. Es ist also 7 = rang T = dim Bild T =
dimDom T — dimKer T = n — dim Kern T’ genau dann, wenn alle w € E+ die Glei-
chung CA~!'Bw = Dw erfiillen, d.h. D = CA™'B ist.

Die Abbildung

g:{(é g)eL(n,m):AEGL(E,F)}—>L(E{FL), (é Jé)HCA—lB

ist auf der offenen Teilmenge U des linearen Teilraums

{(& D) etum:n=o}

definiert und glatt und ihr Graph beschreibt L, (n,m) in der offenen Menge

{(é g) € Linm): Ac GL(E,F)}

Die Dimension von L,(R™,R™) ist somit nm — (n—r)(m—7r)=r(n+m—r). O

Beispiel.

Die Grafimannmannigfaltigkeit G(r,n) der r-Ebenen durch 0 im R™ ist eine Teilman-
nigfaltigkeit von L(n,n) der Dimension r (n — r).

Wenn wir » = 1 wéhlen, dann erhalten wir als Spezialfall die projektiven Riume
P! = G(1,n) der Geraden durch 0 in R™.

Beweis. Wir identifizieren die linearen Teilriume des R™ mit den orthogonal-Projek-
tionen auf sie. Damit ist G(r, n) eine Teilmenge der Mannigfaltigkeit L, (n,n). Sei Fy
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ein Teilraum von R™ der Dimension r und Py die ortho-Projektion auf Ey. Beziiglich

der Zerlegung R" = Ey @ Eg ist Py dann durch <(1) 8> gegeben. Eine Umgebung
A B

C CA™'B
A gegeben. Eine lineare Abbildung P ist genau dann eine ortho-Projektion, wenn
sie idempotent (P? = P) und selbstadjungiert P = P! ist, oder dquivalent mit
einer Gleichung, wenn P'P = P ist. In der Tat: Daf} P eine Projektion ist, bedeutet
Plgia p = id, d.h. P2 = P, und eine Orthogonalprojektion zu sein bedeutet Ker(P) =
Bild(P)*. Aus P? = P folgt aber Ker(P) = Bild(1 — P), denn P(1 — P) = 0 und
Pr=0= 2 =12— Pz =(1— P)z. Somit ist Ker(P) L Bild(P) genau dann, wenn
0 = ((1 — P)x, Py) = (x, (1 — P")Py) fiir alle z, y, d.h. P = P'P. Umgekehrt folgt
P! = (P'P)! = P'P = P und somit P = P'P = P2, Fiir die Matrix (é C’ABilB>
ist das genau dann der Fall, wenn A = A® und B' = C (dann ist auch (CA~!B)! =
BY(AH)~1C* = CA™1B) und

von Py in L,.(n,n) ist dann durch die Matrizen ( mit invertierbaren

AtA+CtC A'B+C'CA'B B
B'A+ BYAY)-1C'C BB+ BY(AY)"1C'CA~'B) ~

(At ct A B \ (A B
~\Bt Btay-ict)\c ca'B) ~\c ca'B

oder #quivalent A*A 4+ C*C = A und damit

A'B+C'CA™'B=A'B+(A—- A"A)A™'B = B,
B'A + B'(AY)'C'C = B'A+ B (A") "} (A - A'A) = BY(AY) A =C

und

B'B+ BY(ANY'C'CA™'B = B'B+ B'(A") " '(A - A'A)A™'B
=B'(A")"'B=CA™'B

Zusammen sind die Gleichungen also A'A + C'C = A (= A" = A), B = C" und
D = CA7'B. Dies sind 2 + (n — r)? + r (n — r) unabhiingige Gleichungen, und
folglich sollte die Dimension von G(r,n) gerade n? — (12 +n? — 2nr +r2 +nr —r?) =
nr —r? = r(n — r) sein. Diese Gleichungen beschreiben G(r,n) lokal als Graph von
(A,C) — (B,D) = (C',CA~1C") iiber der Teilmenge {(A4,C) € L(Ey,R") : A €
GL(Eyp), A'A+ C'C = A}

Es bleibt also zu zeigen, dafl die Gleichungen regulédr sind und dafiir ist es genug die
Regularitit der ersten Gleichung A*A + C'C' — A = 0 zu zeigen. Ihr Differential in
Richtung (X,Y) ist (X,Y) — X'A+ A'X — X + Y!'C + C'Y. Wir miissen also die
Gleichung X'A + A'X — X + Y!C + C'Y = Z fiir (4,C) = (1,0) also X* = Z nach
(X,Y) 16sen. Offensichtlich ist (Z%,0) eine Losung. O

[I4.19] Niedere Dimensionen

SL(2) = {(z 2) ca,beC, |a)® = |bf? = 1},
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wobei der Isomorphismus durch Konjugation mit U := (i _ii) geben ist, siehe m
und [72.62] denn

U—l.(a1+i042 51+iﬂ2)_U:<Oz1+ﬂ1 042—ﬁ2):(a b)
5172'52 Oél*iOéz 70[2752 C\(lfﬂl C d

oq:a;rd
a2:b;c

= ﬁ_afd
1= 73

b

Py = -4t

Beachte dafl die Quadrik {(a,b) € C? : |al® — |b|*> = 1} vermége (a,b) — (2

la]?

b) =
a . 1 . . . . . .
( Wi b) diffeomorph zu S* x C ist. Allerdings sieht die induzierte Gruppenstruktur

auf S x C sehr kompliziert aus.

Beispiele glatter Abbildungen.

3. Die Bild-Abbildung Bild : V(k,n) — G(k,n) ist glatt, denn als Abbildung
von V(k,n) := {T € L(k,n) : T'T = id} — G(k,n) C Li(n,n) ist sie durch
T +— TT"! gegeben: Offensichtlich ist TT* die ortho-Projektion ((TT*)!(TT") =
TUTYTT =T id Tt = TT?) mit BildT 2 BildTT* 2 Bild TT!T = Bild T

Tangentialraum und Derivationen

Die Ableitung f/(z) einer Abbildung f : R™ — R™ an der Stelle z ist definiert als die
lineare Approximation an die nach 0 verschobenen Funktion f.

Satz (Tangentialvektoren als Derivationen).
Die Abbildung

T,M x C*(M,R) — R
(v, f) = (Tpf)(v)
induziert einen linearen Isomorphismus
T, M — Der,(C*°(M,R),R)
vm0,( 1 f o (T,)(©)

Fiir jedes glatte f : M — N entspricht der Tangentialabbildung T, f von f via ®
folgende Zuordnung auf der Seite der Derivation:

(O3

M % . Der,(C>(M,R),R) 5 B
T, f ()"
® P %) *
Ty N ™ Derj () (C®(N,R),R) 5 (g O(go f))=0o f

Beweis. Wohldefiniertheit: Die Abbildung T,M x C*(M,R) — R, (v, f) —
(T f)(v) ist klarerweise bilinear, also induziert sie eine lineare Abbildung T,M —
L(C>(M,R),R) durch v — (f — (T}, f)(v)). Diese Abbildung hat Werte im Raum der

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 13. Februar 2007 16



20l TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

Derivationen iiber p, denn seien f,g: M — R zwei glatte Funktionen und v € T,M
dann gilt nach der Produktregel

Ou(f-9) =Tp(f-9)(v) = f(p) - (Tpg)(v) +g(p) - (Tf)(v).

Sei f: M — N glatt und x € M. Dann kommutiert obiges Diagramm, denn fiir
v € T,M und g € C*(N,R) ist (P 0 T f)(v)(9) = (L) 9)(Tuf)(v)) = (Tu(g o
(w)=090(go f),da d:=&,(v) auf h € C°(M,R) durch 9(h) = (Txh)(v) wirkt.

Lokalitét von Derivationen: Wir zeigen zuerst, daf jede Derivation 0 von C*° (M, R)
iiber p € M ein lokaler Operator ist, d.h. der Wert 9(f) nur von f € C*°(M,R) nahe
p abhéngt.

Seien also f1, fo € C*°(M,R) mit f; = f2 nahe p vorgegeben. Sei f := f; — fo und
sei g € C®°(M,R) so gewihlt, dafl g(p) = 1 und daB der Tréger von g in der Menge
der z mit f(z) = 0 enthalten ist. Dann gilt:

0=0(0)=0d(g-f) = g\@'a(f) +@~3(g) =0(f).
1 0

Daraus ergibt sich auch, dal 9(f) = 0 fiir alle konstanten Funktionen f, denn 9(1) =
0(1-1)=1-9(1)+9(1) -1, also 9(1) = 0.

Bijektivitit fiir offene Teilmannigfaltigkeiten: Wir wollen zuerst fiir den Spe-
Zalfal 0 =p e M =U O{En R™ die Bijektivitit von ® beweisen. Sei (e;), die
Standardbasis im R™ ist, dann kann jeder Vektor v € T,M = R™ in der Basis als
v =73, v'e; entwickelt werden. Betrachten wir nun

O :T,M > v+ 0, € Der,(C*(M,R),R)
m

mit 9, (f) := (T,£)(v) = f'(p)(v) =D _(0:f)(p) - v,

i=1

wobei 0; f die i-te partielle Ableitung von f ist, d.h.

@:f)(p) =& |, Flp+te') = f'(p)(e).
Also ist die Derivation 0,, nichts anderes als “Richtungsableitung d,, in Richtung v zu
nehmen” und @ ist injektiv, denn die Komponenten von v kénnen vermoge

m

dy(pr;) = > _ (9ipr;)(p) v =0’

aus 0, eindeutig rekonstruiert werden.

Umgekehrt ist & aber auch surjektiv, denn fiir 9 € Derg(C*°(U,R),R) und f €
C>(U,R) folgendes:

1 1
fla)=10) = [ Pl = [ S (@)t

m 1
= Zml/ (0; f)(tx)dt fiir x nahe 0.
i=1 0
—_—

=:h;(z)
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20l TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

und weiters, da 0 ein lokaler Operator ist,

m

a(f)=0(f(0)) +0 (Z pr’ h) =0+ [ar) w +pr*(0)-0(h;)
=1 =1 (9 £)(0) :“0

Also ist A(f) = 0,(f) = ®(v)(f) fiir alle f.

Bijektivitdt im Allgemeinen: Sei nun M eine Mannigfaltigkeit, p € M und ¢ eine
lokale Parametrisierung von M zentriert bei p. Folgendes Diagramm zeigt, dal @,
eine Isomorphismus ist:

T
R"M — T, U 0¥ LM C— >R

Lo l’: ®p \L
(incl*)*

Derg(C*(U, R), R) —~X Der, (C=((U), R), R} s Der,,(C>(M, R), R)

IR

Dabei ist Ty ein Isomorphismus nach Dy ist einer wegen des Spezialfalls; (©*)* :
O (f — 6(f o)) ist einer, da ¢ : U — @(U) ein Diffeomorphismus ist; und
schlieSlich ist der rechte untere ein solcher, da Derivationen lokale Operatoren sind;
Also ist auch ®, ein Isomorphismus, und somit der Satz bewiesen. O

Bemerkungen

Die Ableitung von T an der Stelle (z,v) € TU = U x R™ in Richtung (w,h) €
R™ x R™ ist

(Tep) (2, v)(w, h) = (¢ (x)(w) + 0,¢" () (w,v) + &' (x) (h)).
Die Jacobimatrix von T'¢ bei (z,v) ist somit:

(i o)

Da ¢ regulir ist, ist ¢’(z) invertierbar und somit auch die Jacobimatrix von T'¢, d.h.
T ist regulér.

Bemerkungen

1. Zu zwei Vektorbiindelkarten vy : U x R™ — p~Y(U) und ¢y : V x RM —
p~1(V) ist der Vektorbiindelkartenwechsel

Yol oy (UNV)xRF - p™(UNV) - (UNV) x RF
von der Form
(xa ’U) = ((prl 01/)\71 © ’l/}U)(‘rv ’U), (pI‘2 01/1;1 o ¢U)($7 ’U))
=z =y (z)w

Die wesentliche Komponente (pry othy,! 0 9by) : (U x V) x R™ — R™ haben
wir dabei durch ¥y = (pryoty' o ¥y)Y : UNV — L(k,k) beschrieben
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20l TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

(beachte dabei, daB z/J;l o ¢y faserweise linear ist). Diese Abbildung vy
heifit TRANSITIONSFUNKTION. Es hat ¢y Werte in GL(k) C L(k, k), denn
die Inverse zu Yy y(z) ist Yyv ().

4. Nach Konstruktion ist die Abbildung ’([JUV (UNV) x RF — R* mit &VU :
(z,v) — Yyy(x) - v glatt. Und wir behaupten nun, dafl dies dazu fquivalent
ist, da Yyy : UNV — GL(k) C L(k,k) selbst glatt ist. Um das zu be-
weisen, bezeichnen wir mit ev die glatte (da bilineare) Evaluationsabbildung
ev: L(k,k) x RF — R* (A,v) — A-v.

(<) gilt, da

Yy =evo(Yyy X id[ge) : (UNV) x RF — L(k, k) x R¥ — R*

(=) Esist ¥y : UNV — L(k, k) C°, falls ev, opyy glatt ist Vy € R¥. Das
ist der Fall, denn

(evy 0 Py (z) = Yyu(e) -y = Yyu(z,y)
= evy o Yyy = zﬁVU(,, y)ist C*° VY y.

5. Sei nun M eine Mannigfaltigkeit und p : £ — M eine auf einer Menge E
definierte Abbildung so, dafl eine Familie von fasertreuen Abbildungen vy :
UxRF — p~1(U) existiert, wobei die U eine offene Uberdeckung von M bilden
und die zugehorigen Transitionsfunktionen ¢y : UNV — G L(k) wohldefiniert
und glatt sind.

Dann koénnen wir E auf eindeutige Weise zu einer Mannigfaltigkeit machen,
sodafl p: E'— M ein Vektorbiindel mit Vektorbiindelkarten vy wird:

Als Parametrisierungen von E konnen wir ¢ o (¢ x R¥) verwenden, wobei die
Yy die gegebenen fasertreuen Abbildungen und ¢ Parametrisierungen von M
sind. Die Kartenwechselabbildungen sind dann (v o (¢2 x R¥)) =1 o (v 0 (g1 %
RF)) = (p3' 0 o1, thvu o ((¢31 0 1) x R¥)). Nach Konstruktion sind somit
die 1y Faserbiindelkarten und wir konnen die Fasern F, vermogen diesen zu
Vektorrdumen machen und zwar so, dafl die ¥y faserlinear werden.

Beweis von 28.3.

Wir zeigen jetzt, dal U C R x M offen in der Produkttopologie ist und FI
darauf C*°: Fiir p € M sei

I:={t¢e [O, tﬁ_) : Fl ist auf einer offenen Umgebung
von [0,t'] x {p} C U definiert und glatt}.

Wir zeigen indirekt, dal I = [0,%}) ist (analog geht man fiir t* vor):
Angenommen I C [O,t; [ Sei tg = inf([(),t;'[ \ I) und ¢ := Fl(to,p). Fiir
p € M existiert nach dem Satz iiber Differentialgleichungen im R™ eine offene
Umgebung von (0, p) € R x M, auf welcher der Flufl F1 definiert und glatt ist,
somit ist tg > 0.

Ebenso ist Fl auf einer Umgebung (—¢,¢) x W von (0, ¢) glatt und wegen der
Stetigkeit von ¢ — F1(t, p) bei ¢, existiert ein 0 < § < € so, dal Fl(tg — d,p) in
W enthalten ist. Nach Konstruktion von ¢ ist F1 auch auf einer Umgebung von
[0,to—d] x {p} glatt. Somit bildet x — Fl(tg—J,x) eine Umgebung von x glatt
nach W ab und damit ist die Zusammensetzung (s,z) — Fl(s,Fl(tg — 4, x))
auf einer Umgebung von [0,0] x {p} glatt. Wegen der Einparametergruppen-
Eigenschaft ist Fl(s, Fl(tg—d, 2)) = Fl(s+to—d, x), also F1lokal um [ty —4, o] X
{p} glatt. Insgesamt ist Fl auf einer Umgebung von ([0, tg — d] U [tg — d, to]) X
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20l TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

{p} =[0,10] x {p} glatt, und damit eine Umgebung von ¢, in I enthalten, ein
Widerspruch zur Annahme.

Ad[52.3

3 ... Eine Kurve ¢ : s — (z(s),t(s)) ist genau dann Kriimmungslinie, wenn
s — t(s) oder s — x(s) konstant ist.

Ad 523
Wegen A(z) := - Spur(Ly(y)) ist A : R™ — R glatt.

m

Ad[52.9

Es sei nun: g(t; x,y, 2) := ﬁ+byf1—2z+c+tmita>bundceR.

Ad [B2.11]

Den Fall m = 2 haben wir bereits in behandelt.
Es wird auf das Dreieck mit Ecken f(0) =0, f(e1), p(r) f(e2) abgebildet.

Ad
- Pt X Ps
s < 908|7
26.23Proposition.

Es sei M C R? eine Fliche und X1, Xo punktweise linear unabhdngige Vektorfelder
auf M. Dann existiert eine lokale Parametrisierung ¢ von M mit 0;o(u) parallel zu

Xi(p(u)) fir i €{1,2}.
Fiir Hyperflichen im R™ mit n > 3 ist der analoge Satz falsch!

Direkter Beweis. Sei i eine lokale Parametrisierung von M und Y; die lokalen
Vektorfelder auf R? mit T, - Y;(v) = X;(¢(v)). Wir suchen einen lokalen Diffeo-
morphismus h : R? — R2, (v!,v?) — (ul,u?) mit ¢ := 1 o h~! wie gewiinscht, d.h.
9;0(u) parallel zu X;(p(u)). Dies bedeutet: 0 = (u?) (v)-Y;(v) = Zi:l Ou'(v)- Y} (v)
fir i # j, denn dann ist (h=1)'(u) - e; = W' (h~1(u))~! - e; parallel zu Y;(h~*(u))
und somit d;p(u) = Th-10,)¢ - (h71) (u) - e; parallel zu Th-1(,)? - Yi(h ™ (u)) =
Xi((h=t(u))) = X;(¢(u)). Obige partielle Differentialgleichungen von der Form
Oru(v) - Y(v) + dau(v) - Y2(v) = 0 sind losbar, denn sei t +— v(t) eine Integral-
kurve des Vektorfelds Y, dann ist Lu(v(t)) = d1u(v(t)) - (v1)(t) + dou(v) - (v?)'(t) =
Oru(v(t)) - Yi(v(t)) + dau(v(t)) - Y2(v(t)) = 0 fiir jede Losung u der partiellen Dif-
ferentialgleichung, also u o v konstant. Also ist u(F1¥ (,v)) = u(v). Wenn wir somit
v auf einer Kurve normal zu Y vorgeben, so ist v dadurch lokal definiert und erfiillt
die partielle Differentialgleichung. O

Beweis mittels kommutierender Vektorfelder. Vergleiche dies mit [29.12] Seien
X1, X5 punktweise linear unabhéngig. Dann existieren lokal Funktionen a; > 0 mit

0 = [a1X1,a2X2] = ara2[X1, Xo] + a1 X1(a2)Xo — a2 Xo(a1) Xy = a1a2<[X1,X2] +

Xalas) y %1‘“))(1) und somit nach [29.12| fiir k = 2 eine Karte ¢ mit 8;p = a;X;

az

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 13. Februar 2007 20



20l TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

fiir ¢ = 1,2, denn [X1, Xa] = b1 X1 + b2 Xo mit glatten Koeffizienten Funktionen by
und by und somit miissen wir nur die partiellen Differentialgleichung erster Ordnung
%za"‘) = by und analog %ﬁl) = —b; 16sen, was offensichtlich moglich ist, denn dazu
kénnen wir die Werte auf einer Kurve transversal zu X beliebig vorgeben (nach [20.12]
fir £ = 1 kénnen wir zu einem nicht verschwindenden Vektorfeld X eine Karte ¢ mit

X = 01 finden). O

Folgerung.

Es sei M C R? eine Fliche ohne Nabelpunkte. Dann existiert eine Parametrisierung
p, sodafl die Parameterlinien Krimmungslinien sind.

Beweis. Wir konnen die (bis auf Vorzeichen) eindeutig bestimmten normierten Haupt-
kriimmungsrichtungen betrachten. Diese sind punktweise linear unabhéngige Vektor-
felder und sind glatt, denn die Koeflizienten K und H des charakteristischen Poly-
noms von L sind glatt und somit auch die zwei (verschiedenen) Hauptkriimmungen
und damit auch die zugehorigen bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmten normierten
Eigenvektoren. Somit existiert nach [26.23] eine Parametrisierung ¢ mit 9, proportio-
nal zu den normierten Hauptkriimmungsrichtungen, also sind deren Parameterlinien
Kriimmungslinien. O

Definition (Minimalfliche)

Eine Fliche heift MINIMALFLACHE, falls sie (lokal) ein kritischer Punkt fiir die Ober-
fldche ist, d.h. wenn wir sie nur lokal (bzw. auf einem kompakten Teil) variieren. Wir
brauchen also nicht die gesamte Oberfléche (die unendlich sein kann), sondern nur
jenen Teil, der sich éndert, betrachten.

Nach [?,[8.1.5] ist die Oberfléiche einer durch Parametrisierung ¢ : R*? O K — M C R?
mit kompakten J-meffbaren K durch

vol(M) := /K |01 x Dap]|

gegeben, also

vol(M) == /K V012 IP 0201 — (@112} = /K VEG - F?
— [ et
K

wobel g;; := (g;|g;) die Koeflizienten der ersten Fundamentalform mit g; := ;¢
sind. Allgemeiner gilt fiir parametrisierte Hyperflichen M C R™, daf§ ihr n — 1-
dimensionales Volumen durch

vol(M) :/K det((gi,j)i,s)

gegeben ist.

Satz, [?].

Eine Fliche ist genau dann eine Minimalfldche, wenn H = 0.

Beweis. Das vorliegende Variationsproblem besteht also darin, die kritischen Punkte
der Funktion M +— vol(M) € R zu bestimmen. Sei die Fliche M ein kritischer Punkt
dieses Funktionals. Jede in der Néhe von M liegende Fliche 148t sich (per Definition)
als {z + f(z)v(z) : * € M} mit einer reellwertigen glatten Funktion f : M — R

darstellen. Somit muff 2- ‘ . vol(M*') = 0 sein, wobei M* die Fliche {z+t f(z)v(z)}
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ist. Dazu miissen wir %

volys¢ bestimmen. Wir wiahlen eine lokale Parametrisierung
0

¢ : U — M von M mit zugehérigen lokalen Koordinaten (ul,...,u™). Eine lokale
Parametrisierung von M* ist dann ¢f(u) = p(u) + ¢ f(¢(u))v(p(u)). Lokal ist

volyre = y/det(gt ;) du' A--- A du™,

gi =0 = 3¢¢+t<5¢(fw) (Vo) +(fop)- 31'(V090))

und g; ; := (gi, g;). Also ist

i\wﬁ:(@qow~wowwufo@~u@>)=(iﬁw+¢-um0

Somit ist

wobei

% |0 gfvj = <gz’% |0 g;> + <% |0 gfvgj>
=f-OL@w%@@+%&%L@jD)=ﬂfMW

und weiters
1 1
2 \/det(g; ;)

= y/det(gi,;)(f o ¢) Spur ((gi’j)_l(hi’j)>

= \fdet(g.)(F o) Spur L
= m\/m(fo@) H.

Dabei haben wir verwendet, daf det’(A)(B) = det A - Spur(A~!B). Also:

4| ety ) = d%@mﬁmncmﬁ%imgho

% |0 volpre = mf H volyy

Schlulendlich gilt:
Gy vol(MY) = £|,_, / volpre = / &,y volare

=m f Hwvoly;.
M

Soll das fiir alle in der Ndhe von M liegenden Flidchen gelten, d.h. fiir alle f : M — R,
so muB H = 0 sein (withle f = H). O
Ad
Obige Fragestellung ist natiirlich ein Variationsproblem und die Methode ist jene von
Euler-Lagrange, siehe [?,]9.4.16-9.4.18§].
Ad[B74

da ’(t) € (T.;yM)* und somit ¢’(t) L (z(t)*,0) gilt.

Satz (GauB3-Kriimmung als Stérung der Mafle von Kreisen).
Seien geoditische Polarkoordinaten ¢ um x € M gewdhlt. Mit L(r) bezeichnen wir
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die Linge bzw. mit A(r) die Fliche des Inneren der geoddtischen Kreise 0 — o(r,0)
so gilt:

1. K(z) = 2lim,o 2rm—L(r) [BertrandPuiseaux1848]

r3
2. K(z) = 2lim, o ZAC  [Diquet1848]
Die Gauf-Krimmung mifit also infinitesimal um wieviel der Umfang, beziehungsweise
die Fldche eines geoddtischen Kreises im Vergleich zu einem FEuklidischen Kreis zu

klein bzw. zu grofS ist.

Beweis. Geoditische Polarkoordinaten ¢ sind nach gegeben durch p(r,0) =
exp,.(rv(0)) mit v(#) = cos(f) v + sin(f) v1. Wir wissen bereits folgendes iiber die
Funktion /G := |gg|: Die Funktion G = |pg|? ist glatt und verschwindet nur fiir
r = 0. Also ist auch v/G glatt fiir 7 # 0 aber nicht notwendigerweise fiir ¢t = 0. Wir
miissen aber das Verhalten bei 0 studieren. Dazu verwenden wir die Jacobi-Gleichung

KVG+ (@ 2 VG =0 aus Die Taylorformel der Ordnung 1 mit Integralrestglied
(siehe [?,16.3.11])

f(2) = £0) + /(0) () + / (1= )" (t2) (z, )t
liefert
o (r,0) = exp, ( v(6))

= exp,(0) =z + exp’(0)(rv(0)) + / (1 —t)expl(trv(0))(rv(),rv(0))dt
—id 0

=z +rvd) 4 r? /0 (1 —t)exp(trv(0))(v(R),v(0))dt,

=:g(r,0)

wobei g eine glatte R™-wertige Funktion ist. Durch partielles Differenzieren nach 6
ergibt sich:

o(r,0) =7 (v'(@) +r %g(r, 9))
und somit ist fiir r > 0
VG(r,0) = |pg(r,0)| —7‘\/\ 0)[2 + 2r (v'(0)| 55.9(r,0)) + r2(Z5g(r,0)| 559(r, 0))

glatt (wegen |v'(0)] = 1) und insbesonders gilt fiir die rechtsseitige Ableitung bei 0:

Llrmo/G(r,0) =0+ 1.
Aus der Jacobi-Gleichung folgt

(%)2 lr=0V/G(r,0) 2)/G(0,0) =0 und durch Differenzieren
VG af
0) = K — -
ey /L
e
Cor3
Aus der Taylorformel der Ordnung 2 mit Integralrestglied (siehe [?,[6.3.11]) ist

1(1_42853
\/@(7‘,9):04—7‘—&-04—/ u 2,t) 88?@%9)7"3&
0 .

also

(0,0) = —1K(z) +0
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also
_ 1 1— 2 93
lim % — Lim / (1-#)70 \/é(tr,e) dt
r—0+ T r—0+ Jo 2! or3
*VG L1 —1)? 1
s (00 /0 ST @) 3]
Somit ist wegen L(r) = f02 | (r,0)| dO
2w 2 0
K(x):§ K@) b0~ i §/ %(w
T Jo 6 r—0+ m Jo T
_3 lim 2rm — L(r)
T r—0+ r3

Fiir die Fliache erhalten wir

rop2m 2m
Ar) = / / VG(p,0)dodp = A'(r) = / VG(r,0)do = L(r) =
o Jo 0

. —Ar) . 2rm—L(r) 1 K(x)m ™
™ T
59.6| Folgerung.
gerung

Sei M eine kompakte Riemann-Fliche, dann gilt:

1. Es gibt Punkte p € M mit sgn(K(p)) = sgn(x(M)).

2. Ist K > 0 aber nicht konstant 0, so ist x(M) =2, d.h. M ist diffeomorph zur
Sphire S?, oder x(M) = 1, d.h. diffeomorph zur projektiven Ebene P2.

3. Ist K = 0, so ist x(M) = 0, d.h. M ist diffeomorph zum Torus oder zur
Kleinschen Flasche.

4. Ist K < 0 aber nicht konstant 0, so ist x(M) < 0, d.h. M ist diffeomorph zu
einer Sphdre mit mindestens 2 Henkeln oder mindestens 8 Mdbiusbdndern.

Lemma (Schmiegtorse).
Sei ¢ eine Kurve in einer Fliche M, fiir welche es ein Vektorfeld w in T M lings c

gibt, mit 11(c'(t),w(t)) = 0 und {c'(t),w(t)} linear unabhingig fir alle t. Dann ist
(s,0) — c(0) 4+ sw(0) eine Torse, die sogenannte SCHMIEGTORSE, da sie die Fliche
lings c beriihrt.

Die Ezistenz so eines Vektorfelds w ist unter der Voraussetzung K (c'(t)) = 0 fir alle
t gewdhrleistet.

Beweis. Es sei K(¢/(t)) = 0 fiir alle ¢. Sei @ ein Vektorfeld in TM lings ¢ wel-
ches punktweise linear unabhiingig von ¢’ ist (also z.B. @w(t) := ¢(¢) x v(c(t))).
Wir machen den Ansatz w(t) := @(t) + A(¢) ¢/(¢). Dann ist auch w punktweise li-
near unabhingig von ¢ und tangential an M. Schlielich ist 0 = II(c/(¢), w(t)) =
II( (), w(t) + A(t) < (t) = II((t), w(t)) + A(t) K(c'(t)) (also das gesuchte Vektorfeld

w) genau dann, wenn A(t) = %

Sei nun w so ein Vektorfeld und 0.B.d.A. |¢/(t)| = 1 = |w(¢)|. Dann parametrisiert
¢ :(s,0) — c(0) 4+ sw(P) fiir s nahe 0 eine Regelfléche, denn
©s(5,0) = w(0), und py(s,0) = ' (0) + sw'(0),
={vs(0,0),09(0,0)} ist linear unabhéngig.
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Diese Regelfliiche ist sogar eine Torse, d.h. nach | K = 0, denn mit v(t) := v(e(t))
erhalten wir

1 1 , foay
e=—5 det(ps, vo, ps.s) = 5 det(w,c +sw',0) =0

1 1
[ =——det(ps, po, ps.0) = ——= det(w,c’ + sw',w’)

D D
1 ! 11 /
=-5 det(w, ¢, (w'|v)v) = Mdet(w,c’,v) = Hfw, &) det(w, ,v) =0
el
= K= TG 0. O
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Was wir in Kapitel I behandelt haben:

1. komplett
2. komplett
3. ohne 3.10
7. komplett

Was wir in Kapitel II behandelt haben:

9. komplett

10. komplett

11.1-11.6,11.8,11.9

14.1, 14.2 nur fir A € GL(n), b € R", 14.5, 14.6, 14.19 nur fiir SO(2), SL(2)
und SO(3)

15. komplett

e 16.1, 16.2, 16.4, 16.8, 16.12.2

o 18.1, 18.2, 18.5, 18.6

Was wir in Kapitel ITI behandelt haben:

20.1-20.9

23. komplett

25.1-25.6, 25.7.1, 25.7.4, 25.7.5
27.1-27.4

28.1-28.3

Was wir in Kapitel VIII behandelt haben:

51. komplett

52.1-52.3, 52.5-52.8, 52.10, 52.11 (ohne Bew.)
53.1-53.9

04.1, 54.3, 54.9

95.1, 55.6

56.1-56.2, 56.4 (ohne Bew.), 56.5
57. komplett

58.2-58.5, 58.7

59.1, 59.3 (ohne Bew.), 59.4-59.6
60.1

61.1-61.8

62.1, 62.5 (Koordinatenbew.)
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Graflmann-Mannigfaltigkeiten

11.11| Bemerkung. Verschiedene Beschreibungen von G(k, n).

Es beschreibt
A B
r=(c 1)

mit A € GL(k) genau dann eine Orthoprojektion vom Rang k, wenn A*A+Ct'C = A,
B = C' und D = CA™!'B gilt. Eine lokale Gleichung fiir G(k,n) wird somit
beschrieben durch

f:{(é g) GL(n,n):AeGL(k)} o Lk, k) % L(n — k, k) x L(n — k,n — k)

(é [B)> ~ (AA+C'C-AB-C'D-CAT'B).

Die erste Gleichung kénnen wir durch Multiplikation mit (A1) von links und A~!
von rechts in id +(CA Y (CA™Y) = (A7) umwandeln also wegen A! = (A'A +
ClO) = A'A+C'C = Ain A= (1+Z'2)7! fiir Z := CA~L. Beachte dabei, dal
1+2'Z e GL(k),dax+ Z'Zx=0= 0= (z+ Z' Zz|z) = ||z||* + | Zz|* = 2 = 0.
Also wird G(k,n) lokal parametrisiert durch

) A=(1+2'2)"1 B:=C"
@.L(k,nk)BZH( C— 74 D=CA'B)"

denn eine Retraktion ¢ (d.h. ein Linksinverses) dazu ist gegeben durch

¢;{<g g) eL(n,n):AGGL(k)} — L(k,n—k) — Z = CA™L

Wegen (0) = <1 (1)) und ¢'(0)(Z) = (g ZJ) ist

. 0o Zzt
Tp(0)G(k,n) = Bild(¢'(0)) = {(Z 0 ) : Z € L(k,n— k)}
und
+ A B
(TooGhm) ={( 5 p)eLomn}
Ein lokale Trivialisierung ® : L(n,n) — L(n,n) ist somit durch

®:L(n,n) = L(k,n—k) x (L(k,k) x L(k,n—k) x L(n — k,n—k)) — L(n,n),

( w)mao (5 w)
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gegeben. Daf dies ein lokaler Diffeomorphismus nahe 0 ist, sieht man auch expliziter:

Denn sei <g ?) € L(n,n), dann bedeutet

Q RY_4(X Y
S T) Z W
o (@ B\_(A=0+2'27" B=C"\_ (X Y
S 1) C:=ZA D:=CA'B Yt w
=(1+2'2)7' X+A=Q Y +Ct =
C:=ZA -Yi+C=S W+CACt=T

=(1 +Zt )7t X+ A=Q Y =3(R-S")

C:=%(S+R') WH+CATIC'=T
%(S t) C=Z1+2'Z)"' A=(1+2t2)""
=Q- Y=34R-S) W=T-CA™'C

Q

C =
X

>
/—/H/—’Hr—/:/\/\

Die zweite Gleichung C' = Z(1 + Z'Z)~! beschreibt einen lokalen Diffeomorphismus
bei 0, denn die Ableitung von Z +— C bei 0 in Richtung Z ist 0- (x) + Z - 171 = Z.
Dies ist kein globaler Diffeomorphismus, denn fiir k =1 =n—k hat z — H—Q Werte

in {c: [z] < 3} und ist nur fiir |z < 1 injektiv. Im allgemeinen existiert wegen

dem Banach’schen Fixpunktsatz fiir [|C]| < L ein eindeutiges Z mit ||Z] < 1 mit

Z=f(Z)=C(+2'Z), denn ’
IF @) =lClIt+Z'ZI < [Cll A+ 11Z2°Z]) = 1Ol (1 + 12]1%) < %(1 +1)=1
2 W)=CcW'Z+2Z'W) =
IF @) < IS AWAHIZI+IZAHW D = 2021w =
I (@Dl <2lClz] < 2lC| < 1.

Wegen || f(Z)|| < ||Z] ist ||Z]] < 1 fiir den Fixpunkt Z. Es ist die Bijektion Z — C
ein Diffeomorphismus von {Z : || Z]| < 1} — {C : ||C|| < 12}, denn ihre Ableitung an
einer Stelle Z mit | Z|| < 1 ist

WeW-14+22)"' -2 -0+ Z2'2) "W Z+ Z2Z2W)1 + 21 2) =
(W 1+ 227 Z(WHZ + ZtW)) 1+ 2tz)~

= (1422 ((1+229W - ZW'Z - 2Z2'W ) (1 + 2'2) !
=(1+2ZH) "W —-2ZW'2)(1+ 2t Z)~*

und verschwindet somit auf W # 0 genau dann, wenn W = ZW*'Z, also [|W] =
|ZWEZ|| < || Z|* W] < ||W]], ein Widerspruch.

é‘ IB;) durch

—(4 B), P (é)

zwei lineare Abbildungen P; € L(n,k) und P, € L(k,n) geben sind mit maximalen
Rang (wegen A € GL(k)), welche Ker(P;) = Ker(P) und Bild(P;) = Bild(P) erfiillen,
denn Bild(P,) = Bild(Plgs) C BildP mit dim(Bild(P)) = k = dim(Bild(P)) und
Ker(P;) = Ker(pr; oP) D Ker(P) mit dim(Ker(P;)) = n — dim(Bild(Py)) =n—k =
dim(Ker(P)). Schliefllich ist der durch P beschriebene Teilraum Bild(P) der Graph
von Z := CA~Y, denn Bild(P) = Bild(P,) = {(Az,Cz) : z € R*} = {(y,CA™1y) :

Beachte weiters, daf§ fiir P = (
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y € R*¥} = Graph(Z) oder auch Bild(P) = Ker(P)* = Ker(P))* = {(z,2) :
Ar 4+ Bz = 0} = {(-A7'Bz,2) : 2}t = {(u,v) : (BY(A) tu|z) = (u|A"1Bz) =
(v|2)V 2} = {(u, BEA™ ) : u}.

Um schluflendlich G(k,n) noch lokal als Graph einer Abbildung

Tp0) Gk, ) (T o0y G(k, m)) -
g: {(g Zot) . Z e L(kn— k)} N {(_’zt [B)> € L(n,n)}
2 (e )

zu beschreiben, muf]

0o zt A B

(5 7)o (4 5ot
liegen, also A € GL(k), Z' = B=(Z - B")!' =Z'+ B (dh. B=0), D=ZAZ" und
A'A+ZtZ = A gelten. Die letzte Gleichung ist wegen dem impliziten Funktionen satz
fiir || Z]| nahe 0 in A nahe id eindeutig glatt 16sbar, denn die zweite partielle Ableitung
von (Z,A) — A'A+ Z'Z — A an der Stelle (0,id) ist A — A* + A — A = A? ist ein
Isomorphismus. Expliziter erhalten wir dies aus dem Banach’schen Fixpunktsatz fiir
[Z]] < 4 mit |4 < 1 —/2—]Z||? =t £ < %, denn dann hat die Ableitung von
A A'A+ Z'Z Operatornorm < ||AY|| + ||4]| = 2||Al| < ¢ < 1und ||A'A+ Z'Z| <
|ALA|+ 1282 = |A?> + 1 Z]1? < % + ] Z||? = §. Da A genau dann eine Losung ist,
wenn 1 — A eine ist, erhalten wir auch eine eindeutige LBoung A mit [|1 — Al < §.
Die glatte Abhiingigkeit von Z folgt, da die Ableitung von A — A*A + ZtZ — A fiir
solche A invertierbar ist, denn diese ist durch S +— A*S + §4 — S gegeben, wiire also
AlS + S*A — S =0, dann wire fiir S # 0

IS =[S = [|(S — A'S)A~Y|
[T =AY YISIHIATY = 11T — A[LIS] (L — (1= A) Y|

c S 1
< SISHY I - ApF
k=0

-3
ein Widerspruch.

IN

A
IN

C
115 = <l

Wir wollen nun das Bild der Parametrisierung ¢ : L(k,n — k) — G(k,n) geometrisch
beschreiben. Es ist ¢(0) (die Orthoprojektion auf) die Ebene R* «— R™, 2+ (z,0).
Esist P := ¢(Z) die Orthoprojektion auf Bild(P) = Graph(Z) =: ¢ und offensichtlich
ist e N ({0} x R**) = {(0,y) € Graph(Z)} = {0}. Umgekehrt sei ¢ eine beliebige
k-Ebene die {0} x R™* trivial schneidet, dann ist pry |. : ¢ — R* injektiv, denn
Ker(pr;) = {0} x R"* und aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus, also

e={z=(pr;(2),pr(2)) : z € e} = {(x, (pry o(pry |-)~*)(2) : 2 € R"} = Graph(Z),
wobei Z :=pryo(pry )t :RF - ¢ = R"* € L(k,n — k). Es ist
et ={(x,y): Vo eR*: (afo) + (y|Z(v)) = 0} = {(~Z"y,y) : y e R**}.
— —
=(z+Zty|v)
Somit erhalten wir einen Isomorphismus

RF xR Fexel ¥R RF x R
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gegeben durch (a,b) — (a,Za) + (—=Z',b) = (a — Z'b, Za + b) =: (x,y). Dessen
Inverses erhalten wir durch Losen des Gleichungsystems:
x=a— 2% v+ Z'y=(a— 2" +2"(Za+b)=(1+2'Z)a
{yzZa—i—b {ny—(Zaer)Z(ath)—(lJrZZt)b
a=1+2'2)" a+ Z'y)
{ b=(1+22""Yy— Zx)

3

wobei 1+ Z'Z und 1+ ZZ? invertierbar sind, da 0 = (1 + Z!Zz|x) = |z|> + | Zz|* =
2 = 0 und ebenso 0 = (1 + ZZyly) = |y|*> + | Z'y|?> = y = 0. Die ortho-Projektion P
auf € ist somit durch

P:(z,y)—a:=01+2"2)" x+ Z'%) — (a, Za)

gegeben. Dies zeigt auch eine direkte Rechnung, denn das Bild von P liegt offensicht-
lich in ¢ = Graph(Z), der Kern von P ist {(z,y) : (1 + Z'Z) 1 (x + Zty) = 0} =
{(z,y) : x = —Z'y} = e und P|. ist offensichtlich id. Also ist

p_ (A B\ _ 1+ 2ztz)y-Y  (+2zt2)7'zt\ )

“\c p)~\za+2zt2)t za+ztz)"tzt) )

Da jede Ebene ¢ das Bild g(R* x {0}) eines Isomorphismuses g € GL(n) ist, erhalten
wir somit Karten L(k,n — k) — G(k,n) zentriert bei .

Folgerung.

Es ist M = {(e1,e2) € G(k,n) x G(n — k,n) : £1 Neg = {0}} eine offene Teilmenge
der Produktmannigfaltgkeit G(k,n) x G(n — k,n) und bzgl. pry |pr : M — G(k,n) ein
Vektorbiindel iber G(k,n) mit typischer Faser L(n — k,n).

Beweis. Wir betrachten vorerst den ausgezeichneten Teilraum ¢y = R* x {0} C
R™ und die Parametrisierung ¢ : L(k,n — k) — G(k,n) aus auf die offenen
Umgebung Uy := {1 € G(k,n) : e; Neg = {0}} von &g in G(k,n). Diese induziert
ein glatte Abbildung
. 1 -zt
v:Up— GL(n), e1—Z:=¢p (e1)—g:= 7 1
W i (A= 2iz) ZtD
g = ~ZA D:=(1+22")"
denn AZ=(1+2'2y"'Z=20+22""'=2ZD.

Es ist g(R¥ x {0}) = Graph(Z) = Bild(P) = ¢; nach und g({0} x R*F) =
{(=Zty,y) 1y € R"F} = {(z,Zz) : = € RF}L = Graph(Z)! = ei. Es gilt fiir
g2 € G(n — k,n) genau dann (e1,e2) € M, wenn {0} = &1 N2, also wenn {0} =
v(e1) " Her) Ny(er) " (ea) = (RF x {0}) Ny(er) M (ea), dh y(e1) M (e2) € Uy = {e €
G(n—k,n):eoNe ={0}} und diese offene Menge ist das Bild der bei 7 zentrierten

Parametrisierung o7 : L(n — k,n) — U; € G(n — k,n) aus(11.11] Somit erhalten wir
eine Bijektion

P : U, XL(TL—IC,TL)—>U0>< Ui —>{(€1,52) eM:e GUQ}
(e1.21) = (e, 1(20) = (21,7(e0) (92(21)).

Diese Bijektion ist glatt, da v und ¢; glatt sind und GL(n) xG(n—k,n) — G(n—k,n),
(g,€2) — g(e2) = g(Bild(P2)) = Bild(g o P,) es ist. Die Inverse ist durch

(e1,22) = (21,07 (1e0) ' (e2))
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gegeben und somit ebenfalls glatt. Wenn nun ein anderes fixes Element in G(k,n)
gegeben ist, dann existiert eine Drehung gy € O(n) so, daB8 go(eo) = go(R* x {0})
diese fixe Element ist. Und

g ' xi

Dy, 1 (90)+(Uo) x L(n — k,n)  X)d Uy x L(n — k,n) —» M 22 M
(€1, Z1) = (90 % 90)(®(g5 ' (e1), Z1)) = (e1, 90 - (g5 ' (e1)) - p1(Z1))

ist dann eine entsprechende lokale Trivialisierung bei go(eo) mit Inverser

7

—1

(Ereea) P2 (go x i) (07 (o7 0.0 e) ) = (ene (2000 45" ) )

Die Transitionsfunktionen dieses Faserbiindel-Atlases berechnen sich nun wie folgt:
Seien dazu gg,g1 € O(n) beliebig, dann ist fir €1 € go(Up) N g1(Up) und Z; €
L(n —k,n):

(0 B,)(e1,Z1) = ((91 % 1) 0 @10 (g1 % 91) "o (90 X g0) 0 D0 (g5 x 1)) (e, Z1)

(95 " e17(g5 Hrer)p1(Z1))

(e1.90 (90 ' - €1) - 1(Z1))

(97" er. gyt g0 (g5 " 1) - 1(20))

-1
(91

= (amoll (320" g g0 v(gg 1) -<p1(Zl))>
= g
Es bildet go - v(gy " - €1) den Teilraum R* x {0} auf gy ' - 1 und weiter auf ¢, ab
und den Teilraum {0} x R"™* auf (g;* -&1)* = g5 ' - eF und weiter auf £i-. Somit
1Bt g := (97" - e1) ™ g1 - g0 - (g " - 1) die Teilriume R* x {0} und {0} x R*~*
invariant, ist also von der Form g = h; X ho und somit ist

et (o ez =ort (xn- (2 D)) =e (8w )

= (ho-C) - (hy- AL = hy - Zy - T

ener (v(gr en) g gov(gg ter)e1(Z1)))

Folglich ist die Transitionsfunktion faserweise Z; — ho - Z7 - hl_l, also linear und
M — G(k,n) ein Vektorbiindel. O
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Vektorbiindel

Proposition.
Es seip : E — M ein Vektorbindel. Dann ist TE|y == 0°(TE) & E®TM als

Vektorbiindel tiber M, wobei 0 : M — E den Nullschnitt bezeichnet.
Beweis. Wir betrachten folgendes Diagramm:

E("‘-V

s T
TE|yy —=TE —>TM

iﬂ'lu

Die obere Abbildung ist durch v — %|t:0tij gegeben und die diagonale Abbil-
dung existiert wegen der Eigenschaft des Pullbacks. Nach Konstruktion ist Tp o
¢ = 0. Offensichtlich ist ¢ ein Vektorbiindelmonomorphismus und T’p|rg,, ein Vek-
torbiindelepimorphismus, denn 70 : TM — TE|y — TE ist ein Rechtsinverses.
Exaktheit von

0—-FE—TE|y—TM—0

folgt, denn lokal wird E durch M x R¥, weiters TE durch TM x R¥ x R* und TE|y,
durch TE x {0} x R beschrieben. Weiters ist ¢ lokal durch (z,v) — 4 |—(z, tv) =
(04,0,v) und Tp auf TE|p durch (£,0,v) — &. O

26.10[ Proposition.

Jedes Vektorbindelp : E — M ist isomorph zu einen Teilvektorbiindels eines trivialen
Biindels M x R® — M.

Beweis. Es sei f : E — R® eine Einbettung (oder aich nur eine Immersion) der
Mannigfaltigkeit E in einen R®. Dann ist Tf : TE — R® x R® ein Vektorbiindelmono-
morphismus iiber f: E — R® und somit Tfo¢: F — TE|y — TE — R* X R® ein
Vektorbiindelmonomorphismus iiber M — E — R?®, also (p, pry oT for) : E — M xR?®
ein Vektorbiindelmonomorphismus iiber id ;. O

Man kann zeigen (siche [?, 4.3.1]), da8} so ein Vektorbiindelmonomorphismus bereits
fiir s = dim(F) existiert. Dies benotigt

Globalisierungs Theorem.

[?, S53, 2,2,11] Es sei X eine Menge und U eine Menge von Teilmengen von X
die X enthdlt und unter Vereinigung abgeschlossen ist. Sei weiters F' ein Funktor
von der bzgl. Inklusionen geordneten Kategorie U in die Kategorie der Mengen, also
zu U DV ist eine Abbildung F(U) — F(V) gegeben. Dieser sei nicht trivial, d.h.
AU €U mit F(U) # 0, stetig, d.h. falls Uy C U linear geordnet ist, so ist F((JUy) =
projlimy; oy, F((U), und lokal erweiterbar, d.h.

VeeX 3oeUclUVVeld: FUUV)— F(V) ist surjektiv.
Dann ist F(X) — F(U) surjektiv fir alle U € U mit F(U) # 0. Insbesonders ist
F(X) #0.

Beweis. Es sei ag € F(Up) und M = {(a,U) : Uy CU € U, a € F(U), a — ap}
partiell geordnet durch (ay,U;) =X (ag,Us) <= U; C Uy und as — a;. Jede linear
geordnete Teilmenge M von M besitzt wegen der Stetigkeit von F' ein maximales
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Element (a0, Uso) mit Uy := |J Mp. Nach Zorn’s Lemma existiert ein maximales
Element welches wir wieder mit (a0, Us ) bezeichnen von M. Angenommen Uy, C X.
Sei x € X \ Uy. Da F lokal erweiterbar ist existiert ein x € U € U mit F(UUU,) —
F(Us) surjektiv fiir alle V. Sei U’ := U U Uy D Uy und a’ ein Urbild in F(U’) von
oo € F(Ux). Dann steht (a/,U’) im Widerspruch zur Maximalitéit. O

[26.13] Lemma.
[?7, S89, 4.1.1] Seip: E — M x I ein Vektorbiindel. Dann existiert zu jeden x € M
eine Umgebung U C M, sodafl E|yxr trivial ist.

Beweis. Da I kompakt ist existierten 0 =ty < --- < t,, = 1 und Umgebungen U;
von z, sodal E auf einer Umgebung von U; X [t;, t;41] trivial ist. Sei U := (" U;. Wir
zeigen mittels Induktion, dal E auf einer Umgebung von U x [0, ¢;] ebenfalls trivial
ist. Es geniigt dazu den Fall i = 2 zu betrachten. Seien dazu ¢° Trivialisierungen lings
Umgebungen von U X [t;, t;41]. Auf den Durchschnitt, eine Umgebung von U x {¢;}
kénnen wir die Transitionsfunktion = — (pl)~! o (¢%) € GL(k) betrachten. Dazu
kénnen wir eine Abbildung g auf einer Umgebung von U X [t1, t2] finden, welche lokal
um U x {t;} mit der Transitionsfunktion iibereinstimmt (Aufblasen des Defintions-
bereichs). Dann koénnen wir " durch (y,v) — ¢*(y,g(y) - v) zu einer Trivialisierung
auf eine Umgebung von U X [to, t2] erweitern. O

[26.14 Lemma. B
[?7, S90, 4.1.3] Es sei V,U C N offen mit V.C V C U und folgendes kommmutatives
Digramm gegeben:

Ux{0}——Ux1I
g
f
Nx {0} —— M
Dann existiert eine Abbildung h: N x I — M mit h|yxoy = f und hlvxr = glvxr.

Dies ist eine Art Homotopieerweiterungstheorem.

Beweis. Es sei p : N — [0,1] C* mit p|y = 1 und supp(p) € U. Dann erfiillt
h: N x I — M definiert durch

NP FAC) fiir = € N\ supp(p)
Ht) = {g(x,,o(x) t) firzeU

das Gewdiinschte. O]
U x {0}¢ UxI
x {0}——=V x
/ iA ’
N x {0}¢ NxI

[26.16] Theorem.
[?, 890, 4.1.5] Jedes Vektorbiindel p: E — M x I ist isomorph zu E|yry oy % I
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Beweis. Wir betrachten eine lokal endliche Uberdeckung A mit Mengen A C M
sodafl F lings einer Umgebung von A x [ trivial ist. So eine iiberdeckung existiert
wegen [26.13] da M parakompakt. Sei i die Menge aller Vereinigungen von Teilmengen
von A.

Fir N C M betrachte Paare (f,U), wobei U C M eine offene Umgebung von N
sei und f : E|(U x I) — E|y x I ein VB-Isomorphismus. Mit F'(N) bezeichnen wir
die Aquivalenzklasse solcher Paare, wobei (f1,U;) ~ (f2,Us) falls eine Umgebung
U C Uy NU; von N existiert mit fi|yxs = fo|luxs- Klarerweise ist der Funktor F
stetig und wegen ist er nicht trivial und sogar lokal erweiterbar: Sei ndmlich
A € Aund N € Y. Dann miissen wir zeigen, dal F(AU N) — F(N) surjektiv
ist, also der Keim eines Vektorbiindelisomorphismuses E = E|;; x I iiber N sich zu
einen solchen iiber A N N erweitern lifit. Nach Voraussetzung ist E|ax; und damit
auch E|4xqoy x I trivial und der Vektorbiindelisomorphismus durch den Keim eine
Abbildung g : (N N A) x I — GL(k) mit Einschrinkung zum konstanten Keim id
auf NN A C M gegeben. Nach konnen wir diese Abbildung zu einem Keim
g : AxI — GL(k) erweitern, also erhalten wir eine Fortsetzung des Keims des
Vektorbiindelisomorphismuses iiber N x I zu einen iiber (N N A) x I.

Nach [26.11] ist somit F(N) # (§ die gewiinschte Konklusion. O

[26.17 Theorem.
[?,S100, 4.3.4] Es sei s > k+dim(M). Dann sind zwei k-Ebenenbiindel iber M genau
dann isomorph, wenn die klassifizierenden Abbildungen M — G(k, s) homotop sind.

Beweis. Es sei H : M x I — N eine Homotopie und p : E — N ein Vektorbiindel.
Dann ist H* E ein Biindel iiber M x I und somit nachisomorph 720 H*E|pry iy X
I = (H;)*(E) x I fir i« € {0,1} wobei H; : © +— H(x,7). Somit sind auch die
Einschréankungen (H;)*E auf M < M x I isomorph.

Umgekehrt seien zwei Biindel iiber M isomorph und f eine klassifizierende Abbildung
eines der Biindel. Dann Kklassifiziert dieses klarerweise auch das andere Biindel. Da
klassifizierende Abbildungen wegen der nachfolgenden Bemerkung fiir s > k+dim(M)
bis auf Homotopie eindeutig sind, ist alles gezeigt. O

26.18| Bemerkung.
Es seien zwei klassifizierende Abbildungen f?: M — G(k,s) des Vektorbiindels E —

M gegeben. Diese beschreiben also zwei VB-Monomorphismen ¢! : E — M x R iiber
die Identitdt mit fi(x) = Bild(¢%). Nach Existiert ein VB-Monomorphismus
¢ : ExI— M xIxR?® welcher beide ¢’ erweitert. Dieser induziert eine Homotopie
f:M xI— G(k,n) zwischen den f; vermoge f(x,t) = Bild(p, : E; — R®).

Proposition.

[?,8100,4.3.2] Es sei 2 — M xI ein k-Ebenen Biindel und ; : E|pry iy — (Mx{i})x
R® VB-Monos fir s > k+dim(M). Dann ezistiert eine Erweiterung ¢ : E — M xR®
zu einen VB-Mono dber M x 1.

Beweis. Nach [26.16| existiert eine Erweiterung ¢ : E|y — U x R® zu einen VB-Mono
iiber einer offenen Umgebung von M x {0,1} C M x I dieser 148t sich lokal nach [?,
4.3.1] (siehe die Bemerkung nach [26.10) zu einen globalen VB-Mono erweitern. [
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Isothermale Koordinaten

Bemerkung.
Nach Aufgabe lautet die Koordinatenformel fiir den Laplace-Operator A auf

Funktionen f:

ﬁijﬂaw oul
(P ;10 N
7”2::1 <8ui8ujg Jr7@81#'(\@‘(] )auﬂ)
N Pf 5 Of ;06 1 0gh
7”_2:1 <8ui8ujg * 9w (g 8uiﬁ+ out >)

und fiir die Christoffel-Symbole nach

8.2
akgz,] Fi,k,j =+ Fj7k7i

Org™ = Org"Pgpig"?

=Y g% (%(Z 9" gp1) = Y g 5kgp,z)
1 » »

— Z ghigpi O

Dl

Li ik = (pij, or) = l(@'%‘,k + Oigr.,j — 3kgi,j)
Z L »]Jg
Zgup? ZPZ» 1k z,]

1,5,

= Z ( iGi + 0igu,; 519i,g>9l kgt

1,5,

= %(Zf) 9iag" g™+ " 0igrig g = dgi gty “)

i,5,0 i,,0 1,5,
:Zajg lglng7]_1Zalgz I,k z,_]
1,5, 1,5,
ZL 6 Z 1 0det((gj.r) 1k+zagi’k
- \/ﬁaul oul o’
6gz,k
— Js i,k
Zg 0igi 9" + Z o
i,7,l
= 0igri gt gt =D Oigpagh gt
i,7,l i,p,l

(O a1 iy 9F
Al = Z(auzauag * 7500 VO 5
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- Z 8u’8u3 Z L o auj

A=) T Y
=0-T*
Es seien (uf); isothermale Koordinaten, d.h. g; ; = X - ; ; und somit g*J = —$6%J.
Dann ist
Lije= %(@‘gm + 0igjk — Okgij) = %(@‘)\ Oik + OiAGjk — Ok i 5)

Liy =2 Tigwg™
k
1 L ki
5 Ek:(ajA i+ OA Gk — kA 0i5) - 10
1 ..

l_ l 1,
I = ZF” X5 J

=3

-Sry

= Z ﬁ Z(@ZA . 6i,k + O\ 51'7]0 — O - 5171) .
7 k

=0

> =

und somit ! harmonisch.
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2 Proposition.
[?7, S139] Es sei L ein elliptischer Operator der Ordnung m mit C* Koeffizienten und
f € L%. Dann ist jede distributionelle Lésung u von L(u) = f in L.

3 Analytizitits-Theorem.
[?,S136,5139] Es sei L ein elliptischer Operator der Ordnung m mit C¥ Koeffizienten
und f € C¥. Dann ist jede Lésung u von L(u) = f C¥.

Fiir einen Beweis siehe [?, SS207].

3 Proposition. Hopf und Douglis-Nirenberg.
[?, S136] Es sei a < 1. Es sei L ein elliptischer Operator der Ordnung m mit C™T¢
Koeffizienten und f € C™"™. Dann ist jede Lisung u von L(u) = f C™¥nte,

Fiir die einfachste elliptische Gleichung die Poisson-Gleichung A(u) = f existiert
keine C™-Losung.

4 Proposition.

[?, 4.2.1] Es sei G ein beschrinktes Gebiet und L ein elliptischer Operator mit C*°-
Koeffizienten auf G. Es sei u eine distributionelle Losung von L(u) = f auf G.
Falls f € L? dann hat u Ableitungen der Ordnung m in L?. Falls f Ableitungen der
Ordnung n in L? hat, dann hat u Ableitungen der Ordnung n+m in L?. Falls f € C™
so auch u.

1 Proposition.

[?,5.4.1] Es sei L ein elliptischer Operator der Ordnung m mit Holder stetigen Koeffi-
zienten und f Holder stetig. Dann ezistiert lokal um 0 eine (nicht eindeutige) Lisung
u von L(u) = f mit Holder stetigen Ableitungen der Ordnung m und vorgegebener
Taylor-Reihe bei 0 bis zur Ordnung m — 1.

Unter einen elliptischen (partiellen Differential-)Operator L versteht man einen Ope-
rator der Form

wobei fiir jedes x die Form

definit ist.

Beweis. Es sei Lo(u)(2) := }|, /=, @a(0) 9%u(z) und Jo die Fundamentallésung von
Lo(Jo) = 0 die sogenannte Parametrix von L bei 0. Sei So(v)(z) := [ Jo(z—y)v(y) dy
der Losungsoperator von Lg(u) = v und Ty := So(Lo — L). Fiir v mit kompakten
Triger und u = To(u) + So(f) dann ist L(u) = f, denn Lu = LoSoLu = LoSof = f,
da (Ty + SoL)u = SoLou = v = Tou + Spf und somit SoLu = Sy f.

Es ist LoSou = u fiir u € C%(R) mir ul{z./z)=r) = 0.

Es sei ¢ € C*° mit C|{$:|$|<% =1 und (|{z:x1>13 = 0 und Mou := Toynu und n(x) =
¢(%). Dann ist My € L(C™F*(R)) und |[Mo]| < 1 also (1 — Mo)~' = Y77 M. Sei
g ein Polynom vom Grad < m. Dann ist Log = 0 und Lu = 0 auf {z : |z| < £} fiir
u = (1— My)~'g. Weiters ist 9u — 1;0%g beliebig klein fiir |a| < m. Wenn wir fiir g
die Basis-Elemente x — x® der Polynome verwenden und die entsprechenden u mit
u® bezeichnen, dann suchen wir eine Losung u = Z|a\ <m Cat” mit

> cad®u®(0) = Ba fiir | < m.

laj<m
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Approximativ konnen wir dieses lineare Gleichungssytem l6sen, also auch exakt, dies
zeigt das Theorem fiir f = 0.

Sei nun f € C*(R). Es geniigt eine Losung u von u = Myu + Spf zu finden. Wegen
| Mol < 1ist u:= (1 — My)~1Syfn eine solche. 0

5 Bemerkung.
Beltrami-Equation [?, 6.2,5S267].
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