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Dies ist das Skriptum zu meiner gleichnamigen Vorlesung im Sommersemester 2007.
Es besteht aus ausgewéihlten Teilen des viel umfassenderen Skriptums, welches
als PDF-Datei unter http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Skripten/diffgeom.pdf
downloadbar ist. Natiirlich werden wir in den 3 Semesterstunden nur einen Teil
selbst dieser Auswahl behandeln kénnen und ich werde am Ende des Semesters eine
Liste der gemachten Abschnitte unter http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl /LVA-
SS2007.html auflegen.

Bei der Auswahl des Inhalts habe ich mich von folgenden Ideen leiten lassen: Wir
beginnen mit den 1-dimensionalen Teilmannigfaltigkeiten der Ebene, den Kurven,
die bereits zur Zeit Eulers sehr untersucht waren. Besonderes Augenmerk legen wir
dabei auf das Studium der Kriimmung, welches sich als roter Faden durch das ganze
Skriptum zieht. Im Kapitel 2 fithren wir Mannigfaltigkeiten zuerst als Teilmengen
eines Fuklidischen Raums und erst danach als abstrakte Objekte, welche durch
Verkleben von Euklidischen R&umen entstehen, ein. Dieses Methode, alle Begrif-
fe zuerst fiir Teilmannigfaltigkeiten des R™ zu entwickeln und sie in der Folge auf
abstrakte Mannigfaltigkeiten zu iibertragen, wurde im ganzen Skriptum durchge-
zogen, und wird der LeserIn hoffentlich helfen, die geometrische Anschauung nicht
zu verlieren. Im Kapitel 3 wird das Konzept der Ableitung auf Mannigfaltigkeiten
iibertragen. Das fithrt zu Tangentialraum und Tangentialabbildung und wird be-
nutzt, um einen Begriff von Teil- und Quotientenobjekten von Mannigfaltigkeiten
zu bekommen. Gewdohnliche Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten werden
im Kapitel 4 eingefiihrt. Dazu werden die Tangentialriume zum Tangentialbiindel
vereinigt und Vektorfelder als Schnitte dieses Biindels untersucht. Es folgt ein Ka-
pitel iiber Hyperflichen. Insbesondere werden hier Drehflichen, Regelflichen und
Minimalflichen behandelt. Geodéten, Paralleltransport und kovariante Ableitung
werden fiir Hyperflichen und dann allgemein fiir Riemann-Mannigfaltigkeiten be-
sprochen.

Da man in der Differentialgeometrie auf den zu untersuchenden Objekten eine sehr
reichhaltige Struktur zu Verfiigung hat, flielen aus den diversesten Gebieten der
Mathematik Methoden in sie ein. Voraussetzung zur erfolgreichen Bewiltigung des
dargebotenen Stoffes ist eine griindliche Kenntnis der Grundvorlesungen aus Ana-
lysis und der (dazu bereits benstigten) (multi)linearen Algebra. Natiirlich wird die
aufmerksame LeserIn (Tipp-)Fehler finden kénnen. Ich mdchte hier gleich die Bit-
te aussprechen, mir diese mitzuteilen (Geteiltes Leid ist halbes Leid). Zukiinftige
Generationen von StudentInnen werden es zu schitzen wissen.

Andreas Kriegl, Wien im Februar 2007

andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008 1ii
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I. Kurven

In den Grundvorlesungen iiber Analysis behandelt man Funktionen, die auf offenen
Teilmengen eines R™ definiert sind. An manchen Stellen hatten sich aber schon De-
finitionsbereiche eingeschlichen, die allgemeiner waren. So z.B. bei der Methode der
Lagrange-Multiplikatoren, wo man versucht, Extremwerte von reellwertigen Funk-
tionen zu finden, welche auf Mengen der Gestalt g~1(0) definiert sind. Auch bei den
Integralséitzen von Gaufl und Stokes kamen Teilmengen des R™ vor, die als Kurven
und Flachen bezeichnet wurden. Mengen dieser Art heiflen Mannigfaltigkeiten. Auf
ihnen wollen wir in dieser Vorlesung die Analysis entwickeln. In diesem Kapitel wer-
den wir uns mit den einfachsten, ndmlich den 1-dimensionalen, Mannigfaltigkeiten
(kurz Kurven) beschiftigen.

Wir wollen uns aber zuerst nochmals jene Rdume in Erinnerung rufen, auf denen
dies alles aufbaut und in denen sich der grofite Teil abspielen wird, ndmlich die

1. Euklidische Riume

1.1 Definition (Euklidische Riume)

Zum Begriff des EUKLIDISCHEN RAUMS gelangt man, wenn man die Eigenschaf-
ten der Réume, in denen man (Euklidische) Geometrie treiben kann, zusammen-
fafit. Natiirlich bestehen diese Réume aus Punkten. Man kann orientierte Strecken
zwischen je zwei Punkten betrachten und parallele, gleich lange und gleich orien-
tierte Strecken zu VEKTOREN a_>b zusammenfassen. Vektoren kann man mit reellen
Skalaren strecken und man kann sie addieren, indem man ihre Représentanten
aneinanderhéngt. Vektoren bilden also einen VEKTORRAUM E. Nach Wahl eines
URSPRUNGS 0, kénnen wir Punkte a mit ihren Ortsvektoren 0a identifizieren.

Wir wollen aber auch die LANGE von Strecken messen kénnen und benttigen dafiir
eine Norm |z| fiir Vektoren z € E. Da diese Norm geometrisch relevant sein soll,
sollte der Satz von Pythagoras gelten, und allgemeiner die PARALLELOGRAMM-
GLEICHUNG |a—b|?+]a+b|? = 2(]a|? +|b|?) fiir die Diagonalen a+b und a—b eines
Parallelogramms mit erzeugenden Seiten-Vektoren a und b gelten. Dafl der Satz von
Pythagoras diese Gleichung impliziert sieht man wie folgt: Seien e und f die beiden
Diagonalen des Parallelogramms und A die Hohe einer Ecke auf die Diagonale e
und z der Abstand des HohenfuBBpunktes zum Schnittpunkt der Diagonalen. Dann
gilt nach Pythagoras

2 _ (€ 2 2 2 _ (€ 2 2 i 2 2
a® = —x| +h", b= +x) +h°, und =h°+ %,
2 2 2
und somit nach Addition und Einsetzen

a’+b* = 2(%)2 +2(2* + h?) = 2(%)2 +2(£)2.
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1.1 1. EUKLIDISCHE RAUME

f/2

e/2

Die Parallelogramm-Gleichung gew#hrleistet, dafl die POLARISIERUNGSFORMEL

1 1
(@ly) =5 (Jo+yl = lal* = yI?) oder aveh (ay) := (|2 + lyl* — = —yI?)

eine Bilinearform, das sogenannte skalare Produkt (_|_) : E x E — R, definiert,
siehe [58, 6.2.2] Mit deren Hilfe kénnen wir nicht nur die LANGE |z| > 0 eines
Vektors z durch |z|*> = (x|x) berechnen, sondern auch WINKEL <zy € [0,7]
mittels cos(<zy) = (z|y) /(|z||y]).

Insbesondere gilt: z L y < (x|y) = 0 und z ||
y< [(z|y)| = |z||ly].- Beachte, daBl wegen

<v_<v\w> % ‘ w> :<v|w>—<v|w> (wlw) =0

|w] |w]?

das innere Produkt (v|w) das Produkt aus der
Linge |w| des Vektors w mit der (mit Vorzei-
chen behaftenten) Linge der normal-Projektion w
des Vektors v auf die von w erzeugte Gerade ist.

Wenn wir das von orthogonal stehenden
Vektoren =z und y erzeugte rechtwinkeli-
ge Dreieck mit Kathetenlidngen a := ||,
b := |y|, Hypothenusenlinge ¢ = |z — y|
und Winkel « betrachten, so folgt damit
umgekehrt der Satz von Pythagoras

G=le—yP =(z—yle—y) =(z]z) —(z|y) —(y|z) +{yly)
= [z|? = 2(z|y) + |y* = ® +V?
sowie die iiblichen Formel
(z—yl—y) _ ly>—(=]y)

b
cos(a) = cos(U(w — 4. =) = 1T T T Tyl e

also 0 < a < § und analog

cos(f) = % mit 0 < 3 <

ol

wegen Pythagoras also
2 2 _ b | a? -1 2 _ 4 2 _ o 2
cos(a)” + cos(B)” = 2ta=1= cos(f)” =1 — cos(a)* = sin(a)

= sin(a) = cos(f) = % und a+ 5 = 7.
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1. EUKLIDISCHE RAUME 1.1

Da wir uns in dieser Vorlesung auf endlich dimensionale Geometrie beschrinken
wollen, setzen wir voraus, dafl der Vektorraum E endlich dimensional ist.

Es sei eine (geordnete) Basis £ = (ey,...,e,) von E gewdhlt. Dann 1d8t sich jeder
Vektor x € F als ¢ = E;Zl zJe; mit eindeutigen Koeffizienten 27 € R (seinen
Koordinaten) schreiben, d.h. die Abbildung

1

x
R*> | 1]~ Z e, €F
" J
ist ein Isomorphismus. Wir setzen
2l
[1’]5 = e R",
I,n

dann ist z — [z]g der dazu inverse Isomorphismus
EXR" 1z [z]e.

Ist die Basis zusétzlich orthonormal gewihlt (i.e. |e;] = 1 und e; L e; fiir ¢ #
j), so gilt fiir die Koordinaten 2% = (z|e) (denn (x|ey) = (3, a%ei|ex) =
Y2t (ei|ex) =2%) und |z]? = 30}, (2¥)? und das skalare Produkt hat die Form
(zly) =1 2™y~

Mit S™"~! bezeichnet wir die (n — 1-dimensionale) SPHARE

Snli={r e R": ||z|| = 1}.

Es sei A : E — F eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vek-
torrdumen, £ = (ey,...,e,) eine geordnete Basis von E und F = (f1,..., fm)
eine geordnete Basis von F. Dann ist A durch seine Werte A(e;) eindeutig be-
stimmt, und diese ihrerseits durch ihre Koeflizienten a;? bzgl. der Basis F, i.e.
Alej) = 2241, af f. Fiir ein allgemeines z = Y 7| a7¢; ist

Alw) = A(D ale;) = 3w/ Aley) = Yo a? Do akfi = >0 (D akad ) £,
J J J k j k
d.h.

ml

A@z=| + -~ || | =[Aler [zle,

n

al> ... a T

wobei der Multiplikationspunkt die Matrizenmultiplikation bezeichnet. Wir bezeich-
nen also die Matrix-Darstellung einer linearen Abbildung A : F — F beziiglich
Basen &€ := (e1,...,e,) von E und F := (f1,..., fn) von F mit [A]¢ 7.

Die Abbildung A — [A]¢ # liefert dann einen Isomorphismus des Raums L(E, F)
aller linearer Abbildungen von E nach F mit den Raum der nxm-Matrizen L(n, m):

L(E,F)=L(n,m), A~ [Aler
Ist insbesonders E = F und A = idg =: 1, dann ist [A]¢ # die Matrix, die als j-te
Spalte die Koeffizienten von e; bzgl. der Basis (f;); besitzt.
Ist zusétzlich B : F — G linear und G = (¢1,. .., gx) eine Basis von G, dann gilt:
[B o Ale glz]e = [BAz]g = [BlrglAz]r = [B|rglAle lzle,

also
[BoAleg = [Blrg[Aler.
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1.2 1. EUKLIDISCHE RAUME

Setzt man irlsbesonders A = id oder B = id so erhilt man mit weiteren Basen £
von F und F von F":

[Ale.r =1z r-[Algr [Uee
Ist also R die lineare Basiswechsel-Abbildung e; — e; fiir j = 1,...,n, dann ist
[R]e.e = [1]g ¢ und somit [R]g ¢ = [R 'ee = [1]¢ ¢ und somit fiir A € L(E, E):

[Ales = ee - [Aleg - [lee = [Rles - [Alze - [Rlz e,
also
[A] [Rlee = [Rlee - [Alg e
= [A]e ¢ und € = R(E) besagt dies:
[Ale - [R]e = [R]e - [Alree)-

Wir werden diese Identitat bei der Konstruktion der Eulerwinkel in verwenden.

Mit der Abkiirzung [A]g

1.2 Bewegungen

Da wir im allgemeinen weder einen Ursprung noch ausgezeichnete Basis-Richtungen
gegeben haben, sollten alle Konzepte, die wir in der (Differential-)Geometrie ent-
wickeln werden, invariant unter Bewegungen sein. Als Bewegungen kennen wir
Translationen und Drehungen (sowie deren Zusammensetzungen). Diese sind al-
le laingenbewahrend. Ist umgekehrt eine lingenbewahrende Abbildung (eine soge-
nannte ISOMETRIE) f : E — E gegeben und ist die Abbildung R : F — E durch
R(z) := f(z) — f(0) definiert, dann ist R(0) = 0 und fiir alle z, y ist

[R(z) = R(y)]” = | f(z) = f(y)I* = |z — y|?
Insbesondere ist |R(z)| = |z| (fiir y = 0) und somit gilt:
2(R(2), R(y)) = [R(@)]> + [R(y)]* — |R(z) = R(y)* = [2* + [y — |z — y|* = 2(z, y).

Sei nun (eg)g=1,....» eine Orthonormalbasis von E. Es ist dann auch (R(eg))r=1
eine Orthonormalbasis, und fiir z = Y, ¥ ey, ist

) 7n

R(x) = Y (R(x).R(ex)) - Rlex) = )_(z.ex) - Rlex) = ) _ " Rex)
k=1 k=1 k=1
Also ist R linear, i.e.

Re L(F):=L(E,E) = {T : T ist eine lineare Abbildung von E nach E}

Weiters folgt aus (R(z)|R(y)) = (z|y), daB R' o R = idg und somit 1 =
det(idg) = det(R! o R) = det(R)?. Also liegt R in der ALLGEMEINEN LINEAREN
GRUPPE

GL(E) :={T € L(E) : T ist invertierbar} = {T € L(FE) : det(T) # 0}
und sogar in der ORTHOGONALEN LINEAREN GRUPPE
OE)={TE€GL(E): T"oT=idg} ={T € L(E): Yz,y : (Tx|Ty) = (z|y) }.

Auch alle Spiegelungen gehéren zu O(E). Eigentliche Bewegungen sollten solche
sein, wo man die Punkte im Laufe der Zeit ¢t von der Anfangstellung fiir ¢ = 0 in
die Endstellung fiir ¢ = 1 bewegen kann. Wir suchen also nicht nur eine Abbildung
f, sondern eine “stetig” durch ¢ € [0,1] parametrisierte Familie von Bewegun-
gen f; : E — FE mit fy = idg und f; der gegebene Endwert. Fiir Translationen
fv : © — x+b erhalten wir eine stetige Kurve von Bewegungen durch fy, : © +— z+tb
und fiir Drehungen R, um den Winkel ¢ durch R;,. Allgemein sollte der trans-
lationsfreie Teil Ry : @ — fi(z) — fi(0) eine stetige Kurve in O(FE) sein. Da die

4 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



1. EUKLIDISCHE RAUME 1.2

Determinantenfunktion als Polynom stetig ist auf O(FE) C L(E) und Werte in
{£1} hat, muf} sie konstant sein, d.h. det(R;) = det(Ry) = det(idg) = 1. Die
Abbildung R € O(FE) ist in diesem Fall also sogar ein Element der SPEZIELLEN
LINEAREN GRUPPE

SL(E) = {T € L(E) : det(T) = 1},

also eine Volums-erhaltendene lineare Abbildung, und somit liegt R auch in der
SPEZIELLEN ORTHOGONALEN LINEAREN GRUPPE

SO(E) :={T € O(E) : det(T) > 0},
d.h. ist eine Drehung. Zur Ubersicht folgendes Diagramm:

L(E) det R

SL(E) = GL(E) —% R\ {0}

;o]

SO(E) ¢ O(E) — » 7,

Fiir F := R" mit der standard-Bilinearform bezeichnet man SO(E) auch als SO(n)
und analog fiir die anderen oben erwidhnten Gruppen. Um hingegen z.B. eine Spie-
gelung an einer Achse in der Ebene zu realisieren kénnen wir die Ebene an dieser
Achse im Raum um 180° drehen, z.B. ist die Spiegelung an der e;-Achse die Ein-
schrinkung auf R? 2 R? x {0} C R3 von

1 0 0 1 0 0
0 -1 0 ])]=10 cosm —sinm
0o 0 -1 0 sinm cosw

Dazu miissen wir allerdings den zugrundeliegenden Raum (in diesem Fall die Ebene)
verlassen. Bewegungen, bei denen das nicht notwendig ist, sind also die sogenannten
ORIENTIERUNGSERHALTENDEN Abbildung, d.h. der linearen Anteil R hat positive
Determinante. Zwei geordnete Basen (ey) und (fx) heiflen gleich orientiert, falls der
Basiswechsel (das ist jene lineare Abbildung, welche ey auf fj fiir alle k abbildet)
orientierungserhaltend ist. Eine ORIENTIERUNG auf F ist eine Aquivalenzklasse von
gleich orientierten Basen. Es gibt also genau zwei Orientierungen auf F, und diese
sind durch Angabe einer Basis festgelegt.

Umgekehrt werden wir weiter unten (siehe auch ) zeigen, daf} jedes R €
SO(n) sich durch eine glatte Kurve in SO(n) mit idg verbinden 148t, d.h. SO(n)
wegzusammenhéngend ist. Wir haben damit gezeigt, daf§ die Bewegungen genau
die Kompositionen von je einer Translation und einer Drehung sind.

Unter einer EIGENTLICHEN BEWEGUNG wollen wir also eine orientierungs- und
langenerhaltende Abbildung verstehen. Diese ist von der Form f : z — Az + b
mit x € E und A € SO(E). Die zugehérige Gruppe wird auch als Az + b-Gruppe

bezeichnet, siche .

Jede eigentliche Bewegung erhilt also abgesehen von einer additiven vektoriellen
Konstante:

1. Léngen (nach Definition);

2. das innere Produkt (wegen der Polarisierungsformel);
3. Winkel (wegen der Cosinusformel);

4. Linearkombinationen (d.h. ist linear);
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1.3 1. EUKLIDISCHE RAUME

5. Volumen (d.h. die Determinante);
6. Orientierung (wegen der Determinante).

1.3 Drehungen.
Wie sieht die SO(n) nun aus:

O(1) = {£1} = Z,, SO(1) = {1}.

O(2) = S': (Siehe auch [14.19]). Sei A € SO(2), dann ist A = (Ae;, Aey) und
(Ae;)%_, ist eine orthonormal Basis. Es ist also Ae; € S' := {(a,b) € R? : a®> +b* =
1} und Ae; L Aey, d.h. wenn wir Ae; = (a,b) setzen, so ist Aes = A(—b,a) und
wegen |Aes| = 1 = |Aey| ist A = £1. Schlieflich ist 1 = det(A4) = A(a® + b?) = \.
Wir bezeichnen mit 2+ denjenigen NORMALVEKTOR auf z # 0 der gleichen Linge
wie z € R%, und zwar jenen so daf} (z, zL) eine positiv orientierte Basis ist.

Bekanntlich kénnen wir S* durch (cos ¢, sin¢) mit ¢ € R parametrisieren, also
existiert zu (a,b) € S! ein ¢ € R mit (a,b) = (cos(¢),sin(y)). Wir wollen nun

zeigen, dafl die Matrix
(a —b) (cos @ —sin <p>
A= =1
b a sing  cosy

eine Drehung R, der Punkte der Ebene um den Winkel ¢ beschreibt. Anstatt den
Punkt z zu drehen und dann die Koordinaten [R,(z)]s des Bild-Punktes im Bezug
auf die gegeben Basis £ zu bestimmen, kénnen wir aber auch die Basis um den
Winkel —¢ drehen, und die Koordinaten [z]¢ des urspriinglichen Punktes beziiglich
dieser neuen Basis & : (R,) ! (€) bestimmen.

Es ist mit [z]¢ =: (5) und [z]g =: (g)

(1) T =21+ o er
(2) Y=+ { e
(3) Y = 7 COS ¢ ‘\
(4) xTo = Pasing
(5) T =x1CO8p
(6) Y1 =z18ing
P
und somit sukzessive 7
1 Yo y
3) = o =
3) =Y s X1 ..
(4) = To = o sing = ytangp X2
(5),(1) =  =x1co8p =xCOSP — Ysinp X Vi
.2
s
(6),(1) = th =ax1sinp=zsinp —y n e
cos ¢
_ . 1 —sin® © . e
(2) = g :xsmgp—i-ycizxsm(p—i—ycosgp.

0s

Beachte, dafl wegen R, o Ry = R 4, daraus die Additionstheoreme der Winkel-
funktionen folgen:

cos(p+ )\ o . __(cosp —sinp\ (cosy
(sin(<p+1/))> = Bory-er =R Ry a1 = (singo coscp) (sinw

__(cosp-cosyp —singp - singy
" \sinp-cosyp +cosp-siny )

6 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



1. EUKLIDISCHE RAUME

1.3

Fiir jeden Vektor z # 0 im R? erhalten wir somit den Normalvektor z* durch eine

Drehung R/, um 7 aus 2:

Man beachte weiters, dafl obiger Isomorphismus S* zu einer Gruppe macht. Kennen
wir diese Gruppenmultiplikation? Ja es ist die Einschrinkung der Multiplikation

von C = R2.

Da die Drehungen genau die Zu- S(W" ) S(v*)

sammensetzungen von je zwei
Spiegelungen sind (Die Zusam-
mensetzung S = Sy, o .S, zwei-
er Spiegelungen S, und S, ist
die Drehung um den doppelten
Winkel ¢ der Spiegelungsachsen
vt und wt), wird die Gruppe
O(2) der orthogonalen Abbildun-
gen durch die Spiegelungen er-
zeugt. Genauer gesagt ist jedes
A € O(2) Zusammensetzung von
héchstens zwei Spiegelungen, und
zwar ist jede Zusammensetzung
einer geraden Anzahl von Spiege-
lungen ein Drehung und fiir jede
ungerade Anzahl eine Spiegelung.

V=S, (V')

Nun zu O(3). Fiir jedes A € O(F) bezeichnen wir mit Fix(A) := {z € F: Az =z}
die Menge der Fixpunkte, oder auch den Eigenraum zum Eigenwert 1. Wenn F' :=

Fix(A) = E ist, dann ist A = idg.
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1.3 1. EUKLIDISCHE RAUME

Sei nun dim(Fix(A)) = dim E — 1, d.h. es exi-
stiert ein 0 # v € E mit F = {v}+. 0.B.d.A.
diirfen wir |v| = 1 annehmen. Da F' inva-
riant ist unter A, ist es auch F* (denn sei B
v € Ftund z € F, dann ist 0 = (2'|2) = v=2(v|w)w
(Az'| Az) = (Az'|z), also Az’ € F*) und
somit ist Av = +v. Wegen v ¢ F ist folglich

Av = —v, und damit x — (z|v)v € F fiir alle
r € FE, denn
(o—(a|v)olv) = (z]v)—(a]v)-(v]v) =0. (o w)w
Somit ist
A:I::A((x—(x|v>v)+<a:|v>v) w
=z—(z|v)v+{z|v)(—v) Spiegelung

=z—2z|v)wv.

Dies beschreibt also eine Spiegelung an der F' =
{v}+-Ebene.

Sei nun A € SO(3) beliebig und sei p(A) := det(A — A) das charakteristische
Polynom zu A. Es gilt:

p(A) = det(A — A) = det((A — A)") = det(A — A") = det(A — A7)

1 1
= det (—/\ (A — A) A—l) = det(—\) - det (A - A) ~det A7!

d.h. p ist ein reziprokes Polynom und fiir A = 1 und n = 3 erhalten wir 2p(1) = 0.
Somit ist 1 immer ein Eigenwert, d.h. F' # {0}. Falls also dim F =1, d.h. F' = (v)
fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, dann ist auch die Ebene {v}* invariant,
und A auf dieser eine Drehung, also ist A eine Drehung um die v-Achse.

Fiir A € O(3) kann auch der Fall F' = {0} auftreten, z.B. die Punktspiegelung

-1 0 0
A= 0 -1 0
0 0o -1

Dann betrachten wir das Bild Av # v eines beliebigen v € S? und die Spiegelung S
and der Symmetrieebene (Av — v)*. Diese bildet ebenfalls v auf Av ab und somit
ist v € Fix(S71 o A4), also S7! o A eine Spiegelung oder eine Drehung und da-
mit Zusammensetzung zweier Spiegelungen. Wir erhalten also auch fiir die Gruppe
0(3), daB sie von den Spiegelungen erzeugt wird, und zwar benétigen wir jeweils
hochstens 3 Stiick.

Mittels Induktion von oben nach der Dimension der Fixpunktraums kann man leicht
zeigen, da8 O(n) von den Spiegelungen erzeugt wird (siehe auch ), und das
allgemein hochstens n viele bendtigt werden. Man kann obige Uberlegungen iiber
die Fixpunktmengen auch dazu verwenden das ZENTRUM (also jene Elemente die
mit allen anderen kommutieren) der Gruppe O(n) zu bestimmen, siehe .

Insbesonders folgt, dafi die SO(n) wegzusammenhéngend ist, denn jede Drehung
158t sich mit der Identitit verbinden. Hingegen besitzt O(n) zwei Zusammenhangs-
komponenten ndmlich SO(n) und {A € O(n) : det(4) = -1} = S, - SO(n), wobei
S, eine beliebige Spiegelung bezeichnet.
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1. EUKLIDISCHE RAUME 1.3

Jeder Einheitsvektor v € S? := {z € R? : |x| = 1} zusammen mit z € S bestimmt
eine eindeutige Drehung mit Achse v und ‘Winkel’ z. Also erhalten wir eine surjek-
tive Abbildung S? x S — SO(3). Diese Abbildung ist nicht injektiv, denn (v, z)
und (—wv, —z) beschreibt die gleiche Drehung und alle (v,1) wirken als Identitét.
Die Zusammensetzung dieser Abbildung mit id xe®™- : §? x [-1,1] — 82 x S!
faktorisiert iiber S? x [—1,1] — D3 := {z € R3 : |z| < 1}, (x,t) — ta:

S% x [~1,1] — §2 x §1

| i

D3 SO(3)

Beachte dazu, dafl eine Abbildung f : X — Y genau dann iiber eine surjektive
Abbildung p : X — X zu einer eindeutig bestimmten Abbildung f : X — Y
faktorisiert, wenn f(x1) = f(x2) aus p(z1) = p(x2) folgt, denn die einzige mogliche
Definition von f ist f(Z) = f(p(x)) = f(x), wobei wir ein z im Urbild von & bzgl. p
gewdhlt haben. Diese Definition macht genau dann Sinn, héngt also nicht von der
Wahl des x ab, wenn f(x1) = f(x2) aus p(z1) = t& = p(x2) folgt.

Beachte weiters, dafl unter diesen Voraussetzungen f genau dann surjektiv ist, wenn
f es ist.

Die untere Zeile obigen Diagramms ist bis auf die Identifizierung z ~ —z fiir z €
5?2 = OD? injektiv und ist eine Quotientenabbildung, die den projektiven Raum
P3, den wir in ’16.12.5‘ und ’11.9‘ kennenlernen werden, als Bild hat. Also ist
SO(3) = P3.

Es gibt noch eine schonere Parametrisierung der SO(3), und zwar mittels eines
surjektiven Gruppen-Homomorphismuses S? — SO(3) mit Kern Zs, siehe | 14.19

und .

Kugelkoordinaten (¢, ) — (cos(p) cos(1), sin(p) cos(1?), sin(¥)) liefern eine surjek-
tive Abbildung S x S' — S$? und somit erhalten wir auch eine surjektive Abbildung
S1x ST x ST 82 x S = SO(3).

Eine geometrischere Beschreibung von Drehungen durch 3 Winkel ist die folgende
Beschreibung S! x S1 x S* — SO(3) durch Euler-Winkel:

Es sei R € SO(3) beliebig und f; := R(e;) das Bild der Standard-Basis in R3.
Wir wollen nun R als Komposition von 3-Drehungen, die jeweils eine Koordinaten-
Achse fix lassen, darstellen. Es geniigt die Werte der Drehungen auf e; und es zu
beschreiben, denn ez = e; X es ist der eindeutig bestimmte Vektor, der normal auf
e1 und es steht und zwar so, daf (e1, ea, e3) positiv orientiert ist.

Um e; in f; zu drehen, miissen wir um eine Achse k € {e;}*-N{f1}* = ({ea,e3}) N
({f2, f3}) drehen. Um nun noch ey in fo zu drehen, und dabei die Zuordnung
e1 — f1 nicht zu zerstoren, konnen wir zuerst um e; den Vektor e; nach k£ drehen
und zuletzt um f; den Vektor k£ nach fy zu drehen.

e = e — — ,%!
1 R, 1 Ry fl Ro fl

e2 = k= k= f
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f1
£3

el

£3

el

Ry

Es seien also 1, @2, @3 die sogenannten Eulerwinkel von R, welche gegeben sind

durch

Y1 = éegk;

Es sei &€ = (e1,e2,e3) die Standard-Basis, & = Ry1(E) = (e1,k, ...
(R2o R1)(E) = Ra(E') = (f1,k,...). Dann sehen die Matrizen-Darstellungen der

2 = Ley fi;

f1

el

Ry

el

R3

p3 1= Lk fa.

zugehorigen Drehungen R;, Rs und R3 wie folgt aus:

[Rile

[Roler =

[Ri]en =

1 0 0

0 cosep; —sing;

0 sing; cosepy

cosps 0 —sings
0 1 0

singpy 0 cospg

1 0 0

0 cosps —sines

0 singps cosps
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1. EUKLIDISCHE RAUME 2.2

Folglich ist nach dem am Ende von Gezeigten:
[R3 0 Ry o Ryle = [Rs]e - [R2 0 Ri]e = [Ra 0 Rye - [R3]er
= [Ro]e - [Ri]e - [R3]en = [Ri]e - [Ra]er - [R3]er

1 0 0 cospy 0 —sineps 1 0 0
=10 cosyp; —siny; |- 0 1 0 10 cosgs —sines

0 sing; cosy; sinps 0 cos s 0 sines  cosps

cos @2 — sin @2 sin 3 — sin g2 cos @3
= —sin g1 sin @2 COS (p1 COS 3 —sin 1 cos w2 sin @3 —sin g1 cos g2 CoS 3 —Ccos @1 sin 3
cos 1 sin pa sin 1 €oS p3+Cos 1 COSs w2 sin p3 COS (1 COS Y2 COS w3 —sin @1 sin @3

2. Grundlegendes iiber Kurven in der Ebene

In diesem Abschnitt kldren wir den Begriff der Kurve und behandeln die ausge-
zeichneten Parametrisierungen nach der Bogenlénge.

Wir werden des o6fteren das skalare Produkt (_|_) differenzieren miissen. Dazu
rufen wir aus der Analysis (siehe [56, 6.1.7.1] und [56, 6.1.8]) das folgende Lemma
in Erinnerung:

2.1 Lemma (Produktregel).

Es seil : E — F eine lineare Abbildung und b : Ey x Fy — E eine bilineare
Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen. Dann ist die Ableitung
von | und die von b gegeben durch

U'(z)(v) =1(v) und b(z1,22)(v1,v2) = b(x1,v2) + b(v1,72).

Beweis. In der Tat ist die (Richtungs-)Ableitung

U(z)(v) = % L:O l(a+1-v) :% (@) +-10) =1(v)  und

0
Vianaa)(vn,v) = 5 | b((er22) + (01,02))

0
= & ‘t:o b(ml,xg) +1 (b(.%‘l,’UQ) + b(?)l, CEQ)) + t2 b(vhvg)
=04+ b(Il,Ug) + b(vl,l‘g) +0 O

2.2 Definition (Kurven)

Eine PARAMETRISIERTE KURVE in einem Euklidischen Raum F ist eine Abbildung
¢:I — E, wobei I ein (zumeist) offenes Intervall in R und ¢ geniigend oft differen-
zierbar ist (wir wollen der Einfachheit halber immer unendlich oft differenzierbar
(kurz gesagt glatt) voraussetzen) und ¢/(t) # O fiir alle ¢ € I ist (¢ heiit dann auch
regulér).

Da wir aber im wesentlichen nicht an der Parametrisierung der Kurve, sondern
mehr an ihrer geometrischen Gestalt interessiert sind, geben wir noch folgende De-
finition:

Eine GEOMETRISCHE KURVE T ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kur-
ven, wobei ¢y : Ip — F und c¢; : [y — E AQUIVALENT heiflen, falls ein DIFFEO-
MORPHISMUS ¢ : Iy — I; (d.h. ¢ bijektiv und sowohl ¢ als auch p~! glatt sind)
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2.3 2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE

existiert, mit c; o ¢ = ¢g.

E
PR
e

Eine ORIENTIERTE GEOMETRISCHE KURVE ist eine Aquivalenzklasse von parametri-
sierten Kurven, wobei ¢; und co AQUIVALENT heiflen, falls ein ¢ wie oben existiert,
welches zusétzlich ¢’ (¢) > 0 fiir alle ¢ erfiillt (d.h. streng monoton wachsend ist).

Also ist eine (orientierte) geometrische Kurve durch Angabe einer PARAMETRI-
SIERUNG, d.h. einer parametrisierten Kurve in dieser Klasse, bereits festgelegt. Wir
konnen uns im folgenden also darauf beschrinken, Konzepte fiir parametrisierte
Kurven zu entwickeln, sollten aber immer darauf achten, dafl diese Konzepte wirk-
lich geometrischer Natur sind, d.h. nicht von der Auswahl der Repriisentanten (=
Parametrisierungen) abhéngen und auch invariant unter Bewegungen sind.

Unter dem BILD EINER GEOMETRISCHEN KURVE versteht man das Bild einer (je-
der) Parametrisierung.

2.3 Bemerkungen

Verschiedene geometrische Kurven kénnen sehr wohl das gleiche Bild besitzen:

1. Der Kreis: t — (cost,sint) wobei man jedes (offene) Intervall der Linge
grofer als 27 als Parameter Intervall verwenden kann, z.B. also I; := R oder
I, :=10,3~][.

2. Ein weniger triviales Beispiel ist:

Wir kénnen aber zeigen, dal der Parameter einer parametrisierten Kurvec: I — FE
lokal aus den Bildpunkten berechnet werden kann:

Sei dazu 0 € I und ¢/(0) # 0. Wir definieren eine glatten Funktion W : I x ¢/(0)+ —
E durch ¥(t,x) := c(t) + z.
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2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE 2.4

Fiir die partiellen Ableitungen von ¥ erhalten wir 9;¥(0,0) = ¢/(0) und 9,¥(0,0) -
v = v. Die Ableitung ¥’(0, 0) ist somit gegeben durch

U'(0,0) : (s,v) — 019(0,0) - s + ¥(0,0) - v = s-'(0) + v,

ein linearer Isomorphismus R x ¢/(0)+ — E. In Koordinaten kénnen wir das auch
wie folgt sehen: Sei (f1,...) eine Basis von ¢/(0)*, dann ist die Jakobi-Matrix der
Ableitung ¥’(0,0) bzgl. der Basen £ := ((1,0), fa,...) und F := ('(0), f2,...)

gegeben durch
[¥(0,0)] _ (! 0
’ 87]: o O idc/(o)L ’

und somit invertierbar. Nach dem inversen Funktionensatz (siehe ) ist U ein
lokaler Diffeomorphismus, d.h. es gibt eine offene Umgebung von 0 (0.B.d.A. der
Form I; x V mit I; C R und V C ¢/(0)* offen) und eine offene Umgebung U von
¢(0), so daBl ¥ : I; x V — U ein Diffeomorphismus ist. Da ¥(¢,0) = c(¢) ist, gilt
UL(c(t)) = (t,0) fiir alle t € I;. Die Zusammensetzung p := pr;o¥—1 : U —
I; x V — I ist dann eine lokale Linksinverse zu c.

Dies zeigt auch, daB wir den Parameterwechsel in der Definition geometrischer
Kurven blof als Homéomorphismus voraussetzen brauchen, denn er ist dann auto-
matisch ein Diffeomorphismus. In der Tat, wenn fiir zwei parametrisierte Kurven
¢; : I; — E mit (j € {0,1}) ein Homdomorphismus ¢ : Iy — I; mit ¢;0p = ¢y gege-
ben ist, dann finden wir fiir jedes ¢y € Iy eine Umgebung U von ¢q(to) = ¢1(¢(to))
und V von ¢(tp) und ein glattes Linksinverses p zu ¢; : V' — U. Somit ist aber
@ =pociop=npocyauf o (V) und somit glatt auf der (wegen der Stetigkeit
von ¢) offenen Umgebung =1 (V) von t.

PEAN
L

i\

/ / //pi \ -

/7 \

ot ({)/@::IVI V\ 14
ZABSIN

Iy

2.4 Definition (Punkte geometrischer Kurven)

Ein PUNKT auf einer geometrischen Kurve T ist eine Aquivalenzklasse von Paaren
(¢,t) mit ¢ € T (d.h. ¢ : I — FE ist eine Parametrisierung von I') und ¢ € I, wobei
(c1,t1) ~ (ca,t2) < es existiert ein Diffeomorphismus ¢ : Iy — I1 mit ¢a = ¢3 09
und @(ts) = t1.

Unter der VIELFACHHEIT eines Punktes versteht man die Kardinalitét der Menge
{t' : ¢(t') = ¢(t)} fiir einen (jeden) Représentanten (¢, t). Ein Punkt mit Vielfachheit
1,2,... heiflt EINFACHER PUNKT, DOPPELPUNKT,. . ..

Ein Punkt 148t sich am besten als ein Zweig der Kurve durch einen Bildpunkt
vorstellen:
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2.7 2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE

2.5 Die Tangente

Die TANGENTE an eine parametrisierte Kurve ¢ im Punkt ¢ ist die affine Gerade
c(t) +R- ().

Lemma.
Die Tangente ist ein geometrisches Konzept, d.h. reparametrisierungsinvariant und
auch invariant unter Bewegungen.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Invarianz unter Reparametrisierungen. Seien (¢, t)
und (¢,t) zwei Repréisentanten des gleichen Punktes einer geometrischen Kurve,
und ¢ ein zugehoriger Parameterwechsel, d.h. ¢ = cop und t = ¢(t). Die Tangente
Voncmtlstdlevoncmt denncf)—&—R &) = clp®) +R-(co)(t) =
c(t) +R-(p(t)) - ' (1) = ¢( )—HR c()(manverwendeRapf) R).

Nun zur Bewegungs-Invarianz: Sei z — A(x)+0b eine Bewegung und (c, t) ein Punkt
einer Kurve. Die bewegte Kurve ist dann ¢ : ¢t — A(c(t)) + b. Die bewegte Tangente
von c in t ist die Tangente der bewegten Kurve ¢, denn

Alc®) +R-())+ b= A(c(t)) +b+R- A (t)) =
= (A(c(t)) +b) + R (Aoc)/(t) = (t) + R - &(t)

(man verwende die Kettenregel (siehe [56, 5.5.2] oder [56, 6.1.9]) und A'(z)(v) =
A(v) nach 2.1}, da A linear ist). O

2.6 Definition (Tangentialvektor und Lénge)

Der EINHEITSTANGENTIALVEKTOR 7 () im Punkt einer parametrisierten Kurve ist

definiert durch 7(t) := ‘i Egl Fiir die Wohldefiniertheit verwenden wir die Regu-
laritdt der Kurve, d.h. ¢/(t) # 0. Man beachte, dafi auch dieser ein geometrisches
Konzept fiir orientierte geometrische Kurven darstellt, dazu mufl man allerdings
beachten, da ¢(t) zum Euklidischen Raum und ¢/(t) hingegen zum zugehorigen

Vektorraum gehort.

Sei ¢ : I — E eine Kurve, [a,b] C I ein abgeschlossenes Teilintervall, und Z = {a =
to < +++ < i, = b} eine Zerlegung, dann ist L (c, Z) := Y10 |e(t;) — c(ti—1)| die
Lénge des Polygonzuges durch die Punkte ¢(¢;). Die LANGE der Kurve von a bis b
ist definiert als L% (c) := supz Ll(c, Z). Fiir a > b sei L’ (c) := —LE(c) und es gilt:
Lgi(e) = Lgz(e) + Lg3 (o).

2.7 Lemma (Lénge als Integral).
Sei c: 1 — E eine Kurve (C'1 wiirde geniigen) und [a,b] C I, dann gilt: L% (c) < oo,
f | (t)|dt und 2Lt (c) = |c'(t)].
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2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE 2.9

Beweis. Siehe [56, 6.5.12]. Wir zeigen zuerst, dafi die Linge endlich ist:
A-Ungl.

L’(c,2) = Z| —c11|_2|/ t)dt] <

= t11

<Z/ (#)]dt = /\c )|t

= Lb(c / |/ (t)]dt < oo.

Nun zur Ableitung: Es ist

c e t+h(,. t+h(e) _ It (¢ t+h
G <t>’§Lt (¢) _ Lth(e) La<><1/ (8)|dt

h h ~h

Beide Seiten dieser Ungleichung konvergieren gegen |c/(¢)| fiir h — 0, also auch der
mittlere Term, d.h. 2L (c) = |c/(t)].

Weiters gilt wiederum wegen des Hauptsatzes [56, 5.2.2] der Analysis L!(c) =
by

fa ot Lt f |C |dt O

Da die Bogenldnge unter Reparametrisierungen und Bewegungen invariant ist, ist

sie ebenfalls ein geometrisches Konzept.

2.8 Definition (Parametrisierung nach der Bogenlinge)

Eine Parametrisierung ¢ einer Kurve heifit PARAMETRISIERUNG NACH DER BoO-
GENLANGE falls |¢/(t)| = 1 fiir alle ¢. Fiir die Lénge beziiglich solcher Parametrisie-
rungen gilt also L’ (c) = b — a.

2.9 Satz (Bogenlingenparametrisierung).

Jede geometrische Kurve besitzt eine solche Parametrisierung. Je zwei Parame-
trisierungen nach der Bogenlinge der gleichen Kurve sind tiber einen Parameter-
wechsel der Form t — +t + a dquivalent.

Beweis. Zur Existenz: Sei ¢ : I — E eine Parametrisierung einer Kurve, a ein Punkt
im Intervall I und s(t) := L!(c) die nach differenzierbare Léngenfunktion
s:R DI — R, mit s'(t) = | (t)] > 0. Insbesonders ist s(I) zusammenhéngend und
somit wieder ein Intervall. Die Umkehrfunktion ¢ : s(I) — I, s — t(s) ist C'™°,
da die Norm C* auf E \ {0} ist. Die Parametrisierung ¢ := c o ¢ ist die gesuchte
Parametrisierung nach der Bogenlénge, da

dc dc dt_dc 1 de 1 _dc 1

ds  dt ds  dt &= dt [e()]  dt |

B

Zur Eindeutigkeit: Seien ¢ und co ¢ zwei Parametrisierungen nach der Bogenlénge,
dann gilt:

=(co@)' )] = |'(e(®)] - ' (t)] = &' (B)],
da [(co @) (t)] =1 = | (p(t))]- Es folgt |’ (t)] = 1 fiir alle ¢, also ¢’ = +1. Wir
erhalten schlieflich ¢(t) = ¢(a) + f o' (r)dr = p(a) £ t. O

andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008 15



3.2 2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE

Beispiel

Betrachten wir einen Kreiﬁ ¢t r(cost,sint)+ M. Fiir s(t) := L§(c) erhalten wir
|/ (t)] = r und damit s( fo |¢/(z)|dz =t - r. Also ist die Umkehrfunktion s —
t(s) = %, und eine Bogenlangenparametrlslerung ist s+ c(t(s)) = r(cos 2,sin %) +
M. Der Einheitstangentialvektor ist 7(s) = (—sin 2, cos 2).

2.10 Lemma.
Fiir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve c gilt ¢’ (s) L ¢'(s) fir alle s.

)| (s)) laut

Beweis. Wir differenzieren die Gleichung 1 = |¢/(s)|?> = (/(s
und erhalten 0 = (¢’ (s) | (s) ) +{'(s) | " (s)) =2((s)|"(s)). Also gilt ¢ (s) L
d(s) fiir alle s. O

3. Kriimmung von Kurven in der Ebene

In diesem Abschnitt wird der zentrale Begriff der Kriimmung fiir ebene Kurven
studiert.

3.1 Definition

Unter dem EINHEITSNORMALVEKTOR v an eine parametrisierte Kurve ¢ im Punkte
t versteht man v(t) := 7(¢)*, wobei wir fiir jeden Vektor z # 0 im R? mit 2 den
eindeutig bestimmten Vektor bezeichnen, welcher normal auf = steht, gleiche Linge
wie = hat und links von x liegt (d.h. (z,z%) ist positiv orientiert), siehe . Dieser

ist also durch eine Drehung um 5 von x gegeben:

xll_ 0 -1 e [—a?

72 “\1 0 2]\ gl )
Wie der Tangentialvektor ist auch der Einheitsnormalvektor ein geometrisches Kon-
zept fiir orientierte Kurven. Das Paar (7, v) nennt man das BEGLEITBEIN der Kurve.

Fiir jeden Parameterwert t ist (7(t), v(t)) eine gut zur Kurve passende Basis der
Ebene.

3.2 Definition (Kriimmung)

Da ein Kreis umso stéarker gekriimmt ist, je kleiner der Radius r ist, wollen wir als
Ma$ fiir die Kriimmung K des Kreises den Kehrwert % verwenden. Falls der Kreis
positiv orientiert ist, also eine Linkskurve beschreibt, sei seine Kriimmung positiv,
andernfalls negativ. Eine Gerade kann man als Grenzfall eines Kreises fiir r — 00
betrachten, und die entsprechende Definition fiir ihre Kriimmung als K := =— =0
stimmt auch mit der Anschauung der nicht-Gekriimmtheit tiberein.

Wir kénnen den Mittelpunkt M eines Kreises aus den ersten paar Ableitungen beim

Punkt s einer Bogenléngenparametrisierung k(s) = r(cos £, sin %)+ M errechnen:
K'(s) = £(—sin £ cos £2) = 7(s), Kk"(s) = —L(cos iT,sin =) =
= |k'(s))=1=+K und
M = k(s) — r(cos 2, sin £2) = k(s) + k"(s) - 7% = k(s) + Ks)
[k (s)]
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3. KRUMMUNG vON KURVEN IN DER EBENE 3.2

Sei allgemeiner ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢”(s) # 0.
Unter dem KRUMMUNGSKREIS im Punkt s versteht man jenen Kreis k, welcher ¢
bei s von Ordnung 2 beriihrt, d.h. ¢(s) = k(s), ¢/(s) = k'(s) und ¢’(s) = k" (s). Der

Mittelpunkt dieses Kreises ist wegen obiger Formel durch M = k(s) + “5,7(% =

c(s)+ |c";:/((éjg))|2 gegeben und sein Radius ist r = m Mittels dieses Ansatzes folgt
auch seine Existenz.

Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte (wohldefiniert, wo |¢’| # 0) heifit EvoLU-
TE. Unter der KRUMMUNG K(s) der Kurve ¢ bei s versteht man die Kriimmung
des Kriimmungskreises.

N

oe %

Fiir den Kriimmungskreis gilt: ¢”’(s) = k”(s) = K(s) - v(s), wo v(s) die Einheits-
normale an k bzw. ¢ und K (s) die Kritmmung ist. Nach dem Newtonschen Gesetz
“Kraft = Masse x Beschleunigung” mifit K (s) die (skalare Grofie der) Kraft, die
notig ist, um den, mit skalarer Geschwindigkeit |¢/(s)| = 1 bewegten Punkt (mit
Einheitsmasse) auf der Kurve zu halten.

Wir kénnen also K als den Koeflizienten von 7/ = ¢” bzgl. des zweiten Vektors v
des Begleitbeins (7,v) auffassen. Wenn wir diese Gleichung 7/ = K - v mit einer
Rotation R um 7/2 drehen, dann erhalten wir

V' =R(r))=R(7)=R(K-v)=K -Rv) =K -R*(1)=-K-T.
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3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE

3.2
Zusammen sind das die sogenannten FRENET’SCHEN ABLEITUNGSGLEICHUNGEN:
=K v

vV =-K-T,

die die Ableitung des Begleitbeins in der Basis, welche durch das Begleitbein gege-

ben ist, ausdriicken.

’ -

|
|
\ e<t>v(t>

\\\/ )

Mit ¢(s) =: (z(s),y(s)) ergibt sich folgende explizite Formel fiir die Kriimmung

K(s) = (K(s)-v(s)[v(s)) = ("(s)|v(s))
= ("(s)|7(s)") = det(c'(s),c"(s)),

denn
1 N Y1 ‘ ) 1

det = det = — = .
et(x,y) € (x2 y2> T1Y2 — T2Y1 < (yz) ( o > > (ylz™)

Falls ¢ nicht nach der Bogenlinge parametrisiert ist, sei ¢ — s(t) die Bogenlidngen-
funktion und ¢ = co s~! die Reparametrisierung nach der Bogenlinge. In diesem

Fall erhalten wir fiir die Kriimmung:
Keols) = det(¢(s), " (s)) = det (¢ () 5, (¢ (1) = ¢ (45" )

= Gy det(c(8),¢"(1) + 0=
det(c'(t), ¢"(t)) _ ()" ["(t))
= K. (t) = Ka(s(t)) = -
( ) (5( )) ‘C/(t)|3 ‘C/(t)|3
wobei wir Folgendes verwendeten: ¢ = ¢os, ¢/ = (¢'0s)s’, ¢’ = (¢"0s)(s')*+(¢'0s)s".
Wir wollen nun zeigen, dafl der Kriimmungkreis unter Bewegungen invariant ist.

)

Dazu geniigt es, die Invarianz des Mittelpunktes
/!

M) = cls) 4 1550 = o)+ iy =)
zu zeigen: Sei ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert und sei ¢(t) = R(c(t)) + a die
durch z — Rx + a bewegte Kurve. Die Kriimmung von ¢ ist dann:

Kz(t) = det(é'(t),c"(t)) = det (R(c’(t)), R(c”(t)))
=det (R(c’(t), c"(t))) =det R - det(c/(t), " (t)) = K.(t),

v(s)
K(s)

da det R = +1. Somit ist die Kriimmung invariant und damit auch der Mittelpunkt.
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3.3 Lemma (Kriimmungskreis als Limes).

Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve, ¢”(s) # 0. Fiir je drei ver-
schiedene Punkte s1,s2,s3 sei M(s1,sq,s3) der Mittelpunkt des Kreises durch die
Punkte c(s1), c(s2), c(s3) und M(s) der Mittelpunkt des Kriimmungskreises von c.

Dann gilt: M(s1, s2,83) — M(s) fiir s1, 82,83 — s. Gleiches gilt auch fiir die Radi-
en.

Beweis von . Die Streckensymmetrale zwischen c¢(t1) und ¢(¢2) ist in Nor-
malvektorform gegeben durch

{z:<c(t2)c(t1) ’ 27M> O}

und die Streckensymmetrale zwischen c(t2) und ¢(t3) in Parameterform durch

{W - (elts) — elt) " a e R}.

Der Mittelpunkt M (tq,t2,t3) des Kreises durch die 3 Punkte ¢(t1), ¢(t2) und c(t3)
liegt somit am Schnittpunkt der beiden Streckensymmetralen, d.h. ist gegeben
durch

C(tg) —+ C(tg)

Mty to, t3) = . A (c(t3) - c(t2)>J_,

wobei A Losung der Gleichung

0= <C(t2) —c(t1) ‘ M + A (C(tg) - c(t2))L _ clty) +e(ta) >

2
also
(elts) —cltr) | eltr) = clts) )
A\ =
2 det (c(tg) — e(ta), clta) — c(tl))
ist, d.h.
Mttty - S EClt) (elta) = ctr) | e(tr) = elts) >) (et —et)

2 2det (c(tg) —c(ta),c(tz) — c(t1)
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3.5 3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE

c(ty)

Wegen
ts) — c(t 1 2 '
ctz) —c(t) _ / d@dh:/‘de1+db—¢ﬂ)@
t2 - tl t2 - tl t1 0
c(ty)—c(ta)  c(ts)—c(ta) 1,1
t1—ts tats / / ¢’ (t2 +s1(ts — t2) + s251(t1 — t3)> dsz dsy
ty —t3 o Jo
gilt

c(t1), c(tz), c(ts) — c(t)
c(t2) —c(t1) c(t1) —c(ts) clts) —clte)

to —t Tt — ¢t T — C/(t)
2 1=t 3— 12

c(ty) —e(ta)  c(ts) — c(ta) ,
( tl—tg N iS—tQ )/(tl_tS)%C(t)

fir t1,t9,t3 — t, also

clty) + ¢ c(t2) —c(t1) | c(t1) —cl(ts)
M (t1,ta,t3) = (t2) 2; (t3) + < ‘ ’ > . (C(tg) — c(tg))L
2det (c(tg) —c(ta),c(t2) — C(t1)>
_ C(tg) ;* C(tg) +

to—1t1

< c(tz)—c(t1)

c(t1)—c(ts)
t1—t3 > ) (C(tg,)fc(tz)>L
2det(6(ts>*c(t2> c(ta) —c(t1) c(ts)—c(t2) )) ta—ta

ts—ta 0 (ta—t1)-(b1—t3)  (ts—t2)-(t1—t3

+

e (COI@)) () . L
(0+2dm0ﬂﬂmwﬂ) ((0> O+ g @ -

3.5 Polarkoordinaten versus kartesische Koordinaten

Aus den Grundvorlesungen kennen wir die Abbildung p, die den POLARKOORDI-
NATEN (r,¢) € R? die KARTESISCHEN KOORDINATEN (z,y) := (r cosp,r sinp) =
r- e € C = R? zuordnet.

20 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



3. KRUMMUNG vON KURVEN IN DER EBENE 3.6

roeve

e

Wir wollen nun umgekehrt Punkten im R2, gegeben in kartesischen Koordinaten,
zugehorige Polarkoordinaten auf differenzierbare Weise zuordnen.

cosp —rsing
sing rcosgp
vertierbar. Also ist dieses Problem lokal um 0 € C nicht 16sbar, deshalb nehmen wir
0 aus, d.h. wir betrachten die Einschrinkung von p : (R\ {0}) x R — C\ {0}. Diese
Einschrankung ist nach dem Inversen-Funktionensatz lokal ein Diffeomorphismus.
Sie ist aber nur lokal injektiv. Um sie global injektiv zu machen schrénken wir sie
weiter zu einer Abbildung p : RT x R — C\ {0} ein. Noch immer ist der Winkel ¢
aber nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 festgelegt. Also miissen wir ¢
auf ein Intervall der Lange 27 beschrinken - damit wir leicht von Differenzierbarkeit
sprechen konnen - auf ein offenes Intervall. Bei gegebenem ¢y € R sei dieses Inter-
vall Joo — , o + 7[. Dann ist p : RT x Jpg — 7,00 + 7] — C\ {te'?° : t < 0} ein
Diffeomorphismus. Das Bild bzgl. p ist die (komplexe) Ebene ohne einen Halbstrahl.
Wir kénnen sogar explizit die Umkehrfunktion 7 = /22 442 und ¢ = arctan(%)
bzw. ¢ = arccot(2) angeben, wenn wir fiir arctan und arccot den passenden Zweig

v
wahlen.

3.6 Lemma (Kriimmung als Richtungsinderung).

Sei c: I — C eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢/ : I — S' :=
{z € C: |zl =1}. Seisp € I und 0 : I — R fiir s nahe sy eine differenzier-
bare Lisung von ¢®) = ¢/(s). Dann folgt K(s) = 0'(s). Das bedeutet, daf die
Krimmung K die infinitesimale Anderung des Winkels der Tangente mift.

Die Ableitung von p ist durch ( gegeben und ist fiir » = 0 nicht in-

Beweis. Durch Differenzieren der Gleichung ¢/(s) = ¢*(®) erhilt man ¢’(s) =
0 (s)e?®) = @'(s)ic/(s) = 0'(s)v(s), das ist aber die implizite Gleichung fiir die
Kriimmung = K(s) = 0'(s). O
Zusammenfassung

Die Kriimmung einer nach der Bogenlénge parametrisierten Kurve kann aufgefafit
werden als:

1. Der Kehrwert 1 = |¢”(s)] = |K(s)| des Radius r des Kriimmungskreises,
d.h. jenes Kreises, der ¢ am besten approximiert, versehen mit einen Vorzei-
chen welches sich daraus ergibt ob der Kriimmungskreis positiv oder negativ
orientiert ist, siche .

2. Der skalare Wert der Beschleunigung ¢”’(s) = K(s)v(s), siche .
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3.8 3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE

3. Die infinitesimale Anderung des Winkels der Tangente K (s) = #'(s), nach

Lemma .

3.7 Polarkoordinaten als Uberlagerung

Wir wollen nun das globale Verhalten der Polarkoordinaten untersuchen. Sei p :
R? — C wie in die Abbildung (r,¢) — re’?, die Polarkoordinaten kartesische
Koordinaten zuordnet.

Definition.

In der Topologie nennt man eine stetige Abbildung p : X — Y zwischen Haus-
dorffriumen eine UBERLAGERUNG, falls eine Uberdeckung von Y mit offenen so-
genannten TRIVIALISIERENDEN MENGEN U C Y existiert, soda8 p~*(U) die dis-
junkte Vereinigung von offenen Teilmengen Uj;, genannt BLATTER, mit j € J ist
und ply; : U; — U ein Homéomorphismus fiir alle U und alle j € J ist. Falls die
Kardinalitéit x der Indexmenge J nicht von U abhéngt, bezeichnet man p: X — Y
auch als eine x-BLATTRIGE UBERLAGERUNG.

Das Urbild p~1(U) ist dann die topologische Summe seiner Blitter, denn eine Teil-
menge V C p~1(U) ist genau dann offen, wenn V N U; offen ist fiir alle j € J.

Sei ¢ : I — X eine stetige Kurve fiir welche (p o ¢)(I) ganz in einer trivialisieren-
den Umgebung U liegt, so ist ¢(I) ganz in einem Blatt iiber U enthalten, denn die
zusammenhiingende Menge ¢(I) kann nicht verschiedene Summanden der topologi-
schen Summe | |; ; U; treffen.

Lings Uberlagerungen lassen sich Kurven liften:

3.8 Lemma (Liftung von Kurven).
Seip: X —Y eine Uberlagerung, ¢ : I — 'Y eine stetige Kurve mit 0 € I und sei
29 € p~(c(0)). Dann ezistiert eine eindeutige stetige Kurve ¢ : I — X genannt
LIFT von ¢ mit po ¢ = ¢ und ¢(0) = xp.

{0} =~

Ly
-
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3. KRUMMUNG vON KURVEN IN DER EBENE 3.9

Beweis. Zuerst die Eindeutigkeit: Seien ¢; und ¢g zwei Lifts. Dann ist 0 € T := {t €
I:ci(t) = ca(t)} und T ist abgeschlossen. Zu einem ¢ € T sei U eine trivialisierende
Umgebung von ¢(t) und Uy das Blatt iiber U, welches ¢ (t) = co(t) enthilt. Da ¢;
und ¢y stetig sind, haben sie fiir ¢’ nahe ¢ Werte in Uy, und da p : Uy — U eine
Bijektion ist, ist ¢1 (') = (p\gol oc)(t') = ca(t’) fiir diese t'. Also ist T" offen. Weil [
ein Intervall und somit zusammenhéangend ist, stimmt 7" mit [ iiberein, d.h. ¢; = cs.

Nun zur Existenz: Sei
T :={t € I : Ein Lift ¢ von ¢ auf der Strecke von 0 nach ¢ existiert}.

Klarerweise ist 0 € T und T ein Intervall. Wir zeigen, dafl T' keinen Rand in I
besitzt. Angenommen ¢ € I wire ein Randpunkt von T, 0.B.d.A. ¢ > 0. Sei U
eine trivialisierende Umgebung von c¢(t), dann ist ¢(t') € U fiir ¢’ nahe t. Sei Uy
jenes (eindeutige) Blatt iiber U welches ¢(t') enthélt fiir alle hinreichend nahen
t' <t (bzw. im Falle t = 0 den Punkt z¢). Dann 148t sich é durch p|[}01 oc lokal um ¢
(eindeutig) fortsetzen, und somit ist ¢ kein Randpunkt von T'; ein Widerspruch. [

3.9 Folgerung.

Seic: I — S' eine stetige Kurve, dann existiert ein stetiger Lift ¢ : I — R, d.h.
e®®) = ¢(t) fir allet € I. Ist to € I, so ist ¢ eindeutig durch Angabe von &(ty) € R
mit e’®t0) = ¢(tq) bestimmt. Falls c glatt ist, so auch ¢.

Beweis. Offensichtlich beschreibt # — e’ jene Uberlagerung R — S, die aus der
in durch Polarkoordinaten gegebenen Uberlagerung p : R x R — C \ {0}
durch Einschrinkung auf R = {1} x R = p~1(S') — S! gegeben ist. Also haben
wir die Liftungseigenschaft nach . Die Glattheit von ¢ folgt, da p ein lokaler
Diffeomorphismus ist. O

2. Beweis. Wir geben nun einen zweiten direkteren Beweis, der auch gleichzeitig
die Glattheit des Liftes liefert.

Zuerst eine Vorbemerkung: Sei ¢ ein Lift von c. Wegen der Stetigkeit von ¢ existiert
ein § > 0 mit |e(t) —c(to)| < 2 fir alle [t —to| < 6. Dann ist |&(¢) —&(to)| < = fiir diese
t, denn wére es grofler als 7 fiir ein ¢ so nach dem Zwischenwertsatz auch gleich m
fiir ein anderes ¢ und somit ¢(t) = —c(tg) also |c(t) — ¢(to)| = 2, Widerspruch. Also
ist &(t) = p(c(t)) fiir |t — to] < d, mit ¢ wie in und Anfangswert o = (to).

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit lokaler Lifts: Seien ¢; : I; — R zwei Lifts von
c|r; fiir j = 1,2, wobei I; > o ein offenes Teilintervall von I ist. Sei X := {t €
LiNI:ci(t) = co(t)}. Wir miissen zeigen, dal X = I; N I. Die Menge X ist
nicht leer, da tg € X, und sie ist abgeschlossen in I} N I3, da sie durch eine stetige
Gleichung gegeben ist. Sei nun ¢t € X, dann ist ¢;(t') = ¢(c(t')) fiir ¢’ nahe t,
wegen der Vorbemerkung. Also ist X auch offen. Da das offene Intervall I; N I
zusammenhéngend ist, folgt X = I; N Is.

SchlieBlich die Existenz: Sei X die Menge der ¢ € I, bis zu welchen ein (eindeutiger)
Lift existiert, genauer: t € X < ein Lift ¢: J — R von ¢|; existiert fiir ein offenes
Teilintervall J von I, welches t und ¢y enthélt. Die Menge X ist nicht leer da tg € X,
denn ¢ o ¢ ist ein lokaler Lift von ¢, wo ¢ wie in mit Anfangswinkel ¢(tg) ist.
Sie ist nach Konstruktion offen, da die Intervalle J als offen vorausgesetzt sind.
Sie ist auch abgeschlossen in I: Sei ndmlich ¢ € I im Abschlul von X. Wegen
der gleichméfligen Stetigkeit von ¢ auf kompakten Teilintervallen von I existiert
ein § > 0 mit |e(t') — c(t”)] < 2 fir [t/ —¢"] < d mit ¢’ € [t,t]. Sei t; € X mit
|t1 —t| < ¢. Dann sind ¢ und ¢ o ¢ lokale Lifts um ¢; von ¢, wobei ¢ wie in mit
Anfangswert ¢(¢1) bei t1 ist. Also stimmen sie wegen der Eindeutigkeit iiberein und
ergeben zusammen einen lokalen Lift, der auf einer Umgebung von [tg,t] definiert
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ist, i.e. t € X. Da I zusammenhéngend ist, folgt X = I, also existiert ein Lift auf
ganz I.

3.10 Liften mittels des Kurvenintegrals

Eine dritte Methode den Lift ¢ fiir glattes ¢ zu erhalten, verwendet das Kurvenin-
tegral und die dazu notwendigen Differentialformen (mit denen wir uns in Kapitel

und @ noch sehr eingehend beschiftigen werden):

Sei f: R?2 2 U — R", differenzierbar. Dann ist die Ableitung f’ (oder auch das
totale Differential df) von folgender Gestalt:

df = f': U — L(R*,R") := {T : R? — R" : T ist linear}.
Allgemein heifit eine Abbildung w : U — L(R?,R") 1-FORM (mit Werten im R").
Eine 1-Form heifit EXAKT < 3 f: U — R” glatt mit df = w.

Fiir die linearen Abbildungen z : (z,y) — z und y : (z,y) — ¥y ergeben sich nach
die zwei speziellen exakten 1-Formen dzx und dy:

dz(z,y)(u,v) =u bzw. dy(z,y)(u,v) =v.

Fiir jedes glatte f : R? — R™ haben wir allgemein

df(xay)(ua U) = df(:r,y)(u (L 0) +v- (07 1))
=Uu- df(m,y)(l,O) +v- df(xay)(ov 1)
= da(z,y)(u,v) - 3L(2,y) + dy(z,y)(u,v) - §L(z,y)

oder kiirzer nach Weglassen von (u,v) € R? als Gleichheit fiir Abbildungen in
L(R2,R™):

df (v,y) = §L(w,y) - da(z,y) + GL(z,y) - dy(z,y),
wobei wir die Reihenfolge der Faktoren ausgetauscht haben, damit die Wirkung auf
(u, v) klarer ist (Beachte: %(w, Y), g—ch(x,y) € R™ und dx(z,y), dy(z,y) € L(R?,R)
und das Produkt v - T € L(R? R™) ist definiert durch (v-T)(2) := T(z) - v fiir
veR™ T e L(R?,R) und 2z € R?).
Noch kiirzer kénnen wir das nach Weglassen von (z,y) € R? als Gleichheit fiir
Abbildungen R? — L(R?,R™) schreiben als

_ of of
df = 55 -dz + 5, - dy.
Analog erhalten wir die Koordinatendarstellung einer allgemeinen 1-Form w:
w(z,y)(u,v) = u-w(z,y)(1,0) +v- w(z,y)(0,1)
= (e, ) () - wi(2,9) + dy(@, ) (1,0) - wa(2,y)

=S w=wy -dr+ws - dy
wobel w; : U — R™ definiert ist durch wy(z,y) := w(x,y)(1,0) und wy(z,y) =
w(z,y)(0,1).
Sei ¢ : [a,b] — U eine Kurve mit ¢(t) = (z(t),y(¢)) und w wie oben, dann berechnet
sich das Kurvenintegral wie folgt:

[o= [t o+t -ar= [ o) ®) di
b

_ / wr(e(t) 2 (1) dt + walc(t)) 22 (t) dt
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Mittels des Kurvenintegrals it sich eine Funktion f : R? — R™ aus ihrem Diffe-
rential und einem Anfangswert rekonstruieren, denn

b b
F(e(®) — f(e(a) = / (foo)(t)dt = / df(c(t))(¢' (1)) dt = / df,

fiir jede Kurve ¢ von c(a) nach ¢(b). Die Uberlagerung p : RT x R — R?\ {0}
via Polarkoordinaten aus war gegeben durch (7, ) — re®. Wir wollen eine
Kurve ¢ : I — R?\ {0} zu einer Kurve ¢ : I — R* x R lings p liften. Die
Projektion auf die erste Komponente (r, ¢) +— r faktorisiert zu einer wohldefinierten
glatten Funktion r : R? \ {0} — R gegeben durch (z,y) — /22 + y2. Somit ist

r(e(t) = Vx(t)? +y(t)?.

Rt xR

P R
T

C\ {0}
Fiir die zweite Projektion geht das nicht so (Der Winkel ¢ kann aus den kartesischen

Koordinaten nur bis auf ganzzahliges Vielfaches von 27 berechnet werden). Aber
wir kénnen die zweite Komponente als Kurvenintegral schreiben

o (€(t)) = (e(0)) + / dg

clio.1

Da ¢ bis auf ein ganzzahliges Vielfaches auch auf C\ {0} bestimmt ist, kann man
hoffen, daf das Differential dp zu einer 1-Form w auf C\ {0} hinunterfaktorisiert.
Wegen der Kettenregel dp(u)(v) = w(p(u)) - dp(u)(v) berechnen wir dazu das Dif-
ferential der Uberlagerungsabbildung z = p : C > Rt x R — R2?\ {0} c C,
(r,0) = 2z :=re':

. O(ret® O(re'? ) ) - d
dz = d(re'?) = (re’?) ~dr + (re’?) cdp=e¥dr+ire¥dp=re?¥ (—T + id(p)
ar dp T
Somit ist
d Wdr +ire¥d d
G_cTarrire’ % Ty dp=d(nr) +idy
z et T

als Abbildungen RT x R — L(R?,C) = L(R?,R) +1i L(R?,R). Oder in kartesischen
Koordinaten:

d(In(r)) +idp = % _detidy (z—dy)de+ie—iy)dy

T+iy x2 + y?
rdr+ydy . xdy—ydx
= i
$2+y2 $2+y2 ?

wobei z,y : RT x R %> C — R, und somit ist

xdr +ydy ind  dip = xdy —ydx

d(lnr) = ey ey

Wir kénnen aber z und y auch als Koordinatenprojektionen auf C auffassen, und

somit % als 1-Form w auf C\ {0} = R?\ {0}. Fiir diese ist dp(u)(v) =

andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008 25



3.13 3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE

w(p(u))(dp(v)) und somit erhalten wir schluendlich

— o(e(0)) + / dp(e(r)) (@ (7)) dr
— o(e(0) + / w(e(r)( (7)) dr

_ xdy —ydx
= 0 —
©(e(0)) + /CHM e

)

wobei in der letzten Zeile z und y die Koordinatenprojektionen R? — R bezeichnen.
Insbesonders berechnet diese Formel ¢(t) € R fiir ¢: I — S' C C\ {0}.

3.11 Satz (Die Kriimmung charakterisiert die Kurve).

Sei K : I — R eine glatte Abbildung, so gibt es, bis auf Bewegungen, genau ei-
ne Kurve, die eine Bogenlingenparametrisierung c besitzt, fir die K.(s) = K(s)
gilt.

Beweis. Sei ¢ eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve mit der Kriimmung
K, d.h. |¢(s)| = 1 fiir alle s und K(s) = ¢'(s) nach [3.6], wobei 6 ein Lift von ¢/
ist, und somit e?(*) = ¢/(s) gilt. Also folgt

0(s) =0(0) + /0 0'(r)dr = 6(0) + /0 K(r)dr und
c(s) = ¢(0) + /03 d(r)dr = ¢(0) + /Os 0 g

Dabei ist ¢(0) der frei wiahlbare Anfangspunkt der Kurve, und 6(0) der frei wihlbare
Winkel der Anfangsrichtung. Je zwei solche Anfangsdaten liefern eine Bewegung,
welche die zugehorigen Kurven ineinander iiberfiihrt. Sei ¢ wie oben definiert. Dann
ist ¢/(s) = €(®) also |c/(s)| = 1, d.h. ¢ ist nach der Bogenlinge parametrisiert. Da
0 der Lift ist, gilt K.(s) = 0'(s) = K(s). O

3.12 Definition (Scheitel und Spiralbégen)

Falls K(t) = 0, dann heifit ¢ ein FLACHPUNKT. Falls ¢ ein Flachpunkt ist, an
dem die Kriimmung das Vorzeichen &ndert, so heifit ¢ ein WENDEPUNKT. Falls die
Kriimmung ein lokales Extremum bei ¢ besitzt, so heifit ¢ ein SCHEITEL. Falls K
monoton und nirgends 0 ist, so heifit ¢ ein SPIRALBOGEN.

3.13 Lemma, Kneser.

Sei ¢ ein Spiralbogen. Dann ist jeder Krimmungskreis mit kleinerem Radius in
jedem mit groflerem enthalten. Fiir jeden Punkt s der Kurve, liegt die eine Hilfte
von ¢ im Inneren des Kriimmungskreises bei s und die andere Hilfte im Auferen.
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0

Beweis. Wir betrachten die Ableitung der Evolute:

v(s) und setzen R(s):=

K(s)

K(s)
R/ (s)v(s) + R(s)V'(s)
= 7(s) + R'(s)v(s) — R(s)K(s)7(s) = R'(s)v(s).

Fiir die vorletzte Gleichheit verwendeten wir die Frenet’schen Ableitungsgleichun-
gen. Die Bogenldnge der Evolute berechnen wir mit Hilfe des Integrals:

b b
ble) = / €' (s)|ds :/ |R'(s)|ds = (da R’ konstantes Vorzeichen hat)

/R' ds = |R(b) — R(a)]
—e(a )\ < Lg(e) = |R(b) — R(a)]

d.h. der Kreis mit groflerem Radius umfafit den mit kleinerem. Man bemerke, dafl
Gleichheit |e(b) — e(a)| = L% (e) nur dann gilt, wenn e konstant ist oder die Strecke
von e(a) nach e(b) # e(a) parametrisiert. Falls e konstant ist, so 0 = ¢/ = R'v,
d.h. R ist konstant und damit ¢ ein Kreisbogen. Andernfalls ist 0 # €'(s) || v :=
e(b) —e(a) # 0 lokal in s und somit auch v(s) || v und 7(s) || v* fiir s mit R'(s) # 0.
Also parametrisiert ¢ (zumindest lokal) eine Gerade und damit ist K = 0, ein
Widerspruch.

Fiir den zweiten Teil der Aussage konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl die Kriim-
mung monoton wachsend bzw. R monoton fallend ist. Bei festem ¢ und ¢t < ¢
schlieflen wir, daf ¢(¢') im Inneren des Kriimmungskreises bei ¢ liegt, da c(t') auf
dem Kriimmungskreis bei ¢’ liegt und dieser in jenem bei ¢ enthalten ist (R(t) >
R(t")). Falls t' < t schlieBen wir analog. O

3.14 Rollkurven

Gegeben seinen zwei nach Bogenldnge parametrisierte Kurven ¢y und ¢;. Gesucht
ist die Bahn ¢ eines in der Ebene von ¢; fixierten Punktes p, wenn die Kurve c¢;
langs jener von ¢y abrollt.
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e

Wir wollen ¢ nach der abgerollten Lénge ¢ parametrisieren. Das Abrollen von ¢;
langs ¢o bedeutet, dafl wir eine Bewegung B; suchen, die den Punkt ¢ (t) auf ¢o(t),
die Einheitstangente 74 (¢) auf 70(¢) und somit die Einheitsnormale v4(¢) auf vo(t).
Aus der ersten Bedingung folgt, dafi B, die Form B,(z) = Ri(x — ¢1(t)) + co(t) hat.
Es sei 01 (t) und 6y(t) der Winkel der Tangente an ¢; und ¢g zum Zeitpunkt ¢. Dann
mufl R die Drehung um 6y (t) — 61(¢) sein. Also ist die Gleichung der Rollkurve ¢
durch

c(t) = " PO=01®) () — ¢ (£)) 4 ¢o(t)
gegeben.
Fiir die Ableitung von ¢ erhalten wir:
() = i(00 — 01)' (1) PO (p — ¢ (¢)) — OO (1) + ¢y (¢)
= i(Ko(t) — Kq(t))eP®=010) () _ ¢, (1)) — i 00()=01(0)) i02 (1) | i00(t)
= (Ko(t) — K1(t))ie" @O0 (p — ey (1))

Somit ist die skalare Geschwindigkeit:

ol0) = | (0] = IKal0) - a0l o - 0.
Die zweite Ableitung von ¢ ist:

(1) = i(Ko — K1)/ (8)e" %O (p — ey (1))
+i(Ko — K1) (8)i(Ko — K1)(8)e' O (p — e (1))
— (Ko — Kyp)(t)e P00 ¢ (1)

= (Ko — K1) ()ie! @00 () — ¢, (¢))

— (Ko — K1)(1))* @~ (p — ¢, (1))
— (Ko — K1)(t)ie =0 ® ¢ (1),
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Folglich ist
det(c'(t),c"(t)) =

= det ((Ko — K1) (t)ie’ o=@ () — ¢, (1)),
— (Ko — K1)(t))%e" =W (p — ey (1)) — (Ko — Kl)(t)iei(eo_el)(t)cll(t)>

= (Ko — K1)(1)* det (p = 1 (1), ilp — a (1))
~ (Ko = K1)()* det (p = ea(), ¢4 (1))
= (Ko = K2)(6)lp — e1 (1) = (Ko — K1) (1) det (p — ea (), € (1) ).
Fiir die Kriimmung K von c erhalten wir schliefSlich
_ det(c/(t), " (t))
e (O
(Ko — K1)(t)*[p — e1(8)]? — (Ko — K1)(t)* det(p — c1(t), ¢4 (1))
(Ko — KD @ p— et (D)
sign((Ko — K)(1) 1 RN
P 0 R v 10 <|p—c1<t>|3’ m)
sign((Ko — K1) (1))

2 1 /
- PEOTE <|p—01(t)| — mdet(p—cl(t),cl(t))).

K(1)

Sei nun die abrollende Kurve c¢; ein Kreis mit Radius 1, d.h. ¢;(¢) := e und
p = (a,0). Dann ist
ci(t) = ie'
K =1
p—c1(t) = (a — cost, —sint)
Ip—c1(t)]? = a® — 2acost + 1 = (a* + 1) — 2acost
det(p — c1(t), ) (t)) = det(a — e, ie™) = acost — 1

und somit ist die Kriimmung der Rollkurve

_ sign((Ko — K1)(1)) 1 /
K1) = =5 2 (I = e OF = e gy detle — a0, 40)
_ sign(Ko(t) — 1) 9 acost —1
a2 +1 —02acost|3/2 (a 1 2acost - Ko(t) — 1)
Zykloiden.

Sei nun insbesonders ¢y eine Gerade, d.h. ¢y(t) = t.

"/
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LA

Dann ist Ko(t) = 0 und somit

—1 acost —1
K(t) = ( 241-2 t— 7)
® la2 + 1 — 2a cos t[3/2 @ @cos -1
_ a(cost — a)
a2 4+ 1 — 2acost[3/2
Und speziell fiir a = 1, d.h. einen Punkt auf dem Kreis, ist
(1 — cost) 1
Kit)=———-— =—-1/(2V2V1 —cost) = —————.

B =~ 2acost|i2 /(2V2VT = cosi) A[sin(t/2)]

Nun wollen wir die Scheitel bestimmen. Dazu schreiben wir

VaK(t) =

cost —a
(a+1/a—2cost)3/2

Dann ist
%\/&K(t) = —sint (a+1/a —2cost) ™% ((a+1/a — 2cost) + 3(cost — a))

= —sint (a+1/a —2cost) ™% (1/a — 2a + cost)

Somit ist 4/aK(t) = 0 genau dann, wenn sint = 0 oder cost = 2a — <.
Epi- und Hypozykloiden Sei nun ¢y ein Kreis mit Radius R, d.h. ¢o(t) =
R e:l:it/R’

oere

Dann ist Ky = +1/R und somit

sign(Ko(t) — 1) 9 acost —1

) = (41 2mcont — 208 =1)
®) la2 + 1 — 2a cos t[3/2 -t @cos Ko(t)—1
sign(+1/R —1) ( 9 acost—l)

= 1-2 t— ————

la2 + 1 — 2a cos t[3/2 @ o8 +1/R-1
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Ist insbesonders a = 1, d.h. p ein Punkt am abrollenden Kreis, dann ist

sign(+1/R—1 1 —cost
K@) = |2(1(_ cést)3/2) (20— cost) + F1/R - 1)
_ sign(£1/R —1) (2 1 )
2v/2+/1 — cost +1/R—1
_ sign(£1/R—1) R¥2
T 221 —cost RTI1
1 RF2

= sign(+1/R 1) - :
Sen(E/R =1 3 Ry

3.15 Einhiillende - Enveloppe

Zu jeder geometrischen ebenen Kurve ist die Familie ihrer Tangenten assoziiert. Wir
wollen nun bestimmen, welche Geraden-Scharen auf diese Weise auftreten kénnen.
Sei ¢ : I — C eine Parametrisierung der Kurve, dann ist die Tangente an der Stelle
t durch {c(t) + sc/(t) : s € R} gegeben, oder implizit durch

{z:(z|v(t)) =h(t)}, mit v(t) = 7(t)* und h(t) := (c(t) |v(t)).

Nach existiert eine eindeutig bestimmte glatte Funktion ¥ : I — R mit
e® = 7(t) und somit (— sin(¥(t)), cos(¥(t))) =i e’ = ir(t) = v(t) Falls ¢ nach
der Bogenlinge parametrisiert ist, so ist ¥ = K nach . Fiir allgemeine Para-
metrisierungen ist somit ¢ (¢) # 0 genau dann, wenn die Kriimmung K (¢) nicht
verschwindet, denn sei ¢ eine Bogenldngenparametrisierung, also c(t) = ¢(s(t)),
dann ist ¢/(t) = §'(t)&(s(t)) = s'(t)7(t) = &' (t)e’?® und " (t) = s"(t) e +
s'(t) i () e¥® und somit

det(¢(8), " (1)

K(t) = _ S0 9

O O L O
Sei nun umgekehrt eine Schar von Geraden in Hess’scher Normalvektorform

{z:(z]ie™”®) =h(t)}, mit ¥ und h glatt und &' (t) # 0 fiir alle t € 1

gegeben. Wir suchen eine Kurve ¢ mit diesen Geraden als Tangenten, d.h. eine
Losung von

<c(t) ‘ ie® > = h(t)
<c’(t) ‘ieiﬂ(t) > -0
Differenzieren der 1. Gleichung und Einsetzen der 2. liefert:
h/(t) - <Cl(t) |iei19(t) Y + (e(t) ‘ZQ i) 19/(75)> _ —ﬁ/(t) (c(t) | 0 (1) )

Damit kennen wir aber die Normalprojektionen von ¢(t) auf die Orthonormalbasis
(ew(t), i em(t)) und somit ist die sogenannte einhiillende Kurve ¢ gegeben durch

/
e(t) = (c(t) | V() ) e 4 (e(t) |ie“9(t) ) et = —Z/Eg e 4 h(t)i e
Fiir die Ableitungen von ¢ erhalten wir folglich
o' — 'Y —h (?9/)3 )
I 719
¢ = CaE +0
R/ NI N3 ) Y/ NV N3N’
C,,:hﬁ R — h(9) i e 4 WY —n"9 —h () it
()2 (92
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also eine regulire Kurve genau dort wo h’ 9" — h” ' — h (9)3 # 0 ist und fiir deren
Kriimmung
g\ 2
det(c',c”) _ o' — 'Y —h (19/)3 p
|']? ()2

o' —h'Y —h (19/)3 -3
(9")?

K =

7 (19/)3
- |h/ 9" — 'Y — R (19/)3|
Insbesonders liegt die Kurve lokal immer auf der sign(d’) Seite der Tangente. In

werden wir dies noch exkpliziter machen indem wir als bessere Parametrisierung
jene nach dem Winkel der Tangente verwenden werden.

Eine klassischere Lésungsmethode dieser Aufgabenstellung ist die folgende:
Sei ¢ : I — FE eine Parametrisierung der Kurve, dann ist die Tangente durch
s+ c(t) + sc(t) gegeben, oder implizit durch

(@) ]v®)) = n(), mit v(t) == ¢/ ()" wnd h(t) == (e(t) | (1))

Nach Anwendung einer Drehung, kénnen wir annehmen, dafl e; der Einheitstan-
gentialvektor in einem Punkt ist und somit fiir nahe ¢ in der Tangentengleichung
y nach z aufgelost werden kann, d.h. die Form y = a(t) -  + b(t) besitzt, wobei
a(t) der Anstieg der Kurve ¢ : t — (x(t),y(t)) zum Zeitpunkt ¢ ist und b(¢) durch
Einsetzen von c¢(t) anstelle von (z,y) erhalten wird. Wenn die Kriimmung K von ¢
nicht verschwindet, dann mu8 a/(t) # 0 sein, denn a(t) = y/(¢)/2'(t) und somit ist

) POV YO 0) _ det(e),¢'(0) _ )P
(O

Sei allgemein eine glatt parametrisierte Familie von Geraden vorgegeben. Nach
Anwendung einer Drehung haben diese lokal die Gestalt

y=a(t) -z +b(t).
Wir wollen nun versuchen eine Kurve ¢ zu finden, die diese Geraden als Schar

der Tangenten hat. Man nennt ¢ dann die EINHULLENDE oder ENVELOPPE dieser
Geraden. Es soll also ¢(t) = (z(t),y(t)) sowohl

y(t) = a(t) - z(t) + b(t) als auch y'(t) = a(t) - 2'(t)
erfiillen. Der Fall, dal a konstant ist, ist nicht interessant, denn dann muf} eine
dazu passende Kurve ¢ eine Gerade parametrisieren und somit auch b konstant sein.
Darum setzten wir @ als streng monoton oder besser ein wenig stérker a’(t) # 0 fiir
alle t voraus. Falls c existiert, so bedeutet das nach dem Obigen, daf8 die Kriimmung
von ¢ nicht verschwindet. Dann kénnen wir den Anstieg als Parameter p verwenden.
Die Gleichungen sind dann

y(p) =p-2(p) + 9(p) und S =,

mit g := boa~!. Beachte, dal die Existenz einer reguliren Losung ¢ (mit nicht
verschwindender Kriimmung) das Folgende fiir g bedeutet:
dg dy dy dzx
A A T A
dp dp dx dp
d? d
29 _ %y
dp? dp
Wenn wir nun die Kurve nach # umparametrisieren (es ist ja z’(p) # 0), so ist die
Gleichung die Clairaut’sche Differentialgleichung

y(z) =y (z) - =+ g(y (),
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wobei wir die Bedingung, dafl x als Parameter gewahlt werden kann bedeutet, dafl
p'(x) = y" nirgends verschwindet. Wenn wir diese Bedingung nicht verlangen, so
erhalten wir als Losungen auch jede Gerade der Schar (dann ist ¢’ konstant p).

Um die Kurve ¢ zu finden miissen wir also die Clairaut’sche Differentialgleichung

y=xz-y +g(y) mit g"(y) #0

16sen. Dies ist eine implizite Differentialgleichung

F(z,y,y') = 0mit F(z,y,p) ==z -p+g(p) —y.
Wenn 0,F # 0 wire, dann kénnen wir diese implizite Gleichung nach dem impli-
ziten Funktionensatz in eine explizite verwandeln. Aber wenn wir die Differential-
gleichung nach z differenzieren, so erhalten wir

d /
0= %F(Ly(ﬂf),y'(aﬁ)) = O F(x,y,y') + 02 F(z,y,y') -y + 0sF (z,y,9') -y,

wobei 01 F(z,y,p) = p, OoF (z,y,p) = —1 und 05F (z,y,p) = = + ¢'(p) ist. Also ist
0=y —1-y+05F(z,y,y') -y’ Falls y nicht eine Gerade beschreibt, so ist y” # 0
und folglich 03F (z,y,y") = 0.

Die iibliche Methode in dieser Situation ist, ¥’ als neue Variable p zu verwenden
(wegen y” # 0 ist dies nach dem inversen Funktionensatz moglich). D.h. unsere
Gleichung lautet nun F(z(p), y(p),p) = 0 zusammen mit y'(p) = p- z'(p). Differen-
zieren wir nun F(z(p), y(p), p) nach p so erhalten wir

d
= %F(x(p)7y(p),p) = alF(x’yap) : Z‘/ + 82F($7yap) : y/ + 83F(x7yap) -1

= (81F+p82F) ox + O3 F
und falls Oy F' + p - 0o F # 0 ein System expliziter Differentialgleichungen

0

o OF
(OLF +p-0oF)

o r_ p- O3k

Yo TG F fp 0oF)

Dies fithrt nun zwar oft zum Ziel, nicht aber in unserer speziellen Situation, denn
da ist, wie wir bereits gesehen haben, 01 F + p- 0o F = 0. Nach dem Obigen ist dann
aber 0 = 03F = x + ¢'(p), d.h. (p) = —¢'(p) und aus F(z(p),y(p),p) = 0 folgt
y(p) =p-z(p) + g(p). Und das System ist mit

z(p) = —4'(p)

y(p) =p-z(p) +9(p)
somit geldst, wobei wir nur noch p := (—g¢’) ~!a substituieren miissen: Wegen g—g =p
ist (%)231 = d%p = l/d%:r = —1/¢"(p) # 0, d.h. die Losungskurve ist regulir und

hat Kritmmung ungleich 0. Beachte, dafl natiirlich die Geraden y(z) = p -z + g(p)
selbst ebenfalls Losungen des Systems sind.

Wir kénnen auch zeigen, dafl die Kurve immer auf der selben Seite der Tangente
bleibt, denn

x(p) — _g/(p) :L'/ — _g// m// — _g//l
y(p):p~x(p)+g(p) y/:p,x/:_p,g// y//:_g//+p.g///
= ("(p)|vip) =2" (-p)+y" " 1=p-¢" —¢g"—p-¢" =—¢" #0

Insbesonders ist jede Kurve mit nicht verschwindender Kriimmung die Enveloppe
ihrer Tangenten.
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Weiters ist die Evolute die Enveloppe der Normalen. In der Tat ist die Evolute e
einer Kurve ¢ durch

e(t) :=c(t) + mu(t)

gegeben, wobei wir annehmen diirfen, dafl ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert
ist. Die Ableitung von e ist dann

(1) = ¢ 1) + 70 - [Ig(gl v(t)
1 K'(t) K'(t)

= T(t) + m(_K(t)T(t» - K(t)2 V(t) = _K(t)2y<t)

und somit ist e reguldr solange ¢ keinen Scheitel (K’ (t) = 0) besitzt.

Beispiel. Kaustiken.

Wir wollen als Anwendung die Kaustik eines Halbkreises bestimmen, d.h. die Be-
grenzungslinie jener Punkte im Inneren des Halbkreises, die von den Reflexionen
parallel einfallender Lichstrahlen getroffen werden.

L]

%

In es sei e einer der Reflexionspunkte. Ein Tangentialvektor des reflektierten
Strahls ist dann e?!, d.h. ¥(¢) = 2t und der Abstand zum Nullpunkt h(t) :=
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(e |ie?') = —sin(t). Somit ist diese Kaustik
_ W) e oy _ (3cos(t) —cos(3t) . 4
(0)1= =Gy €O +h(D)ie 7( - ,sm(t)),

eine Hypozykloide mit Radien im Verhéltnis 1:2, eine sogenannte NEPHROIDE (oder
NIERENKURVE).

7. Kurven im hoher Dimensionalen

In diesem Abschnitt iibertragen wir die grundlegenden Begriffe wie Einheitstangen-
tialvektor, Einheitsnormalvektor und Kriimmung auf Kurven in mehrdimensionalen

R™’s.

Eine Kurve ¢ : I — R" kann man nach der Bogenlénge parametrisieren, das heif3t
|c'(¢)] = 1. Daraus folgt durch Differentiation, dai (¢ |¢”) = 0. Wir kénnen ¢”
als die Kraft (Beschleunigung), die gebraucht wird, damit der Punkt (mit Einheits-
masse) auf der Kurve bleibt, interpretieren.

7.1 Definition (Kriimmung und Begleitbein)

Die KRUMMUNG einer nach der Bogenldnge parametrisierten Kurve ¢ im Punkt ¢
ist als K (¢) := |’ ()] > 0 definiert. Falls K (t) # 0, dann heifit v; := ﬁc”(t) der
HAUPTNORMALENVEKTOR von c¢ in t.

Im R3 kénnen wir die beiden Vektoren 7 (siehe ) und v zu einer positiv orien-
tierten Orthonormalbasis {7, v, 8} erginzen, indem wir den BINORMALENVEKTOR
0B als B := 7 x v definieren. Diese Basis heiflt das BEGLEITBEIN der Kurve.

Im R**! gehen wir wie folgt vor: Seien ¢(t),c”(t),...,c™(t) linear unabhingig.
Mittels des GRAM-SCHMIDT’SCHEN ORTHOGONALISIERUNGSVERFAHRENS L&t sich
daraus eine orthonormale Familie vy, 11, ..., v,—1 konstruieren. (Dabei geht man
induktiv vor, um zu zeigen, daf} fiir k linear unabhéngige Vektoren ai,as,...ax
ein eindeutig bestimmter Vektor v existiert, welcher normal auf die a1, as, ..., a5_1
steht, mit aj einen Winkel o (mit || < 7/2) einschlieft und im Erzeugnis der
ai,as,...ay liegt.) Wir ergéinzen nun v, vy, ...,V,—1 zu einer positiv orientierten
Orthonormalbasis vy, v, ..., Up_1, Vn des RPHL

Diese Orthonormalbasis heifit BEGLEITBEIN der Kurve.

7.2 Definition (Kriimmungen)

Wir wollen nun das Analogon der Frenet’schen Ableitungsgleichungen herleiten.
Dazu bendtigen wir die Komponenten (v} |v;) von v bzgl. der Basisvektoren v;.
Fiir jeden Vektor v] gilt: v; = 37 (v} |v; ) v;. Wir differenzieren die Gleichung
(vi(s)|vj(s)) = d;; nach s und erhalten:

(vilv) +{wilvy) =0=(vily;) = —(vi|v]).
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Also ist die Matrix ((v/|v;));; schiefsymmetrisch. Da v; € ({c/,...,c*FD}) ist,
kann man v; auch auf folgende Weise darstellen:

i+1
v; :Zaj . C(j)
j=1
i+1
= v :Z (a9 ) 1 a; ~c(j+1)> € <{c’,c", . .,c(i+2)}>
j=1

Da v; normal steht auf ¢/, ¢”, ... cU) ist somit (1] |v;) =0 fiir j > i+ 1. AuBerdem
ist offensichtlich (v} |v;) = 0 fiir alle ¢ und folglich stehen in der Diagonalen der
Matrix von ((v}|v;))i; 0-en, und nur oberhalb und unterhalb der Diagonalen
stehen auf schiefsymmetrische Weise Eintragungen.

Fiir eine Kurve ¢ heifit (v} |vi41) =: K;41 die (i + 1)-TE KRUMMUNG.
0 K 0 R 0
—-K; 0 Ky
(vilvi) =1 0 —K, 0
: .0 K,
0 ... 0 —-K, 0

Fiir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ in R? ergibt sich:

cl/

[e”|

Ki={vh]m) = ( ()

> =|"| = K.

Wir haben folgendes gezeigt:

7.3 Frenet’sche Ableitungsgleichungen.
Fiir das Begleitbein (v;)", einer Kurve ¢ im R™*1 gilt:
vi=—K;-vi1+ K1 viga,

wobei Ko :=0, K41 :=0, v_1:=0 und vy41 :=0.

Beweis.
n
vi=Y (uily) = (Wlvia) v+ (Vi) v O
= ——— —_——— —_————
=0 fiir |i—j|#1 =K1 (vi_, vy ) =K;

7.4 Lemma.
Das Begleitbein und die Krimmungen sind geometrische Objekte.

Beweis. Bleibt dem Leser iiberlassen! O
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7. KURVEN IM HOHER DIMENSIONALEN 7.6

7.5 Bemerkung

Umgekehrt lassen sich die Ableitungen einer nach der Bogenlédnge parametrisierten
Kurve wie folgt als Linearkombinationen des Begleitbeins schreiben:
d =1
= 1/('J =Kiv -0
" = (Kin) = Kjyy + Kiv) = Kjvy + K1 (Kavs — K1)
= K1 Koy + K1y — K1 2vp.

Nach dem Taylorschen Lehrsatz 148t sich eine Kurve ¢ nun wie folgt schreiben:

e(t) = ¢(0) + Cll(?)t + C/;(!O Jp2 4 C”;('O) £+ 0(t4)
= ¢(0) + vo(0)t + MR
O 00) K001 (0)~ G000 g

—(0) + (t«— (}(1é0)y2t3> 26(0)

+ (e K0 1y 0+ (OO ) 10+ 00t

7.6 Definition (Torsion)

Sei ¢ : R — R3 eine Kurve mit 7 := vy, v := 11,8 := T X v = 15, dann nennt man
K := K, die KRUMMUNG und T := K5 die TORSION der Kurve. Die Ableitungs-
gleichungen lauten dann:

T o= +Kv
vV = —-Kr +T13
G = ~Tv

Die von v und § aufgespannte Ebene durch ¢(0) heiit NORMALEBENE, die von 7
und v aufgespannte heifit SCHMIEGEBENE und die von 7 und [ aufgespannte heifit
REKTIFIZIERENDE EBENE.

Sind x,y, z die Koordinaten von ¢ beziiglich 7, v, 8 im Punkt ¢(0). Laut gilt

z(t) =t —5%9ﬁ+0w)
y(t) = 5%9¥+5%9ﬁ+0uﬂ
2(t) = 5@?®ﬁ+0&)

Wir betrachten die Projektion der Kurve in die Ebenen des begleitenden Dreibeins:
Zuerst die Projektion auf die Schmiegebene: Wir erhalten y = %tQ + 03, x =
t+ O(t*) und nach Vernachléssigen der Glieder hoherer Ordnung y ~ 225

Fiir die Projektion auf die rektifizierende Ebene erhalten wir z = t + O(t3), z =
ELt3 + O(t*) und somit z ~ 2 EL.
Fiir die Projektion auf die Normalebene erhalten wir y = §t2 +0(t?), 2z = %t?’ +
O(t*) und somit y* ~ (£)36 = %“{67?2756 ~ 223K Diese Projektionen ergeben
als 3-dimensionales Bild:
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7.7 7. KURVEN IM HOHER DIMENSIONALEN

7.7 Lemma.
Die Krimmungen K; (i = 1,...,n) und das Begleitbein (vy,...,vy,) einer nach
der Bogenlinge parametrisierten Kurve sind durch folgende Bedingungen eindeutig
festgelegt:
C(j+1) = l/éj) = Kl e Kj *Vj mod <{V0, ey Z/j,1>},
K; >0 firi<n

und (v1,...,vy) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

Beweis. Wir wissen bereits (wegen ), daf} diese Gleichung fir j = 1,...,3
erfiillt ist. Nehmen wir an, sie ist fiir j erfiillt, d.h.

Jj—1
V(()]):K1'~--'Kj'yj+zaiyi (*),
=0

so miissen wir die Behauptung nur mehr fiir j + 1 zeigen: Dazu differenzieren wir
(*) und erhalten

j—1
l/é]+1) = (Ki...Kj) -1/]’. + (Ki...K;) v, —i—Z(a;-yi—i—ai -Vl)
i=0
= (Kl . Kj)(Kj+1 Vi1 — Kj . Vj—l) mod <{l/0, ey Vj}>
EKl...KjKj+1'Vj+1 mod <{Z/Q,...,I/j}>,
da v fiir i < j und K;v;_1 im Erzeugnis der vy, ..., v; liegen.
Nach Konstruktion ist fiir j < n der Winkel zwischen v; und cU+1) Kleiner als /2.
Also gilt:

0< (v ity = <Vj

Kl-...~Kjl/j+ZafiVi> :Kl'-~"Kj<Vj|Vj> :
1<J 1

Hiermit sind alle K; > 0 fiir j < n.
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7. KURVEN IM HOHER DIMENSIONALEN 7.9

Nach Konstruktion bilden die v; eine positiv orientierte Orthonormalbasis.
Umgekehrt folgt aus
It =Ky - Kyup mod ({v, ..., v5-1))

und K; > 0 fiir j < n, daB ({vg,...,v_1}) = ({c/,...,cD}) fir 1 < j < n sowie
0 < (vj| U+ ). Wegen der Orthogonalitiit ist also v; das Begleitbein. Weiters ist
Ky ----- Kj der eindeutig bestimmte Koeffizient von v;, in der Entwicklung von

I/(()j ) bzgl. der Basis (v, ..., v,) und damit K; die entsprechende Kriimmung. [J
7.8 Folgerung.

Esist KPKy ™' K2 K, =det(c,...,c" D) und insbesonders hat K,, hat das
gleiche Vorzeichen wie det(c, ..., ¢V, Fir Raumkurven ¢ : I — R® ist die
Torsion somit durch T = det(c’,c”, ")/ K? gegeben.

Beweis. Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Determinanten erhalten wir
n—1
det(c/, ceey C(n+1)) = det(yo, Klyla ey Kl ..t Knljn + Z CLZ'VZ‘)
i=0
= Kangnil ...Kn_12Kn1 det(yo,...,yn) O

>0 =1 da pos. orientiert
7.9 Satz (Die Kriimmungen charakterisieren die Kurve).

Seien K; : I — R glatte Funktionen fir 1 < i < n mit K;(t) > 0 fir i < n.
Dann gibt es eine bis auf Bewegungen eindeutig bestimmte Kurve im R"1, welche
nach der Bogenlinge parametrisiert genau die K; als Krimmungen besitzt.

Die Devise ist also: “Sag mir, wie Du Dich kriimmst und windest, und ich sag Dir
wer Du bist”!

Beweis. O.B.d.A. sei 0 € I. Wir behaupten: Es existiert genau eine nach der
Bogenlinge parametrisierte Kurve mit gegebenen Kriimmungen und den Anfangs-
bedingungen: ¢(0) = 0 und mit der Standardbasis e, ...,e, als Begleitbein bei
0.

Nach den Frenet’schen Ableitungsgleichungen mufl V;- =K1 -vj1— Kj-v5
fir j = 0,...,n und v;(0) = e; sein. Dies ist ein lineares, homogenes Differen-
tialgleichungssystem mit (n + 1)? eindimensionalen Gleichungen und entsprechen-
den Anfangsbedingungen. Fiir ein solches System existiert eine eindeutige Losung
(vo,...,Vn), fiir die wir zeigen werden, dafl dieses das Begleitbein einer Kurve ist.
Wir behaupten, daf die v; fiir jeden Zeitpunkt orthonormiert sind: Wir definieren
gij = (v;|vj) : I — R. Dann ist ¢;;(0) = 6;;. Mit
gi; = (vilvi) +(vilv)) = Kiy1g9iv15 — Kigio1j + Kjv19ij+1 — Kjgij

erhalten wir abermals ein lineares, homogenes Differentialgleichungssystem mit
(n + 1)? eindimensionalen Gleichungen und entsprechenden Anfangsbedingungen

9i5(0) = d;;. Auch hier muf es eine eindeutige Losung g¢;; geben. Wir sehen ande-
rerseits, dafl §;; eine Losung ist:

Kiv10i1,; — Kidim1j + Kj10i 541 — Kb j—1 =

0 fiir i — j| # 1
= —K,+K;;1 =0 firi=j5+1 :(5;’3.
Kiy1n —K; =0 firj=di+1
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Also ist g;; = 0;5, d.h. die v; sind orthonormiert. Sie sind auch positiv orientiert,
denn det(vp,...,v,)(0) = 1 und det(vp,...,v,)(t) = £1 fir alle t. Wegen des
Zwischenwertsatzes folgt, det(vo,...,v,)(t) = 1 fiir alle t. Es gibt hochstens eine
Kurve ¢, welche die v; als Begleitbein hat und ¢(0) = 0 erfiillt, ndmlich: ¢(¢) := fg v,
denn ¢/ muf} gleich vy sein. Es ist || = |y = 1, also ist ¢ nach der Bogenlidnge
parametrisiert. Durch Differenzieren erhalten wir cU*1(¢) = l/éj ) und wegen der
Differentialgleichung fiir die v; gilt

Véj)EKl-...~KjI/j mod <{Z/0,...,Vj_1}>
fiir j < n wie im Beweis von gezeigt wurde. Also ist auch
C(j+1)(t) EKl -...-KjVj mod <{Z/0,...,Vj_1}>

und damit sind die K; die Kriimmungen von c¢ und die v; das Begleitbein nach

Lemma .

Jede andere Kurve mit diesen Kriimmungen 148t sich durch eine eindeutig bestimm-
te Bewegung in eine Kurve mit (denselben Kriimmungen und) obigen Anfangsbe-
dingungen transformieren. Diese ist nach dem bisher Gesagten eindeutig bestimmt,
also auch jene. O
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II. Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fiilhren wir den Begriff der Mannigfaltigkeit ein. Wir beginnen
dabei spielerisch mit zweidimensionalen Teilmannigfaltigkeiten des R3, sogenannten
Flidchen, verallgemeinern diese dann im zweiten Abschnitt zu Teilmannigfaltigkei-
ten des R™, und prézisieren im dritten Abschnitt die spielerischen Beispiele vom
Anfang. Nach einem Einschub iiber die Homotopietheorie von héher dimensiona-
len Sphéren behandeln wir noch die klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten,
die eine glatte Gruppenstruktur tragen, also von sogenannten Lie-Gruppen. Nach
Einfiihrung des Begriffs der glatten Abbildung haben wir geniigend Einsicht, um uns
abstrakten Mannigfaltigkeiten zuzuwenden, damit meine ich solche Mannigfaltig-
keiten die nicht (von vornherein) in einem umgebenden Euklidischen Raum sitzen.
Nach Produkten und disjunkten Vereinigungen von Mannigfaltigkeiten gehen wir
dann noch auf die Reichhaltigkeit der glatten Funktionen auf ihnen ein, insbeson-
ders betrifft das Trennungsaxiome wie etwa jenes von Hausdorff, Lokalkompaktheit
und vor allem Parakompaktheit und die damit dquivalente Existenz von Partitio-
nen der Eins, die das zentrale Hilfsmittel darstellen um von lokalen Konstruktionen
(also z.B. solchen aus der Analysis) zu globalen iibergehen zu kénnen.

9. Beispiele zweidimensionaler Flichen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt vorerst spielerisch mit zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeiten vertraut machen. Das sind Objekte, die lokal, bis auf Verbiegungen
und Dehnungen, wie eine Scheibe im R? aussehen.

9.1 Beispiele orientierbarer Flichen

Sphére
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9.1 9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

Zylinder

Orientierbare kompakte Flachen vom Geschlecht 2 und 3
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9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 9.3

Orientierbare kompakte Fliche vom Geschlecht 3

9.2 Klassifikationssatz fiir orientierbare Flichen.

Jede zweidimensionale, kompakte, zusammenhingende Fliche im R® ist homdo-
morph zu einer Fliche von Geschlecht g, d.h. entsteht aus der Sphdre durch Ankle-
ben von g Zylinder.

Ohne Beweis, siehe z.B. [42, 9.3.5]. Einen Indizienbeweis geben wir in .

9.3 Beispiele nicht-orientierbarer Flichen

Beispiele von zweidimensionalen, zusammenhédngenden, nicht orientierbaren Fla-
chen:

Feoe

Mobiusband
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9.3 9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

Schneidet man das Mobiusband der Liange nach auf, so erhédlt man ein zweifach
verdrehtes Band, das man im R* aufdrehen kann (siehe | 11.10 |).

2-fach verdrehtes Mobiusband

Beispiele von zweidimensionalen, zusammenhéngenden, kompakten, nicht orientier-
baren Fldchen:

Klein’sche Flasche

Das nennt man die KLEIN’SCHE FLASCHE, die man im R* ohne Doppelpunkte
realisieren kann und die auch durch Verkleben zweier Mobiusbander entsteht.
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9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 9.3

%

) )

Klein’sche Flasche zerschnitten

Ein anderes Beispiel ist die PROJEKTIVE EBENE P2, dies ist die Menge aller Geraden
durch den Nullpunkt im R?. Man kann die projektive Ebene aus der Sphire auf fol-
gende Weise erhalten: Die antipodalen Punkte auf der Sphére erzeugen die gleiche
Gerade und miissen miteinander identifiziert werden. Dazu kleben wir die nordliche
Hemisphére antipodal auf die siidliche. Wir miissen noch die gegeniiberliegenden
Punkte am Aquator miteinander identifizieren. Hierzu verformen wir die Halbku-
gel zu einer Scheibe, von der wir auf beiden Seiten einen Halbkreis ausschneiden
und erhalten nach Verkleben der antipodalen Punkte am Aquator ein Mébiusband
und eine Scheibe. Nun mufl man nur mehr den Rand der Scheibe mit dem des
Méobiusbandes verkleben.

ay
by
az az b2
. . ’
1
2

Projektive Ebene

Man kann sich das auf drei Arten vorstellen:

1) Man zeichnet das Mébiusband und klebt die Scheibe (mit Selbstdurchdringung)
an.

2) Man zeichnet die Scheibe und klebt das Mébiusband (mit Selbstdurchdringung)
an. Das nennt man auch die KREUZHAUBE.
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Kreuzhaube

3) Auch hier kleben wir an ein Mdbiusband (dreifach verdreht und selbstdurch-
drungen) eine Scheibe. Das nennt man auch Boy’s SURFACE.
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9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 9.3
Konstruktion von Boys Flédche
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10.1 9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

9.4 Klassifikationssatz nicht-orientierbarer Flichen.

Jede nicht orientierbare, zweidimensionale, zusammenhdingende, kompakte Fliche
entsteht aus einer Sphére durch Ankleben von endlich vielen (> 1) Kreuzhauben.
Die Anzahl der angeklebten Kreuzhauben heifit Geschlecht der Fliche.

Ohne Beweis, siehe z.B. [42, 9.3.10]. Ein Indizienbeweis dafiir und fiir geht
mittels Chirurgie wie folgt: Man sucht eine einfach geschlossene Kurve auf der
Flache M, welche M nicht in zwei Teile zerschneidet, und verbreitert diese Kurve
zu einem Band, also einem am Ende verklebten Rechteck. Je nachdem ob dieses ver-
dreht verklebt ist oder nicht, ist es ein Mtbiusband oder ein Zylinder. Wir entfernen
diese Band und kleben an den/die beiden Schnittkreise eine/zwei Kreisscheiben und
erhalten eine neue Fliche M’. Umgekehrt entsteht also M aus M’ durch Ankleben
eines Kreuzhaube oder eines Henkels. Wir fahren mit diesem Prozefl fort, bis die
entstandene Fliche ldngs jeder einfach geschlossenen Kurve in zwei Teil zerfallt.
Man iiberzeugt sich, dafl diese dann homdomorph zur Sphére ist, denn jede solche
Schnittlinie 148t sich zu einem Zylinder erweitern und klebt man an die beiden Rest-
teile Scheiben, so haben die kleineren entstandenen Flichen die selbe Eigenschaft.
Also entsteht M aus der Sphére durch Ankleben von Henkeln und Kreuzhauben. Al-
lerdings ist auch nicht offensichtlich, dafl obiger Prozefl wirklich nach endlich vielen
Schritten abbricht. Weiters bleibt noch zu zeigen, daf es geniigt nur ausschliefflich
Henkel oder ausschliellich Kreuzhauben anzukleben. Dazu geniigt es zu zeigen, dafl
wenn man in einen Torus ein Loch schneidet und daran ein Mobiusband klebt, so
ist das das Gleiche, wie wenn man in eine Klein’sche Flasche ein Loch schneidet
und daran ein Mobiusband klebt. Dies zeigt folgende Zeichnung:

=2 & @ &

PP

Umwandlung von Torus in Klein’sche Flasche

J

10. Teilmannigfaltigkeiten des R"

In diesem Abschnitt wollen wir Mannigfaltigkeiten als hinreichend “regulére” Teil-
mengen des R™ definieren. Wir werden sehen, dafl diese auf verschiedenste Weise
beschrieben werden konnen.

10.1 Definition (regulire Abbildungen)

Zuerst verallgemeinern wir den Begriff der Regularitéit von Kurven aus . Eine
glatte Abbildung f : U — V, wobei U C R™ und V" C R™ offen sind, heifit
REGULAR, falls der Rang der Ableitung in jedem Punkt x € U so grofl wie moglich,
also gleich min{n,m} ist.
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Beachte, daf} eine in einem Punkt regulidre Abbildung lokal um diesen Punkt regulér
ist, denn der Rang kann lokal nicht fallen.

Aus der linearen Algebra kennen wir folgende Beziehungen fiir den Rang rang(A)
einer linearen Abbildung A : R” — R™:
rang(A) = dim(Bild(4)) = dim(R") — dim(Ker(A))

Falls also m < n ist, so bedeutet die Regularitiit, dal die Ableitung in jedem Punkt
surjektiv ist. Anderenfalls bedeutet sie, daf3 die Ableitung in jedem Punkt injektiv
ist.

Fiir die Aquivalenz der in zu gebende Beschreibung “schoner” Teilmengen
des R™ bendtigen wir die folgenden zwei zentralen Sitze aus der mehrdimensionalen
Analysis:

10.2 Inverser Funktionensatz.

Sei U offen im R™ und sei f : U — R™ glatt, mit f(0) = 0, und invertierbarer
Ableitung an der Stelle 0. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus, d.h. es gibt
offene Umgebungen V,V' von 0, sodaf f : V — V' bijektiv und f~1 glatt ist.

Ohne Beweis, siche reelle Analysis, z.B. [56, 6.2.1] und [56, 6.3.15].
10.3 Impliziter Funktionensatz.
Sei f i R™ x R™ — R™ glatt mit £(0,0) =0 und d2£(0,0) : R™ — R™ invertierbar.

Dann gibt es lokal eine eindeutige Losung y(x) von f(x,y(z)) = 0 und x — y(x)
ist C°.

Beweis. Siehe auch [56, 6.2.3] und [56, 6.3.15]. Wir definieren F' : R" x R™ —
R™ x R™ mit F(z,y) := (z, f(z,y)). Diese Funktion ist glatt, und F'(0,0) = 0.
Abgeleitet ergibt das eine (n 4+ m) x (n + m)-Matrix:

F'(0,0) = (if 32f?07 0>>

Diese ist invertierbar, also folgt aus dem inversen Funktionensatz, da F~' lokal
existiert und glatt ist. Da F' in der ersten Variable die Identitét ist, gilt gleiches
auch fiir F~1, also sei (u, g(u,v)) := F~!(u,v). Dann gilt:

f(xay) :O(:)F(as,y) = (I7O) <
& (z,9) = F1(2,0) = (z,9(2,0)) & y = g(2,0) O

10.4 Satz (Charakterisierung von Teilmannigfaltigkeiten).

Fiir eine Teilmenge M C R™ mit p € M und m < n sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. (LOKALE PARAMETRISIERUNG) Es gibt eine glatte, bei 0 regulire Abbildung
©: U — R"™, wobei 0 € U offen im R™ und ¢(0) = p, so daf$ fiir alle offenen
Umgebungen U; von 0 € U eine offene Umgebung W von p in R™ existiert
mit o(Uy) =W N M.

Rm
u

Rn
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2. (LOKALER GRAPH) Es gibt eine glatte Abbildung g : U — V', wobei U offen
in einem m-dimensionalen Teilraum E des R™ und V offen in E* ist. Dabei
soll gelten: p € M N (U x V) = Graph(g) := {(z,9(x)) :x € U} C Ex B+ =
R™,

A UxV

3. (LOKALE GLEICHUNG ) Es gibt eine glatte, bei p regulire Abbildung f : W —
R™=™ wobei p € W offen im R™ und f~*(0) = M NW ist.

A RN-M)

S EEEE—
/IR”

4. (LOKALE TRIVIALISIERUNG) Es gibt einen Diffeomorphismus ¥ : W — W/,
wo 0 € W' offen in R™ x R"™™ und p € W offen im R™ ist, und es gilt:
T(MNW)=(R™x {0}) nW.

]Rnfm
@ |
Rm

Beweis. O.B.d.A. sei p =0 € R".

(1 = 4) Analog zu wollen wir die Parametrisierung ¢ zu einem lokalen Dif-
feomorphismus ® erweitern. Sei E C R™ das Bild von ¢’(0). Dann ist dim(E) = m
und beziiglich E ® E+ =2 R" ist ¢ = (1, p2) und ¢'(0) = (¢}(0), ¢5(0)). Folglich
ist ©5(0) = 0 und ¢} (0) : R™ — E ist injektiv (also bijektiv).

Sei®:R™ @ E+ DU @ E+ — E® EL definiert durch
(I)(uﬂ U) = cp(u) +v= (901('“)3 @2(“) + U)'

50 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



10. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R" 10.4

Die Jacobimatrix von ® bei (0, 0) ist:

/
’ _ (%1 0) 0

¥(0.0)= (sag<o> id)
Sie ist invertierbar, da ¢ (0) : R™ — E bijektiv ist. Aus dem Inversen-Funktionen-
satz folgt, dafl ® ein lokaler Diffeomorphismus ist, d.h. 3 U; C U C R™
offen, 3 V; C EL offen und 3 W; C W offen, sodaB ® : U; x Vi — Wj ein
Diffeomorphismus ist. Also ist

(p(Ul) = CI)(Ul X {O}) - Wl - w.
Wegen der Eigenschaft (1) von ¢ existiert ein offenes W5 C R™, und o.B.d.A.
ist Wo C Wy, sodafl p(U;) = Wo N M. Wir definieren W’ := ®~1(WW,). Dann ist
U x {0} C W' denn ®(U; x {0}) = o(Uy) = WonN M, und weiters ist & : W/ — Wy
ein Diffeomorphismus mit inverser Abbildung ¥ := &1 : Wy, — W’. Fiir z € Ws
gilt:
zeMe FJuelU : D(u,0) =p(u) =2
< U(z) = (u,0) fir ein u € Uy
& U(z) e (R™ x {0}) nW".

E E W
U x Vp
m —_—
R )

Insbesonders ist ¢ auf U; die Einschrinkung eines Homomorphismuses, also ¢ :
Uy — M eine topologische Einbettung auf eine offene Teilmenge von M.

(4 = 3) Sei f := pryo1h, wobei pry : R™ x R*™™ — R™™ ™ die zweite Projektion
ist. Da f/(z) = pry o4’ (2) surjektiv ist, ist f regulér. Sei z € W dann gilt:
— ——~

surj. bij.

€ M & h(z) €R™ x {0} & (pryot)() = f(=) = 0

(3= 2) Sei f eine lokale Glelchung wie in (

N m/

Wir definieren E := Ker f/(0) und verwenden R"” = E x E+. Wegen
dlmKerf (0) +dim Bild f'(0) = dimR",

E n—m n

ist dim £ = m und dim E+ = n —m. Gesucht ist eine Funktion g : £ — E~+, welche
implizit gegeben ist durch f(z,y) = 0 (d.h. (z,y) € M), und y = g(z). Um den
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impliziten Funktionensatz anwenden, betrachten wir die zweite partielle Ableitung
von f:
of

- = 95f(0,0) : EX — R"™™,
ay|(0,0) »£(0,0) -

Diese ist surjektiv, da wegen f'(0)(vi,v2) = 01f(0)(v1) + 92f(0)(ve) fiir (v1,0) €
E x {0} 2 E = Ker f/(0) folgendes gilt: 91 f(0)(v1) = f'(0)(v1,0) = 0. Da f'(0) :
R™ — R™™™ gurjektiv ist, ist also auch 9 f(0) : E+ — R"~™ surjektiv und wegen
dim(E1) = n — m somit bijektiv. Aus dem impliziten Funktionensatz folgt
nun: 3 U C E offen, 3V C E* offen und g : U — V glatt, mit g(z) = y <
f(x’ y) =0

(2 = 1) Sei M lokal als Graph von g : U — V beschrieben. Wir definieren die
glatte Abbildung ¢ : U — E x E+ = R” durch z — (z,g(z)). Die Frage ist, ob
¢ die Menge M lokal beschreibt. Dazu schlieen wir fiir (z,y) € U x V =: W wie
folgt:

(z,y) € M & (,y) € Graph(g) &y = g(z) < (z,y) = (z,9(x)) = ¢(z).
Die Abbildung ¢ ist topologisch eine Einbettung, denn (z,y) — y beschreibt eine
Linksinverse. O

Definition (Konkrete Mannigfaltigkeit)
FEine Teilmenge M des R™ mit einer der obigen dquivalenten Eigenschaften fiir all
ihre Punkte p € M heifit C*°-(TEIL-) MANNIGFALTIGKEIT (DES R™) der Dimension

m. Im Gegensatz zu Kurven diirfen diese Mannigfaltigkeiten selbst fiir m = 1 keine
Doppelpunkte besitzen.

Rm
u

Rn

Eine glatte regulire Abbildung ¢ : R™ O U — M C R” mit offenen U C R™ und
©»(0) = p, die eine Einbettung auf eine offene Teilmenge von M ist, heifit lokale (bei
p zentrierte) Parametrisierung von M. In (1 = 4) haben wir gezeigt, daf} ein ¢, wel-
ches (1) erfiillt, lokal eine Parametrisierung ist. Die Komponenten u!,...,u™ der
Umkehrabbildung (u®,...,u™) = u = ¢! zu einer lokalen Parametrisierung ¢ hei-
Ben LOKALE KOORDINATEN von M. Punkte p € M konnen also lokal nach Vorgabe
einer Parametrisierung ¢ durch Zahlen u!(p),...,u™(p) beschrieben werden.

11. Beispiele von Teilmannigfaltigkeiten

In diesen Abschnitt geben wir nun eine Reihe von Beispielen und machen damit
auch die Flachen aus prézise.

11.1 Kreis

1. Gleichung: 22 + 3% = R2.
Sei also W := R%\ {(0,0)}, dann ist f : W — R definiert durch f(x,y) :=
22 + y? — R? eine Gleichung fiir M, die auf ganz R? \ {0} regulir ist.
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2. Parametrisierung: ¢ — (z,y) := (R - cos¢, R - sin p).
Fiir alle (zg,y0) € M existiert ein ¢y € R (gegeben durch e*?° = (g, o)),
sodaBl ¢ — (x,y) eine lokale Parametrisierung von U := |¢o — 7, ¢o + [ auf
W N M mit W :=R2\ {(—z0, —yo)} ist.

3. Graph: y = £V R? — x2 oder x = ++/R? — 3?2
Sei £ :=R x {0}, U :=]|-R,+R[ C Eund V :=]0,+R[ C E*+. Dann ist
MNUxV)={(z,VR? —2?) : © € U} eine lokale Darstellung von M als
Graphvon g : U — V.

4. Trivialisierung: (R, ¢) — (R - cos @, R -sinp) also ¢ : R? — R? mit (M) =
{R} x R 2~ R. Dies sind gerade Polarkoordinaten.

11.2 Zylinder

1. Gleichung: 2% + y> +0- 2 = R%
Beachte, daf} dies die gleiche Gleichung wie jene vom Kreis ist, allerdings
nun aufgefaBt als Gleichung am R3.

2. Parametrisierung: (¢, z) — (R - cos¢, R - sing, z). Wir erhalten diese Para-
metrisierung indem wir einen Erzeuger des Zylinders vermége z — (R, 0, 2)
nach Bogenlinge parametrisieren und diese mittels Winkel ¢ vermoge

cosp —singp 0
sinpp cosp 0
0 0 1

um die z-Achse drehen also

cose —sing 0 R Rcosyp
sinp cosp 0 0] =1 Rsingp
0 0 1 z z

betrachten.

Graph: y = v R2 — 22 oder x = ++/R? — y2.

4. Trivialisierung: (o, r,2) < (r-cosp,r-sing, z), das sind die Zylinderkoordi-
naten.

ad

Eine Parametrisierung f : R™ O U — M C R" ist (per Definition) genau dann
lingenbewahrend, wenn die Linge jeder Kurve ¢ : [a,b] — U C R™ gleich jener der
Bildkurve foc: [a,b] = M C R"™ ist, also

b b b
[ iende= [irocrnar= |17 )d
gilt. Die ist genau dann erfiillt, wenn f’(p) fiir alle p € U eine Isometrie ist, also
|f'(p)(v)| = |v] fiir alle v € R™

erfiillt, denn sei v € R™ und ¢, : t — p+tsv. Dann ist ¢, : [0,1] — U fiir alle s > 0
nahe 0 und somit

1 1 1
s|v|:/0 |cs<t>\dt=/0 If(cs(t))(sv)ldt=8/0 | (ea(t)) ()] dt

und da ¢; — ¢ fiir s — 0 gleichméBig auf [0, 1] konvergiert ist auch

1 1
|v|:/0 If(CO(t))(v)ldt:/o F @) dt =11 0)w)

Die Umkehrung ist offensichtlich.
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Obige Parametrisierung f : (p, z) — (R cos ¢, Rsin ¢, z) ist nicht lingenbewahrend,
denn

(s, 2)(1,0)] = I%f(%Z)I = |R(=sinp,cosp,0)] = R # [(1,0)],

fiir R # 1. Dies kann aber leicht korrigiert werden, wenn wir die neue Parametri-
sierung f : (¢, z) — (Re*?/7 2) betrachten. Deren Ableitung ist

—sin(%) 0
f'(p,z) = | cos(f) O
0 1

Die Spalten bilden nun ein Orthonormalsystem, also ist f'(¢, z) eine Isometrie und

somit f Langenbewahrend. m

11.3 Kegel

Drehung einer Geraden durch Null mit Anstieg o um die z-Achse.

1. Gleichung: tan o = 2/1/22 + y2 oder (z2+y?) tan? o = 22. Ersters beschreibt
den Kegel, letzteres den Doppelkegel. Die Gleichung ist nicht reguldr bei
(0,0,0), also miissen wir die Spitze entfernen, denn dort ist der (Doppel-
)Kegel keine Mannigfaltigkeit.

2. Parametrisierung: (¢, s) — (s cos a cos g, s cos asin ¢, ssin ).

Diese Parametrisierung erhalten wir, indem wir eine Erzeuger der Kegels
nach Bogenlénge als s — (scos «, 0, s sin «) parametrisieren und diese mittels
Winkel ¢ vermoge

cosp —sing 0

sinp cose 0

0 0 1
um die z-Achse drehen also
cosp —sing 0 scos 5COS QL CoS @
sinp cosep O - 0 = | scosasiny
0 0 1 ssin ssin
betrachten.

3. Graph: z = *tan ay/x? + y?

4. Trivialisierung: (¢, @, s) < (scosacos¢, scosasing, ssina), das sind die
Kugelkoordinaten.

25t cos (a)

cos (a)

e
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11. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 11.4

Eine bessere Parametrisierung erhélt man durch Aufrollen des Kegels in eine Ebene:

( ; )

T COS (x COS

w COS «x

(x,y)H(r,w)H(s:zr,s01=cosa>'—> Tcosasin< Y ) ;
COS v

rsin o

wobei (z,y) kartesische und (¢, r) Polarkoordinaten in der Ebene sind.
Die Ableitung dieser Parametrisierung ist die Zusammensetzung von

cos a - Cf)S(C%Z?La) —rCcosa - sin(qf}%) 1 0 costp  —rsing -1
cosa-sin(==) rcosa - cos( o L) \sing  reose =
sin ov 0 cosa

COSQ)

cos a cos sin(L)-i-sinw cos( ® ) cos a sin sin(%)—&-cosw cos(cofa)

cos & cos o«
cos v cos ¥ sin a sin ¢

<Cosa cos Y cos(coﬁa )7sinw sin(coﬁa) cos « sin ¥ cos(coi/ﬁ)fcosw sin(coiga) )
von der man mit langerer direkter Rechnung zeigen kann, daf sie isometrisch ist.

11.4 Sphire

1. Gleichung: 2% + 4% + 22 = R?

2. Parametrisierung: (¢, 0) — (R cos cos ¢, R cos 0 sin ¢, Rsin #) mit Langengrade
¢ und Breitengrade 6. Wieder erhalten wir diese Fliche indem wir die
Schnittkurve mit der z-2z-Ebene betrachten, dem vermoge 6 — R(cos 9, 0, sin 9)
parametrisierten (Halb-)Kreis und diesen mittels Winkel ¢ um die z-Achse

drehen um
cosp —sing 0 Rcosd Rcosfcosp
sing cose 0] - 0 = | Rcosfsingp
0 0 1 Rsind Rsinf

zu erhalten.
3. Graph: z = £/R2 — 22 — 2
4. Trivialisierung: Kugelkoordinaten.

Man kann eine Sphére auch parametrisieren, indem man auf den berithrenden Kegel
mit Anstieg « projiziert:
Rcosfcosy
(@) = (,8) = (p,0(s)) — | Eeostsing |,
Rsin6
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dabei sind (¢, s) die Parameter der obigen Parametrisierung des Kegels und (¢, )
die Parameter der Sphére sind.

Spezielle Wahlen der Funktion € liefern die Radialprojektion, bzw. die Normalpro-
jektion auf die Erzeugenden des Kegels, sieche Aufgabe . Insbesonders ist
man an Féchen- bzw. an Winkel-erhaltenden Abbildungen interessiert, denn wie
wir noch sehen werden ist eine Laéngenerhaltende Abbildung nicht moglich — man
kann die Sphére nicht durch Aufwickeln eines Blatt Papiers erzeugen.

Besonders wichtig ist die stereographische Projektion: Man projiziert von einem
Punkt der Sphiire (0.B.d.A. dem Nordpol) auf die Tangentialebene im antipodalen
Punkt.

s LA

Esist 28+ (3 —0) =7 = =2 + £ und somit ist
1 2
;:tanﬁ:tan( 9) _ L+tan(6/2)

o) T T tan(6/2)

NP

Diese Projektion ist winkelerhaltend und Kreise werden auf Kreise oder Geraden

abgebildet, siehe Aufgabe .

Fiir die Seefahrt ist diese Darstellung der Sphére allerdings nicht optimal: Dort
ist man besonders an den Loxodromen interessiert, dafl sind jene Kurven auf der
Sphire, welche die Langenkreise unter einen fixen Winkel schneiden, denn das sind
gerade die Bahnen die man zuriicklegt wenn man beziiglich Norden (Polarstern
oder Kompass) konstanten Kurs hélt. In der stereographischen Projektion sind die
Bilder der Lingenkreise Geraden durch 0, also die Loxodrome komplizierte Spira-
len. Projeziert man hingegen auf den lings des Aquators berithrenden Zylinder,
dann werden die Lingenkreise parallele Geraden und wenn man die Projektion
Winkel-erhaltend wihlt (die sogenannte Merkator-Projektion) dann sind auch die
Loxodrome Geraden, also der Kurs sehr leicht durch Einzeichnen der Verbindungs-
gerade zwischen Start- und Zielort zu bestimmen.
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11.5 n-Sphére

S" = {x € R""! : |z| = 1} C R""!. Die Funktion f : x — |z — 1 ist eine
regulire Gleichung fiir S™, denn f/(z)(z) = 2|z = 2 fiir z € S". Als lokale
Koordinaten verwenden wir die stereographische Projektion (aber diesmal auf die
Aquatorialebene, was einen Faktor 1 /2 bzgl. der gerade Besprochenen ergibt), d.h.
wir suchen zu x € S™ ein y € R® = p+ € R™*!, wobei p € S™ der gewiihlte Pol ist,
mit

0= (p,p+ A —p)) = p]* = Xp,p—z)
1 1

(pp—z)  1-(pa) ~

=y =01-Np+Ix=

=\ =

Umgekehrt
x=p+ply—p) mit |z] =1
= 1=(z,z) = (p+ply —p),p+uly —p)
=1+2(p,u(y—p) + 1>y —p,y —p)
= 0= ly —p]> +2up,y — p) = u(uly — p|* — 2(p,p — ).

Aus p = 0 erhalten wir die uninteressante Losung x = p. Andernfalls ist

2(1— (p.y) :
= = und damit
P2y AT P
——
0
o= —s—(2y+ (jy]> —1 )
g (2 (P —
11.6 Torus
&y
A
1. Gleichung: 22 + (\/m —A)? =a?
2. Parametrisierung:
(A+acosy)cosy
(p, ) = | (A+acosy)sing ||

asiny
mit Langengrade ¢ und Breitengrade 1.

Fiir den speziellen Torus 2%+ (\/22 + y? — A)> = A2 —1 = a? mit A > 1 berechnen
wir das Urbild unter der stereographischen Projektion R* O 83 — R? beziiglich des
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Punktes (0,0,0,1) € R* wie folgt:

(1,91, 22,Y2) — (z1,y1,22,0) da z +—
2

1—
Diesem Torus entspricht folgende Teilmenge des R*:

ril 4ty yt=1

2 2 2 2
( T2 )_|_ 17+ Y1 A A2 122
1—yo 1 -y

Unter Verwendung der ersten Gleichung formen wir die zweite wie folgt um:

2 ) 2 2
0:( T2 ) +<331+y1_A> A2+

11—y 1—y
_ z22 +$12+y1272A\/$12+y12+1
(1-y2)? (1 —y2)? 1 -y
1— 2 1— 2 2
S - E Y/ (@2t 17 |
(1—-1y2) 1=y

©2=1+y+(1-y)=24V1— (22> + 12?)

Also wird der Torus durch folgendes Gleichungssystem beschrieben:

riP oyl oyt =1

1- (9522 + y22) =

A2
1
12y = T Kreis im R? x {(0,0)}
<~
A2 -1 a?
202 + yo? = —g = % Kreis im {(0,0)} x R?

Der Torus ist also das kartesische Produkt S! x S! von zwei aufeinander normal-
stehenden Kreisen.

Die Parametrisierung

A A
(p,) = (5 cos(Ap), & sin(Ap), 5 cos(2), & sin(25))

ist dann Langenbewahrend, also a8t sich ein Torus im R* durch Einrollen einer
Ebene erzeugen.

Bemerkung: Folgender spezielle Schnitt durch den Torus im R3 ergibt zwei einander
schneidende Kreise:

e
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Wir verwenden auf der Schnittebene z = \/%x die Basis mit den orthonormalen
—a

Vektoren (¥ Ai(“z ,0, %) sowie (0, 1,0) und bezeichnen mit (s, y) die entsprechenden

Koordinaten. Dann ist x = 7“4;“2 -sund z = § - s. Setzen wir dies in die

Torusgleichung 22 + (y/22 + y2 — A)? = a? ein, so erhalten wir

2
a \2 [ A% — g2
d AT 2 2 _ _ 2
(As)+< 1 s2 4y A> a® <

& a2(A2 - 8% = (\/(A2 —a2)s? + A2 — A2)2
= (A% —a?)s? + A%y? + A — 24% /(A2 — a2)s2 + A2y2
& 52yt 4 (A% - d®) = 2/(A2 — a?)s? + A2y?
& (P +y?+ (A% - aQ))2 = 4(A? — a?)s? + 4A%y?
& (A= (s +y+a)?) (42 - (s"+(y—a)?) =0,

und das ist die Gleichung zweier Kreise mit Mittelpunkte (0,+a) in den (s,y)-
Koordinaten und Radius A.

11.7 Hopffaserung S3 — 52

Sie ist definiert durch folgendes kommutatives Diagramm

Hopffaserung

8 - 82

l lstereogr.Proj.

cC2——C

Da die Inverse zur stereographischen Projektion um p = (0,0,1) die Abbildung

T 2y+\§;|\l’i’izl)p = |y|21+1 (2y,|y|? — 1) ist, bekommen wir folgende Formel fiir die

Hopffaserung;:

1
(1, 22) = (222,|z2|2_1>:
Z1

|%|2+1 Z1
_ 2121 ( z2 |Z2|2_|21‘2)
212+ 222 \2” s;
1
- (9 2 _ 2).
212 + [22]2 ( 2271, |22] |21]
—_——

1 weil (21,22)€83
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Wir betrachten die Urbilder in der S® eines Breitenkreises auf der S?, dabei sind 6
die Breitengrade.

0
(21, 29) € S3, \—|—r(—tan(%+ ) &

22| = 7|21 |22 = 72|z |?
= 3 2
(21,22 es |21‘ ‘22| =1

1
2 _ .2

L [l =rlal " 2l = s
lz12(1+rH) =1 1

2 _
21" = 1+1r2

Das entspricht nach unter der stereographischen Projektion S® — R? einem
Torus im R3, wo A =+/r2 4+ 1 und a = r ist.

Wir betrachten das Urbild in S? des Siidpols auf der S2:

(0,0,-1) € 8% £ (r=0)eR? £ (Jz1] =1,2,=0) C 5%,

bzw. des Nordpols auf der S2:

(0,0,41) € S% £ (r=o00) CR? £ (2, =0,|2| =1) c 5%

Wir behaupten allgemein: das Urbild jedes Punktes auf der S? (welcher bzgl. der
stereographischen Projektion S? — C durch zy € C) gegeben ist, ist ein Kreis in
der $2 C R*, den man als Schnitt der Sphire S? C R* mit der Ebene 2o = 2129
erhalt:

9 1
S3 |Zl| = 1+ 2
(21,22) € 2?4 |2 = 1 r
Z2 C = =N |Z |2 :7“2 1
Z—ZOE Z2 = 2120 1+ 72
Z9 = 2120

d.h. z; durchlauft einen Kreis, gleichzeitig durchlauft zo ebenso einen Kreis.
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Z3

A

Z3

In stereographischen Koordinaten entspricht den ersten beiden Gleichungen im R3
der Torus T : 2%+ (\/m2 +y2—Vr2+1)2 =72 0.B.d.A. sei r = 2y € R, ansonsten
drehen wir um e~%, was einer Drehung in der (z,y)-Ebene entspricht.

22 =12 T2 =TT1, Y2 =T
1 1
2 _ 2 2 _ .2
Auf der 53 : |22 =7 1472 p = |2 =7 1+1r2
1 1
2 _ 2 _
"= 1 =l =1
z=rz

Entspricht im R® : 2?4yt + 27— 1=2ry
22+ V2412 =12

Wobei wir z; = x1 + iy1, 220 = X2 + iy gesetzt haben und die Formeln fiir die
stereographische Projektion verwendeten:

_ 2z _ 2y
T I @y Y T T @y o)l
2y — 2z v = |(:C7y,z)|2—1.
L+ (2,9, 2)]? L+ [(2,y,2)]?

Also ist das Urbild eines Punktes in den beiden Schnittkreisen des Torus mit der
Ebene z = rx erhalten. Eine genauere Analyse liefert, dafi es genau der vorne bzgl.
y liegende der beiden ist.

Das AuBere des Volltorus in der .53 ist wieder ein Torus, wobei das Innere das
Urbild der Stiidhalbkugel und das Auflere das Urbild der Nordhalbkugel ist.

e
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11.8 Mannigfaltigkleit der linearen Abbildungen fixen Ranges.
Der Raum L.(n,m) aller T € L(n,m) von firen Rang r ist eine Teilmannigfaltigkeit
der Dimension r (n +m —r).

Fiir mazimales r = min{n, m} ist diese Dimension n-m = dim(L(n,m)), also ist
in diesem Fall L.(n,m) offen in L(n,m).

Beweis. Wir beschreiben L, (n,m) lokal als Graph. Sei dazu Ty € L,(n,m), d.h.
rang(Tp) = dim Bild Ty = r. Es sei F:= Bild Ty und E := Ker Tg-. Dann ist Ty|g :
E — F injektiv, und wegen dim £ = n — dim Ker Ty = dim Bild Ty = dim F sogar
bijektiv. Beziiglich der orthogonal-Zerlegungen R" = E @ E+ und R™ = F @ F*
hat also T, folgende Gestalt:

(AO BO) mit By =0, Cy =0, Dy = 0 und Ay invertierbar.

Co Do
Sei nun U die (wegen GL(F) C L(E, E) offen) offene Umgebung aller Matrizen
T = é IB; mit A invertierbar. Dann liegt T in L,.(R™, R™) genau dann wenn,

dimBildT = r. Es ist
(V) A B v\ [Av+ Bw
w)]  \C D)\w) \Cv+Dw)"
Somit ist T (Z}) = 0 genau dann, wenn v = —A"!'Bw und Cv + Dw = 0,

oder dquivalent v = —A~'Bw mit CA~'Bw = Dw. Es ist also r = rangT =
dimBildT = dimDomT — dimKerT = n — dimKernT genau dann, wenn alle
w € Et die Gleichung CA~'Bw = Dw erfiillen, d.h. D = CA™'B ist.

Die Abbildung

g:{(é g)eL@Lm)u4eGLuaF%»Lu#3FH, (é ﬁ)F»CAlB

ist auf der offenen Teilmenge U des linearen Teilraums

{(é g) GL(n,m):D:O}

definiert und glatt und ihr Graph beschreibt L, (n,m) in der offenen Menge

{(é g) € L(n,m) : A € GL(E, F)}

Die Dimension von L, (R™, R™) ist somit nm— (n—7r)(m—r) =r(n+m—r). O

11.9 Gralmannmannigfaltigkeiten G(r,n).
Die Grafimannmannigfaltigkeit G(r,n) der r-Ebenen durch 0 im R™ ist eine Teil-
mannigfaltigkeit von L(n,n) der Dimension r (n —r).

Wenn wir 7 = 1 wiahlen, dann erhalten wir als Spezialfall die projektiven Ridume
P"~! = G(1,n) der Geraden durch 0 in R"™.

Beweis. Wir identifizieren die linearen Teilriume des R™ mit den orthogonal-Pro-
jektionen auf sie. Damit ist G(r,n) eine Teilmenge der Mannigfaltigkeit L, (n,n).

Sei Fy ein Teilraum von R™ der Dimension r und Py die ortho-Projektion auf Ej.

Beziiglich der Zerlegung R = Ey @ Ef ist Py dann durch (é 8) gegeben. Ei-

. . . . A B .
ne Umgebung von Py in L,.(n,n) ist dann durch die Matrizen < C CA-! B> mit
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invertierbaren A gegeben. Eine lineare Abbildung P ist genau dann eine ortho-
Projektion, wenn sie idempotent (P? = P) und selbstadjungiert P = P! ist, oder
dquivalent mit einer Gleichung, wenn P*P = P ist. In der Tat: Daf P eine Projekti-
on ist, bedeutet P|gjqp = id, d.h. P2 = P, und eine Orthogonalprojektion zu sein
bedeutet Ker(P) = Bild(P)*. Aus P? = P folgt aber Ker(P) = Bild(1 — P), denn
P(1-P)=0und Pr=0= 2 =2 — Pz =(1— P)x. Somit ist Ker(P) L Bild(P)
genau dann, wenn 0 = ((1— P)z, Py) = (z, (1— P')Py) fiir alle z, y, d.h. P = P'P.
Umgekehrt folgt P! = (P'P)! = P!P = P und somit P = P!P = P2
A B

<C CA_lB>
B! = C (dann ist auch (CA™!B)! = BY(A")~1C* = CA='B) und

Fiir die Matrix ist das genau dann der Fall, wenn A = A’ und

AtA+CtC A'B 4+ C'CA~'B B
BtA+ BY(AY)~1C'C BB+ BY(AY)"1C'CA~'B) ~

A ct A B \ (A B
~\Bt BtaH-'ct)\c ca'B) T \c ca'B

oder dquivalent A*A + C*C = A und damit
A'B+C'CA™'B=A'B+(A—- A"A)A™'B = B,
B'A+ BY(AY'C'C = B'A+ BY(A") "} (A - A'A) = B'(AH) Tt A = C,
B'B + BY(AN)'C'CA™'B = B'B+ B(A") "' (A - A'A)A™'B
=BY(A)'B=CA"'B

Zusammen sind die Gleichungen also A'A + C'C = A (= A' = A), B = C" und
D = CA7'B. Dies sind 2 + r (n — r) + (n — r)? unabhiingige Gleichungen, und
folglich sollte die Dimension von G(r,n) gerade n? — (12 +n? —2nr+r%+nr —1r?) =

nr —1r? = r(n —r) sein. Diese Gleichungen beschreiben G(r,n) lokal als Graph von

(A,C) — (B,D) = (C*,CA~1C") iiber der Teilmenge {(A,C) € L(Ey,R") : A €
GL(By), AtA+ C1C = A}

Es bleibt also zu zeigen, dafl die Gleichungen regulér sind und dafiir ist es genug
die Regularitit der ersten Gleichung A*A+ C*C — A = 0 zu zeigen. Ihr Differential
in Richtung (X,Y) ist (X,Y) — X!A+ A'X — X + Y!C + C'Y. Wir miissen also
die Gleichung X*A + A'X — X +Y!'C + C'Y = Z fiir (4,C) = (1,0) also Xt = Z
nach (X,Y) lésen. Offensichtlich ist (Z¢,0) eine Lésung. O

11.11 Bemerkung. Verschiedene Beschreibungen von G(k,n).

Es beschreibt
A B
r=(c 1)

mit A € GL(k) genau dann eine Orthoprojektion vom Rang k, wenn A*A+ C'C =
A, B=C!'und D = CA~'B gilt. Eine lokale Gleichung fiir G(k,n) wird somit
beschrieben durch

f:{(é g) € L(n,n): A€ GL(k)} — L(k, k) x L(n — k,k) x L(n —k,n k)

A B t + t —1
(C D) — (AA+CC—A,B—C .D—CA B).
Die erste Gleichung kénnen wir durch Multiplikation mit (A~!)* von links und
A~1 von rechts in id +(CA Y (CA™Y) = (A7!)! umwandeln also wegen A! =
(AtA+ CIC)Y = A'A+C'C = Ain A= (1+2t2)7! fir Z :== CA~!. Beachte
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dabei, daB 1+ Z!Z € GL(k),dax+Z'Zx =0 = 0= (v + Z' Zz|z) = ||z|* + || Zx|]?
= 2 = 0. Also wird G(k,n) lokal parametrisiert durch

A= (1+2'2)"t B::Ot>

“’:L(k’”_k)BZH< C:=ZA D:=CA™'B

denn eine Retraktion v (d.h. ein Linksinverses) dazu ist gegeben durch
(R {(é’ g) € L(n,n): A€ GL(k)} — Lk,n—k) — Z := CA™!
_(1 0 , [0zt .
Wegen ¢(0) = <O 1) und ¢'(0)(Z) = (Z 0> ist

T,,0)G(k, n) = Bild(¢/(0)) = {(g %t> ZeLhn-k)}

(TawGem) = {( G p) <z}

Ein lokale Trivialisierung ® : L(n,n) — L(n,n) ist somit durch
®: L(n,n) = L(k,n—k)x (L(k,k) x L(k,n — k) x L(n — k,n —k)) — L(n,n),
X Y X Y
(Z W> = QO(Z) + (_Yt W>

gegeben. Daf} dies ein lokaler Diffeomorphismus nahe 0 ist, sieht man auch expliziter:

Denn sei (Q R) € L(n,n), dann bedeutet

und

@8 )

o (@ RY_(A=(0+2z'27" B=C'"\ (X Y
s 1)~ C:=ZA D:=CA™'B Yt W

o {A=0+212)70 X+4=0Q Y+C'=R
C:=ZA -Yt+C=S8 W+CA'C'=T
- A=01+2'2)"Y X+A=Q Y =3(R-S")
C=ZA C:=3(S+R") W+CAIC'=T
1
2

(S+RY C=Z1+2z2'Z)"' A=01+2'2)"!
Q-A

. {05

Die zweite Gleichung C' = Z(1+ Z'Z)~! beschreibt einen lokalen Diffeomorphismus
bei 0, denn die Ableitung von Z +— C bei 0 in Richtung Z ist 0- () + Z-171 = Z.
Dies ist kein globaler Diffeomorphismus, denn fiir K = 1 = n — k hat z —

Y=LR-S) W=T-cact

z
el
Werte in {c : |z < 1} und ist nur fiir |2| < 1 injektiv. Im allgemeinen existiert
wegen dem Banach’schen Fixpunktsatz fiir [|C|[| < 1 ein eindeutiges Z mit || Z| < 1
mit Z = f(Z) :=C(1+ Z'Z), denn

IF DI =ICl1+ 2z Z| < Il L+ 12 2]) = [CIl A + 1Z]*) < %(1 +1)=1
2 W)=cW'Z+Z'W) =

IF @) < ICIAWIZI+ 12w = 2ICiHzI Wl =
17 (@)1 <20Cl 2]l < 2)C]l < 1.
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Wegen || f(Z)|| < ||Z]| ist || Z|| < 1 fiir den Fixpunkt Z. Es ist die Bijektion Z +— C
ein Diffeomorphismus von {Z : | Z|| < 1} — {C : ||C|| < 12}, denn ihre Ableitung
an einer Stelle Z mit || Z|| < 1 ist

WeW.-14+2'2)"' -2 - 0+ Z2'2)"W'Z+ Z'W)1 + Z2'2) ' =
= (W=(+2297 202+ 2'W)) (1 + 2'2)
= (1+224H7" ((1 +ZIYW - ZWZ — szw) (1+2t2)"!
=(1+2Z2ZHY W - 2ZW'Z) (1 + 2t 2)~*
und verschwindet somit auf W # 0 genau dann, wenn W = ZW'Z, also |W| =
lZzwiz|| < || Z]]? W] < |[W]|, ein Widerspruch.

A B

Beachte weiters, daf3 fiir P = ( C D

) durch

Pi=(A B), P (g)

zwei lineare Abbildungen P; € L(n,k) und P> € L(k,n) geben sind mit ma-
ximalen Rang (wegen A € GL(k)), welche Ker(P;) = Ker(P) und Bild(P2) =
Bild(P) erfiillen, denn Bild(Py) = Bild(P|g) C BildP mit dim(Bild(P)) = k =
dim(Bild(P)) und Ker(P;) = Ker(pr; oP) O Ker(P) mit dim(Ker(P;)) = n —
dim(Bild(P;)) = n — k = dim(Ker(P)). Schlieflich ist der durch P beschriebe-
ne Teilraum Bild(P) der Graph von Z := CA~!, denn Bild(P) = Bild(P) =
{(Az,Cx) : z € RF} = {(y,CA™y) : y € R¥} = Graph(Z) oder auch Bild(P) =
Ker(P)t = Ker(P))* = {(z,2) : Azv+ Bz = 0}+ = {(-=A7'Bz,2) : 2}+ = {(u,) :
(BYH(AY)tu|z) = (u|A71B2) = (v|2)V 2} = {(u, Bt A~ 'u) : u}.

Um schluflendlich G(k,n) noch lokal als Graph einer Abbildung
Tp(0)G(k,n) (Tp(0)G (K, 1))

g;{@ Zot) . Z € L(k,n — k)

N ——
!
|
by =
wlley|
~_—
m
=
S
S
——

zu beschreiben, mufl

0o z A B

(Z 0) * (—Bt D

liegen, also A € GL(k), Z'! — B = (Z - B")' = Z' + B (dh. B = 0), D =
ZAZ' und A'A + Z'Z = A gelten. Die letzte Gleichung ist wegen dem impliziten
Funktionensatz fiir || Z]|| nahe 0 in A nahe id eindeutig glatt losbar, denn die zweite
partielle Ableitung von (Z,A) — A'A+ Z'Z — A an der Stelle (0,id) ist A —
At + A — A = A? ist ein Isomorphismus. Expliziter erhalten wir dies aus dem

Banach’schen Fixpunktsatz fiir |Z|| < 1 mit A < 2 — /2 —[|Z|2 = £ < &,

denn dann hat die Ableitung von A — A*A + Z'Z Operatornorm < | A?|| + ||A| =
24| < ¢ < 1und [A'A+Z0Z) < | A A+ 2 Z) = |AP+]Z)? < S +)Z) = £.
Da A genau dann eine Losung ist, wenn 1 — A eine ist, erhalten wir auch eine
eindeutige LBoung A mit [|1 — A|| < 5. Die glatte Abhéngigkeit von Z folgt, da
die Ableitung von A — A'A+ Z'Z — A fiir solche A invertierbar ist, denn diese ist
durch S — A*S + S4 — S gegeben, wire also A'S + S*A — S = 0, dann wire fiir

\nl
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S0
1S =115 = [I(S — A*S) A~
< 1= AT USIHIATH = 11 = A IS[HIL = (1= A) 7|

1
=

C > c
< 5 ISl lel—All’“S\ISII§ < [IS1];
k=0

ein Widerspruch.

Wir wollen nun das Bild der Parametrisierung ¢ : L(k,n—k) — G(k, n) geometrisch
beschreiben. Es ist ¢(0) (die Orthoprojektion auf) die Ebene RF «— R" z
(2,0). Es ist P := ¢(Z) die Orthoprojektion auf Bild(P) = Graph(Z) =: € und
offensichtlich ist eN({0} xR" ) = {(0,y) € Graph(Z)} = {0}. Umgekehrt sei ¢ eine
beliebige k-Ebene die {0} x R"~* trivial schneidet, dann ist pry |. : € — R¥ injektiv,
denn Ker(pr;) = {0} x R"~* und aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus, also
e ={z = (pry(2),pr(2)) : z € e} = {(x, (pry o(pry |-) ) () : @ € R*} = Graph(Z),
wobei Z = pryo(pr; |c) 71 : RF — & - R"* € L(k,n — k). Es ist
et ={(z,y): Vv eR": (o) + (y|Z(v)) = 0} = {(-Z',y) :y e R" "},
—_—————
=(z+Ztylv)
Somit erhalten wir einen Isomorphismus
RF x R*"F e x et 2R 2 RF x R*7F
gegeben durch (a,b) — (a,Za) + (—=Z',b) = (a — Z'b, Za + b) =: (x,y). Dessen
Inverses erhalten wir durch Losen des Gleichungsystems:
r=a— 2% v+ 2= (a—2)+Z(Za+b)=(1+Z"Z)a
y=Za+b y—Zr=(Za+b)—Zla—Z'0)=(1+22Z"b
a=(1+22)"Ya+ Z'y)
b=(1+22""Yy— Zx)

b

wobei 1+ Z'Z und 1+ ZZ! invertierbar sind, da 0 = (1+ Z'Zz|z) = |z|* +|Zx]* =
x =0 und ebenso 0 = (1 + ZZ'y|y) = |y|*> + | Z'y|?> = y = 0. Die ortho-Projektion
P auf ¢ ist somit durch

P:(z,y)—a:=1+2'2)" x+ Z') — (a,Za)
gegeben. Dies zeigt auch eine direkte Rechnung, denn das Bild von P liegt offen-
sichtlich in e = Graph(Z), der Kern von P ist {(x,y) : (1 + Z'Z) Yz + Z'y) =
0} = {(z,y) : * = —Z'y} = et und P|. ist offensichtlich id. Also ist
po (A BY_(0+Z2) (+z2)2\
“\c D)~ \za+2zt2)t zO+ztz)1zt) TP

Da jede Ebene € das Bild g(R* x {0}) eines Isomorphismuses g € GL(n) ist, erhalten
wir somit Karten L(k,n — k) — G(k,n) zentriert bei e.

11.12 Folgerung.

Es ist M :={(e1,e2) € G(k,n) x G(n—k,n) : e1Neg = {0}} eine offene Teilmenge
der Produktmannigfaltgkeit G(k,n) x G(n — k,n) und bzgl. pry |pr : M — G(k,n)
ein Vektorbiindel (siche ) iber G(k,n) mit typischer Faser L(n — k,n).

Beweis. Wir betrachten vorerst den ausgezeichneten Teilraum £y = R¥ x {0} C R”
und die Parametrisierung ¢ : L(k,n — k) — G(k,n) aus | 11.11 | auf die offenen
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Umgebung Uy := {e; € G(k,n) : e; Neg = {0}} von g¢ in G(k,n). Diese induziert
ein glatte Abbildung

zZ 1
W (A=t 22)7 ZtD
w9 o= —ZA D:=(1+422Y)"1)"
denn AZ:(1+ZtZ)_lZ:Z(1+ZZt)—1:ZD.

Es ist g(R* x {0}) = Graph(Z) = Bild(P) = &; nach und g({0} x R"~%) =
{(=Z%,y) : y € R"*} = {(2,Zz) : = € R*}t = Graph(Z2)! = ei. Es gilt
fir e2 € G(n — k,n) genau dann (e1,e2) € M, wenn {0} = e; N &g, also wenn
{0} = 7(e))~Her) Ny(er)H(e2) = (R* x {0}) Ny(e1) M (e2), dh. y(e1)H(e2) €
Uy :={ee€Gn—kn):eoNe={0}} und diese offene Menge ist das Bild der bei
1 zentrierten Parametrisierung o1 : L(n — k,n) — U; C G(n — k,n) aus .
Somit erhalten wir eine Bijektion

P : U XL(H—]{J,TL)—)UQ x Uy —>{(61782) eM:e GU()}

(e1,21) = (e1,01(20)) = (21,7(e0) (@1(20)) )-

Diese Bijektion ist glatt, da v und ¢y glatt sind und GL(n) x G(n — k,n) —
G(n — k,n), (g,e2) — g(e2) = g(Bild(P,)) = Bild(g o P,) es ist. Die Inverse ist
durch

. 1 -zt
v:Up— GL(n), e1—Z:=p (1)~ g:=

(er22) = (21,07 (1) T (22))

gegeben und somit ebenfalls glatt. Wenn nun ein anderes fixes Element in G(k,n)
gegeben ist, dann existiert eine Drehung go € O(n) so, daB go(co) = go(R¥ x {0})
diese fixe Element ist. Und

gyt xid

Oy (90)«(Uo) x L(n — k,n) "— Uy x L(n— k,n) 2 90X M,
(517Z1) = (g() X go)(@(go_l(sl), Zl)) = (51390 . ,Y(go—l(sl)) . 901(21))

ist dann eine entsprechende lokale Trivialisierung bei go(o) mit Inverser

-1

(e 2 (g0 x i) (07 (070005 e) ) = (en0 (20007 ™) )

Die Transitionsfunktionen dieses Faserbiindel-Atlases berechnen sich nun wie folgt:
Seien dazu gg,g1 € O(n) beliebig, dann ist fiir e; € go(Up) N ¢g1(Up) und Z; €
L(n —k,n):

(@,,'0 @y, ) (€1, Z1) = ((91 x 1)o@ "o (g1 x g1) "o (g0 X go) o Do (gg " x 1))(51,21)

(95 "-e1,7(g9 Hre1)-91(Z1))

(1,90 (g0 " - e1) - p1(Z1))

(0r" 21,97 90 (g0t en) - o1(Zh))

Lgr g0v(g5 M re1)1(Z1)))

= <€1»9011(7(911 ce1) " ogr g0 v(ge e er) '@1(Zl)>>
= g

(g7 " er,o7 (v (g7 ter) T

Es bildet go - 7(gy ' - €1) den Teilraum R x {0} auf g;* - &; und weiter auf £; ab
und den Teilraum {0} x R"™* auf (g5 -e1)* = gy ' - ef und weiter auf 7. Somit
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1Bt g :=v(gy " -e1) " 91 - g0-7(gp - €1) die Teilriume R¥ x {0} und {0} x R*~*
invariant, ist also von der Form g = h; X hg und somit ist

i (9 01() = or ((h x o) - (é ﬁ)) =o' (Z; o ﬁg)

=(hy-C)-(h1-A) P =hy-Zy-ht.

Folglich ist die Transitionsfunktion faserweise Z; +— ho - Z7 - hl_l, also linear und
M — G(k,n) ein Vektorbiindel. O

11.10 Aufdrehen eines 2-fach verdrehten Bandes

FEin unverdrehtes Stiick eines Bandes ist parametrisiert durch
©o: [0,27] x [-1,+1] — R®* c R*,  (0,7) — (6,7,0,0).
Ein zweifach verdrehtes Band ist parametrisiert durch
0r 1 [0,27] x [-1,+1] = R*C R*,  (8,7) — (0,7 cosh,rsinb,0).

Wir wollen nun eine Diffeotopie F' : R x R* — R* des R* finden (d.h. eine glatt
parametrisierte Familie ¢t — F(¢; _) von Diffeomoerphismen des R™ mit F(0,_) = id
und F (7, _) der gesuchte Diffeomorphismus), welche das nicht verdrehte Band in das
2-fach verdrehte Band iiberfithrt. Dazu bezeichnen wir die Koordinaten im R* mit
(z,y, z,w). Diese Diffeotopie F(¢;_) soll die Hyperebenen normal auf die z-Achse
invariant lassen, und dort als Drehung wirken. Wir bezeichnen diese Drehung in der
Hyperebenen x + {0} x R3 zum Zeitpunkt ¢ mit R(¢,z) € SO(R?). Und zwar soll
dies gerade eine Drehung um den Winkel — um die Achse £ = (cos 3,sin §,0) sein.
Wir erhalten R(¢,z) indem wir zuerst um die w-Achse die Achse ¢ in die y-Achse
drehen, sodann um die y-Achse um den Winkel ¢ drehen, und danach die y-Achse
zuriick auf die ¢-Achse um die w-Achse drehen.
z

(0, Cos (x), Sin(x))

(Cos (x/2),Sin(x/2))

68 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



11. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 14.1

Die Matrizen-Darstellung von R(t, z:) beziiglich der Koordinaten (y, z, w) sieht also
wie folgt aus:

[R(t,z)] =
cosy —sing 0 1 0 0 cos3 sing 0
=|sing cos3 O 0 cost sint —sing cos3 0
0 0 1 0 —sint cost 0 0 1
cosy —sing 0 oS § sin § 0
=|sing cos3 O —costsing costcos3  sint
0 0 1 sintsing  —sintcos§ cost
cos? £ +costsin®Z (1 —cost)cosZsing —sintsin £
= | (1 = cost)sin § cos § sin? L +costcos’ 2 sintcos %
sintsin § —sintcos 5 cost
In den Randpunkten x = 0 und = = 27 ist
1 0 0
[R(t,0)]= [0 cost sint
0 —sint cost
und
1 0 0

[R(t,2m)] = |0 cost —sint
0 sint cost
hélt also die y-Achse fix.
Unsere gesuchte Diffeotopie ist somit
F(t;z,y, z,w) := (z, R(t,z)(y, 2, w))
und die entsprechende Isotopie

ee(0,7) = F(t§ @0(9,7")) = (9, R(t7 9)<T70’ 0))

= (9, 5(1 4 cosf + cost(l —cosf)), 5(1 — cost)sinf,rsintsin g)

Klarerweise ist ¢:(6,7) = (6,r,0,0) fiir § = 0 und fiir § = 27. Weiters sind ¢ und
o5 die gewiinschten Randwerte. Und nach Konstruktion sind alle ¢; Einbettungen
von [0,27] x [-1,1] — R%.

0

14. Beispiele von Lie-Gruppen

FEtliche der klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten sind sogar Lie-Gruppen,
tragen also zusétzlich eine glatte Gruppenstruktur. Wir fiithren in diesen Abschnitt

diese klassischen Lie-Gruppen ein, die wir zum Teil auch schon in | 1 | kennengelernt
haben.

14.1 Allgemeine lineare Gruppe
Der Vektorraum L(R™,R™) = L(n,m) := {T : R® — R™ linear } ist nm-
dimensional.

Die ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE (engl. GENERAL LINEAR GROUP) (siehe auch

[12))

GL(R") = GL(n) :={T € L(n,n) : det T # 0} C L(n,n)
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ist eine offene (und somit n2-dimensionale) Teilmannigfaltigkeit in L(n,n), denn
sie ist durch eine stetige strikte Ungleichung gegeben. Beziiglich der Komposition
ist GL(n) eine Gruppe.

14.2 A x + b-Gruppen

Sei E = F@® F und G := {T € GL(E) : T(F) C F}. Es seien p und p’ die
Projektionen auf F' und F’ mit Kern F’ und F'. Jedes T hat beziiglich der Zerlegung
E = F @ F' folgende Darstellung

A B
= (e 5)
wobei A=poT|p € GL(F), D =p' oT|p € GL(F'), B=poT|p € L(F', F) und

C=p oT|p e L(F,F'). Also 1a8t T den Teilraum F' invariant genau dann, wenn
C =0 ist, d.h.

G = {(‘g g) - A€GL(F),D € GL(F'), B € L(F, F)}.

Wir haben folgende Untergruppen:

sz{(é ?) :BeL(F’,F)}%(L(F"F)7+)
10
0 D
A0
0 1

) D¢ GL(F’)} ~ GL(F")

) TAc GL(F)} ~ GL(F)

0 D
1 B
0

D) D eGL(F'),B € L(F’,F)}

{(
{(
Gou = {(A 0) A€ GL(F), D € GL(F) } = GL(F) x GL(F")
{(
{(

f) A€ GL(F),B e L(F’,F)}

G, b/Gfﬂ;\ Gh,a
Pl
N

Dual haben wir die folgenden Gruppen-Epimorphismen, die jeweils durch Ersetzen
der entsprechenden Eintragungen durch die neutralen Elemente 1 bzw. 0 gegeben
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sind
G
Gayp Ga,a Gp.q
Ga Gq
Dies liefert folgende kurze exakte Sequenzen von Gruppen
1 Gy € G Ga,d 1
1 Gh,a € G G, 1
1 Gap © G Gq 1
1 Gy C Gy,a Gq 1
1 Gb C Ga,b Ga ]-a

Die natiirlichen Inklusionen der rechtsstehenden Gruppen liefern Schnitte zu den
Projektionen. Und somit erhalten wir semidirekte Produkte

G2 L(F',F)x (GL(F) x GL(F"))
G = Gpq x GL(F)
GGy x GL(F')
Gy,a 2 L(F',F) x GL(F")
Gup & L(F',F) x GL(F),
Wegen

A B\ (A B\ (A B\ _
0 D 0 D 0 D)
_ (AT'A’A A"YA'B+ (B'— BD"'D')D)
- 0 D=D'D
lassen sich die entsprechenden Wirkungen leicht angeben.
Wenn wir als E' = F' xR wihlen, dann heifit die Gruppe G, jener T' € GLz(E) die

auf R als Identitdt wirken auch die A x + b-Gruppe, denn sie ist gerade die Gruppe
der affinen Abbildungen. Der affinen Abbildung = — A x + b wird dabei die Matrix

A b
0 1
zugeordnet. Man beachte, dafi dies als Mannigfaltigkeit GL(E) x E ist, aber die

Multiplikation komplizierter, nimlich die des semidirekten Produkts F x GL(E)
ist.

14.3 Flaggen

Essei F: {0} = Fy C F} C --- C Fy = FE eine aufsteigende Folge von Teilriumen
(eine sogenannte Flagge). Dann ist GLz(E) := {T € GL(E) : T(F;) C F}} eine
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Lie-Gruppe, denn sei Fj := F;* N Fj1 = Fj1/F;, dann ist T € GL#(E) genau
dann, wenn es beziiglich der Zerlegung

E=F&F & --®F,_,

die Form
T171 . Tl,n
0 .
0 0 Tun

hat mit 7j; € GL(Fj) und Tj; € L(F/, Fj) fiir j < l. Dies ist das prototypische
Beispiel einer auflésbaren Lie-Gruppe falls dim Fy, = k fiir alle k.

14.4 Nilpotente Gruppen

Wir kénnen noch die Untergruppe jener Abbildungen betrachten, die auf FJ’ =
F;11/F; als Identitat wirken, d.h. in der Diagonale lauter Identitéten haben. Das
ist ein prototypisches Beispiel einer nilpotenten Gruppe, wenn dim Fj, = k fiir alle

k.

Ein Spezialfall ist die Heisenberggruppe, die wir zuerst in anderer Form beschreiben
als
H:=F®R, mit (z,t) - (y,s) :=(x + y,t + s+ b(z,y)),

wobei b eine symplektische Form (d.h. b : E'x E — R is bilinear, schief-symmetrisch
und nicht degeneriert, siehe ) ist. Es ist (x,¢)7! = (—x,—t). Wieder ist
H als Menge das Produkt der beiden (abelschen) Gruppen E und R. Diesmal
ist es nichteinmal ein semidirektes Produkt, sondern eine zentrale Erweiterung
1—-R — H — E — 1, die durch den Zykel b gegeben ist. Man kann H aber
auch als Matrizengruppe beschreiben, wenn wir 0.B.d.A. E := F & F setzen und
b(x1,y1;T2,Yy2) := (x1,y2) — (x2,y1) wihlen (wir werden in zeigen, daf jede
symplektische Form von dieser Gestalt ist) und F = F* via = +— (x, ) verwenden.

1 z* ¢
H = 0 1 yl:z"eF,yeFteR; CGLRXF xR)

0 0 1

1 ¢ y* N

0 1 0 x € F, x*:=(x,.)

= o0 1 - yeF, y*:=(y,-) p CSp(RX F x F xR)
00 0 1 LeR
Der zweite Isomorphismus ist durch
1 ¢ y* ot
01 0 y Lt =z, )
(x,y,1) = T(z,y,t) := mit ¢

0 01— v = (Y,
0 0 O 1

gegeben. Er hat Werte in Sp(R x F' x F' x R) beziiglich der symplektischen Form
b(t1,x1,y1,51;t2, T2, Y2, S2) = 152 — tas1 + x1y2 — T2y1, denn diese ist durch die
Matrix

00 0 -1
0 0 -1 0
Ji= 01 0 O
10 0 O

gegeben und es gilt T°JT = J wie man leicht nachrechnet.
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Der erste Isomorphismus ist durch

Loz (t+2%(y))/2
(%, y,t) = T (2", y,t):= [0 1 Y
0 0 1

gegeben (Rechnung!).

Nachdem wir nun einige “auflésbare” Gruppen kennengelernt haben, wollen wir uns
den “halbeinfachen” zuwenden.

14.5 Spezielle lineare Gruppe

Sie ist definiert als:
SL(n) :={T € L(n,n) : det(T) = 1} C GL(n).
Also ist sie durch die Gleichung det(T) = 1, bzw. f(T) = 0 gegeben, wobei
f: L(n,n) — R die Funktion f(7T') := det(T) — 1 ist. Wir behaupten, daf} diese
Gleichung regulér ist, d.h. die Ableitung der Determinantenfunktion ist surjektiv.
Da die Determinante polynomial in den Koeflizienten ist, folgt die Glattheit und
daraus folgt wiederum — zusammen mit der gleich zu beweisenden Surjektivitéit —
die Regularitdt. Die Richtungsableitung an der Stelle A in Richtung B ist:
det’(A)(B) = &|,_odet(A+tB) = L|,_odet(A- (1 +tA™'B))

=4|,_odet(tA) - det(+ + A™'B)
= 4ot det(A) - | ! A™'B det(A™'B
= @t le=ot™ det(A) - { -5 + = spur( )+ -+ det( )

= det(A) spur(A~'B).
Ohne die gesamte Ableitung det’(A4) : L(R™,R™) — R zu berechnen, kann man
kiirzer auch so vorgehen:

det’(A)(A) = L] _odet((1+t)A) =n(1+1t)" "|;=o det A = ndet A.
—_——
(14+t)" det A

Folglich ist det’(A) surjektiv und SL(R™) eine Mannigfaltigkeit der Dimension
n? —1.

14.6 Orthogonale Gruppe

Sie ist definiert durch (siehe auch ):
O(n) :={T € GL(n,n) : T" o T =id} = {T € GL(n,n) : (Tx,Ty) = (z,y)V z,y}.

So wie in Beispiel wollen wir nun zeigen, dafl die Ableitung fiir die qua-
dratische — daher auch glatte — Funktion f : GL(n) — Lgym(n,n) mit f(T) :=
Tt oT = komp(T*,T) surjektiv ist. Zu diesem Zweck, berechnen wir uns zuerst die
Ableitung;:

f(T)- S =komp(S*, T) + komp(T*,S) = S'o T +T" 0 S.

Die Dimension von Lgym(n,n) ist offensichtlich w Fir ein R € Lgym(n,n)

existiert ein S € L(n,n) mit S'oT+T"0S = R, denn (S*oT) + (S* o T)! = R fiir
StoT =1iR,dh. S= (5" = (3RoT™ 1) = (T")"'LR. Folglich ist f’ surjektiv,
und somit O(n) eine Teilmannigfaltigkeit von L(n,n) der Dimension dim(O(n)) =

2 n(n+l) _ n(n—1)
—a —_—.

n 2
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Allgemeiner kénnen wir die STIEFELMANNIGFALTIGKEIT
V(k,n) = {T € L(k,n) : T'T =id}

betrachten (siehe auch ) Die Elemente von V(k,n) sind somit isometrische
Abbildung von R* — R™, und diese konnen équivalent durch ihre Werte auf der
standard-Basis des R* also durch k-Tupel orthonormaler Vektoren im R”, soge-
nannte orthonormale k-Beine im R", beschrieben werden.

Die Funktion f : L(k,n) — Lsym(k,k), T — T'T —id, ist glatt und erfiillt
F(T)(S) = T'S + S'T. Also ist sie reguliir, denn fiir symmetrisches R koénnen
wir f/(T)(S) = R wie zuvor durch S := 1TR l6sen, was direktes Einsetzen beweist.

14.7 Gruppen invarianter Automorphismen, O

Wir wollen nun die orthogonale Gruppe verallgemeinern, indem wir eine beliebige
Bilinearform b : E x E — R auf einem euklidischen Raum FE betrachten. Mit

Oy(E):={T € GL(E) : b(Tx,Ty) = b(z,y)V z,y € E}
bezeichnen wir die Gruppe aller invertierbaren linearen Abbildungen, die die Bili-

nearform b invariant lassen. Bekanntlich stehen die Bilinearformen b : F x E — R
in bijektiver Beziehung zu den linearen Abbildungen B : £ — E, vermoge

b(a,y) = (Bx,y) = (z, B'y).
Denn b : E x E — R kénnen wir genausogut als Abbildung b : E — L(E,R) = E*
auffassen, welche durch x — (y — b(z,y)) gegeben ist. Das skalare Produkt (_,_) :
E x E — R entspricht dabei einer Abbildung ¢ : F — E*, welche ein Isomorphismus
ist, denn Ker(¢) = {z : (z,y) = 0V y} = {0}, und da dim(F) = dim(E™*), ist ¢
bijektiv. Die Zusammensetzung B := "' o b: E — E* — E ist dann die gesuchte
lineare Abbildung, denn

b(z,y) = b(z)(y) = (0 B)(2)(y) = (Bz,y).

Die Gleichung b(T'z, Ty) = b(x,y) ist somit mit (T*BTx,y) = (BTz,Ty) = (Bz,y)
dquivalent, und damit ist

Oy(E) = {T € GL(E) : T'BT = B}.
Wir sollten also zeigen, dafl dies eine regulidre Gleichung ist. Fiir die Ableitung
der Funktion f : GL(E) — L(E), welche durch f(T) = T'BT — B definiert ist,
erhalten wir f/(T)(S) = S*BT + T*BS. Wie bei O(E) konnen wir nicht erwarten,

daf3 sie surjektiv nach L(FE, E) ist, sondern wir brauchen einen linearen Teilraum
F C L(E,E) in welchem f Werte hat und auf welchen f/(7T') surjektiv ist.

Wenn B (schief )symmetrisch ist, dann gilt das gleiche auch fiir f(7T") und wir sollten
also fiir F' den Teilraum Ly (FE, E) der (schief)symmetrischen linearen Abbildungen
verwenden. Dieser hat als Dimension n(n + 1)/2 (bzw. n(n — 1)/2), wenn n die
Dimension von E ist. Wenn U € F ist und T die Identitét ist, dann ist U =
f'(T)(S) = S*B + BS nach S auflosbar, wenn wir BS = 1U nach S 16sen konnen,
denn dann ist S*B = £(BS)! = £1U* = LU. Falls B invertierbar ist, geht das und
S = 1IB7'U. Falls T € GL(E) beliebig ist, dann hat die Gleichung U = f'(T)(S) =
S'BT + T'BS die Loésung S = :B~1(T~1)'U, denn dann gilt 7*BS = 1U und
S'BT = fU'T"Y(B~1)!BT = £4U" = LU. Falls also B injektiv ist, d.h. b nicht
degeneriert ist, oder dquivalent b(z,y) = 0V y = x = 0, dann ist Oy(E) eine
Teilmannigfaltigkeit der Dimension

n? —n(n+1)/2=n(n—1)/2 falls b symmetrisch ist

dim Oy(F) :=
m Oy(E) {n2 —n(n—1)/2=n(n+1)/2 falls b schief-symmetrisch ist.
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Man beachte, daf$} fiir invertierbares B und T € Op(E) automatisch det(T) = £1
gilt, denn 0 # det(B) = det(T*BT) = det(T)? det(B).

14.8 Der symmetrische Fall, O(n,k)

Im symmetrischen Fall kénnen wir nach dem Spektralsatz (Hauptachsentransfor-
mation) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren e; mit zugehérigen Eigenwerten
A; € R finden. Es ist dann

B(x) = Z)\ﬂw,ej)ej

und somit

b(l’,y) = <Bm,y> = ZAj<$7ej><y,€j>

Da Ker(B) = {0} vorausgesetzt ist, miissen alle Eigenwerte \; # 0 sein, und somit
sieht b in der Orthogonalbasis f; := \/|\;|e; wie folgt aus

A; >0 A;<0

wobei 27 := (z, f;) die Koordinaten von z beziiglich der Basis (f;) bezeichnet.
Man nennt b auch PSEUDOEUKLIDISCHES PRODUKT. Solche sind fiir die Relati-
vitatstheorie von Bedeutung. Man beachte, dal es Vektoren z # 0 gibt, welche
Norm b(z,z) = 0 haben und auch solche mit negativer Norm. Man nennt die mit
verschwindender Norm LICHTARTIG, d.h. Zj>k(xj)2 = ngk(xj)2 (dies beschreibt
einen “Kegel”), und die mit positiver Norm RAUMARTIG und die mit negativer
Norm ZEITARTIG. Man betrachte z.B. die Form

(21,22, 23), (y1,Y2,Y3)) = T1y1 + T2Y2 — T3Y3.

Dann sind die Vektoren im Inneren des Doppelkegels mit der z3-Achse die zeit-
artigen, die im Aufleren die raumartigen und die am Doppelkegel die lichtartigen.
Bestimme das orthogonale Komplement jedes Vektors, zeige insbesonders, dafl v+
fiir lichtartige Vektoren, gerade die Tangentialebene an den Kegel in v ist.

Die Gruppe Oy(E) hiingt also bis auf Isomorphie nur von der Signatur, d.h. der
Anzahl k der negativen Eigenwerte von b, ab und wird daher auch mit O(n, k) be-
zeichnet, wobei n = dim(FE) ist. Man beachte, dafl O(n, k) = O(n,n—k) ist (ersetze
dazu b durch —b). Die offene Teilgruppe SL(n)NO(n, k) wird mit SO(n, k) bezeich-
net. Die O(4,1) wird (in der Physik) auch als die LORENZGRUPPE bezeichnet.

14.9 Der schiefsymmetrische Fall, Sp(2n)

Im schiefsymmetrischen Fall kénnen wir eine Normalform wie folgt finden. Sei al-
so b eine nichtdegenerierte schiefsymmetrische Bilinearform, eine sogenannte SYM-
PLEKTISCHE FORM. Diese sind fiir die klassischen Mechanik von Bedeutung (siehe
Abschnitt ) Fiir eine Teilmenge A C E bezeichnen wir mit At :=={zx € E:z L
yVy € A} das ORTHOGONALE KOMPLEMENT. Wobei z L y heifit, dal b(x,y) = 0
ist. Da b schiefsymmetrisch ist, ist z L x fiir alle x. Eine Teilmenge A C E heif3t
ISOTROP, falls A C A+, d.h. blaxa = 0. Es sei F' so eine maximale isotrope Teil-
menge. Wegen der Bilinearitdt von b mufl F' ein Teilraum sein (solche Teilrdume
heiflen LAGRANGE TEILRAUME). Fiir Lagrange Teilriume F gilt F' = F*, denn
andernfalls konnen wir ein y € F* \ F zu F hinzufiigen und erhalten eine grofere
isotrope Teilmenge F'U {y}.
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Fiir jeden Teilraum F gilt dim £ = dim F+dim F* (in der Tat i*ob: E — E* — F*
ist surjektiv, wobei i : F — FE die Inklusion bezeichnet, denn b : E — E* ist
nach Voraussetzung bijektiv, und * : E* — F* ist klarerweise surjektiv (wiihle
ein linksinverses p zu ¢, dann gilt * o p* = id)) und somit ist dim F = dim(Ker) +
dim(Bild) = dim(F+)+dim(F)). Insbesonders gilt also dim £ = dim F +dim F+ =
2dim F fiir Lagrange Teilrdume F' und somit folgt aus der Existenz von Lagrange
Teilraumen, daf§ £ geradedimensional sein muf3.

Wir wahlen nun einen zu einen Lagrange Teilraum F' einen komplementéren La-
grange Teilraum F’. Das ist moglich, denn wenn fiir einen isotropen Teilraum G
sowohl G N F = {0} als auch G + F C E gilt, dann ist G- + F = G+ + F+ =
(GNF)t = {0}t = E > G+ F und somit kénnen wir ein y € G+ finden, fiir
welches (Ry + G) N F = {0} ist, denn andernfalls wire y € G + F. Wir haben hier
fiir Teilriume A und B die Gleichungen A++ = A (« A C A*++ und Dimensions-
griinden) und (A+ B)t = At N B+ (trivial) und somit A+ + B+ = (At + B+t =
(A++NBEH)L = (ANB)* verwendet. Der Raum G := Ry+G ist nun ein groferer
isotroper Teilraum.

Es sei ¢/ : F' — F die Inklusion. Dann ist t* obo : F/ — E — E* — F*
injektiv, denn der Kern von t* o b ist F+ = F und F N F’ = {0}, und somit
aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus. Wir behaupten, dal der induzierte
Isomorphismus £ = F/ x F = F* x F die symplektische Form b in die Form
(W, y1393,Y2) — yi(y2) — ya (y1) iibersetzt. Sei also x; = yé ~+y; mit y; € F und
y; € F'. Dann ist b(z1,z2) = b(y1,y2) + b(y1,93) = b(y1,y2) — b(ys,y1), da F und
F' isotrop sind. Also sei yf := (1* o bot/)(y}). Dann ist by, y2) = b(t'y}, 1y2) =
(1Y) (ty2) = (+* 0bo ') (Y1) (y2) = yi (y2) und somit ist b(z1,w2) = 7 (y2) — y5 (v2)-
Wiihlen wir nun in F eine Basis (€j)r<j<2x (mit 2k = dim E) und in F'* die duale
Basis (¢7)j>¢. Mit (ej := €}, ;)j<k bezeichnen wir die entsprechende Basis in F”.
Dann ist (e;)j<2k=r eine Basis von E, die jener von F* x F' entspricht, und weiters
ist y*(y) = > y;y’, wobei y; die Koordinaten von y* bzgl. ¢/ und y’ jene von y
bzgl. e; bezeichnet. Also ist
zy) = 3 adyith  aithy,
i<k

die STANDARD SYMPLEKTISCHE FORM AM R?*. Die entsprechende Gruppe wird
mit Sp(2k) bezeichnet, und heifit REELLE SYMPLEKTISCHE GRUPPE.

14.10 Spiegelungen

Wir wollen nun spezielle Abbildungen T € Oy(E) beschreiben. Und zwar solche,
die eine Hyperebene als Fixpunktmenge {z € E : Tz = z} besitzen. Sei F' diese
Hyperebene und 0 # y € F*, dh. F = {y}*. Sei 0 # v/ ¢ F mit b(y/,y) = 1
(moglich, da b(y',y) = 0 = ¢ € {y}+ = F), dann 148t sich jedes x € F als z =
b(x,y)y + (z—b(z,y)y’) schreiben, und b(z—b(z,y)y’,y) =0, d.h. z—b(z,y)y’ € F.
Folglich ist T von der Form

T(x) = bz, y)T(Y) + (& = blx,y)y") = 2 + bz, y)(T(Y) = ¢) = 2 + bz, y)y"

Damit T die Form b erhélt, mufl
b(x1,22) = b(T(21), T(22)) = b(z1 + b(21,y)y", 22 + b(z2, y)y") =
= b(x1,22) + b(x1,y)b(y", x2) + b(w2,y)b(x1,y") + b(z1,y)b(22,9)b(y", y")

gelten, d.h. b(zl, Y)o(y", x2) +b(xa, y)b(x1,y") +b(x1,y)b(x2,y)b(y",y") = 0. Wenn
wir zo = 3y’ setzen und z; L y wihlen, dann folgt b(x1,y") = 0 also ist y”
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{y}++ =Ry. Sei also y"" = Ay (mit A # 0, da T nicht die Identitit ist). Dann ist

Ab(1,y)b(y, 22) + Ab(x2,9)b(21,y) + b1, y)b(x2,y)A*b(y, y) = 0
genau dann wenn b(zg, y)(£1+1+Xb(y, y)) = 0 ist fiir alle xo, bzw. 14+Ab(y,y) = F1
(z2:=1Y")
Im symmetrischen Fall ist das damit #quivalent, daBl Ab(y,y) = —2 ist und im
schiefsymmetrischen ist es immer erfiillt.

Die T' € Oy(E) mit einer Hyperebene F' = {y}* als Fixpunktmenge sind also genau

T(2) = {x — Q%y mit b(y,y) # 0 im symmetrischen Fall

x4+ A(z,y)y mit A € R im schiefsymmetrischen Fall

Diese heiflen auch Spiegelungen, in Analogie zum Fall, wo b eine euklidische Metrik

ist.
M T(x) 2Ab(X,y)y X

l F
y F

Im symplektischen Fall ist jede Spiegelung orientierungserhaltend, denn T'(y') =

0 1
ponentendarstellung von T' bzgl. der Zerlegung F = F xKy’, und im symmetrischen

y' + Ay liegt auf der gleichen Seite von F' wie 3’ und somit ist <1d Ay) die Kom-

Fall orientierungsvertauschend, denn T'(y) = y — 2y = —y und somit ist (1(()1 _01)

die Komponentendarstellung von 7" bzgl. der Zerlegung F = F' x Ky.

Es 148t sich fiir « # 2’ mit b(z,z) = b(2', 2’) genau eine Spiegelung T finden mit
Tz =2', wenn b(x,z') # b(x,x) ist, denn z’ = x + \b(z, y)y gilt genau dann, wenn
y = p(2'—x) mit 1 = A\pu?b(z, 2’ —x) = A\u?(b(z, ") —b(x, 7)) gilt. Im symmetrischen
Fall ist dann Ab(y, y) = A\u?b(z’ —x, 2’ — ) = —2. Diese Abbildung T 148t (z' —z)*
fix.

Proposition.
Fiir jede (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Bilinearform b : Ex E — R wird
Oy (E) von den Spiegelungen erzeugt.

Man kann zeigen, dafl im symmetrischen Fall n = dim F viele Spiegelungen geniigen
und im symplektischen sind mindestens n 4 1 notwendig (siehe [19, Sur les Groups
Classique, Hermann, Paris 1967]).

Beweis. Im symmetrischen Fall wéhlen wir eine Orthonormalbasis von E (d.h.
b(e;,e;) = 0 und b(e;,e;) = +1) Die Bilder €] := T'(e;) sind dann ebenfalls eine
Orthonormalbasis. Wir zeigen nun mit Induktion, dafl T' bis auf Zusammensetzung
mit Spiegelungen {ey, ..., ex} fix laBt:

In der Tat, wenn T nach Induktionsannahme die Menge {e1,...,ex—1} fix 148t,
und b(ey, e),) # b(ek, ex) ist, dann bildet die Spiegelung S am orthogonalen Kom-
plement zu e, — e den Vektor e, auf e} ab und lit (¢}, — ex)t 2 (e})t N
(ex)t 2 {e1,...,ex_1} fix, also laBt S™IT sogar {ei,...,ex} fix. Ist anderer-
seits b(eg,e),) = b(ek,er), dann spiegeln wir zuerst am orthogonalen Komple-
ment zu e; (mit b(eg,ex) = £1 # 0) und danach an jenen zu e} + e; (mit
bler + €}, er +€),) = 2(b(ex, ex) + bex, e},)) = 4b(ex, ex) # 0). Diese Spiegelungen
lassen (ex)t N (ex + €})t D {e1,...,ex—1} invariant und ihre Zusammensetzung
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bildet e, auf —ey und weiter auf e} ab, also ldfit T bis auf diese Spiegelungen
{e1,...,er} invariant.

Im symplektischen Fall beweisen wir die Aussage mittels Induktion nach j :=n —
dimF, wo F := {z : Tx = z}. Fiir j = 0 ist T = id. Sei also j > 0. Fiir jedes
y € Eist b(y,z) = b(Ty, Tx) = b(Ty,x) fiir alle x € F, d.h. Ty —y € F*. Falls
b(Ty,y) # 0ist (= y ¢ F), dann existiert eine Spiegelung, welche y auf Ty abbildet
und die (Ty — y)* D F fix laBt. Bis auf diese Spiegelung liBt also T auch F @ Ry
fix.

Andernfalls ist b(Ty,y) = 0 fiir alle y. Sei vorerst F' N F+ # {0}. Dann wihlen wir
ein 0 # x € FNF* und ein y € E mit b(y, z) = 1 (geht wie in der Beschreibung von
Spiegelungen). Es gilt dann y ¢ F, da x € F+. Weiters ist b(z, Ty) = b(z,y) # 0
und somit existieren Spiegelungen die y auf x 4y, bzw. Ty auf = + y abbilden, und
(x+y—y)tN(x+y—Ty)" D F fix lassen. Also laBt T bis auf diese Spiegelungen
F & Ry fix, und wir konnen die Induktionsannahme anwenden.

Ist F = {0}, dann existiert ein z € FX = E mit b(z,y) = 1 = b(z,Ty), denn
ergénze (e; := y, ez := T'y) zu einer Basis eines Lagrange Teilraums (beachte, dafl
der von {y, Ty} erzeugte Teilraum isotrop ist) und setze z := e! +e? in Termen der
dualen Basis (e*)%_,. Nun verfahre wie gerade zuvor.

Ist schlieBlich F # {0} und F N F+ = {0}, dann ist £ = F ® F* und b induziert
auf F* eine symplektische Form, denn fiir 4/ € F* mit b(y/,y) = 0V y € F+
gilt v/ € (F1)* = F und somit y' = 0. Weiters lifit T € Oy(E) den Raum F-+
invariant, denn b(Ty',y) = b(Ty', Ty) = b(y',y) = 0 fiir alle y € F und 3 € F+.
nach Induktionsvoraussetzung ist T'|p. eine Zusammensetzung von Spiegelungen
lings Vektoren in F-. Da solche Spiegelungen aber F' = F11 fix lassen, ist 7' auf
ganz F die Zusammensetzung dieser Spiegelungen. O

Folgerung.
Es gilt Sp(2k) C SL(2k).

14.11 Der degenerierte Fall

Falls b degeneriert ist, d.h. B einen nicht trivialen Kern K besitzt, dann kénnen wir
E := E/K betrachten. Falls b (schief)symmetrisch ist, so induziert b eine nichtde-
generierte (schief)symmetrische Form b: E x E — R, denn Ker B' = Ker B. Jedes
T € Oy(E) erhilt diesen Kern, denn BT = (T')!B impliziert, da BT(K) = 0
ist. Bs ist also 7' € Oy(E), genau dann wenn T(K) C K und T € O;(E), wobei T
definiert ist durch das Diagramm

T'Kl i 2

Wir verwenden nun den Isomorphismus E & K & E, welcher durch (1 — sp, p) mit
der Inversen (k,Z) — k + s(Z) gegeben ist (denn p(1 — sp) = 0), wobeip: E — E

die kanonische Projektion ist und s : E' — E ein Rechtsinverses. Dann koénnen wir
T € Oy(K x E) wie folgt darstellen:

T|x Ts—sT
0 T
mit T|x € GL(K) und T € OE(E). Als Mannigfaltigkeiten ist also Oy(E) =
GL(K) x O3(E) x L(E,K), wobei der Isomorphismus gegeben ist durch 7'
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(Tk, T,Ts— sT) Aus folgt, daf} als Gruppe:
Oy(E) = (GL(K) x O3(E)) » L(E, K)

14.12 Der unsymmetrische Fall

Falls schliellich b weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist, so zerlegen wir
b in den symmetrischen und den schiefsymmetrischen Teil b = b, + b_, wobei
by (z,y) = (b(x,y) £ b(y,x))/2 ist. Dem entspricht {ibrigens gerade die Zerlegung
von B = B, +B_, wobei By = (B£B")/2ist. Dann ist Oy(E) = Oy, (E)NO,_(E).
Allerdings wissen wir nicht, ob dieser Durchschnitt von Mannigfaltigkeiten wieder
eine ist. Fiir Lie-Gruppen kann man dies aber allgemein zeigen (abgeschlossene

Untergruppen von Lie-Gruppen sind ebenso Lie-Gruppen, siehe )

14.13 Die Gruppen U (n,k)

Betrachten wir den Spezialfall, wo b_(x,y) = by (Iz,y) vermodge einer Abbildung
I, die eine b, -Isometrie ist. Wenn (_)! transponieren bzgl. b, bezeichnet so gilt
I'T =1 (da I eine b, -Isometrie ist) und I* = —I (da b_ schiefsymmetrisch und b,
symmetrisch ist). Also ist I? = —1 und wir kénnen folglich E zu einem komplexen
Vektorraum machen, indem wir (r 4+ is)z := ra + sI(xz). Man beachte, dafi T
auch eine b_ Isometrie ist, denn b_(Ixz, Iy) = by (I*x, Iy) = by (Iz,y) = b_(z,y).
Wir fassen die beiden Gleichungen by (T'z, Ty) = bi(x,y) in R zu einer Gleichung
b(Tx,Ty) = b(z,y) in C = R? zusammen, d.h. b(x,y) := by (x,y) +ib_(x,y). Dann
ist b reell-bilinear, konjugiert symmetrisch, denn b(y,z) = by (y,z) + ib_(y,x) =

by (z,y) —ib_(z,y) = b(x,y), und sogar C-linear im zweiten Faktor, denn

bz, iy) = by (z,iy) + ib_(z,1y) =
Also ist b eine hermitesche Form, die klarerweise ebenfalls nicht degeneriert ist wenn
dies fiir b gilt.
Ist umgekehrt b eine beliebige hermitesche nicht degenerierte Form auf einem kom-
plexen Vektorraum FE, dann ist ihr Realteil b4 eine symmetrische nicht degenerier-

te Form und ihr Imaginérteil eine symplektische Form b_ und es gilt b_(z,y) =
by (ix,y). In der Tat ist

bi(z,y) = (b(z,y) + b(z,y))/2 = (b(z,y) + b(y, ))/2 € R
und somit ist by (schief-)symmetrisch und es gilt by (z, 3y) + ib_(z, iy) = b(z,iy) =
ib(x,y) = iby(z,y)—b_(x,y), d.h. by (x,iy) = —b_(z,y) oder dquivalent b_(z,y) =
—b_(y,z) = by(y,ix) = by(iz,y). Es ist ¢ eine by-Isometrie, denn by (iz,iy)

by (z,y). Somit ergibt sich auch aus der nicht-Degeneriertheit von b jene von by.
In dieser Situation ist

Ob++57 (E) = Ob+ (E)QOIL (E) = ()bJr (E)QL(;(E) =0y (E)ﬂLc(E) = Ub(E) - L([:(E),

wobel

Upy(E):={T € GL(E) : b(Tz,Ty) = b(z,y)V z,y € E}
Le(E):={T € L(E) : T ist C-linear} = {T' € L(E) : ToI =10T}.

und wir die Bezeichnung U (fiir unitér) verwendet haben, da b nun C-wertig ist.
Offensichtlich ist Oy, N Op_ = Up. Es ist Uy C Le(E), denn fiir T € Oy, N Oy_
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gilt by (Tiz, Ty) = by (iz,y) = b_(z,y) = b_(Tx,Ty) = by (iTx, Ty) und somit ist
T(ix) =iT () fir alle z, d.h. T' € Le(E). Umgekehrt ist Op, N Le(E) € Oy, denn
b (T, Ty) = +by (iTx, Ty) = +bs(Tix, Ty) = +b+(iz,y) = bx(x,y).

Sei nun FE ein komplexer Vektorraum mit komplexer Basis (e;)i<p, d.h. jedes z € E
148t sich eindeutig als z = Z;Zl zJe; mit Koeffizienten 27 € C schreiben. Es sei
2) =: 27 4+ izt die Zerlegung in Real- und Imaginérteil. Dann ist z = ijl Tle;,
wobei ey ; 1= ie; fiir alle 1 < j < nist. Also hat E als reeller Vektorraum die Basis
(ej)32,. Man beachte, dafl zuerst alle Realteile und erst danach die Imaginérteile
kommen, d.h. die durch die Basen gegebenen Isomorphismen F = C" und F = R2?
induzieren nicht den vielleicht erwarteten Isomorphismus C* 22 (R?)" = R?", son-
dern ist noch mit dem Umordnungsisomorphismus (R?)" = (R™)? zusammenge-
setzt. Die Multiplikation von R2" ist also durch die Matrix

1 0 ... 0
I—<_01 (1)> mit 1 = 0 1

: w0

0O ... 0 1

gegeben, und wir bezeichnen mit Le(n) :={T € L(2n): Tol =10T}.

Wenn T € L¢(E) beziiglich der komplexen Basis (e;);<, die Matrixdarstellung

a1+ ... arn +ibig
: ) : =A+iB
an,1 + ibn)l cee Qppt ibn,n
hat, dann hat T beziiglich der reellen Basis (eq, ..., en;te1,. .., ie,) die Matrixdar-
stellung
11 ... Q1n _bl,l ce —bl,n
Gna1  --- Qpn _bn,l N _bn,n _ A -B
b1,1 bl,n 0,1,1 Can B A ’
bn,l cee bn,n Qn,1 ce An,n

wie eine einfache Koordinatenrechnung zeigt.

Sei nun b die STANDARD HERMITESCHE FORM am C”, d.h.
n
b(z,w) = ijwj.
J=1

Die Gruppe Uy(E) wird dann auch als UNITARE GRUPPE U (n) bezeichnet. Wenn
wir wie zuvor 2/ = 27 + iz"" und w’ = ¢’ + iy" 7 setzen, dann ergibt sich

n n
b(z,w) =Y (&MY + 2"y ) 40y @Iy —amHy),
i=1 i=1

also ist der Realteil von b gerade die positiv definite symmetrische Standardform
und der Imaginérteil gerade die symplektische Standardform. Also ist

U(n) = O(2n) N Sp(2n) = O(2n) N Le(n) = Sp(2n) N Le(n).
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Wenn b die STANDARD HERMITESCHE FORM MIT SIGNATUR k > 0 am C™ bezeich-

net, d.h.
n
w) = Zéjwj — Zéjwj,

J>k i<k
dann wird die Gruppe Uy(F) mit U(n, k) bezeichnet, und eine analoge Rechnung
zeigt, dafl Realteil und Imaginérteil folgende Matrixbeschreibungen By haben

1 ... k k+1 ... n
-1 0 ... ... 0
0 . .
B, — 1, O
0 1k . —1
mit 1 = ,
0 -1 1
B-=1{1, o
0
0 0 1

also ist
U(n, k) = “O(2n,2k)” N “Sp(2n)” = “O(2n,2k)” N Le(n) = “Sp(2n)” N Le(n),

wobei die Gruppen unter Anfiihrungszeichen nur bis auf Koordinatenvertauschun-
gen durch die Standardformen beschrieben werden.

Wie fiir reelle Vektorraume, 18t sich natiirlich auch fiir komplexe Vektorriume
zeigen, daf} die Gruppen

U(n, k) :={T € Lc(C") : b(Txz, Ty) = b(xz,y)} = O(2n,2k) N Sp(2n)

Teilmannigfaltigkeiten von L¢(E) sind, wobei b eine nicht degenerierte hermitesche
Form ist, die gerade k negative Eigenwerte hat. Man beachte, dafl schiefhermitesche
Formen nichts anderes als ib fiir eine hermitsche Form b sind, also nichts neues
liefern.

14.14 Komplex lineare Abbildungen, GL¢, SL¢

Sei nun E ein komplexer n-dimensionaler Vektorraum. Wir kéonnen nun wie im
reellen Fall auch folgende Untergruppen des komplexen Vektorraums L¢(F) be-
trachten.

GLc(E) :={T € Lc(F) : T ist invertierbar} = GL(E) N L¢(E)

SLc(E) :={T € L¢(E) : dete(T) = 1}

SUL(E) = {T € SLe(E) : b(T, Ty) = b, )V .y} = Uy(E) N SLe(B)
SU(n) == U(n) N SLc(C)

SU(n, k) == U(n, k) N SLe(C™)

betrachten, wobei detc die komplexe Determinante und b : E x E — C eine hermi-
tesche Form (mit Signatur) ist.

Es sei C. die Gruppe C \ {0} beziiglich der Multiplikation. Die Abbildung C, x
SLc(n) — GLg(n), (t,T) — tT ist offensichtlich ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus, denn detc(tT) = " detc(T), mit Kern {(3,¢-1) : t" = 1} = Z,. Man
kann zeigen, dal daraus leicht folgt, daB dies eine Uberlagerungsabbildung ist. An-
dererseits ist GLc(n) = SLc(n) X C, ein semidirektes Produkt, da die kurze exakte
Sequenz

1 — SLc(n) — GLe(n) 4% C, — 1
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via folgendem Gruppenhomomorphismus C, — G L¢(n) splittet:

z 0 ... 0
0 1

Z =
: . 0
o ... 0 1

Im reellen Fall ist RT x SL(n) — GL*(n), (t,T) — tT ein Gruppenisomorphismus.
Also kann man R, x SL(n) mit GL(n) als Mannigfaltigkeit identifiziert werden.
Falls n ungerade ist, so liefert die gleiche Formel auch einen Gruppenisomorphismus
R, x SL(n) — GL(n). Im geraden Fall ist GL(n) = SL(n) x R* wie zuvor wieder
ein semidirektes Produkt.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen reeller Determinante det und kom-
plexer Determinante detc herstellen. Dazu betrachten wir die Exponentialfunktion

exp: Lg(E) — GLg(E), T — Y37, &T*. Offensichtlich ist exp/(id)(T) = & .
. i

exp(tT) = Texp(0) = T fiir alle ¢ (oder allgemeiner exp’(T)(S) = exp(T)S, falls
TS = ST ist) und somit ist exp ein lokaler Diffeomorphismus bei 0.

Es gilt detg(exp(T)) = eP"xT denn dazu betrachten wir f : R — Lg(E) —
GLg(F) — K\ {0} — K gegeben durch f(t) = In(detg(exp(tT))) (dies macht
Sinn, da wir lings der Kurve ¢ — detk (exp(¢T')) die komplexe Logarithmusfunktion
wohldefiniert wihlen kénnen). Dann ist f(0) = 0 und

~ dety (exp(tT))exp’ (tT)(T)

B detg (exp(tT))

_ detg(exp(tT)) spur(exp(—tT") exp(tT)T)
B detg (exp(tT))

also ist f(t) = tspur(T), und f(1) = spur(T) liefert das Gewiinschte.

Wir wollen nun zeigen, daf |detc(T)|> = detg(T) ist fiir C-lineares T. Da beides
Polynome (in den Eintragungen der Matrix) von T sind, geniigt es das fiir 7" nahe
der Identitét zu zeigen, also fiir solche Abbildungen der Form exp(T). Fiir diese
gilt:

f1(@®)

= spur(7T)

| dete(exp(T))|? = dete(exp(T))detc(exp(T))
_ espurC(T) espurC(T) _ eSPurc(T)""SP‘JTC(T)
= Pu(T) — detg (exp(T)),
denn es ist spurg(T’) = spurg(T') + spurg(T), denn sei A + iB die komplexe Ma-
trixdarstellung von 7', dann ist spurg(A £+ ¢B) = spur(A) £ ispur(B) und

spurg(T') = spur <g _AB> =2spur(4) =

= spurg(A 4 iB) + spurg(A — iB) = spure(T) + spurg(T).
Eine andere algebraische Methode, die selbe Gleichung zu erhalten, geht wie folgt:

A -B A—iB -B
detR(T):det<B A)Zdet<B+iA A)

et A—iB -B g (A-iB -B
M\ B+id—i(A—iB) A—i(-B)) =% 0 A+iB

= det(A —iB) - det(A +iB) = detc(T) - dete(T) = | dete(T)[2.
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14.15 Komplexe Gruppen, Oc, Spc

Ist nun b : E x E — C eine C-bilineare (schief-)symmetrische, nicht degenerierte
Form, dann wollen wir Uy (E) analog zum Fall einer hermiteschen Form als Durch-
schnitte reeller Gruppen beschreiben. Dazu zerlegen wir b in Real- und Imaginérteil,
d.h. b(z,y) = by(x,y) + ib_(z,y), wobei

b+(m,y) = (b(l‘,y) + b(l‘,y))/Q eR

Dann sind der Realteil b, und der Imaginérteil b_ zwei reell bilineare (schief-
)symmetrische reell-wertige Formen, und es gilt —b_(z,y) + tb4(z,y) = ib(z,y) =
b(x,iy) = by (z,iy) + ib_(z,iy), d.h. b_(z,y) = —by (z,iy). Weiters gilt

b+(i.’£, Zy) = *b_(ZZL',y) = :Fb_(y,lil,') = :l:b+(y,12$) = 7b+(.’£, y)
Eine R-lineare Bijektion, die sowohl b als auch b_ erhiilt ist C-linear, denn
by (T, Tiy) = by (w,iy) = —b_(x,y) = —b_(Tx,Ty) = by (Tx,iTy) = Tiy = iTy;

und umgekehrt erhélt jede Abbildung T, die b erhélt auch den Real- und Ima-
ginérteil, d.h.

Ob+ (E)YNOy_(F) = Ob+ (E)NLc(E) =0, (E)NLe(E) =Uy(E) C Le(E).
Ist insbesonders b die standard C-bilineare symmetrische Form am C", welche durch
b(z,w) := Y, z'w' gegeben ist, dann wird U,(E) auch als O¢(n) bezeichnet.

Beachte, dafl das Analogon zu O(n, k) fiir 0 < k < n uninteressant, da isomorph zu
Oc(n), ist. Real- und Imaginérteil haben wegen

bz.w) = Y (! — am iy 40y (@l gty
J J

10 0 1
B+:<0 —1)’ B—:(1 0)'

Sie haben beide Signatur n, denn

-1
1 1 1 1
) I ()
und somit ist

Oc¢(n) = “O(2n,n)” N “O(2n,n)” = “O(2n,n)” N Le(n),

wobei die Gruppen auf der rechten Seite nur bis auf Koordinaten-Vertauschungen
und Drehungen durch Standardformen beschrieben werden.

folgende Darstellung

Ist schlieBlich b die standard C-bilineare alternierende Form am C?>™, welche durch

b(z,w) := Z(zime — Myt
i=1
gegeben ist, dann wird U, (E) auch als Spc(2m) bezeichnet. Real- und Imaginérteil
haben wegen

b(Z,’LU) — 2 (xjym+j _ $2m+jy3m+j _ xm+jyj +x3m+jy2m+j)
J
Ny 2 (mijerJ +$2m+jym+j _ xm+jy2m+j _ x3m+]yj)

J
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folgende Darstellung

0 10 0 0 0 0 1
-1 0 0 0 0 0 -1 0
B+*000—1’B—*0100
0 01 0 -1 0 0 0

Somit ist

Spc(2m) = “Sp(4m)” N Le(2m),
wobei die Gruppe unter Anfiihrungszeichen nur bis auf Koordinaten Vertauschun-
gen — welche durch (0)(123) und (0)(132) geben sind — durch die Standardform
beschrieben wird.

Beachte noch, daf3

GLc(E) CGLY(E) :={T € GL(E) : det(T) > 0}
Oc¢(n) € SL(2n)
Spc(2m) € SLc(2m),
denn det(T) = |detc(T)]? > 0 und T € O¢(T) = T'T = 1, d.h. detc(T)? = 1,

also det(T) = | £ 1|> = 1. Da Spc(2n) von den Spiegelungen erzeugt wird, und
diese positive komplexe Determinante haben, gilt auch die letzte Inklusion. Wieder
hat Oc¢(n) zwei Zusammenhangskomponenten, wobei SO¢(n) := SL¢(n) N O¢(n),
wohingegen Spc(2m) und SLc(n) zusammenhéngend sind.

14.16 Quaternionisch lineare Abbildungen

Man kann analoges auch fiir den Schiefkérper der Quaternionen machen. Als Vek-
torraum konnen wir ihn mit H := R* = C? identifizieren. Die Multiplikation 1:8t
sich zum Beispiel fiir (¢, ), (s,y) € R x R* = H so einfiihren:

(t,z) - (s,y) = (ts — (x,y),ty + sz + = X y).

Wir kénnen eine Konjugation durch

W = (t’ —x)

definieren. Es gilt p~q = §-p, weiters §-¢ = |¢|?> € R C H und somit ist 1/q = q/|q|*.
Es gelten dann alle Korper-Axiome bis auf das Kommutativgesetz der Multiplika-
tion (siche Aufgabe auch fiir andere Beschreibungen). Wenn wir die Stan-
dardbasis von R? mit 4,7, k bezeichnen, dann ist 1 € R C H eine Einheit und
es gilt 2 = j2 = k? = —1;ij = k = —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik. Da-
mit Matrizen mit quaternionischen Eintragungen aber quaternionisch linear auf
Vektoren wirken, miissen wir quaternionische rechts-Vektorrdume E betrachten.
Mit Ly(E) bezeichnen wir den reellen Vektorraum aller T': E — E, welche H-
linear sind. D.h. Ly(E) = {T € L(E) : T(zi) = (Tx)i,T(xj) = (Tx)j, T(zk) =
(Tx)k)} = {T € Le(F) : T(xj) = (Tx)j}, wobei die komplexe Struktur auf E
durch C = C x {0} C H gegeben ist. Wir erhalten dann die Gruppen

GLy(F) :={T € Ly(E) : T ist invertierbar} = GL(E) N Ly(F)
SLy(F):={T € Ly(E) : detg(T) = 1} = SL(E) N Ly(E)

Es sei also (e;)]"; eine Basis des quaternionischen Rechtsvektorraums F, d.h. jedes
q € E hat eine eindeutige Darstellung

n
=Y ed
=1
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und wenn wir ¢¢ =: 2! + j2"t! mit 2!, 2"t € C darstellen, erhalten wir ¢ =

S et + ()t = Zle 12!, wobei wir e, 1; := e;j gesetzt haben. D.h. die
€ 2” sind eine komplexe Basis von E als komplexer Vektorraum. Man beach-
J

te, daﬁ qj als quaternionische Koordinaten natiirlich ¢'j hat, aber als komplexe
Koordinaten

n n

n n
qj = Zel(z + 42" Zel(jz + 72z Zel(—E”H +Z ej)z,
=1 =1

1=1 1=1
d.h. die Koeffizienten von ¢j ergeben sich durch
51
z

0 -1y )
1 0 :
2277.

Sei nun A + Bj die Matrixdarstellung von T beziiglich dieser Basis mit komplexen
Matrizen A und B, d.h. T(e;) = 3, exTF = Y, ex(AF + BFj) und somit

Zelq ZT (e)q —;;ekﬂkql
- Zek (1t )
= Zek (Z(Aé“ +BE) - (24§
= Zk:(ek Zl:(Ale — Bfz"*) + ey Z Bfs 4 Afznh).
e

Also hat T beziiglich der komplexen Basis (e1,...,en,€1],.-.,¢e,j) folgende Ma-
trixdarstellung
A -B
(5 %)

Wenn wir nun die komplexe Basis zur reellen Basis
(e1,.- y€n; €1y nj;Cliy... eni;e151,...,en51)
erginzen, dann hat T folgende Matrizendarstellung nach dem bereits oben gezeig-
ten, wobei wir A und B in Real- und Imaginérteil zerlegen, d.h. A = A; +iAs und
B= Bl + iBgZ
Al 7B1 *AQ B2
By Ay By Az
A2 —BQ Al _Bl
—By —-Ay B1 A
Wenn wir diese Basis noch auf die natiirlichere Form
(1, en;€1l, ... ent;€1], ..., enj;erk, ... enk)

bringen, dann hat T folgende Darstellung

Ay —Ay —-By —Bg 1 0 0 O
Ay Ay —By B . . . . 001 0
B, B, A —A, | mittels Konjugation mit 010 o0
By, -B1 Ay A 00 0 —1

Wir wollen mit Lyg(n) den Teilraum von L¢(2n) bzw. L(4n) mit den so beschrie-
benen quaternionischen Strukturen auf C?* bzw. R*" bezeichnen.

Da H ein schief-Korper ist, geht nun aber so manches schief. So gibt die iibliche
Formel fiir die Determinante nichts verniinftiges, da sie nicht H-linear in den Spalten
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ist. Wir behaupten als néichstes, dafi die komplexe Determinante auf Ly (E) positiv
ist, und somit detc(T") = ++/det(T") gilt. Dazu rechnen wir wie folgt:

A —-B - A1 + ZA2 7Bl — ZBQ
dete (B A ) = detc <31 —iBy Ay —idy )
o A1 —B1 .2 A2 —BQ
= det <B1 A1>—|—2 det (B2 A2>
. Ay —DB : Ay —B;
—|—zdet(_32 Al>—zdet(_B1 A2>
- A1 —B A2 —Bs
= det <B1 A1)+det(32 A2>
. Az *Bl 2 A2 *Bl
+z<det (—B2 A, ) — (—=1)*det (_32 A, ))
= detR(Al + iBl) + detR(Ag + iBg) > 0.
Also gilt
GLy(F) C GL(EF(E) :={T € GL¢(E) : detc(T) > 0}
GLH(E) = RJF X SLH(E)
SLa(E) = {T € Lu(E) : dete(T) = 1} C SLe(E),

wobei der Isomorphismus wie im reellen Fall durch 7'+ (det (7)™, det(T)~*/™-T)
gegeben ist.

14.17 Quaternionische Formen, Q(n,.k), Q_(n)

Sei schliellich ¢ : E x E — H eine Form die quaternionisch linear in der zweiten
Variable ist und konjugiert (schief)symmetrisch, nicht degeneriert. Dann bezeichnen
wir mit

Qq(E) :=={T € GLu(E) : ¢(Tx,Ty) = q(z,y)V z,y € E}.
Wie zuvor zeigt man, dafl dies eine Mannigfaltigkeit ist. Es ist also ¢(z,y\) =

q(z,y)\, q(y, v) = £q(z,y) und damit g(z), y) = £q(y, 22) = £q(y, 2)A = Aq(z, 7).
Wir setzen s(z,y) := Req(z,y) = (I(z’y);“m’y) = q(m,y):;:q(y,z). Dann ist s (schief)-
symmetrisch (2. Darstellung), R-wertig (1. Darstellung) und R-linear. Und fiir alle

A€ S3CH gilt

Aq(z, )X £ Aq(y, z) A\
2

da s(x,y) € R mit allen Quaternionen vertauscht.

s(xA, yA) = = As(z, y)A = Ms(z,y) = s(z,y),

Es gilt ¢(z,y) = s(z,y) + i s(zi,y) + 7 s(xj,y) + k s(zk,y), denn
s(z,y) +is(zi,y) + js(xjy) + ks(zk,y) =
= %((q(ﬂc, y) +iq(ai,y) + (@i y) + kq(xk, y))
+ (a(y, @) +iq(y, zi) + jq(y, zj) + kqly, wk)))
= 2+ (40(x,9) + (aly.2) +ialy, )i + G aly, )+ haly, ) )
= %(4q(w7y) +24(y,))
= Q(:C?y)a
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wobei wir fiir die vorletzte Zeile ¢(x,y) = a + ib + je + kd setzen, und dann alles
ausmultiplizieren.

Man beachte auch, daff fir A € {i,5,k} die Form (z,y) — s(xzA,y) R-bilinear
ist und s(y\, z) = £s(z,y\) = Fs(xA2,y\) = Fs(z\,y) erfiillt, d.h. ebenfalls
(schief)symmetrisch ist.

Umgekehrt sei s : Ex E — R R-bilinear und (schief-) symmetrisch und es existieren
s-Isometrien I und J mit I? = —1 = J? und IJ + JI = 0. Dann kénnen wir E zu
einem quaternionischen Rechtsvektorraum machen durch z - (@ + @b + jc + kd) =
za + I(z)b+ J(x)c + JI(x)d und

q(z,y) == s(x,y) +is(Tz,y) + js(Jz,y) + ks(JIz,y)

definiert eine konjugiert (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Form die H-linear
in der zweiten Variable ist. Offensichtlich ist jedes T, welches ¢ und damit auch s,
s(I-,2), s(J-,2), s(JI_,_) invariant 148t, automatisch H-linear, denn s(ITx,Ty) =
s(Iz,y) = s(TIx,Ty) und somit ITx = Tz und analog fiir J. Es gilt also Q4 (E) =
Os(E)NGLy(E).

Falls nun ¢ eine Standardform ist, d.h. eine der folgenden Formen:

n
= g lel
=1
= E lel— E lel

1>k 1<k

n
= g Ziwt
=1

dann werden die entsprechenden QUATERNIONISCHEN GRUPPEN mit Q(n) = Ug(n),
Q(n, k) = Un(n, k) sowie Q_(m) = Uy(m) = Spy(m) bezeichnet. Wir erhalten fiir
s beziiglich der reellen Basis (eq,...;e14,...;€17,...;€1k,...) und der entsprechen-
den reellen Koordinaten

(b, .. ;2™ ) fiir 2 und

1 Lant1 2n+1 . ..3n+1 .
(.. 59"y T, ,...) fiir w

wobei Zl — CL’l + i$n+l _’_j$2n+l + k$3n+l und wl — yl + ,L’yn-i-l +jy2n+l + ky3n+l:

— Zw y xn—&-l n+l + x2n+ly2n+l + l,3n+ly3n+l

E £C y +xn+l n-+l1 +x2n+ly2n+l +x3n+ly3n+l
>k

_ 2 Jﬁlyl + xn+lyn+l + x2n+ly2n+l 4 m3n+ly3n+l
1<k

S(.’ﬂ, y) _ E 7xlyn+l + l,n+lyl o x2n+ly3n+l + x3n+ly2n+l
l
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D.h. die Matrizendarstellungen sind

I, 0 0 0

0 Ly 0 0 mit 1 ie zuvor;

0 0 1, 0 x Wie zuvor;

0 0 0 I
0 1 0 0
10 0 0 0 0 -1
0 0 0 1 __(0 J)mlt']_<1 0)
0 0 -1 0

und somit ist
Q(n) =0(4n) N Ly(n) C SLy(n)
Q(n, k) = “O(4n,4k)” N Ly(n) € SLy(n)
Q_(n) = “Sp(4n)” N Ly(n) C SLy(n)

Wir koénnen aber auch je zwei Komponenten zusammenfassen. Wie wir bereits
fiir U(n) gezeigt haben, ist h(x,y) := s(x,y) + i s(xi,y) eine (schief-)hermitesche
Form und jq(zj,y) + kq(zk,y) = j(a(zj,y) + iq(zji,y)) = jh(zj,y), wobei
(z,y) — h(zj,y) (symmetrisch) schiefsymmetrisch und komplex bilinear ist, denn
h(yjg,x) = s(yj,z) + is(yji,x) = £s(xj,y) £ is(xji,y) = £h(zj,y). Also hat ¢
eine Zerlegung ¢(z,y) = h(x,y) + jh(zj,y) in (schief-)hermiteschen und (sym-
metrischen) schiefsymmetrischen C-bilinearen Teil. Fiihrt man das wieder fir die
Standardformen durch, so erhalten wir

gz w) = S (3 — 2 (!l + jurH)

l
— Z(El’wl +§n+lwn+l) _|_jZ(len+l _ Zn+lwl)
l

l

g(z,w) =Y (2" = 2" (! + ju ) =Y (F - 2 ) (w' + jun T
1>k 1<k

— Z(Elwl +2n+lwn+l) _ Z(Z wh + Zn—Q—l n+l)

1>k <k

+j2(zlwn+l _ yntl 7] Z wh lwl)

1>k 1<k

Z Zhiw! + 2 (—j)iw' — 2V (—f)ijw™ T — Zijwn T

Z z w _zn n+l jiZ(Zn-le + len-i-l)
l
und somit

Q(n) =U(2n) N Spc(2n)
=U(2n) N Ly(n) = Spc(2n) N Ly(n)
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Q(n, k) = “U(2n,2k)” N “Spc(2n)”
= “U(2n,2k)” N Lg(n) = “Spc(2n)” N Lg(n)

QR_(n) =U(2n,n)N “Oc¢(2n)”

=U(2n,n) N Lyg(n) = “Oc(2n)” N Ly(n)

14.18 Ubersicht

Gruppe |Dim kompakt |komplex |Kurzbeschreibung
GL(n) [n? - - detg # 0
SL(n) |n%?-1 - - detg =1
SO(n) |nn—-1)/2 |+ - sym,lin,pos-def
SO(n,k) |n(n—1)/2 |— - sym,lin,def
Sp(n) Y |n(n+1)/2 |- - alt,lin,def
U(n) [n? + — konj-sym,pos-def
U(n,k) |n? - - konj-sym,def
SU(n) [n?-1 + — konj-sym,pos-def, det¢c = 1
SU(n,k) |n?—1 — — konj-sym,def, detc = 1
GLc(n) |2n? — + C-lin, detc # 0
SLe(n) |2n%—2 |- n C-lin, dete = 1
Oc(n) |n(n—1) - + sym,C-lin,def
Spc(n)V |n(n+1) |- + alt,C-lin,def
(n) [n(2n+1) |+ - konj-sym,H-lin,pos-def
Q(n,k) |[n@2n+1) |- - konj-sym,H-lin,def
QR_(n) |n@2n-1) |- - schief-konj-sym,H-lin,def
GLy(n) |4n? - - H-lin, detg # 0
SLy(n) [4n% -1 - - H-lin, detg = 1
D In diesen Fillen ist n = 2m gerade.
14.19 Niedere Dimensionen
Gruppe dim n=1 n=2 n=3
SL(n) n?—1 {1} StxcC dim =8
SO(n) n(n—1)/2 {1} St PSU(2)
SO(n,1) n(n—1)/2 - R\ {0} PSL(2)
Sp(n) n(n+1)/2 — St xC —
SU(n) n?—1 {1} 33 dim =8
SU(n,1) n?—1 - St xcC dim = 8
SL¢(n) 2n% — 2 {1} dim = 6 dim = 16
SOc¢(n) n(n—1) {1} C\ {0} dim =6
Spe(n) n(n +1) - dim = 6 -
(n) n(2n +1) S3 dim = 10 dim =21
Q(n,1) n(2n +1) — dim = 10 dim = 21
Q-_(n) n(2n —1) St dim = 6 dim = 15
SLy(n) 4n? —1 S3 dim = 15 dim = 35
dim= 0:

Offensichtlich ist
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SL(1) ={teR:t =1}, SO(1) = {1} C SL(1), SU(1) = {z € C: 2z = 1},
SLc(1)={z€C:z=1}, SOc(1) ={1} C SLc(1)

dim=1:
U1l)={z€C:zz=1}=S'CC.

Q_(1) = S', denn Ziw = AziAw = ZA\i\w, genau dann, wenn i = i), oder |\| = 1
und X =i\, i.e. A =a+ b mit a® + 5% = 1.

Die definierende Gleichung der im folgenden gesuchten Untergruppen von SL¢(2)
ist neben det = 1 durch b(Tz,Ty) = b(x,y) gegeben. Dafiir geniigt es (z,y) :=

(e1,€1), (z,y) := (e1,e2) und (z,y) := (eq,es) einzusetzen, oder wenn b(z,y) =
(Bx,y) ist, die Matrizengleichung T*BT = B zu losen. Da T € SL¢(2) liegt, ist
T = (‘Z Z) invertierbar mit inverser Matrix 7! = (_dc ’ab). Also 1af3t sich die

Matrizengleichung auch als BT = (T*)~! B schreiben, und liefert uns im Folgenden
die notigen Bedingungen an die Koeflizienten a, b, ¢ und d.

Die Elemente der Abelsch’en unter den folgenden Gruppen G werden wir gemeinsam
diagonalisieren. D.h. fiir jedes T' € G werden wir die Eigenwerte A} und zugehérige
(von T unabhingige) Eigenvektoren ey bestimmen. Wenn AT die Diagonalmatrix
mit Eintragungen )\JTF und AT ist, und U die Matrix mit Spalten e, und e_ ist,
dh. U(er) =ey und U(ez) = e_, dannist T-U =U - AT dh. U™L-T-U = AT.
Die Konjugation mit U bildet also die Gruppe G isomorph auf eine Gruppe von
Diagonalmatrizen in SL¢(2) ab.

SO(2):{(ab 2) La,b ER, a2+b2:1}§{(3 g) :)\651}%51,

(1) a®+c=1 (bler,e1)=1)
denn (a b) € 50(2) = (@) P+d=1 ez e2) =1)
c d (3) ab+ed=0 (be,e2)=0)
(4) ad—bc=1 (det=1)
Dann folgt
d-(3)—b-(4): —b=c(d>+b*) =c,
b-3)+d-(4): d=ab®+d*)=a
und somit a? + b?> = 1. Kiirzer folgt das alles auch aus der Matrizengleichung

BT = (T*)~'B, mit B = id.

Die Eigenwerte von T sind Ay = a4 b mit zugehorigen Eigenvektoren eL = (1, £4).
Also bildet die Konjugation mit U = (1» 14) die Gruppe SO(2) isomorph auf die

T —1
Diagonalmatrizen mit konjugiert komplexen Eintragungen vom Betrag 1 ab.

o1 G N G B ) B G ey

50(2,1):{@ 2) ca,b€R, a2—b2:1}%’

o~ {(6\ 1%) :)\ER\{O}} =R\ {0},
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Analog wie bei der SO(2) folgt die erste Gleichung aus der Matrizengleichung mit
B = ((1) 91). Der erste Isomorphismus ist dann analog durch Konjugation mit der
Matrix U = (% ,11) der Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay := a 4+ b gegeben.
Konjugieren mit U liefert

;G _11)@ Z)G _11):<ai)rb agb)
mit (a + b)(a —b) = 1.
dim= 2

GLc(1) = C..
S0c2) =4 (% "iapec2err=1b={(? O ).secc,l=c
c@ =12y o) @beCa+=1r=0{g 1/q) 0 =C

denn wie fiir SO(2) erhalten erhalten wir die Gleichheit aus der Matrizengleichung

1 ) . Dann ist

(5061

und (a + ib)(a — ib) = 1.

. . . et
und den Isomorphismus durch Konjugation mit (z

dim= 3
a b
.S'L(2):{<C d>:a,b,c,d6R, ad—bc:l}

%{(% g) ca,beC, |a|2—b|2:1}7

wobei der Isomorphismus durch Konjugation mit U := ( } ’ii) geben ist, siehe

und | 72.62 |, denn

U1.(a1+i0£2 51+i52)_U_<041+51 012—52>_(a b>
fr—ifs a1 —iay —az — P2 o1 — [ c d

Oq:a;d
a2:bgc

= ﬂ*a_d
1= 73

b

By = —2E¢

Beachte daf die Quadrik {(a,b) € C? : |al? — |b|? = 1} vermdge (a,b) — (147,0) =
(—= b) diffeomorph zum “Zylinder” S* x C ist. Allerdings sieht die induzierte

/1+(b2’

Gruppenstruktur auf S' x C sehr kompliziert aus.
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Sp(2) = SL(2),
denn (Z Z) € Sp(2) &

RO E R RN

Sad—bec=1

SU(2,1) = {(Z Z) ta,beC, |a]* —|b* = 1} =~ SL(2),

denn die Gleichheit folgt analog wie bei der SO(2,1) mit B := (§ %) und dem

hermite’schen Produkt. Der Isomorphismus ist durch Konjugation mit U := (% _ZZ)

geben, siehe ’ 34.5 ‘ und ’ 72.62 |, denn
Ul.(Oél-i-iOQ 51+i52)_U:<a1+ﬂ1 042—52>:(a b)
p1—ife  ai —iag —ag — 2 a1 — c d
a+d
a1 =
2
b—c
g =
o 2
3 _a—d
T2
b+c
B2 = — 5

SU@2) = {(—az 2) ta,b€C, Jaf* + b = 1} =5

wobei die Gleichung wieder wie fiir die SO(2) folgt und der Isomorphismus durch
die Darstellung der Quaternionen H als Matrizen in GL¢(2) gegeben ist.
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Q(1) = 83, denn T € Q(1) genau dann, wenn 7' € GLg(1) = H mit TT = 1, und

(a+ib+jc+kd) - (a+ib+ je+ kd) = (a —ib— je—kd) - (a + b+ je + kd)
= (a® + b* + & + d*) +i0 + 50 + k0.

SLy(1) = 53, denn
(t+iz+jy+kz)- (a+ib+ jec+ kd) = (ta — b — yc — zd)
+ i(za+tb+ yd — zc)
+ j(te+ya+ kb — xd)
+ k(za + td + zc — yb)

also wirkt eine Quaternione (a + b+ jc+ kd) als folgende Matrix auf einem Vektor
(t? 1’? y7 Z):

a —b —c —d
b a d —c
c —d a b
d ¢ b

und hat reelle Determinante (a? + b* + ¢® + d?)%.

SO(3) = PSU(2) = PS3, wobei PG := G/Z(Q) fiir jede Gruppe G und Z(G) :=
{geG:VheG:g-h=h-g} das Zentrum von G bezeichnet. Jede Einheitsqua-
ternione ¢ = a + ib + jc + kd wirkt orthogonal auf R* = H durch Konjugation und
148t die Zerlegung R x R? invariant, denn ¢~ !-1.-¢ = ﬁ -q=1und

-1 -1

¢ " pP-gq

<l

gt pgP=( pa) (@' pad=qD

=q " pl*-q=lpl?

also wirkt sie als Drehung am R3 = {0} x R® C H. Der Kern dieses Gruppenho-
momorphismuses H O S% — SO(3) ist offensichtlich Z(S%) = Z(H) N S3 = {£1}.
Somit ist die Abbildung surjektiv, da SO(3) zusammenhingend ist, also SO(3) &
S3/7(83) = PS3.

Geometrisch haben wir das in auch so gesehen: Eine Drehung ist durch Dreh-
achse und Drehwinkel festgelegt, also durch durch einen Vektor u € D3 welcher der
Drehung mit der Achse u/|u| € S? und dem Drehwinkel 7|u| € [, 7]/ ~= S*
entspricht. Also erhalten wir eine 2-blittrige Uberlagerung S% — S3/ ~=D?/ ~2
SO(3) auch aus folgendem Diagramm

id xe'™-

S2 x [-1,1] S2 x St

| |

DBHD3/N> rrrrrr > SO(S)a

wobei die linke vertikale Abbildung durch (z,t) — tz, die rechte durch (v,p) —
“Drehung um v mit Winkel ¢” gegeben sind und ~ die von v ~ —v erzeugte
Aquivalenzrelation ist, siche dazu auch . Beachte, dafl das Zentrum Z(SU(2))
von SU(2) durch {£id} gegeben ist und somit PSU(2) := SU(2)/Z(SU(2)) =
SB/ZQ ist.

SO7(3,1) = PSL(2) wird analog wie fiir SO(3) = PS® gezeigt. Fiir Details dazu
siehe ebenso | 24.40 |. Beachte, dafl das Zentrum Z(SL(2)) von SL(2) durch {£id}
gegeben ist und somit PSL(2) := SL(2)/Z(SL(2)) ist.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008 93



15.3 14. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

15. Glatte Abbildungen

Um verschiedene Mannigfaltigkeiten miteinander in Beziehung zu setzen, benotigen
wir natiirlich auch den Begriff der glatten Abbildungen zwischen ihnen und den
geben wir jetzt.

15.1 Definition (glatte Abbildung)

Sei f: M — N eine Abbildung zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M C R™
und N C R™.

Die Abbildung f heifit GLATT (C*°) :& lokal 148t sie sich zu einer glatten Abbildung
f:R™ — R" erweitern, d.h.

Vpe M3U(p) % R™3 f:U(p) — R" glatt mitf\MnU(p) = flmnu)-

Die konstante Abbildung, die Identitit und die Zusammensetzung glatter Abbildun-
gen sind glatt: Seien f : My — M, sowie g : My — Ms glatt und f : Uy — R™ bzw.
g : Us — R™s lokale, glatte Fortsetzungen, dann ist (QOf) =gof: f‘l(Ug) — R"3
eine lokale, glatte Fortsetzung von g o f, also ist g o f glatt.

15.2 Beispiele glatter Abbildungen.

1. Fiir die klassischen Liegruppen G aus Abschnitt ist die Multiplikation
mult : G x G — G glatt, denn fiir die offene Teilmenge GL(E) von L(E, E)
ist dies die Einschrinkung der bilinearen Abbildung (7, 5) — T'S, und die
anderen klassischen Liegruppen G sind Teilmannigfaltigkeiten in GL(E).
Gleiches gilt fiir die Inversion inv : G — G, denn fiir GL(E) ist sie die
Losung der impliziten Gleichung mult(A,inv(A)) = id, auf die der inverse
Funktionensatz anwendbar ist. Die Ableitung ist dabei durch

inv/(A)(B) = —A"'BA™!

gegeben.

2. Orthogonales-Komplement-nehmen L: G(k,n) — G(n — k,n) ist glatt als
Einschréinkung der affinen, durch P — 1 — P gegeben Abbildung L(n,n) —
L(n,n) auf G(k,n) C L(n,n).

3. Die Bild-Abbildung Bild : V(k,n) — G(k,n) ist glatt, denn als Abbil-
dung von V(k,n) := {T € L(k,n) : T'T = id} — G(k,n) C Lg(n,n) ist
sie durch T' +— TT* gegeben: Offensichtlich ist 7T die ortho-Projektion
(TTHY(TT!) = THT'TT = Tid T* = TT) mit BildT D BildTT! D
BildTT'T = Bild T.

15.3 Lemma (Karten sind Diffeomorphismen).

Sei o : U — M eine lokale Parametrisierung der Mannigfaltigkeit M. Dann ist
@ lokal ein Diffeomorphismus.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢ glatt. Im Beweis der Richtung (1 = 4) von
Satz haben wir ¢ zu einem lokalen Diffeomorphismus ¢ : R™ x R*~" — R™
erweitert. Aus der Bijektivitdt von ¢ : U — M NV (ist Voraussetzung) folgt, daf

et MOV U

als Abbildung existiert. Sie ist sogar glatt, denn lokal 148t sie sich zu der glatten
Abbildung ®~! erweitern. O

15.4 Lemma (Glatte Abbildungen).
Fiir eine stetige Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist glatt.

2. Fiir jede lokale Parametrisierung @ von M und jede lokale Parametrisierung
W von N gilt: Die Abbildung 1~' o f o ¢ ist glatt wo sie definiert ist.

3. Fiir jedes p € M existiert eine lokale Parametrisierung ¢ von M um p und
existiert eine lokale Parametrisierung v um f(p), sodaf die Kartendarstel-
lung =" o f o ¢ glatt ist.

R™ R"
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Beweis. (1=-2) Seien nun ¢ : U3 — Vi N M und ¢ : Uz — Vo N N lokale Parame-
trisierungen. Die Abbildung ¥~ o f o ¢ ist genau fiir jene x € U; definiert, welche
f(p(x)) € Vi erfiillen. Das ist aber die offene Menge Uy N (f o ¢)~1(V3). Obige
Abbildung ist glatt, da sie nur aus glatten Funktionen zusammengesetzt ist.

(2=3) Wenn die Aussage fiir alle lokalen Parametrisierungen gilt, dann erst recht
fiir eine spezielle.

(3=1) Zu zeigen ist, dafl f glatt ist. Dies ist eine lokale Eigenschaft, und lokal 148t
sich f folgendermaflen als Komposition von glatten Abbildungen darstellen:

f=vo ofop)op™. O
—_———

glatt nach (3)

16. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Unsere vorlaufige Definition einer Mannigfaltigkeit ist nicht zufriedenstellend: Bis-
her verwendeten wir ganz wesentlich die Eigenschaften des umgebenden Raumes,
der mit dem Objekt, das wir beschreiben wollen, begrifflich nichts zu tun hat.

In diesen Abschnitt wollen wir nun den umgebenden Euklidischen Raum loswerden,
und kommen so zum Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit.

Die Relevanz dieses Ansatzes zeigen bereits folgende

16.1 Beispiele

(Siehe auch Abschnitt )

1. Das Mobiusband entsteht “topologisch”, wenn man zwei Seiten eines Recht-
ecks miteinander identifiziert und das Ganze mit der Quotiententopologie
versieht. Denkt man sich dieses Gebilde im R? realisiert und zerschneidet es
lings der Mittellinie, so entsteht bekanntlich ein mehrfach verdrehtes Band.
Fiithren wir dasselbe aber “topologisch” durch, entsteht ein einfaches, nicht
verdrehtes Band. Die beiden Figuren lassen sich aber im R® nicht stetig
ineinander iiberfithren, das geht erst im R*.

2. Der “Klein’schen Flasche” oder vor allem der “projektiven Ebene” sieht man
gar nicht ohne weiteres an, in welchen R™ sie “passen”, in den R? jedenfalls
nicht.

Wir erweitern nun die Definition von Teilmannigfaltigkeiten des R™ zu einer solchen
fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

16.2 Definition (Abstrakte Mannigfaltigkeit)

Sei X eine beliebige Menge. Eine KARTE (oder auch LOKALE PARAMETRISIERUNG )
von X ist eine injektive Abbildung ¢ : R™ D U — X, definiert auf einer offenen
Menge U C R™.

Zwei Karten 1, @9 heilen C°°-KOMPATIBEL oder VERTRAGLICH, falls der KAR-
TENWECHSEL

03! o1 01 (p2(Uz)) — @3 (1 (Uh))

ein Diffeomorphismus offener Mengen ist. Die Idee dahinter ist, daf} jede Karte ¢
glatt sein soll, und nach sollte dazu ¢ Lo ¢y dort wo es definiert ist glatt

sein.
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=

0

Ein C*°-ATLAS einer Menge X ist eine Familie C'°°-kompatibler Karten, deren
Bilder ganz X iiberdecken. Zwei C'*°-Atlanten heiflen AQUIVALENT, wenn alle ihre
Karten miteinander C*°-kompatibel sind.

FEine ABSTRAKTE C°°-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Menge zusammen mit einer
Aquivalenzklasse glatter Atlanten.

16.3 Definition (Topologie einer Mannigfaltigkeit)

Auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit erhilt man eine TOPOLOGIE, indem man
definiert:
U C X heifit offen :& o~ 1(U) ist offen im R™ fiir jede Karte des Atlas.

Die Karten ¢ : U — ¢(U) C M werden dann zu Homoomorphismen. Denn stetig
sind sie nach Konstruktion der Topologie auf M und falls U; C U offen ist, so ist
es auch p(U;) C M denn ¥~ (p(U1)) = (¢! otp)~1(Uy) ist das Bild unter dem
Homé&omorphismus ¢~ o 9.

Man verlangt iiblicherweise auch noch, dafi diese Topologie HAUSDORFF ist, d.h.:
je zwei disjunkte Punkte lassen sich durch disjunkte offene Umgebungen trennen.

Die folgende Proposition zeigt, daf3 diese Definition wirklich eine Erweiterung von

Definition ist.

16.4 Proposition.
Jede C° - Teilmannigfaltigkeit M eines R™ ist in natirlicher Weise eine C'*°-Mannigfaltigkeit
und ihre Topologie ist die Teilraumtopologie.

Beweis. Einen Atlas auf M erhilt man aus allen lokalen injektiven Parametri-

sierungen mittels . Die Kartenwechsel sind dann glatt nach und die
Topologie von M ist die induzierte Topologie des umgebenden R™, da die Parame-

trisierungen lokal Einbettungen sind, siche den Beweis von . O
16.5 Proposition (Maximaler Atlas).

Sei A ein C*°-Atlas fir M, dann ist
Amax = {p : ¢ Karte fir M und ¢ vertriglich mit allen ¢ € A}
der eindeutig bestimmte mazimale Atlas, der A umfafst.
Beweis. Wir zeigen zuerst Ap,.x ist ein C*-Atlas: Seien ¢, ¥ € Apax, dann ist

zu zeigen, dafl ¢! o9 glatt ist. Sei x € ¥ ~1(Bild p) also () € Bild » N Bild 9.
Da A ein Atlas ist, folgt die Existenz eines x € A mit ¥(z) € Bild x. Somit
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ist p toyxyox oy = (x"toyp)to(x o) lokal um z definiert. Die beiden

geklammerten Teile sind laut Definition von Apax glatt und folglich ist auch ¢ ~to)
glatt.

Sei nun B ein C*°-Atlas, der A umfafit, dann ist z.z.: B C Ap.x. Sei ¢ € B, dann
ist ¢ vertréglich mit allen ¥ € B. Da B D A, ist ¢ vertriglich mit allen ¢ € A, also
ist nach Konstruktion ¢ € Apax. O

16.6

Die folgenden Uberlegungen zeigen, da die Kartenwechsel, also eine Familie von
lokalen Abbildungen R™ — R™, schon die ganze Information iiber M enthalten.
Sei dazu {gag : @, 3 € A} eine Familie von Diffeomorphismen offener Teilmengen
endlichdimensionaler Vektorrdume, sodafl g;ﬂl = ggo und (dort wo die linke Seite
definiert ist) gag 093y C gary gilt (Das sind offensichtlich Eigenschaften von Karten-
wechseln). Es sei U,, := Dom ga und wir definieren eine Aquivalenzrelation auf der
disjunkten Vereinigung | |, Us = U, {a} x Uq durch: (a,z) ~ (3,y) 1< gap(y) = .
Dies ist in der Tat eine Aquivalenzrelation:

Reflexivitdt: Es ist goa = idy,, denn aus (gaa) ' = gaa folgt Bild gona =
Dom goo = Uy und aus gaa © gaa C gaa folgt, da ga. als Diffeomorphismus
injektiv ist, goo = id. Somit ist (a, z) ~ («, x).

Symmetrie: Es sei (a,z) ~ (8,y) also x = go5(y), d.-h. y = (gap) " () = ga(),
also (5, y) ~ (7).

Transitivitit: Es sei (a,2) ~ (8,y) ~ (v,2), also gas(y) = = und g¢s,(2) = v.
Somit ist ga~(2) = (gas © 98v)(2) = gap(y) = , also z ~ z.

Nun sei M := (L]aeA Ua)/N und g4 : Uy — M durch z — [(a,z)]~ definiert.
Dann ist g, injektiv, denn aus (a, z) ~ (o, y) folgt = gaa(y) = y.

Aus idy, = Jaa 2 Gas © 9sa = g[;o{ © gga = idDom gz, folgt Dom(gsa) € Uy und
g(Dom(g@a)) = Dom(gaﬁ) - Uﬁ'

Weiters sind die Kartenwechsel ggl 0 go durch y = (gg1 0 ga)(x) © 98(y) = ga(x)
S (a,x) ~ (B,y) © = = gup(y) © ¥y = gsa(r) gegeben. Somit ist M eine C'°-
Mannigfaltigkeit und Kartenwechselabbildungen gg, = 951 0 Ga-

16.7 Definition (Topologische Mannigfaltigkeit)

Ein topologischer Raum M heifit TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIGKEIT :& es gibt
eine Familie von Hom6omorphismen zwischen offenen Teilmengen eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums und offenen Teilmengen von M, deren Bilder M iiberdecken.

Solche Hom6omorphismen heiflen KARTEN von M. Und eine Familie von Karten,
deren Bilder M tiberdecken, heifit ATLAS.

Bemerkungen

1. Falls M eine topologische Mannigfaltigkeit und A ein Atlas fiir M ist, so
sind alle Kartenwechsel automatisch HomGomorphismen auf offenen Teilen
des R™. Man braucht also “nur” geniigend viele unter ihnen zu finden, so
daf die entsprechenden Kartenwechsel differenzierbar sind, um einen glatten
Teilatlas zu erhalten, und somit M als glatte Mannigfaltigkeit zu erkennen.
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2. Nicht jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt aber einen C'°°-Atlas. Das
erste Beispiel [49] war 10-dimensional. Heute ist 4 die niedrigste Dimension,
fiir die es ein Beispiel gibt.

Wir wollen nun unseren Differenzierbarkeitsbegriff fiir Abbildungen zwischen Teil-
mannigfaltigkeiten auf abstrakte Mannigfaltigkeiten iibertragen. Das Lemma
legt folgende Definition nahe:

16.8 Definition (Glatte Abbildung)

Seien (M, A) und (N, B) zwei C>°-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f: M — N
heifit GLATT :& f ist stetig, und fiir jeden Punkt © € M existieren Karten ¢ €
A und ¢ € B, sodal € Bildy, f(z) € Bild¢ und die KARTENDARSTELLUNG
1o foy von f glatt ist. Das gilt dann ebenso fiir beliebige Karten ¢ € A und
Y € B.

@9
\ﬂ
-9

ytof o

Insbesonders ist die Identitét id : (M, A) — (M, B) genau dann ein Diffeomorphis-
mus, wenn die beiden Atlanten A und B dquivalent sind.

16.9 Bemerkungen

1. Die Stetigkeit von f setzt man voraus, damit die Kartendarstellung auf einer
offenen Menge definiert ist.

2. Da der Kartenwechsel glatt ist, geniigt es, obige Eigenschaft bei jedem x fiir
eine Karte aus A und fiir eine aus B um f(z) zu fordern, sie iibertréigt sich
auf alle Karten.

3. Wenn man R als topologische Mannigfaltigkeit auffafit, lassen sich sehr leicht
zwei C*°-Strukturen angeben: A; := {id : R — R}, und Ay := {¢(z) = 2° :
R — R}. Diese sind nicht vertriglich, da ¢~!oid : * — ¥z nicht glatt
ist (denn £ (¢/x) existiert nicht bei 0), definieren also zwei verschiedene
C*°-Mannigfaltigkeitsstrukture auf R. Allerdings sind die beiden Strukturen
diffeomorph, also doch gewissermaflen gleich.

R N R hier Mannigfaltigkeiten
T a
R i R hier Vektorrdume
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Die Abbildung f = /z ist ein Diffeomorphismus: f, f~! sind bijektiv und
klarerweise stetig. Ebenso ist f glatt, da (id "t ofop)(z) = f(23) = Va3 ==
glatt ist. Analog ist f~! glatt, da (¢~ ' o f~loid)(x) = o~} (23) = x glatt
ist.

4. Ab dim M = 4 gilt nicht mehr allgemein, dafl zwei C'°°-Atlanten einer to-
pologischen Mannigfaltigkeit bis auf Diffeomorphismus gleich sind. Fiir Di-
mension kleiner als 4 wurde es hingegen in [75] gezeigt. Nach [68] trigt zum
Beispiel die S7 mindestens 15 nicht diffeomorphe C>°-Strukturen; die S°!
mehr als 16 - 105. Genauer gilt:

dim=n |7 [8 ]9 |10 |11 |12 |13 |14 15 16 |17 |18

Strukturen auf S™ (28 |2 [8 |6 [992 |1 |3 |2 [16256 |2 |16 |16

Fiir R", n # 4 gibt es genau eine glatte Struktur. Fiir n > 4 wurde das in
[87] bewiesen. Ganz iiberraschend konnte Kirby 1982 beweisen, daf fiir den
R* eine exotische C*°-Struktur existiert. In [89] wurde gezeigt, daB es sogar
iitberabzéhlbar viele gibt.

5. Die Klasse der C'*°-Abbildungen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten bilden
eine KATEGORIE. Dabei versteht man unter einer Kategorie eine Klasse
von Réumen (Objekten) und Abbildungen (Morphismen), sodal zu jedem
Objekt die Identitdt ein Morphismus und die Zusammensetzung von Mor-
phismen wieder ein solcher ist. Es ist also fiir drei C°°-Mannigfaltigkeiten
M, N, P und glatte Abbildungen f: M — N und g : N — P zu zeigen:

a) go f: M — P ist glatt.
b) id : M — M ist glatt.

16.10 Lemma (Offene Teilmannigfaltigkeit).

Sei (M, A) eine C>°-Mannigfaltigkeit, und U offen in M. Dann ist U in natirlicher
Weise eine C°°-Mannigfaltigkeit. Ein Atlas auf U ist durch die Einschrinkungen
von Karten von M gegeben.

Beweis. Klarerweise ist (U, Ay := {¢|,-1(v) : ¢ € A}) eine topologische Mannig-
faltigkeit. Bleibt zu zeigen, dafl die Kartenwechsel glatt sind:

Wl )"t o blemrwy = @7 o)1y
ist eine Einschrankung von C°°-Funktionen und somit C'*°. O

16.11 Bemerkungen

1. Es ist also sinnvoll, von C'*°-Abbildungen zu sprechen, die nur auf offenen
Teilmengen einer C'*°-Mannigfaltigkeit definiert sind.
2. Die Karten ¢ einer C'*°-Mannigfaltigkeit sind Diffeomorphismen

@ :R™ D Domy — Bildp C M.
off. off.
Insbesonders besteht Ay . aus all jenen Karten ¢, die Diffeomorphismen auf ihr

Bild sind, d.h. ¢! o ¢ ist ein Diffeomorphismus offener Mengen fiir alle Karten

P € A.

16.12 Beispiele von Atlanten

1. 8" = {z e R™! : [g| = 1}

Wir konstruieren Karten durch radial-Projektionen auf die Tangentialebenen (“Ra-
dialprojektion”).
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a+v=Ar mit (ov)=0 =

= s vi=(ra) r—a, v ai=(a+v) - |at+o

FEine Karte fiir eine Umgebung von « ist also
Yo RP=Za —{zeS": (z,a) >0} C M
¢a(v) i = (a+v)-|(a+v)™
o' (2) = (z,0)"z —a.

Die Menge {pq : @ € S} bildet einen C'*°-Atlas fiir S™. Allerdings tiberdecken auch
die Bilder der Karten ¢4, fiir i = 1....n + 1 die S™. Da sowohl ¢, als auch ¢!
glatt auf einer offenen Umgebung im R™*! sind, sind klarerweise alle Kartenwechsel
glatt.

2. Der Atlas der stereographischen Projektion fiir S™ hat als Karten v, mit o € S™:

at — 5"\ {a
w{ \{a)

v a420v—a) (Ju+1)71
mit der Umkehrabbildung

et (@) = (z = (z,0) @) - (1= (z,0)) 7"

Die Karte v, ist fir S \ {a} definiert. Fiir einen Kartenwechsel gentigt es also,
noch eine Karte fiir o zu finden, etwa ¥ _,. Den Kartenwechsel fiir diese beiden
Karten erhilt man aus elementaren geometrischen Uberlegungen: Es seien v und
v* die Bilder unter ¢! und ¥~_. Die Dreiecke (a,z, —) und («,0,v) haben zwei
gleiche Winkel, je einen rechten und jenen bei «, also sind sie dhnlich. Die Dreiecke

(0,v*, —) und (o, z, —) sind aus entsprechenden Griinden ebenfalls dhnlich.
z
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Aus dem Strahlensatz erhilt man:

v 1 .l _ « _
|1:|v*:>|“|:|v| s @i o)) = vt = v [ol .

3. Die naheliegende Frage, wie die beiden durch (1) und (2) gegebenen Strukturen
auf S™ zusammenpassen, ist so zu beantworten: Die Karten sind vertréglich (d.h.
erzeugen denselben maximalen Atlas), denn

otz a-(z,0) ! —a

bp v B+2(0 = 6) (o + 1)
B420w—p)- (pP+1)t
B+20=0)- (P +1)~" @)
ist eine — wenn auch komplizierte — C'°°-Funktion. Die Vertréiglichkeit der Karten

kann auch daran erkannt werden, dafl die Karten als lokale Diffeomorphismen des
umgebenden Raums aufgefait werden kénnen.

@ElowﬁrvH<

4. EINPUNKTKOMPAKTIFIZIERUNG des R":

Wir definieren auf RZ, := R™ U {oo} einen Atlas durch o und xo, diese sind
gegeben durch:

Xo : R" — RZ.
Xo(z) =2z
Xoo : R — R

Xoo(0) = 00 und xoo () = z - || 2 sonst.

Die Kartenwechsel Xal 0 Xoo und X3! o xo von R™\ {0} — R™\ {0} errechnen
sich als: x +— z - |z|72. Dieser Kartenwechsel ist uns schon in (2), bei der Sphire,
begegnet.

Behauptung: R% 2 S™ mittels f(oco) = eq und f(z) = ¢, (z). Es ist klar, daf§ f
bijektiv ist; bleibt zu zeigen, dafl sowohl f als auch f~! glatt ist: Die zu untersu-
chenden Fille sind:

* P! o foxo=xo=idrn\ {0}

® Yo' 0 foXoo =Xp ' ©Xoo

e Y-, ofoxo= X °X0

e Y. o foXe = idrn\ (o}
Dies sind alles Diffeomorphismen, also ist f ein Diffeomorphismus.
5. PROJEKTIVE RAUME

P" := { Geraden durch 0 im R""*} = (R"T1\ {0})/~

wobel  ~ y < 3 A € R\ {0}, soda Az = y. Als Karten wiihlt man etwa fiir
0<i1<n:

Rn *)]RnJrl *)Pn
(y17"'7yn) — [(_1)l(y17')y2717yl+17"7yn):|

Das Vorzeichen ist dabei so gew#hlt, dal P™ so orientiert wie moglich wird, siehe
(3) in [46.9] Die ¢; gehen bijektiv von R” nach {z € R**1\ {0} : "1 # 0}/..

@i -
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Der Kartenwechsel berechnet sich folgendermafien:
(o). y") =
= (D' Ly ™)
=) D0y Lyt Ty ).

Das ist ein Diffeomorphismus (auf dem Definitionsbereich). Also ist P™ eine C°-

Mannigfaltigkeit. Ganz analoges Vorgehen liefert P? (komplexe Geraden in C"*1)
mit dim P¢ = 2n und Pj} mit dim P = 4n.

In hatten wir eine weitere Beschreibung der projektiven Rdume P" als Gra8-
mannmannigfaltigkeit G(1,n+ 1) € L(R"T! R"*!) gegeben. Dabei hatten wir Ge-
raden durch 0 im R™*! mit den orthogonal-Projektionen auf sie identifiziert. Wir
wollen nun zeigen, daf§ dies diffeomorphe Rdume beschreibt. Sei dazu @; : R" —
R"+1\ {0} gegeben durch (y',...,y") — (=1, ...,y% 1,y ... y™). Dann
ist p; = mo @;, wobei m : R"*1\ {0} — P" := R"*!/ ~ die kanonische Pro-
jektion x +— [z] bezeichnet. Fiir a,b € E := R""! sei a ® b € L(E, E) definiert
durch (a ® b)(z) := {a,x)b (Fiir eine Erklirung dieser Notation siehe ) Dann
ist (a ®b)! =b® a, denn

((a@b)z,y) = (a,7) - (by) = (z,(b®a)y).

(O.B.d.A. j > i)

Und weiters ist

(a1 ®by) o (ag ®bs) = (ar,be) as ® by.
Folglich ist P := a ®b genau dann eine ortho-Projektion (d.h. P! = P = P?), wenn
a = b und (a,b) = 1 ist. Die ortho-Projektionen P vom Rang 1 sind also genau die
P der Gestalt P = a ® a mit |a| = 1. Die glatte Abbildung = — 7o © 7a7 ist somit

eine surjektive Abbildung f : R"*\ {0} — G(1,n + 1) und faktorisiert zu einer
glatten Bijektion P" — G(1,n + 1). Lokal erhalten wir eine inverse Abbildung,
indem wir Abbildungen P nahe a ® a den Punkt w(P(a)) € P™ zuordnen. Es ist
némlich P(a) = (b, a)b fir P = b ® b und somit f(w(P(a))) = f(w(b)) =bxb=P.
Also ist f der gesuchte Diffeomorphismus.

R" —> R\ {0} ———= 5"

o~ |

P > G(1,n+ 1) & L(R™ R™H1)

16.13 Bemerkung

Zwischen projektiven Rdumen und Sphéren gibt es einige Beziehungen:
(1) Die projektive Gerade P! =~ S*.
Als Karten fiir die S wihlen wir 14 := g1 und ¢_ := 1)y _1, die stereographi-

schen Projektionen zu den Punkten (0,1) und (0, —1) (vgl. Bsp. | 16.12 |). Fiir den
Kartenwechsel erhalten wir:

(Vo1 ©%o,-1)(x) = (g 11 0 Y1) (x) = 27" auf R\ {0}
Als Karten fiir P! ordnen wir jeder Ursprungsgeraden den Schnittpunkt mit den
Geraden y =1 (bzw. z = 1) zu, siehe | 16.12.5 |:

.{Rﬁpl\[(o,l)] wd .{Rﬁpl\[(l,o)]
L x — [(1,2)] o x = [(z,1)]
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Mit der Karte ¢_ erhalten wir alle Klassen bis auf [(0,1)] (das entspricht der
y-Achse). Diesen Mangel behebt die Karte ¢, . Wir berechnen die Umkehrabbil-
dungen:

e @y =[(Ly-a myat =2

o7t PP\ [(1,0)] — R mit
_ _ T
ol y) —m eyt = y
Nun zum Kartenwechsel:

(67 0w )@ = o7l [(La) =27, (¢ opi)(@) = ¢ (@ )] =27,

jeweils auf R\ {0}. Sei f: P — S* gegeben durch:
Y_ o=t auf P\ [(0,1)]
= {m 0! auf P\ [(1,0))
Diese Abbildung ist wohldefiniert, da aus 1/~ otp, = p~top, folgt, daB¢_op ' =
Yy o (p_T_l. Sie ist aber auch ein Diffeomorphismus. Dies miissen wir nur fiir die

induzierte Funktion zeigen. Auf P!\ [(0,1)] ist wegen f(Bildy_) = Bildy_ die
Kartendarstellung =" o foyp_ ="' otp_ 0 p=! 0 p_ = id ein Diffeomorphismus.

Plif>sl

R

Analog fiir € P!\ [(1,0)].

Einfacher sieht man P! = S auch mittels | 16.12.4 |

X

Pl >R

N

R

(2) Pt = S2: Geometrisch 148t sich das wie folgt veranschaulichen: Man parame-
trisiert die komplexen Ursprungsgeraden in P(é durch ihre eindeutigen Schnitte mit
der komplexen Gerade g := {(2,1) : z € C} = R?. Nur die komplexe Gerade h
parallel zu g d.h. h = {(2,0) : 2 € C} € P} bekommt kein Bild. Jene Geraden,
die nahe bei h liegen, haben ihre Schnittpunkte weit draulen auf g. Also entspricht
die noch fehlende Gerade h dem Punkt oo in der Einpunktkompaktifizierung R2,
von R2. Daf} diese beiden Réume isomorph sind, wissen wir aber (siehe Beispiel

[16.12)).

17. Produkte und Summen von Mannigfaltigkeiten

Die einfachste Moglichkeit, aus Mannigfaltigkeiten neue zu basteln, ist die Bildung
von Produkten und Summen, die wir in diesen Abschnitt behandeln.
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17.1 Proposition (Produkte).
Fir i = 1,...,n sei (M;, A;) eine C™-Mannigfaltigkeit. Dann ist [[._, M; in
natiirlicher Weise eine C*-Mannigfaltigkeit. Der Atlas auf [[ M; ist gegeben durch

H.Ai ::{<p1 ><...><<pn:<pi€.Ai}.
=1

Das Produkt [ [ M; hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder C°°-Mannigfaltig-
keit N und C*®-Abbildungen f; : N — M, existiert eine eindeutige C°*°-Abbildung
f="(f, - fn), sodaf pr;of = f;. Dabei bezeichnet pr; : [[ M; — M; die C>-
Abbildung (x*,...,2") — z*. Die universelle Eigenschaft kann auch durch folgendes
Diagramm ausgedriickt werden:

pr;

M;

Hi M;
\\Y f, i 4
N
Die auf [], M; induzierte Topologie ist gerade die Produkttopologie.
Beweis. Offensichtlich ist durch den Atlas ], A; induzierte Topologie gerade die

Produkttopologie, denn das Produkt von Homéomorphismen ¢; ist ebenso ein Ho-
moomorphismus

Y1 X ... Xy :Dome; x ... x Domp, — Bildp; x ... x Bild ¢, QI_IM7
Die Kartenwechsel

(1/)1x...xz/}n)’lo(golx...XQOn) (1/;flogol)x...><(wglocpn).

sind als Produkte von Diffeomorphismen (¢, Lo ;) selbst Diffeomorphismen, und
somit ist [ M; eine C°°-Mannigfaltigkeit.

Wir behaupten nun pr; : [[ M; — M; ist glatt.

Sei (z1,...,2") € [[ M; und ¢ x ... X @, eine Karte um diesen Punkt. Dann ist
; Karte um z*. Somit ist

it opro(pr X o X ) s RTIFTHI S R (g g™ o g

eine lineare Projektion, also glatt. Seien f; € C°(N, M;), dann ist  — f(x) =
(f1,-.., fn) die einzige Abbildung mit pr; of = f;. Bleibt noch zu zeigen: f ist C°.
Sei ¢ eine Karte von N, dann ist

(o1 X ... xpp) tofop=
=(pr' x.oxo Yo (fiog,..., faop)
= (g1 o fiop,....0n" 0 fao).

Laut Vorraussetzungen waren %—1 o fi o ¢ glatt (da die f; glatt sind), also ist f
glatt. O

17.2 Beispiele von Produkten

1. Der Zylinder ist eine Teilmenge im R3, nimlich das kartesische Produkt aus
der S* und einen offenen Intervall I C R, also C°°-Mannigfaltigkeit.

2. Der n-dimensionale Torus im R?" entsteht durch das n-fache kartesische
Produkt der S! C R2:

S'x St x. xS =[S =" =1"
i=1
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18.2 17. PRODUKTE UND SUMMEN VON MANNIGFALTIGKEITEN

Fiir n = 2 ergibt sich der uns schon bekannte “Fahrradschlauch” (vgl. )7
allerdings als Teilmenge von R* anstelle von R3.

17.3 Proposition (Summen).

Seien (M;, A;) C*°-Mannigfaltigkeiten. Dann ist die disjunkte Vereinigung | |, M;
in natiirlicher Weise eine C°°-Mannigfaltigkeit. Ein Atlas A auf ||, M; ist gegeben
durch | J; A; (hier ist keine Beschrdinkung der Indexmenge notig).

Zusdtzlich hat || M; folgende universelle Figenschaft: Zu jeder C°°-Mannigfaltig-
keit N und fir alle C*°-Abbildungen f; : M; — N existiert eine eindeutige glatte
Abbildung f mit

f::Llfi :I_lMi—>N, sodaf f|n, = fi-

Dies kann auch durch folgendes Diagramm ausgedriickt werden:

y{ 5.
"

N

Beweis. Fiir o, € |JA; ist entweder =10t = () oder ein i existiert mit o, € A;
und somit ist 17! o ¢ glatt. Offene Mengen in | | M; sind Vereinigungen offener
Mengen in M;. Die universellen Eigenschaft ist nun offensichtlich. O

18. Zerlegungen der Eins

Um aus lokalen Konstruktionen (wie sie z.B. in der Analysis behandelt werden)
auch globale zu erhalten benttigen wir eine Methode, diese lokal zu verkleben.
Wir brauchen dazu “Gewichts”-Funktionen, d.h. Funktionen, die nur lokal nicht
verschwinden, grofler oder gleich 0 sind und zusammen sich auf 1 summieren. Das
sind die sogenannten Partitionen der Eins, die wir in diesen Abschnitt behandeln.

18.1 Definition (Partition der Eins)

Sei M eine C'*°-Mannigfaltigkeit und U eine offene Uberdeckung von M. Eine U
unterordnete GLATTE PARTITION DER KEINS ist eine Menge F von glatten Abbil-
dungen M — {t € R : ¢ > 0} mit den Eigenschaften:

1. VfeF AU, el Trg(f) CU;

2. Die Familie {Trg(f) : f € F} ist lokal endlich, d.h. Vp € U 3 U(p) sodaBl
{f € F:Trg(f) NnU(p) # 0} endlich ist. Dabei ist Trg(f) der Abschluff von
[o: f(x) # 0},

3. Y perf=1

18.2 Satz (Partition der Eins).
Sei X C R™ offen und sei U eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es eine
C*°-Partition der Fins, die U untergeordnet ist.

Beweis. Beh.: X (und in der Tat jeder separable metrische Raum) ist LINDELOF,
d.h. jede offene Uberc.i.eckung von X besitzt eine abzéhlbare Teiliiberdeckung.
Sei also U eine offene Uberdeckung von X. Es sei Xg := {(z,7) : 2 € Q"NX,0 < r €
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18. ZERLEGUNGEN DER EINS 18.2

Q,3U €U :U,(x) CU}. Dann ist X abzihlbar und nach Definition existiert fiir
jedes (z,7) € X eine Menge Uy, € U mit U, (x) C U, ,. Wir kénnen durch Auswahl
also eine Funktion ¥ : Xy — U, (z,r) — U, , definieren. Wir behaupten, dafl das
Bild Uy := ¥(Xp) von U eine abzéhlbare Teiliiberdeckung zu U ist. Abzihlbarkeit
ist klar. Sei also € X beliebig. Da U eine Uberdeckung von X ist existiert ein
U e U mit x € U. Da U offen ist existiert ein ¢ > 0 mit Us(z) C U. Sei r € Q mit
0<2r<4.DaQ"NX in X dicht liegt existiert ein 29 € Q" N X mit d(xzg,z) < 7
und somit ist z € U, (xo) C Us(z) C U, also z € U,(xg) C Uy 4,-

Beh.: Es gibt glatte Funktionen mit beliebig kleinem Tréager.
Betrachten wir dazu die glatte Funktion h : R — R mit

1 ..
h(t)::{e t >0 firt>0

0 firt <0

Wenn wir fir 29 € R™ und r > 0 nun
eine glatte Funktion ¢ : R® — R durch
o(z) := h(r? — ||z —z0||?) definieren, dann
ist @(x) > 0 fiir alle z € R™ und
0= p(z) = h(r’ - ||z - zo|*) &
sr? |z - x0||2 <0<z ¢ U ().

Das heifit also, der Tréger von ¢ ist gege-
ben durch Trgp = {x : || — x| < r}.

Beh.: Es gibt eine abzéhlbare lokal endliche Verfeinerung {W,, : n € N} von U.
Sei U die gegebene offene Uberdeckung von X. Zu jedem x € U € U withlen wir ein
r > 0mit {y : |[y—=z| <r} C U. Nach obigem wissen wir, daf es ein p € C°(R",R)
gibt mit
{y:lly—all <r} ={y:ey) # 0} = Up.

Diese Mengen bilden eine Verfeinerung von ¢/. Da X Lindel6f ist, existieren abzéhlbar
viele Funktionen ¢y, @s,... s.d. {U,, : n € N} eine Uberdeckung von X und eine
Verfeinerung von U ist. Diese mufl noch nicht lokal endlich sein, darum definieren
wir W,, wie folgt:

W, = {m:gon(x) >0/ @(x) < % fiir 1 §i<n} cU,

n*

Es ist klar, daf§ die W,, offen sind (durch stetige Ungleichung gegeben), und Teil-
mengen von U, sind.

Die W,, bilden eine Uberdeckung von X, denn zu jedem x € X existiert ein mini-
males ng mit p, (z) > 0 und somit ist z € W,.

Um zu beweisen, dafl {W,, : n € N} lokal endlich ist definieren wir eine offene
Umgebung um z:

U(z) = {y : ¢no(y) > 5900, (2)} -
Falls Wy N U(z) # 0, dann sei y im Durchschnitt dieser beiden Mengen gewéihlt
und es folgt:
pily) < ¢ fiiri <k und 3pn,(2) < @, (y).

Png (I)
2

Falls & > ng ist, und zwar so grof}, dafl % < ist, dann erhalten wir durch

% < %‘Pm(x) < ‘Pno(y) < %

einen Widerspruch. Also existieren nur endlich viele k (< ng) mit Wy, N U(x) # 0.
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Beh.: Es gibt eine Partition der Eins {f, : n € N} mit {z : f,(z) # 0} = W,,.
Wir definieren vorerst glatte Funktion v, : X — {t: 0 < ¢} durch

Ynl) 1= hlon@) - h (-~ o1(@) b (=~ pua (@),

Dann ist

Un(z) £0 & (%(x) > 0)/\(%—(,01(30) > O)/\.../\(%—apn_l(az) > o) &z e W,

Da {W,, : n} lokal endlich ist, sind in der Summe Y | ¢,
lokal nur endlich viele Summanden ungleich 0, und somit
ist ¢ == Y07 ¥, € C®(X,R). Diese Funktion ¢ ver-
schwindet nirgends, da die {W,, : n € N} eine Uberdeckung
bilden.

Nun definieren wir f, := % € C*(X,R). Dann ist

an - M - ¥ -1

(G (G
und damit haben wir Punkt (3) von gezeigt.
(1) und (2) folgt nun aus: Trg(f,) € W,, C U,, C U fiir
ein U eU.

n

Un

Bemerkung

Dieser Beweis funktioniert fiir Lindel6f-Rdume X, in denen die Mengen der Gestalt
{z: f(z) # 0} mit f € C™ eine Basis der Topologie bilden.

18.5 Folgerung (Fortsetzung glatter Funktionen).

Sei M eine Teilmannigfaltigkeit des R™. Eine Abbildung f : M — R ist genau dann
glatt, wenn es eine offene Teilmenge U des R™ gibt, die M umfaft, und eine glatte
Abbildung f : U — R, die f fortsetzt, d.h. fly = f.

Beweis. Die Richtung von rechts nach links ist triviall Umgekehrt existiert fiir jedes
p € M eine offene Umgebung U(p) C R™ und eine glatte Fortsetzung f? : U(p) — R.
Seih :={U(p) : p € M} und X :=JU = Uy W. Dann ist X € R" offen und
M C U. Nach existiert eine Partition G der Eins, welche U/ untergeordnet ist,
also insbesonders fiir jedes g € G ein p(g) € M existiert mit Trg(g) C U(p(g)). Die
Abbildung f definieren wir nun folgendermafien:
fi= Zg . frlo),
Y
wobei g - fP(9) auf X \ Trg(g) durch 0 fortgesetzt zu denken ist (beachte, daf eine

auf einer offenen Uberdeckung stiickweise glatt definierte Funktion selbst glatt ist).
In dieser Summe sind die einzelnen Summanden glatt, aber nur endlich viele sind
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18. ZERLEGUNGEN DER EINS 18.7

# 0. Das heiBt aber gerade, da8 f : X — R ebenfalls glatt ist. Um auch die letzte
Gleichung zu zeigen, schranken wir f auf M ein und rechnen fiir ein x € M:

fl@) =Y g@)- fP9%) =D g() | flx) = f(x). O
gegg f('z) gegg
—_———

18.6 Folgerung (Partition der Eins fiir Mannigfaltigkeiten).

Jede Teilmannigfaltigkeit des R™ besitzt fiir jede offene Uberdeckung eine unter-
geordnete C*°-Partition der Eins.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von M. O.B.d.A. Seien die U € U so klein
gewihlt, daf§ sie Bilder von Parametrisierungen sind und somit es offene Teilmengen
U des R gibt, die M lokal trivialisieren, also insbesonders UNM = U erfiillen
(und fiir die U N M in U abgeschlossen ist). Es ist X := Uveu U C R" offen (und
M ist abgeschlossen in X: Sei nimlich 2 € X\ M, dann 3 U e : x € U\ M und
somit folgt 3 U(z) C U : U(x) N M = ().

Nach existiert eine Partition F der Eins auf X, welche U := {U : U €
U} untergeordnet ist. Also ist {f|as : f € F} eine Partition der Eins, welche U
untergeordnet ist. O

18.7 Proposition (Nullstellenmengen).

Jede abgeschlossene Menge A C R"™ ist Nullstellenmenge einer C'*-Abbildung.
Vergleiche das mit dem Satz iiber Nullstellenmengen regulérer Abbildungen.

Beweis. Sei A C R™ abgeschlossen, und sei x € R™\ A, dann gibt es ein glattes
fo > 0mit x € Trg f,, € R™\ A, kompakt. Sei U eine offene Uberdeckung von R™\ A
mit Mengen der Gestalt U, = {y : f.(y) > 0}, wobei € R"\ A. Da R™\ A Lindelsf

ist, besitzt U eine abzdhlbare Teiltiberdeckung. Seien f1, fa, ... die ensprechenden
Funktionen. O.B.d.A. sei

aflil +.ttn

‘M

Dies erreicht man durch Multiplikation von f; mit einer geniigend kleinen Zahl.
Die Reihe Y ;7 fi konvergiert dann in allen partiellen Ableitungen gleichmiBig
und definiert somit eine glatee Funktion f > 0. Fiir diese gilt: f(z) =0 < fi(z) =
Oftiralle k ©x¢ Uy, firalle ke Ne z e A O

1
(J:)‘S%fﬁrajeR” und t; + .. +t, < k.
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III. Tangentialraum

In diesem Kapitel werden wir den Begriff der Ableitung auf Abbildungen zwi-
schen Mannigfaltigkeiten tibertragen. Da Ableitungen Richtungsvektoren ineinan-
der iiberfithren, wirken sie nicht zwischen den Mannigfaltigkeiten sondern den eben-
so zu besprechenden Tangentialrdumen. Als Anwendung werden wir dann erste
einfache infinitesimale Eigenschaften wie Immersivitéit und Submersivitit von Ab-
bildungen besprechen. Unter zusétzlichen lokalen bis globalen Eigenschaften erhal-
ten wir dann Einbettungen, Faserbiindel und als Spezialfall die bereits im ersten
Kapitel angerissenen Uberlagerungen.

20. Tangentialraum und Derivationen

Die Ableitung f’(x) einer Abbildung f : R™ — R™ an der Stelle z ist definiert als die
lineare Approximation an die nach 0 verschobenen Funktion f. Auf Mannigfaltig-
keiten 148t sich das nun nicht ohne weiteres tibertragen, denn um von einer linearen
Abbildung f’(x) sprechen zu kénnen, muf} diese zwischen Vektorrdumen (und nicht
zwischen Mannigfaltigkeiten wie f es macht) laufen. Wir bendtigen also zuallererst
eine lineare Approximation an eine Mannigfaltigkeit M im Punkt z € M. Diese soll
dann der Definitionsbereich bzw. Wertebereich der linearen Approximation von f
bei x werden.

20.1 Satz (Beschreibung des Tangentialraums).

Sei M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und p € M. Dann sind folgende Teilmengen
des R™ ident:

1. Bild¢'(0), wobei ¢ eine lokale Parametrisierung von M mit ©(0) = p ist.
2. {d(0):c: I — M glatt, c(0) = p, I ein offenes Intervall mit 0 € I}.
3. Ker f'(p), wobei [ eine regulire Gleichung ist, die M lokal um p beschreibt.
4. Graph ¢'(p), wobei M lokal um p als Graph der Funktion g beschrieben wird
mit p = (p, 9(p))-
Insbesonders ist diese Teilmenge wegen (1) oder (3) ein linearer Teilraum und wegen
(2) unabhingig von der gewdhlten Parametrisierung, Gleichung und der Darstellung
des Graphens.

Beweis. (1 C 2) Sei ¢'(0)(v) € Bild(¢'(0)), wobei v € R™ ist. Wenn wir die lokal
in M glatte Kurve ¢ durch

e(t) := (0 + tv)
definieren, erhalten wir ¢/(0) = ¢’(0)(v).

(2 C 3) Wir betrachten nun ein ¢/(0) fiir eine Kurve ¢ € C*(I, M) mit ¢(0) = p
und eine lokal regulére Gleichung f fir M
(P )((0) = (fOC)’(O) =0.
N

~
c(0) 0
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d.h. ¢(0) € Ker f/(p)

(3 € 1) Da wir bereits 1 C 2 C 3 gezeigt haben, geniigt zu zeigen, dafl die Teilriiume
in (1) und (3) gleiche Dimension haben:

dim Bild ¢’(0) = dimR™ =m

dimKer f'(p) = n — dim Bild f/(p) = m.

———
Rn—m

(1 = 4) Eine Parametrisierung von M ist durch ¢(u) = (u, g(u)) gegeben.
Bild ¢'(p) = Bild(id, g'(p)) = {(v,¢'(P)(v)) : v € R™} = Graphg'(p) O

20.2 Definition (Tangentialraum und Tangentialabbildung)

Den in beschriebenen Teilraum des R™ nennt man den TANGENTIALRAUM
an M im Punkt p und bezeichnet ihn mit 7,,M. Seine Elemente heiflen TANGEN-
TIALVEKTOREN.

Fiir f: M — N definiert
T,M — Ty N
Il {c’(O) — (foc)(0) fiir c € C*(I, M) mit c(0) =p
die TANGENTIALABBILDUNG von f im Punkte p € M.

Diese Definition ist sinnvoll, d.h. héngt nicht von der Wahl von ¢ ab, sondern nur
von ¢’(0). Seien ¢; und cg zwei solche Kurven mit ¢} (0) = ¢4(0). Zu f : R™ D M —
N C R"™ existiert eine glatte Abbildung

~ offen ~
f:R™ DO U(p) — R" mit f|M:f|U(p).
Dazu rechnen wir nun:

(Foer)(0) = (Foer)(0) = F'(p)(,(0) = F'(p)(c5(0)) Z2=E (f 0 2)'(0).

Die Tangentialabbildung T}, f ist linear, denn (T}, f)(¢'(0)) = (foc)'(0) = (f)'(p)(<'(0))
also ist

T,f = (f)'(p)|TpM, wobei f eine lokale Erweiterung von f ist.

20.3 Beispiel (Quadriken).

Essei f : E — R eine quadratische (d.h. f(tz) = t?f(x) und insbesonders f(0) = 0)
glatte Form und ¢ # 0. Dann ist die Quadrik M := f~!(c) = {z € E : f(z) = ¢}
eine Teilmannigfaltigkeit von F, denn Differenzieren der Homogenitétsgleichung lie-
fert f'(tx)(tv) = t2f'(z)(v), also f'(tx)(v) = tf'(x)(v) und weiters f”(tz)(tw,v) =
tf"(z)(w,v), also f"’(x) = f"(tx) = f”(0) fiir ¢t — 0. Nach dem Taylor’schen Lehr-
satz ist somit f(z) = b(z, ), wobei b := 1 f”(0) eine symmetrische quadratische
Form ist.
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Die Ableitung von f ist f'(z)(v) = b(z,v) + b(v, z) = 2b(z,v) und somit surjektiv
beziiglich v fiir z € M, denn 2b(z,z) = f(x) = ¢ # 0. Der Tangentialraum von M
bei z ist also

T,M{v € E :b(zx,v) =0} =z,

Ein erstes Beispiel ist die Sphiire als Quadrik S™ = f~1(1), wobei f(x) := |z|?.

Die spezielle lineare Gruppe SL(E) := {T € L(FE) : det(T") = 1} (siehe ) hat
als Tangentialraum bei id € SL(E) den Teilraum {7 € L(E) : 0 = det/(id)(T) =
spur(T)} der spurfreien linearen Abbildungen.

Die orthogonale Gruppe O(FE) := {T € L(F) : T'T = id} (siehe ) hat als
Tangentialraum bei id den Teilraum {T" € L(E) : 0 = f/(id)(T) = T* + T} der
schiefsymmetrischen (d.h. antiselbstadjungierten) linearen Abbildungen, wobei f
die quadratische Form f(T) := T*T ist.

Allgemeiner ist fiir eine bilineare nicht-degenerierte Form b : E X E — R der Tan-
gentialraum der in behandelten Gruppe Oy(E) := {T € L(E) : b(Tz,Ty) =
b(z,y)Vao,y € E} ={T € L(E) : T'"BT = B} (mit b(z,y) = (Bz,y)) bei id gerade
der Teilraum {T' € L(E) : T*B + BT = 0}, der beziiglich B schiefsymmetrischen
linearen Abbildungen.

Fiir die in — 14.19 | behandelten Gruppen G erhalten wir auf entsprechende

Weise folgende Beschreibungen des Tangentialraums bei id € G, woraus wir wieder
leicht die Dimension von G ablesen kénnen.

G T]dG dim]R
GL(n) L(n) n?
GLc(n) L¢(n) 2n2
GLH< ) LH(TL> 4712
SL(n) {T € L(n) : spurg(T) = 0} n? — 1
SLc(n) {T € L¢(n) : spure(T) = 0} 2(n? — 1)
SLyg(n {T € Ly(n) : spurg(T) = 0} 4n? — 1
O(n), SO(n) {T €L(n):T"+T =0} n(n—1)/2
O(n,k),SO(n, k) |{T € L(n) : T'I}, + I,;T = 0} n(n—1)/2
Oc(n), SOc(n ) {T € Le(n): T*+T =0} n(n — 1)
U(n) {T € L¢(n) : T*+T =0} n?
U(n, k) {T € L¢(n) : T*I, + I T = 0} n?
SU(n) {T € L¢(n) : T* +T = 0,spure(T) =0} n? — 1
SU(n, k) {T € Le(n) : T*Iy + LT = 0,spure(T) =0} n? — 1
Q(n) {T € Ly(n) : T*+T =0} n(2n + 1)
Q(n, k) {T € Ly(n) : T*I}, + I;; T = 0} n(2n + 1)
Q_(n) {T € Ly(n) : T*i + T = 0} n(2n — 1)
Sp(2n) {TeL2n):T"J+JT =0} n(2n + 1)
Spc(2n) {T € Le(2n) : THT + JT =0} 2n(2n+1)

Im Detail bedeutet das z.B. fiir die O(n, k), dafl

<A B) € O(n, k) C L(RF x R" %) &

B R

s A4+ A=0, B'=C, D'+D=0
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und fiir die Sp(2n), dafl

(A B) € Sp(2n) C L(R" x R") &

I N T

sC'=C, -A'=D, B'=B.

20.4 Lemma.
Kettenregel: Fiir drei Mannigfaltigkeiten M, N, P und zwei glatte Abbildungen

f,g mit M NS p gilt die Kettenregel:
Tp(go f) =TrpygoTpf.
Fiir die Identitdt id : M — M gilt:
Tp(idar) = idgyar = TyM — T, M.
Produktregel: Sind f,g: M — R glatt, so gilt die Produktregel
Tp(f-9) = f(p) - Tpg +9(p) - T f.

Satz iiber inverse Funktionen: Es ist f genau dann ein lokaler Diffeomorphis-
mus um p, wenn T, f ein Isomorphismus ist.

Beweis. Indem man alle auftretenden Funktionen glatt auf Umgebungen in den
umgebenden Vektorrdumen erweitert, folgt die Ketten- und ide Produkt-Regel aus
den klassischen Versionen, siehe [56, 6.1.9] and [56, 6.1.13]. Der Satz iiber inver-
se Funktionen ist ohnehin nur lokaler Natur also ebenfalls eine Konsequenz des

klassischen Satzes . O

Leider kénnen wir die in gegebenen Beschreibungen des Tangentialraums
nicht direkt fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten verwenden, da der umgebende Vek-
torraum wesentlich eingeht. Wir brauchen also noch andere (abstraktere) Beschrei-
bungen. Dazu beachten wir die Wirkung von v € T,M auf f € C*°(M,R) vermoge
f = T,f v und geben folgende

20.5 Definition (Derivation)

Eine Abbildung 0 : C*°(M,R) — R heifit DERIVATION iiber p € M, wenn sie linear
ist und die Produktregel erfiillt, d.h. fir f,g € C*°(M,R) und a € R gilt:

1. 0(f+g)=0f +0g
2. daf) = Of
3. 0(f-g9)=0f-g(p)+ f(p) - 99

Mit Der,(C*°(M,R),R) bezeichnen wir die Menge aller Derivationen iiber p € M.
Beziiglich der punktweisen Operationen, ist dies ein Vektorraum.
20.6 Satz (Tangentialvektoren als Derivationen).
Die Abbildung
T,M x C*(M,R) - R
(v, f) = (Tpf)(v)
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induziert einen linearen Isomorphismus
T,M — Der,(C*(M,R),R)
U eea(sf e (HW)

Fiir jedes glatte f : M — N entspricht der Tangentialabbildung T, f von f via ®,
folgende Zuordnung auf der Seite der Derivation:

)

T,M — " Der,(C>(M,R),R) 5 9
T, f ()"
® P %) *
Ty N ", Der () (C(N,R),R) 5 (g O(go f))=0o0 f

Beweis. Wohldefiniertheit: Die Abbildung T,M x C*(M,R) — R, (v, f) —
(T, f)(v) ist klarerweise bilinear, also induziert sie eine lineare Abbildung T, M —
L(C>(M,R),R) durch v — (f — (T, f)(v)). Diese Abbildung hat Werte im Raum
der Derivationen iiber p, denn seien f,g : M — R zwei glatte Funktionen und
v € T, M dann gilt nach der Produktregel :

Ou(f-9) =To(f - 9)(v) = f(p) - (Tpg)(v) + 9(p) - (Tp.f)(v).

Kommutativitéat: Sei f : M — N glatt und p € M. Dann kommutiert obi-
ges Diagramm, denn fiir v € T,M und g € C®(N,R) ist (P, o T f)(v)(9) =
(Trip9)(T1)(0) = (T(g o N)() = g o /). da d = ,(v) aul h € C=(M.R)
durch d(h) = (T,h)(v) wirkt.
Lokalitit von Derivationen: Wir zeigen zuerst, daf} jede Derivation 0 von C*° (M, R)
iiber p € M ein lokaler Operator ist, d.h. der Wert 9(f) nur von f € C*(M,R)
nahe p abhéngt.
Seien also f1, fo € C*°(M,R) mit f; = fo nahe p vorgegeben. Sei f := f1 — fo und
sei g € C°(M,R) so gewihlt, daf g(p) = 1 und daB der Tréger von g in der Menge
der z mit f(z) = 0 enthalten ist. Dann gilt:

0=20(0)=09(g- f) =yg)-0(f) + f(p) -0(9) = O(f)

~

~—~
1 0

Daraus ergibt sich auch, da§ d(f) = 0 fiir alle konstanten Funktionen f, denn

01)=9(1-1)=1-9(1)+9(1) -1, also 9(1) = 0.

Bijektivitit fiir offene Teilmannigfaltigkeiten: Wir wollen zuerst fiir den Spe-
offen

Zalfal 0 = p € M = U C R™ die Bijektivitit von ® beweisen. Sei (e;); die

Standardbasis im R™ ist, dann kann jeder Vektor v € T,M = R™ in der Basis als

v =73, v'e; entwickelt werden. Betrachten wir nun

¢ :T,M > v+ 0, € Der,(C(M,R),R)

m

mit 9y (f) = (T,f)(v) = f'(p)(v) = Y _(3:f)(p) - v,

i=1

wobei 0; f die i-te partielle Ableitung von f ist, d.h.
D)) = & 1y £+ 1) = F (D)(€).
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Die Derivation 0, ist nichts anderes als “Richtungsableitung d, in Richtung v and
der Stelle p zu nehmen” und @ ist injektiv, denn die Komponenten von v kénnen

vermoge
m

=" @ipry)(p) vt = v

2.21%,_/
6ij

aus 0, eindeutig rekonstruiert werden.

Umgekehrt ist & aber auch surjektiv, denn fiir @ € Dero(C*>(U,R),R), f € C>*(U,R)
und z nahe 0 gilt folgendes:

m

/ftx )dt = /Z@ft:z:zdt sz/olﬁft:r)t

=1 N ,
=:h;(x)

und weiters, da 0 ein lokaler Operator ist,

o(f) = d(f(0)) + (Z pr' h) —0+ Z( ) Inf0) +pr'(0) 0(h) )
= =i (0:)(0) =0
SIMCHI0

Also ist O(f) = 0,(f) = ®(v)(f) fiir alle f.

Bijektivitdt im Allgemeinen: Sei nun M eine Mannigfaltigkeit, p € M und ¢
eine lokale Parametrisierung von M zentriert bei p. Folgendes Diagramm zeigt, dafl
®,, eine Isomorphismus ist:

Top

R™ = TyU = I,M — R*
¢O\L: ¢pi
Derg(C* (U, R), R) — =L Der, (C((U), R), R) ~= L+ Der,(C> (M, R), R)

Dabei ist Ty ein Isomorphismus nach ; Py ist einer wegen des Spezialfalls;
(") : 0 (f — O(f o)) ist einer, da ¢ : U — ¢(U) ein Diffeomorphismus ist;
und schlieBlich ist der rechte untere ein solcher, da Derivationen lokale Operatoren
sind; Also ist auch ®, ein Isomorphismus, und somit der Satz bewiesen. O

Wir koénnen den Satz nun dazu verwenden um den Tangentialraum abstrakter
Mannigfaltigkeiten wie folgt zu definieren:

20.7 Definition (Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit)

Unter dem TANGENTIALRAUM einer abstrakten Mannigfaltigkeit M bei p versteht
man den Vektorraum

T,M := Der,(C*(M,R),R).
Beachte, dafl wir damit fiir Teilmannigfaltigkeiten M C R™ und insbseonders fiir
offene Teilmengen den in definierten Tangentialraum 7, M C R™ durch einen
nicht identen aber kanonisch isomorphen Vektorraum T, M C L(C*°(M,R),R) er-
setzt haben.

Ist f € C°(M,N) und p € M, dann heifit die durch
0— (T, f)(0): g — 0(go [f)) fir 9 € T,M und g € C*°(N,R)
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definierte Abbildung T, f = (f*)* : T,M — Ty, N, die TANGENTIALABBILDUNG
von M bei p.

20.8 Basen des Tangentialraums

Wenn wir wie fiir Abbildungen zwischen R™’s die Ableitung einer Abbildung zwi-
schen Mannigfaltigkeiten als Matrix (also als Jacobi-Matrix) schreiben wollen so
bendétigen wir eine Basis. Aber selbst wenn wir im umgebenden Vektorraum eine
Basis gewahlt haben, so bekommen wir noch lange keine ausgezeichnete Basis des
Tangentialraums (man denke z.B. an die Sphére S?). Wir kénnen aber wie folgt vor-
gehen. Sei dazu M eine Mannigfaltigkeit, p € M und ¢ eine Karte von M zentriert
bei p. Dann ist Ty : T)R™ — T, M ein linearer Isomorphismus nach falls M
eine Teilmannigfaltigkeit des R™ ist, aber auch im allgemeinen Fall einer abstrak-
ten Mannigfaltigkeit, da fiir diese ganz leicht zu zeigen ist. Die Standardbasis
()™, des R™ wird durch den Isomorphismus ® : R™ 2 Derg(C*°(U,R),R) auf
die Basis der partiellen Ableitungen (0;]o)™, in ToU abgebildet. Der Isomorphis-
mus Typ¢ bildet diese Basis weiter auf eine Basis (9|,)™ in T,M ab, welche auf
f e C>®(M,R) durch

O 1p(f) = (Top) (9ilo) (f) = (") (Bilo)(f) = Bilo (" (f)) = Bi(f 0 )(0).

definiert ist, also durch partielles Ableiten der Kartendarstellung f o ¢ von f in die
i-te Richtung e; an der Stelle 0p~!(p). Zusammengefafit also:

IR

Rm

ToU —— > T,M = Der,(C*(M,R),R)
0

& | IR

Toe

B

it Oilo Oflp: f = 0i(f o)™ (p))

Im Fall einer Teilmannigfaltigkeit M C R™, sind dies (via der Einebttung T,M —
R™) gerade die partiellen Ableitungen (Top)(9ilo) = (9:¢)(0) := ¢’(0)(e;) der Pa-
rametrisierung ¢ : U — M C R™.

Seien (ul,...,u™) =@ 1 : M D p(U) — U C R™ die zu ¢ gehérenden lokalen
Koordinaten, dann bezeichnen wir 9y |, € T,M = Der,(C*(M,R),R) auch als

9
ou’

p—t 8¢

p 7 |p'

Es driickt die Schreibweise 9 zwar deutlicher aus, daB diese Derivation von der

Karte ¢ abhéngt und nicht, wie man der Bezeichnungsweise % falschlicherweise

entnehmen kénnte, nur von der i-ten Komponente u® der Umkehrfunktion ¢~ =

(ul,...,u™). Die Bezeichnung % ist allerdings die iiblichere und macht auch keine

Probleme, falls man sie nur als (3%)1, und nicht als % interpretiert.

Ist ¢ nicht bei p zentriert, dann ist

5 |, (F) =0 1u(F) = 0i(f o) (9™  (p)) fiix f € CF(M,R)

du’t

p
und insbesonders ist

9
Ou’

(u”) = 0y(w? 0 @) (™" (p) = Bi(pr?)(0) = o7,

p

da wegen der Lokalitdt von %

, die vorige Formel auch fiir f € C*(p(U),R) gilt.
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20.9 Transformationsverhalten von Tangentialvektoren

Sei nun g € C*°(M, N) und seien ¢~ = u = (u!,...,u™) lokale Koordinaten von

M bei p, ebenso seien 1=t = v = (v!,...,v") lokale Koordinaten von N bei g(p).

Wir w1szen, daB T,g : TyM — T4y N linear ist und (5 p) eine Basis von T, M

sowie (5.7 f (p)) eine von T(,) N ist. Wie sieht nun die Matrixdarstellung [7},g] von
T,g beziiglich dieser Basen aus?

Da nach Definition von T),g und wegen das folgende Diagramm kommutiert

()'(0)

R™ R™
@lﬂ @lu
g Tog
U——=V Der(C*°(U,R),R) Der(C*°(V,R),R)

® P TOLP\LE Towlu
TP
M—2s=N Der, (C* (M, R), R) —% Der(,) (C®(N, R), R)
werden die entsprechenden Basen wie folgt abgebildet:

(3)'(0) _ s
€ " g (0) () == _,; 0:5° (0) - ¢;

P | = @Iﬂ

d Y, 057 (0) - 9

To _
—— 10N
Top | = TowI:
Zj aigj (0) ’ a;/’

0F 0 (T,0)(5F)

Fiir die Komponenten von Tangentialvektoren & = Y. £'9f € T,M erhalten wir
also folgendes:

(T9)(©) = () (6 -07) = 3¢ (1,9)0)) = Y6 - > 0 (0) -
i ) T J
=Y (¢ a7 0) 0
J i
Die Komponenten von n =3, nj(r“);p = (T9)(§) € Ty(p)N sind somit durch
= Zfi - 9;5° (0)

geben, bzw. in Matrizen-Schreibweise

nt 01g*(0) ... 9,3%(0) I

n" 01g™(0) ... 9nmg™(0) &m

also gerade durch Multiplikation mit der Jacobi-Matrix der Koordinatendarstellung
g=1"logoyvong.

Wiéhlen wir insbesonders g = idy; und zwei Karten ¢ und 1) zentriert bei p € M.
Dann ist g der Kartenwechsel 1)~! o von den Koordinaten (u!,...,u™) = o~! zu
den Koordinaten (v!,...,v™) = ~!. Wenn wir obige Formel 97 = (T,id)(9;) =
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(T,9)(97) = >, 9:7(0)- 8;” formal als Multiplikation von Matrizen auffassen, dann
ist
o\ (030 g (O0)\  (of

Img* (0) Omg™(0))  \oy,
also erhalten wir die Basis (97) aus der Basis (3}’”) indem wir mit der transponierten

Jacobi-Matrix des inversen Kartenwechsels =1 o ¢ = (p~! o)™t von ¢ zu ¢
multiplizieren.

o,

gji = a?u‘f setzen und beachten, daf

o) = ¥ 9

: _ a¥
Wenn wie nun 577 : 7 o7 = aj und

(O (f) = 0i(f o o) (e (p)) ist und somit
9;57(0) = 8i((v ™ o g o)) (¢ (p)) = Bi(v) 0 g o ) (¢ (p))

= 707 0 0)(p) = 5 (7 0.)(p)
gilt, dann besagt obige Formel fiir g = id, daf

o = (1,1 (0) = Y 097 (0) -0

B ol 0

T L out v
J

(beachte den memotechnischen Vorteil dieser Notation) bzw. in (formaler) Matri-
zenschreibweise:

e} dut ou™ e}
vl ovl ovl Oul
9 dut ou™ _0
ov™ o Jum B
und
1 vt vt ¢l
n ul Jum
m o™ ™ m
N oul ou™ g

20.10 Beispiel

Sei M = R3. Wir wihlen 3 verschiedene Koordinatensysteme:

(1) KARTESISCHE KOORDINATEN z, y, 2z mit zugehorigen Basisvektoren: 8%, 8%,

1é)

0z"
o 08 9
or? d¢’ 0z°

9 9
dp? 0V

(2) ZYLINDERKOORDINATEN 7, ¢, z mit zugehorigen Basisvektoren:

(3) KUGELKOORDINATEN R, ¢, ¥ mit zugehorigen Basisvektoren: %,

Fiir den Kartenwechsel und die Jacobimatrizen der Kartenwechsel erhalten wir fiir

(2) = (1):x=r-cosp,y=r-sing,z==z2
oz ox ox .
or 9y 0z cosp —r-sinp 0
dy Oy Oy o .
or 9, 9. | = [sing r-cosp 01,
0: 0 0: 0 0 1
or Op 0z

fiir (3) — (2): r=R-cos¥, z=R-sind
ar  or B .
oF ﬁ 9 cos’? 0 —R-sind
99 0o v | _ 0o 1 0
z z z . .
5% 9= 59 sind 0 R-cos?
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und schliellich fir (1) — (3):
R = /22 +y? + 22, p = arctan(y/x), ¥ = arctan(z/+/2? + y2). Das Ausrechnen

der Jacobi-Matrix dieses Kartenwechsels iiberlassen wir dem Leser als Ubung.

Wenn wir am R? neben den kartesischen Koordinaten x, y neue Koordinaten z := ,
y = x + y verwenden, dann stimmen die jeweils ersten Koordinaten iiberein nicht
aber die entsprechenden Derivationen

g o0x 0 oy 0 0 0 0

9z 0z 07 o oy 07 oy 07
—— ——
=1 =1

Es gibt auch die Moglichkeit, den Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit
geometrischer zu beschreiben.

20.11 Lemma (Tangentialvektoren via Kurven).

Sei CP(R,M) := {c € C®°(R,M) : ¢(0) = x} die Menge der glatten Kurven
durch x € M. Fir eine solche glatte Kurve ¢ und eine glatte Funktion f: M — R
set O(f) = (f 0 ¢)'(0). Dann definiert ¢ — 0. eine surjektive Abbildung

8 : C=(M,R) — Der,(C™(M,R),R).
Wir kénnen also Ty M mit C° (R, M)/ ~ identifizieren, wobei ~ folgende A quivalenzrelation
auf C (R, M) ist:
cp~ey & YVFeC®(MR): (foc)(0)=(foc)(0).

Die Tangentialabbildung einer glatten Funktion g : M — N sieht in dieser Be-
schreibung so aus:

(Tﬁg) (ac) = agoc~

Dies entspricht also der Beschreibung von T, M fiir Teilmannigfaltigkeiten des R™
in (2) von . Sie hat allerdings den Nachteil, damit die Vektorraumstruktur
von T, M nicht erkennen zu kénnen.

Beweis. Die folgende Rechnung zeigt, dafl d, eine Derivation iiber z ist:

0.f+9)=((f+a)0¢) O =((foe)+(go0) (0)
= (foc)/(0)+ (g0 (0) = Ouf +deg

f

fg)oc) ) =((fo)(900) 0)

= (f0)(0) - (g0)(0) + (f 00)(0) - (g 0) (0)
- (8cf) g(x) + (809) : f(x)

Um zu zeigen, dafl die Zuordnung ¢ — 0. surjektiv ist, wihlen wir lokale Ko-
ordinaten p~! = (u!,...,u™) zentriert um = € M. Jedes Element von T,M =
Der, (C*(M,R),R) hat dann die Gestalt >/ &'=2;|,. Wir definieren nun eine

(lokale) Kurve ¢ : R — M durch c(t) := (€, ... t&™), d.h. ui(c(t)) = t&¢ fir
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i=1,...,m, dann gilt fiir f € C>°(M,R):

/

(foc)(0) = ((fop)o(e™00) (0) = (For) O)((¢ " 0 )(0))
= (fo)(0)(E",....&™) =D ai(fop)(0)¢

i=1 i=1

Somit ist . das vorgegebene Element von T,, M, mit dem einzigen Schonheitsfehler,
daB ¢ nur lokal definiert ist. Da aber obige Rechnung nur vom Aussehen von ¢ nahe
0 abhéngt, kénnen wir ¢ so umparametrisieren, dafl sich nahe 0 nichts &ndert, aber
¢(t) ganz in Dom(p) bleibt.

Dafl T,,g die angegebene Gestalt hat ergibt sich sofort aus:
(:9)0)) () = (7 0 0) = ((Fog) o) ()
= (7o(900) ©) =0yeely). T

Vor allem unter Physikern ist auch folgende Beschreibung des Tangentialraums
iiblich:

20.12 Lemma (Tangentialvektoren via Koordinaten).

Fiir jede lokale Parametrisierung ¢ von M zentriert um x seien die Koordinaten
(f;);’;l eines Vektors £, € R™ so vorgegeben, daf$ sie sich richtig transformieren,
d.h. fir je zwei Karten p1 und o mit Kartenwechsel ¥ = @2_1 oy gelte §,, =
Y'(0) - &, , oder in Koordinaten £, = > d;0'(0) - &L, . Dann entspricht diesem
Koordinaten-Schema ein eindeutiger Tangentialvektor in T, M und umgekehrt.

Ist g: M — N eine glatte Funktion, so bildet T, f solch ein Schema &, € R™ auf
das Schema ny, € R™ ab, mit ny = (™' o f o)/ (0) - &,.

Beweis. Sei {, € R™ fiir eine lokale Parametrisierung ¢ vorgegeben und seien

(ul,...,u™) := ¢~ ! die zugehorigen lokalen Koordinaten. Dann definieren wir eine
Derivation d¢ € T, M durch 9¢ := >_\", ffp%. Diese Definition macht Sinn, d.h.

ist unabhéngig von der Wahl der Karte ¢, denn die &, transformieren sich genauso
wie die Koeffizienten einer Derivation beziiglich der Basen ( aczi ).

Umgekehrt bilden die Koeffizienten 5; einer Derivation 0 € T, M beziiglich der zu

¢ = (ul,...,u™)"! gehérenden Basis (52;), genau ein richtig transformierendes
Koordinaten-Schema.

Dafl T, g diese Schemata auf angegebene Weise abbildet, folgt sofort aus der Ko-
ordinatendarstellung von T, f beziiglich der Basen (%) und (%) von T, M und
Ty(z)N. O

21. Immersionen

Wir wollen in den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels die Tangentialabbil-
dung verwenden, um spezielle Eigenschaften von glatten Abbildungen zu studieren.
Insbesondere interessieren wir uns fiir den richtigen Begriff von “Unterobjekten” so-
wie “Quotientenobjekten” von Mannigfaltigkeiten.
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21.1 Definition (Immersionen und Submersionen)

Es sei f € C*°(M,N), wo M, N Mannigfaltigkeiten sind. Dann heif}t:

J REGULAR :¢ rang(T} f) ist maximal(= max{dim T, M, dim Ty, yN}) ¥V x € M;
f IMMERSIV :& T, f ist injektiv V a € M;
f SUBMERSIV :< T, f ist surjektiv V o € M.

Man beachte, dafl eine Abbildung genau dann immersiv ist, wenn sie regulér ist
und dim M < dim N gilt. Ebenso ist sie genau dann submersiv, wenn sie regulér
ist und dim M > dim N gilt.

21.2 Rangsatz.

Es sei f € C°(M,N) und r € N. Dann ist rang(T.f) =r V z € M genau dann,
wenn fir jedes x € M eine Karte ¢ zentriert bei x und eine Karte v zentriert bei
f(x) existiert, sodaf die lokal definierte Abbildung:

wilofO@:RTXRmirﬁRernir
die Gestalt (z,y) — (z,0) hat.

Beachte, dafl wir (durch Einschriinken von ¢ auf ¢ ~!(f~1(Bild¢))) 0.B.d.A. vor-
aussetzen konnen, dafl f(Bild ¢) C Bild ¢ ist und somit folgendes Diagramm kom-
mutiert:

flBild

M D Bildp — 2% . Bildy C N

@T: :Tw

R™ D Dom ¢ ——— > Domvy C R"
Y lofop
Durch weiteres Verkleinern kénnen wir die Gestalt Dom ¢ = W7 x Wy C R" x R*™"
und Domy NR" = W; (oder mittels Kompaktheitsargument sogar die Gestalt
Dom v = Wy x W3 CR" x R"™") erreichen.

Beweis. (<) Es ist rang T}, f = rang Tp(v» ! o f o ) = rang((x,y) — (z,0)) = r.

(=) O.B.d.-A.sei M =R™, N =R", z =0 und f(z) = 0. Die Idee des Beweises
besteht darin, dafl f lokal ungefihr wie die Ableitung f/(0) aussieht, und diese ist
als lineare Abbildung vom Rang r bis auf Basiswechsel von der Form (z,y) — (z,0).
Sei namlich Fy := Bild(f/(0)), Fy := Fi-, By := Ker(f’(0)) und E; := E5. Es ist
r =rang(f’(0)) = dim(F;) und somit dim(E}) := m — dim(F3) = dim(F}) und die
Komponenten-Darstellung von f/(0) : Ey @ Ey — F; @ F5 hat folgende Gestalt:

A0
10) —
mit invertierbaren A € L(FE1, F1) und wenn wir f = (fi, f2) schreiben, dann ist

A = d1£(0,0).

Wir versuchen nun durch lokale Diffeomorphismen die Abbildung f auf die gewiinschte
Form zu bringen. Dazu betrachten wir zuerst eine leicht modifizierte Variante von
f némlich die durch ¢! : (z1,22) — (fi1(x1,72),72) gegebene glatte Abbildung
cpfl : By ® Ey — Fy ® Ey (die Bezeichnungsweise als Inverse werden wir gleich
rechtfertigen). Die Jacobi-Matrix von ¢~! in 0 sieht wie folgt aus:

ot = (MO0 4A90) - (4 2)
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Also ist (¢~1)/(0) invertierbar und wegen dem inversen Funktionen Satz ist
! ein lokaler Diffeomorphismus. Sei ¢ der zu ¢! inverse lokale Diffeomorphismus
und sei g := f o ¢, dann hat g = (g1, g2) folgende Gestalt:

9(1,y2) = (y1,92(y1,0))-

Denn

x = (x1,22) := p(y1, y2) =
y=(y1,92) = ¢ w1, 22) = (fi(z1,22),22) =
y1 = fi(@1,22) = file(y1,92)) = 91(y1, 2).

Weiters gilt Rang ¢'(y) = Rang f/'(¢(y)) = r, da ¢ ein lokaler Diffeomorphismus
ist. Also ist in der Komponenten-Darstellung von ¢'(y)

9'(y) = (algj(y) 8292(11))

die rechte untere Ecke dag2(y) = 0 und somit g2(y1,y2) = g2(y1,0). Um nun die
zweite Komponente von ¢ zu 0 zu machen setzen wir mit der Abbildung v ~' :
F, @ F» — Fy @ Fy (die Bezeichnungsweise als Inverse werden wir ebenfalls gleich
rechtfertigen) definiert durch

v (Y1, y2) = (Y1, 92 — 9231, 0))

zusammen. Die Komponenten-Darstellung von (¢~1)(z) ist gegeben durch

W7 (y1,92) = (—algi%yu()) 1(21)

und somit ist 1! ein lokaler Diffeomorphismus, also wirklich das Inverse eines 1.
Weiters gilt

("o foo)(yr,y2) =¥ (y1,92(y1,0))
= (y1,92(¥1,0) — g2(¥1,0)) = (y1,0) O

21.3 Folgerung (Charakterisierung von Diffeomorphismen).
Fiir glatte Abbildungen f gilt:

f ist Diffeomorphismus < f und alle T, f sind bijektiv.

Beweis. (=) Die Abbildung f ist klarerweise bijektiv. Dafl auch T, f bijektiv ist,
haben wir in bereits gezeigt.

(<) Die Abbildung g := f~! ist wohldefiniert und stetig, da f als lokaler Diffeo-
morphismus offen ist. Nach dem Rangsatz existieren also Karten ¢ und v
um z bzw. f(z), sodaB f(Bild(¢)) C Bild(¢)) und ¢~ o fop =id.

Bild p — > Bild

:Tw ”’T:

Rm<—)Dom<pl>Domw<—>]Rm

Es kann O.B.d.A. folglich Dom 1) = Dom ¢ gewiihlt werden. Somit ist z +— f~1(z) =
(pop~1)(2) glatt auf Bild¢ und f ist ein Diffeomorphismus, da 1) ~! eingeschriinkt
auf Bild ¢ einer ist. O
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21.4 Charakterisierung von Immersionen

Wir wollen nun versuchen herauszubekommen welche Teilmengen M von Mannig-
faltigkeiten NV so zu Mannigfaltigkeiten gemacht werden koénnen, dafl die Inklusion
f:=1incl : M — N glatt ist und dafl die Tangentialrdume T, M von M vermoge
T, f bijektiv auf Teilrdume von Ty, N abgebildet werden, also f eine Immersion
ist. Wir miissen dazu versuchen die Eigenschaft, daBl f eine Immersion ist, mittels
Karten von N auszudriicken.

Nach dem Rangsatz sehen Immersionen bzgl. geeigneter Karten ¢ zentriert
bei x € M und v zentriert bei f(z) € N mit f(Bild ¢) C Bild¢ und Dom ¢ NR™ =
Dom ¢ wie die Inklusion incl : R™ — R™ aus, also ist f|giia, bijektiv von Bild ¢
auf

Bild(f|giay) = f(Bild ) = ¢ (incl(Dom ¢)) = ¥(Domy NR™) = ¢ (R™),

und damit

Y= f|1§i11d¢°f|Bildw°<P = f|}§illdgaof‘BildsoO¢ = f‘]gilldgaol/joinCIZ f|§111d¢°¢‘R"‘-

Wir kénnen also durch geeignete Wahlen von Umgebungen U, := Bildp von x € M
und Karten 1 von N zentriert bei f(x) einen Atlas mit Karten ¢ := f|511 oth|gm von
M erhalten und die Kartendarstellung von f sieht dann wie die Inklusion R” «— R™

aus. Dies zeigt die Richtung ( = ) von

Proposition. Charakterisierung von Immersionen.

Fir f € C*>°(M, N) sind folgende Aussagen aquivalent:

1. f ist immersiv;

2. Yoz e M 3 U, offene Ungebung von x in M und eine Karte ¢ zentriert
bei f(x) in N, sodaf f|[_]j o Y|gm : Domy NR™ — U, ein wohldefinierter
Diffeomorphismus (und somit eine Karte von M) ist;

3. f besitzt lokale Linksinverse, d.h. ¥ x € M 3 U, offene Umgebung von x in
M und 3 h: N 2D Vi — M glatt mit Vi) 2 f(Ug) offen, h(f(x)) = x
und ho f =1idy, .
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o=f Loy |gn ¥
Rn—m
dom(y)
dom(o) inj, dom(y)
-
0 R™ R™

Beweis. ( = ) habe wir eben gezeigt.
( = ) sei U, und v wie in . Wir setzen ¢ := f|5jow|Rm : Dom ¢y NR™ — U,.

Durch Verkleinern der Karte i kénnen wir erreichen, dafi Dom von der Form
Wi x Wa CR™ x R"™™ ist. Nun setzen wir Vy(,) := Bildy und h := p o pr o1,
wobei pr: R® = R xR"™™ D W1 x Wy — W7 C R™ die kanonische Projektion auf
den ersten Faktor bezeichnet. Dann ist h : Vi) — U, glatt, h(f(z)) = ¢(0) = =
und

hofop=gpoprop~ofoyp=ypoproincl =y =idoy,
also ho f =id auf Bildp = U,.

( = ) Wegen ho f = id lokal um x gilt id = T} id = Ty, h o T, f, also ist T, f

injektiv und somit f eine Immersion. O

21.5 Folgerung.
Es sei f € C°(M,N) eine Immersion und g : P — M eine stetige Abbildung mit
fog € C®(P,N). Dann ist g ist glatt.

M4f>N

CSQT /
fogeC™

P

Beweis. Sei z € P und z := g(z). Es existieren U, und h : V) — M wie in
21.4.3|. Da g stetig ist, ist ¢g~!(U,) eine offene Umgebung von z und darauf ist
g=(hof)og=nho(fog) glatt. O
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21.6 Bemerkungen

1. Dabei ist die Stetigkeit von g wesentlich: Sei ndmlich g : |—m, 7[ — |—7, [,

definiert durch
T—tfirt>0

g:tr— 0 firt=20
—m—tfirt<o
und f: (—m,7) — R? definiert durch f(t) := (sint, — sin 2¢)

us
=7t

N %@_@

Dann ist f o g glatt, aber g ist nicht stetig, ergo auch nicht glatt.

2. Eine Mannigfaltigkeit M, die Teilmenge einer Mannigfaltigkeit N ist, heifit 1M-
MERSIVE TEILMANNIGFALTIGKEIT, falls die Inklusion incl : M — N eine Immersion
ist. Eine immersive Teilmannigfaltigkeit ist im allgemeinen keine Teilmannigfaltig-

keit im Sinn von oder allgemeiner von |21.12]: f : R — R? aus |21.6.1 | ist

eine injektive Immersion, aber f(R) ist keine Teilmannigfaltigkeit des R2.

3. Die Mannigfaltigkeitsstruktur einer immersiven Teilmannigfaltigkeit ist im all-
gemeinen nicht durch die von N festgelegt wie zeigt: f und f o g erzeugen zwei
verschiedene Mannigfaltigkeitsstrukturen auf M = Bild(f) & |-, pi].

21.7 Definition (Initiale und finale Abbildungen)

Sei f € C*°(M, N). Die Abbildung f heifit INITIAL :& fiir jede Abbildung g : P —
M mit der Eigenschaft, dafl f o g glatt ist, g selbst glatt ist.

Die Abbildung f heift FINAL :& fiir jedes g : N — P mit der Eigenschaft, dal go f
glatt ist, g selbst glatt ist.

21.10 Definition (Einbettung)

Essei f: M — N glatt, dann heiffit f EINBETTUNG :& f ist injektive Immersion
und f: M — f(M) ist ein Homéomorphismus, dabei trage f(M) die Spurtopologie
von N.

21.11 Satz (Charakterisierung von Einbettungen).

Fiir f in C*° (M, N) sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Einbettung;

2. fiir jedes x € M gibt es eine Karte 1 von N zentriert bei f(z), sodaff f~'o
lgm : Domy NR™ — f=Y(Bild) ein wohldefinierter Diffeomorphismus
(und somit eine Karte) ist;

3. f besitzt lokale Linksinverse im folgenden Sinn: ¥ @ € M 3 h: Vi) — M
glatt mit einer offenen Umgebung Vi) von f(x) in N und h(f(x)) = x
sowie ho f =id auf f~1(Vi())-
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Bild(p)=f 1 (Bild()) f N
—_—
X

o=|f Loy |gm U
]Rnfm
o dom(y)
dom(yp) njq dom(o)
0 R™M R™

Beachte, dal der Unterschied zur Formulierung von Immersionen in nur darin
besteht, dafl das Bild der konstruierten Karten nun ganz f~*(Bild %) und nicht nur
eine offene Umgebung U, von z ist, d.h. Bild¢y N Bild f nur einen wie R™ C R"
aussehenden Teil enthalten darf.

Beweis.

( = ) Sei f eine Einbettung. Da f eine Immersion ist, existiert nach

fir x € M ein U, C M offen und eine Karte ¢ um f(z), sodafl
f~tot|gm : Domy NR™ — U,

ein wohldefinierter Diffeomorphismus ist. Wir wollen durch Verkleinern von Dom 1)
erreichen, daf U, = f~!(Bild+). Da f ein Homdomorphismus auf das Bild ist, gibt
es W C Bild ¢ offen mit W N Bild f = f(U,). O.B.d.A. sei Bildy) = W, dann ist
U, = f~1(Bild¢), denn

Us = (frof)(U,) = f YW NBild f) = fBildy NBild f) = f~*(Bild ).

( = ) Die selbe Definition von h wie im entsprechenden Beweisteil von
liefert nun ein Linksinverses auf U, = f~(Bild ).

( = ) Nach ist f immersiv.

Weiters ist f injektiv, denn andernfalls sei 1 # xo mit y := f(z1) = f(z2) und
h :V, — M ein lokales Linksinverses wie in . Dann ist z; € f~!(V,) und somit
x; = (ho f)(x;) = h(y) unabhingig von 4, ein Widerspruch.

Schliefllich ist f ein Homdomorphismus auf sein Bild: Sei dazu (x;); ein Netz in
M fir welches f(x;) gegen ein f(z~) konvergiert. Sei h : V. — M ein lokales
Linksinverses wie in | 3 | mit einer offenen Umgebung V' von f(z). Dann ist f(x;)
schlieBlich in V und somit x; schlieBlich in f=1(V) und damit konvergiert z; =

(ho f)(x:) = h(f(2:)) = h(f(Te0)) = Too- O
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21.12 Definition (Teilmannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M einer Mannigfaltigkeit IV, die selbst Mannigfaltigkeit ist und die
obige Eigenschaft beziiglich der Inklusion incl : M < N besitzt, heilt (REGULARE)
TEILMANNIGFALTIGKEIT von V.

Jede Teilmenge M C N, die fiir jeden Punkt z € M eine Karte ¢ von N zentriert
bei x besitzt fiir welche M N Bild ¢ = (R™) gilt, ist selbst eine Mannigfaltigkeit
mit dem Atlas gebildet durch diese Einschrinkungen t|g= und die Inklusion incl :
M — N ist dann nach Konstruktion und eine Einbettung, also M eine
regulidre Teilmannigfaltigkeit von V.

Diese zeigt, dafl die Definition fiir regulédre Teilmannigfaltigkeuten von N = R™ mit

der in gegebenen iibereinstimmt, denn Karten ¢ von N = R" wie in | 21.11

(also mit M N Bildy = ¢(R™)) sind gerade lokale Trivialisierungen im Sinn von

[10..1]

Das Bild f(M) jeder Einbettung f : M — N ist offensichtlich eine regulire
Teilmannigfaltigkeit von N und die Einbettung induziert einen Diffeomorphismus
f: M — f(M) aufs Bild, denn sowohl f als auch incl : f(M) — N sind initial,
also f : M — f(M) ein Diffeomorphismus. Bis auf Diffeomorphismen sidn also
Einbettungen nichts anders als die Inklusion von reguldren Teilmannigfaltigkeiten.

21.13 Whitney’scher Einbettungssatz.

Es sei M eine zusammenhdingende o-kompakte (und somit parakompakte) C*°-
Mannigfaltigkeit der Dimension m, dann existiert eine Finbettung von M in einen
endlichdimensionalen Vektorraum. “Jede” abstrakte Mannigfaltigkeit lafst sich also
als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisieren.

Beweis. Sei {¢); : 0 < i < m} ein endlicher Atlas nach [19.11 | (fiir einen ele-

mentaren Beweis von |21.13 | ohne Verwendung von Dimensionstheorie siehe z.B.
[10, S.73]). Sei weiters f; eine zu {Bildt;} gehorige Partition der Eins und sei
[ M =TI (R x R™) die glatte Abbildung

m

T (fi(z)v fz‘(@“/’i_l(x))i:o :

Um |21.11 | anzuwenden zeigen wir die Existenz lokaler linksinverser Abbildungen
gi : (RxR™)™ D V; — M fiir eine offene Uberdeckung {V; : 0 < 1i < m} von
f(M).

Sei dazu
1
‘/Z‘ = {(t7y) il > 07;%‘ € D0m¢i}7

9 Vi = M, (ty) = ity ys)
Uy :=f(V))={x e M: fi(x) >0}

Dann ist g; o f =id auf U;, denn

fitx)yi (@)

) = e =

meH@omw=w(
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21.14 Bemerkungen

1. Nach dem Beweis von | 21.13 | lassen sich m-dimensionale Mannigfaltigkeiten

in dem R™(™+1 einbetten. Es geht aber auch in niederen Dimensionen. Und
zwar laft sich M in den R™ einbetten, wobei
(i) fir n = 2m + 1 der Beweis relativ einfach ist, siehe [42, S.55];
(ii) fiir n = 2m stammt er von [100].
Vermutung: Das minimale n = 2m — a(m) + 1, wobei a(m) die Anzahl der
Einser in der Dualentwicklung von m ist.
Welches n ist notig fiir Immersion?
(i) fiir n = 2m ist der Beweis relativ einfach, siehe [42, S.24]
(i) fir n = 2m — 1 stammt er von [100] Vermutung: Das minimale n =
2m— «a(m) um Immersionen zu erhalten. Diese Vermutung konnte schliellich
bewiesen werden! Auf kompakten Mannigfaltigkeiten von [16] und allgemein
von [11].

2. Der Rang-Satz liefert uns auf einfachste Weise weitere regulire Teilmannig-
faltigkeiten:
Sei f € C°°(M,N). Dann gilt rang(T,, f) =r Vo € M = f~1(y) ist reguliire
Teilmannigfaltigkeit von M.
Beweis. Dies ist lokale Eigenschaft, wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen,
dal M C R™ offen, N C R”™ offen, dann folgt aus , da f lokal wie
(z,y) — (x,0) aussieht und das Urbild f~1(0) somit wie {0} x R™~". O

22. Submersionen

22.1 Proposition (Charakterisierung von Submersionen).

Sei f € C°(M,N), dann gilt
f ist Submersion < f besitzt lokale Schnitte.
(D.-h. ¥ x € M 3Upu) €N Fg* € CF°(Ugz), M) : g*(f(z)) = 2 und f o g” =id

auf Us(z), also dort, wo g* definiert ist. Lokal gibt es also ein Rechtsinverses.)

Beweis. (=) Nach dem Rangsatz existieren Karten ¢ um z, ¢ um f(z),
sodaf folgendes Diagramm kommutiert:

Bild p — > Bild

1o
R?* x Rm~" =2 R™ D Dom ¢ P Dom ¢ CR"”
Dabei ist pr; : R™ — R™ die Projektion. Setzen wir jetzt: Ug(,) := Bild(¢)) und

g° = poincloyp™!, dann ist g% glatt mit g*(f(x)) = 2. Bleibt also noch folgendes
nachzurechnen:

fog®=foypoinclop™! = oproincloy™! = iy, -

(<) Seien Uy(,) und g* wie vorausgesetzt, dann gilt:

Ty(zyid =idr, N = Ty (fog”)=Teof o Tyyg” = T, f ist surjektiv. O
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22.2 Folgerung (Submersionen sind offen und final).
Jede Submersion f: M — N ist eine offene Abbildung. Jede surjektive Submersion
f st zusdtzlich final.

Beweis. (f ist offen) Sei dazu U C M offen, x € U, y = f(z) = 3 Uy, ¢° mit
g°(y) =z und fog” =id. O.B.d.A. sei (¢*) ' (U) 2 U, = f(U) 2 (fog®)(U,) =
Uy, = f(U) ist offen.

(f ist final) Sei dazu g : N — P, sodafl g o f glatt ist. Da f surjektiv ist, gibt
eszuy € N ein ¢ € M mit f(z) = y, dazu haben wir noch U, und das glatte
*: Uy — M zur Verfiigung, sodafl

fogx:ide $g|Uy =gofog®

glatt ist, also auch g. O

23. Faserbiindel

Nach lassen sich fiir submersive Abbildungen f : P — M Karten ¢ : R™® x
R™™™ D Wy xWy — Pund ¢ : W1 — M so finden, dafl die Kartendarstellung von f
gegeben ist durch pr, : Wy x Wy — W;. Die Zusammensetzung ¥ := @o (3! xid) :
Bild ¢ x Wy — Wy x Wy — Bild ¢ ist dann ein Diffeomorphismus s.d. f o ¥ = pry:

v
P Bild ¢ : Wi x Wa ﬁdBﬂdz/) x Ws
lf leildap\L lpﬁ iprl
M ~Bild ww]ﬁld P

id

Eine stirkere Eigenschaft von Abbildungen f werden wir jetzt kennenlernen:

23.1 Definition (Faserbiindel)

Eine glatte Abbildung p : P — M heifit FASERBUNDEL :< p ist lokal trivial, d.h.
V y € M existiert eine offene Umgebung U C M und eine TRIVIALISIERUNG
U von p iiber U, d.h. eine C'°°-Mannigfaltigkeit F' sowie ein Diffeomorphismus
U:U x F— p~1(U), sodaB folgendes Diagramm kommutiert:

UxF—————>

N

U——M

HZ S

dabei heifit F' TYPISCHE FASER (Auf Zusammenhangskomponenten von M sind
alle Fasern diffeomorph).

Ein Faserbiindel p ist eine UBERLAGERUNG :& die typische Faser F von p ist
diskret. Dies ist die glatte Version der Definition, die wir in gegeben haben.
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23.2 Beispiele von Faserbiindeln

1. Fiir zwei Mannigfaltigkeiten M und N ist pry : M X F — M, (z,y) + x ein
Faserbiindel mit typischer Faser F. So geartete Faserbiindel heiflen GLOBAL
TRIVIAL (oder kurz trivial).

2. Die Projektion Méb — S! des Mobiusbandes auf die Mittellinie ist ein Fa-
serbiindel mit typischer Faser (—1,1) & R.

3. Die Hopffaserung: S — S2 ist ein Faserbiindel mit typischer Faser S!, siche
[11.7]

Beispiele von Uberlagerungen sind:

4. Die Abbildung R — S* gegeben durch ¢ +— (cost, sint) ist eine abzihlbarblittrige

Uberlagerung.

5. Folgende Abbildung R x (—1,1) — Méb
(14 tcos ) cos(2¢)
(f | (1+tcosy)sin(2p)
tsin @
ist eine abzéhlbarblittrige Uberlagerung. Dies faktorisiert iiber Rx (—1,1) —

St x (—1,1), (p,t) = (cos p,sin @, t) zu einer zweiblittrige Uberlagerung des
Mébiusbandes durch den Zylinder S* x (—1,1):

Rx(-1,1)
(-1,1) Méb

(z,y,t) — ((1 + tx)(x? — y?), (1 + tx)22y, ty).

6. S" — P" x +— R -z ist eine zweiblittrige Uberlagerung, siche Aufgabe

[7253)

ST x
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7. % — SO(3) und S° x S — SO(4) sind zweiblittrige Uberlagerungen, siche

bzw. Aufgabe | 72.66 | und | 72.67 |.

25. Tangentialbiindel

25.1 Motivation

Wir wollen gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung auf Mannigfaltigkeiten
behandeln. Dazu betrachten wir zuerst den klassischen Fall: Ist eine Differentialglei-
chung 2/(t) = f(x(t)) bzw. 2'(t) = f(t, z(t)) gegeben, wobei f : U — R", U C R"”
offen ist, so erhélt man als Losung zur Anfangsbedingung z(0) = xg eine lokal
definierte differenzierbare Kurve z : (a,b) — U.

Wir wollen nun U durch eine Mannigfaltigkeit M ersetzen. Als Losungskurve x :
(a,b) — M werden wir wohl eine differenzierbare Kurve in der Mannigfaltigkeit
erhalten. Deren Ableitung z'(¢) an der Stelle ¢ ist ein Tangentialvektor in T M.
Die die Differentialgleichung konstituierende Funktion f muf folglich Punkte x € M
auf Tangentialvektoren in diesen Punkten abbilden:

f:M3p— f(p) € T,M, dh f:M— || T,M,
peM

wobei LlpeM T,M die disjunkte Vereinigung aller T,,M mit p € M bezeichnet.

25.2 Definition (Tangentialbiindel)

Sei M eine Mannigfaltigkeit, so ist der TANGENTIALRAUM von M definiert durch:

T™ = | | T,M = | J {p} x T,M.
peEM peM

Auf TM definiert mas : {p} xT,M > (p,v) — p € M die sogenannte FUSSPUNKTAB-
BILDUNG. Jedes glatte f : M — N induziert eine Abbildung T'f : TM — TN, die
sogenannte TANGENTIALABBILDUNG von f, die durch (Tf)(p,v) := (f(p), Tpf(v))
mittels der TANGENTIALABBILDUNG von f beip T}, f : T, M — T}, N definiert ist.
Es ist also

Tflr,m =Tpf : TyM = {p} x T,M — {f(p)} X Ty N = Ty N
linear.

Seien f: M — N und g : N — P glatt, dann nimmt die Kettenregel aus die
sehr einfache Gestalt

N

(gof)=TgoTf
an, wie folgende Rechnung zeigt:

(T(go f))(w0) = (g0 £)(@). Talg 0 f)(v))

20.4

(£ @) Trmg (1))
(Tg o Tf)(w,v) = Tg(Tf(z,0) = Tyg(f (@), Tof (1)

20.4
(90D Ty 9 (T )(@)))
Weiters gilt T'idy; = idpp und (Tf)~1 = T(f~1) fiir Diffeomorphismen f.
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25.3 Bemerkungen

Um von f : M — TM schone Eigenschaften (insbesondere Differenzierbarkeit)
fordern zu konnen, brauchen wir eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur auf TM =
I_Ize v IwM. Betrachten wir dazu vorerst wieder Teilmannigfaltigkeiten M eines
R™.

Sei M = U C R™ offen, dann ist T,M = R™ und somit TM = |J,cp{p} x R™ =
M x R™. Fiir eine glatte Abbildung f : R™ D U — V C R"™ ist die Tangentialab-
bildung T'f : U x R™ — V x R™ gegeben durch (Tf)(z,v) = (f(x), f'(z)(v)).

Sei nun M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und sei ¢ : R™ D U — W N M eine
lokale Parametrisierung. Dann ist

T™M = | J{p} x T,M C M xR" CR" x R" =R*".
pEM
Weiters ist T : R?™ DU x R™ = TU — TM, (z,v) — (p(z), ¢ (z)(v)) eine lokale
Parametrisierung von T'M: Sie ist klarerweise C'* und ist auf der offenen Teilmenge
TU des R?™ definiert.

Die Ableitung von T an der Stelle (z,v) € TU = U x R™ in Richtung (w,h) €
R™ x R™ ist

(Te) (2, v)(w, h) = (¢ (x)(w) + 0, 9" (@) (w, v) + &' (z)(h)).

Die Jacobi-Matrix von T'¢ bei (z,v) ist somit:

(0320 i)

Da ¢ regulér ist, ist ¢'(z) invertierbar und somit auch die Jacobi-Matrix von Ty,
d.h. T'p ist regulér.

Sei f: M — N glatt und seien ¢ : R”™ — M sowie ¢ : R* — N lokale Parametrisie-
rungen und somit nach dem eben Gezeigen T'¢ und T lokale Parametrisierungen
von T'M und T'N. Die lokale Darstellung von T'f beziiglich dieser Parametrisierun-
gen ist:

(TY) " oTfoTp=T@W ") oTfoTp=T% "ofoy).

Da die lokale Darstellung 1~ o f o ¢ von f glatt ist, gilt gleiches auch fiir die von
Tf, also ist auch T'f glatt.

Falls nun M eine abstrakte Mannigfaltigkeit ist, dann sollten wir mittels der Karten
¢ :R™ DU — M von M einen glatten Atlas {Tp : TU = U x R™ — TM} von
T M definieren konnen. In der Tat zeigt die selbe Rechnung wie zuvor fiir f = idyy,
dafl der Kartenwechsel (T%) ™! o T = T(1p~! 0 ) glatt ist.

25.4 Lemma (Tangentialbiindel als Faserbiindel).
Fiir jede Mannigfaltigkeit M ist TM — M ein Faserbiindel.

Beweis. Wir miissen lokale Trivialisierungen von TM —— M finden. Sei dazu
¢ : U — M eine Karte von M. Dann ist ¢ : U — o(U) C M ein Diffeomorphismus
auf eine offene Teilmenge von M und Ty : U x R™ = TU — TM ist eine Karte
von T'M nach . Das Bild von Ty ist

Bild(Ty) = {(z,v) e TM : 2 € Bildp =V, v e T, M}
={(z,v) eTM : x € V} =1} (V).
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-1

Eine Trivialisierung ¥ := Tp o (¢! x R™) von 7 iiber V ist nun durch folgendes

Diagramm gegeben:
/@\

TM<—2)7T_1(V)<—TU<—>U><R"’<—V><]RT"

R

M~—V

%

R|s

I

Bemerkung

Wir haben noch eine zusétzliche Struktur auf 7'M, denn die Fasern T, M = n~!(z)
sind Vektorrdume und Ty : R™ = TyR™ — T, M ist linear.

25.5 Definition (Vektorbiindel)

Ein Faserbiindel p : E — M heit VEKTORBUNDEL (VB), falls alle Fasern p~!(z) =:
E, Vektorrdume sind und fiir jedes zyp € M eine offene Umgebung U C M sowie
eine lokale Trivialisierung ¥ existiert,

U x RF — pH(U)
Py /
U

die faserweise linear ist, d.h. ¥, := ¥(z,.) : R¥ — E, ist linear fiir jedes x € U. So
eine lokale Trivialisierung heifit dann VEKTORBUNDELKARTE.

Unter einem Vektorbiindel £ — M kann man sich eine Familie {F, : z € M} von
Vektorrdumen vorstellen, welche durch M in einen gewissen Sinn glatt parametri-
siert ist.

25.6 Satz (Tangentialbiindel als Vektorbiindel).

Das Tangentialbiindel TM — M jeder Mannigfaltigkeit M ist ein Vektorbiindel.

Beweis. Sei o : R™ D U =,V C M eine lokale Parametrisierung von M. Dann

erhalten wir nach eine lokale Trivialisierung W von T'M als oberste Zeile des
folgenden kommutativen Diagramms:

\4

id
VxR L2050 x R = TM |y

U v

[4RS

<

R|6

Bleibt zu zeigen, dafl v — ¥ (z,v) von R™ — {2} x T, M = T, M linear ist. Diese
Abbildung ist aber

v (2,0) = (o z),v) — (go(ap_l(x)),T¢_1(w)ap ) = Tpm1(z) v
————

=T
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und somit klarerweise linear. O

25.7 Bemerkungen

1. Zu zwei Vektorbiindelkarten ¢y : U x R¥ — p~}(U) und ¢y : V x RF —
p~ (V) ist der Vektorbiindelkartenwechsel
Yol oy  (UNV)xRFE p {(UNV) - (UNV) x R¥

von der Form

(2,v) = ((pr oy 0 v (@, v), (bra vy, © v (@, v)).
=z =pyy(x)-v
Die wesentliche Komponente (pryotyy,' o ) : (UNV) x R¥ — RF haben
wir dabei durch ¢y = (pryoyy;t o oy)Y : UNV — L(k, k) beschrieben
(beachte dabei, dafl 1/1;1 o Yy faserweise linear ist). Diese Abbildung vy ¢
heifit TRANSITIONSFUNKTION. Es hat ¢y Werte in GL(k) € L(k, k), denn

die Inverse zu Yy (z) ist Yyv (z).

2. Im Falle des Tangentialbiindels TM — M erhalten wir Transitionsfunktio-
nen wie folgt, wobei wir fiir Karten ¢ : R™ 2 U — M die Bezeichnungsweise
¢'(y) fiir Ty : R™ = T, U — T,y M verwenden:

bi(z,v) = (2,0 (pi"H(2))(v)) =
(@, i () (v)) := (¢ O?/Ja)(m v)
= (@ (/e @) 7 (9 (7 @) )
= (2, (pi~ 0%) (i ' (@)() =
¥ij(@) = (i7" o 9;) (0 ().
Also sind diese Transitionsfunktionen im wesentlichen die Ableitung des Kar-

tenwechsels ;! o p; von M.
3. Die Transitionsfunktionen erfiillen allgemein die Kozykel-Gleichungen:

YU, (T) 0 Yu,u, () = Yu,u, (v) fiir alle v € Uy NU2; N U3
Yy (z) = idge fiir alle x € U

4. Nach Konstruktion ist die Abbildung ¥yy : (UNV) x RF — R* mit ¢y :
(z,v) — Yyy(z) v glatt. Und wir behaupten nun, dafl dies dazu dquivalent
ist, daB ¢y : UNV — GL(k) C L(k, k) selbst glatt ist. Um das zu beweisen,
bezeichnen wir mit ev die glatte (da bilineare) Evaluationsabbildung ev :
L(k, k) x R¥ = R (A,v) — A-v.

(<) gilt, da

dyu : (UNV) x RE vuxB, g 1) o RF v, RE

(=) Esist Yyy : UNV — L(k, k) C*, falls evy o pyy glatt ist V y € RF,
wobei ev, : L(k, k) — R¥ T+ T(z) bezeichnet. Das ist der Fall, denn

(evy o Yyu) (@) = Pvu(x) -y = dyu(z,y)

= evy o Yyy = Pyu(Ly) ist C° Y y.

5. Sei nun M eine Mannigfaltigkeit und p : E — M eine auf einer Menge E
definierte Abbildung so, daf} eine Familie von fasertreuen (d.h. poty = pry)
bijektiven Abbildungen ¢y : U x R¥ — p~!(U) existiert, wobei die U eine
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offene Uberdeckung von M bilden und die zugehérigen Transitionsfunktionen
Yyy : UNV — GL(k) wohldefiniert und glatt sind.

Dann kénnen wir E auf eindeutige Weise zu einer Mannigfaltigkeit machen,
sodal p: E — M ein Vektorbiindel mit Vektorbiindelkarten vy wird:

E<—"p ' (U)=—U x R¥ <— W x RF——=R"™ x R¥

Yu xR
pi ip lprl lprl lph

M <—)U E——————— 2 WC R™

Als Parametrisierungen von E kénnen wir ¢y o (¢ x R¥) verwenden, wobei
die ¢y die gegebenen fasertreuen Abbildungen und ¢ Karten von M sind.
Die Kartenwechselabbildungen von F sind dann

(¥v o (p2 x R®)) " o (Yo (g1 x RY)) =

= (93 o1, dvu o (w3 0 p1) x RY)).
Nach Konstruktion sind die ¥y Faserbiindelkarten und wir kénnen die Fasern
FE, vermogen diesen zu Vektorrdumen machen und zwar so, dal die ¢y
faserlinear werden.

6. Aus wissen wir, dafl sich eine Mannigfaltigkeit aus ihren Kartenwech-
seln zuriickgewinnen 148t. Bei Transitionsfunktionen eines VB haben wir
eine #hnliche Situation: Sei U eine offene Uberdeckung von M. Ein Ko-
zykel von Transitionsfunktionen, d.h. eine Familie von glatten Funktionen
Yyu : UNV — GL(k) fir U,V € U, welche die Kozykel-Gleichungen (3)
erfilllt, definiert ein bis auf Isomorphie eindeutiges Vektorbiindel.

Um das zu zeigen, definieren wir: £, := {(U,w) : 2 € U € U, w € RF}/ ~,
wobei

(U,w) ~ (V,u') & w' =dyvu(z) - w.
Es ist E, ein Vektorraum mit ¢y (z) : w +— [(U,w)], ein Vektorraum-
Isomorphismus R*¥ — E,. Die disjunkte Vereinigung

=] E= | ({2} x E)

zeM zeEM
ist ein Vektorbiindel iiber M mit der Fuipunktabbildung p : £ 5 (z,v) —
z € M, denn Ely == p ' (U) = U,cpy Bo = U x R* verméoge der Triviali-
sierung 1y definiert durch ¢y (x, w) := (z, [(U, w)]). Fiir den Kartenwechsel
gilt:
Wy o vu)(@,w) = 9y (2, 9u(2) - w) = (z,0') &
( [(V,w")]) = dv(z,w') = du(z,w) = (2, [V, w)]),

also w' = Yyy(x) - w.

25.9 Definition (Vektorbiindelhomomorphismen)

Sind p: V — M und ¢ : W — N Vektorbiindel, so heifit eine glatte Funktion f
VEKTORBUNDELHOMOMORPHISMUS iiber f : M — N, falls folgendes Diagramm
kommutiert und f, : V; — Wy, linear ist V. x € M.

- W

L
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26.1 Definition (Teilvektorbiindel)

Esseienp: E — M, q: F — M zwei Vektorbiindel, sodafl F, Teilvektorraum von
E,ist V x € M. Dann heiflt ¢ : F — M TEILVEKTORBUNDEL von p : £ — M,
falls zu E ein VB-Atlas {¢y} existiert, der F|y auf U x R™ abbildet, d.h. ¢y :
UxRF2E|y=p 1 (U) und ¥|(U x R") : U x R* = F|y.

Das bedeutet, dafl ¢y (z) den “konstanten” Teilraum R™ genau auf F, abbildet.

27. Vektorfelder

27.1 Definition (Schnitte von Biindeln)

Unter einem SCHNITT o EINES VEKTORBUNDELS (oder Faserbiindels) £ —£— M
versteht man eine Abbildung o : M — E, welche p o o = ids erfiillt. Die Schnitte
des Tangentialbiindels TM — M heiflen VEKTORFELDER (VF) auf der Mannigfal-
tigkeit M.

Den RAUM DER GLATTEN SCHNITTE {0 € C*(M, E) : poo = id} bezeichnet man
mit T'(F -2 M) oder kurz mit I'(E), wenn die Fulpunktabbildung klar ist.

Die Menge aller GLATTEN VEKTORFELDER auf M bezeichnen wir auch mit X(M) :=
NTM —= M).

Schnitte kénnen addiert und mit reellwertigen Funktionen f auf M punktweise
multipliziert werden. Somit ist I'(E —2- M) ein Vektorraum und sogar ein Modul
iiber C*°(M,R), also ein “Vektorraum” iiber dem Ring C*°(M,R) (anstatt iiber
einem Korper), d.h. es gilt:

(1) (f+9&=fE+98 f(E+n) =FE+ fn,

(2) (f-9)6=f(g-9), 1-§=¢

Wir wollen mit Vektorfeldern oder allgemeiner mit Schnitten von Vektorbiindeln
konkret rechnen. Dazu benétigen wir lokale Darstellungen.

27.2 Lokale Beschreibung von Schnitten

Lokal ist ein Schnitt s durch eine Abbildung s der Basis M in die typische Faser
R* gegeben.

(z,5(z))

s(z) <—————1y5' (s(2))

Bly~—"2" xR

PN

Speziell fiir das Tangentialbiindel erhalten wir: Dem Vektorfeld ¢ entsprechen lokal
Abbildungen (5;);’;1 : M — R™, deren Gestalt von der Wahl der Karte ¢ abhéngt:

° 1
TM|giq, ~ 2% % Bildp x R™
Bild(y
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Wir haben in gesehen, daf falls (ul,...,u™) = ¢! lokale Koordinaten auf
M sind, so ist (97|, = %b, 08, = Buimh)) eine Basis von T,,M fiir alle p im
Definitionsbereich U der Karte ¢ und der Isomorphismus T o (¢~ x R™) bildet
die Standardbasis (z,e;) auf % ab. Jedes Vektorfeld ¢ 148t sich also auf U als

§ =20, £LOY schreiben, wobei 0 die Vektorfelder p — 87|, = % p sind. Der
Index ¢ der Komponenten 6; von & beziiglich der Basis 97 deutet die Abhéingigkeit
dieser Komponenten von der Basis an, die ja wiederum von ¢ abhingt. Zumeist
werden wir diesen Index aber, wie allgemein ublich weglassen. Wir kénnen die Kom-
ponenten & berechnen, indem wir £ = > € i EW auf die lokale Koordinatenfunktion

u?/ anwenden: &(u’) = (Z ¢ aui)( Ty =366 =¢;. Also ist £ = > E(ut)

27.3 Folgerung.
Ein Vektorfeld £ ist genau dann glatt, wenn alle Komponenten f:;, glatt sind.

Beweis. Dies folgt sofort daraus, dafl die lokalen Schnitte % glatt sind, was wie-
derum aus dem Diagramm

T id
TM|U <—-V x R™ 225 U x R™

ﬂ-U\L Prll Prll
® ®

U Vv U

folgt, denn dem Schnitt % ganz links entspricht rechts der konstante Schnitt x —
(x,¢). O

27.4 Beispiele von Schnitten

1. Das Tangentialbiindel von S™ C R"*! als Teilbiindel von TR"*!|gn = S™ x
R st TS™ = {(z,v) € S™ x R**! : (z,v) = 0}. Insbesonders ist T'S* =
{(z,y,u,v) : 22 +y? = 1, zu+yv = 0}, also T'S* = S x R mittels (z,y,t) —
(x,y,-ty, tx). Somit ist das Tangentialbiindel der S! trivial, und zwar ist es
der Zylinder.

2. Die Projektion: Mébiusband — S* auf die Mittellinie ist auch ein VB, dessen
Faser (—1,1) 2 R ist.

Dieses VB ist jedoch nicht trivial, denn andernfalls hétte man eine globale
Trivialisierung :

Sl x R ———— Msob St SO Mob

mit (S, 1) N St = 0. So eine Abbildung gibt es aber nicht.

3. Auch T'S? ist ein Vektorbiindel. Um die Frage, ob es auch trivial ist, beant-
worten zu kénnen, nehmen wir an, es géibe eine Trivialisierung ¢ : S? xR? —
TS?. Mit 1(_,e1) hitte man eine stetige Abbildung, die jedem x € S2
einen nichtverschwindenden Tangentialvektor zuordnet, so eine Abbildung
existiert aber nicht (Igelsatz )

4. Da die S® eine glatte Gruppenstruktur trigt, ist 7.5% = 2 x R? wieder ein
triviales Vektorbiindel.

HZ <
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27.5 Definition (Linear unabhingige Vektorfelder)

Eine Familie von Vektorfeldern {1, ...,&:} auf M heifit (UBERALL) LINEAR UN-
ABHANGIG, falls {&|, : 1 < ¢ < k} linear unabhéngig in T,,M ist fiir alle p € M.

27.6 Bemerkung (Parallelisierbare Mannigfaltigkeiten)

Eine Mannigfaltigkeit M hat ein triviales Tangentialbiindel genau dann, wenn sie
m = dim M iiberall linear unabhéingige Vektorfelder besitzt. Sie heifit dann PAR-
ALLELISIERBAR. Ist T'M trivial, d.h.

T™M

j M x R™
m %
M

dann sind die & : © — ¥(x,e;) fiir 1 <4 < m linear unabhiingiges Vektorfelder.
Umgekehrt definiert ¢ (z, (v*)™,) := >, v () eine Trivialisierung von T'M, falls
{&;}™, linear unabhiingig ist. So besitzt S! ein linear unabhingig Vektorfeld, da
ihr Tangentialbiindel trivial ist.

Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, wieviele linear unabhéngige Vektorfelder
auf den hoherdimensionalen Sphéren existieren (“wie trivial also das Tangenti-
albiindel ist”).

27.7 Satz (Linear unabhiingige Vektorfelder auf den Sphéiren).

Auf der S™ kénnen genau m Vektorfelder linear unabhdngig gewdhlt werden, wobei
n+1=2%%.cmita € Ny, be {0,1,2,3}, ungeraden c und m +1=8-a+ 2°

Ohne Beweis. Das Resultat wurde durch [20], [45] und [1] erhalten.

Die Anzahl der linear unabhéngigen Vektorfelder auf den Sphéren héngt mit der
Struktur gewisser Algebren zusammen:

27.8 Proposition.
Es sei b: RFt1 x R*T1 — R eine bilineare Abbildung, sodafs

1. Aus b(v,x) =0 folgt v =0 oder x =0 (Nullteilerfreiheit),
2. 3 vy € R sodaf b(vg, ) =2 V x € R (Linkseinheit),

dann existieren k linear unabhingige Vektorfelder auf der S™.

Beweis. Sei v € R**1, dann ist die Abbildung R**! — R"*! mit z + b(v, z) linear.
Mit den Abbildungen p : R"*1\ {0} — S™ (Radialprojektion) und incl : S* — R"*!
(kanonische Inklusion), kann ein glattes Vektorfeld &, : S™ — T'S™ wie folgt definiert
werden: &, = Tp o b(v,.) oincl. Sind {vg,v1,...vx} iberall linear unabhingig im
R*+1 dann sind {&,,,...&, } linear unabhiingig: Sei

k
Z )\zgvl x
i=1

k k
=0= 0= Z)\isz(b(vi,x)) = Txp<z>\ib(vi,x))
i=1 1=1
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Der Kern von T, p ist der von x erzeugte Teilraum im R?*! =

k
= Z Aib(vi, ) = —Xox = —Aob(vg, x) fiir ein Ao € R
i=1

k
ﬁb(g)\ivi,w) =0;daz#0

k
= Z)\Z—vl—:() = N=0V 1
i=0
(weil die v; linear unabhéngig sind). O

27.9 Folgerungen.

1. Die Sphiren S*, S und S7 sind parallelisierbar:

Als bilineare Funktionen b : Rt x Rt — R welche die Eigenschaf-
ten (i), (ii) von erfiillen, kénnen folgende R-Algebra-Multiplikationen
verwendet werden:

n = CxC—-C

= HxH-—H

n=T7: Ox0— 0 wobei O=R"® die Cayley-Zahlen (Oktaven oder Oktonionen) sind.
Wegen sind dies die einzigen parallelisierbaren Sphdren, denn aus
24+t 0 = 8a 4 20 folgt ¢ = 1 und weiter a = 0, also n = 2° — 1 fiir
be{0,1,2,3}.

2. Wenn n ungerade ist, dann besitzt S™ ein nichtverschwindendes Vektorfeld.
Fir b : R2 x R — R wobei n + 1 = 2k fir k € N ist, kann die
Skalarmultiplikation mit komplexen Zahlen verwendet werden:

CxC* - CF, AL ) = (AT AN
3. Wenn G eine Lie-Gruppe mit neutralem Element e € G ist, so ist TG =

G x T.G. Der Isomorphismus ist durch
5 = (7T(§)7 TLW(E)*l ' 5) = (7T(€), T/L(Ow(zs)*l ) 5))

gegeben, fiir Details siehe .

28. Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

28.1 Definition (Integralkurve)

Es sei £ € X(M) und [ ein offenes Interval mit 0 € I. Dann heifit ¢ : T — M
(Losungskurve) INTEGRALKURVE des Vektorfeldes & durch p :&

C(O) =D, Cl(t) = fc(t) firtel.

Wir werden folgenden iiblichen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung von
gewOhnlichen Differentialgleichungen in Vektorrdumen benutzen.

28.2 Satz iiber gewdhnliche Differentialgleichungen.

Sei E ein Euklidischer Vektorraum (oder allfgemeiner ein Banachraum) und f :
R x E — FE eine glatte Funktion. Dann existiert ein offenes Intervall I um 0 in R
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und eine offene Kugel U um 0 in E, so daf$ fiir alle x € U eine eindeutige Lisung
¢y - I — E der gewohnlichen Differentialgleichung

c(t) = f(t,cx(t)) mit c(0) =2
existiert. Weiters ist (t,x) — ¢ (t) glatt als Abbildung I x U — E.

Ohne Beweis. Siehe z.B. [19, 10.8.1 und 10.8.2].

Damit kénnen wir nun folgende globale Version auf Mannigfaltigkeiten beweisen.
28.3 Satz iiber gewo6hnliche Differentialglg. auf Mannigfaltigkeiten.

Sei & € X(M), dann gilt:

1. Zujedemp € M existiert eine eindeutige mazimale Integralkurve c,, : (17, t5) —
M zu & durch p (d.h. jede andere Integralkurve ist eine Einschrinkung von
cp). ist.

2. Ist tH < oo, dann gilt limt/ti c(t) = oo, d.h. fir jede kompakte Menge
K C M ist c(t) nicht in K fiir t hinreichend nahe bei ' .

3. Die Menge U = {(t,p); t* <t < th} C R x M ist eine offene Umgebung
von {0} x M. Die Abbildung F1* : U — M, definiert durch F1*(t,p) := ¢, (t),
ist C°° und heiffit der LOKALE FLUSS des Vektorfeldes. Fulls q := Flg(s,p)
existiert, so existiert Flg(t+s,p) genau dann wenn Flg(t, q) ezistiert, und die
beiden stimmen tiberein. Diese Gleichung heifit auch EINPARAMETERGRUPPEN-
EIGENSCHAFT, denn wenn F1° global definiert ist, dann besagt sie: (FIE)V :
R — Diff (M) ein Gruppen-Homomorphismus.

Beweis. (1) lokale Existenz und Eindeutigkeit: O.B.d.A. sei U C R™ offen,
¢ : U — R™ glatt. Wir suchen ein ¢ mit ¢/(t) = &) und ¢(0) = z. Dies ist eine
gewOhnliche Differentialgleichung, deren lokale Losung nach existiert und
eindeutig ist, weil & lokal Lipschitz ist. Sie ist C'°°, da £ glatt ist.

Globale Existenz und Eindeutigkeit: Seien ¢y, co zwei Integralkurven. Die Men-
ge {t > 0:c1(t) = co(t)} ist eine abgeschlossene Teilmenge von Dom ¢; N Dom ¢y.
Angenommen sie stimmt nicht mit dieser iiberein, dann gibt es ein ¢ in der Dif-
ferenz. O.B.d.A. sei t > 0 dann existiert ¢y := inf{0 < ¢t € Dome; N Dome;y :
c1(t) # co(t)}. Klarerweise ist c¢1(tg) = ca(tg). Nun sind aber ¢t — ¢1(tg + t)
und ¢t — ca(tg + t) Integralkurven durch ¢i(tg) = ca(tp) und stimmen somit lo-
kal {iberein. Das ist ein Widerspruch zur Eigenschaft des Infimums. Somit ist
¢p = U{c : cist Integralkurve durch p} die wohldefinierte eindeutig bestimmte
maximale Integralkurve durch p. Wir setzen (¢, ¢} ) := Dom c,.

(3) Wegen (1) ist {0} x M C U und F1°(0,p) = ¢,(0) = p.
Einparametergruppen-Eigenschaft: Es existiere ¢ := Fl(s,p), d.h. t¥ < s < tﬁ_, da
r +— Fl(r,p) die maximale Integralkurve mit Anfangswert p ist und diese ist fiir
t? < r < & definiert. Es ist ¢ — FI(t,F1(s,p)) die maximale Integralkurve mit
Anfangswert ¢. Sie ist fiir t2 < ¢ < ¢4 definiert. Fiir ¢t mit ¥ < s+t < ¥ ist
t — Fl(t + s,p) eine Losung mit Anfangswert ¢ = Fl(s,p). Also gilt wegen der
Maximalitéit und Eindeutigkeit von ¢ +— F1(, q¢) Gleichheit und t? <’ —s < —s <
tf — s < t%. Insbesonders existiert also F1(—s, ¢) und stimmt mit FI(—s+s,p) = p
iiberein. Also folgt aus Symmetriegriinden, da ¥ < t? + s und t4 +s < ¢¥.
Zusammen ergibt daB ¥ —t? = s =% — ¢4 und somit existiert F1(t + s, p) genau
dann wenn Fl(¢, ) existiert und die beiden stimmen iiberein.
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Wir zeigen jetzt, dafl U C R x M offen in der Produkttopologie ist und F1 darauf
C®: Fiir p € M sei

I:={t' € [0,t%) : Flist auf einer offenen Umgebung
von [0,¢'] x {p} C U definiert und glatt}.

Wir zeigen indirekt, dal I = [0,%}) ist (analog geht man fiir t* vor):
Angenommen I C [0,¢}[. Sei to := inf([0,£] [\ I) und ¢ := Fl(t,p). Fiir p € M
existiert nach eine offene Umgebung von (0, p) € R x M, auf welcher der Flufl
FI definiert und glatt ist, somit ist tg > 0.

Ebenso ist Fl auf einer Umgebung (—¢,2) x W von (0,q) glatt und wegen der
Stetigkeit von ¢ +— F1(t,p) bei ty existiert ein 0 < & < € so, dal Fl(tg — 4,p) in
W enthalten ist. Nach Konstruktion von #y ist Fl auch auf einer Umgebung von
[0,to — 0] x {p} glatt. Somit bildet = — Fl(ty — d,x) eine Umgebung von p glatt
nach W ab und damit ist die Zusammensetzung (s, z) — Fl(s, F1(to—d, z)) auf einer
Umgebung von [0, d] x {p} glatt. Wegen der Einparametergruppen-Eigenschaft ist
Fl(s,Fl(to—d,x)) = Fl(s+tg—0d, ), also Fl lokal um [tg—d, to] x {p} glatt. Insgesamt
ist Fl auf einer Umgebung von ([0,tg — ] U [to — J,t0]) x {p} = [0,t0] X {p} glatt,
und damit eine Umgebung von ¢g in I enthalten, ein Widerspruch zur Annahme.

Fl (p,to)
Fl (p,to-6) q

(2) Sei K C M kompakt. Angenommen es existieren ¢, — t} < oo, soda8 p, :=
cp(tn) € K fiir alle n. O.B.d.A. gelte p,, = poo € K (denn K ist kompakt). Nach (3)
existiert ein § > 0 so, daf§ der Flu} Fl(¢, ¢) wohldefiniert fiir |¢| < ¢ und ¢ nahe bei
Doo- Fiir n geniigend grof seien p,, solche Werte fiir ¢, d.h. Fl(¢, p,,) ist wohldefiniert
fiir [¢| < 0. Andererseits gilt:

Fl(t, pn) = Fl(t, ¢p(ts)) = F1(t, Fl(tn, p)) = FU(t + 0, p) = cp(t + t0).

Also ist ¢,(s) wohldefiniert fiir 0 < s < ¢!, aber auch fiir s = ¢t +t,, mit [t| < 6 und
n beliebig, d.h. t, —§ < s <t,, + 4. Sei n so groB, daB t,, > ¢! — 4. Dann ist ¢, auf
[0,t5)U (tn — 0,1, +0) 2 [0, "] wohldefiniert, ein Widerspruch zur Voraussetzung,
daB die Losungskurven nur bis vor ¢ definiert sind.
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28.4 Beispiel (Exponentialabbildung)

Es sei T' € L(n,n) und die Matrixmultiplikation von links S +— T o S definiere
ein Vektorfeld auf L(n,n). Gesucht ist die Losungskurve T' : R — L(n,n), die
I'(t) =T o (I'(t)), als auch T'(0) = S € L(n, n) erfiillt. Man definiert

= 1
exp(T) := Z ET]C
k=0

und zeigt, dafl die Reihe absolut konvergiert. Die Losung obiger Differentialglei-
chung lautet dann T'(t) = exp(tT) o S, und der Fluf ist Fi(¢,S) = exp(tT) o S.

Siehe Aufgabe .

28.5 Definition (Vollstindige Vektorfelder)

Ein Vektorfeld & heifit VOLLSTANDIG, wenn F1° global (d.h. fiir alle t € R) definiert

1st.

28.6 Bemerkungen

1.

2.

Aus Punkt 2 des vorigen Satzes folgt direkt:

Ist M kompakt, so ist jedes Vektorfeld vollstéandig.

Falls M eine nichtkompakte Zusammenhangskomponente besitzt, dann exi-
stieren nichtvollstindige Vektorfelder, z.B.: M = R, £(t) = 1 + t2, also
c(t) = 1+c(t)?. Zum Anfangswert c(0) = 0 ist dann die Losung c(t) = tan(t)
nur fiir t € (—m/2,7/2) definiert.

Sei M = R?, £(z,y) = y% und 7n(z,y) = (x2/2)6%. Wir behaupten, dafl £
und 7 vollstédndig sind: '

Flg(t,%y) = (.’E + tyvy)a
F1"(t; x, y) = (Qj) Y+ tx2/2), denn

d

fiir n analog. Aber: & + 7 ist nicht vollstandig!

Es ist (§41)|(2,y) = y%—l—%za% und sei ¢(t) = (z(t), y(t)) eine Lésungskurve.
Dann ist 2/(t) = y(t) und y'(t) = 2%(t)/2, d.h. 2" (t) = 2%(t)/2 = 2/ (t)? =
z(t)3/3 + C. Lost man die Differentialgleichung zum Anfangswert (y3 —
x3)/3 = 0, fiir 29 > 0, so zeigt sich, dafl F157 nicht global definiert ist.

Sei FI(p) := FI¢(t,p). Weil die Losungskurven in einer offenen Umgebung
von p existieren, gilt wegen der 1-Parameteruntergruppen-Eigenschaft fiir
Kleine ¢ : (FI$)~! = FI*,. Der FluB F1¢ ist also ein lokaler Diffeomorphismus.
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29. Lie-Klammer

In haben wir gesehen, da§ wir T, M mit Der,(C*(M,R),R) identifizieren

kénnen. Und zwar war fiir lokale Koordinaten (ul, ..., u™) die Wirkung eines Tan-
i_0

gentialvektors v = >, v’ 575 o€ T,M auf f € C*°(M,R) gegeben durch:
(Zv 5o \p) Zv ) und insbesonders
:Zv - 2], (u?) =07, denn

52 [p(u?) = 8;(u? 0 ) (¢~ (p)) = Di(pr;) (0~ (p)) = 7.

29.1 Satz (Vektorfelder als Derivationen).
Es gibt eine bilineare Abbildung

X(M) x C°(M,R) — C*(M,R),
&) =& f =) p—&(f) €R).
Beachte, dafi £+ f € C°°(M,R) wohingegen f-& € X(M). Diese bilineare Abbildung
induziert einen R-linearen Isomorphismus von X(M) mit
Der(C™(M,R)) := {9 € L(C™(M,R)) : 0(f - 9) = 0(f) - g + [ - 8(9)}-

Auperdem gilt: (f-&)-g = f-(£-9g), d.h. dieser Isomorphismus ist sogar C*°(M,R)-
linear, wobei Der(C*°(M,R)) durch (f - 0)(g) := f-9(g) zu einem Modul tiber der
kommutativen Algebra C*°(M,R) gemacht wird.

Beweis. Wir definieren:

§(f) (@) = () (x) == &(@)(f) = (Taf)(§(x)) = (pryoT'f o §)().
Also ist £(f) = pryoT'f o€ € C(M,R).
Die Zuordnung (&, f) — &(f) ist linear in &, da T, f linear ist. Sie ist linear in f, da

&(z) € Der,, also linear ist.

Die induzierte Abbildung f — &(f) ist eine Derivation, denn

£(f9)(z) = &(@)(fg) = £()(f) - g(x) + f(=) - £(x)(g)
=&(f) (@) - g(x) + f(x) - &(9)(x)
= (&) - 9)@) + (f-£(9) (@)
= (&(f) g+ fElg)) (@).

Die induzierte Abbildung X(M) — Der(C*°(M,R)) ist surjektiv:
Sei 0 € Der(C*(M,R)) gegeben. Wir suchen ein Vektorfeld £ € X(M), welches
E(z)(f) = 0(f)(x) erfiillt. Also ist

&(x) = evy 00 € Der, (C°(M,R),R) 2 T, M.

Verbleibt zu zeigen, da ¢ glatt ist. Seien dazu (ul,...,u™) lokale Koordinaten.

Dann ist &(x) = zif(x)i%h, und die Komponenten &(x)! = (ev, 0d)(u?) =
O(u?)(z) sind glatt in z. Also ist £ € X(M). DaB die beiden Abbildungen ¢ « 0
invers zueinander sind, ist klar, denn

€' (x) = (evy 00)(u') = O(u")(2) = & (u') = &'(x)
A(f)(x) = (eve 00)(f) = O(f)(x).
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Schliellich kénnen wir noch folgende Umformung durchfiihren:

([ ODp=p-9=fp-&)-9=Ff) (& 9)
= f(p)- (£ 9)p = f(p)-&(9)p) = (- &(9))]p- O

29.2 Folgerung (Raum der Vektorfelder als Lie-Algebra).

Durch die Zuordnung:

(M) x X(M) — X(M),
(& mn) — &l
(€] fe= (&) —nE)),

wird eine bilineare Abbildung definiert, die den Raum X(M) zu einer LIE- ALGEBRA
macht. D.h.:

1. Schiefsymmetrie: [€,n] + [n,&] = 0;

2. “Jacobi-Identitit”: (&, [n, x]] + |, [x, &]] + [x, [€, 7] = O;
3. Zusdtzlich gilt: [f&, gn] = fg-[&n] + f£(g) -n —gn(f) - €.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir den Raum Der(A) der Derivationen einer all-
gemeinen assoziativen Algebra A. Dazu definieren wir fiir £, € Der(A) die LiE-
KLAMMER von & mit n als [§,n] :=&on—nof.

Dann gilt [¢, 7] € Der(A), denn klarerweise ist [£, 7] linear und fiir f,g € A gilt:

(Enl(f-9)=E0(f-9) —n&(f-9))
=&(f-n(g) +&M(f) - 9) —n(f-&(g)) —n(€(f) - 9)
= f-&9) +&(Fmg) +n(f)E(g) +Em(f)) - g
= f-n(é(9)) —n(f )S(g)—é“(f) (9) = n(&(f) - g

Die Abbildung (£,7) — [£,n] ist bilinear, denn die Komposition in L(A, A) ist
bilinear und die Subtraktion in L(A, A) ist linear.

Sie ist schiefsymmetrisch, denn

En=8on—nof=—(no&—&on)=—[n,¢]

und erfiillt die Jacobi-Gleichung, denn:

(€, [, x1] + [0, D €11+ [ (€ ]
=[&mox—xon+nxof—Eox]+[x,§on—nof]
=&o(mox—xomn) —(mox—xon)of

+mno(xo§—E§ox)—(xo&—Eox)on
+xo(§on—no)—(§on—nof)ox
=0
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Zuletzt zeigen wir noch Punkt (3). Dazu rechnen wir:

(7 &g-mm) = (& eolg-m—(g- n)O(f-E))(h)=
)

Bemerkung

Beziiglich der VB-Kartendarstellung sieht [¢, 7] folgendermafien aus:
i k Bilinearitat
ol = | S St g | B

_Z[ aui " 8u"5}
mzw 8}

0 )t () )

Es ist der Koeffizient von [£, 7] beziiglich 57 gerade [¢, nk =3, (51 S — lggj).

Man kann umgekehrt diese lokale Formel dazu verwenden, die Lieklammer zu de-
finieren. Man mufl dazu aber die Vertréglichkeit mit Kartenwechsel nachrechnen.
Dies geht wie folgt:

S5 o
=SS G (5 )~ i (2 52 5
:z(;ffaix " >z< )
=X (2T (g * i)
XY (g awant)

(€5 =) 3
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Fiir offenes M C R" gilt also:
Eonls = (60m" |x — n0ig¥]a) = (F) (2)(&) — (€%) (2)(na)

d.h. [f,??](.%‘) = 77/(33) &x — El(x) M-
Beispiel

Es gilt: [¢,n] ist nicht vollstindig, wenn & und 1 wie in Punkt (3) der Bemerkung

sind:

Es folgt: ¢1(t) = ﬁ und ¢z (t) = 2(15 + A)? - B. Aus der Anfangsbedingung ¢(0) =
(z,y) ergibt sich A =2 und B = £¥. Somit ist
12
Clo)(t) = FIS (t ) = (522 (¢ + 2)22Y),
Fiir ¢t = —2 ist der FluB nicht definiert, d.h. [¢, 7] ist nicht vollsténdig.

29.3 Definition (Verwandtschaft von Vektorfeldern)

Es sel f: M — N glatt, £ € X(M) und n € X(N). Das Vektorfeld & heifit f-
VERWANDT mit n:& Tfof=no f

Tf
T™M — TN
I
M—L N2

Es gilt dann, daf £ genau dann f-verwandt mit 7 ist, wenn £(g o f) = (ng) o f fiir
alle glatten g : N — R.

(=) &(go f)p) =&(go f) = (Tpf )9 = nrmw9 = n(g)(f(p) = (n(g) o f)(p)

() (Tfo&)pg=(Tf &)g=¢&(gof)=Ego f)lp) =mgo fp) =n9(f(p) =
M) (9)

29.4 Bemerkung (Push-forward von Vektorfeldern)

Fiir ein allgemeines f 148t sich zu einem gegebenen Vektorfeld kein f-verwandtes
Vektorfeld finden. Ist jedoch f ein Diffeomorphismus, dann ist T'f o £ o f~1 ein
Vektorfeld f.£ auf N fiir jedes Vektorfeld & auf M.

Tf
TM —TN
$
!
M——N

Es folgt fiir £ aus der Konstruktion, daf es f-verwandt mit f.¢£ ist. Umgekehrt hat
man folgende Aussage:
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29.5 Lemma (Pull-back von Vektorfeldern).
Es sei f : M — N eine Immersion, n € X(N) und nys, € Bild(T, f) fir allep € M,
dann folgt daraus: 3! Vektorfeld (= f*n), sodaf & f-verwandt mit n ist.

Beweis. Da T'f injektiv ist, kann jedem 7y, in Bild(7}, f) ein eindeutig bestimmtes
Element {, € T,M zugeordnet werden, es bleibt zu zeigen, £ : M — TM ist
C*°. Da f eine Immersion ist, existieren Karten ¢ und ¢ um p bzw. f,, sodafl
Y=o fop =inclgm gn. Sei £ = Y7 £L07. Es geniigt zu zeigen, daB £, : M — R
glatt sind. Da
(fjp)p = &p(pr; 090_1) = & (pr; op o [)=(Tfo&)(pr; °¢_1>
=05y (Pr; 09 ™) = (1) ) = (1 © f)p in p glatt ist,

folgt, daB &, lokal um p glatt ist. Die f-Verwandtschaft folgt unmittelbar aus der
Konstruktion von &. O

29.6 Bemerkung

Wir haben gezeigt, daf§ unter gewissen Voraussetzungen Vektorfelder durch ge-
eignete glatte Abbildungen transportiert werden kénnen. Dabei bezeichne f*n =

Tf~tono f (siche Lemma ):

Tf Tf

TM —TN TM —TN

£T Tf*ﬁ f*nT Tn
f f

M——N M——N

Wobei das linke Diagramm existiert, falls f ein Diffeomorphismus ist und das rechte,
falls f eine Immersion ist und n Werte im Bild von T'f hat. Es gilt dann:

fe(fn)=Tfo(f'n)of t=TfoTf onofoft=n
sowie f*(f«&) =&, wobei f, £ und n die oben genannten Voraussetzungen erfiillen.

Insgesamt haben wir gezeigt: f* = (f.) ™! : X(N) — X (M) und f. : X(M) — X(N).

29.7 Proposition.
Die Vektorfelder &; seien f-verwandt mit n; firi=1,2. Dann gilt:

1. & + & ist f-verwandt mit n; + 1.
2. [&1,&2] ist f-verwandt mit [ny,n2].
3. (go f)-&ist f-verwandt mit g -n, wobei g : N — R glatt ist.

Beweis.
(1) folgt aus der Linearitét von Ty f.
(2) folgt, da

[€1,&](go f) =& (&(go f)) — &(&ilgo f))

§1((m2g) © f) — &2((mg) o f)

(m(n29)) o f — (m2(mg)) o f = ([, n2lg) o f.
(3) folgt, wegen

(Tfollgof)-E))p)=Tf(g(f(p) &) =9(f(p) (Tpf)&
=g(f(P) iy =((g-mof)lp). O
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29.8 Lemma.
Seien & undn zwei Vektorfelder, dann ist & f-verwandt mitn < foF1* = FI" o(id x f)
lokal um {0} x M.

Beweis.

(<) Es gilt
=0 f(FI5(¢,p)) = TF(FI*(,,p)'(0)) = Tf(&) und
Zili=0 F1'(t, f(p)) = n(F1"(0, f(p))) = n(f(p)).

(=) Die Kurve F17(_, f(p)) ist die Integralkurve zu n mit Startwert f(p). Es ist
f(FlE(t,p))|t:0 = f(p) und durch Differenzieren folgt:

(FoFECR) () = THFEECRY ) = (TF - Olerc = 1l wecen-

Die Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt nun aus der Eindeutigkeit der Integral-
kurven. [

29.9 Definition (Lie-Ableitung)

1. Fir &€ € X(M) ist die LIE-ABLEITUNG L in Richtung ¢ auf Funktionen
f € C>*(M,R) definiert durch

Le: C=(M,R) — C®(M,R)
f= (p= Elimo(FI)* £(p) = &liolf 0 FIO)(t,) ).

2. Fur £ € X(M) ist die LIE-ABLEITUNG L¢ in Richtung ¢ auf Vektorfeldern
n e .'f( ) definiert durch

X(M) — X(M)
0= (p = Elimo(FI5) (p) = 3 limo(T FIE, om0 FIf)(p) ).
Dabei beachte man, daf TFlg_t onoFl¢ : M — TM fiir alle ¢ lokal ein
Schnitt ist, und somit ¢ — (TFI*, on o F1$)(p) eine lokal definierte Kurve
im Vektorraum T, M fiir jedes p ist (wohingegen ¢ — (T Flg_t ono Flf) keine

Kurve R — X(M) ist), und somit die Ableitung <|,—o(T FI*, on o FI¥)(p)
ebenfalls in T}, M liegt.

Der folgende Satz zeigt, dafl wir die Lie-Ableitung von Funktionen und Vektorfel-
dern schon kennen.

29.10 Satz (Beschreibungen der Lie-Ableitung).

1. Sei £ € X(M) und f € C*(M,R), dann gilt:

Lef =¢f.
2. Seien £,m € X(M), dann gilt:

Le(n) = [&,n].
Beweis. (1) Da &, = ¢, (0) ist, wobei bei ¢, := FI°(_, p), gilt
(Lef)p = gle=o(F1)" f(p) = (f o FIE(Lp))(0) = (f 0.¢,)'(0) = &(f) = (€)p-
(2) Sei o : R? — R durch
(t,5) = (Mlpre (i) (F 0 F1(s,.)) = TFI(s, ) (tpys 1,0 (f) = (T FIS om0 FIF) o (f)
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lokal definiert. Dann ist

a(t,0) = nlpe (e p) f
a(0,s) = n,(f o FI*(s, .))

= a0 = %|t:0(77\F1€(t,p))f = %|t:0(77f)(F1£(tap)) =&(nf)
B2atl0,0) = 5 li=0mp (f 0 FI(8,.)) = mp g li=o(f 0 FI*(2,.)) = mp (€F),

da 7, linear ist. Es gilt also

Fli=oa(=t,t) = 920(0,0) — 01x(0,0) = &, (nf) — np(EF) = [&, 1] f
sowie 5 [i=oa(t, —t) = &|i=o(Mlme () (f 0 FIS(—1,.))

= %h:o(T Flg—t SUAS Flg)pf = ‘CE (n)pf~ O

29.11 Satz.
Die Lie-Klammer ist eine Obstruktion gegen Kommutativitit der Fliisse. Genauer
heif$t das:

1. Es ist [¢,n] = 0 < FI{oF17 = F17oF1¢ (Diese Abbildungen sind lokal fiir
kleine t und s definiert).

FIE (FL(p)) <RI (R (p))

FI g (p) Fl ¢ (p)

2. Seic:R— M mit c(t) := (F17, 0 FI*, o FI? 0 F1%),, lokal definiert. Dann gilt:
c(0)=p, d(0)=0, '(0) € T,M ist wohldefiniert und c”(0) = 2[£, n],.

FI{(FIE(p))

FISC(FIT(FLE(P)))
Fl{(p)

) =R RS FTFEE @) T p
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Beweis. (1) (<) Es gilt
FI; (F1"(s,p)) = FI FII(p) = FII FI; (p) = F1"(s, F1 (p)),
d.h. FI§ oFI7 = F17 o(1 x F15)

29.8

[20:] n ist Fl§—verwandt mit 7, d.h. TFlf on=mno Flf .
= n=TFI,onoFl, da (FI{)~' = FI°, ein lokaler Diffeomorphismus
= O:% |t:077:% |t:oTF1£—tonOF1§ (€]

(=) Aus [£,n] = 0 folgt:
(TP onoFIf)(p) = & | _, (TR, oT FIE, on o FIE o FIf ) (p)

ds
(TFlfto— - Tplf_sonoFlg)oFlf)(p)
L2001, ofe, ) o FIE) () =0

Also ist 7 = T'F1§on o FI5 = TFI*, on o FIS konstant in ¢, d.h. n o FI5 = T'FI¢ on.
Somit ist 7 ist Flf—verwandt mit n. Nach ist schlieBlich F17 o Flf = Flf o F17.

(2) Es sei ¢ : R — M lokal definiert und C* und ¢ : R — T'M der kanonische Lift
von ¢. Die Kurve ¢/ : R — T(TM) kann ebenfalls als Lift aufgefait werden.

R R R
M ™M TM T™Tr M T(TM)

c=myoc .
, y( =~ C=TMOTTMOC
C =TTpm©OC

Falls ¢/(0) = 0, 1a8t sich ¢””(0) als Derivation auffassen: f — ¢”(0)f := (f o ¢)”(0)
ist linear und
"(0)(fg) = ((fg9) 2 ¢)"(0) = ((f o c)(g 2 )" (0)
(f ©¢)"(0)(g 0 c)(0) +2(f 2 ¢)'(0)(g © ¢)'(0) + (f 2 ¢)(0)(g © c)"(0)
= ("(0)£)g(c(0)) + f(c(0))(c"(0)g).

Also ist ¢’(0) eine Derivation iiber ¢(0) = p, d.h. ¢’(0) € T, M.

Es sei ag(t, s) := (F1} OFIE)(]?)
ai(t, s) == (FI¢, o FI7 o FIE) (p)
as(t,s) == (FI", o FI o FI7 o FIS) ().

Dann gilt: ¢(t) = aa(t,t)
az(0,s) = (s, s)
a1(0,s) = ap(s, s).
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Sei f € C(M,R), so gilt:

I (foag)=(nf)oag
O1(foar)=—({f) o
(foaz)=—(nf)oas
92(f 0 a)(0, s) = (£f)(c0(0, 5))
9o(f o1)(0,5) = (foan)(s,s)+ 0a(foao)(s,s)
Do(f 0 a2)(0,5) = O (foa)(s,s)+ 0a(foar)(s,s)

= (0)f = (f0¢)'(0) = li=o(f 0 a2)(t,t)
= 01(f 0 @2)(0,0) + 92(f 0 a2)(0,0)
= —(0f)p + 01(f 0 1)(0,0) + 92(f © a1)(0,0)
=—f)p — (§f)p + 01(f 00)(0,0) + 02(f 0 2)(0,0) =0
"(0)f = (f0¢)"(0) = (F)*li=o(f 0 aa)(t, 1)
= 97(f © @2)(0,0) + 20201 (f 0 2)(0,0) 4 93 (f © 2)(0,0)

B3 (f 0 a2)(0,0) = A1 (—(nf) © 2)(0,0)
= (=n(-nf))a2(0,0) = (n(nf))p
9201(f 0 a2)(0,0) = 92((—nf) © a2)(0,0)
= 01((—=nf) 0 @1)(0,0) + 02((—nf) © a1)(0,0)
= (&nf)p + O1(—nf 0 ap)(0,0) + 02 (—nf 0 a)(0,0)
= (&nf)p = (mf)p — Enflp = —(mf)p

95 (f © 2)(0,0) = &7 (f 0 a1)(0,0) + 20192(f © 1)(0,0)
+05(f 01)(0,0)
9;(f 0 a1)(0,0) = (€£/)y
0201 (f 0 a1)(0,0) = 9a((—E€f) 0 1)(0,0)

= 01(—=€f 0p)(0,0) + 92 (—£ f 0 a)(0,0)
=—&f)p — (&S )p

93 (f 0a1)(0,0) = 87 (f © 2)(0,0) + 2019(f © a0)(0,0) + 83 (f 0 a9)(0,0)
= (mf)p +2(&nf)p + (EEF)p

Durch Einsetzen ergibt sich:

¢"(0)f =mnf —2qnf + E&f — & f — 266f +mmf + 260 f + E£f
=2(&nf —n€f) =2&nf O
29.12 Satz (Kommutierende Fliisse kommen von Karten).

Es seien {&}5_| linear unabhingige Vektorfelder auf M, und [&;,6;] = 0 ¥ i, .
Dann ezistiert eine Karte ¢, sodafs lokal gilt: & = 0 firi=1...k.
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Beweis. O.B.d.A. sei M C R" offen, p =0 und &(0) =e; fir i = 1,...%. Es sei
o(t1, ... t,) = FI% (tl,F152(t2,...Flf’v(tk;o, 0ty t) .))
- (Flf; o--~oFlfl’:)(O,...,O,tkH,...tn).

Es gilt ¢(0) = p und ¢ ist ein lokaler Diffeomorphismus, da die partiellen Ableitun-
gen fiir ¢ < k folgende Gestalt haben:

Bip(t, ... tn) = %(Flfio'~.oF1§Zo~~oFlfl’:)(O,...,O,tkH,...tn)

ay
=s((r
752(( 1...omg@)(o,...,0,tk+1,...tn))

:@(@(h,...,%)),

dabei bedeutet .., dafl der entsprechende Term ausgelassen wird. Also ist &; = 9

1
1§ o FIL! -+ 0 FIS! o-~-oFlfS)(O,...,O,tk+1,...tn)

1
1€LOF1§11 ...0 Flf: o~-~oFl?)’:)(O,...,O,tk+1,...tn)>
Fié

fir ¢ < k. Fir ¢ > kund t; = --- = ¢, = 0 gilt nach Voraussetzung:
Oilti=09(0, .., 0,8:,0,...,0) = (1-)(0,...0,£;,0,...0) = e;.
Somit ist ¢'(0) = idg= und 97 (q) = di()(p~1q) = &(q) fiir i < k. O

29.13 Bemerkungen

1. Es gilt auch die Umkehrung: Ist ¢ eine Karte, dann verschwinden die Lie-
Klammern der Basisvektorfelder ), also kommutieren ihre Fliisse paarweise.

2. Essei £ € X(M) und &, # 0. Dann existiert nach fiir k = 1 eine Karte
@ mit & = &Y. Da offensichtlich 8; p-verwandt mit 87 ist, ist @(F1% (¢, 2)) =
FI¢ (¢, p(2)) nach [ 29.8 | und somit ist FI¢ (¢, p) = @(F17 (¢, 071 (p))) = (¢~ (p)+
te1). Der FluB jedes nicht-stationdren Vektorfelds ist also bis auf Diffeomor-
phismen ¢ durch die Translation x — x+t e; mit konstanten Geschwindigkeit-

I

3. Es sei &, = 0 (also p eine Nullstelle des Vektorfelds) und somit FI¢(t,p) = p,
d.h. p ist ein Fixpunkt (stationdrer Punkt) des lokalen Flusses. O.B.d.A.
ist U C R™ offen und £ : U — R™ mit £(0) = 0. Dann ist £'(0) : R™ —
R™ linear, und die Eigenwerte von £'(0) bestimmen generisch das lokale
Verhalten des Flusses (Siehe Biicher iiber dynamische Systeme).

29.14 Proposition.
Es sei M C R? eine Fliche und X1, Xo punktweise linear unabhdingige Vektorfelder
auf M. Dann existiert eine lokale Parametrisierung ¢ von M mit 0;p(u) parallel

zu X;i(p(u)) firi e {1,2}.

Fiir Hyperflichen im R™ mit n > 3 ist der analoge Satz falsch!
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Direkter Beweis. Sei ¢ eine lokale Parametrisierung von M und Y; die lokalen
Vektorfelder auf R? mit T, - Y;(v) = X;((v)). Wir suchen einen lokalen Diffeo-
morphismus A : R? — R?, (v}, v?) — (u!,u?) mit ¢ := ¢ o h~1 wie gewiinscht, d.h.
O;p(u) parallel zu X;(¢(u)). Dies bedeutet: 0 = (ul)’(v) Y, (v) = ZZ 18ku'( ) -

ij(v) fiir i # j, denn dann ist (h 1) (u)-e; = b/ (h=(u)) ™! ¢; parallel zu Y;(h =1 (u))
und somit djp(u) = Th-1() - (h71)(u) - e; parallel zu Ty—1(,y1p - Yi(h™(u)) =
X;((h=t(u))) = X;(¢(u)). Obige partielle Differentialgleichungen von der Form
O1u(v) - Y (v) 4+ Gau(v) - Y2(v) = 0 sind 16sbar, denn sei ¢ — v(t) eine Integralkurve
des Vektorfelds Y, dann ist Lu(v(t)) = dyu(v(t)) - (v1)'(t) + Gau(v) - (v2)'(t) =
Oru(v(t)) - Y1(v(t)) + dau(v(t)) - Y2(v(t)) = 0 fiir jede Losung u der partiellen Diffe-
rentialgleichung, also u o v konstant. Also ist u(F1* (¢,v)) = u(v). Wenn wir somit
auf einer Kurve normal zu Y vorgeben, so ist u dadurch lokal definiert und erfiillt
die partielle Differentialgleichung. O

Beweis mittels kommutierender Vektorfelder. Vergleiche dies mit |29.12|.
Seien X7, Xo punktweise linear unabhéngig. Dann existieren lokal Funktionen a; >

Omit 0 = [CL1X1, CLQXQ} = alag[Xl,Xg}—i-ale(ag)Xg—ang(al)Xl = a1as ([Xl,XQ]—I—
Xl(aQ)Xg— XQ(z(fl)Xl) und somit nach | 29.12 | fiir & = 2 eine Karte ¢ mit 0;¢ = a; X;

az
fiir i = 1,2, denn [X7, X3] = b1 X7 + b2 X5 mit glatten Koeffizienten Funktionen b,
und be und somit miissen wir nur die partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung 1(a2) = by und analog (al) = —b; l6sen, was offensichtlich moglich ist,
denn dazu konnen wir die Werte auf einer Kurve transversal zu X; beliebig vorge-
ben (nach fiir k = 1 kénnen wir zu einem nicht verschwindenden Vektorfeld

X eine Karte ¢ mit X = 0,y finden). O

32. Riemann-Mannigfaltigkeiten

32.2 Definition (Riemann-Mannigfaltigkeit)

Eine RIEMANN-METRIK auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Funktion g die jedem
Punkt z € M eine positiv definite symmetrische Bilinearform g, : T, M x T, M —
R zuordnet, sodaf fiir beliebige Vektorfelder £,7 € X(M) die Abbildung = —
92 (&2, M) von M nach R glatt ist.

Eine RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit
einer ausgezeichneten Riemann-Metrik g.

Ersetzt man die Bedingung der positiven Definitheit, durch die des nicht-Degener-
iertseins, d.h. v — (v,-) und v — (-, v) ist injektiv als Abbildungen R™ — (R™)*, so
erhélt man eine PSEUDO-RIEMANN-METRIK und als zugehorige Mannigfaltigkeiten
PSEUDO-RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN.

32.3 Definition (Linge und Distanz)

Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit, dann kénnen wir die LANGE VON TAN-
GENTIALVEKTOREN &, € T, M als /g, (&, &) definieren.
Falls ¢ : [0,1] — M eine glatte Kurve in M ist, so sei die LANGE ¢ definiert durch
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Fiir jedes glatte immersive f : N — M definiert (v, w) — g5y (Tof - v, Tp f - w) fiir
v,w € T, N eine Riemann-Metrik f*g auf N und fiir diese gilt:

Ly«g(c) = Lg(f oc)und somit f({z : ds-g(x,z0) <7}) C{y:dg(y, f(z0)) <1}

Wie man sich leicht iiberzeugt haben wir fiir Riemann-Mannigfaltigkeiten (M, g)
auch eine Metrik d : M x M — R* im Sinne der Topologie:

d(p,q) = inf{L(c) cc€ C®(R,M); ¢(0) =p, (1) = q}.

Wir zeigen nun, dafl diese Metrik die Topologie erzeugt:

Um zu sehen, dafl d stetig ist, verwenden wir, dafl g in der Kartendarstellung
bzgl. einer Karte u : R™ O U — w(U) € M Ungleichungen der Form M? -
[v]2 < (u*g)x(v,v) < M2 - |v[*> mit My, My > 0 erfiillt (In der Tat: Einerseits
ist {u*gy(w,w) : |w| < 1,z € Kompaktum} kompakt, also beschrinkt durch ein
M3 und somit u*g,(v,v) = |[v]? u*g,(w,w) < M2 |v|> mit v = |v|w. Andererseits
ist {v : u*g,(v,v) < 1} beschrinkt, denn andernfalls existieren v, mit |v,| = 1
und ©* g, (vn,v,) — 0 und fiir Hiufingspunkte vo, von v, ist dann |v| = 1 aber
U gy (Voo, Voo) = 0). Damit ist

u({x D — o) < Mig}) C u({m Dy g2, @) < 5}) C{y : dy(y,u(zo)) < e}

Umgekehrt sei u(U) eine Kartenumgebung zentriert bei yo und V eine relativ kom-
pakte offene Umgebung von 0 mit V C U. Da d stetig ist gilt 7 := d(u(V), M \
u(U)) > 0, und somit ist {y : dy(y,90) < e} = u({x : duy~y(7,0) < e}) fiir alle e < 3.
Weiters ist dy-q(x,0) > Mi|z| wegen

Li©) = [ fw oo c®yar= [ 1) =110

Sei 0 < e < gmit V2 {z: Mlz| <e} 2 {z: dupy(z,0) < e} Dann ist

{y 1 dg(y,y0) < e} =u({z : dysy(z,0) <e}) Cu(V) CuU).

Interessant ist es, eine kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten tatsdchlich zu
finden. Dies ist ein Variationsproblem, welches wir in Paragraph angehen wer-
den.

33. Isometrische und konforme Diffeomorphismen

33.1 Definition (Isometrie)

Seien (M, g) und (N, h) zwei Riemann-Mannigfaltigkeiten und f : M — N glatt,
dann heifit f genau dann [SOMETRIE, wenn

Tzf : (TIM, gaj) — (Tf(z)N, hf(:r))
fiir alle z eine lineare Isometrie (siehe ) ist. Beachte, da8 f genau dann eine

Isometrie ist, wenn f*h = g ist.

Bemerkung

1. Falls f eine Isometrie ist und ¢ : R — M glatt ist, so gilt:

b
L2 (foc)= / V(o /(). (fo ) ()t
b
- / V@@, e @)dt = L8(¢)
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Wir erhalten fiir die Distanz d(f(z), f(y)):
d(f(x), f(y)) = inf{L}(c) : ¢ verbindet f(zx) mit f(y)}
< inf{L{(f oc) : ¢ verbindet  mit y} = d(z,y),
d.h. die Isometrie kann die Distanz nicht vergréf8ern. Falls f ein Diffeomor-
phismus und eine Isometrie ist, so gilt: d(z,y) = d(f(x), f(y)).

2. Falls die Menge der Fixpunkte einer Isometrie als glatte Kurve ¢ parametri-
siert werden kann, so ist diese Kurve lokal die kiirzeste Verbindung je zweier
ihrer Punkte: Wir werden in sehen, daf} lokal die kiirzesten Verbin-
dungen existieren und eindeutig sind. Da aber das isometrische Bild einer

solchen Kurve gleiche Lénge hat, mufl es in der Fixpunktmenge enthalten
sein.

33.2 Satz von Nash.
Jede abstrakte und zusammenhdngende Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) lifit sich
isometrisch in einen R™, fiir n = (2m + 1)(6m + 14) einbetten.

Ohne Beweis, siche [76].

33.3 Satz (Existenz von Riemann-Metriken).

Jede parakompakte glatte Mannigfaltigkeit besitzt (viele) vollstindige Riemann-Metriken,
d.h. Riemann-Metriken, deren zugehérige Metriken d auf M wvollstindig sind.

Beweis. Wir brauchen nur (die Zusammenhangskomponenten von) M in einen R™
einzubetten und dann die von der Standardmetrik induzierte Metrik zu nehmen,
um eine Riemann-Metrik auf M zu erhalten.

Oder wir verwenden, dafl wir mittels Karten lokal Riemann-Metriken finden kénnen,
die wir mit Hilfe einer Partition der Eins zu einer globalen Riemann-Metrik ver-
kleben diirfen, da “eine Riemann-Metrik zu sein” eine konvexe Bedingung ist. Die
Existenz vollstéandiger Riemann-Metriken werden wir in zeigen. O

33.4 Satz (Lie-Gruppe der Isometrien).
Sei (M, g) eine zusammenhingende m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit, dann
15t

Isom(M) := {f € Diff (M) : f ist Isometrie}
eine Lie-Gruppe (zu einer Lie-Gruppe machbar) der Dimension hichstens %m(m—i—
1).
Die Gruppe Isom(M) ist also im Unterschied zur Gruppe Diff (M) aller Diffeomor-
phismen endlichdimensional. Z.B. haben Isom(R™) = O(m) x R™ und Isom(S™) =
O(m + 1) Dimension W +m= %2”“_1)

Ohne Beweis. Siehe [53, 2.1.2].

Da man mittels eines inneren Produktes Winkel zwischen Vektoren durch
(z,y)
Vi@, )/ (v, y)
definieren kann, kénnen wir auf jeder Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) Winkel «

zwischen Tangentialvektoren und somit zwischen Kurven ¢; und ¢, in ihren Schnitt-
punkten auf folgende Weise messen:

cos <{(z,y) :=

Cosx 1=

156 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



33. ISOMETRISCHE UND KONFORME DIFFEOMORPHISMEN 33.7

33.5 Definition (Konforme Abbildungen)

Eine glatte Abbildung f : (M, g) — (N, h) heift WINKELERHALTEND (KONFORM),
falls o f : To M — Ty, N fiir alle z € M winkelerhaltend ist.

33.6 Satz (Lie-Gruppe der konformen Diffeomorphismen).

Die Gruppe der konformen Isomorphismen einer m-dimensionalen parakompakten
zusammenhdngenden Riemann-Mannigfaltigkeit bilden eine Lie-Gruppe der Dimen-
sion héchstens 5 (m + 1)(m + 2).

Z.B. ist diese Gruppe nach dem Satz (bzw. | 33.10 |) von Liouville fiir M =

R™ die Gruppe der Ahnlichkeitsabbildungen von Dimension dim(O(m))+dim(R™)+
1= W +m+1= % und fiir M = S? ist nach die Zusammen-
hangskomponente SL¢(2)/Zs (der Moebius-Transformationen) dieser Gruppe von
Dimension 6 = % -3-4.

Ohne Beweis. Siehe [53, 4.6.1].

33.7 Lemma (Lineare konforme Abbildungen).
Sei f: R™ — R™ linear und injektiv, dann sind dquivalent:

1. f ist winkelerhaltend,
2. IXN>0:(f(z), f(y)) = XMz, y) fir alle x,y € R";
3. I pu>0:puf ist Isometrie.

Siehe Aufgabe .

Beweis. (2 & 3) ist offensichtlich mit \ p? = 1.

(1 <= 2) Sei a der von den Vektoren z und y aufgespannte Winkel und o’ der von
den Vektoren f(x) und f(y) aufgespannte Winkel. Dann gilt:

osel = M@ I@) M)
F@)1F)] VNV '

Also ist @ = o/, und f winkelerhaltend.

(1 = 2) Wir definieren A(v) > 0 implizit durch (f(v), f(v)) =: A(v){v,v).

Fiir Vektoren v und w ist v+w L v—w & 0 = (v +w,v —w) = | — |w]* &
|v| = |w|. Da f konform ist gilt somit fiir Vektoren mit |v| =1 = |w|:

0= (flvt+w), flv—w)) = (fv), f(v)) = (f(w), f(w)) = A(v) = Mw).
Also ist A konstant auf der Einheits-Sphére und damit auch auf R™\ {0}, denn mit

w = |w|v mit v:= Wl‘w € S 1ist

Aw)(w,w) = (f(w), fw)) = (F(lw]v), f([w]v) = (o] F(0),[w] £©))
= [wl? (f(0), F(0) = (w,w) A@W) 1.
Somit ist fiir zwei beliebige Vektoren v und w:
(), 1) = 5 (1F@) + F@)P = 17@) ~ 1)) = L (1f@+w)l? ~ [fo - w)?)

i]' 2 2\ _
fz)\(|v+w| f\v7w|>f)\<v,w>. O
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33.8 Beispiele konformer Abbildungen

tereographische Projektion — siehe Autfgabe . .
1) S hische Projektion S™ — R"™ (siehe Aufgabe | 72.40

(2) Spiegelung f : R™\ {0} — R™\ {0}, z — 1oz an der Einheitssphére.
z

Die Abbildung f ist konform, da f/(z)(v) = %2222 g somit

(2,2)?

(F'(2) (@), F'(2)(w)) = <v<z,z> —22(z,v) w(z,2) — 2z(z,w>> _

(z,2)2 7 (2,2)°

= ((v,w) (2,2)% — 4(z, 2)(z,v)(z,w) + 4(z, Z)(z,v)(z,w>> _ (v, w) '

(2,2)?

In Analogie zur Definition von holomorph in heifit eine Funktion f ANTIHO-
LOMORPH, falls f : R? 2 U — R? glatt ist und f’(z) konjugiert komplex-linear ist,
d.h. f'(2)(iv) = —if'(z)(v) fiir alle v, z.

33.9 Satz (Konforme Abbildungen der Ebene).

Sei f: C 2 U — C ein Diffeomorphismus, dann gilt:

f ist konform < f ist holomorph oder antiholomorph. Dabei heifst f antiholomorph,
wenn f holomorph ist.
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Beweis.
f=(f" f?) ist konform <
& f!(z) ist konform
(Onf,0:f) =
{ (Onf,onf) = <(92f782f>
{hﬁ+ﬁﬁ—0
(f2)? + (f3)°
{AB*+BA* =0wo A:=fl — f2und B := fl + f2

i

¥

AA* = BB* =0wo A* := fl + f5 und B* := f5 — f}
A=B=0falls (A*)2 + (B*)2 £ 0
oder (A*)? +(B*)* =0

fist holomorph

¥

< Oder A* = B* =0, d.h. f ist antiholomorph .

Kiirzer kann man das auch so sehen: f/(z) ist wegen genau dann konform,
wenn es ein Vielfaches einer Isometrie ist, also Multiplikation mit einer komplexen
Zahl und eventuell noch mit der Spiegelung z — Zz zusammengesetzt. O

33.10 Proposition.

Es sei f eine glatte (nicht notwendig regulire) Abbildung und U offen und zusam-
menhdngend. Wir nennen sie in Verallgemeinerung zu KONFORM, falls T, f
fiir jedes z (reelles) Vielfaches einer Isometrie ist. Dann gilt:

1. f:CDU — C ist konform < f oder f ist holomorph.

2. f:8%2 = C ist konform < f ist konstant.

3. f:C DU — S? ist konform < beziiglich stereographischer Parametrisierung
C C S? ist f oder f meromorph, d.h. ist holomorph bis auf Pole.

4. f : 8% — S? ist konform < beziiglich stereographischer Parametrisierung
C C 8?2 ist f oder f rational, d.h. Quotient zweier Polynome.

5. f:8% = 82 ist konformer Diffeomorphismus < beziiglich stereographischer
Parametrisierung C C S? ist f oder f eine Mébiustransformation, d.h. ist
Quotient der Form z+— (az+b)/(cz+d).

6. f:R2 — R2 ist konformer Diffeomorphismus < f ist eine Ahnlichkeitsabbildung,
d.h. eine Bewegung zusammengesetzt mit einer Streckung.

Beweis. Die Implikationen (<) sind leicht zu verifizieren. In (5) geht das wie folgt.
Essel f:z— Zjidb eine Mobiustransformation. Dann ist f : C\{—d/c} — C\{a/c}
dw—>b
—cw+a’
dw—b
—cw+a

ein konformer Diffeomorphismus, mit Inverser w +— denn

fR)=weazt+b=(z+dw e z=

Falls ¢ # 0 so erweitern wir diesen nun durch f(—d/c) := oo und f(oc0) := a/c
zu einer Bijektion S? — S2. Diese Erweiterung ist holomorph bei —d/c, denn
z+— 1/f(z) = (cz + d)(az + b), ist holomorph nahe z = —d/¢, da a(—d/c) + b =
—(ad — bc)/c und

2= f(1/2) = (a/z+b)/(¢/z + d) = (bz + a)/(dz + ¢),

andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008 159
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ist holomorph nahe 0, da d0 + ¢ = ¢ # 0.
Falls ¢ = 0, so erweitern wir f durch f(oc) := co. Dann ist die Erweiterung holo-
morph bei oo, da

1/f(1/2) = (¢/z+d)/(a/z2+b) = (dz + ¢)/(bz + a)

und a # 0 wegen ad = ad — bc # 0. Also definiert jede Mdbiustransformation f
einen konformen Diffeomorphismus S? — S2.

Fiir die umgekehrte Richtungen (=) gehen wir wie folgt vor:

(1) Jede Isometrie R? — R? ist eine Drehung (eventuell mit einer Spiegelung zu-

sammengesetzt. Also ist f'(z) oder f/(z) = ?l(z) Multiplikation mit einer kom-

plexen Zahl und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen % = i% und
z Y

‘g—Z = :F% sind fiir f =: u + i v erfiillt. Daraus erhalten wir

Pu 0% 0%v 0%v
gu, ov_L 99 4 -
oxr? = Oy? Oxdy ~— Oyox

d.h. u = fRef ist harmonisch. Wir suchen ein w, s.d. u + ¢ w holomorph ist, d.h. die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt. Es soll also dw = %—’: dx +

0,

%—Z’ dy = fg—z dx + g—g dy gelten, was wegen der Integrabilitdtsbedingung
ou ou av o
a(= 5o do+ 5t dy) = = (55 + £ ) da Ady =0
( Oy x+8x Y <3x2+8y2> vy
durch den Ansatz : g 5
w(z) == a—: dx + a—w dy

20
erreichbar ist. Also ist u 4 7w holomorph und somit sind die Stellen, wo f'(z) =0
ist isoliert, d.h. f = u +iv = u £ iw mit konstanter Wahl von +. Also ist f oder
f holomorph.

(2) Es sei f: S? — C konform. Dann ist auch die Zusammensetzung C — S? — C
mit der stereographischen Parametrisierung konform, also holomorph oder antiho-
lomorph nach (1). Da f(S?) kompakt ist, ist diese Zusammensetzung beschrinkt,
und nach dem Satz von Liouville (siehe [83, S.116]) konstant.

(3) Es sei f:C DU — S? konform und zy € U. Falls f(z9) € C C S? liegt, dann
ist f: C — C lokal konform und nach (1) also (anti) holomorph. Andernfalls ist
f(20) = oo und somit z + 1 f(z) holomorph und folglich lokal beschréinkt und lokal
# 0. Also hat f eine isolierte Singularitéit in zg und kommt lokal um 2z, den Wert
0 nicht nahe und hat folglich nach dem Satz von Casorati-Weierstrass (siehe [83,
S. 166]) in zy keine wesentliche Singularitiit, sondern einen Pol. Also ist f oder f
meromorph.

(4) Nach (3) ist flc : S> 2 C — S? (oder f) meromorph und hat nur end-
lich viele Pole z;, da diese auf S? isoliert sind. Dort ist die Laurent-Entwicklung
flz)= Zgozfnj (z— 2z)* f] fiir ein n; € N. Also ist z — f(z) = S0, (2 — ) Ff7,
holomorph um z;. Falls auch oo ein Pol ist, dann ist die Laurent-Entwicklung
F(2) =20, 2F e, also f(z) — Y232 2% £25, holomorph bei co. Also ist

p () =S ) R =S s
i k=1 k=1

holomorph $? — C und nach (2) konstant, d.h. f ist rational.

(5) Nach (4) ist f = % fiir relativ prime Polynome p und ¢. Falls der Grad von p
oder von ¢ grofler als 1 ist, dann hat h(z) := p(z) — cq(z) fiir geeignete ¢ := f(2)
Grad grofler als 1. Da f injektiv ist, darf nur eine Losung z = 2o von h(z) = 0
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existieren, d.h. h(z) = k(z — z0)™ fiir ein n > 2 und k # 0. Dann ist p(zp) = c¢q(20)
und p’(z9) = ¢q'(20) und somit f/(zg) = ‘”’/q_fq/ (20) = 0, ein Widerspruch dazu,
dafl f ein Diffeomorphismus ist.

(6) Sei f : R? — R? ein konformer Diffeomorphismus. O.B.d.A. (ersetze wenn
notig f durch f) ist somit f holomorph nach (1) und erfiillt f(0) = 0 (ersetze
f druch f — f(0)). Sei i : z — L. Dann ist fi=iofoi:C\{0} — C\{0}
ein holomorpher Diffeomorphismus. Da f ein Diffeomorphismus bei 0 ist, existiert
ein & > 0 mit |f7!(2)| < & fiir alle [2| < 1. Somit gilt [2] < + = |i(z)] > §
= |f(i(2))] > 1 = |f(2)| = [i(f(i(2)))] < 1, dh. f ist nahe 0 beschréinkt und
somit zu einer holomorphen Funktion auf C erweiterbar mit f(0) = 0 (siche z.B.
[?, 115]). Gleiches Argument gilt auch fiir die Umkehrfunktion 1, d.h. f 4Bt
sich zu einen konformen Diffeomorphismus S? — S? erweitern. Damit ist f nach

(5) eine Mobiustransformation z +— Zzzj_'s mit oo — o0, also ¢ = 0, d.h. eine

Ahnlichkeitsabbildung. O

34. Riemann-Flichen

34.1 Definition (Riemann-Fliche)

FEine RIEMANN-FLACHE ist eine 2-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit.

34.2 Satz von Korn-Lichtenstein.
Auf jeder Riemann-Fliche existieren konforme lokale Koordinaten (auch ISOTHER-
MALE KOORDINATEN genannt).

Ohne Beweis. Siche [14] oder [86, Vol.II, Addendum 2]

34.3 Definition (Komplexe Mannigfaltigkeit)

Eine KOMPLEXE MANNIGFALTIGKEIT ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem
Atlas, dessen Kartenwechsel komplex differenzierbar (holomorph) sind.

FEine ORIENTIERTE MANNIGFALTIGKEIT ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem
Atlas, dessen Kartenwechsel orientierungserhaltend sind. Fiir ein detailierteres Stu-
dium von Orientierbarkeit siche Abschnitt .

34.4 Folgerung.
Jede orientierte Riemann-Fldche ist eine komplexe Mannigfaltigkeit.

Beweis. Man wihle einen Atlas, dessen Kartenwechsel konform und orientierungs-
erhaltend, also holomorph, sind. O

34.5 Beispiele konformer Diffeomorphismen

(1) Die S? hat als Atlas die stereographische Projektion vom Nord- und Siidpol.
Der Kartenwechsel ist die Inversion am Einheitskreis, ist also konform aber ver-
tauscht die Orientierungen. Wir d&ndern die Orientierung einer Karte und erhalten
so einen holomorphen Atlas. Dies nennt man auch die RIEMANN’SCHE ZAHLEN-
KUGEL. Wir betrachten nun die AUTOMORPHISMENGRUPPE der S2. Das ist die
Menge aller biholomorphen Abbildungen f : $? — S2, wobei die BIHOLOMORPHEN
ABBILDUNGEN, genau die konformen, orientierungserhaltenden Diffeomorphismus
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sind. Nach |33.10 | gilt beziiglich der stereographischen Projektion von S? — C
folgende Beschreibung:

+b

Aut(S?) = az cad—be=1.
cz+d

Diese Gruppe der MOBIUSTRANSFORMATIONEN kann man auch mit folgender Ma-

trizengruppe bis auf eine Multiplikation mit +1 identifizieren:

SL¢(2) := {(Z Z) :ad—bc:l}.

Die Gruppe Aut(S?) ist also isomorph zu SLc¢(2)/Zsa, wobei die Untergruppe Zo
gegeben ist durch Zs := {id, — id}. Dies ist eine Lie-Gruppe.

Die Gruppe der Mobiustransformationen wird von z — az, z — z+bund z — 1/2
erzeugt.

Offensichtlich sind die angegebenen Funktionen Mébiustransformationen. Sei umge-
kehrt eine Mobiustransformation f : z — (az+0b)/(cz+d) mit ad —bc # 0 gegeben.
Falls ¢ = 0 und damit d # 0 so ist f die Zusammensetzung z — 92 — Sz + g.
Ist ¢ # 0 und damit f(oco) = a/c € C, so ist die Zusammensetzung z — f(z) —
f(z) = f(o0) — m ein konformer Diffeomorphismus von C (mit co — o0),
also nach dem ersten Teil eine Zusammensetzung einer Drehstreckung und einer
Translation.

(2) Die Automorphismengruppe von C besteht aus jenen Mobiustransformationen
von Aut(S2), welche C C 52 oder — dquivalent — den Nordpol £ oo € C invariant
lassen: In der Tat sei f so ein Diffeomorphismus, dann ist foo : 2z — 1/f(1/2)
holomorph auf der punktierten Ebene. Da f ein Diffeomorphismus ist, ist f., durch
foo(0) = 0 stetig ergéinzbar, also ist oo eine hebbare Singularitdt und f durch
f(00) := 0o zu einen holomorphen Diffeomorphismus S? — S? erweiterbar. Wegen

az—|—b_a+g oo @
cz+d_c+g '
az+b

bildet die Mébiustransformation z — ¢57 den Punkt oo auf a/c ab, und somit ist
oo genau dann invariant, wenn ¢ = 0 und a # 0 ist. Die M&biustransformation hat

dann die Gestalt
az+b b
==z+ .

@
d d d

Also gilt:
Aut(@)z{az—l—b:a;éoa,be(c}g{(8 ll)) ia#Oa,bE(C}.

Man nennt dies auch die “az + b-Gruppe”, siehe . Sie ist komplex 2-dimensio-
nal.

(3) Fiir die offene Einheitsscheibe D besteht die Automorphismengruppe aus jenen
Mébiustransformationen von S2, die D invariant lassen, d.h.

az+b
Aut(D) = {l_)z +a

Es ist leicht zu sehen, daf3 jede solche Mobiustransformation D invariant 1a8t. Fiir
die Umkehrung benétigen wir dafiir das

aa —bb = 1} =~ SU(2,1)/Zs.

Schwarz’sche Lemma.
Es sei f : D — D holomorph mit f(0) = 0. Dann ist |f'(0)] <1 und |f(2)] < |z| fir
alle z. Genauer gesagt, es tritt einer der beiden folgenden Fille ein:

o [f(0)] <1 und[f(2)] < 2| fiir z # 0;
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e f(2) =" fiir ein 0 € R und alle z.

Es sei f ein Automorphismus von D mit f(0) = c. Die Abbildung z — {£=< ist eine

Mébiustransformation der angebenen Gestalt und setzt man f mit ihr zusammen
so wird 0 invariant gelassen. O.B.d.A. ist also f(0) = 0. Nach dem Schwarzschen
Lemma ist | f'(0)] < 1 und da f ein Diffeomorphismus ist, ist f/(0) # 0 und gleiches
gilt fiir die Inverse f~1. Wegen f~1o f =id ist also (f~1)"(0)o f(0) = 1 und somit
|f'(0)| = 1, d.h. f(z) = €%% fiir ein § € R nach dem Schwarzschen Lemma. Dies ist
ebenfalls eine Mobiustransformation der gesuchten Gestalt.

Es ist Aut(D) eine 3-dimensionale Gruppe. Sei dazu a = a1 + ia3 und b = by + ibs.
Dann ist a12 4+ a2? — 512 — b32 = 1 und durch die Beziehungen

(3) i1 =a1+ b T12 = a2 + by

(4) ro1 = —a2 — by To2 =a1 — by

wird ein Element (737 7473 ) € SL(2)/Z definiert. Somit erhalten wir einen Isomor-

phismus Aut(D) = SL(2)/Zz, siehe Aufgabe .

34.6 Die Hyperbolische Scheibe

Wir definieren eine neue Riemann-Metrik auf D durch

1
g (v,w) = m(v, w).

Dies ist eine konform dquivalente Metrik, d.h. id : (D, {-,-)) — (D, g) ist ein konfor-
mer Diffeomorphismus. Es ist also
Aut(D7 g) = Aut(]D)v <'7 >)
Fiir f(z) := &2, d.h. f € Aut(D), ergibt sich
1 | |2 |f/(2>(’l})|2

9:0:0) = TRt = G e — eV @S @),

denn es gilt

= [=P)f ()0l = (1 = £ (2)]*)]o]-
Es ist demnach Aut(D,g) = Isom(D, ¢g), man nennt diese Riemann-Fliche (D, g)
die HYPERBOLISCHE SCHEIBE. Fiir sie ist jeder winkelerhaltende Diffeomorphismus
also ldngenerhalten.
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VIII. Hyperflichen

In diesen Kapitel kehren wir vorerst zu konkreten 2-dimensionalen Teilmannig-
faltigkeiten des R3-zuriick. Wir besprechen die verschiedenen Kriimmungsbegriffe
(wie Normal-, Haupt-, Gaufl und mittlere Kriimmung) und stellen die nétigen For-
meln bereit. Dann untersuchen wir spezielle Klassen solcher Hyperflichen: Dreh-
flichen, Regelflichen, Torsen und Minimalflichen. Schliellich behandeln wir noch
Geoditen, die Exponentialabbildung die jedem Tangentialvektor die Geodéte mit
dieser Startgeschwindigkeit zuordnet und Jacobifelder die mit der Variation von
Geoditen zusammenhéngen. Wir zeigen den Integralsatz von Gauf}-Bonnet. Dann
besprechen wir den Paralleltransport von Tangentialvektoren ldangs Kurven und die
damit verbundene kovariante Ableitung. Schliefflich fithren wir noch die Riemann-
, die Ricci- und die Schnittkriimmung ein und behandeln den Zusammenhang zu
zuvor definierten Kriimmungen.

51. Normalkriimmungen

51.1 Definition (Hyperfliche)

Eine HYPERFLACHE M im R" ist eine Teilmannigfaltigkeit der Kodimension 1, d.h.
der Dimension m := n — 1. Sie kann lokal z.B. durch eine Gleichung f : R® — R
oder eine Parametrisierung ¢ : R™ — R” gegeben sein.

Beispiele

Flichen im R?, Sphéren S™ C R™ und SL(n) C L(n,n).

51.2 Gauflabbildung

In jedem Punkt p € M haben wir genau zwei normierte Normalvektoren auf 7, M
im R™. Falls M orientiert ist, konnen wir einen dieser Normalvektoren auszeichnen,
némlich so, dafl (vp,e1,...,en) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R™
ist, fir eine (jede) positiv orientierte Orthonormalbasis (e1,...,em) von T, M, cf.
. Ist M lokal durch eine Gleichung f : R™ — R gegeben, so ist der Gradient

grad f ein Normalvektor, den wir nur noch normieren miissen, cf. . Es gibt
also lokal und fiir orientierte Hyperflichen sogar global eine glatte Abbildung M >
pr— vy, € S™ CR" mit v, L T,M. Ein derart gewahlte Funktion v wird GAUSs-
ABBILDUNG genannt.

51.3 Normalkrimmung

Wir wollen nun die “Kriimmung einer Hyperflache” definieren. Es sei v, 1 T, M ein
fix gewéhlter Einheits-Normalvektor und { € T, M ein Einheits-Tangentialvektor.
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Wir betrachten den Schnitt der Ebene (¢, s) — p + tv + s£ durch p mit den Rich-
tungsvektoren £ und v, mit M.

Sei f eine lokale regulire Gleichung von M um p. O.B.d.A. sei |grad, f| normiert
und gleichorientiert wie v, also v, = grad, f. Der Schnitt der Ebene mit M ist
dann durch die Gleichung f(p+tv, +s€) = 01in (¢, s) gegeben. Wir wollen in dieser
impliziten Gleichung ¢ nach s mittels impliziten Funktionensatz auflosen.
Dies ist wegen

2o Fo+ vy + 5E)s=0 = f'(p)(vp) = (grad,, f,vp) = |grad, f|* =1 #0.
moglich. Wir erhalten also als Durchschnitt lokal eine Schnittkurve ¢ : s — p +
t(s)vp + s in M mit ¢(0) = p und ¢/(0) = £+t (s)vp, =&, da ¢ (0) € T, M. Von der
Kurve ¢ kénnen wir annehmen, daf} sie proportional zur Bogenlénge parametrisiert
ist. Die in definierte signierte Kriimmung der ebenen Kurve ¢, wobei wir
als positiv orientierte Basis (vp,¢) wihlen, nennt man die NORMALKRUMMUNG
K(§) .= Kn(§) .= K.(0) von M im Punkt p und Richtung &. Beachte, da8 (§, —v})
das Begleitbein von ¢ im Punkte p = ¢(0) ist! Eine Formel von K (§) erhalten wir
wie folgt: Wegen c(t) € M gilt ¢/(t) € To(yM = I/C(t)L, also (c'(t), Vo)) = 0. Durch
Differenzieren an der Stelle 0 erhalten wir: (¢”/(0), v,) + (£, Tpv- &) = 0. Folglich gilt:

K(E) = KC(O) = 7<C/,ayp> - <€7pr £>

Diese Formel kénnen wir nun auch fiir || # 1 verwenden.

51.4 Weingarten-Abbildung

Man nennt die Tangentialabbildung
Ly =Ty :T,M —T,S™"=v," =T,M

der GauB-Abbildung v : M — S™ die WEINGARTEN-ABBILDUNG, nach Julius
Weingarten, 1836-1910. Der Vektor L,(£) mifit also die infinitesimale Anderung
der Normalen, wenn man auf M von p in Richtung & € T,M geht. Nach dem
gerade Gezeigten gilt

K(&) = (& L-§).

51.5 Lemma.
Die Weingarten-Abbildung Ly, : T,M — T, M ist symmetrisch.

166 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



51. NORMALKRUMMUNGEN 52.1

1. Beweis. Seien & und & zwei Vektorfelder auf M. Wir setzen sowohl &;, als auch
v lokal um p zu Vektorfeldern des R™ fort. Wegen (&1, v)|a = 0 gilt

0= (61.9) (&P = (&' P EE),v(P)) + (60).V (D) &)
= (&' D&M 1) + (1) Ly(&p)).

Somit erhalten wir
(61(0) Lp(&) ) — (), L& (#))) =
= (&' ®EE) - &' @&, 1) = ([.8)E)y) =0. O

€T, M

2. Beweis. Sei ¢ : R™ — M C R" eine lokale bei p zentrierte Parametrisierung.
Mit ¢; bezeichnen wir die i-te partielle Ableitung von ¢. Die ¢;(0) bilden fiir
i =1,...,m eine Basis von T, M und es gilt:

(i(0), Ly - 9(0)) = (&l i=o0p(t &), Tpv - &|s=o(s€;))
= (G li=op(tes), o s=ov(p(se))))
= Lls=o(gli=op(tei + se;), v(p(se;)))
— (g ls=0Fli=op(tei +sej),v(p(0e))))
=0—(pi,;(0), vp),

und ist somit offensichtlich symmetrisch in (¢, 7), da die gemischten 2-ten partiellen
Ableitungen ¢; ; von ¢ es sind. O

51.6 Fundamentalformen

Die symmetrische bilinear-Form I, (€1, &2) := (&1, Lp(&2)) auf T, M heiBit 2-TE FUN-
DAMENTALFORM von M. Unter der 1-TE FUNDAMENTALFORM versteht man die
Riemann-Metrik, d.h. I(§,n) = (£,n). Wir haben in gezeigt, dal K(§) =
I(&,€) gilt.

52. Haupt-, Gau}- und mittlere Kriimmung

52.1

Jetzt wollen wir die Extremalwerte der Normalkriimmung bestimmen. Wegen der
Homogenitidt von L macht diese Aufgabe nur Sinn, wenn wir die Abbildung K
auf die Einheitssphére S™~! C T,M einschréinken. Damit £ € S™~! ein kritischer
Punkt ist, muB$ T¢K : TeS™ ! — R konstant 0 sein, d.h. K'(£)(v) = 0 fiir alle
v e TeS™ 1 = ¢t Es gilt:

21(&,v) = 2(L&, v).

K'(&)(v) = Lli—o L(€ + tv, & + tv)

Es muf} also L& € T, M normal stehen auf alle v, welche auf £ normal stehen, d.h.
L& muf} proportional zu ¢ sein. Dies zeigt den

Satz von Rodriguez.
Die kritischen Punkte & der Normalkriimmung sind genau die Eigenvektoren der
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symmetrischen linearen Abbildung L, und der zu & gehorige Figenwert \ ist gegeben
durch

A=ME, ) = (§AE) = (& LE) =L(&, ) = K(§),
die Normalkriimmung von M in Richtung von &. Im Fall m = 2 sind die kritischen

Punkte auch extremal, nimlich das Minimum und das Maximum von K(&) fir
|€] = 1. Fiir m > 2 sind die kritischen Punkte nicht notwendig extremal. O

52.2 Haupt- und Gauf3-Kriimmung

Man nennt die Eigenwerte von L die HAUPTKRUMMUNGEN und die zugehorigen
Eigenvektoren HAUPTKRUMMUNGSRICHTUNGEN. Da L symmetrisch ist, gibt es nur
reelle Eigenwerte und dazu eine Orthonormalbasis von T,M aus Eigenvektoren
(Verwende: 0 = (Av, w) — (v, Aw) = (A—p)(v,w)). Seien K; die Hauptkriimmungen
und &; eine Orthonormalbasis von zugehorigen Hauptkriimmungsrichtungen. Dann
gilt nach Euler:

K(©) = (6,6 = T( (€606 Y (6606 ) =

%

=D EE)E&) ) = D (6 &) K:.

K2

Unter der GAUSS-KRUMMUNG K € R im Punkt p versteht man das Produkt aller
Hauptkriimmungen, also die Determinante von L.

Die MITTLERE KRUMMUNG H € R ist das arithmetische Mittel der Hauptkriim-
mungen, also = der Spur von L.

Eine Kurve ¢ in M heifit KRUMMUNGSLINIE, falls ihre Ableitung in jedem Punkt
eine Hauptkriimmungsrichtung ist.

Ein Vektor & # 0 heifit ASYMPTOTENRICHTUNG, falls I[(¢,&) = K(§) = 0 ist. Eine
Kurve ¢ in M heifit ASYMPTOTENLINIE, falls ihre Ableitung in jedem Punkt eine
Asymptotenrichtung ist.

SchlieBlich heilen zwei Vektoren &; # 0 und & # 0 KONJUGIERT, falls I(&;,&2) =0
ist.

Ein Punkt p heiit NABELPUNKT, falls alle Hauptkriimmungen gleich sind, L also
ein Vielfaches der Identitédt ist. Dann ist die Normalkriimmung konstant gleich der
mittleren Kriimmung.

Sind alle Hauptkriimmungen 0, so spricht man von einem FLACHPUNKT.

52.3 Beispiele

1. Hyperebene: R™ := eg C R". Als Normalvektor verwenden wir eg. Die

Gauflabbildung ist somit konstant ey und die Weingarten-Abbildung L = 0.
Also sind die oben definierten Kriimmungen alle gleich 0. Alle Punkte sind
Flachpunkte und alle Richtungen Hauptkriimmungsrichtungen und Asym-
ptotenrichtungen.

2. Sphére: S™ = {z : |x| = R} C R™. Hier kénnen wir im Punkte x € S™ als
Normale v, = %x nehmen. D.h. die Gauflabbildung ist die lineare Abbildung
% id und somit ist dies auch die Weingarten-Abbildung. Also sind alle Punk-
te Nabelpunkte und alle Richtungen Hauptkriimmungsvektoren mit Haupt-
kriimmung %. Es gibt keine Asymptotenrichtungen. Die Gauf-Kriimmung
ist somit % und die mittlere Kriimmung ist %.

3. Zylinder: M := {(z,t) e R™ xR : |z| = 1} C R". Als Normale in (z,t) € M
kénnen wir v, = (2,0) € R” x R verwenden. Der Tangentialraum von
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M in diesem Punkt ist also T, M = vy, = {(y,s) €e R" xR : y L x}
und die Gauflabbildung ist die Einschrinkung der linearen Abbildung id €0
auf T,S™ 1 x R. Die Weingarten-Abbildung sieht somit genauso aus. Eine
Hauptkriimmung ist also 0 mit Kriimmungsrichtung (0, 1) und alle anderen
Hauptkriimmungen sind 1. Die Erzeuger {z} x R sind die Asymptotenlinien.
Eine Kurve ¢ : s — (x(s),#(s)) ist genau dann Kriimmungslinie, wenn s —
t(s) oder s — x(s) konstant ist.

52.4 Lemma [65].

Ist ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve auf M mit ¢(0) = p € M
und ¢(0) =€ € T,M, || =1, so gilt:

1. (voc)'(0) =L, -&, d.h. Ly-& mifit die infinitesimale Anderung von v lings
c.

2. —("(0),vp) = (&,&) = (Ly - &8 = K(§), d.h. die Normalkomponente
der Beschleunigung hdngt nur vom Geschwindigkeitsvektor ab, und ist die
Normalkriimmung in dessen Richtung.

3. Esist —Kp(€) = K.(0){(var(p),ve(0)) = K.(0)cosf, wobei 6 der Winkel
zwischen der Flichennormale vy (p) und dem Hauptnormalenvektor v.(0)
(oder dquivalent der Schmiegebene) von ¢ in p ist und K.(0) > 0 die Krimmung
der Raumkurve c ist.

4. Der Schmiegkreis an c in p hat seinen Mittelpunkt auf der Sphdre um p —

72](]&1(5) v (p) durch p.

Beweis. (1) ist gerade die Definition der Weingarten-Abbildung.
(2) Dazu differenzieren wir 0 = (¢/(t), vas(c(t))) wie in und erhalten

("0 var(e(0)) = (¢(0), (o e (0)) 2 (&, L- &) = L(&. ) = K(©).
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(3) Das Resultat folgt aus (2) wegen

~K(&) 2 (¢"(0),vu1(p) ) == (Ke(0)ve(0),vas () ) = Ko(0)(ve(0),v11 (p) ).

(4) Aus der Theorie der Kurven wissen wir, daf§ der Mittelpunkt des Schmieg-

kreises durch ¢(0) + K%(O)VC(O) gegeben ist. Nun betrachten wir das Dreieck mit

den Ecken p, p — %VM (p) und p + #(O)VC(O). Dieses hat einen rechten Winkel

bei ¢(0) + ﬁuC(O), denn nach (3) ist
H(&g) _K]V[(g)

(var(p), vel0)) = - K0) ~  EK0)

und somit

1 1 L) 1 Ev(©), 1 _
<Kc<o>”c(0)’KM<§>”M(p”Kc<o> C(°)>‘ R0 K (@) Ko(0) T Ko(02

Also liegt der Schmiegkreismittelpunkt auf dem Thaleskreis (oder in Wirklichkeit
auf der Sphire) mit der Strecke von p nach p — mVM (p) als Durchmesser. [

52.5 Lemma (Flichen mit lauter Nabelpunkten).

Eine zusammenhdngende Hyperfliche M besitzt genau dann nur Nabelpunkte, wenn
sie Teil einer Ebene oder einer Sphdre ist.

Beweis. (<) Dies haben wir in gezeigt.
(=) Da jeder Punkt Nabelpunkt ist, ist die Weingarten-Abbildung proportional

zur Identitét, i.e. L) - pi(x) = A(x)p;(x), wobei wir mit dem Index i die partielle
Ableitung in die i-te Koordinatenrichtung fiir eine fix gewihlte Karte ¢ bezeichnen.
Wegen \(z) := = Spur(Ly(y)) ist A : R™ — R glatt. Also ist v; ; := 8;0;(v o @) =
0;(L - ;) = 0j(A@;) = A\j @i + A ;. Insbesondere gilt

Aj i = Viyg — Apig = Vji = Apji = Ai ¢
und somit ist A; = 0 = A; fiir ¢ # j, d.h. A ist konstant.

Falls A = 0 ist, so ist 0 = L, = Tpv fiir alle p € M, also v konstant und M eine
Ebene. Ist A # 0, dann ist (Ap —v); = Ay; — L+ p; = 0 und somit £ := %(Acp —v)
konstant, d.h. |p — ¢] = \%\I Somit liegt M lokal auf einer Sphire um £. Da die
Sphére aber durch einen kleinen Teil von M eindeutig bestimmt ist, liegt M ganz
auf der Sphére. O

52.6 Satz von Dupin.

Fiir ein m > 3 sei ® : R™ — R™ ein lokaler Diffeomorphismus dessen partielle
Ableitungen ®; orthogonal stehen, d.h. (®;,®;) = 0 fiir alle ¢ # j. Dann sind die
Parameterlinien t — ®(t - e;) Kriimmungslinien auf jeder Hyperfliche ¢(ejL) fiir
1# 7.

Man kann sich ® vorstellen als m jeweils durch ¢t € R parametrisierte, paarweise
orthogonal schneidende Familien von Fléchen ®(te; + eji) fir ¢ = 1,...,m. Man
nennt deshalb so ein ® auch ein m-fach orthogonales Flachensystem.

Beweis. Es sei j fix gewihlt. Wir miissen zeigen, daf fiir ¢ # j der Tangentenvektor
der Parameterlinie ¢t — ®(¢ - ¢;), also die partielle Ableitung ®;, ein Eigenvektor
der Weingarten-Abbildung L der Hyperfliche M := <I>(ejL) ist. Da (®y, ®;) = 0 fur
alle k # j ist, ist ®; ein Normalvektor an den Tangentialraum der Hyperfliche M,
der ja von den ® mit k # j erzeugt wird. Sei v der normierte Normalvektor. Da
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L®, eTM = <I>j' ist, ist ®; genau dann ein Eigenvektor zu L, wenn (L ®;, &;) =0
ist fiir alle k # 1, j.
a.

0= (P, ;)= 0= (Dp;,P;) +(Ps, ®; ;)  (+)
i

0= (P, @)= 0= (Ppi, ®;) + (Pr, P;3) ()
0,

0=(®;, @)= 0=(Dir,®;)+ (25, 256) ()
Zieht man von der ersten Gleichung die beiden anderen ab, so erhélt man 0 =
—2(®;, ®;) und da ®; proportional zu v ist, auch (L ®;, ®y) = —(v, Py ;) =0, da

partielles Differenzieren nach ¢ von (v o ®, ;) wie im 2.ten Beweis von die
Gleichung (L - ®;, ) + (v, @i ;) = 0 liefert. O

52.7 Beispiel.
Die folgenden lokalen Koordinatensysteme erfiillen die Voraussetzungen des Satzes

von Dupin :

1. Kartesische Koordinaten: ® = id;
2. Zylinder-Koordinaten: ® : (p,r, z) < (r-cosp,r - sinp, 2);
3. Kugel-Koordinaten: ® : (¢, «, s) < (scosacos g, s cos asin @, ssin ).

52.8 Beispiel (Elliptische Koordinaten)

2

Essei: g(t;2,y,2) = = + by—_2t—|— Cz—_zt mit 0 < a <b<c. Esist g(t;x,y,2) =1 ein
Ellipsoid fir t < a,
einschaligen Hyperboloid  fiir a < ¢t < b,
zweischaligen Hyperboloid fiir b < t < c,

die leere Menge fiir ¢ < t.
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Wir betrachten die Funktion
G RExR*DUxV —R3
G(u,v,w;x,y,2) := (g(u;x,y7Z),g(v;x,y,Z),g(ww,y,Z))

mit U = ]—o00,a[ x ]Ja,b[ x |b,c[ und V := {(x,y,2) : ,y,z > 0}, und behaupten,
daf} die Losung @ : (u, v, w) — (z,y, z) der impliziten Gleichung G(u, v, w;x,y, z) =
(1,1,1) ein dreifach orthogonales Flichensystem ist.

Es ist ® : U — V bijektiv, denn durch jeden Punkt (z,y,z) € V C R? geht genau

1. ein Ellipsoid mit u(z,y, z) : =t € |—00, a];
2. ein einschaliges Hyperboloid mit v(z,y, z) :=t € Ja, b];
3. und ein zweischaliges Hyperboloid mit w(z,y, 2) :=t € ]b, .

Um das einzusehen beachte man, daf die Gleichung g(¢; x,y,z) — 1 = 0 nach Aus-
multiplizieren der Nenner ein kubisches Polynom ~ in ¢ wird bei fixen (z,y, 2):

() =22 (b —t)(c—t) + vy (a—t)(c—t) + 2% (a —t)(b— t)
—(a—=t)(b—t)(c—1).
Fiir dieses Polynom gilt: y(a) > 0, v(b) < 0, v(c) > 0 und weiters

lim 7(?)
t——co (a —t)(b—t)(c—t)

= -1

Also existiert in jedem der Intervalle |—oco, a[, ]a, b[ und ]b, ¢[ genau eine Nullstelle.
Durch Differenzieren der impliziten Gleichung erhalten wir

0(G1,G2,G3)  0(G1,G2,G3)  0O(z,y,2)

: =0.
O(u, v, w) o(z,y, =) O(u,v,w)
Die Matrix % ist von Diagonalgestalt mit Eintragungen
g 22 y? 22
—(t = 0 fur t = .
Die Matrix % hat als Zeilen a(fg 5 = (%, %, %) # 0 fiir t = u, v, w.

Diese Zeilen sind paarweise orthogonal, denn z.B.

42 + 4y? " 422
(a—u)(a—v) (b—u)(b—v) (c—u)(c—v)
4 2 2 2 2 2 2
- Ty Yy E ) (4 Ly 2
u—v a—u b—u c—u a—v b—v c¢c—wv

4

" (g (w5, 2) — 9(v5 2,1, 2)
4

= (1-1)=0.

u—v

u

Also ist der implizite Funktionensatz anwendbar und somit & glatt mit Jacobima-
trix

O(z,y,2) _ (0(G1,G2,Gs)\ ™" 9(G1,Ga,Gs)
O, v,w) (x,y,2) o(u,v,w)

Diese hat (als Inverse einer Matrix mit orthogonalen Zeilen) orthogonale Spalten,
also erfiillt ® die Voraussetzungen von . Der Diffeomorphismus & ist iibrigens

&' (u,v,w) =

172 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



52. HAUPT-, GAUSS- UND MITTLERE KRUMMUNG 52.10

explizit gegeben durch:

(a—u)(a—v)(a—w)

z(u,v,w)* = — —
(a —b)(a—c)
5 (b—u)(b—v)(b—w)
y(u,v,w) - (b—a)(b— C)

oyt = = W=D —w)
(c—a)(c—10)

Die Bilder unter ® der auf die Koordinatenachsen e; normalstehenenden Ebenen
sind nach Konstruktion die Punkte (z,y,2) € V fiir welche (u,v,w) € U mit fixer
i-ter Koordinate existieren mit 1 = g(u,x,y,2) = g(v,z,y,2) = g(w,z,y, z), die
also auf der entsprechenden Quadrik vom 4. Typ liegen. Die Bilder der zu den
Achsen parallelen Geraden sind also die Schnittkurven der entsprechenden iibrigen
beiden Quadriken. Wir wissen also nach , dafl die Kriimmungslinien obiger
Quadriken gerade die Schnittlinien der orthogonalen Familien sind.

52.9 Beispiel (Parabolische Koordinaten)

Wir gehen analog zu vor. Es sei nun: ¢g(t;z,y, 2) := f—jt + by—jt —2z4c+1t mit

0<a<bund c€R. Esist gt;x,y,2) = 0 fiir verschiedene ¢ ein elliptisches bzw.

ein hyperbolisches Paraboloid. Es seien u < a, a < v < b und b < w die Lésungen

der kubischen Gleichung g(t;z,y,z) =0 in ¢, d.h.
(u—t)(v—t)(w—1t)=(a—t)(b—1t)(2z —c—t) —2*(b—t) —y*(a — 1),

also ist

o (w—a@-ow-a)

a—>b
o (u—0b)(v—0)(w—Db)
Yy = b—
a
z_c—a—b+u+v—|—w
B 2

Die durch diese Gleichungen definierte Funktion ® : (u, v, w) — (z,y, z) erfiillt nun
auf {(u,v,w) : u,v, w paarweise verschieden} die Voraussetzungen des Satzes von

Dupin m, denn

2(u—a) 2(v—a) 2(w—a)
2(uyfb) 2(nyb) 2(w—b)
1 1 1

O (u,v,w) =
2 2 2

Wir wissen also nach , dafl die Kriimmungslinien obiger Quadriken gerade die
Schnittlinien der orthogonalen Familien sind.

52.10 Satz von Liouville.
Fiirm > 3 bildet jeder konforme Diffeomorphismus offener Mengen des R™ Sphdren
auf Sphdren ab.

Beweis. Sei S eine Sphire und x € S und v € T7,5. O.B.d.A. sei 0 ihr Mittel-
punkt. Wir wéhlen eine lokale orthogonale Parametrisierung ¢ von S um x mit
O1p(0) = v (z.B. die stereographische Projektion). Dann ist ®(t;u) := ¢o(u)
eine Funktion, welche die Voraussetzungen von erfiillt. Die Zusammenset-
zung f o & mit einem konformen Diffeomorphismus f mufl ebenfalls die Voraus-
setzungen von erfiillen, also ist ¢ — f(p(ter)) eine Kriimmungslinie und
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f'(@)(v) = L]0 f(¢(ter)) eine Hauptkriimmungsrichtung. Da aber v € TS belie-
big war, sind alle Tangentialvektoren Hauptkriimmungsrichtungen, d.h. f(.5) hat
nur Nabelpunkte. Wegen ist f(S) also Teil einer Sphére oder einer Ebene.
Da f(S) kompakt ist, ist es eine Sphire. O

Vergleiche dieses Resultat mit den Ergebnissen iiber konformen Abbildungen im

2-dimensionalen ( und )

52.11 Satz von Liouville.

Sei m > 2. Die Gruppe der konformen Diffeomorphismen des R™ besteht genau
aus den Ahnlichkeitsabbildungen (d.h. (nicht notwendig eigentliche) Bewegungen
zusammengesetzt mit Streckungen). Die Gruppe der konformen Diffeomorphismen
der 8™ wird durch die Ahnlichkeitsabbildungen und die Inversion x — ﬁm m
einer stereographischen Karte erzeugt.

Beweis. Den Fall m = 2 haben wir bereits in | 33.10 | behandelt. Sei also m > 2 und

f ein konformer Diffeomorphismus des R™. Nach bildet dieser Sphéren auf
Sphéren ab. Und ebenso zeigt man, dafl er auch Hyperebenen auf solche abbildet.
Da sich Geraden als Durchschnitte von m—1 Hyperebenen schreiben lassen, werden
auch Geraden auf Geraden abgebildet. Geometrisch kann man das auch mittels des
konformen Diffeomorphismuses f~' sehen: Seien x1, 2, x3 verschiedene Punkte
einer Geraden. Angenommen die Punkte y; = f(x;) ldgen auf keiner Gerade. Dann
wiirde eine Sphire S existieren mit y; € S. Das Bild f~!(S) miifite aber wieder
eine Sphére sein, auf welcher die Punkte z; := f~!(z;) ldgen, das ist unmoglich.

Eine Abbildung des R™, welche Geraden erhilt, ist aber bereits affin: Eine sol-
che erhilt auch antipodale Punkte auf den Sphéren, denn die Tangentialebenen
in solchen sind parallel, i.e. sie schneiden den Durchmesser orthogonal, und diese
Eigenschaft wird durch f erhalten. Damit mufl f aber auch die Mittelpunkte erhal-
ten, denn diese sind die Durchschnitte aller Durchmesser, die ja gerade antipodale
Punkte verbinden. Durch Anwenden einer Translation kénnen wir erreichen, daf
f(0) = 0 ist und somit f(rS™=1) = p(r) S™! fiir alle r > 0 mit eine Funktion
p: R — R. Durch Anwenden einer Streckung kénnen wir p(1) = 1 erreichen. Bleibt
zu zeigen, dal p = id und somit f nach eine Isometrie ist. Wir betrachten
dazu das rechtwinkelige Dreieck mit Ecken 0, ey, 7 - es.

r e

er

Es wird auf das Dreieck mit Ecken f(0) = 0, f(e1), p(r) f(e2) abgebildet. Schnei-
den wir die Hypothenuse des urspriinglichen Dreiecks mit der Einheits-Sphére so
erhalten wir ein gleichschenkeliges Dreieck mit diesen beiden Schnittpunkten und 0
als Ecken. Dieses wird durch f auf ein &hnliches Dreieck abgebildet, da der Winkel
bei 0 erhalten bleibt, und die Lingen der Schenkel um den Faktor p(1) = 1 ge-
streckt werden. Damit mufl aber auch das urspriingliche Dreieck auf ein dhnliches
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abgebildet werden, denn es ist durch den Schnitt der 0 gegeniiberliegenden Seite
des 2.ten Dreiecks mit den beiden Koordinatenachsen eindeutig festgelegt. Fiir das
Verhiltnis der Katheten muf} also gelten: p(r)/p(1) = r/1, und somit ist p = id.

Im Fall eines konformen Diffeomorphismus f der S™ gehen wir zur Darstellung
beziiglich einer stereographischen Projektion {iber. Diese Darstellung ist dann kon-
form, da die stereographische Projektion Winkel erhélt. Falls f den Pol der Projek-
tion nicht invariant 148t, so verschieben wir sein Bild zuerst nach 0 in der Karte und
danach wenden wir die Inversion an. Die Zusammensetzung der Kartendarstellung
mit diesen beiden konformen Diffeomorphismen liefert uns somit einen konformen
Diffeomorphismus f des R™, welcher wegen Teil 1 eine Ahnlichkeitsabbildung sein
muf. O

53. Formeln fiir Hyperflichen

53.1 Formeln fiir parametrisierte Flichen

Sei ¢ : R™ — M C R" eine lokale Parametrisierung der Hyperfliche M. Fiir
einen Punkt p = ¢(u) € M ist eine Basis des Tangentialraums T,M = Bild ¢'(u)
durch (01p(u),...,0mp(u)) gegeben, wobei d;p(u) = %g@(u) die i-te partielle
Ableitung von ¢ in w ist, wir wollen dafiir kurz ¢;(u) schreiben. Analog soll ¢; ;
die zweite partielle Ableitung %;u]«p(u) sein. Es gilt ((v o ¢)(u), ¢;(u)) = 0 fiir
alle 7. Als j-te partielle Ableitung erhalten wir: 0 = (L - @;, ;) + (v, ¢; 4, also (L -
©j, i) = —(v, p; ;). Falls die ¢; orthonormal sind, hétten wir damit die Matrix von
L bestimmt. Auch im allgemeinen Fall miiite L durch alle diese inneren Produkte
festgelegt sein. Dazu bendtigen wir folgendes Lemma aus der linearen Algebra.

53.2 Lemma.

Sei (g1,-..,9m) eine Basis des Vektorraums V und T : V. — V eine lineare Ab-
bildung. Sei g;; = (gi,9;) und G = (g;,) die zugehirige symmetrische positiv
definite Matriz, [T] := (T}) die Matriz von T beziiglich der Basis (g;, ... ,g;), d.h.
Tg; =Y, T;gi, und schlieflich A die Matriz mit Eintragungen A;- = (9, Tg;)-
Dann gilt [T) =G~ A.

Beweis. Es ist also Tg; = >, T;gi, wobei j die Spalten und ¢ die Zeilen z&hlt, und
somit

K3

AV = (gy,, Tyg;) = <gk,Zngi> = gk 9:)T} = ng,iT}

Also ist A =G - [T] und somit [T] = G~ A. O

53.3 Folgerung (Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung).

Die Weingarten-Abbildung hat beziiglich der Basis (¢1,...,¢0m) folgende Matriz-
darstellung

(L] = —(pis )™ (v, 0i5)- O
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53.4 Formeln fiir 2-Flichen
Sei nun speziell m = 2 (d.h. n = 3) und ¢ : R? — R3, (¢,5) — ©(t,s) eine lokale
Parametrisierung. Dann setzt man:

E =g = (pt,0t), F:i=g12="{pt,0s), G:=gao= (s, ¥s)

Pt X Ps
= W’ |<‘Otxs‘gs|:\/‘¢t|2'|@s|2_<@t,<ps>2:\/EG_F2

€= 7<V7 Qot,t>7 f = 7<V7 Sot,s>; g = 7<V7 SDS,S>~

Hier haben wir verwendet dafl die Lénge eines Vektors der Form v x w, also die
Fléche des von v und w aufgespannten Parallelogramms wie folgt gegeben ist:

v x w| = |v|-|w|-sin £L(v,w) = |v| - |w| - /1= cos? L(v,w)

(v, w)*

o] - fw]

— VIR Tul? = (v, w)

Beziiglich der Basis (¢4, ¢s) sehen die Fundamentalformen wie folgt aus:

= (? g) und [I] = (e f).

Die Weingarten-Abbildung ist:
E F\ ' (e f
G g

e (5 2) ()
EG—-F2 \-F FE f g

! (eG—fF fG—gF)

2]

T EG-F2\fE—¢eF gE-—fF
Die Gaufl-Kriimmung ist also

(eg — f)EG - F?) _ eg—f*
K=detL = =
¢ (EG — F2)2 EG — F?’
wie man auch aus K = det L = det(I"*-T) = detI/detT sieht, und die mittlere
Kriimmung ist

2H =spurL = 1 <G6_Ff * )GeQFf+Eg'

EG — F? * Eg—-Ff) EG-F2
Die Hauptkriimmungen erhalten wir als Losung der charakteristischen Gleichung
A2 —spur L - A+ det L = 0, also

Kio=H++VH?-K.
Die Hauptkriimmungsrichtungen sind dann Vektoren & = a;p; + asps mit L(€) =
K¢, d.h.

a

~ det <at (Ge—Fflay + (Gf — Fg)as>
as (Ef —Fe)a;+ (Fg— Ff)as

= atz(Ef — Fe) + ajas(Eg — Ge) + aSQ(Fg - Gf)

0=0-(BG - F?) =det ((2) [LI(2)) - (BG - F?)

atz —Q¢Qg a52
=det | ¢ f e
G F E
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53.5 Folgerung.
Die Kriimmungslinien c(t) = o(u(t),v(t)) sind durch folgende Differentialgleichung
gegeben:

(fE = eF)enyt/ ()* + (9E — eG)c(y (V' (t) + (9F — fG)eryv'(8)* =0

Beweis. Dies folgt sofort aus O

Beispiel.
Das Heliocoid (oder Wendelfldche) ist durch ¢ : (u,v) +— (av cos u, av sin u, bu) mit
a,b > 0 gegeben.

Es ist

Yy = (—avsinu, av cosu, b) E = a®0? 4 b2
¢y = (acosu,asinu,0) G=a?
F=0
i 2 1 )
Pu X Py = (—absinu,abeosu, —a’v) v = m(—b&nu,bcos(u), —av)
Yu,u = (—avcosu, —avsinu,0) e=0, davp,=—guu
Yuw = (—asinu,acosu,0) :_ﬁ:_a—b
Y0 = (0,0,0) G=0, dagyy—0
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und somit ist

u=(ee) G o)

B <a2v2—|—62 O)_l. ( 0 —%)
B 0 a? —\/ﬁw 0
1 ( 0 )( 0 —ﬁ>
~a2(a2v? +02) \ 0 av? + b2 _\/ﬁﬁ 0
o1 < 0 w%)
= 4202 1 B2 _b\/a2;;2+b2 0
b2
= = Spur( ) =0und K = det(L m

= K12*Hi‘/H2 H 22—|—b2 a2v2+b2

Die Kriimmungslinien ¢ — @ (u(t),v(t)) sind somit durch

0= (fE = eF)nu/ ()" + (9F — eG) (! () (t) + (9F = fG)eyr' (1)
= 1+ (@) + 1)/ (0 - a?0'(1)?)

beschrieben. Wenn wir die Kriimmungslinie 0.B.d.A. nach v parametrisieren, d.h.
v(t) =t annehmen, dann erhalten wir:

also

u(v) := ¢ & arsinh % und somit v(u) := - sinh(c £ u).
Die beiden Kriimmungslinien durch (u, v) = (0,0) werden somit durch ¢ — (¢, g sinh(¢))
und s — (s, g sinh(—s)) parametrisiert. Durch die Punkte (¢, gsinh(t)) gehen die
orthogonalen Kriimmungslinien die durch (u, g sinh(2t — u)) parametrisiert werden
und durch die Punkte (s, g sinh(—s)) jene die durch (u, g sinh(—2s + u)) parame-
trisiert werden. Um also eine Reparametrisierung 1 von ¢ zu erhalten, deren Koor-

dinatenlinien (diese) Kriimmungslinien sind, betrachten wir die Zusammensetzung
(t,s) — (u(t,s), 2 sinh(—2s + u(t, 5))), wobei u(t, s) so gewshlt wird, daf

(u(t, s), 2 sinh(—2s 4+ u(t, s))) = (u(t, s), g sinh(2t — u(t, s))),

also —2s+u(t, s) = 2t—u(t, s), d.h. u(t, s) = t+s ist. Die gesuchte Parametrisierung
nach Kriimmungslinien ist somit

(t,s) — <p(t + s, S sinh(t — s))
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53.6

53.6 Lemma.

Sei ¢ : R? — M eine lokale Parametrisierung um einen Punkt p von M, der
nicht Nabelpunkt ist, so gilt: Die Koordinatenrichtungen p; und @ sind genau dann
Hauptkrimmungsrichtungen, wenn F = I(ps, i) = 0 und ebenso f = Wy, ps) =

0. Es gibt immer eine lokale Parametrisierung mit dieser Eigenschaft.

Beweis. (=) Da die Kriimmungslinien orthogonal stehen ist F' = 0. Setzen wir
die Koordinatenrichtung ¢; in Determinanten-Formel aus fiir die Haupt-

kriimmungsrichtungen ein, so erhalten wir:

1 0 0
O=det|* f e]|=fF
0 FE

und da E = |¢4|? # 0, gilt ebenso f = 0.
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(<) Die Koordinaten-Richtungen werden durch a; = 0 bzw. as = 0 beschrieben.
Dann ist aber wegen F' = f = 0 die zweite Spalte obiger Matrix 0. Somit ist deren
Determinante ebenfalls 0.

Nun zur Existenz solch einer Parametrisierung: Wir kénnen die (bis auf Vorzeichen)
eindeutig bestimmten normierten Hauptkriimmungsrichtungen betrachten. Diese
sind punktweise linear unabhéngige Vektorfelder und sind glatt, denn die Koeffizi-
enten K und H des charakteristischen Polynoms von L sind glatt und somit auch
die zwei (verschiedenen) Hauptkriimmungen und damit auch die zugehorigen bis auf
Vorzeichen eindeutig bestimmten normierten Eigenvektoren. Somit existiert nach
eine Parametrisierung ¢ mit 0;p proportional zu den normierten Haupt-
kriimmungsrichtungen, also sind deren Parameterlinien Kriimmungslinien. O

53.7 Determinatenformeln fiir die Kriimmung

Wir wollen nun bestimmen, welche Gréflen INTRINSISCH sind, d.h. sich nicht &ndern,
wenn wir zu einer isometrischen Fliche iibergehen. Das sind also jene Groflen, die
von einem in der Flache lebenden Wesen erkannt werden kénnen, ohne das sich diese
eines umgebenden Raums bewufit sein miissen. Klarerweise kénnen diese Liangen
und damit auch Winkel messen. D.h. die 1-te Fundamentalform ist intrinsisch.
Nicht jedoch die 2-te Fundamentalform, da sie {iber die Ableitung des Normalen-
vektors definiert ist. Wir wissen also von vornherein von keiner der definierten
Kriimmungen, ob sie intrinsisch sind. Wenn wir Zylinder und Ebene vergleichen,
so sehen wir, dafl sowohl die Hauptkriimmungen als auch die mittlere Kriimmung
nicht intrinsisch sind. Wir wollen nun zeigen, dafl die Gaulkriimmung es dennoch
ist. Dazu bendtigen wir zuerst Formeln fiir e, f und g, in welchen v nicht vorkommt:

Yt X Qs
€= _<V’ QDt,t> = s Pt

ler X @s|
{01 X 0 00) et )
VEG _F2 X et = g e (P P P
. 1
sowie f = BN det(pt, s, Pr.s)
1
und g = —W det(g@t,cps,gos,s).

Hier haben wir verwendet, daB |¢; X ¢s| = v/EG = f2 nach .

Wir wollen nun versuchen die GauB-Kriimmung allein durch die Koeffizienten der
1.ten Fundamentalform, sowie deren partiellen Ableitungen darzustellen. Sei dazu

=+VEG — F2. Es gilt:
wpt L (Cep)(—gD) - (—fD)?

= det(pr, @5, r.t) - det(r, s, 0s,5) — det(or, @s, 1,5)°
= det((got?(pwtpt:t) (‘pt?@s7(pss - det((@t»@sﬂpts . (@tv@sa(pt,s))
Oror OFPs  PFps,s (sot Ot PrPs  Piens

=det | Y5t  Psps  Pipss | —det | wipr  @ips  Psprs
PriPt  PriPs  PriPss OF Pt PrsPs  PrsPts
E F %wss
= det F G 50579055
<<,0t,ta <Pt> <90t,t7 905 <Pt ty Ps, s
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E F <90t7 th75>
— det F G (Pss Pt,5)
<<pt,sa <Pt> <50t,sa <ps> <(pt,sv L)015,S>
E F <90ta Qos,s>
= det F G <Sasa (Ps,s>
(Prespe) (P, Ps)  (Prts Ps,s) = (Pt,ss Pros)
E F <§0t7 (Pt,s>
— det F G (@s: t,s)
(P,s,0t) (Pt 9s) 0
E F F,— 3G,
=det | F G %Gs
%Et Fy — %Es Fi s — %(Es,s + Giy)
FE F %ES
—det| F G 3G,
iE, 1G, 0O

wegen des Entwicklungssatzes von Matrizen und weil:
E= <(pt7¢t>a G = <905a<ps>a F= <<Pt7<Ps>
Et = 2<<)0t,t7 @t>7 Gt = 2<¢s,t7 gps>a Ft = <(pt,ta §03> + <<)0t7 ¢s7t>
Es = 2<§0t,sa ‘Pt>, Gs = 2<QDS,37 SDS>7 Fs = <50t,sa ‘ps> + <§0ta Qos,s>a

1 1
F, — §Gt = <<Pta<)05,s>; F — §Es = <30t,ta§08>7

%Es,s = (Pt,5,5 ) + (Pt,s: Pt,s),
Fy s = (Ptt,50Ps) T (Pt Ps,s) + (Prs, Pst) + (Pt Ps,t,5)
Fy s — %Es,s = (Qtt,5,Ps) + (Pt Ps,5)s
%Gt,t = (@s,t,t:Ps) + (Dot Ps,t)s
Fro— 5(Bss+Gra) = (01, Ps,s) — (Pst:Ps.t)-
Durch Ausmultiplizieren der Determinanten obiger Formel fiir K erhalten wir:
4(EG - F?)’K = E(E,G, — 2F,Gs + G?)

+ F(E\Gs — EsGy — 2E,Fs + AF\Fs — 2F,Gy)
+ G(E,Gy — 2E,F, + E,?)
—2(BG — F?)(Eys — 2Fy,s + Gua).

Eine symmetrischere Formel fiir K ist die folgende:

E FE, E
1 y 1 Es — I Gy — F
K=———det|F F F;|—— (83 + 0 >
4
4D G G, G. 2D D D

wobei wieder D := v EG — F2. Diese kann leicht durch Auflésen der Determinante
und durch Differenzieren verifiziert werden.

53.8 Theorema Egregium [25].

Sind zwei Flichen aufeinander abwickelbar, d.h. sie sind (lokal) isometrisch, so
haben sie in entsprechenden Punkten die gleiche Gauf-Krimmung. Die Gauf-
Kriimmung K ist also eine intrinsischer Begriff, d.h. sie hdngt nur von der Metrik
der Fliche und nicht vom umgebenden Raum ab.

Fiir eine partielle Umkehrung siehe .
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Beweis. Wegen obiger Formel in héingt die Gaufl-Kriimmung nur von den Ko-
effizienten der Riemann-Metrik sowie deren 1.ten und 2.ten partiellen Ableitungen
ab. Diese sind aber fiir zwei isometrische Fliachen gleich, denn fiir eine Parametri-
sierung ¢ der einen ist ¥ = go ¢ eine Parametrisierung der anderen, wo g die lokale
Isometrie ist, also ist (T,g(&1), Tpg(&2)) = (&1, &2). Wahlt man nun fir & = T'pon;,
so folgt das Resultat. O

53.9 Lemma (Jacobi-Gleichung).
Sind (t, s) geoditische Koordinaten auf M (d.h. fiir die zugehorige Parametrisierung
gilt E=1, F =0), so erfillt die Gauf-Kriimmung die JACOBI-GLEICHUNG :

(3

Wir werden in ‘ 58.5 ‘ und ‘ 58.6 ‘ zeigen, daf} solche Koordinaten immer existieren.
Beachte, daf die Bedingung E = 1 besagt, daf die Parameterlinien ¢ — (¢, s) nach
Bogenlidnge parametrisiert sind und F' = 0 besagt, dafl die anderen Parametrlinien
s+ (t,s) dazu orthogonal stehen.

Beweis. Obige Determinanten-Formel fiir K liefert in diesem Fall:
1 0 —3G 1 0 0 1 1
K-G*=det|0 G LG, |—det|0 G 1iG/|= —5GGui + ZGR
0 0 —1Gu: 0 iG, 0

= K:—\%G (;)Q\FG O

53.10 Formeln fiir durch eine Gleichung gegebene Hyperflichen

Sei f : R™ — R eine regulére, lokale Gleichung fiir M. Der Normalvektor v ist dann
der normierte Gradient von f, i.e.

_mmadf  (uoof)
lgrad f|  \/fi24 - + fu2

Der Tangentialraum ist gegeben durch

n
T,.M = Ker f'(z) = (grad, f)* = {(hl,... Jh) 0= Zhlfl} .
i=1
Fiir die zweite Fundamentalform gilt somit:

d ’ grad f(x + th) >

L. (k,h) = (k, Loh) = (k, & | v(z +th)) = (k, i o Tarad fz £ 20)]
y d ’ grad f(z +th) d ‘ grad f(z)
- dt lo | grad f(z)] dt lo |grad f(z + th)|

1
f7 (z+th) (k)

(k,grad f(z))

)

Y[R T
dt lo |grad f(z + th)]
1

_ ae d
~farad f) OO

1

|0 | grad f(z + th)] F'(@)(k)
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Fir h € T, M gilt somit

1
| grad, f]

Wir wollen nun die Hauptkriimmungen, d.h. die kritischen Werte von K auf{h : h L
v, |h| =1}y ={h € R": f'(x)h =0, (h, h) = 1} bestimmen. Anstelle von K kénnen
wir wegen obiger Formel auch die auf T, M proportionale Form h — f”(x)(h,h)
verwenden. Wir verwenden die Methode der Lagrange-Multiplikatoren: Danach ist
h mit |h| = 1 und f’(z)h = 0 genau dann ein kritischer Punkt, wenn A und p
existieren mit

K(h) =1(h,h) = £ (@)(h, k) + 0.

2 f"(x)(h, ) = A2(h, ) + p f'(x) (),

oder dquivalent
2 f"(x)(h,k) = X2(h, k) + p f'(z)(k) fiir alle k € R™.

Wenn wir die Hessesche Matrix Hess, f von f bei x durch

<Hessgg I3 h,k:> = f"(x)(h, k)
definieren, so ist diese Gleichung mit
2 Hess, f-h=A2h+ p grad, f

dquivalent. Als Matrizen-Gleichung lafit sich das zusammen mit f/'(z)h = 0 wie

folgt schreiben:
0\ _ (Hessy f—Aid grad, f\ [ h
0) f'(@) 0 -5

Eine Losung h # 0 existiert genau dann, wenn die Determinante verschwindet,
denn wenn h = 0 ist, so mufl wegen der Gleichung auch p = 0 sein. Seien die \; die
Losungen dieser polynomialen Gleichung in A. Dann sind die Hauptkriimmungen
durch
N Ai
" |grad, f| A2t [

gegeben, da
|grad,, J1 K(h) = f"(2)(h.h) = AR + £ £ (0)h.

Im Spezialfall, wo die Hessesche Matrix Diagonalgestalt hat, d.h. f; ; = O fiir alle
i # 7 ist, gilt:

fl,l .U 0 fl
0 = det : : L= (Entwicklung n. 1.Zeile)
0 coi fan—A [
f fn 0
f2,2 -\ ... 0 f2
= (fia-Ndet| 5 :
fa fn 0
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0 foo—AX ... 0
+ (=1)" fidet : : E
0 0 ,fn,n_)‘
f1 fa fn
f2,2_)\ 0 f2
= (fi1—Ndet | 5 3
( o ‘ . fn,n_)‘ fn
fa fn 0
fo2— A ... 0
+ (=121 £ det : :
0 coo fam— A
f2,2_)\ 0 f2
= (fr1— N d S S D § (TR
(fl,l ) et 0 fn,n—)\ 7, f1 jl;{(fj,] )
fa fn 0

Da die Determinante bei einer Permutation der Koordinaten des R™ unveréndert
bleibt, muf} der Koeffizient von f? analog zu jenem von f? sein und andere Potenzen
von f; kommen nicht vor. Somit erhalten wir weiter

== > 1[5 =N

i=1 i
= *((*A)m1 SEEHENTY Y L+ B fj,j)~
i i j#i i j#i
Somit ist die GauB-Kriimmung

m mo -(1+3)
I | (e OV (1 DO
i=1 i=1 | grad, f] i i i
und die mittlere Kriimmung

m m )
Ai
mH:ZIQ:Zi:ZﬂQZfM ZfiQ )
i=1 = | grad, f| i j#i i

Speziell im R? gilt, daB h = (h', h?, h3) genau dann ein Hauptkriimmungsvektor
ist, wenn f'(z)h =Y, h'f; = 0 und det(grad,, f,h,Hess, f-h) =0, denn
h = (h*,h% h3) ist ein Hauptkriimmungsvektor <
h € T, M und {L,h,h} sind linear abhéingig
heT,Mund L,h x h=0
h e T,M und (L h x h,v) =det(Lyh,h,v) =0

> hifi=0und 0= det(v,h, Lh) =

¢t oo

grad f 1 )
= det Jh, Hess, f - h+ R - grad
(a1 T e grac/

1
= m det (grad f, h,Hess, f - h).
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54. Drehflichen

54.1 Definition (Drehfléche)

Unter einer DREHFLACHE versteht man jenes Gebilde, das entsteht, wenn eine Kur-
ve in der (z,z)-Ebene um die z-Achse gedreht wird. Sei also ¢ : s — (1(s), 2(s))
diese Kurve, von der wir annehmen diirfen, dafl sie nach der Bogenldnge para-
metrisiert ist. Dann ist die davon erzeugte Drehfliche M durch {(r(s)z, z(s)) €
R™ x R : @ € S™~1} gegeben. Ist also speziell m = 2, so kénnen wir S durch
6 — (cosf,sinf) parametrisieren und erhalten somit eine Parametrisierung ¢ :
(s,0) — (r(s)cosf,r(s)sinb, z(s)) von M.

Wir wollen die Gauf-Kriimmung berechnen. Die partiellen Ableitungen von ¢ sind

0s(8,0) = (' (s) cosO,7'(s) sin b, 2’ (s))
wo(s,0) = (—r(s)sind,r(s)cosb,0)

(8)>+ 2 (s)?* =1

,rl
53.9
0

r(s)?

E
= F
G

1 o\’ 1 o\’ r"(s)
K = —— _— = —— _ = — .
N 7 (&) 0= (7) ro=-T5
Wir wollen nun den Satz von Dupin verwenden um die Kriimmungslinien auf

Drehfliichen zu bestimmen. Sei dazu ¢ = (r, z) : R — R? die nach Bogenlinge para-
metrisierte Kurve, welche durch Rotation die Drehfléiche erzeugt. Es sei ¥(ul, u?) :=
c(ut)+u? v(ul) = (r(ut)—u? 2/(u'), z(u')+u? r'(u')), wobei v die Einheitsnormale
an c bezeichnet. Dann ist

Uy (uh,u?) = (uh) +u? V(u') = (1 —u? K@) 7(ut) L v(ut) = Uy(ul, u?).
Folglich erfiillt ® : R? — R3, gegeben durch

(ut,u? u?) =

= ((r(w') —u? 2 (uh)) cos(u?), (r(u') —u? 2/ (u')) sin(u?), z(u') +u® 7' (u')),
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die Voraussetzungen von . Damit sind sowohl die MERIDIANe s — ®(s,0,0) =
©(s,0) als auch die BREITENKREISe 0 — ®(s,0,0) = (s, 0) Kriitmmungslinien. Ein
Meridian ist der Schnitt von M mit einer Ebene durch die z-Achse. Die Schnitt-
kriitmmung in Richtung ¢ des Meridians ist also gerade die Kriimmung des Meridians
bzw. der erzeugenden Kurve ¢, wenn wir als vy gerade —v. = (2/, —r') wihlen. Das
dies eine Hauptkriimmung ist, sieht man iibrigens auch direkt: Der Normalvektor
an die Flidche in einem Punkt des Meridians liegt in dieser Ebene. Wenn wir ihn
also in Richtung ¢ des Meridians differenzieren, liegt das Resultat L wieder in
der Ebene, muf} also proportional zu & sein. Da ¢ nach der Bogenldnge parametri-
siert ist, gilt: (r”,2"”) = K.(—2',7") und somit ist K; := K(§) = —TZ—,,/ = j—l,/ Da8
die Breitenkreise ebenfalls Kriimmungslinien sind, folgt auch direkt daraus, daf sie
normal auf die Meridiane stehen. Fiir die zweite Hauptkriimmung ergibt sich somit:
K, = % = 27/ = —’:,/,’:. Der Satz von Meusnier liefert aber auch eine geo-
metrische Methode die zweite Hauptkriimmung und damit die GauB-Kriimmung
zu berechnen: Die Einheitsnormale an die Fliche ist bis auf eine Drehung um die
2-Achse um den Winkel 6 gerade (2/,0, —r'). Die Hauptnormale an den Breitenkreis
ist der ebenso gedrehte Vektor (—1,0,0). Die Kriimmung des Breitenkreises ist %
und die Normalkriimmung in Richtung seiner Tangente also

o

N

=
~

Ko

1 z
—-K. </1'M7VC> = _;<('z/’0a _T/)v (_170’0» = ?

’
z

Die Nabelpunkte sind durch die Gleichung K; = K5 gegeben, also durch —TZ—,,/ =z,
oder #quivalent —r" r = (2')2 = 1— (r')%. Geometrisch liegt der Kriimmungsmittel-
punkt der Schnittkurve mit der von vy; und @y erzeugten Ebene durch den Punkt
©(s,0) auf der Normale v.(s) im Abstand 1/K, = £ also am Schnittpunkt mit
der Drehachse. Es ist somit ¢(s,0) (und damit ¢(s, ) fiir alle ) ein Nabelpunkt
genau dann, wenn diese Schnittpunkt auch der Kriimmungsmittelpunkt von ¢ an

der Stelle s ist.

Z.B. sind die einzigen Nabelpunkte eines Rotationsellipsoids (das keine Sphére ist)
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somit die Pole.

Asymptotenrichtungen & = £'p, + €29 auf einer Drehfliche sind durch
0=K(&) = (& L&) = (€' s + 0, £ K1ps + E Kopp)
= (£’ K1E + ()’ Ko G + ' (K1 + Ko)F
=K1 (&) + G Ka (€7)°
gegeben. Fiir
1= [¢]* = (€' ps + 200, 05 + E200)
= E(§1)" + G(€")* +2F¢¢?

= (") +G (&)
und K = K7 K9 < 0 bedeutet dies
Ky
K 7o K
12 _ B2 2)2 _ K _ 2
1 1 1 K,

TG1-&2 T GK Ky

1

54.2 Beispiel.
Wir betrachten den Torus mir Radius A der Seele und Radius a < A der Meridiane.
Dieser wird durch Rotation der bogenldngenparametrisierten Kurve

s s
= (A, 0) ( —),sin(— )
c(s) ( +a COS(a) sm(a)
erzeugt. Folglich ist die eine Hauptkriimmung K; := % > 0, die Gaulkriimmung

r"’(s)  cos(s/a)/a

K== r(s) A+ acos(s/a)’

und schliellich die zweite Hauptkriimmung
K cos(s/a) 1

B K T At acos(s/a)  a+ Afcos(s/a)

Somit verschwindet die GauBkriimmung am Nord- und am Siidpolkreis (s/a =
+7/2). Sie ist positiv auf dem duferen Hemi-Torus (gegeben durch |s/a| < 7/2)
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und negativ am inneren. Am dufleren Hemi-Torus existieren keine Asymptotenrich-
tungen. Die Pol-Kreise sind Asymptotenlinien. In jedem Punkt des inneren Hemi-
Torus existieren genau zwei Asymptotenrichtungen & = 1, + €2y mit

1
(€2 = Ky  aFAjcos(sja)  _acos(s/a)
- - 1 1
Ko =K1 ayeosGra) ~a A
1 K
o _ 1 K1
&) =5 e
. 1
~ A(A+acos(s/a))

54.3 Drehflichen konstanter Gauf3-Kriimmung

1"
r

Um Drehfléchen zu finden, die konstante GauB-Kriimmung K = —%-(s) haben,
miissen wir also das Differentialgleichungssystem

"' (s) + Kr(s) =0
r(s)2+2(s)2 =1

16sen. Die erste Gleichung hat als lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
einen 2-dimensionale linearen Losungsraum.

Der Fall K = 0 ist nicht sehr interessant, denn dann ist "/ = 0, d.h. 7(s) = as+b
und somit z(s) = v/1 —a? s. Also ist die Losung ein Kegel fiir 0 < a < 1 und in
den degenerierten Féllen ¢ = 0 ein Zylinder, bzw. fiir a = 1 eine Ebene.

Fiir K # 0 erhiilt man ein Erzeugendensystem durch den Ansatz r(s) := e**,

woraus sich \2 = —K ergibt.

Betrachten wir zuerst den Fall K > 0, dann ist s — etiVEs oin Erzeugendensy-
stem der Losungen. Die allgemeine reelle Losung ist also r : s +— acos(VKs) +
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bsin(v/Ks). Wenn wir (a,b) in Polarkoordinaten darstellen, also
(a,b) =:1g (cos(—\/EsO), sin(—\/EsO))
mit ro > 0 setzen, dann ist
r(s) = ro cos(VK (s — s0)).

0.B.d.A. ist sp = 0 (nach einer Zeitverschiebung) und ry > 0 (sonst parametrisiert
¢ keine Fliche). Folglich ist

= /s V1—=7(0)2do = /S \/1 — 12K sin*(VK o)do,

ein Legendre-Integral. Fiir r2K = 1 liefert das eine Sphére. Fiir 13K > 1 eine soge-
nannte WULSTFLACHE, und fiir 72K < 1 eine SPINDELFLACHE. Diese sind alle lokal
isometrisch (siehe ), aber nicht ineinander durch Bewegungen iiberfiihrbar.

Nun betrachten wir den Fall K < 0, dann ist 7(s) = aeV~5* + be™V—KS mit
beliebigem a und b die allgemeine Losung.

Falls ab = 0, so koénnen wir durch eine Spiegelung der Zeitachse erreichen, dafl
a = 0 ist. Durch eine Zeitverschiebung um — In(b)/v/—K konnen wir b = 1/v/—K
erreichen und durch eine Streckung um y/— K und gleichzeitige Umparametrisierung
mit Faktor 1//—K ist die Losung dann

, und somit z( / V1 —e29 do fiir s > 0.

Das ist die Bogenldngen-Parametrisierung der Traktrix. Die zugehtrige Drehflédche
heiflt PSEUDOSPHARE. Man kann z(s) wie folgt ausrechnen:

d
/\/l—e—Qsds:/— 1—7“2—T
/ 21—|—u 2(1 — u?)
2u
/ 1_ 1+u2 1+u2) du
(1 —wu) 4
/(1+u2> ! /u 1+u2)? ™
1++vV1—1r2
—c—i—lnu—l—l 5 =c+lIn ( + 7ﬂ)—i—l—\/l—rQ

—c—|—1—|—Arc05h —V1-r2
also  z(s) = Arcosh —/1-

r(s)=e"*
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Im Fall ab # 0 kann man erreichen, dal a = —b oder a = b ist, indem wir s durch
s — c ersetzen: Dann ist r(s — c) = ae "V KceV=Ks 4 pev—EKee=V=Ks ynd mit
e?VEe = 4] st lae VY| = [peVTEe.

Die entstehenden Flichen

r(s) := a sinh(v —Ks), und somit z(s) := / \/1 + a2K cosh?(vV—Ko) do;
0

r(s) := a cosh(v—Ks), und somit z(s) := / \/1 + 2K sinh*(V—-Ko) do
0

nennt man FLACHEN vOM KEGELTYP bzw. vom KEHLTYP.

54.4 Geoditische Koordinaten der Poincaré’schen Halbebene

Die POINCARE’SCHE HALBEBENE M ist die oberer Halbebene {(z,y) € R? : y > 0}
versehen mit der Riemann-Metrik g : (ds)? = y—lz((clac)2 + (dy)?).

Wir wollen geodétische Koordinaten fiir sie finden. In werden wir eine Me-
thode kennenlernen diese mittels Geodéten zu konstruieren. Es zeigt sich, daf} die
Geoditen die Kreise mit Mittelpunkt auf der x-Achse sind, also jene Kreise, die
die z-Achse rechtwinklig schneiden. Die Kreise durch oo sind dabei die zur y-Achse
parallele Geraden. Wir wollen letztere nach Bogenlédnge parametrisieren. Sei also
¢(t) := (z,t). Dann ist die Bogenlidnge

0 = 160l = [F =m0

mit Umkehrfunktion ¢(s) = e®. Als Parametrisierung von M verwenden wir nun

w:(r,0)— (0,¢e").

0= (2 o)

und fiir die Koeffizienten der Metrik erhalten wir:

E=g(0,0,0r0) =1, F=g(0rp,000) =0, G =g(Opp,0pp)=c""".

Die Ableitung von ¢ ist somit
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Es gilt somit

VG(0,0) =1, %\/E(o,e) =-1, K= L (6)2 VG =-1.

54.5 Geoditische Koordinaten der Pseudosphire

Die Pseudosphiire ist die Drehfliche M die bei Rotation der Traktrik
1 14+ 4/1—p?
7':p»—>z:A1rcosh(f)—\/1—p2zlnu—\/l—p2 fir0<p<l1
P P

um die z-Achse entsteht (siehe ) Die Bogenldngen-Parametrisierung der Trak-

trix ist durch p = e~* gegeben und beschreibt nach | 57.3.4 | eine Geodiite (einen Me-
ridian) auf der Pseudosphére. Geodétische Koordinaten erhalten wir somit durch:

o(r,0) := (e "cosf,e " sinf, T(e”")).

Die Ableitung von ¢ ist

—e "cosf —e "sind
o'(r,0) = —e"sinf e "cosh
—e "T'(e™") 0
und wegen 7/(p) = — Y L gind die Koeffizienten der Metrik

p

E=(0,0,000) =1, F={(0:0,090) =0, G=(9gp,0pp) =€

und somit wie in

o 1 /8)\°
VG(0,0) =1, E\/é(o,e):q, K:—ﬁ (m) VG =-1.

Diese Koordinaten stimmen mit den in konstruierten fiir die Poincaré’sche
Halbebene iiberein, also erhalten wir wie folgt eine Isometrie der Teilmenge {(x,y) :
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y > 1} der Poincaré’sche Halbebene auf die Pseudosphire:

Poincaré’sche Halbebene Pseudosphére
(@) (2, saz ()
(6,€e") (e7"cosf,e "sinb, T(e”"))
/
\ (r6)
R2

Dies kann auch mit einer direkten Rechnung verifiziert werden.

54.6 Geoditische Koordinaten der hyperbolische Scheibe

Die hyperbolische Scheibe ist nach die offene Einheitsscheibe D := {z € C:
|z| < 1} versehen mit der Riemann-Metrik

1

(ds)? = ——————((dz)? + (dy)?).

g : (ds) (1_(x2+y2))2(( )+ (dy)7)

Wieder wollen wir die Methode aus verwenden um geodétische Koordinaten
zu bestimmen. Es sind die Geoditen jene Kreise (und Geraden), die den Einheits-

kreis orthogonal treffen. Wir wollen die Geodéaten durch 0 wieder nach Bogenlidnge
parametrisieren. Sei also ¢(t) := (¢,0). Dann ist die Bogenldnge

dt 1 1+¢
— / — — — _
s(t)—/|0(t)\c(t) dt_/l—t2 21n<1_t>

mit Umkehrfunktion ¢(s) = E;Z: = tanh(s). Als Parametrisierung von D verwen-
den wir somit

¢ : (r,0) — (0, tanhr) — (tanhr cos @, tanh r sin §).
Deren Ableitung ist

¢'(r,0) = (
und fiir die Koeffizienten der Metrik erhalten wir:
E=g(0rp,00p) =1, F=g(0,0,000) =0, G = g(dpep,dpp) = cosh’r.
Es gilt somit

) 1 [0\
VG(0,60) =1, 5@(0,9):0, K:—ﬁ (m) VG = -1.

Dies sind gerade die Koeffizienten einer Fliche von Kehltyp mit Koordinaten

r(s) = % (e* +e™®) = coshs und z(s) := /Os V1—r/(0)?do

aus . Also erhalten wir analog zu eine Isometrie der hyperbolischen
Scheibe mit einer Fliche von Kehltyp.

cosf/ cosh®r  —tanhr - sinf
sinf/ cosh?r  tanhr - cosf

192 andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008



54. DREHFLACHEN 54.9

54.7 Eine andere Beschreibung der hyperbolischen Scheibe

Wir wollen die hyperbolische Scheibe nun durch einen Diffeomorphismus so ver-
zerren, dafl die Geodéten genau die Geraden werden. Dieser Diffeomorphismus soll
die Scheibe invariant lassen und ihren Mittelpunkt und ihren Rand punktweise fix
lassen. Dazwischen miissen wir also die Kreise die den Rand orthogonal treffen
so deformieren, daf} sie Geraden durch die gleichen Schnittpunkte mit den Rand
werden. Eine elementar-geometrische Uberlegung zeigt, daf8 dies in Polarkoordina-
ten durch (r,0) — (%, ) erreicht wird. Unseren gewiinschten Diffeomorphismus
erhalten wir also durch folgende Zusammensetzung:

(r,0) (1252,0)
Ikart.Koord.
(V22 + 42, arctan ¥) (% cosﬁ,%sinﬁ)
pol.Koord‘I
(.9) (7t )

Beachte noch, dafl die Ableitung von r +— 1i:2 durch r — % und die Umkehr-

funktion durch brﬂ —ir gegeben ist (die Wahl der Losung der quadratische
Gleichung ergibt sich dabei aus r < %) Beachte aber, dafl wir auf diese Wei-
se keine geoditischen Koordinaten erhalten, denn dazu miiiten wir die radialen
Geodéten wie in zuriickparametrisieren.

54.8 Die Poincaré’sche Halbebene ist isomorph zur hyperbolischen Schei-
be

Wir betrachten die Mébius-Transformation p : z +— (az +b)/(cz + d), die folgende
speziellen Werte hat:

O— —i, +—0, =+l =+1, o0+1.

Aus diesen Gleichungen erhalten wir: d = ib, b = —ia, ¢ = —ia und wegen 1 =
ad — be = 2a? schlieflich a = d = 1/y/2 und b = ¢ = —i/+/2, oder (wenn wir mit
iv/2 erweitern)

iz+1

— —.

Z+1
Sie bildet die obere Halbebene auf die Einheitsscheibe ab. Ihre Umkehrfunktion ist
durch w — (w +4)/(iw + 1) gegeben. Wenn wir nun die hyperbolische Metrik auf
D mittels p auf die obere Halbebene zuriickziehen, so erhalten wir die Metrik:

/ W (2)] |v] vl
|U|Z - |/’[’ (Z)U|H(Z) - 1— |,LL(Z)|2 |U| - Z(f— Z) - 23111(2)

Dies ist bis auf den Faktor 1/2 die Metrik der Poincaré’schen Halbebene aus .
Also ist die Poincaré’schen Halbebene isometrisch diffeomorph zur hyperbolischen
Scheibe

54.9 Minimale Drehflichen

Wir wollen jene Drehflichen bestimmen, die H = 0 erfiillen, also lokal minimale
Oberfléche haben (siehe dazu Abschnitt ) Da die beiden Hauptkriimmungen
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" / . .. . . . .
—Z und % sind, miissen wir das Differentialgleichungssystem rr = (2/)? = 1 —

(r")? 16sen. Dies ist #iquivalent zu

2
(%)” =rr" 4 (+")? = 1 mit der allgemeinen Losung r(s)* = (s 4 a)? £ b*.

Nach Zeitverschiebung erhalten wir a = 0 und 2r(s)r’(s) = 2s. Der Fall —b? kann

nicht eintreten, denn dann ist r'(s) = o = ﬁ > 1 ein Widerspruch. Fiir
b = 0 erhalten wir (nach einer Spiegelung) die Losung r(s) = s und z(s) = 0, eine

Ebene. Fiir r(s)? = s? + b mit b > 0 erhalten wir 2(s) = [; /1 —1/(0)?do =
JoA/1- Uf—jbzdo =/ ﬁda = b Arsinh(s/b), d.h. s = bsinh(z/b) und r =

by/1 + sinh?(z/b) = bcosh(z/b). Dies ist also gerade die Bogenlingen-Parametrisierung
der Kettenlinie r/b = cosh(z/b).

55. Regelflaichen und Torsen

55.1 Definition (Regelflichen und Torsen)

Unter einer REGELFLACHE versteht man eine 2-Fléche, die sich lokal durch ¢ :
(s,0) — ¢(0) + s w(0) parametrisieren 1&8t, d.h. durch Transport der Gerade mit
(sich #ndernden) Richtungsvektor w lings der Kurve c¢. Damit ¢ reguldr ist muf
man offensichtlich voraussetzen, dafi ps(s,0) = w(f) und @y(s,d) = () + s w'(0)
linear unabhéngig sind. Durch jeden Punkt einer Regelfliche geht also ein Gera-
denstiick s — ¢(0)+s w(0). Diese Gerade heifit ERZEUGENDE. Ist der Normalvektor
léngs jeder Erzeugenden konstant, so spricht man von einer TORSE.
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55.2 Bemerkung

Wir wollen nun die Parametrisierung ¢ : (s,0) — ¢(0) + s w(6) einer Regelfldche in
3 Schritten noch etwas verbessern.

1) O.B.d.A. |w|=1, denn

mit @(0) := ——=, 3(s,0) := s|w(h)]

Alle diese Annahmen wollen wir im folgenden an die lokale Parametrisierung einer
Regelflache stellen.
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55.3 Ein Begleitbein fiir ¢

Wir haben in jedem Punkt 6 der Kurve ¢ die Orthonormalbasis (c'(0),w(0), ve(s))
des R3. Dabei sei M so orientiert, da8 diese Basis positiv orientiert ist. Wir wollen
fiir das Begleitbein (¢, w,v := v oc¢) der Kurve ¢ das Analogon zu den Frenetschen
Ableitungsgleichungen herleiten, d.h. die Ableitungen dieser Vektoren in eben dieser
Basis ausdriicken. Dazu beachten wir noch, dafl v'(8) = Tv-¢'(0) = L ¢/(0) ist, und
rechnen:

1= (w,w)=(,c) = (v,v)
= 0= (w,w)={("c)={" v)
p(0) (", w)(0) = —(c/,w')(0)
Sei ¢ (@) = (", v)(0) =—(,v')(0)
q(0) = (w',v)(0) = —(w,v")(0)
c’ (", wyw + (", v)v =pw+rv
= w’ (w', Y + (W', v)v=—pcd +qu
v W, Y + W wyw=—-rcd —quw
c 0o p r d
Kurz also: — |w ] =-p 0 ¢ w
v —-r —q 0 v

Obige Rechnung 148t sich auch fiir eine nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve
c auf einer allgemeinen Flédche durchfithren. Dann ist w ein tangentiales Einheits-
Vektorfeld, welches normal auf ¢’ steht. Die Funktion p heifit dann auch GEODATISCHE
KRUMMUNG,  NORMALKRUMMUNG und ¢ RELATIVE T'ORSION von c.

Fiir unsere Parametrisierung bedeutet das:

p=c+sw

Ps =W

po=c +sw = +s(—pc +qv)=(1—-sp) +squv
Ps,s =0

pso=w' =—pc +quv

Somit sind dies geodétische Koordinaten mit

E=1, F=0, G=(1-sp?+(sq)? D)*=EG-F?’=G

1
€= 75 det(gﬁs,(pg,@&s) =0

1 0 1—sp —p q
[ = D det(ps, vo, ¢s,0) = D (1) 0 0] = D
sq q

Die Gaufl-Kriimmung einer Regelfléiche ist somit

Rt AU 'S

EG-F° @ ((=sp’+ G022~ 0

Die Erzeuger s — sw(d) sind als Geraden natiirlich Asymptotenlinien.

Beispiele.
Regelfléchen sind z.B:
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1. Mébiusband: ¢(s,6) := ((2 — ssin §) cos 6, (2 — ssin §) sin 6, s cos §).

2. Pliickers Kegel: z = % mit Erzeuger z =konstant, d.h. £ = %:I: 1/ z% —1.
Bzw. parametrisiert durch ¢ : (s,60) — (0,0,sin(26)/2) + s - (cos8,sin 6, 0).

3. Helicoid oder Wendelfléche: tan 2 = £ mit Erzeuger z = konstant, d.h.
Y = tan 2.

4. hyperbolisches Paraboloid: z = 2—; - g—;, oder parametrisiert durch ¢ :

(t,s) — (a(t+s),£bs,t? +2ts)
5. einschaliges Hyperboloid: i—z + &5 — f—z = 1, oder parametrisiert durch ¢ :
(t,s) — (a(cost F s sint),b(sint £+ s cost), £cs).

i
4

Beispiele von Torsen sind:

6. (verallgemeinerter) Kegel; parametrisiert durch ¢(s, ) := ¢o + s w(@) fir
s # 0 mit w'(s) x w(s) # 0.

7. (verallgemeinerter) Zylinder; parametrisiert durch ¢(s, 8) := ¢(0) 4+ s wo mit
wo X ¢/ (s) #0.

8. Tangentialfliche einer reguliren Raum-Kurve ¢ mit nirgends verschwinden-
der Kriimmung K; parametrisiert durch ¢(s, ) := ¢(0) + sc/(0) fir s # 0.

55.4 Satz (Charakterisierung von Torsen).
Fiir eine Regelfliche M, parametrisiert durch ¢(s,0) = ¢(0) + sw(0) mit w L ¢
und |w| =1 =1d|1, sind folgende Aussagen dquivalent:

1. M ist eine Torse;
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K=0;

Die relative Torsion q(0) := (w'(0),v(0)) =0 fir alle 6;

L(s,6)w(0) =0 fiir alle 0 und s(= 0);

w(8) ist Hauptkriimmungsrichtung im Punkt p(s,0) fir alle 6 und s(=0);
w'(0) € Ty(s,0yM fiir alle 0 und s(= 0);

SOt N

Beweis. Es ist ¢, = w, g = (1 — sp)c’ + sqv und somit
_ o x@s o (sp(0) —1)v(B) +5q(0) C(0)
th(s,e) EsEeRsaCl - 2 2 2
Vs2q(0)? + (sp(0) — 1)

|<)09 X SOS|

(1 & 3) Es bleibt v genau dann konstant lings jedes Erzeugers, wenn (pp X
©vs)(s,0) = (sp(0) — 1) v(f) + sq(f) ' (0) konstante Richtung bei variierenden s
hat, also wenn (sq(f)) : (sp(6) — 1) = q(f) : (p(f) — L) konstant in s ist, d.h.
q(0) = 0 ist.

2
(3 =4 2) Klar, da K = — (m) nach .
(1= 4) Loy w(0) = v(c(0) + su(8)) =0.

(4 = 3) Klar, da Lw € TM und (w, Lw) = K(s — c(0) + sw(Q)) = 0. Also gilt
Ly0,0) - w(f) =04 0= (Lw,c) = (w, Lc') = (w,v") = —(w',v) = ¢ wegen .
(4<5) Aus Lw = Aw folgt A = (w, Lw) = 0, wie in (4 = 3)

(3¢ 6) Esist w'(0) € Ty5,00M < 0= (w'(0),(¢o X vs)(s,0)) = (quv —pc,(sp—
Dv+sqgc)=—qf) fir s=0. O

55.5 Folgerung (Verschwindende Gauf3-Kriimmung).

Eine Fldche ohne Nabelpunkte ist genau dann eine Torse, wenn die Gaufs-Krim-
mung tberall verschwindet.

Beweis. Da keine Nabelpunkte vorliegen existiert nach eine Parametrisierung
© nach Kriimmungslinien. Wegen K = 0 sei O.B.d.A. 0 = Kyps = L - p,. Wir
konnen ¢ noch mit einen Diffeomorphismus der Form h; x hg umparametrisieren
um fiir die neue Parametrisierung |p:(¢,0)] = 1 = |ps(0,s)| zu erreichen. Wir
behaupten, dafl fiir diese nun s s = 0 gilt, also ¢(t,5) = ¢(t,0) + sps(t,0) eine
Regelfliche beschreibt und wegen ist diese sogar eine Torse.

Esist vy, = L @, = 0 und (ps|v) = 0 also (ps s|v) = —(ps|vs) = 0.

Weiters ist {(p¢|ps) = 0und vy = L-op = Ky # 0. Somit ist {ps|ve) = (ps|K1ps) =
0, also

1 1
<§Os,s|§0t> = E<4ps,s|l/t> = _E<<Ps‘l/s,t> =0.

Schlielich folgt aus |¢s(s,0)] = 1 und {@s|vs)e = 2{ps|@s.t) = —2{ps s|lp) = 0 und
somit (ps|ps) =1, also auch (p; s|ps) = 0. O
Bemerkung

Fiir Flachen mit Nabelpunkten ist obige Folgerung nicht giiltig. Ein Beispiel einer
Flache mit K = 0, die aber keine Torse ist, findet sich in [51, S.53].

55.6 Lemma (Schmiegtorse).
Sei ¢ eine Kurve in einer Fliche M, fiir welche es ein Vektorfeld w in T M lings c
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gibt, mit W(c'(t),w(t)) = 0 und {c/(t),w(t)} linear unabhingig fir alle t. Dann ist
(s,0) — c(0)+ sw(B) eine Torse, die sogenannte SCHMIEGTORSE, da sie die Fliche
langs ¢ beriihrt.

Die Existenz so eines Vektorfelds w ist unter der Voraussetzung, dafi K(c'(t)) #0
fiir alle t, gewdhrleistet.

Beweis. Es sei K(c/(t)) # 0 fiir alle ¢. Sei w ein Vektorfeld in TM lidngs ¢ wel-
ches punktweise linear unabhéngig von ¢’ ist (also z.B. w(t) = /(t) x v(c(t))).
Wir machen den Ansatz w(t) := w(t) + A(t) ¢ (¢). Dann ist auch w punktweise li-
near unabhiingig von ¢’ und tangential an M. SchlieBlich ist 0 = I(c/(¢),w(t)) =

H(c’(t),w(t) +A(t) c’(t)) - H(c’(t),w(t)) +A(#) K(c'(t)) (also das gesuchte Vek-

_ I @0e)

torfeld w) genau dann, wenn A(¢) INCIO)

Sei nun w so ein Vektorfeld und 0.B.d.A. |¢/(¢)| = 1 = |w(t)|. Dann parametrisiert
¢ :(s,0) — c(0) + sw(P) fiir s nahe 0 eine Regelfléche, denn

ps(s,0) = w(0) und (s, 0) = c'(0) + sw'(0)
={s(0,0),p9(0,0)} ist linear unabhingig.

Diese Regelfliche ist sogar eine Torse, d.h. nach K = 0, denn mit v(t) :=
v(c(t)) erhalten wir

1 1
e =~ det(pa, 00, ) = —pdet(w, ¢+ 5w',0) =0

1 1
f = _B det(g087 ©o, 4108,9) = _B det(w7 cl + Sw/7 ’LU/)

1 ! I /
=5 det(w, ', (w'|v)v) = (wlv’) det(w, d,v) = (wT,c) det(w,c’,v) =0
_ 9= f
= K= EG_ 2 =0.
Oder kiirzer: ¢ = (v,w’) = —(v',w) = —((voc),w) = —(L,w) = —1I(d,w) =
0. O

55.7 Folgerung.
Die tangential an eine Fldache M liegende Normale an eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Krimmungslinie ¢ von M erzeugt eine Schmiegtorse.

Beweis. Fiir ein normales Tangentialvektorfeld w an ¢ gilt I(c',w) = (L', w) =
K(){d,w) =0. O

55.8 Proposition.
Eine Kurve ¢ auf einer Fliche M 1ist genau dann eine Krimmungslinie, wenn
o(s,0) :=c(0) + sv(c(0)) eine Torse parametrisiert.

Beweis. Offensichtlich parametrisiert ¢ eine Regelfliche mit w(6) := v(¢(9)). Die
Kurve ¢ ist genau dann Kriitmmungslinie von M, wenn zu jedem 6 ein \ existiert
mit L - /(8) = A\'(0). Wegen L-c'(8) = (voc)' () = w'(9) ist das genau dann der
Fall, wenn w'(0) € TM, da (w',w) = 0, also nach genau dann wenn ¢ eine
Torse parametrisiert. O

Beispiel.
Fiir die Breitenkreise auf Drehfléchen sind diese Torsen offensichtlich Kegel und fiir
die Meridiane sind sie Ebenen.
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55.9 Lemma (Generische Torsen).
Jede Torse ist in einer offenen und dichten Teilmenge lokal ein Zylinder, ein Kegel
oder die Tangentialfliche an eine Kurve.

Beweis. Sei ¢(s,6) = ¢(0) + sw(f) eine lokale Parametrisierung einer Torse mit
|| =1 = |w|und ¢ L w. Falls w lokal konstant ist, so ist M lokal ein Zylinder. Falls
andernfalls 0 # w'(= qv —p ) gilt, so ist fiir Torsen p = —(w’, ') # 0 wegen ¢ = 0
nach . In diesem Fall versuchen wird die Regelfliche so umzuparametrisieren,
daB || = 1 = |w| und ¢ L w’ gilt. Dazu machen wir den Ansatz @(§,6) =
¢(0) + sw(0) = ¢(s,0) mit ¢(0) := c(8) + g(0) w(f) und § = s — g(0), wobei

0= (w'(9),¢(0)) = (w'(9),c(9)) +g(0) (w'(0),w'(9)) +4'(0) (w'(6),w(0)),
—_—
—p(0) p(0)2+4q(6)2 0

d.h. g := —=E—. Die Kurve ¢ heifit auch Striktionslinie der Regelfliche.
pe+q

Wir kénnen nun noch wie in erreichen, daf |&| = 1 gilt.

Fiir jede Torse gilt ¢ = 0 nach . Somit ist ¢(6) = ¢(0) + w(f) und

_1
p(0)

. / o p'(6) P'(0)
c¢0)=c(0)+ 0 w'(9) (0 w(6) () w(h)
p(0) c'(6)

Es ist also die Striktionslinie ¢ genau dann konstant und somit M lokal ein (verall-
gemeinerter) Kegel, wenn p’ = 0 gilt. Falls andererseits p’ lokal nicht verschwindet,
dann ist ¢ reguldr und & proportional zu w, also M lokal die Tangentialfliche zu
¢. Die Menge der 6, wo eine der folgenden drei Bedingungen gilt, ist offensichtlich
offen und auch dicht,

1. p =0 lokal (dann ist M lokal ein verallgemeinerter Zylinder);
2. 0 # p lokal konstant (dann ist M lokal ein verallgemeinerter Kegel);
3. p(0)p'(0) # 0 (dann ist M lokal eine Tangentialfliche):

Falls néamlich eine Umgebung von 6y im Komplement dieser Menge liegt, so ist
pp’ = 0 lokal und somit, falls p(6) # 0 ist, p’ = 0 lokal um 6, d.h. p lokal konstant
wiére, ein Widerspruch. O

55.10 Taille, Striktions- oder Kehl-Linie

Wir wollen nun noch andere Beschreibungen der Striktionslinie aus einer nicht
zylindrischen Regelfliche geben. Es seien zwei windschiefe Geraden ¢ — a; + tw;
fiir j = 0,1 gegeben, d.h. wy x we # 0. Der Abstand zweier Punkte mit Parameter
to und ¢; auf ihnen ist

d(toﬂfl) = |(l0 —a1 + t()’wO — t1w1|.

Der kritische Wert muf3

0= Ed(tO»tly = (ag — a1 + towo — tywr,wp) und
0

d
0= %d(to,tl)z = (ap — a1 + towg — twy, we)
1

erfiillen. Wegen

det <§$§ng§ :égijgfi) = —((wo, wo) (w1, w1) — (wo, w1)?) = —|wo x wi|* # 0
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existiert eine eindeutige Losung und zwar ist

<U0,ao - a1><v1,v1> - <v1,a0 - CL1><UO,U1>

to =
(wo, w1)? — (wo, wo) (w1, wr)
_ {(v1, v1)vo — (vo, v1)v1, a0 — a1)
|w0 X ’LUll2
_ (v1 X (vg X v1),a0 — ay) _ det(vy,v9 X v1,a0 —ay)
|w0 X w1\2 |w0 X ’LU1|2
Sei nun ¢ : (s,0) — ¢(f) + sw(f) Parametrisierung eine Regelfliche mit |w| = 1

und w’(#) # 0. Dann ist der Punkt auf dem Erzeuger durch ¢(6) der vom Erzeuger
¢(0 + &) minimalen Abstand hat, durch

«(60) — det(w(0 + &), w(0) x w(f +¢€),c(0 +¢) — c())
[w(6) x w(f + €)|?
gegeben. Es gilt

lim det(w(f +¢),w(0) x w(f@ +¢€),c(0+¢) — c()) _

w(0)

e—0 lw(0) x w(f +¢)|?
det(w(0 +€),UJ(0) % w(9+€)7w(9), c(0+6)7c(9))
e lw(8) x w(9+€)—w(9)|2
_ det(¢(6), w(0), w(6) x w'(6)) _ {¢'(6) x w(B), w(®) x w'(6))
|w(8) x w'(0)[2 |w(0) x w'(0)?
_ ((8), w(8))(w(B), w'(6)) — ('(6), w'(6))(w(B), w(h))
|w(8) x w'(6)[?

_ (), w'(0))
lw(6) x w'(6)?
Dabei haben wir die Identitéten:
det(a,b,c) = {a x b, c)
x (b xc)={a,c)b—{a,b)c
(a x bycxdy = (a,c)b,d) — {(a,d)(b,c)

verwendet. Dabei folgt die erste Gleichung durch Interpretation als Volumen des
Parallelipipeds; die zweite, da a X (b X ¢) normal auf b x ¢ und damit im Erzeugnis
({b, c}) liegt; die dritte durch

(a xb,cx d) = det(a b,c x d) = det(b,c x d,a) w (bx (cxd),a)

(2)

((b dyc — (b, c)d,a) = {a,c){b,d) — (a,d)(b,c).

Der Grenzpunkt

<C’7 u)//>2 (9) w(e) _ 6(9) +

|w x w

p(9)
—————w(l
2@7 + a@7 "
heiflt der ZENTRALE PUNKT am Erzeuger. Die Verbindungskurve der zentralen
Punkte ist genau die Striktionslinie.

c(0) -

Wir wollen nun die Punkte der Erzeuger mit minimaler Gau-Kriimmung K =
—(g/((1 = sp)* + (s q)2))2 bestimmen. Dazu miissen wir s(6) so bestimmen, dafl
der Nenner 1 — 2sp(6) + s* (p(6)* + ¢(#)?) > 0 moglichst klein wird, d.h. s(§) =
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p(0)/p(0)? + q(0)%. Diese Punkte sind also genau die zentralen Punkte und fiir die
GauB-Kriimmung in diesen Punkten gilt:

o q 2__ a(*+¢*)*\’
K= ((11)2)2+( pq )2) - <q4+p2q2>

o <p<9>2:?;:;<29>2>2 o

Insgesamt haben wir also folgendes Theorem gezeigt:

55.11 Theorem (Kehllinie).

Die Gauf-Krimmung einer Regelfliche mit w'(0) # 0 ist auf den Erzeugern genau
2
in den zentralen Punkten von mazximalem Betrag und zwar K = — (W) .

Die zentralen Punkte sind gegeben durch:

und sind genau jene Punkte x, wo w' L T,.M, bzw. jene, die infinitesimal von
benachbarten Erzeugern minimalen Abstand haben. O

55.12 Satz Chasle 1839.
Sei M eine Regelfliche, ¢(0) der zentrale Punkt, dann gilt

tan <I(1/c(o), Ve(0)+s w(O)) = =S q<0)'

Es ist also der Anstieg der Normalen relativ zur Normalen im zentralen Punkt
proportional zur Distanz vom zentralen Punkt.

Beweis. Sei also = := ¢(0) ein zentraler Punkt.

w'(0) LT, M = 0=, ¢) = d)=—(wc")=-p
= (s,0) ='(0) + sq(0)v(0)
Ps X Ps (8,0)

‘@0 X 905‘

1 /

o i — 1000

= 14 522(0) v(s,0) = Ve(o) — s q(0) €(0)
tan <(Vy(0,0)s Ve (s,0)) = —5q(0) O

= Vo(s,0) =

I
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56. Minimalflichen

56.1 Definition (Minimalfliche)

Eine Fldche heifit MINIMALFLACHE, falls sie (lokal) ein kritischer Punkt fiir die
Oberfléche ist, d.h. wenn wir sie nur lokal (bzw. auf einem kompakten Teil) variieren.
Wir brauchen also nicht die gesamte Oberfléiche (die unendlich sein kann), sondern
nur jenen Teil, der sich d&ndert, betrachten.

Nach [57, 8.1.5] ist die Oberfliche einer durch Parametrisierung ¢ : R O K —
M C R? mit kompakten .J-mebaren K durch

vol(M) := /K |01 % D200l

gegeben, also

vol(M) = /K V101102017 = (1102} = /K vEG-
:/ \/det((gi,j)i,je{l,Q})’
K

wobei g; ; = (g:|g;) die Koeffizienten der ersten Fundamentalform mit g; := ;¢
sind. Allgemeiner gilt fiir parametrisierte Hyperflichen M C R™, daf} ihr n — 1-
dimensionales Volumen durch

vol(M)z/K det((gi,5)i,5)

gegeben ist.

56.2 Satz, [65].
Eine Fliche ist genau dann eine Minimalfldche, wenn H = 0.

Beweis. Das vorliegende Variationsproblem besteht also darin, die lokalen Minima
der Funktion M +— vol(M) := [, ,volys € R zu bestimmen. Sei die Fliche M ein
kritischer Punkt dieses Funktionals. Jede in der Ndhe von M liegende Fliche 13t
sich per Definition als {z+ f(z)v(x) : x € M} mit einer reellwertigen glatten Funk-

tion f: M — R mit kompakten Tréiger darstellen. Somit muf} % vol(M*) =0
t=0
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sein, wobei M* die Fliche {z+1 f(z)v(z)} ist. Dazu miissen wir & | volps+ bestim-

men. Wir wéhlen eine lokale Parametrisierung ¢ : U — M von M mit zugehorigen
lokalen Koordinaten (ul,...,u™). Eine lokale Parametrisierung von M® ist dann

' (u) = p(u) + 1 f(p(u))v(p(u)). Lokal ist

volpre = y/det(gf ;) du' A - A du™,

dti= 0 =0+ 1(0f 00 o) + (o) 0o )

und g; ; := (gi, g;). Also ist

£lyot = (000 o+ (o) L0w)) = (8 -0+ Lia)

Somit ist

wobei

% ‘O gfvj = <g“ % |0 g§> + <% |0 gfvg]>
. (<L<aiso>,ajso> (0, LD, >>) 2,

und weiters

1
det(g; ;) spur ( (gi;) (& ‘?,>
i et o ((0) G |y o)

_ \/cm(f ° ) spur ((gi,j)l(hm)>
= Jdet(gi,)(f o) spur L
= m\/m(fo‘#’) H.

Dabei haben wir verwendet, da8 det’(A)(B) = det A - spur(A~1B). Also:

N | =

% ’0 det(gf,j)

% ‘0 volpre = mf H volyy

SchluBendlich gilt:

d ty _ d _ d
a ’t:O VO](M ) = aq |t:0 /VOlMt = /% |t:0 VOlMt

=m / f Hwvolyy.
M
Soll das fiir alle in der N&he von M liegenden Flidchen gelten, d.h. fiir alle f : M —
R, so mufl H = 0 sein (wéhle f = H) und umgekehrt. O

56.3 Plateausches Problem

Sei ¢ : S' — R3 eine einfachgeschlossene rektifizierbare Kurve. Gesucht ist eine
Minimal-Fliiche ¢ : D — R3 mit p(S?) = ¢(S'). Rado Douglas 1930 haben gezeigt,
daB es eine Losung mit eventuellen, isolierten Singularitéten gibt. [80] zeigte, dafl
die absoluten Minima keine Singularitidten besitzen. Nach [41] ist ¢ auch am Rand
differenzierbar, falls ¢ differenzierbar ist.

Folgendes Lemma stellt einen, wegen der Schwingungsgleichung erwarteten, Zusam-
menhang zwischen Minimalflichen und dem Laplaceoperator her.
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56.4 Lemma (Minimalfliche via isothermale Koordinaten).

Eine Fliche M ist genau dann eine Minimalfliche, wenn alle Komponenten ei-
ner (jeder) isothermalen Parametrisierung ¢ harmonisch sind.

Beweis. Eine isothermale Parametrisierung erfiillt £ = G, F' = 0. Also ist

Ge—2Ff+Eg Ele+g) e+g
EG — F? E? E
(p1,01) = E=G=(p2,02) = (p1,1,91) = (2,1, ¥2)-
(pro02) =F =0 = (p1,2,02) = —(¥1,92,2)-
= (P11 + 2,2, ¢1) = 0 und analog (p1,1 + 2.2, p2) = 0.
= i1t pe=Avund e+ g=—(p1,1+p22,v) = —(A,v) = =\

= Ap:=¢11+pe2=—(e+g)v=—2HEvmit E = |p; 2 = |<,02|2 > 0.

2H =

Daraus folgt nun H =0 < Ap = 0. O

Das fiihrt natiirlich in die komplexe Analysis, denn eine lokal definierte Funktion
R? — R ist genau dann harmonisch, wenn sie der Realteil (oder #quivalent der
Imaginérteil) einer holomorphen Funktion C — C ist.

56.5 Lemma (konforme Gauflabbildung).
Die Gauf-Abbildung einer zusammenhdingenden Fliche ist genau dann konform,
wenn M eine Sphdre oder eine Minimalfiiche ist.

Beweis. (<) Falls M Teil einer Sphire ist, so ist die Gauflabbildung proportional
zur Identitét, also konform.

Sei M eine Minimal-Flache, d.h. H = 0. Dann gilt fiir die Hauptkrimmungen
K, = — K5, und somit ist K < 0. Nun benutzen wir die charakteristische Gleichung
L?—-2H L+ K id = 0 fiir L. Also ist L? = —K -id, d.h. (Lv, Lw) = — K (v, w), und
somit ist die GauBabbildung konform.

(=) Sei umgekehrt die GauBabbildung konform, d.h. {Lv, Lw) = \(v,w), i.e. L? =
A-id. Also gilt 2H L = (K + \) - id wegen der charakteristischen Gleichung von L.
Falls in einem Punkt H # 0 ist, dann ist L = (K + \)/H -id, d.h. auf der Menge
H = 0 sind alle Punkte Nabelpunkte, also mufl nach M dort Teil einer Sphére
(oder eine Ebene) sein, und somit H konstant sein. Falls H konstant 0 ist, so liegt
eine Minimalfldche vor. O

56.6 Historisches iiber Minimalflichen

In Lagrange 1760 wurden erstmals Minimalflachen betrachtet, und zwar waren dies
solche, die Graph einer Funktion f : R? — R sind. Die Minimalflichen charakteri-
sierende Differentialgleichung ist dann

fx,:v(l + fj) - 2fwfyfz,y + fy,y<1 + sz) = 0.

Dann zeigte [65], dafl eine Fliche genau dann minimal ist, wenn ihre mittlere
Kriimmung verschwindet. Er fand auch heraus, dafl die einzigen Minimalflichen
mit Geraden als Niveaulinien die Ebene und die Wendelfliche sind, und dafl die
einzige minimale Drehfliche durch die Kettenlinie entsteht, also das Katenoid, ge-
geben durch ¢(t, s) = (acosh s cost, acosh s cost, bs), ist.
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[85] suchte nach Funktionen z = f(x,y) = g(z) + h(y), deren Graph eine Mini-

malfléiche ist und fand g(z) = —LIncosaz, h(y) = % Incosay und somit f(z,y) =

LIn(£29): In der Tat ist
fm,a: = 9”7 fw,y =0, fy,y =h"
fiir f(z,y) := g(x) + h(y) und somit ist die obige Differentialgleichung
g"(x) (L+ 1 (y)*) + h"(y) (1 + ¢'(x)*) = 0
Also ist
g'@) _ M)
L+g(x)2 — 1+W(y?

fiir eine Konstante a, also

1
glx) = - log cos(a x)

hy) = ~logcos(ay)

(u,v) — (u— — +uwv ,v—%+vu2,u2—02).

[13] gelang es schlieBlich zu zeigen, dafl die Wendelflache die einzige Minimalfliche
ist, die eine Regelfliche ist.

[98] fand die erste allgemeine Konstruktion fiir Minimalflichen.
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[8] zeigte, dal der Graph einer auf ganz R? definierten Funktion nur dann eine
Minimalflache ist, wenn er eine Ebene ist.

[101] konnte schliefllich zeigen, dafi die GauBabbildung einer Minimalfléiche, die
nicht eine Ebene ist, hochstens 6 Punkte auf der S? auslifit. Ennepers Fliche 148t
einen aus. Das Katenoid 2, Scherk’s Fliche 4, und es gibt auch Beispiele (Chen’s
und Voss’s Fliche), wo die GauBabbildung keinen bzw. 3 Punkte ausldft. Ob es ein
Beispiel fiir 5 bzw. 6 ausgelassene Punkte wirklich gibt, ist unbekannt.

Fiir dies und vieles andere mehr siehe [4].

Fiir das folgende siche auch [6, S.431]: Sei M eine Riemann-Fliche, v : M — S?
eine meromorphe Funktion und w eine meromorphe 1-Form auf M. Wir setzen

o) = e [ (1= 1) )

Po

)= e [ i1+ ()

z(p) := Re /P 2v(z) w(z)

Dann ist p — (z(p),y(p), 2(p)) eine Immersion M — R3 deren Bild eine immer-
sierte Minimalflache ist. Jede immersierte Minimalfléche 148t sich so erhalten: Die
geometrische Bedeutung von v ist die der stereographischen Projektion der Gauf3-
abbildung. Die Gau-Kriimmung ist

/ K voly = Fliache(v(M))
M

[78]. Eine symmetrischere Gestalt obiger Formeln ist: Seien w; holomorphe 1-
Formen ohne reelle Perioden, mit Z?:l wi = 0, d.h. falls w; = @;(z)dz ist, so
soll 37, 7 = 0 gelten, und 23:1 lw;|* > 0. Dann ist x; := Re([ w;) die Parame-
trisierung einer Minimalflache.

56.7 Folgerung.
Die Gauf-Krimmung einer Minimalfliche ist nirgends positiv. Es gibt keine kom-
pakte Minimalfliche im R3.

Beweis. Dafl K < 0 gilt, haben wir im Beweis von gezeigt. Und, da nach

jede kompakte Fliche im R? Punkte mit positiver Gau-Kriimmung besitzt,
gibt es keine kompakten Minimalfléichen. [

57. Geodaten

Wir wollen nun auf allgemeinen Hyperflichen das Problem der kiirzesten Verbin-
dungswege 16sen.

57.1 Definition (Geodiite)

Unter einer GEODATE versteht man eine Kurve in M, welche ein kritischer Punkt
fiir die Bogenlédnge ist.

57.2 Satz (Charakterisierung der Geoditen).

Eine Kurve c ist genau dann eine Geoddte, wenn fir eine Parametrisierung von
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c gilt: '(t) € Tc(t)ML fir alle t, d.h. die Beschleunigung nur dazu dient, dafS die
Kurve auf der Mannigfaltigkeit bleibt. Diese Parametrisierung ist dann automatisch
proportional zur Bogenlinge.

Beweis. Sei ¢ : [a,b] — M eine Kurve, 0.B.d.A. nach der Bogenlinge parametri-
siert. Diese ist ein kritischer Punkt der Bogenlidnge, wenn fiir alle 1-PARAMETER-
FAMILIED von Kurven (¢®) mit s € R, die Ableitung 4 ’s:O L(c®) gleich 0 ist.
Unter 1-Parameter-Familien von Kurven versteht man Abbildungen R? — M,
(t,s) — c*(t), welche c*(a) = c(a), c*(b) = ¢(b) V s und ¢ = c erfiillen. Berechnen
wir also diese Ableitung, wobei wir c(t, s) := ¢*(t) setzen:

b b
% s=0 L(CS) = % s=0 / |%C(t,8)|dt = / % s=0 |%C(t,8)|dt
a a

_ /blé‘?s ‘s:O (Ze(t,s), Selt,s))
a 2 | 5, 0)]
————

:/ab<§s . gtc(t_,s),gtc(t,o
:/:<gtgs [y clts), 2e(t,0
_ [<g o elts), gtc(t,o%t_a
_/:<gs o ©lts5), (5)7elt,0)) at
:0—/:<n(t),c”(t)>dtz/abh- (" voc)? = (", ")

<0 (Cauchy-Schwarz)

dt

)
,8), prelt, )>dt= (part.Integr.)
b

Wobei wir Bs

. c(t, s) =: n(t) so gewihlt haben, daf§

n(t) = h(t) <C"(t) — (" (1), v(c(t)) V(C(ﬂ)) € ToyM

gilt, fiir eine glatte Funktion & : [a,b] — R4 mit h(a) = 0 = h(b). Dies ist moglich,
da n ein Vektorfeld auf M léngs c ist, welches nur n(a) = 0 = n(b) erfiillen muf.
Die Ableitung verschwindet also fiir solche 7 genau dann, wenn in der Cauchy-
Schwarz Ungleichung Gleichheit gilt: (¢”, ") = (¢,v o ¢)?, i.e. '(t) || v(c(t)). Mit
anderen Worten, falls ¢’(t) € T,y M= fiir alle ¢.

Umgekehrt sei ¢ eine Parametrisierung, welche ¢”/(t) € T, M= erfiillt. Dann ist

insbesonders ¢”(t) L ¢/(¢) und somit (c/(¢),c(t)) konstant, also ¢ proportional zur
Bogenlidnge parametrisiert. D.h. obige Argumente sind auf ¢ anwendbar. O

Obige Fragestellung ist natiirlich ein Variationsproblem und die Methode ist jene
von Euler-Lagrange, siehe [57, 9.4.16]-[57, 9.4.18].

57.3 Beispiele

1. In einer Hyperebene sind offensichtlich die Geraden die Geodéten.
2. Allgemeiner: Die Erzeugenden einer Regelfliche sind Geodéten.
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3. Jeder Grofikreis auf der Sphére S™, d.h. Schnitt einer Ebene durch 0 mit S™,
ist eine Geodite, denn die 2.Ableitung eines Kreises zeigt zum Mittelpunkt,
also genau in Richtung des Normalvektors an die Sphére.

4. Auf einer Drehfliche sind die Meridiane Geodédten. Auch jene Breitenkreise,
welche kritische Punkte fiir den Radius sind, sind Geodéiten.

5. Auf einem Zylinder kénnen wir auch leicht Geodéten in andere Richtungen
angeben, ndmlich: ¢ — (cos ¢ ¢(t), asin ), wobei ¢ eine nach der Bogenlidnge
parametrisierte Geodite der Aquatorialsphére ist.

6. Allgemeiner: Man kann die Geodéten einer Torse leicht bestimmen, indem
man die Torse in der Ebene aufwickelt, denn dort sind sie Geraden.

57.4 Satz von Clairaut.

Auf jeder Drehfliche ist das Produkt aus dem Abstand von der Drehachse mit dem
Cosinus des Winkels zwischen einer Geoddte und dem Breitenkreis konstant ldngs
der Geodite.

cos <( Geodiite, Breitenkreis) - Radius = konst

Beweis. Sei ¢ : t — (z(t); 2(t)) € R? x R eine nach der Bogenliinge parametrisierte
Geodéte auf M, d.h. ¢’(t) L T.4) M. Es ist (z(t)*,0) tangential an den Breitenkreis
durch ¢(t) und |¢'(t)| = 1, folglich gilt

!/
(Radius - COS <I(Geodéalte,Breitenkreis)> (t
)t

) =
- %<|x(t)| -cos<z(c/(t)a <x( >>)

0
(21(?)’(%(33 ' (1)t
= (=1 <|c,((,j o] >) - (EED ( i >>

da '(t) € (T M)* und somit ¢’(¢) L (z(t)*,0) gilt. Folglich ist der behauptete
Ausdruck konstant. O
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57.5 Folgerung (Aquator auf Drehflichen).

Unter einem AQUATOR einer Drehfliche versteht man einen Breitenkreis der (lokal)
mazimalen Radius besitzt. Sei ¢ eine Geodite, welche den Aquator mit Radius po
zum Zeitpunkt 0 im Winkel v9 # 7/2 schneidet. Dann oszilliert die Geodite um
den Aquator genau dann, wenn sie einen Breitenkreis mit Radius po cos~yy sowohl
fir eint > 0 als auch ein t < 0 trifft.

Beweis. Es sei ¢ : (s,0) — (r(s)cosf,r(s)sinf, z(s)) eine Parametrisierung von
M wie in . Jeder Breitenkreis, dessen Radius ein kritischer Punkt ist (d.h. es
gilt ' = 0), ist nach offensichtlich eine Geodite. Insbesonders gilt das fiir
einen Aquator. Sei nun c(t) = o(s(t), (t)) eine Bogenléingen-Parametrisierung einer
Geodite, p(t) := r(s(t)) der Abstand des Punktes ¢(t) von der Rotationsachse und
~(t) := <«(c(t), Breitenkreis) der Schnittwinkel mit den Breitenkreis. Nach
ist p(t) cosy(t) = po cosyg =: k konstant. Die Félle cosyy = 0 und cosyy = 1
beschreiben Geodéten die den Aquator orthogonal scheiden bzw. beriihren, und
stimmen somit (wie wir zeigen werden) mit dem Meridian (der nach
eine Geodite ist) bzw. mit dem Breitenkreis (der eine nach ist) iiberein.

J_> 57.4

Sei also im folgenden 1 # cosyy # 0 und somit (z'(¢), z(¢) p(t) cosy(t) =

k = pgcosyy # 0 und 0.B.d.A. gréfler als 0. Andererseits ist

0204 = (5 (rs) (S ))orison (i) ) = st o

Wenn wir 1= |2 = [p,[2 ()2 + |gol? ()2 = B ()2 + G (0) = ()2 + (r0))?
verwenden, so erhalten wir die Differentialgleichung:

E0F =1 ()

Unser Ziel ist nun festzustellen, wo ¢ — s(¢) nicht monoton ist. Sei also tg ein
kritischer Punkt von s, d.h. §'(tg) = 0. Dann ist auch p/'(tg) = (r o s)'(to) =
r(s(to)) s'(to) = 0und 0 = (s'(t))* = 1—(k/p(t0))?, also p(to) = k = p(to) cos(7(to)),

Es hat dann s ein lokales Minimum bei ¢g, denn ¢ — s(t+to)—s(tp) mufl symmetrisch
und ¢ — 6(t +to) — 0(to) schiefsymmetrisch sein: O.B.d.A. ist ndmlich ¢y = 0 sowie
O(tp) = 0und mit ¢ : t — (s(t),8(t)) ist auch t — @(s(—t), —0(—t)) die (gespiegelte
umgekehrt durchlaufene) Geodéte mit gleicher Ableitung bei to, da s'(tg) = 0 ist.
Nach stimmen diese beiden Geoditen iiberein und, da ¢ lokal injektiv ist,
gelten die behaupteten Symmetrien. Die Geodéte beriihrt also diesen Breitenkreis
mit Radius k und bewegt sich dann auf symmetrische Weise zuriick zum Aquator.

Beachte, daf dieser Radius kein kritischer Punkt von 7 sein kann, andernfalls wire
dieser Breitenkreis nach eine Geodéte und wiirde somit mit c iibereinstimmen,
d.h. p wére konstant und v = 0, im Widerspruch zu cosvyy # 1. So ein Breitenkreis
kann also von der Geodéte nicht beriithrt werden sondern nur transversal geschnitten
werden oder sie spiralt hin (im Fall lim; .. p(t) = k). O

Beispiel. Geodiiten des Torus die am Aquator starten.

e

Beachte, daf} es hier abzéhlbar unendlich viele Geodéten gibt die zwei fixe Punkte
am Aquator miteinander verbinden.
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57. GEODATEN 58.2

58. Exponentialabbildung

Wir haben gezeigt: ¢ ist Geodéite < YVt : ¢’(t) € T,y M™*, also genau dann, wenn
folgende Differentialgleichung erfiillt ist:

() = (" (), Ve )Very = —(c' (1), L (£))veq).-
Diese wollen wir nun in lokalen Koordinaten beschreiben. Dazu entwickeln wir die
zweiten partiellen Ableitungen der Parametrisierung ¢ in der Basis (1, ..., ©m; V)
von R™:

58.2 Ableitungsgleichungen fiir Flichen.

Die zweiten partiellen Ableitungen ¢;; @ u — au‘?i;ujgo(u) einer lokalen Parame-

trisierung ¢ besitzen folgende Entwicklung in der Basis (¢1,...,0m,V):
@i, (u ZF i, = hi (W) (u),
wobei h; j == —(pi V) = (@i, Lyj) und 1"’“ die entsprechend gewdhlten Koeffizi-

enten sind, diese heiffen auch CHRISTOFFELSYMBOLE DER 2-TEN ART.

Die Christoffelsymbole Fk der 2-ten Art konnen aus den CHRISTOFFELSYMBOLEN
DER 1-TEN ART

L = (ij. ox) = 5(0;9ik + Oigr,j — Orgi;)

wie folgt berechnet werden:

= Tijug™* mit (¢"%) == (gux) ™" und gii == (1, ox)-

Beweis. Um die Koeffizienten der Entwicklung von ¢; ; zu berechnen, bilden wir
zuerst das innere Produkt mit v und erhalten (g; ;,v) =0 — h; ; - 1 fiir den Koeffi-
zienten von v. Indem wir das innere Produkt mit ¢; berechnen erhalten wir:

Lija = {pij e1) <ZP i ei(u )> +0= er]ﬁjgk,b
k=1
Durch Multiplikation mit der inversen Matrix (g"?) ergibt sich:
ZF 319" =2 3 Tijouig™” = ZF 0 =17
1=1 k=1
Es gilt:
Ok gi,j = Ok(Pis5) = (Pik> P3) + (Pis Pik)-

Durch zyklisches Vertauschen erhalten wir:

9igjk = (Pjis k) + {Pjs Pr,i)

0igk,i = (Pk.j» Pi) + (Pks i j)-

Die alternierende Summe dieser 3 Gleichungen ist

2 = 2(0k.j, i) = 0i9k,i — 0igj .k + OkGi ;- O
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58.1 Bemerkung.
Es sei M ein Fliche im R? und E, F, G die Koeffizienten der 1-ten Fundamentalform,

d.h.
g11 912\ _ (EF F d gt ¢\ _ 1 (G -F
21 G22) \F G b gt ¢**) D2 \-F E )’

wobei D := v/ FE G — F?. Die Christoffelsymbole 1-ter Ordnung haben dann folgende
Gestalt:

Lijg:= % (5i(gj,k) + 0;(gik) — 5k(gi,j))
D=y B

Tioq1:= % Ey

Pooq:= % (2F2 — G1)

Fiag:= % (2F1 — E»)

Iiog:= % Gy

Poo9:= % Go

Und fiir jene zweiter Ordnung gilt:

Ifj:=Tij1g"" +Tij2 g*"
Fil c=T110 9" + T2 g1
E G Ey —-F GE|—-2FF, +FE,
= o P e = 27
Fig :=T121 9" + T2 ¢**
B G G F_GH PG
2 D2 2 D2 2 D?
F%,g c=T291 g"" + T2 g*"

g C1) G GioF _2GE-GGi-FG,
Y22/ p2 T pr 2 D2
Fil :=T111 9" +T112g%?
F, —F FEy FE —FFE{+2FF, — FEFE,
o o ) 2 D2

Fig c=T121 9"+ T2 g*?

B, -F G E -FE+EG

T2 D2 2 D2 2 D2
F%,g :=T291 g"? +T995 g*?

Gy, —F Gy FE _—2FF2—|—FG1+EG2
B3 et g e T 212
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58. EXPONENTIALABBILDUNG 58.4

58.3 Die Differentialgleichung fiir Geodéten ¢ := ¢ o u mit lokaler Darstellung

u(t) = (ul(t),...,u™(t)) sieht in lokalen Koordinaten nun so aus:
dp  du
t) = t '(t) = -
o) = (pout) = =320 U
0%y dul duw Oy d*ul
1
= - - — — - .2
= <) Z Oou'du’ dt dt *ou out  dt> gk

i

dut du? dzul€
rk
GZ Z vigr ar e | PR

Also ist ¢ eine Geodéte, d.h. ¢”(t) € T, M=+ genau dann, wenn

du? du?
F . t) - —(t) = firk=1,...
o 2_) ) =0 firk=1,m
oder kurz:

i +ZI‘ At =0,

du®

wobei @ die Ableitung ¢ + <5-(t) nach der Zeit t bezeichnet. Dieses System

gewohnlicher Differentialgleichungen 2.ter Ordnung hat bei vorgegebenen Anfangs-
daten u*(0) und %(0) lokal eine eindeutig bestimmte Losung.

58.4 Lemma. Die Exponentialabbildung.

Zu jedem x € M und & € Ty M existiert eine eindeutige Geoddte c¢ : I — M
mit mazimalen Definitionsintervall I C R, mit konstanter skalarer Geschwindigkeit
und Anfangsbedingung c¢(0) = x, c’5 (0)=¢.

Ordnet man nun § € TM den Wert cg(1) der Geoddte ce mit Anfangsbedingung §
zu, so nennt man das Ergebnis exp(§). Die Ezxponentialfunktion exp ist auf einer
offenen Umgebung des Nullschnitts M in T M definiert. Sie ist dort glatt, hat Werte
in M und exp, := exp|r,nm : TeM — M erfillt: exp,(0,) = x und To, (exp,) =
idp, pr. Die Geodite ce mit Anfangswert € ist dann durch cg(t) = exp(t§) gegeben.

g}rm

fxr
T\,
e

Der Grund fiir die Bezeichnungsweise exp liegt darin, da8 fiir M := S' C C mit
TM = {(z,tzt) : |[z| = 1, t € R} = S! x R die Exponentialabbildung gegeben ist
durch exp(z,tzt) = xe'l. Fiir allgemeine Liegruppen anstelle von S! siehe auch

[676)

Beweis. Die lokale Formel aus fiir die Geodéitengleichung zeigt, dafi die
Existenz und Eindeutigkeit maximal definierter Geodéten c¢, sowie deren glatte
Abhéngigkeit auch vom Anfangswert &, d.hés gibt eine offenen Umgebung V' von 0
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58.5 58. EXPONENTIALABBILDUNG

in T, M und ein § > 0, s.d. c¢(t) fiir £ € V und [t| < ¢ existiert und (¢,€) — ce(t)
glatt ist.

Eine andere Moglichkeit dies zu sehen ohne dabei lokale Koordinaten zu verwenden,
geht wie folgt:
Falls ¢ eine Geodite ist, so gilt ¢ (t) = A() - ve(s), wobei

A(t) = (" (1), v(c(t)) = (c( ) (Voc (1)) = —(c, Lo d)(t) = —K(c(1)),

d.h.: ¢ ist Geodite & ' = —(/,(voc))(voc).

Waéhlen wir eine lokale Gleichung f fiir M, dann ist v = Tarad 7| d 7] grad f und macht

nicht nur auf M sondern auch lokal im umgebenden R™ Sinn. Somit ist die obige
Geoditengleichung eine gewohnliche Differentialgleichung 2.ter Ordnung am R™,
besitzt also bei vorgegebener Anfangsbedingung fiir ¢(0) und ¢'(0) eine eindeutige
Losung ¢ : I — R", welche glatt von den Anfangsdaten abhingt. Insbesonders
existiert eine offene Umgebung V von 0, in 7'M und ein 6 > 0, s.d. ¢¢(¢) fir £ € V
und [t] < § existiert und glatt in (&, ¢) ist.

Es ist noch zu zeigen, da§ die Kurve ¢ in M bleibt. Da fiir eine Losung (¢/,v o
e = (" voc)+ (d,(voc)) = 0 gilt, ist (¢,v oc) konstant und zwar gleich
(c'(0), ve(0)) = (€, v2) = 0. Somit gilt:

(f o) (t) = (grad,q) f,¢ (1)) = [grad.g f|- (vew), ¢ (8)) =0,
Es ist also f o ¢ konstant gleich f(c(0)) = f(z) =0, d.h. ¢(t) € f~1(0) = M.
Falls ¢¢ die Geoddte mit Anfangswert ¢/(0) = £ bezeichnet, so ist fiir ¢t € R die
Kurve s — c¢(ts) die Geoddte mit Anfangswert % ’s:O ce(ts) =tcp(0) =& also
gilt folgende Homogenitétsrelation
ce(ts) = cie(s).

Sein nun U := 0V, dann existiert exp(§) := ce(1) = ¢5,(1) = ¢,(6) fiir z =dn e U
und ist glatt bzgl. . Es ist somit ¢ — exp(t&) = ci¢(1) = ce(t) die Geodéte mit

Anfangswert &, weiters exp(0,) = co, (1) = z und Tp, exp, £ = & . exp,(t§) =
a |, ce(t) =¢ O

58.5 Geoditische Polarkoordinaten

Wir kénnen nun die Existenz lokaler Koordinaten ¢ mit £ = 1 und F' = 0 auf jeder
Riemann-Fléiche zeigen.

Wegen Ty, exp, = idr,ar, ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus von 7, M nach
M und wir somit eine ausgezeichnete bei x zentrierte Karte exp,. Um diese in
Koordinaten zu beschreiben wihlen wir einen Einheitsvektor v € T, M und einen
(der beiden) Normalvektoren v € T,,M und betrachten Polarkoordinaten

(r,9) = 7 - (cos(?) - v + sin(d) - vF)

=:w(9)

und erhalten eine Parametrisierung (fiir r # 0)
w:(r,0)— exp,(rv(¥)) mit ¢(0,0) ==z

Somit ist t — @(t,9) = exp(tv(d)) die (wegen |v(f)] = 1) nach der Bogenlinge
parametrisierte Geodite mit Anfangswert v(9) € T, M, eine sogenannte RADIALE
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58. EXPONENTIALABBILDUNG 58.5

GEODATE. Also gilt:

E = |()0T‘2 = |’[)9|2 = 1 = <SO,,‘7SO,,‘)0> = 0 N
rp LTM = (prr,p9) =0
0

= F.= <<)07'a 4106> = <§0r,ra 4109> + <§0r7 4109,r> =0.

ar
AuBlerdem ist ¢(0,60) = z und somit ¢y(0,0) = 0, also F' = (p,(1,0),pe(r,0)) =
(pr(0,80),0(0,0)) = 0. SchlieBlich ist G = {pg, pg) > 0.

Die geschlossenen Kurven 6 +— ¢(r, ) nennt man GEODATISCHE KREISE mit Radius
r. Diese sind natiirlich im allgemeinen keine Geodéten!

Beispiele von geoditischen Polarkoordinaten.

Sphire

m Torus

Paraboloid

Hyperbolisches Paraboloid

Einschaliges Hyperboloid

Zweischaliges Hyperboloid

Wendel-Flache

Katenoid

2933933333333

Enneper

Pseudosphére

Mobius-Band

Pliicker-Kegel
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58.6 58. EXPONENTIALABBILDUNG

° m Sherk-Flache

58.6 Satz. Geoditische Parallelkoordinaten.

Die Koeffizienten einer Riemann-Metrik haben genau dann lokal die Gestalt E =1,
F=0und G >0, wenn t — ¢(t, s) nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddten
sind, welche die Kurven s — ¢(t, s) orthogonal schneiden. Insbesondere ist also die
Linge der Segmente dieser Geoddten von t = t1 bist =ty gerade to —t1, und somit
unabhdngig von s.

Zu jeder Kurve c : R — M existieren lings c eindeutig bestimmte lokale Koordinaten

© mit obigen Eigenschaften und ©(0,s) = c(s).

Fiir einen geodatischen Kreis ¢ sind das gerade die geodéatischen Polarkoordinaten

aus .

Beweis. Zuerst die Existenz: Dafiir wéhlen wir ein Einheitsvektorfeld £ ldngs c,
welches normal steht auf ¢ und definieren eine Abbildung ¢ : R? — R3? durch
@(t,s) = exp)(t(s)). Dann ist ¢(0,s) = c(s) und t — (t,s) ist die bo-
genldngenparametrisierte Geoddte mit Anfangsvektor £(s). Also gilt: ¢4(0,s) =
' (s) sowie (0, s) = &(s) und somit ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus.

Da t — ¢(t, s) Geodiiten sind, ist wie im Beweis von E=g11={p,p)=1
und F; = 0. Nach ist somit

GE,—-2FF,+FE,
2 D2

—FPEy\+2EF —EE,

i, =
1,1 2D2

=0 und Fil =
Also wegen g1, = 1 auch

2
_ 1l 1 i1 1 d d ) d i1
0= F1,1 =32 E P9t = 2 E (rul 9i1+ 91, — ng)g
i

1
_ dgi2 2,1 _ (dgi, 1 _ 1 1 d 2
=ty = () (=2 det(gz‘,j)) = T 2det(gi;) dul (91.2)

2

= 0=gh(g12)

Wegen g1,2(0,u') =0 also F = g1, =0.
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58. EXPONENTIALABBILDUNG 59.1

Ist umgekehrt £ = 1 und F = 0, so ist nach (siehe [59.2)) I, =12, = 0.
Damit sind die Kurven mit konstantem u? bogenlingenparametrisierte Geodéten,
welche die Kurven mit konstantem u! orthogonal schneiden. O

58.7 Lemma.

Sei p:R?2 DU — M eine Parametrisierung nach geoditischen Koordinaten, dann
ist jede Kurve der Form ¢ ou mit einer Kurve u in U welche (t1,s1) mit (t2, s2)
verbindet mindestens so lang wie jede Geodite t — (t,s) firt € [t1,t2].

Dieses Resultat liefert also, dafl gewisse Geodédten unter allen hinreichend nahen
Kurven minimal sind. Global mufl das nicht stimmen, wie ein Bogen eines Grof3-
kreises auf der Sphire von Lénge grofler als 7 zeigt.

Beweis. Sei s fix gewihlt, co(t) := (¢, s) und c;1(r) := p(u(r)), dann gilt

Le) = [ (42 + G4 yar

2 1 T2 1
2/ \dd%|dr2/ %d’l‘:ul(Tg)—ul(Tl):tg—tlzL(C())
T1 T1

und Gleichheit gilt genau dann, wenn dd—f = 0, also u? konstant ist. O

59. Integralsatz von Gauf-Bonnet

Es gelten folgende geometrische Formeln fiir die GauB-Kriimmung;:

59.1 Satz (GauB-Kriimmung als Stérung der Mafle von Kreisen).

Seien geoddtische Polarkoordinaten ¢ um x € M gewdhlt. Mit L(r) bezeichnen wir
die Linge bzw. mit A(r) die Fliche des Inneren der geoditischen Kreise 6 — (r,0)
so gilt:

1. K, = 2lim o 274 Bertrand Puiseaux 1848
2. K, = 2lim, o “AD  Diquet 1848
Die Gauf-Krimmung mifit also infinitesimal um wieviel der Umfang, beziehungs-

weise die Fldche eines geoddtischen Kreises im Vergleich zu einem Fuklidischen
Kreis zu klein ist.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008 217



59.1 59. INTEGRALSATZ VON GAUSS-BONNET

Beweis. Geoditische Polarkoordinaten ¢ sind nach gegeben durch p(r,9) =
exp,(r v(19)) mit v(¥) = cos(9) v + sin(¥) v+. Wir wissen bereits folgendes iiber die
Funktion v/G := |py|: Die Funktion G = |g|? ist glatt und verschwindet nur fiir
r = 0. Also ist auch v/G glatt fiir r # 0 aber nicht notwendigerweise fiir ¢ = 0.
Wir miissen aber das Verhalten bei 0 studieren. Dazu verwenden wir die Jacobi-
Gleichung Kv/G + (%)2 VG =0 aus . Die Taylorformel der Ordnung 1 mit
Integralrestglied (siehe [56, 6.3.11])

F(x) = £(0) + F(0)(x) + / (1= )" (t2) (z, z)dt
liefert
o(r,9) = exp, (rv(d))

1
= exp, (0) +exp}, (0)(r v(d)) +/ (1= 8) exp(trv(@))(rv(@), rv(9)) di
~—— ~— 0

=x =id

1
::c—|—7’11(19)—|—7’2/0 (1 —t)expl(trv(0))(v(d),v(d))dt,

=:g(r,9)

wobei g eine glatte R™-wertige Funktion ist. Durch partielles Differenzieren nach ¢
ergibt sich:

po(r,9) =r (1/(19) +7r B%g(r, 19))

und somit ist fir r > 0

VG(r9) = Iwrﬁl—r\/lv )2+ 21 (v (9) | 55.9(r, ) + r2(F59(r,9) | 55.9(r, 9))

glatt (wegen |v'(J)] = 1) und insbesonders gilt fiir die rechtsseitige Ableitung bei
0:

2rmoV/G(r,9) =0+ 1.
Aus der Jacobi-Gleichung folgt

(%)2 lr=0VG(r,¥) = z)/G(0,9) =0 und durch Differenzieren

PG axf
W (r,9) = o K- \/> , also
»PVG

55 (0.0) = —1K(x) +0

Aus der Taylorformel der Ordnung 2 mit Integralrestglied (siehe [56, 6.3.11]) ist

@(r,ﬁ)=0+r+o+/l a-t 83\/6(1%7‘,19)7"36115

0 2! or3
also
. VG(rY) -7 ) L1 -1)283V/G
rlgtr)lJr R T1i>1(12'1+/ 2! ors3 (tr,9) dt
e (1—1t)? 1
= 2YE 0, 19)/0 = K (@) .
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Somit ist wegen L(r) = fozﬂ |y (r,9)| dV

2m 2
K(z) =2 Kém) o = Tim > / r=VemY) 4
0

r3

Fiir die Fliache erhalten wir

r 27 27
Alr) = /0 Ve ) = [ VEET @ = 1) =
2rm — L(r) 1 K(z)m _ K(x)l 0

2 — A
i AW
12

r—0+ rt r—0+ 4r3 4 3

59.2 Christoffel-Symbole in geoditischen Koordinaten

Wir wéhlen eine geodétische Parametrisierung ap auf M, d.h. E=1und F = 0, mit
zugehorigen lokalen Koordinaten (r,0) = (u!,u?). Dann gilt fiir die Koeffizienten
der Riemann-Metrik (siehe auch ):

gl,le::l 91,1:1
gi2=g21=F=0 g =g"'=0
g22=G>0 92,2:5

Fiir die Christoffelsymbole erster Art ergibt sich somit:

109G
Topo=5%;
109G
Fioo=T212=75%"
190G
Foon=—35%"
Iijr=20 fiir alle anderen i, j, k.
Fiir jene zweiter Art:
1 _ 198G
I32=—2%"
2 _ 12 _ 108G
PLQ - F271 — 2G or
2 _ 190G
FQ 27 2G 09
Ffj =0 fiir alle anderen 1, j, k.

Eine Geodéte muf} also folgende Gleichungen erfiillen:

2,1 1 2 5 2
ddgé +F22du du =0

dt dt
d;tqé? +2F%2d;t du + 32% d;t -0
Durch Einsetzen erhalten wir:
d?ut

2
— 109G (duw?)" _
dt? 2 Or dt -

d?u® | 1 9G du’ du? L oc (an?)’
a2 +6777+ﬁ7}<w) =0.
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59.3 Geoditische Kriimmung, ein Spezialfall

Seien (u',u?) = (r,0) lokale geoditische Koordinaten wie in [59.2]. Fiir eine nach

der Bogenlinge parametrisierte Geodite t — u(t) = (ul(t),u?(t)) = (r(t),0(t))
sei der Winkel zwischen ihr und den radialen Geoditen u? =konstant mit O(t)
bezeichnet, i.e.

r 6 r
cos®(t) = (0 (O1) = (S5 + 012 = 10 — g

Somit erhalten wir:

2 [59.2
198 (%) Tul — 4 g O(t) = —sinO(1) o)

Andererseits gilt:

sin ©(t) = vol(&, u/(t))
T u2
= VG (dr N dO)(Z, P2+ UD 0 = VG = VG

Schlulendlich erhalten wir

109G (do\2 _ . a9 _ db d©

350 (%) =—sinO@t) 7 = —VGRF G,
de _ _ 9VG do

dh. GF =570

59.4 Theorema elegantissimum von Gauf.

Sei A ein geoditisches Dreieck in M mit Innenwinkeln «, 3 und vy, d.h. ein Dreieck
dessen Seiten Geoddten sind, dann gilt:

/KvolM:a+,6’+’y—7r.
A

Insbesondere liefert das fir die Ebene den Satz, dafi die Winkelsumme im Dreieck
180 Grad (d.h. 7) ist.
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Beweis. Wir setzen vorerst voraus, dal das geoditische Dreieck ganz im Karten-
bereich fiir geodétische Polarkoordinaten ¢ um die Ecke C' enthalten ist.

Die beiden Seiten a und b entsprechen in Polarkoordinaten zwei Geraden durch
0. Und wir kénnen die 0-Richtung so wihlen, dafl sie die Tangente an die Seite b
ist. Die Seite ¢ 1a8t sich in Polarkoordinaten dann durch eine Gleichung der Form
r =r(0) mit 6 € [0,~] beschreiben. Sei ©(0) der Winkel zwischen % und der Seite
c. Klarerweise ist ©(0) = 7 — « und O(y) = 5. Also gilt:

/ K voly, :/ ©* (K volp) = wegen
A pH(A)

:/ ~ L OVG /G dr ndf
6-1(a)

JG o
vy pr
e

B
o Jo
gl
= /0 - ag?(r(@),@) df = wegen

:/071—&—dgg(&)dezv—l—@(v)—@(o):7—&—6—(77—04).

;/26(7’, 0)drdf = wegen | 53.9 |, siehe auch

Fiir ein allgemeines geoditisches Dreieck folgt das Resultat, durch Unterteilen in
kleinere geoditische Dreiecke: Denn addiert man die Resultate fiir die Teildreiecke,
so erhélt man auf der linken Seite [ A K voly. Die Summe aller Winkel ist die
Summe der Winkel an den urspriinglichen Ecken plus 7 mal die Anzahl der iibrigen
Randecken plus 27 mal die Anzahl der inneren Ecken. Davon mufl man noch 7 mal
die Anzahl der Teilungs-Dreiecke abziehen. Da bei jeder Teilung einer inneren Seite
die beiden begrenzenden Dreiecke in 4 Dreiecke zerlegt werden und jede Teilung
einer Randseite das begrenzende Dreieck in zwei zerlegt, gilt: Die Summe der Ecken
am Rand (ohne die urspriinglichen 3 Ecken) plus 2 mal Summe der Ecken im Inneren
ist die Anzahl der Dreiecke minus 1. Somit ergibt diese Kombination von n’s gerade
—m und die Formel gilt auch im allgemeinen Fall.
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+2

+1

O

Seien a, b und ¢ die Léngen der Seiten eines geoditischen Dreiecks A und seien a,
[ und 4 die Winkel des Euklidischen Dreiecks mit diesen Seitenléngen, so gilt:

—d:%mK+o(a2+b2+c2)

und analog fiir die anderen Winkel, siehe [6, S.387].

59.5 Folgerung. Globale Version von Gauf3-Bonnet.

Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Fldche so gilt:

/ K volyy =27 x(M)=4n(1-yg).
M

Beweis. Wir zerlegen die Fldche in lauter kleine geodétische Dreiecke. Dann gilt
fiir die Euler-Charakteristik nach | 44.5.9 |

X(M) = #Ecken — #Kanten + #Fléchen.

Da jede Fliache durch genau 3 Kanten berandet ist und jede Kante aber zu genau
zwei Flachen gehort, gilt

3 - #Flachen = 2 - #Kanten
und somit ist
X(M) = #Ecken — % - #Fléchen.
Auf der anderen Seite gilt:

K voly = /Kvol
5 vt =3 [ K ol

= Summe aller Innen-Winkel — 7 - Anzahl der A
= 27 - Anzahl der Ecken — 7 - Anzahl der Flichen
=27 x(M). O

Falls K konstant und negativ ist, so gilt vol(M) = 43z (1—g), da x(M) =2 (1—g)
fiir das Geschlecht g gilt.

59.6 Folgerung.
Sei M eine kompakte Riemann-Fliche, dann gilt:

1. Es gibt Punkte p € M mit sgn(K(p)) = sgn(x(M)).
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2. Ist K > 0 aber nicht konstant 0, so ist x(M) = 2, d.h. M ist diffeomorph
zur Sphire S?, oder x(M) =1, d.h. diffeomorph zur projektiven Ebene P2.

3. Ist K =0, so ist x(M) = 0, d.h. M ist diffeomorph zum Torus oder zur
Kleinschen Flasche.

4. Ist K <0 aber nicht konstant 0, so ist x(M) < 0, d.h. M ist diffeomorph zu
einer Sphdre mit mindestens 2 Henkeln oder mindestens 8 Mdbiusbdndern.

Beweis. Ist M nicht orientiert, so geht man zur Orientierungsiiberlagerung iiber.
Die Eulercharakteristik konnen wir aus ablesen. Die zweiten Teile der Aus-
sagen folgen dann aus den Klassifizierungssatz fiir kompakte orientierbare Flichen,
als Sphéiren mit g > 0 Henkeln (wobei x(M) = 2(1 — g) fiir das Geschlecht ¢
gilt), und aus jenen fiir nicht orientierbare Flichen, als Sphéren an denen g > 0
Mbobiusbénder geklebt sind (wobei x(M) = 2 — g fiir das Geschlecht g gilt). O

Wir wollen die Integral-Formel von Gaufl-Bonnet nun auf Fléchen mit nicht geodétischem
Rand verallgemeinern.

59.7 Bemerkung

Wir wihlen geodétische Koordinaten ¢ auf M, d.h. E =1 und F = 0. Somit ist
€1 := (1, €9 1= %@2 eine Orthonormalbasis. Sei ¢ — u(t) die lokale Darstellung ei-
ner nach Bogenlinge parametrisierten Kurve c. Sei 7 der Einheits-Tangentialvektor
und ¢ ein Tangentialvektor von M, welcher normal auf 7 steht. Sei schlielich K, (t)

die geodiitische Kriimmung K, (t) := (¢ (), £(t)), vel. | 55.3 |. Beachte, daB K, = 0
genau dann gilt, wenn ¢ (t) L T, M ist, d.h. c eine Geodéte ist.

Lemma.
FEs ezistiert eine bis auf 2r7Z eindeutige Funktion © : R — R mit 7(t) = cos O(t) e1 (u(t))+
sin O(t) ea(u(t)) und es gilt:

u2
Ky(t) = O/(t) + 9/G du?,

Dies ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden Formel K(s) = ©/(s) aus
fiir Kurven in der Ebene und auch von fiir Geodéten c.

Beweis. Wie in ergibt sich die Existenz und Eindeutigkeit der Funktion ©.
Dann gilt

£(t) = —sin(O(t))er (u(t)) + cos(O(t))ez (u(t)).

Aus g(e;, e5) = ;5 folgt: (e e;) + glei, &e;) = 0. Setzen wir nun die Darstel-

lungen fiir 7 = ¢ und fiir £ in der Formel fiir die geodétische Kriimmung ein, so
erhalten wir:

1,(t) = (&' (DE(1) + cos O(t) e (u(t)) + sin O(t) e (u(t)), £(1) )
=0’ (¢, xs) + cos® O(L ey, er) — sin® O(Lea, e4)+
+5in O cos O((Lea, e2) — (e, er))
= /(1) + ( er (u(t), ex(u(t))).

und weiters:

d _ du’ du®? 1
<E€17€2> = <S01,17 + Y1275 ﬁ@2>

@
Q

_ 1 du® du’) _ 1 du® _ VG du?
el <F1,1,2 dt +F1,2,2 dt ) ~ 2/G dt —

o

T
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und damit

K, (t) = ©/(t) + QG . O

59.8 Satz. Gauf3-Bonnet fiir Polygone.

Sei p: U — M eine Karte von M und sei P ein Polygon in U und «; die Auflen-
winkel von p(P). Dann gilt:

KV01M+/ K4+ o; = 2.
P (P) p(0P) ZZ:

Beweis. Wir nehmen zuerst an, daf} sich ganz ¢(P) durch geodétische Polarkoor-
dinaten parametrisieren laft. Es gilt dann

K La"’ﬁzi(%(\/@.( La\@)-s-%()):divﬁ,

_\/E or2 Nel _\/é or
wobei £ := (—% a}{?)% + O%. Also gilt nach dem Greenschen Satz:

/ K voly; = div & voly,
e(P) e(P)

= / (&, vp(ap)) VOly(ap)
»(0P)

VGETdY — VG ldr

p(0P)

:—/ 9G g,
eor)

Verwenden wir nun die Formel aus dem Lemma in fiir die geodétische Kriimmung
der Randkurve, so erhalten wir fiir jede Seite I des Polygons:

f/ 08 gy — /@’(t)dt — /Kg(t)dt.
@(I) I I
Wegen des Umlaufsatzes in der Ebene gilt im Falle der Euklidischen Metrik G = 1:

Z(/j o' (t)dt + ai) = or.

Eine allgemeine Riemann-Metrik kénnen wir durch G° := s + (1 — s)G affin mit
der Euklidischen Metrik verbinden, und erhalten analog die Funktion ©° und die
Winkel o, und diese héngen stetig von s ab. Da aber

Z(/j (%) + af) = Z(@s(maxli) —©°(min ;) + af) € 217

i

gilt, muf dieser Ausdruck konstant in s sein, und stimmt somit iiberall mit seinem
Wert 27 fiir s = 1 iiberein.

Liegt das Polygon nicht génzlich in einer Karte, so unterteilt man es fein genug und
wendet das Resultat fiir die einzelnen Teile an. Die Summe der Integrale iiber innere
Kanten fillt weg, da diese genau zweimal und zwar mit entgegengesetzter Orientie-
rung durchlaufen werden. Die Aulenwinkel schreiben wir als 7 minus Innenwinkel,
und erhalten fiir die Summe der Auflenwinkel: Die Summe der Innenwinkel an den
Randecken plus 27 mal die Anzahl E° der inneren Ecken, vermindert um 27 mal
die Anzahl K° der inneren Kanten, plus 7 mal die Anzahl der Randkanten. Da
genauso viele Randecken wie Randkanten existieren, d.h. K — K° = E — EY ist,
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und die Summe der 27 auf der rechten Seite gerade 27 F ist, folgt so die allgemeine
Formel. O

60. Fliachen konstanter Kriimmung

60.1 Satz von Minding.
Zwet Riemann-Flichen gleicher konstanter Gauf$- Kriimmung sind lokal isometrisch.

Beweis. Wir wéhlen mittels geodétische Polarkoordinaten in Punkten p € M
und p € M. Dann gilt

G = (po,p0), G = (g, o),
G(0,6) =0, G(0,6) =0,
2| G =1, 2| _ VGr.e) =

r=0 |r:0
Sowohl v/G(.,6) als auch V'G(.,6) sind Losungen ~ der Jacobi-Gleichung

&(r) = =K -(r).

Eine solche ist durch Vorgabe von (0) = 0 und 4/(0) = 1 eindeutig bestimmt.
Also haben die Riemann-Metriken in geoditischen Polarkoordinaten die gleichen
Koeffizienten, und somit sind die Flichen lokal isometrisch.

TM%RQHTM

exp l

Wir versuchen nun eine globale Version obigen Satzes zu geben. Ganz allgemein
kann das aber nicht gelten. Z.B. ist die Ebene und die Kreisscheibe lokal aber nicht
global isometrisch.

HZ

60.2 Definition (geoditisch vollstindig)

Eine Riemann-Mannigfaltigkeit M heifit GEODATISCH VOLLSTANDIG, falls alle Geodéten
unendlichlang sind. Da fiir die Lénge einer nach der Bogenldnge parametrisierten

Geodite ¢ : [a,b] — M folgendes gilt: L(c f |/ (¢)|dt = fj 1dt = b — a, ist die
Geodéte genau dann unendlichlang, wenn 1hr Parameterintervall ganz R ist.

60.3 Satz.
Je zwei abstrakte, einfachzusammenhdngende, geoddtisch vollstindige Riemann-
Flichen mit gleicher konstanter Gauf$-Krimmung sind isometrisch isomorph.

Beweis. Wegen der Einfachzusammenhéngendheit folgt dies aus den lokalen Re-

sultat . O
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60.4 Folgerung

Jede einfachzusammenh#ngende, geodétisch vollstédndige, abstrakte Riemann-Fléiche
mit K = 1 ist bis auf Isometrien die Sphére. Jede solche mit K = —1 ist bis auf Iso-
metrien die Poincarésche Halbebene (bzw. hyperbolischen Scheibe) und jede derar-
tige mit K = 0 ist die Ebene. Vergleiche das mit dem Riemannschen Abbildungssatz

sowie dem Uniformisierungssatz .

Durch Ubergang zur universellen Uberlagerung folgt wegen des Klassifizierungssat-
zes, daf} jede Riemann-Fliche der Orbitraum einer auf einer einfachzusammenhén-
genden Riemann-Fliche mit diskret wirkenden Gruppe von konformen Abbildungen
ist.

Die einzige nicht triviale, auf der Sphére diskret wirkende Gruppe, ist die von der
Antipodalabbildung erzeugte. Es gibt also nur zwei Flichen mit konstanter Gauf3-
Kriimmung K > 0, ndmlich die Sphéire und die projektive Ebene. Die Geometrie
der projektiven Ebene wird auch elliptisch genannt, in ihr sind alle Geodéaten ge-
schlossen.

Es gibt auf der Ebene nur folgende diskret wirkende Gruppen:

1. die von einer Translation erzeugten,

2. die von einer Translation und einer Spiegelung erzeugten,
3. die von zwei Translationen erzeugten,

4. die von zwei Translationen und einer Spiegelung erzeugten.

Im Falle K = 0 gibt es also nur auf dem Zylinder, dem M&biusband, dem Torus
und der Kleinschen Flasche eine Metrik mit verschwindender Gaufl-Kriimmung.

Jede kompakte Fldche vom Geschlecht g > 2 besitzt eine Metrik mit konstant
negativer Kriimmung, siehe [6, S. 408].

Nach Cohn Vossen 1927 und [39] (siehe [51, S.105]) kénnen zwei isometrische
Flichen im R3 von strikt positiver GauB-Kriimmung durch eine Bewegung inein-
ander iibergefithrt werden.

Kann man eine Fliche deformieren ohne ihre Metrik zu &ndern? Ein Gegenbeispiel

dazu wurde von Efimov gegeben: o(t,s) :=t? + A\t"s% + s kann nicht einmal lokal
deformiert werden falls A transzendent ist, siche [6, S.428].

60.5 Theorem (Flichen konstanter Kriimmung).

Sei M eine abgeschlossene, zusammenhingende 2-Fliche im R3 mit konstanter
Gauf3-Krimmung K, dann gilt:

1. Ist K >0, so ist M eine Sphire [64)].

2. Ist K =0, so ist M ein verallgemeinerter Zylinder Massey 1962, Hartman
Nirenberg 1959.

3. Ist K < 0, so existiert M nicht [40]. Dies wurde durch Efimov verallgemei-
nert zu: Es gibt keine abgeschlossene Fliche mit einer, nach oben durch ein
Konstante k < 0 beschrinkte Gauf-Krimmung.

Ohne Beweis.

60.6 Lemma.
Ist M kompakt, so existiert ein Punkt wo die Gauf-Krimmung positiv ist.

Beweis. Das ist offensichtlich, da die Fliche in jedem Beriihrpunkt mit der “Um-
sphére” positive Kriitmmung hat. O
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60.7 Folgerung.
Es gibt keine kompakte Minimalfidche.

61. Paralleltransport

Als néchstes versuchen wir irgendeine Kurve ¢ auf der Flidche entlangzugehen und
dabei einen Vektor moglichst parallel zu bewegen, d.h. seine Richtung so wenig wie
moglich zu verdndern.

61.1 Definition (Paralleles Vektorfeld)

Ein Vektorfeld léngs einer Kurve ¢ heifit PARALLEL, falls seine skalare Geschwin-
digkeit punktweise minimal ist.

61.2 Lemma (Charakterisierung von parallelen Vektorfeldern).
Ein Vektorfeld w lings einer Kurve ¢ auf M ist genau dann parallel, wenn w'(t) €
TC(t)ML fir alle t.

Beweis. Aus w(t) € T, M folgt (w(t),v(t)) = 0, mit v(t) := v(c(t)). Differenzieren
wir diese Gleichung nach ¢, so erhalten wir
(w'(t), v(t)) + (w(t),v'(1)) = 0.
Damit |w’(t)| minimal wird mufl wegen
[w' () = [w'(t) — (' (t), v(O) (B + [(w' (t), v(t))[?

bei vorgegebenen Normalanteil (w’(t),v(t)) = —(w(¢),v'(t)) der tangentiale Anteil
w'(t) — (w'(t),v(t)) v(t) moglichst klein, am besten 0 werden, d.h. es ist w’'(t) =
(w'(¢), v(t))v(t), oder mit anderen Worten w'(t) € T,y M+ O

Insbesondere gilt:

61.3 Lemma.
Eine proportional zur Bogenlinge parametrisierte Kurve c ist genau dann eine
Geodiite, wenn das Vektorfeld ¢’ parallel lings c ist.

61.4 Parallele Vektorfelder in lokalen Koordinaten

Sei ¢ eine lokale Parametrisierung von M und ¢ — wu(t) die lokale Darstellung
einer Kurve ¢ = ¢ o u. Die Differentialgleichung fiir ein ldngs ¢ paralleles Vektorfeld
t — w(t) bestimmen wir wie folgt:

w(t) =Y w'(t) - (D) (ult)) =
i=1
=> w' =) Wit wpne
i -5j

T SE R (AR ) B
% 1,5,k

dw” i du? Tk
e | M+ T | e+ R
k @]
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Also ist w parallel lidngs ¢ genau dann, wenn

k i 3 ud .
D)+ Y TE(ut) - w'(t) - G () =0 fir k=1,...,m.
i,j=1
oder kurz: o
Wk Y TFwhied =0 firk=1,...,m.
i,

Dieses System gewohnlicher linearer Differentialgleichungen hat bei vorgegebenen
Anfangsdaten w*(0) eine eindeutige globale Losung.

61.5 Lemma (Existenz paralleler Vektorfelder).

Zu jeder glatten Kurve ¢ : R — M und Anfangsvektor wo € Teo)M existiert eine
eindeutig bestimmte parallele Kurve w : R — TM mit w(t) € TeyM fir alle t und
w(0) = wo.

Wir bezeichnen mit ptp(c,t)(vo) die parallele Kurve v iber ¢ mit Anfangswert v
zum Zeitpunkt t. Man nennt das auch den PARALLELTRANSPORT lings c. Fiir die-
sen gilt:

L. ptp(c,t) : TeoyM — ToyM st eine Isometrie
2. ptp(c,t)~t = ptp(c(. + t), —t)
3. ptp(c, g(t)) = ptp(co g,t) o ptp(c, g(0)) fir g: R — R.

Beweis. Eine zweite Moglichkeit die Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen ist die
folgende: w ist eine parallele Kurve genau dann, wenn 0 = Vw := w’ — (w’, vocjroc.
Das ist eine gewohnliche lineare Differentialgleichung 1.ter Ordnung, und somit
existiert eine, durch den Anfangswert eindeutig bestimmte, globale Losung w.

Verbleibt zu zeigen, daf w(t) € T M:
Da (w,voc) = (w',voc)+ (w, (voc)') = 0 fiir eine Losung ist, ist (w, voc) konstant
gleich (w,v 0 ¢)(0) = (wo, V(o)) = 0. Doh. w(t) € vey™ = Ty M.

(1) Klarerweise ist die Losung ptp(e, .)(vg) einer linearen Differentialgleichung vom
Anfangswert vy linear abhéngig. Es gilt

(€)' = m+En)=0+0,
falls ¢ und 7 parallele Vektorfelder lings ¢ sind, d.h &5/ € TM*. Also ist (£,7)
konstant und ptp(c, t) eine Isometrie.

(2) und (3) folgen leicht aus der Eindeutigkeit der Losungen von linearen Differen-
tialgleichungen. O

61.6 Beispiel

1. In jeder Hyperebene sind genau die konstanten Vektorfelder die parallelen,
da die Ableitung eines Vektorfelds wieder in der Ebene liegt.

2. Folglich sind auf Torsen die parallelen Vektorfelder, gerade die konstanten
Vektorfelder in einer Abwicklung der Torse in die Ebene.

0

3. Parallele Vektorfelder lings geschlossener Kurven kénnen sehr wohl verschie-
dene Anfangs- und Endwerte besitzen: Man starte auf dem Nordpol der
Sphére und transportiere einen Vektor in Richtung eines Meridians bis zum
Aquator. Dann transportiere man diesen auf den Aquator normal stehenden
Vektor entlang des Aquators bis zu einem anderen Meridian, und transpor-
tiere ihn schliefflich ldngs dieses anderen Meridians wieder zum Nordpol.
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61. PARALLELTRANSPORT

Dort schliefit der transportierte Vektor mit seiner Ausgangslage genau den
Winkel der beiden Meridiane ein.

z

e

Eine allgemeine Konstruktionsmoglichkeit fiir parallele Vektorfelder ist die folgen-
de:

61.7 Satz (Parallelitit via Schmiegtorse).

Sei c : R — M eine Kurve auf M die eine Schmiegtorse besitzt, dann gilt: Ein
Vektorfeld ist parallel lings ¢ in M genau dann, wenn es parallel lings ¢ in der
Schmiegtorse ist.

LA

Beweis. Die Schmiegtorse ist nach lokal durch (¢, s) = c(s)+t£(s) gegeben,
wobei ¢ ein (das) Vektorfeld ldngs c ist, welches normal auf L ¢’ steht. Klarerweise
ist der Tangentialraum in ¢(t) von M identisch mit jenem der Schmiegtorse und
somit ein Vektorfeld n ldngs ¢ tangential an M genau dann, wenn es tangential an
die Schmiegtorse ist. Also sieht die Bedingung “parallel zu sein” fiir beide Flidchen
gleich aus. O

61.8 Definition (Holonomie)

Die Untergruppe
{ptp(c, 2m) : ¢ ist geschlossene Kurve durch z}

der Gruppe O(T, M) heiit HOLONOMIE-GRUPPE von M (bei ). Sie ist eine Lie-
Gruppe und fiir verschiedene z in einem zusammenhéngenden M sind diese Unter-
gruppen isomorph. Z.B. ist die Holonomiegruppe der S? gerade die S0(2) = S*.

Wir werden in | 64.12 | charakterisieren, wann diese Gruppe trivial ist.

62. Kovariante Ableitung

Leider steckt in den obigen Beschreibungen fiir die Geodéten und die parallelen
Vektorfelder noch die Fldchen-Normale und damit der umgebende Vektorraum.
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62.3 62. KOVARIANTE ABLEITUNG

Diese Begriffe sollten aber auch fiir abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeiten Sinn
machen.

Anstatt zu sagen, dafl ein Vektor wie w’ normal auf die Fliche steht, konnen wir
auch sagen, daf3 seine tangentiale Komponente, d.h. seine Projektion auf den Tan-
gentialraum verschwindet.

62.1 Definition (Kovariante Ableitung)

Sei w ein Vektorfeld lings einer Kurve ¢ in M, d.h. w(t) € Ty)yM fiir alle t.
Dann wollen wir die Normal-Projektion auf den Tangentialraum der Ableitung des
Vektorfelds die KOVARIANTE ABLEITUNG V (sprich “Nabla” oder “Del”) nennen
und mit

Vw:t— w’(t) — (w’(t), Vc(t)>Vc(t) S Tc(t)M
bezeichnen. Diese mift also die infinitesimale Anderung von w, wie sie in M gesehen
wird, und ignoriert jene Komponente, die auf M normal steht.
Die Formel fiir die kovariante Ableitung V eines Vektorfelds w ldngs einer Kurve
¢ = @ oy sieht nach in lokalen Koordinaten wie folgt aus:

m m
_ dw” ko idu’ i)
Vw=3 | %+ Thuw'd |
k=1 6, J

_0_
ouk -

Man beachte, dafi die Geoditen genau die Losungen der Gleichung V¢’ = 0 sind
(wobei ¢’ als Vektorfeld lings ¢ aufzufassen ist), und die Vektorfelder w, die parallel
lings einer Kurve ¢ sind, genau die Losungen der Gleichung Vw = 0 sind.

Es gelten folgende Formeln fiir V:

V(+n)=VE+Vn
V(f-&=f-VE+[ ¢
(&m) = (V&) + (& V),

wobei w =Y, w”

denn
V(O =(E+FE) —(féE+fEvyv=FfE-0+fVE,
(€)' = (€ m)+ &) =(VE+ (& vhvom) + (& Vn+ (', v)v)
= (V&) + (&, V) da (v,n) =0=(§v).
62.2 Gaufigleichung.
Fiir den Nabla-Operator gilt:

Vw =w"+ (L, w)voc.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus (w, v o ¢) = 0 durch Differenzieren. [

62.3 Definition

Seien nun zwei Vektorfelder £ und n auf M gegeben, dann kénnen wir V,,§ € X(M)
als (V,&)(z) = V(€ 0 ¢)(0) definieren, wobei ¢ eine Integralkurve des Vektorfelds n
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = x ist.

Das l&8t sich auch wie folgt schreiben:

(an)z = f/(:c) N — <§/(sc) Mgy Va)Va = 5/(33) e + (§(2)| Ly - Me)Ve-
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62.4 Lemma (Eigenschaften der kovarianten Ableitung).
Der Operator V geht von X(M)xX(M) nach X(M) und hat folgende Eigenschaften.

V st bilinear.

V€ ist C°(M,R)-linear in 1.

V,(f€) = FV,E +n(f)€ fiir f € C=(M,R).
vnf - V§’r] = [T],é-]

1 (€1, &) = (Vyé1, &) + (€1, Vyéa).

CU W=

Beweis. (1) und (2) sind klar.
Zu (3):
(Vo(fO) (@) = (&) (@) - e = ((FE)(2) - Ma|ve)va
@) &+ F@) € @) me = (F @) & + f@) - € @) - ma

¢
=n(f) (@) - & + f(z) - &' (@) 10 — 0 = f(2) (' () - alva) Ve
= (f) - (@) + f(z) - (Vyé)(x)

= (W) €+ 1 Vt) (@)

VZ>VI

Zu (4): Wegen der GauBgleichung und der Symmetrie von L gilt:

(an - Vgn)(x) = (gl(x) S/ <anxa§z>yar) - (77/(1') “&x + <foaca77x>’/x)
= [n,&](z) +0.

Zu (5):

((Vatil2) + (Vy&ala) ) (@) = (&1 @)(ne) = (€L @)l | €ala))

(@) () — (@) ) vy | & (@)

z)
= (&1(x)(nz )|§2( ) + (& (2)(n2) 161 (2))
= (&) (%) - e = n((&1]&) (). O

+

Wir wollen nun zeigen, dafl es so einen Differentialoperator auch auf abstrakten
Riemann-Mannigfaltigkeiten gibt, und er durch die obigen Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist.

62.5 Satz (Levi-Civita Ableitung).

Sei M eine (abstrakte) Riemann-Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau eine Abbil-
dung V : X(M) x X(M) — X(M), welche obige Figenschaften (1)-(5) erfiillt, wobei
das innere Produkt in (5) durch die Riemann-Metrik zu ersetzen ist. Diese Abbil-
dung heifft KOVARIANTE ABLEITUNG, oder auch LEVI-CIVITA-ZUSAMMENHANG.

(Koordinatenfreie) Beweis. Wegen (5

) gilt:
§19(62,83) = 9(Ve,62,63)

)

)

<£27v51§3) (+>

+9g
+9(6, Ve &) (+)
+9(6, Ve &) ()

§29(83,61) = 9(Ve,&3,&1
§39(61,&2) = 9(Ve, 61,62

andreas.kriegl@univie.ac.at © 16. Marz 2008 231



62.5 62. KOVARIANTE ABLEITUNG

Daraus folgt durch Addieren der ersten beiden und Subtrahieren der 3.ten Glei-
chung unter Verwendung von (4):

§19(&2,83) + & 9(83,6) —&39(61, &) =
=9(Ve &2+ Ve, 61,83) + 9(Ve &3 — Ve, €1,82) + 9(Ve, €3 — Ve, &a,61)
= 9(2V¢, &2 — [§1,62],&3) — 9([€3,&1], 2) + 9([62, €3], €1)-
Und somit
29(Ve,62,83) = €19(62,83) + 829(&3,61) — §39(61,62)
+9([61, €2, €3) — 9([€2, &3], €1) + 9([€3, &, E2)-

Da die rechte Seite linear in &3 ist, ist V¢, & durch diese implizite Gleichung wohl-
definiert. Da die rechte Seite auch bilinear in (£1,&2) ist, hat V die Eigenschaft

(1).
Nun zur Eigenschaft (2):
29(Vie,£2,&3) = f&9(&2,83) +829(83, f61) — &3 9(f6,&2)
+9([f€1,€2],€3) — 9([€2, &3], £€1) + 9([€s, fEn], €2)
= f&19(&2,83) + f&9(83,&) + &2(f)9(83,&1)
— [&39(61, &) — &(f)g(6r, &2)
+9(fl€1, &) — &(f)61,8) — fa([€2. &3] &)
+9(fl€3, &) +&3(f)E1, &2)
= f&19(&2,83) + f& 9(83,&) +&2(f)9(83, &)
— [&39(61,&2) — &(f)g(61, &2)
+ f9([&1,&]. &) — &(f)g(&1,&3) — [ a([€2,85],&)
+ f9([&3, &), &2) + &()g(&r, &2)
= f(&19(&,86) + & 9(&5,&6) — E39(61,&2)
+ g([&1, &), &) — g([€2, &3], &) + 9([63, &1, &2))
=2f9(Ve, &2,83).

Eine sehr dhnliche Rechnung zeigt die Eigenschaft (3).
Weiter zu Eigenschaft (4):
29(Ve, &2 — Ve, 61,83) =
=61 9(&2,83) +&29(83,61) — 3 9(&1,62)
+9(61,82],€3) — 9([€2, &3], 1) + 9([€3, €1), €2)
—&29(81,63) — &1 9(83,&2) + &3 9(62,&1)
—9([&2, &), &) + 9([61, &3], &2) — 9([€5. &2, &)
=29([¢1,82], &3)-

Schluendlich Eigenschaft (5):

29(Ve, 62,83) +29(62, Ve, &) =
=&19(82,83) + &2.9(&3,&1) — €3 9(61,82)
+9([&1,&2],€3) — 9([€2, &3], 61) + 9([€3, 1], €2)
+&19(83,&2) +&39(82,61) — &9(61,&3)
+9([61, &3], §2) — 9([€3, &2], §1) + 9([€2, €1),€3)
=2&19(£2,83)- O
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62.5

Koordinatenbeweis. Es ist zu zeigen, dafl der lokale Ausdruck fiir V unabhéngig

von den gewéhlten Koordinaten ist.

a —_— .
aui - SDZ
9 ~0ul 0
ou 4 oul dul
0 0 0 0
i3 == <8ui’w> 'ZQ(W’@)
_ out 0 ol 9\ out ou?
" <Z ou’ aui’; o aua'> a z; out ow 7
1
Lijw:=5 (&‘(%k) + 95(gi k) — 8k(9i,j))
9G; & 0 oul ouP
ou  ow (jz dul oukF gﬂ’“)
o /0wy ouF ouwd 9 souF ol ouF 0
:z,;(@uz(am) oat 9% o7 o ok) 9+ 53 aaF ot )
4,
72( 0%u?  OuF ol 0*uP 0uﬂ ouk Zaui 8gj7k>
N T owow ourk * T ow owoar VT 9w ouk ow  Out
_ 1,0 0 0
Pijr =5 (5050 + 55 08) — 55(957))
1 O*ud OuF o 9%uP ou? ouk out dgj
- Q(ch <5u18u3 ok 9irk + 9wl T OTF ik ('9 i oak Z o Out )
(1) (2) )
Z( 0%ut OuF ot 0%k ou’ ai o’ agi7k>
N\ gwou ot M put dwoar T out gub £ dul ou
(1) (4) )
0%u?  Ou’ ol 0%u’ ou’ ou’ ouk dg;.;
-~ <8a’58a3 ow Y 507 omrew 9t aw ow zk:ﬁ ouF ))
) ) >
O*ul  ouk out ul ouk 1,8g;k  Ogir 09
N Py w0 ouk gj’k—'_izj:k 0wt 0w ouk 5( out oul Buk)
(1) (3)
209 8ui ol Ouk
T4 W@uj auk g”“ t2 ou ow oak Lt
4, i,k
: oul out
A -7
% = Z out Oul

= 0 e

out ol
oui ud

,J

g*7, denn

QL
L.‘
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e out 0w
;9’]93, Zzazlafzj J %ngk

o oul out Ou¥
B ZZZ ol Ou g Ii.k out 9k

i,k 4,0

st

02wl ouk out ol Ou* ok out
= _ T .. s D,q
Z<Z duiow oak kT > o 0w ouk F“J’k) g Our ous

k ik
ul w i
:JXq: zaﬁauj Oud Zzguk gup gj, kg"
T
=61
.
X G e i S ok g T
=6k
:Fg,j

out ol out o2l oat

= = = b Z=

izj:l out oud oul Y + zl: outous Oul

;= Oul ou’

0 = Z om oul
)

0= 5

oui\ ot out 9w
= Z(W (aTz) ouw | ow amam)
outN Oul ot 9%ut
= Z duk dak (aa%) gui T Z out Dw ok
o*u' ok 9w’ oul P
- zk: duiodE ouF o T Z o5 Dwouk

fg,_zau@@ oy~ Ot dul o
v out ow duk "M L= guidwl du dul

L7

Sei nun eine Kurve ¢ : R — M gegeben in lokalen Koordinaten durch

c(t) = p(u'(t), ..., u™ (1) = p(a' (t),...,a" (t))
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und w : R — T'M ein Vektorfeld ldngs c, d.h. w(t) € T, M. In lokalen Koordinaten
ist
0

) 0
w(t) = Zwl(t) ou Z 71 auz - Z aul out

? 1,1

und Koeffizientenvergleich liefert

wi(t) =Y @'(t) gz

Die Normalprojektion der Ableitung von w auf den Tangentialraums ist in den
lokalen Koordinaten (u!,...,u™) durch

W' , . uk
> (ddt(t) + JE; I e (u(t))w’ (1) ‘ dt(t)> 8?”

?

gegeben. In den Koordinaten (u',...,u™) ist

Z(dw t

(2

ik

L ow ot o Pl ol ou
(Z Fj,k(u(t))ﬁ ﬁ oul Z Ol Ouk au] 8uk> ’

@ wl (t) dak (t) > 0

l oul dt ou
024 du (t ) ot dw'(t
:Z — Quidud (u(t)) dt( ) w'(t) + , g (00) dt( )+
[ (2¥] 7
i oul duF dut Out ou’ du
+jzk<j§k:irj’k(u(t))81ﬁ ok dul Z OuiduF dui 8uk> .

ow ,, duF(t)\ 8
‘;W“’(“ at | ow
Ot dul ou’ dw'(t)
_Z< Ouidui dt Wt - ou’ (u(t)) dt

ol ol ouk duF i
ZZ kz UJW Z ouk dt Oui

ki Ljg
K e
— _— — W —
— guk dt 8u78uk — Qul Oul ou’
kE E 3
duk 5‘11

dt

K2

w ) . uk
_ Z(d (t) n ;rl.7k(u(t))wj (t)d dt(t)> ail‘
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also ist dieser Ausdruck auch fiir eine abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeit wohlde-
finiert. Wir nennen diesen Ausdruck die kovariante Ableitung Vw eines Vektorfelds
w ldngs einer Kurve ¢, d.h.

vl = (U5 + ST eow O 50 ) Fwn)

K2

Fiir Vektorfelder X und Y auf M koénnen wir nun ein Vektorfeld V xY durch
(VxY), :=V(Y oo,

wobei ¢ die Integralkurve von X durch z ist. Es ist somit V : X(M)xX (M) — X(M)
eine wohldefinierte bilineare Abbildung. In Koordinaten haben wir

A i viyk) 9
VXY:Z( o X +) T YIX ) oo O
k gk

%

62.6 Lokale Formeln fiir V

Waihlen wir fiir £, & und &3 Basisvektorfelder g; := %, gj = % und g := %,
so erhalten wir eine lokale Formel fiir V:

29(Vg. 95> 9r) = 52 9j.k + 527 9ki — 5or i + 0 =: 20i j &

Das ist gerade die Formel fiir die Christoffelsymbole der 1.ten Art.

Bezeichnen wir die Koeffizienten von V, g; beziiglich der Basis (g;) mit '}

i,j0 also

m
V.95 = Z F']ngka
k=1

so erhalten wir:

Lijk =9(Vg9i:9c) = g <Z Fé,ﬂbﬂk) = Zrﬁ,jgu«
l

l

D.h. die I, ; sind die Christoffel-Symbole der 2.ten Art (siche [ 58.2 ).
Man beachte noch, daff aus der Symmetrie von g; ; folgende Umkehrformel fiir die
partiellen Ableitungen der Koeffizienten der Riemann-Metrik folgt:

ik = Lijk + Dk je
Wegen Eigenschaft | 62.4.2 | ist VxY tensoriell in X, d.h. (VxY)(p) hdngt nur von

Xp und Y ab: Sei nédmlich vorerst X = 0 lokal um p und f € C°°(M,R) mit
f(p)=1und f- X =0, dann ist

0= (VyxY)(p)=fp) - (VxY)(p) = (VxY)(p)

und ist nur X;, = 0 so ist somit

2 Y)(p) = 0.

du?

(VXY)) = (Vg sy 2 V)B) = 3 Xp(u) - (V
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Sei ¢ : R — M eine Kurve mit ¢/(0) = X,,. Dann ist also (V. ()Y")(p) wohldefiniert
und in lokalen Koordinaten gegeben durch

m
, 0
(ch(o)Y)(p) = VZJ d(udthc) (0)- =2 (p) (lz_; Ye. auz)(p) =

oud

_ d(u? o c) 0 , 0
- ]z; dt (0)- (Buj p Y ou’

_ 0 ; d(u? oc) 0

S (Sam |t 0) 2
d(u? o c) . I

S vy

’ 7]
) +Y*(p) - V%(p)@(p))

p

Dieser Ausdruck macht aber sogar fiir ein Vektorfeld Y ldngs ¢ Sinn, d.h. Y'(¢) €
TeyM fiir alle t € R, denn dann ist nach der Kettenregel

A dwioc),  — dvi
’ oud

) Y. T(t) = W(t)

c(t

und somit ist

(VenY)(t) = Z(d;: (t) + Z W(t) V() Fé‘,k|c(t)) %
i Jk

e(t)

62.7 Bemerkung

Wenn wir die entsprechenden Differentialgleichungen 0 = V. X fiir parallele Vek-
torfelder X lings Kurven ¢ und 0 = V. ¢ fiir Geoditen ¢ in lokalen Koordinaten
aufschreiben, so erhalten wir

dX' d(u oc i
0= 00+ 30 M0 ) iy

2UiOC ujoc UkOC

7 7 () T% klecr)-

gk

Das zeigt, dafl die Exponentialabbildung exp : TM — M und der Paralleltransport
ptp : C°(R, M) xpy TM — TM auch fiir abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeiten
existieren und die entsprechenden Eigenschaften besitzen.

62.8 Lemma.

Die Abbildung (w,exp) : TM — M x M ist ein Diffeomorphismus einer Umgebung
U des Nullschnitts M C TM auf eine Umgebung der Diagonale {(x,z) :x € M} C
M x M.

Beweis. Man beachte zuerst, dal der Tangentialraum von TM in einem Punkt
0, des Nullschnitts gerade T, M @& T, M ist: Dabei ist der erste Faktor durch die
Tangentialvektoren an Kurven in M C TM gegeben und der zweite durch Ge-
schwindigkeitsvektoren von Kurven im Vektorraum T,M C TM. Diese beiden

Teilraume haben trivialen Durchschnitt, und ergeben zusammen die richtige Di-
mension dim(T'M) = 2dim(M).

Nun berechnen wir die partiellen Ableitungen von (7, exp). Auf dem Nullschnitt ist
(myexp) : TM D M — M x M gerade die Diagonal-Abbildung = +— (z,z) und auf
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der Faser T, M ist (w,exp) : TM D T,M — M x M die Abbildung (konst,,exp,).
Also sieht die Tangentialabbildung von (m,exp) in 0, wie folgt aus:
id 0
T, (7, exp) = (id T exp) STy M x TyM — Ty M x Ty M.
Wegen Ty exp,, = idy, ps ist also (m,exp) ein lokaler Diffeomorphismus fiir Punkte

nahe dem Nullschnitt.

Wir wihlen fiir jedes € M eine offene 0-Umgebung U, in TM, so dafl (m,exp) :
Uy — (m,exp)(U;) ein Diffeomorphismus ist, und die Fasern U, N T,M Kugeln
um 0 sind. Die Vereinigung U := (J,, Uz ist dann eine offene Umgebung des
Nullschnitts in 7M. Und (7, exp) : U — V := (m,exp)(U) ist ein lokaler Diffeomor-
phismus.

Bleibt nur noch die Injektivitéit zu zeigen: Aber falls zwei Tangentialvektoren ver-
schiedene Fuflpunkte besitzen, so konnen wir sie durch die erste Komponente 7 :
TM — M trennen, und falls sie den gleichen FuBlpunkt x € M haben, so trennt
sie die zweite Komponente exp,, da sie in einer der Kugeln U, N T, M enthalten
sind. O

62.9 Tubuldre Umgebung.

Sei M C N eine Teilmannigfaltigkeit der Riemann-Mannigfaltigkeit N. Mit T M=+
bezeichnen wir das Normalbiindel von M in N, d.h. jenes Vektorbiindel tiber M,
welches als Faser diber x € M das orthogonale Komplement (T,M)* von T, M
in T, N beziiglich der Riemann-Metrik von N hat. Dann ist expy ein Diffeomor-
phismus von einer offenen Umgebung des Nullschnitts M C TM* auf eine offene
Umgebung von M in N. Die Bilder von Schnitten konstanter Ldinge schneiden die
radialen Geodditen orthogonal.

0

Beweis. Analog zum Beweis von Satz konnen wir den Tangentialraum von
TM~ in einem Punkt = des Nullschnitts als T, M @ Ty M+ = T, N schreiben. Und
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die Tangential-Abbildung von exp, hat die Gestalt
To, expy = idr, N = (id7, m, To €xpy (1, 20y - )-

Also ist expy : TM* — N ein lokaler Diffeomorphismus, und auch die Injektivitiit
kann wie im Beweis von Satz gezeigt werden.

Sei nun X : R — TM+* ein Vektorfeld von konstanter Linge (0.B.d.A. 1) lings
einer Kurve ¢ = 10 X : R — M, so betrachten wir die Abbildung ¢ : (t,s) —
exp(s)(t X (s)). Der Beweis von zeigt, daf sich die Parameterlinien orthogonal
schneiden. O

Wihlt man fiir M einen Punkt und in 7, M eine Orthonormalbasis, dann sind das
gerade die Riemannschen-Normalkoordinaten. Ein anderer Spezialfall ist der einer —
nach der Bogenldnge parametrisierten — doppelpunktfreien Kurve ¢ : R — M.

In haben wir eine Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) als geodéitisch vollstéindig
bezeichnet, wenn jede Geodéte unendliche Lénge hat, oder dquivalent, auf ganz R
definiert ist. Der folgende Satz liefert nun den Zusammenhang mit der Vollsténdigkeit
im Sinne der Metrik, wie wir ihm in verwendet haben.

62.10 Satz von Hopf-Rinow.

Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind folgende Aussagen dquivalent

1 M ist geoddtisch vollstindig.
2 M ist als metrischer Raum vollstindig, d.h. Cauchyfolgen konvergieren.
3 Jede in der Metrik beschrinkte und abgeschlossene Menge ist kompakt.

Weiters folgt aus diesen dquivalenten Aussagen

4 Je zwei Punkte in der gleichen Zusammenhangskomponente lassen sich durch
eine Geoddte minimaler Linge verbinden.

Beweis. (3 = 2) Dies ist ein allgemeiner Satz aus der Topologie, den nach dem
Satz von Cantor (siehe [55, 3.1.4] geniigt es das Prinzip der Intervallschachtelung
zu beweisen: Seien also A,, # () abgeschlossen und monoton fallend mit d(A4,) :=
sup{d(z,y) : z,y € A,} — 0. Nach Voraussetzung ist somit A, kompakt (falls
d(Ay) < 00) und somit (), An # 0.

(2 = 1) Sei ¢ eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Geodéte und ]a,b| ihr
maximaler Definitionsbereich. Sei z.B. b < +o00, und betrachten wir eine Folge
by, /' b, dann ist ¢(by,) eine Cauchyfolge, denn

d(c(t1) — c(t2)) < L(cliy 1) = [t2 — ta]-

Nach (2) existiert also lim,, oo ¢(by) =: ¢(b). Aus wissen wir, daf3 eine Umge-
bung U von ¢(b) existiert und ein p > 0, soda$} exp,, fiir alle € U und alle Vektoren
der Lénge kleiner als p definiert ist. Wéhlen wir nun n so grof3, da b — b,, < p und
¢(by) € U. Dann ist die Geodéte mit Anfangsrichtung ¢'(b,,) fiir |¢t| < p definiert,
also iiber b hinaus, Widerspruch.
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(1= 4)Esseir :=d(xz,y) > 0. Wir wihlen ein 0 < p < r, so dafl exp,, : B,(0) — M
ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Sei 0 < p; < p und S := exp,(0B,,(0)). Da S
kompakt ist, existiert ein x; € S mit d(z1,y) minimal. Sei v € T, M mit |v| = 1
und x; := exp,(p1v), Wir behaupten, daf exp,(rv) =y, also ¢(t) := exp, (tv) eine
Geodéte von x nach y mit minimaler Lénge 7 ist.

Es geniigt d(c(t),y) = r —t fir py <t < r zu zeigen. Offensichtlich stimmt diese
Gleichung fiir t = p;, denn da jede Kurve von z nach y die Menge S trifft, gilt:

r=d(z,y) = rsneig(d(x, s) +d(s,y)) = p1 + d(x1,y) = p1 +d(c(p1),y)-

Sei nun tg das Infimum jener ¢, fiir welche die Gleichung nicht stimmt. Da die
Bedingung abgeschlossen ist, gilt fiir ¢y die Gleichung. Inbesondere ist also ty < 7.
Sei Sy eine geoditische Sphire um c(t) mit Radius pg < r — tg, sei weiters zg ein
Punkt auf Sy mit minimalem Abstand von y, und sei ¢y eine Geodiite minimaler
Lénge von c(tg) nach zg. Dann gilt:

d(c(to), y) = min(d(c(to), s) +d(s,9)) = po + d(z0,y)
sE€So
und somit d(xo,y) = (r — to) — po. Weiters ist

d(x,20) > d(x,y) — d(wo,y) =7 — (r —to) + po = to + po,

und die Kurve c[p 4, gefolgt von co hat die Lénge to + po somit gilt d(x,zo) =
to + po, also die gestiickelte Kurve eine Geodéte die c|j¢,) verldngert also mit c
iibereinstimmt. Somit gilt die gewiinschte Gleichung auch noch fiir ¢y + po fiir alle
kleinen pg. Das ist ein Widerspruch dazu, dafl ¢ das Infimum jener t ist, fiir die
die Gleichung falsch ist.

(1 = 3) Sei A C M abgeschlossen und beschrénkt, i.e.
sup{d(z1,x2) : 21,22 € A} = 1 < 0.

Nach (4) ist A C exp,{B-(0)} =: B fiir x € A, und B ist als stetiges Bild der
kompakten Menge B,.(0) kompakt, also auch A. O
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62.11 Satz.
Sei (M, g) eine vollstindige Riemann-Mannigfaltigkeit, und sei X € X(M) ein

beziiglich g beschrdinktes Vektorfeld. Dann ist X wollstindig, d.h. hat einen globalen
Flug.

Beweis. Sei | X (z)|, < R fiir alle 2 € M und sei ¢ eine Losungskurve von X, dann
gilt:

L(clas) /|c Y] dt = /|X W, dt < |b—al R

Also bleibt ¢ auf endlichen Intervallen innerhalb einer beschrinkten, und wegen
der Vollsténdigkeit innerhalb einer kompakten Menge. Dies ist ein Widerspruch zu

[28.3] 0

62.12 Satz von Nomitzu-Ozeki.
Zu jeder Riemann-Metrik gibt es immer eine konform dquivalente, die geodditisch
vollstindig ist.

Beweis. Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit und d die assoziierte Metrik zu
g. Sei wieder B,(z) :={y € M : d(z,y) < r}. Dann setzen wir

r(x) :=sup{p > 0: B,(x) ist kompakt } € (0, +oc0].

Aus der Dreiecksungleichung fiir d folgt sofort |r(z1) —r(x2)| < d(x1,z2), also ist r
stetig. Falls r(x) = 400 fiir ein z, so auch fiir alle anderen z € M, und damit ist jede

abgeschlossene beschrinkte Menge kompakt, also M nach | 62.10 | vollstéandig. Wir
diirfen folglich annehmen, dafl » : M — R. Nun wéihlen wir mittels Partition der 1

eine glatte Funktion f : M — R mit f(z) > ﬁ fiir alle z € M. Und betrachten
die konform #quivalente Metrik g; := f?g.

Bleibt zu zeigen, daf gy vollsténdig ist. Dafiir geniigt es die Inklusion B /3( x) C
T(I)/Q( x) zu beweisen, denn dann hat auf Grund des Beweises von 2 = 1 in|62.10

jede Geodite mindestens Lange =, und somit durch Aneinanderstiickeln unendliche
Lénge. D.h. gy ist vollsténdig.

Sei also y ¢ BT(m)/Z( x) und ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve von z nach y dann gilt:
f | (t)], dt > d(z,y) > T(—T und

L9 (e / /()| g, dt = / fle (t)]gdt = (nach dem Zwischenwertsatz)

4 = f(c(1)) LY(c L7(c)
T))/a (0 dt = () L2(e) > 2
)<

Wegen |r(z) — r(c(7))] < d(x,c(r)) < LI(c) gilt r(ce(T)

oo L0 1) L 1
e > ey 2 v s 0 @ <o) 3

)

r(x) + LI(c) und somit

62.12a Beispiel.

Es sei M := R?\ {0}. Dann ist M mit der euklidischen Metrik g nicht vollstéindig
(betrachte antipodale Punkte). Die Exponentialabbildung in einem Punkt (z.B.
(1,0)) in der konform &quivalenten vollstéindigen Metrik g; mit f(z,y) := 1/y/a? + y?
sieht dann wie folgt aus:
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62.13 Lemma (Divergenz via kovarianter Ableitung).
Sei & ein Vektorfeld auf der orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M so gilt:

div§ = spur(n — V,§).

Beweis. Fiir die Divergenz, die wir aus der &dufleren Ableitung durch Anwen-
dung des Hodge-Stern-Operators gewonnen haben, und die wir auch mittels Lie-

Ableitung der Volumsform beschrieben haben, gilt nach folgende lokale For-

mel:
e~ Jo 3 (VBE) - 30 (€shiteo s )
i=1

i=1

Fiir V¢ haben wir die lokale Formel:

m

> (EV5.9i + 5 (€)3))

J=1

<§]ZF1jgk + 8u7 )g]>
k

=1

6243

62.6 i

Jj=1

<Z§k ik T aaré >9j~

Fiir die Spur von 7 +— V,,§ erhalten wir also

spur(n — V,§) = Z (Z ek ik T aul l) .

i=1

IPH13

Wegen det’(A)(B) = det(A) - spur(A~!B) gilt schlieflich:

36 52xG = 535G spur((97) (3% 9:.5))
NN i N
DY 9 (Thiy +Th) > Thi= Tix U
=1 j=1 =1 1=1
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63. Jacobi-Felder

63.1 Bemerkung

Sei ¢ : [0,a] — M eine Geodite in einer Riemannschen Fliche. Diese 148t sich als
radiale Geodite der Form c(t) = exp,(g)(t¢'(0)) schreiben. Sei dazu x := ¢(0) und

v := ¢/(0). Wir wollen benachbarte radiale Geodéten diskutieren. Nach gibt
es eine Umgebung um [0,a] x {v} C R x T, M, auf welcher exp wohldefiniert ist.
Damit existieren auf dem Intervall [0, a] die radialen Geodéten, welche bei z in eine
Richtung nahe v starten. Betrachten wir nun die Variation (¢, w) — exp, (t(v+ w))
mit w L v. Die Richtungsableitung £(t) := (T3, exp,)(tw) an der Stelle (¢,0) in
Richtung (0, w) definiert ein Vektorfeld £ lings c.

Wir wollen nun zeigen, dafl das Vektorfeld & die Jacobi-Gleichung
VZE(t) + K (c(t) £(t) = 0
mit den Anfangswerten £(0) = 0 und VE(0) = w erfiillt.
Da
©: (r,0) — exp,(r(cos v + sin Qw)) fiir |w| =1 = |v|
geodétische Parallelkoordinaten sind, also £ = 1, F' = 0, G > 0 erfiillen, gilt die

Jacobi-Gleichung K = —% (%)2 VG aus [53.9].
Fir {(¢) : = & ‘s:O exp, (t(v + sw))
=2 ‘9:0 exp, (t cos Ov + ¢ sin bw) = dap(¢, 0)
ist |€]* = |0ap]* = G.
Das Vektorfeld £ steht normal auf ¢, da die radialen Geodiiten die geodétischen
Sphéren (wegen F' = 0) orthogonal schneiden, also 148t sich € als A(t)v(t) schreiben,

wobei v das Einheitsnormalenfeld zu ¢ in TM und X\ = |¢| = v/G ist. Folglich gilt
N+ (Koc)h=\"— %(%)2@)\ = 0. Da c¢ eine Geodite ist, ist ¢’ ein paralleles
Vektorfeld (siehe ) léings ¢ und ebenso v. Also gilt fiir die kovariante Ableitung
von &:
VE=VAv)=AVv+Nv=\Nv
= V=VW\Nv)=NVr+\Nv=\v
= VE+KE=Nv+Klsv=N+K\Nvr=0

63.2 Definition (Jacobi-Felder).
Wir nennen ein Vektorfeld ¢ lings einer Geodéte ¢ ein JACOBI-FELD falls es die
JACOBI-GLEICHUNG
V4 (Koc)é=0
erfiillt und orthonormal auf die Geodéte steht.

63.3 Lemma.

Die Jacobi-Felder £ lings einer Geodite ¢ mit Anfangsbedingung £(0) = 0 sind genau
jene Vektorfelder, welche sich als £(t) := (Tie(0) €xPe(oy) (tw) mit w € d0)*t c
TeoyM schreiben lassen.

Beweis. Wir haben gerade gezeigt, dafl so darstellbare Vektorfelder Jacobi-Felder
sind. Berechnen wir nun noch deren Anfangswerte. Klarerweise ist

£(0) = (Ther (0) €XPe(o)) (Ow) = 0.
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63.6 63. JACOBI-FELDER

Beziiglich der Koordinaten (u',u?) — exp, (u'v + u?w) gilt u!(t) = t, u?(t) = 0,

€1(t) = 0 und &%(¢) = t. Nach ist

< dev G ke du’ fi)
VEO) =) | G+ T | ok

k=1 i
2
1o k d Iel
=+ > Tkt 1o = 3% = w.
k=1

Da die lineare Differentialgleichung 2.ter Ordnung A\’ 4 (K oc¢) A = 0 aber zu jedem
Anfangswert eine eindeutige Losung hat, muf diese obige Gestalt besitzen. O

Sei nun M eine vollstdndige Riemann-Mannigfaltigkeit und ¢ eine nach der Bo-
genlidnge parametrisierte Geodéte in M. Wir haben gesehen, dafl Kurven
die in geodétischen Parallelkoordinaten nahe an c liegen, keine kiirzere Bogenlidnge
haben kénnen. Wir untersuchen nun die Frage, wann wir geodétische Polarkoordi-
naten um ¢(0) finden kénnen, welche bis zu ¢(t) reichen. Dazu folgende

63.4 Definition (Konjugierte Punkte)

Es sei c(t) = exp,(g)(tc’(0)) eine Geodéte in M. Ein Punkt c(t) heifit KONJUGIERT
zu ¢(0) falls das Differential T (0)(exp(o)) der Exponentialabbildung bei t¢’(0) €
Te0)M kein Isomorphismus von T,y M = Tio(0)Te0)M nach T,y M ist.

63.5 Satz (Konjugierte Punkte).
Fiir eine Geodite c in einer vollstindigen Riemannschen Fliche sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

1. ¢(t) ist konjugiert zu ¢(0) lings c.
2. Es existiert ein nicht-verschwindendes Jacobi-Vektorfeld & lings ¢ mit

£(t) = 0 =¢(0).

) und v := ¢(0). Nach ist das Jacobi-Feld mit
0 und VE(0) = & L v durch

£t (Ty exp,)(t&o)

gegeben. Also ist £(t) = 0 genau dann, wenn t§, im Kern von Ti, exp, liegt.
Nun brauchen wir nur noch zu beachten, dafl (T3, exp,)(v) = (t) # 0 und
(Tyy exp,)(w) L () fiir alle w L v gilt. Also ist der Kern von T}, exp, die Menge
{tV£(0) : € ist ein Jacobi-Feld lings ¢ mit £(t) = 0}. Daexp, : T, M — M eine Ab-
bildung zwischen gleichdimensionalen Rdumen ist, ist die Aussage Ker(T}, exp,) =
0 damit dquivalent, daf} T}, exp, ein Isomorphismus ist. O

Beweis. Es sei z := ¢(0
Anfangsbedingung £(0) =

63.6 Folgerung.

Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Falls ¢ im Inneren eines
Parameterintervalls [t1,ts] keine konjugierte Punkte enthdlt, so gilt L(c1) > L(c)
fiir jede nahe c gelegene Kurve cy.

Es gilt auch die Umkehrung, siche [52].

Beweis. Wie im Beweis von betrachten wir eine Abbildung ¢ nach geodéatischen

Polarkoordinaten um ¢(0). Wegen ist diese Abbildung ein lokaler Diffeomor-
phismus in jedem Punkt von |t1,t2[ x {0}. Also haben wir, abgesehen von den
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63. JACOBI-FELDER 63.8

Randpunkten, geoditische Parallelkoordinaten léngs c. Nach ist dann die
Lénge jeder nahe ¢ gelegenen Kurve mindestens so grof§ wie jene von c. O

63.7a Lemma. Vergleichssatz von Sturm.

Es sei u (resp. v) Lésung der Differentialgleichung u”(t) + a(t)u(t) = 0 (resp.
v (t) + b(t)v(t) = 0) mit Anfangswert u(0) = 0 = v(0) und v (0) = 1 = v'(0).
Weiters sei a > b (bzw. ¥ t : a(t) > b(t)). Sei t, = min{t > 0 : u(t) = 0} und
t, := min{t > 0 : v(t) = 0}. Dann ist t, < t, und fir 0 < to < t1 < t, ist
v(t1)u(to) > u(tr)v(to) (bzw. >) und v(t1) > u(ty) (bzw. >).

Beweis. Nach Voraussetzung ist u(¢) > 0 fiir alle 0 < ¢t < ¢, und v(¢) > 0 fiir alle
0 <t <ty Esseia(t)>b(t) fir alle t. Wére t,, > t, so wire

t

t i t
0:/ u(v”—i—bm)—v(u”—l—wu)z(u~v’—v'u’)0 +/ (b—a)-v-u,

0 0
—_—

=u(ty)v’(ty)<0 <0

ein Widerspruch.

Sein nun 0 < t < t,,. Dann ist
t

t t
0= /0 u(@’+bv)—v (U +au) = (u~v'—v~u')‘g—|—/0 (b—a) v-u< (uv—vu) .

<0

und somit (logov)’ > (logou)’, also v(t1)u(t) > u(t)v(to) fiir alle 0 < to < t1 < ty.

Wegen limg, g Z((izg = Z:% =1 folgt v(t1) > u(ty).

Den Fall a(t) > b(t) fiir alle ¢t behandelt man ganz analog. O

63.7 Folgerung.
Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddte, so daff Ko < K(c(t)) <

s

K, . Dann liegt in jedem offenen Intervall der Linge izl kein konjugierter Punkt.

In jedem abgeschlossenen Intervall der Ldnge \/LKT hingegen liegt ein konjugierter
Punkt. Hierbei und im folgenden sei \/LKT = 400 fir K1 <0.

Beweis. Aus b(t) := K(c(t)) < K1 =: a(t) folgt mittels fiir die Losung
&(t) = v(t) v(t) derJacobi-Gleichung (siche ) und jene von u”(t) + Ky u(t) =0
(also u(t) = ﬁsin(t\/Kl)) die Beziehung u(t1) < v(t1) und somit v(t) = 0 =
t\/f? > .

Die zweite Aussage zeigt man ganz analog. O

63.8 Theorem von Bonnet.

Ist M eine vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Fliche und K > Ko > 0,
so ist der geoddtischen Abstand je zweier Punkte hdchstens \/}%0 Insbesondere ist
M kompakt.

Beweis. Nach | 62.10.4 | existiert zu je zwei Punkten eine Geodéte minimaler Lange.
Falls diese Lange grofler als \/}%O ist, so enthélt sie nach konjugierte Punkte,

und nach der Umkehrung von ist diese Geodidte dann nicht die kiirzeste

s

Verbindung, ein Widerspruch. Damit sind ihre Endpunkte aber héchstens TR

entfernt. Insbesondere ist der Durchmesser

d(M) = inf{d(l’l,l'g) 1 X1,X2 € M} < \/%,
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und somit ist M nach |62.10 | M kompakt. O
63.9b Lemma.

Es sei K(z) < K fiir allex € M und p1 < p := T Sei weiters ¢ : [0, p1] —
M eine Bogenlingen-parametrisierte Geoddite von x := ¢(0) nach y := ¢(p1). Sei

v : [s0,51] = B,(0) C T, M eine Kurve mit exp,(v(so)) = « und exp,(v(s1)) = y.
Dann ist L(exp, ov) > L(c).

Beweis. Wegen K (x) < K fiir alle 2 € M ist exp,, : B,(0) — M ein lokaler Diffeo-

morphismus nach ‘ 63.7 ‘ und ‘ 63.4 ‘ Somit ist (exp,)*(g) eine Riemann-Metrik auf
B,(0) und exp, bzgl. dieser eine lokale Isometrie. Die Polarkoordinaten auf B,(0)

induzieren somit geoditische Polarkoordinaten (siehe ) auf B,(0) bzglder Me-
trik (exp})(g) und somit folgt das Resultat aus . O

63.9a Proposition.

Seien (cs)s eine glatte Homotopie relativ {0, 1} zwischen zwei verschiedene Geodiiten
von z nach y mit L(co) < L(c1). Falls K(z) < K fir alle x € M so existiert ein
0<sp<1mitL(cs,) > j—% — L(cp)

Beachte, daf dies fiir K3 < 0 besagt, daf verschiedene Geodéten von x nach y nicht
homotop sein kénnen.

Beweis. Es sei p := —=. Wegen und ist exp,, : B,(0) — M ein lokaler
Diffeomorphismus und somit auf jedem kleineren offenen Ball eine Uberlagerung
(denn die Fasern sind endlich). O.B.d.A. ist L(co) < p (andernfalls ist \;%—L(Co) <
L(co)). Sei cg : t +— exp,(tv). Falls ¢cs(t) € exp,(B,(0)) fiir alle s und ¢, so existiert
somit ein Lift (¢, s) +— ¢4(t). Da aber der Lift der Geodéte ¢; eine Gerade durch 0
sein muf} ist das wegen ¢y # ¢; unméglich. Somit kommt die Homotopie den Rand
von exp,(B,(0)) beliebig nahe, d.h. fiir jedes p; < p existiert ein s € [0,1] s.d. der
Lift ¢ existiert und einem Punkt im Abstand p; von 0 enthilt. Nach hat
dann die Verkettung der beiden Kurven ¢, und der verkehrt durchlaufenen c¢q eine
Lénge > 2p1, also L(cs) > 2p1 — L(cp). Da py beliebig nahe an p war, folgt aus der
Stetigkeit von s +— L(cs) das Resultat. O

63.9 Theorem [36].

Die Exponential-Abbildung jeder vollstandigen zusammenhdingenden Riemann-Fliche
mit K < 0 ist fir jedes x € M eine Uberlagerung exp, : IuM — M. Ist also M
zusdtzlich einfachzusammenhdngend, so ist exp,, : TuM — M ein Diffeomorphis-
mus und zu je zwei Punkten gibt es genau eine minimale verbindende Geoddte.

Beweis fiir einfach zusammenh#ngendes M. Wegen existieren fiir K <0
keine konjugierten Punkte und somit ist exp, : TuM — M f{iberall ein lokaler
Diffeomorphismus. Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist exp, surjektiv. Nun
zur Injektivitit. Sei exp,(vo) = exp,(v1) = p € M. Dann sind ¢;(t) := exp,(t v;)
Geoditen die z mit p verbinden. Da M einfach zusammenh#ngend ist, sind diese
homotop. Wegen sind sie somit ident, also vy = v.

Nach ist die radiale verbindende Geodéte von minimaler Lénge. O

Auf allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten sieht die Jacobi-Gleichung wie
folgt aus:

VZE+ R(E, ) =0,
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wobei R die (in ) noch zu definierende Riemann-Kriimmung bezeichnet. Die
Losungen der Jacobi-Gleichung heiflen wieder Jacobi-Felder, die genau die Rich-
tungsableitung von 1-Parameter-Variationen der Geodéte ¢ sind. Die Darstellung
fiir Jacobi-Felder § mit £(0) = 0 via der Ableitung von exp. gilt genau wie
im 2-Dimensionalen. Der Randwert dieser Jacobi-Felder beschreibt den Kern der
Exponentialabbildung, und somit konjugierte Punkte. Ebenso gilt dann und

nach Myres 1935 und nach E. Cartan 1928, wobei K durch die Schnitt-

kriitmmung (siehe ) zu ersetzen ist Fiir Beweise dieser Resultate siehe z.B. [66,
6.14, 6.15, 6.16].

64. Riemann-, Ricci- und Schnittkriimmung

Seien 2 Vektorfelder £ und n im R™ gegeben. Dann gilt fiir die iibliche Ableitung des
Vektorfelds £ in Richtung 7, die wir hier auch mit D¢ : z — &'(x)(n(x)) bezeichnen
wollen:

[D¢, Dy) := D¢ o Dy — Dy o Dg = D¢

denn

m

(D¢ o Dy = Dyo D) ((¢12) = (€01(¢)) = mECN) 1,
= [fa’ﬂ((i)?il = D[&,n]((gi)gl)
64.1 Satz (Godazzi-Mainardi-Gleichung).
Sei M eine Hyperfliche im R™ und seien &, n, ( Vektorfelder im R™, welche ldngs
M tangential an M sind. Dann ist
1. GAUSS-GLEICHUNG: V¢V ¢ =V Ve( = Ve ¢ = (Ln, ()LE = (LE, () Ln,
2. GODAZZI-MAINARDI-GLEICHUNG: VL — VL& = L[E, ).
Beweis. Es ist

0= DeDy¢ — DyDeC — Die ¢

Dg(an _ <Ln’<>y) — DW(V§C — <L§,C>V) - D[&TI]C

= D¢V, ¢ — E((Ln,C))v — (Ln, ) Dev
— Dy Ve +n({LE Q)+ (LE,C)Dyr
= Dieyi€

VeVy¢ = (L& VyQr = E(Ln, )y = (Ln, ()L
= VyVeC 4+ (Ln, Ve +n((LE,Q))v + (L& C)Ln
- v[{,n]< + <L [53 7]]3 <>V

Der Tangentialanteil hiervon ist die Gau$-Gleichung:
0=VeVyC=VyVel = Vigy = (Ln,OLE+ (LS, QL7
Und der Normalanteil ist die Godazzi-Mainardi-Gleichung;:
0=—(Vy(, LE = &(Ln, ¢) + (Ve(, L) +n{LE ¢) + (L[, n), )
= (~VeLm) + V,LO + L) O
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64.2 Definition (Riemann-Kriimmung)

Die RIEMANN-KRUMMUNG R : X(M) x X(M) — L(X(M),%(M)) einer Riemann-
Mannigfaltigkeit ist definiert durch die linke Seite der Gauf-Gleichung |64.1.1 |
R(&,n) :==[Ve, Vgl = Vig

Die Motivation hierfiir ist, daf} die rechte Seite auf { := n angewandt und ins
innere Produkt mit £ genommen fiir orthonormale Vektoren ¢ und 7 gerade die
GauBkriimmung liefert:

{Ln,mL€&—(LEn)Ln,&) = (Ln,n){LE& &) — (L&) (L, &) = det(L) = K.
64.3 Lemma (Die Riemann-Kriimmung ist ein Tensorfeld).

Die Riemann-Krimmung ist ein 3-fach ko- und I1-fach kontravariantes Tensorfeld
auf M, dh. ReT(T*"M QT*M @ T*M @ TM).

(Koordinatenfreier) Beweis. Dazu mufl man nur zeigen, dafl die Abbildung
(&,n,¢) — R(&n)(¢) in allen Variablen C*° (M, R)-homogen ist, vgl. mit dem Be-

weis von .
R(f&,m) = [foa vn] = Visenm)

Ve, V] = Ve m—n(pe
= (fVe)Vy = Vu(fVe) = Ve +n(f)Ve

IVeVy = Ve =n(f)Ve = fV e +1(f)Ve
= f([Ve; Vil = Vigw)) +0

R(En)(£C) = (Ve Vil = View)) (£O)

Ve(fVnC+n(f)¢) = Vo(fVeC +£(£)C)
- fv[§,7;]C - [5777](]0)(

IVeVLCHEH)VC+n(f)Ve +En(f))C
= [V Ve = n(f)VeC — &)V —n(E(f))E¢
= fViemC = &M +nE(f))C

= f(VeVy = VyVe = Vie) €

=fREn(C). O

Koordinatenbeweis.

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) — VY(VXZ) —VixnZ

Vs (Z( Y’“+ZP kZJY’“> i)

~Vy (Z( X’“ + Zr kZJXk> ai)

-V Z
o (oot

out du? dul
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m Z( Yk+zr7, ZJyk) VX

+X<Z< gz Y’“+Zrl Zﬂyk>>

K3

—Z(Z Xk+ZF’kZJX’“>Vy
(Z(Z X"—i—Zl”kZJX’“) a(zi

_ Z(Xiﬁy.j _yi X ) Vo Z

ou’ out oud

[e242] i 0
Z( Y’“+ZF ZJYk> levw 0
+Z(ZX Y’f+z

0
k k i k
+ E X(TL )27V + JEk F 1 X( (ZHY* 4 Jgk I kZJX(Y )) i

Z( X’“rZF’ ZJXk> ZY Voa 8‘?“
—Z(ZY XY G

FLY XY TN Y FE,kZJY<Xk)> ot
7, gk

gk

j l
(G ) O g )
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ori . YA 9
Xryk gzi ok XP Yk
+z§p Dup 8ul ;}p Fik gui
oYk d
XP VAR
" 1]ka ur o auz
A d » d
_ k1 kvl 7j P
Z;pXYakF”aup ijzk:leYZF T 5
B ZXWP 0*z1 9 axk v YA
, oukour out - ouP oukF out
i,k,p i,k,p
or |
— Xtyr 7 x* YP — P
72/;;; 8up 81# ;;p 3k Gyt
oxk D
- YP 79 T :
B oup 3k Py
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. 0
_ i P e
Z X Fjl a D ] ouP
i,5,0,p 4,5, lvp
B Z Po) G VAN 0X7 yi 87Zl i
oul Oui Oul .y Out oud oul
G AR or., o
= xryk zi — Lk xkyr zi — 2k
Z oupP Ou’ Z ouP Ou’
i,9,Kk,p ,5,k.p
) 0 . 0
Ik g P kAl g p
—i—lZXYZF rllap HZ:XYZF I 5
i,5,k,l,p i,3,k,0,p
YA 0
Xtyk —— X* Yp - I" .
* Z ouP L aup Z Pk gu
i,k,l,p i,5,k,p
GZ 0 YA 0
k kvl p
T2 XY T Tk g ,ZXYWFN%
i,59,k,p i,k,l,p
;, 0 ;0 0
IR ak@‘ZX o 2 Tt 5w
i,5,k.p i,5,0,p
S L AP T
”kpaup 81 Jl@up
Yk 9zt o ~8YJ VAR
XP — —_— = X’ - —
+i;p oupP OuF Oul ; out Oud ol
B Z (’)Zi 0 n 0X7 187Z5 i
8up 8uk ou’ ou’ oud oul
i,k,p 4,5,
0%zt 9 8%zt 9
XxPy* ) xky? :
+ Z Oukoupr Ou’ Z OukOupr ou
i,k,p k,p
L ore . 0
— ivi 7k k,j _ TP _
SE s (G e () g
=Ry,
0
[ k
;;@XY]Z ik g ©
64.4 Bemerkung
In lokalen Koordinaten haben wir
(1) R= > R, du®d@du* e 2
i,5.k,1
mit Rl = du' (R(z, 52) 5% )
= 6aulr — o5 Tk +Z ka kaFl )
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Beziehungsweise fiir R(£,1, ¢, x) := (R(£,1)¢, x)

(2) R= > Rk du' ®dv @ du* @ du'
i,5,k,1
m
mit Rijii = (R(gar: 505) 5or lgar) = D BEj 9w
p=1

_1(_@ ‘ o’ . o’ A
=2 (aw‘auk 915 = suowdik t guiga Yik = Guiour glﬂ)

+ Y P Tingliip = Tikalitp):

p=1g=1

Beweis. Wir rechnen wie folgt:

m

[ o)
D Rijuaar

=1

Out’ Oul

T R

U

m
~Vo D Tisge]+0
Ol
1=

e T 8 1l a s
p Fiyk]:‘jﬂp) + dut FJ k™ Bul F ) oul "

Koeffizientenvergleich liefert also:
Rﬁ,j,k 8u1 (F ) - 3uJ 1 k + Z F Fé’,p)'

Nun berechnen wir

m m
I 9 9.y 9 9\ _ D o 0\ _ D
Rl,]Jﬁl " <R<8ui’ Ouj)au’” 8ul> - <2Ri,j7k oup? 8ul> - Z Ri>j-,kgp’l
p=1 p=1
Es ist
m m
p
Z T3 )91 = 50 ZFJ k9p.l ZFMW (9p.1)
p=1 p=1 p=1

PR
j,k

p=1

,p,l + Fi,l,p)-
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und somit

Jkl ZRijgpy
m

-y <a‘3i<F§,k> 3T, rz,krﬁzq>)
p=1

q=1

:%(Fﬂal)_Zrik(FmJ"’thp) aua Liki +ZF pl+Fle)
=t RIS IRt
+) (M4, 500 =T8T 00)
] —— H,_/
=y @)

1 o 9 9 1.0 o) o o
30w (9w 9kt T 5ur 905 ~ pur9ik) ~ 35,7 (g 9kt + 5rdLi — Gurdik)
P
+ (F WLitp Fj,kFiJ,p)
p=1 —_— ——

4) (2

_ 1 o o? o? o2
-2 (8u77(')uk gij — outoul 9j.k + Oud Oul Yik — Oud Ouk 9

+ Z Z 9" (Cikaljip = Likalip)- D

p=1g=1

64.5 Lemma (Symmetrie der Riemann-Kriimmung).

Die Riemann-Krimmung erfillt folgende Identititen:

R(X,Y)Z+R(Y,X)Z =0

(R(X,Y)Z,W) + (R(X,Y)W,Z) =0

(R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y)

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

(VZzR)(X,Y,W)+ (VxR)(Y,Z,W) + (VyR)(Z, X, W) = 0.

U o=

Die Gleichungen und heiffen 1.te und 2.te BIANCHI IDENTITAT.

Beweis.
ist klar wegen der Definition R(X,Y) :=VxVy — VyVx — Vix,yl-
ist dquivalent zu (R(X,Y)Z, Z) = 0 fiir alle X,Y,Z. Es ist:

R(X,Y,Z,2)=  (VxVyZ,Z)  —(VyVxZ,2Z)~ (Vixy|Z Z)

~—_———
X(Vy Z,ZY—(VNyZN xZ)
1 1

X(3Y(2,2) = (Vv 2,Vx2) Y (5X((2,2))) + (VxZ, Vv Z)

—(Vixy14,2)

1
§[X7Y]<Z7Z> -0- <V[X,Y]Z7Z> =0

Nach gilt VyZ — VY = [Y, Z] und durch Anwenden von Vx erhalten

wir:

VxVyZ = VxVzY = Viy X = Vx|V, Z] - Viy 1 X = [X, [V, Z]]
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Der zyklische Ausdruck 148t sich nun wie folgt umformen:

R(X,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =
= vayZ—VyVXZ—V[ny]Z
—— N——— ,
(1) (2) (3)

+VyVzX — V2VyX—V[y7Z]X
—_———— —— . ,

(2) (3 (1)
+V2VXY—VXva—V[Z7X]Y
—_———— —]— . ,

(3) &) (2)

=X, 2]+ [V, [Z, X]] + [Z, [X, Y]]
(1) (2) 3)

=0 (wegen der Jacobi-Identitét).

folgt rein algebraisch aus 7 und :

Man setzt R(X,Y,Z, W) := (R(X,Y)Z,W). Nun betrachtet man einen Oktaeder
und bezeichne 4 der Seitenflichen (die sich nur in Ecken schneiden) mit X, Y, Z,
w.

R(X Y, Z, W

R(X, WY, Z) R(WY, X, Z)

R(Z, X, Y, W R(Z, Y, W X)

R(Z, WX, Y)

0

Die Ecken des Oktaeders, welche z.B. der Schnitt der Flachen X und Y ist, wird
mit R(Z,W,X,Y) bezeichnet, da von dieser Ecke aus betrachtet die Flichen X,

Z, Y, W aufeinander folgen. Wegen und ist es egal, von welcher der beiden
angrenzenden Flichen X oder Y aus man zu zéhlen beginnt.

Nun beachte man, dal die Summen der Ecken der Dreiecke X, Y, Z, W wegen
Null sind.
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R(X Y, Z, W

RWY, X, Z) R(Z Y, WX)

R(X, WY, Z) R(Z, X, Y, W

R(Z, WX, Y)

Zahlt man diese Summen fiir die Dreiecke Z und W zusammen und zieht jene fiir
X und Y ab, so erhilt man, daf3 das Doppelte von der Differenz aus der Ecke WNZ
und der Ecke X N'Y Null ist, d.h. | 3] gilt.

R(X, Y, Z, W

R(X, WY, Z) RZ Y. W)

R(Z, WX, Y)

In Detail bedeutet dies:
(+) RX,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W) =0

(1) (2) (3)
(=) RW,X.Y,Z)+R(X,Y,W.Z)+R(Y,W,X,Z) =0

(4) 1) (5)
(=) R(ZW,X,Y)+RW,X,2,Y)+ R(X,Z,W,Y) = 0

(6) (4) (3)
(+) R(Y,Z,W,X)+R(Z,W,Y,X)+RW.Y,Z,X) =0

@) (©6) ()
= 2R(X,Y,Z,W)-2R(Z,W,X,Y)=0

1) (6)
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Um diesem Punkt iiberhaupt Sinn zu geben, mufl man Vz auf Tensorfelder
ausdehnen. Das geht mittels Produkt-Regel, i.e.

(VZR)(X,Y, W) :=
= V2(R(X, V)W) — R(VzX,Y)W — R(X,V,Y)W — R(X,Y)V,W
= VZ(RX, )W)+ R(Y,VzX)W — R(X,VyZ + [Z, Y)W — R(X,Y)V zW.

Mit Zzykl_ bezeichnen wir die zyklische Summe beziiglich der Variablen X, Y und
Z. Dann gilt

Y (VZR)(X, Y. W) =

==Y Vz(RX, V)W) =Y R(X,-[Y,Z)W - > R(X,Y)V;W

zykl. zykl. zykl.
7 ( [Vx, Vy] = Vixy] )W
zykl. — =~

1) (4)
+ Z ( Vx, Vivzl W = Vix (v,z) W)

e @ 3)
=Y (T IV W = Vix V2 W)
zykl. ) (4")

==Vy, ax vz W
—————

3)
+3 (vz[vx,vy] W~ [V, Vy]Vs W) + 0
il R @) @
=0+ (Z [[vx,vy],vz}) w
zykl.

=0 wegen der Jacobi-Identitét. O

64.6 Folgerung (Polarisierungsformel).
Fiir die Riemannkrimmung gilt:

AR(X,)Y,Z,W) =
= —R(Z+X,Y4+W,Y+W, Z+X) + R(Z+X,Y-W,Y =W, Z+X)
R(Z-X,Y4+W,Y+W,Z-X) — R(Z-X,Y-W,Y-W, Z—X)
R(Z+Y, X+W, X+W, Z+Y) — R(Z+Y, X—W, X—W, Z+Y)
— R(Z-Y, X+W,X+W,Z-Y) + R(Z-Y,X-W,X-W, Z-Y)

Beweis. Es ist
6) R(X,.Y+Z,Y+Z,X)—R(X,Y-2,Y~Z,X) =
-9 (R(X, Y, Z,X)+ R(X, Z,Y, X))

64.5.1 || 64.5.2
Lasijfosa], ( (X,Y,Z,X)+ R(Z X, X, Y))
64.5.3

AR(X,Y, Z,X)
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und weiters

(7) R(X4+W,Y, Z, X+ W) — R(X-W,Y, Z, X—W) =
:ﬂ(MXKZMO+MWKZXD

Also ist

(8)
R(Y,Z,X,W) =
64.5.1 || 64.5.2
RUZY.W,X)

7 1
==—Rugxwun+§(R@+XJUMZ+X)—RQ;XJUMZ—X»

64.5.2 |,
R(X.Y.Z,W)

1
+g(R@+XJqMZYHMZ+X)—Rw+XJcmcy4Mz+X)

—R@;XﬁwﬂcYHMZ—Xy+Rw;XﬁcﬂzquZ—XD

9)
R(Z,X,Y,W) =

64.5.2

=]

1
IHKXJMZ)—i(MZ+KXJMZ+Yy<MZ—KXﬂMZ—YD
[64.5.1][64.5.2]

:@ _R(_X7 Y; Z’ W)
1
fgOMHKX#WX+WZHQfR@+KX4MXfWZHQ

fR@>KX+WﬁKHMZ—Y%kMZ—KX—WﬁKJMZ—YD

und damit
64.5.4
0 R(X,Y, 2, W)+ R(Y. 2, X, W) + R(Z, X,Y, W)
— R(X,Y,Z,W)
+R(X,)Y,Z, W)

1
+§@M+XY+WY+WZ+M—R@+KY—WY—WZ+M
wafo+mY+mem+waxyfmyfmzfxg
+R(X,Y, Z,W)
1
—g@@+KX+WX+WZ+n—R@+KX—WX—WZ+n
fR@—KX+WX+WZ—W+Rw7KX—WX—WZ—W)
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und schlief}lich

A R(X,)Y,Z,W) =
= RZ+XY+WY+W,Z+X)+R(Z+X,Y -W,Y - W, Z + X)
YRZ-XY+WY+W,Z-X)-R(Z-X,Y -W,Y -W,Z - X)
+RZ+Y,X+W,X+W,Z+Y)-R(Z+Y,X -W,X - W,Z+Y)
~RZ-Y,X+W,X+W,Z-Y)+R(Z-Y,X-W,X-W,Z-Y) O

64.7 Bemerkung.
Wir wollen nun die Ausdriicke der Form R(X,Y,Y, X) in der Polarisierungsformel

weiter untersuchen. Sei dazu

X =aX+bY a b
Y =¢X+dY (c d)'

Wegen der Schiefsymmetrie ‘ 64.5.1 ‘ und ‘ 64.5.2 ‘ ist

R(X',Y',Y',X') = det(A) R(X,Y,Y’, X') = det(A)? R(X,Y,Y, X).

Das gleiche Transformationsverhalten hat auch |X|? |V |? — (X,Y)?2, da dies das
Quadrat der Fliache des von X und Y erzeugten Parallelogramms ist, sieche dazu

. Folglich ist der Ausdruck

R(X,Y,Y, X)
X2 V2 = (X, Y)?

unabhéingig von der Wahl eines Erzeugendensystems des von X und Y erzeugten
2-dimensionalen Teilraums F' von T, M. Diese Zahl heifit die SCHNITTKRUMMUNG

von F und bezeichnen sie mit K (F'). Die Polarisierungsformel zeigt, dafl die
Riemannkriimmung sich aus der Schnittkriimmung berechnen 148t.

64.8 Satz (GauB-Kriimmung versus Schnitt-Kriimmung).

Fiir jede Riemann-Fliche M ist die GaufSkriimmung ident mit der Schnittkriim-
mung (des ganzen 2-dimensionalen Tangentialraums).

Beweis fiir Hyperflichen im R3. Sei (£,,7,) eine Orthonormalbasis von T}, M.
Dann ist

<(anm, M) Lala — <La:§a:,na:>Lwna:a§w>

= <La:77;m 77z><Lm§m7 €z> - <Lx£xa 77x><Lx77xa §x>
— det(L,) = K,
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64.8

Beweis fiir abstrakte Riemann-Flichen.

Es seien (u!,u?) lokale Koordinaten auf M. Dann ist

2 2 R(5ir 50 5z gur)
D K(TM) = D7 g o o gy = fhaan
|au1‘ |au1‘ ‘<8u1’8u2>|
64.4 1 2 2 2 2
B (3 (19(%2912 3u(?3u1 92,2 + augaul g1,2 — ﬁgl,l)
1,1

+g97 (T121T210 —T221T111)
+ 9% (T1297211 —To22l111)
+¢*" (T121T212 = T221T11,2)
+9** (T122021,2 — T222011,2)

En{cEs

Fio—Gi1+Fa1— Es»)

G
+ =5 (B2Ba — (2F> — G1)Eh)

D
- % (G1E2 — G2 Ey)
52 (BxGh — (2F, — G1)(2F) — E»))
52 (G1Gr — Ca(2F, — )
4§2 (E2Ga — 2F1Ga + G1?)
422 (E\Ga — EsGH — 22 Fy + 4F\ Fy — 2F,G))

G
+ W (E1G1 — 2B F5 + E22)

1
—3 (Eap —2F1 2+ G11)

53.7
— D? K

Oder etwas anders gerechnet:

I=

64.4 2 2 2 2
8 0 0 0
R;jr1 = 3 (auiauk 9L,j — Furgur9ik T Furaar Jik — aujaukgl,i>

m
+ > (T2, Ty = T2, Tiy)
p=1

Rip901 —=

[644] , ( 92
+ (F1,2F2,1,1 - F2,2F171,1>
+ (T7oT212 — T35l 12)

o o 92
Fuiauz 91,2 — Fuiaat 92,2 t guzaut 91,2 — Fuzauz 91,1
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[58.1][62:6 ]
S % (Fio—Gi1+ Fo1 — Eap)

B;G-GiF By

2D?2 2
_2F2G—G1G—G2F &
2D? 2
—EsF+G1 FE ﬁ
2D2 2
2R F+CGiF+GE 2F — By
2D?2 2
E 2
- @ (E2G2—2F1G2+G1 )

F
+ ﬁ (Eng — E2G1 — 2E2F2 + 4F1F2 — 2F1G1)

G
+ 3 (E\Gy — 2B, F; + E5?)

1
- §(E2,2 —2F 2+ G11)

53.7
== D?’K. O

64.9 Definition (Normalkoordinaten)

Unter RIEMANNSCHEN NORMALKOORDINATEN versteht man die Parametrisierung
m
o (ut. . u™) - exp, (Z uiXi)
i=1
fiir eine Orthonormalbasis (X7, ..., X,,) von T,M.

64.10 Lemma (Christoffelsymbole in Normalkoordinaten).
In Riemannschen Normalkoordinaten verschwinden alle Christoffelsymbole bei p.

Beweis. Offensichtlich gilt
gi,j(p) = <%7 %Xp) = <Xi,Xj> = 5i,j~

Die radialen Geoditen t — exp,,(tX) erfiillen die Geoditen-Gleichung
d*u* S k du’ du _
@+ Z Uiiar ‘ar =0

i,j=1
Fiir u(t) := tX; gilt wegen u*(t) = 5;-% somit Fﬁj(p) = 0. Fir u(t) := ¢(X; + X;)
folgt analog T}, + TF; + %, + T'%, = 0 und da I} ; symmetrisch in (i, ) ist, ist

K2

k . .o . .
I'7;(p) = 0 fiir alle 4, j, k. O

64.11 Lemma.

Sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit und F' < T, M ein 2-dimensionaler Teilraum.
Dann ist die Schnittkrimmung K(F') genau die Gauf-Krimmung der lokal durch
exp(F) gegebenen Fliche.

Beweis. Wegen geniigt es zu zeigen, dafl die Riemann-Kriimmung Ry der
Fldche N := exp(F) mit der Riemann-Kriimmung Ry auf M iibereinstimmt, wobei
N durch (t,s) — exp,(tX, + sY},) parametrisiert wird und die von M induzierte
Metrik tréagt.
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Dazu withlt man Riemann-Normalkoordinaten, d.h. die Parametrisierung ¢ : (u!, ..., u™)
epr(ZZ1 u'X;) fiir eine Orthonormalbasis (X1, ..., X,,) des Tangentialraums T}, M .

Dann verschwinden nach | 64.10 | alle Christoffelsymbole bei p. Da die Koeffizien-
tenfunktionen g; ; fiir M und N iibereinstimmen, gilt das auch fiir

1(_6? 22 ok 92
Rijri=3 (ng,k + 57941 — pigFYil — 3rgrdik ) + 0. O

64.12 Satz (Ungekriimmte Riume).
Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind dquivalent:

1. R=0.
2. M ist lokal isometrisch zum Euklidischen Raum.
3. Der Paralleltransport (siche ) ist lokal wegunabhdngig.

Der Punkt (3) ist global nicht allgemein giiltig wie das Mobiusband mit flacher
Metrik zeigt.

Beweis. (1 = 3) Indem wir eine Karte verwenden, kénnen wir annehmen, da§ M
eine offene Umgebung von 0 in R™ ist, allerdings mit einer allgemeinen Riemann-
Metrik g. Wir miissen zu gegebenem Anfangswert X ein Vektorfeld X finden,
welches ldngs jeder Kurve parallel ist. Dazu geniigt es, dal V5, X = 0 fiir alle
i = 1,...,m ist. Zuerst finden wir ein lings der u'-Achse paralleles Vektorfeld
ul — X (uh,0,...,0). Zu jedem u! finden wir lings der Kurve u? — (u',u2,0,...,0)
ein paralleles Vektorfeld u? — X (u!,u2,0,...,0) mit Anfangswert X (u!,0,...,0).
Und somit erhalten wir ein Vektorfeld (u',u?) — X (u',u?,0,...,0) lings der 2-
Fliche ¥ : (u!,u?) — (ul,u?2,0,...,0). Dieses erfiillt: Vo, X = 0 lings ¢ und
Vo, X = 0 lings ul — (ul,0). Es gilt Vo, Vg, X — V5, Ve, X = R(01,02)X = 0,
da [9s, 0¢] = 0 ist, weil die Fliisse t +— (¢, s) und s — (¢, s) miteinander kommutieren.
Somit ist Vi, Vg, X = 0, d.h. Vg, X ist parallel lings u® — ¢ (ul,u?). Aus Vg, X =0
lings u! — v(ul,0) folgt Vy, X = 0 lings ¢. Es ist also X parallel lings aller
Kurven in der 2-Fliche .

Nun kann man obigen Prozefl fortsetzen, um das gewiinschte parallele Vektorfeld
X zu erhalten. Dies zeigt, dal der Paralleltransport wegunabhéngig ist.

(3 = 2) Wihlt man als Anfangswert die Vektoren einer Orthonormal-Basis von
ToR™, so erhélt man parallele Vektorfelder X;, welche punktweise eine Basis bilden.
Fiir diese gilt [X;, X;] = Vx, X; — Vx, X; = 0. Diese konnen integriert werden, um
eine Karte ¢ zu erhalten, welche p; = X erfiillt, siehe | 29.12 |. In dieser Karte hat

die Riemann-Metrik dann aber Koeffizienten d; ; nach |61.5.1 |, d.h. ¢ ist eine lokale
Isometrie zwischen dem flachen R und M.

(2 = 1) Da die kovariante Ableitung und somit die Riemann-Kriimmung eine int-
rinsische Grofe ist, also nur von der Riemann-Metrik abhéngt, geniigt es R fiir den
Euklidischen Raum zu berechnen, dort ist aber R = 0 wegen der Vorbemerkung zu

[64.1] 0

64.13 Definition (Kriimmungen)

Unter der RIcCI-KRUMMUNG einer Riemann-Mannigfaltigkeit versteht man

Ricci(X,Y) = spur(Z — R(Z,X)(Y)) = —spur(Z — R(X, Z)(Y)).
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In lokalen Koordinaten gilt:

RICCI(Z Xt aul,zyj auJ) =
— ZXZYJ RlCCl( Ful s 3?“)
_ZXZYJ Zdu (B2 3%) &)

k
Rk77

==X YTl — g Thy + 2 (T Th, ~ TE,TL)
4,3 k P
Beachte, daf Ricci: T, M x T, M — R symmetrisch ist, denn

Riccil 575 307 —ZRk,m Z kz]lg ZRJ“H
k

u? ) Qud

ou?

FEioa) « . i e (2 2
E—— Liikd & = 1,4, — PMCCH 575 547
1k !

Unter der SKALARKRUMMUNG versteht man S := spur (§ — (Ricci(¢,.))%), also
von der Abbildung
T M ——rerms (T M)* —2 T, M.

Ricciy

In Koordinaten ist das somit

S = ZRicci(%, %)gi’j
,J
_ d Tk k k
- ZZ(duirkJ au’"r Z FZ_]Fip Ff,jrk,p)) 92].
5y k P

Beachte, dafl dies wegen der Symmetrieeigenschaften alle nicht trivialen Spu-
ren sind, welche man aus der Riemannkriimmung bilden kann. O

64.7a Proposition.
Eine Riemann-Mannigfaltigkeit hat genau dann konstante Schnittkrimmung auf

G(2,T,M), wenn fir alle X,Y,Z € T,M gilt:
R(X,)Y)Z =K - (g(Y, )X —g(X, Z)Y)

Beweis. (<) Sei R(X,Y)Z = K - (9(Y,Z)X — g(X, Z)Y) mit einer Konstanten
K € R. Dann ist
g(R(X, Y)Y, X)
K({{X,Y})) :=
(YD) = S 09, 7) - g7
:g(K (9(V,Y)X — g(X,Y)Y), X) K

9(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?

(=) Sei K die konstante Schnittkriimmung. Der Ausdruck
9(K - (9(Y,2)X —g(X, 2)Y),W) = K - (9(Y, 2)9(X, W) — g(X, Z)g(Y,W))

hat die Eigenschaften und stimmt fir Z =Y und W = X mit

g(R(X,Y)Y, X) iiberein. Wegen (wo wir nur diese Eigenschaften) verwendet
haben stimmt er iiberhaupt mit g(R(X,Y)Z, W) iiberein. O
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64.14 Folgerung.
Eine m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit habe konstante Schnittkrimmung
K. Dann gilt fiir die Ricci- und die Skalarkrimmung:

Ricci(X,Y)=K-(m—1)-g(X,Y)
S=K-(m—1)-m

Beweis.
Ricci(X,Y) = spur(Z — R(Z,X) Y) [470] spur( - K- (9(X,Y)Z - g(2, Y)X))
— K- (mg(X,Y) - g(X,¥)) = K- (m—1)- <X Y)
und S = spur(X — (Ricci(X, ))b) - spur(X — (K ) g(X, ,))")
=spur(X — K- (m—1)-X) =K (m— )m O

65. Riickblick auf Kriimmungen

Bei ebenen Kurven, haben wir die KRUMMUNG als die Kraft interpretiert, die not-
wendig ist, um einen Massenpunkt mit konstanter skalarer Geschwindigkeit auf
einer Kurve zu halten.

Bei Hyperflichen im R3 haben wir zuerst die NORMALKRUMMUNG einer Fliche
in Richtung ¢ als Kriimmung der Schnittkurve mit der, von der Flichennormale
und £ aufgespannten Ebene kennengelernt. Dies ist gleichzeitig die Kriimmung der
Geodite in Richtung &, siehe . Die kritische Punkte der Normalkriimmung
sind die HAUPTKRUMMUNGEN, deren Produkt die GAUSS-KRUMMUNG ist.

Bei einer allgemeinen Riemann-Mannigfaltigkeit kann die SCHNITTKRUMMUNG als
die GauB-Kriimmung einer 2-dimensionalen Fléche, welche durch die Exponenti-
alabbildung parametrisiert wird, aufgefait werden. Die Riemann-Kriimmung ist
schlieflich das zur Schnittkriimmung gehérige Tensorfeld (i.e. 4-lineare Abbildung).
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Aufgaben

1. Zusammensetzung von Spiegelungen.

Zeige, daB die Zusammensetzung von zwei Spiegelungen an Geraden im R? eine
Drehung um den doppelten des zwischen den Geraden eingeschlossenen Winkels
liefert. Hinweis: Es geniigt (warum?) das Bild eines (geschickt gewihlten) Vektors
zu bestimmen.

2. Matrixdarstellung einer Spiegelung.

In der VO haben wir die Spiegelung an der Normalebene w™ fiir w = (w!, w?.w?) €
S? durch R3 3 v — v—2(v|w) w € R3 beschrieben. Wie sieht ihre Matrixdarstellung
bzgl. der Standardbasis aus.

3. Fluglage in Koordinaten.

Um eine Kérper (also z.B. ein Flugzeug oder einen Hiingegleiter) in eine allgemeine
Lage im Raum zu bringen, kann man folgendermaflen vorgehen: Zuerst drehen
wir es um die Senkrechte in jene Richtung in welche es fliegt (Winkel v), dann
drehen wir es um sein Querachse um den Winkel (des Anstiegs) ¢ und danach
(falls es eine Kurve fliegt) um seine Lingsachse um einen Winkel ¢ und schliefflich
verschieben wir es noch vom Ursprung in die gewiinschte Lage p € R3. Wie sieht
die Matrixdarstellung des linearen Teils dieser Bewegung aus? Hinweis: Verfahre
dhnlich wie bei den Eulerwinkeln.

4. Formel fiir Drehung im R3.

Finde eine Formel fiir die Drehung um die von w € S? C R? erzeugte Drehachse R-w

um den Winkel ¢. Hinweis: Betrachte fiir jedes von w linear unabhiingige v € R?

die orthogonal-Basis w, v X w, v — {(v|w)w und verwende, dafl eine Drehung um den

Winkel ¢ in der Ebene bzgl. jeder orthonormal-Basis £ durch (c9s<p e go)
sinp  cosg

gegeben ist.

5. Konforme lineare Abbildungen.

Zeige, daf} eine bijektive lineare Abbildung f : F — E des Euklid’ischen Raums
E genau dann konform (d.h. winkelerhaltend) ist, wenn ein A > 0 existiert, s.d.
(f(@)|f(y)) = Mal|y) fir alle z,y € F gilt, also % f eine Isometrie ist. Hinweis:
(=) Fiir v € E definiere A(v) > 0 durch || f(v)||? = A(v) |[v]|?. Sei (e1,...,e,) eine
orthonormal-Basis. Dann ist e; + e; L e; — e; und somit auch die Bilder unter
f. Schliele daraus A(e;) = A(ej). Schliefle weiter, dafl A auf ganz E konstant ist
und verwende schliellich die Polarisierungsgleichung um die gewiinschte Identitét
zu erhalten.

6. Beispiele von Bogenlidngen.

Versuche in mindestens 2 der in 72.14 | gegebenen Kurven die Bogenlangenfunktion
zu berechnen und wenn mdoglich auch die Bogenldngenparametrisierung zu bestim-

men.
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7. Kriimmung in Polarkoordinaten.
Seir : ¢ — r(¢) die Polarkoordinatendarstellung einer Kurve, d.h. ¢(¢) := (r(p) cos(¢), r(p) sin(p))
ist eine Parametrisierung, und sei 7’ := j—;. Zeige, dafl die Bogenlinge gegeben ist

durch ff; V(@)% + 1 (p)? dp und die Kriimmung durch %

8. Kriimmung einer Kurve die als Graph gegeben ist.
Es sei eine Kurve durch den Graph einer Funktion f : R — R beschrieben. Zeige,
daf ihre Kriimmung gegeben ist durch:

()
T+ @2

9. Kriimmung fiir implizit gegebene Kurve.
Es sei eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve ¢ — (x(t), y(t)) durch eine
Gleichung f(x(t),y(t)) = 0 gegeben. Wihle eine Orientierung der Kurve und zeige,

dafl mit der Bezeichungsweise f, := %, fay = %, etc. ihre Kriimmung gegeben

ist durch
f:z:xfg - 2f:1:yf:1:fy + fyyfg%
R ALC

10. Beispiele zur Kriimmung.

Versuche fiir eine der in 72.14 | gegebenen Kurven die Kriimmung und die

Kriimmungsmittelpunkte zu bestimmen.

11. Beispiele zur Kriimmung.
Bestimme die Evolute der Ellipse oder der Parabel.

12. Beispiele zur Kriimmung.
Bestimme die Evolute von der logarithmischen Spirale oder der Traktrix.

13. Evolute.
Unter welchen Bedingungen an eine Bogenlédngen-parametrisierte Kurve ¢ definiert
die Evolute e.(s) := ¢(s) + ﬁu(s) wieder eine (geometrische) Kurve. Zeige, daf3

die Kriimmung der Evolute gegeben ist durch %

14. Involute.

Unter welchen Bedingungen an eine Bogenlédngen-parametrisierte Kurve ¢ definiert
die Involute i.(s) := ¢(s) — s7(s) wieder eine (geometrische) Kurve. Zeige, dafl die
Kriimmung der Involute gegeben ist durch sign(sK(s))2.

15. Charakterisierung von Geraden.
Zeige, eine Kurve im R™ parametrisiert genau dann eine Gerade, wenn ihre Tan-
genten einen Punkt gemeinsam haben.
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AUFGABEN 22

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf Kurven im R3, die hinreichend regulir
sind:

16. Kriimmung und Torsion als infinitesimale Winkelédnderung.
Sei ¢ nach der Bogenlénge parametrisiert.
(a) Fiir den Winkel ¢(s1,52) von 7(s1) nach 7(sq) gilt: % — K(s) fiir
51,82 — 8, 53 > s1. (Hinweis: ¢ ~ 2sin & = |7(s1) — 7(s2)|.)
(b) Fiir den Winkel ¢(s1,s2) von B(s1) nach ((sa) gilt: % — |T'(s)] fiir
S1,89 — S, Sg > S7.
(c) Wogegen konvergiert %’2) fiir s1,80 — s, S92 > s1, wenn ©(s1,sz) der
Winkel von v(s1) nach v(sg) ist?

17. Beriihrsphére.

Zeige, dafl die Sphiire welche eine Kurve ¢ bei s am besten approximiert (¢ + %V +
(%) B)(s) als Mittelpunkt M und R? = (3 + (£(%))?)(s) als Radius R hat
(Hinweis: Versuche méglichst viele Ableitungen von g : t — |c(t) — M|? at der Stelle
t = s zum Verschwinden zu bringen).

18. Helix.
Zeige, daf} folgende Aussagen fiir eine Kurve dquivalent sind:

7 schlieBt mit einem festen Vektor einen fixen Winkel ein.

[ schlieffit mit einem festen Vektor einen fixen Winkel ein.

v liegt immer in einer fixen Ebene durch 0.

K und T sind proportional.

¢ 148t sich schreiben als ¢(t) = ¢o(t) + tw, wobei w # 0 ein fixer Vektor und
co eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve in der Ebene w ist.

G oo =

So eine Kurve c heifit HELIX. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Kriim-
mung und Torsion von ¢ und cg.
(Hinweis: K = T'tan o = T cos o + Bsin« ist konstant).

19. Charakterisierung von Helixen.

Zeige: Eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve ist genau dann eine Helix
falls det(c¢”, ¢, ") = 0.

20. Konformitit der stereographischen Projektion.

Zeige, dafl die stereographische Projektion S™ — R"™ winkelerhaltend ist, d.h. ihre
Ableitung an jeder Stelle konform ist. Hinweis: Zeige, dal die Umkehrabbildung
h:R™ — S™ konform ist.

21. Quadriken.

Es sei b: R" x R™ — R bilinear, symmetrisch und a € L(R™, R). Finde hinreichende
Bedingungen, unter welchen die Quadrik M := {z € R™ : b(x,z) 4+ a(z) = 1} eine
Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ist. Identifiziere Paraboloid, Hyperboloid und
Ellipsoid als Spezialfall.

22. Flichen von beliebigen Geschlecht.
Es sei f : R — R C°°. Unter welchen Bedingungen an ¢ > 0 wird durch die
Gleichung

(f(2) +9°)° —e(f(2) +y*) + 22 =0
eine Mannigfaltigkeit beschrieben. Falls f ein Polynom mit 2¢ einfachen Nullstellen
und positiven hochsten Koeffizienten ist und e geeignet gewihlt wird, dann ist
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22 AUFGABEN

diese Mannigfaltigkeit eine orientierte Fliche vom Geschlecht g. Hinweis: Hinweise
betrachte die Schnittkurven mit den zur y-z-Ebene parallelen Ebenen fiir f(z) < 0
und fiir f(z) > 0.
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23. Erweiterung der stereographischen Projektion.

In haben wir gezeigt und in verwendet, daf} sich lokale Parametrisierun-
gen zu lokalen Diffeomorphismen erweitern lassen. Finde fiir die stereographische
Projektion mit Pol p € S™ eine explizite Erweiterung zu einem Diffeomorphismus
ORI\ {tp:t >0} — pt x Rp.

Hinweis: Wihle ® so, dal Halbstrahlen durch 0 auf Geraden normal zu p* abge-
bildet werden.

24. Glattheit der Abbildung Bild.
Zeige, dafl T — Bild(T), L,(m.n) — G(r,n) C*° ist. Hinweis: Beschreibe diese
Abbildung lokal als Zusammensetzung
L.(m,n) — L.(r,n) — V(r,n) — G(r,n)
wobei die erste (lokale!) Abbildung durch Einschrinken auf eine geeignet gewihlten

r-dimensionalen Teilraum gegeben ist, die zweite Gram-Schmidt-Orthonormalisieren
der Spalten der Matrix bedeutet und die letzte das Bild nehmen aus der VO ist.

25. Mdobiusband, Teil 1.
Es sel M :=[-1,1] x (—1,1)/ ~, wobei ~ die von V s: (=1, —s) ~ (1, s) erzeugte
Aquivalenzrelation ist, und ¢ : [-1,1] x (—=1,1) — M die Quotientenabbildung

(t,s) — [(t,s)].
Weiters seien @y, @1 : (—1,1) x (=1,1) — R? gegeben durch

(t+1,s) firt<0

@o(t,s) == (t,s) und @1(t,s) := {(t C1Zs) firt>0

und ¢; := g o @;. Zeige, da {po, p1} ein C*°-Atlas fiir M ist.

26. Mdobiusband, Teil 2.
Zeige dafl die Abbildung

R R3 (t,s)— ((1 + scos(%t)) cos(mt), (14 scos(Zt)) sin(rt), ssin(gt))

einen Diffeomorphismus f : [(¢,s)] — f(t,s) von M aus Beispiel mit der
Teilmannigfaltigkeit Mob:= f(R x (—1,1)) C R? induziert.

Hinweis: Verwende, da§ f lokal eine Parametrisierung von Méb ist und f(z) =
fly) © x~yfir x,y € [-1,1] x (=1,1) gilt.

27. Kettenregel.

Beweise fiir abstrakte Mannigfaltigleiten das Lemma .

Hinweis: Um T}, f zu bestimmen evaluiere diesen Ausdruck auf d € Der,(C*(M,R),R)
und das Ergebnis auf h € C>° (M, R), betrachte also (T, f)(9)(h). Fiir die Produkt-
regel verwende den Isomorphismus Der,(C*(R,R),R) = R, 9 — 9(id).

28. Tangentialraum der Grassmannmannigfaltigkeit.
Bestimme den Tangentialraum der Grassmannmannigfaltigkeit G(k,n) im Punkte
P:RF —R" 2+ (z,0).

29. Tangentialraum der Stiefelmannigfaltigkeit.
Bestimme den Tangentialraum der Stiefelmannigfaltigkeit V(k,n) im Punkte A :
RF < R", z + (2,0).

30. Pullback-Biindel.
Es sei ¢ : Q — N ein Faserbiindel und f : M — N eine glatte Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten. Definiere f*Q := {(z,2) € M x Q : f(x) = q(2)}. Zeige, dafl
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f*q :=pr; : f*Q — M ein Faserbiindel ist, das sogenannte Pullback der Biindels
q lings f. Falls ¢ eine Vektorbiindel ist, so gilt gleiches auch fiir f*q : f*Q — M.
Hinweis: Um f*(Q als Mannigfaltigkeit und f*q als Faserbiindel zu erkennen geniigt
es Bijektionen ¢ : U x F — f*Q|y so zu finden, dafl die zugehérigen U eine
offene Uberdeckung von M bilden und die Kartenwechselabbildungen ¢! o ¢ :
(UNW)x F - (UNW) x F glatt sind, wobei ¢ : W x F — f*Q|w auch so
eine Bijektion bezeichnet. Aus Trivialsierungen V X F — Q|y von ¢ : @ — N
konstruiere nun assoziierte Trivialisierungen f~(V) x F — f*(Q)|s-1(v).

31. Inhaltserhaltende Parametrisierungen.

Zeige, da jede Fliche M C R3 eine inhaltbewahrende lokale Parametrisierung
besitzt. Hinweis: Versuche aus einer gegebenen Parametrisierung eine Reparame-
trisierung zu erhalten, welche Flichen bewahrt, d.h. fiir welche E - G — F? = 1 ist.
Zeige dazu, daf} sich dieser Ausdruck mit dem Quadrat der Funktionaldeterminante
des Parameterwechsels transformiert.

32. Kriimmungen der Minimal-Fliche von Enneper.
Bestimme alle Kriimmungen der durch (¢, s) — (t—t3/3+ts?, s —s3/3+st2, 12 — 5?)
parametrisierten Fldche von Enneper.

33. Kriimmungen am Beispiel eines Graphens.
Bestimme Gau$}- und mittlere Kriimmung fiir die Fliche die als Graph von (¢, s) —
ts? gegeben ist.

34. Theorem von Joachimsthal.

Es sei ¢ eine Kriimmungslinien einer Fléche die auch in einer zweiten Fliche liegt.
Zeige daB diese genau dann Kriimmungslinie der zweiten Fliche ist, wenn der Win-
kel der beiden Flichen(-Normalen) lings ¢ konstant ist.

Hinweis: Es seien v; und 15 die Gauflabbildungen der beiden Flichen M; und
v; = v; o ¢. Dann ist ¢ genau dann Kriimmungslinie auf der Flache M;, wenn
vl = \; - ¢ fiir eine Funktion )\; ist. Beachte weiters, dafl ¢/ € vi- N vy

35. Tangentialfliche.

Die Parametrisierung ¢ : (s,9) +— c(9) + s /() einer Tangentialfliche erfiillt nicht
die Bedingung ¢’ 1 w. Wie sieht die nach existierende Umparametrisierung
(mit || =1 =|w'| und ¢ L w') aus?

36. Hyperbolisches Paraboloid.
Zeige, dafl das hyperbolische Paraboloid eine Regelfliiche aber keine Torse ist.
Hinweis: Verifiziere die in | 55.3.4 | angegebene Parametrisierung.

37. Einschalige Hyperboloid.
Zeige, dafl das einschalige Hyperboloid eine Regelfldche aber keine Torse ist.
Hinweis: Verifiziere die in angegebene Parametrisierung.

38. Geoditen die zu minimalen Breitenkreis spiralen.

Verwende die Parametrisierung einer minimalen Drehfldche aus (mit r(s)? =
52 +1) und bestimme jenen Winkel mit dem eine Geodiite auf einem fix gegebenen
Breitenkreis starten muf}, damit sie zum Breitenkreis mit minimalen Durchmesser
spiralt. Gibt die Zeit an die bené6tigt wird um einen anderen Breitenkreis zu er-
reichen. Kannst Du auch die Anderung der Lingengrade bis zu diesen Zeitpunkt
bestimmen? Hinweis: Versuche mittels der Differentialgleichung aus t als
Funktion von s zu bestimmen.
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39. Beispiele fiir Geoditengleichung.

Bestimme fiir eine Parametrisierung einer Fldche Deiner Wahl mit K # 0 die
Christoffelsymbole erster und zweiter Art und schreibe die Geodétengleichung in
diesen lokalen Koordinaten auf.
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