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II. Mannigfaltigkeiten

16.2 Definition (Abstrakte Mannigfaltigkeit)

Sei X eine beliebige Menge. Eine KARTE (oder auch LOKALE PARAMETRISIERUNG )
von X ist eine injektive Abbildung ¢ : R™ O U — X, definiert auf einer offenen
Menge U C R™.
Zwei Karten 1,9 heilen C°°-KOMPATIBEL oder VERTRAGLICH, falls der KAR-
TENWECHSEL

P30 1 (p2(Ua)) = @3 (p1(Th))
ein Diffeomorphismus offener Mengen ist. Die Idee dahinter ist, daf jede Karte ¢

glatt sein soll, und nach [60, 15.4] sollte dazu p5 Loy dort wo es definiert ist glatt
sein.

=

/A
-0

Ein C*°-ATLAS einer Menge X ist eine Familie C'°°-kompatibler Karten, deren
Bilder ganz X iiberdecken. Zwei C'*°-Atlanten heiflen AQUIVALENT, wenn alle ihre
Karten miteinander C*°-kompatibel sind.

FEine ABSTRAKTE C°°-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Menge zusammen mit einer
Aquivalenzklasse glatter Atlanten.

16.3 Definition (Topologie einer Mannigfaltigkeit)

Auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit erhilt man eine TOPOLOGIE, indem man
definiert:
U C X heifit offen :< =1 (U) ist offen im R™ fiir jede Karte des Atlas.

Die Karten ¢ : U — ¢(U) C M werden dann zu Homéomorphismen. Denn stetig
sind sie nach Konstruktion der Topologie auf M und falls U; C U offen ist, so ist
es auch (U1) C M denn ¢~ 1(p(Uy)) = (¢! op)~1(Uy) ist das Bild unter dem
Homé&omorphismus ¢~ o ).

Man verlangt iiblicherweise auch noch, dafl diese Topologie HAUSDORFF ist, d.h.:
je zwei disjunkte Punkte lassen sich durch disjunkte offene Umgebungen trennen.
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19.3 GERMANKAPITEL 0. II. MANNIGFALTIGKEITEN

19. Topologisches iiber Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir die topologischen Eigenschaften von abstrakten
Mannigfaltigkeiten besprechen. Insbesonders interessiert uns die Reichhaltigkeit der
glatten Funktionen auf ihnen. Das betrifft einerseits Trennungseigenschaften wie
Hausdorff oder vollstdndige Regularitdt aber auch Begriffe wie Lokalkompaktheit,
Separabilitit und Parakompaktheit und somit Partitionen der Eins, die wir bereits
in [60, 18] kennengelernt haben. Wir werden auch die Existenz endlicher Atlanten
skizzieren und damit erhalten, daf} jede hinreichend regulire abstrakte Mannigfal-
tigkeit sich als konkrete Mannigfaltigkeit in einem Euklidischen Raum realisieren
1a8t. Dies zeigt zwar, dafl der Verzicht auf den umgebenden Raum nicht wirklich
nétig war, aber dennoch hilft er klarer zu erkennen, welches die intrinsischen (d.h.
nicht vom umgebenden Raum abhéngigen) Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten
sind.

19.1 Lemma (Topologie von Mannigfaltigkeiten).

Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, dann hat M folgende Eigenschaften:

1. M istTy, dh.x#y= 33U offen mitx € U undy ¢ U.

2. Jedes x € M hat eine abzihlbare Umgebungsbasis.

3. M ist lokal wegzusammenhdingend (d.h. x € M = 3 U,, sodafi ¥V y € U,
gilt: es gibt eine glatte Kurve, die x und y verbindet).

Beweis. (1) Sei  # y und = € Bild ¢. Dann ist entweder y ¢ Bild ¢ und Bild ¢
ist die gesuchte Menge. Oder es ist y € Bildy, dann sind ¢~ 1(2) und ¢~ 1(y)
verschiedene Punkte im R". Der R™ ist aber klarerweise T7. Also gibt es eine
Teilmenge O C R™ mit ¢~ 1(x) € O und ¢~ 1(y) ¢ O. Wenn wir nun U = ¢(O)
wéhlen, dann ist y ¢ U.

(2) und (3) ergeben sich unmittelbar aus der lokalen Isomorphie von M und R™.
(In (3) wihle im R™ ein Geradensegment von ¢~ 1(x) nach ¢p~1(y).) O

19.2 Folgerungen (Zusammenhangskomponenten).

Sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit und M; die Wegzusammenhangskomponenten von
M. Dann sind die M; offen in M und also selbst (wegzusammenhdingende) C™ -
Mannigfaltigkeiten und M = || M; (siehe [60, 17.3]).

Beweis. Die Offenheit der Wezusammenhangskomponenten folgt sofort aus lokal
wegzusammenhingend. Die Atlanten fiir M, ergeben sich somit als

Ai = {plp-1(a1,) 0 € A}
Diese Karten liegen in A, 4., also liegt der kanonische Atlas von (|| M;, |J.A;), in

Ainae. Da die Atlanten vertriglich sind, ist insbesondere der von ihnen erzeugte
maximale Atlas gleich. O

19.3 Definition (Dimension)

Bei wegzusammenhéngenden glatten Mannigfaltigkeiten kann fiir jede Karte der-
selbe Vektorraum verwendet werden, denn die Ableitung des Kartenwechsels ist ein
linearer Isomorphismus, also ist die Dimension der modellierenden Vektorrdume
gleich. Damit ist die DIMENSION DER M ANNIGFALTIGKEIT wohldefiniert.

Fiir topologische Mannigfaltigkeiten ist es sehr viel schwieriger ein analoges Resultat
zu erhalten!
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GERMAN19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN 19.5

19.4 Beispiel einer nicht-Hausdorff Mannigfaltigkeit

Die Menge M := (R\ {0}) U{01,02} mit folgendem Atlas ist eine Mannigfaltigkeit,
die nicht HAUSDORFF (kurz T, d.h. x #y = 3 U,, 3U,, sodaB U, NU, = 0) ist.

o0,

o0,

Der Atlas bestehe aus folgenden zwei Karten ¢, fiir i = 1, 2:
@i : R—=RU{0:}, 0i(0) =0;, @i(t) =t fiir t #0

Der Kartenwechsel @5 * o ¢y ist die Identitéit auf R\ {0} und damit auch glatt, d.h.
M ist eine C*°-Mannigfaltigkeit. Aber M ist nicht Hausdorff: Eine Umgebungsbasis
des Punktes 0; ist

{]—EaO[U {0;}U]0,e[: e > 0}.

Somit enthélt der Durchschnitt beliebiger Umgebungen von 0; und 0O ein punk-
tiertes Intervall |—¢, e[\ {0}.

So eine Situation kann klarerweise nur dann auftreten, wenn es keine gemeinsame
Karte fiir die in Rede stehenden Punkte gibt. (Sonst verwende man die gemeinsame
Karte und die To— Eigenschaft des R™.) In [37] findet sich ein Beispiel fiir eine nicht
Hausdorff Mannigfaltigkeit, auf der jede glatte Funktion konstant ist.

19.5 Lemma (Topologie von Hausdorff Mannigfaltigkeiten).

Sei M eine Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit, dann gilt:

1. M ist lokalkompakt (d.h. ¥ © € M 3 U,, sodafi U, kompakt ist; anders
gesagt: es gibt relativ-kompakte Umgebungen).

2. Die C*°-Funktionen M — R trennen Punkte. Sie trennen sogar Punkte von
abgeschlossenen Mengen (d.h. fir x ¢ A, wo A abgeschlossen ist, existiert
ein glattes f :+ M — R, sodaff f(x) = 1 und f(y) = 0 fir alle y € A).
Insbesondere ist M also vollstindig reguldr.

Beweis. (1) Sei z € M und ¢ ein Karte um z mit Dom ¢ C R™ offen. O.B.d.A.
gelte p(0) = z. Sei W, C R™ eine Kugel um 0, wobei W, C Dom ¢ kompakt ist.
Dann ist ¢(W,,) eine offene Umgebung von x, und ¢(W,) ist kompakt in M, da ¢

stetig ist. Also ist (W) = ¢(W,) und somit kompakt.

(2) Sei ¢ A und A abgeschlossen, dann existiert eine relativ-kompakte Umgebung
W, von x, deren Abschlufl ganz in einer Karte ¢ liegt. Somit ist

7M@) € 9T (We) ST (W)

wobei ¢~ 1(W,,) offen und ¢~ (W,,) kompakt sind. Da p~1(z) ¢ o ~1(A) ist, gibt es
ein r, sodaf

{y eR™ 1d(y, ¢~ (x)) <7} C 9~ (W) und

{yeR™ :d(y, o~ (x)) < r}Np(A) = 0.
Aus Satz [60, 18.7] wissen wir, dafl es eine glatte Abbildung f : R™ — R gibt,
sodafl

fle™ (@) =1und Trg f C {y € R™ : d(y, o' (2)) <r}.
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19.6 GERMAN19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN

Setzen wir nun g : M — R mit

flo1(2)) falls z € Bild ¢
9(z) = {0

sonst.

Dann ist g(z) =1 und A C (M \ Trgg), also g = 0 auf A. Da f und ¢ beide glatt
sind und g| MW, = 0 ist, ist auch g glatt. Das war die Behauptung. O

18.1 Definition (Partition der Eins)

Sei M eine C'*°-Mannigfaltigkeit und I eine offene Uberdeckung von M. Eine U
unterordnete GLATTE PARTITION DER EINS ist eine Menge F von glatten Abbil-
dungen M — {t € R: ¢ > 0} mit den Eigenschaften:

1. VfeF IUsecU:Trg(f) CU;

2. Die Familie {Trg(f) : f € F} ist lokal endlich, d.h. V p € U 3 U(p) sodaBl
{f € F:Trg(f) NU(p) # 0} endlich ist. Dabei ist Trg(f) der Abschlufl von
{5 /() £0}.

3. Yjert =1

18.3 Definition (Parakompaktheit)

Ein topologischer Raum X heifit PARAKOMPAKT, falls es fiir jede offene Qberdeck—
ung U von X eine lokal-endliche Verfeinerung V gibt. D.h. V ist eine offene Uberdeckung
von X mit den Eigenschaften:

1. Furalle Ve Vgibt esein U € Y mit V C U (“Verfeinerung”).
2. Fir alle x € X gibt es ein U, sodafl hochstens fiir endlichviele V' € V gilt:
U, NV #( (d.h. ist lokal-endlich).

Eine grofie Klasse von Beispielen fiir parakompakte Réume liefert uns das

18.4 Lemma.
Sei X ein topologischer Raum mit X = UneN K,,, wobei K,, kompakt ist in X und
K, C K 1. Dann gilt ist X parakompakt und Lindeldf.

Beweis. Wir definieren zuerst A,, := K, 41 \ K2. Diese Mengen bilden eine kom-
pakte Uberdeckung von X und wir blasen diese zu einer offenen Uberdeckung der
Form (K¢ 5\ Ky—1)nen auf. Die Menge

U, = {U N (K2, 5\ Kn_1):U € u}

ist eine offene Uberdeckung von A,,. Sei U/, eine endliche Teiliiberdeckung, dann ist
V = U, enU,, eine offene Uberdeckung von X und eine Verfeinerung von . Es ist
zu zeigen, dafl V lokal-endlich ist. Fiir x € X gibt es ein n, sodafl x € A,. Nach
Konstruktion von V kénnen nur Mengen aus U,, _, UU,,_; UU;, UU;), | UL, , mit der
offenen Umgebung JU,, = K, \ K,—1 von A, nicht leeren Durchschnitt haben.
Dies sind aber nur endlich viele, damit ist X parakompakt. Aus der abzéhlbaren
offenen Uberdeckung V gewinnt man auch leicht eine abzihlbare Teiliiberdeckung
von U, und somit ist X Lindelof. O

19.6 Satz (Parakompakte Mannigfaltigkeiten).
Sei M eine Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit, so ist dquivalent:

1. M besitzt C*°-Partitionen der Eins.
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GERMAN19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN 19.6

2. M ist parakompakt, d.h. zu jeder offenen Uberdeckung existiert eine lokal-
endliche offene Verfeinerung die M tberdeckt.

3. Jede Zusammenhangskomponente ist c-KOMPAKT, d.h. sie ist Vereinigung
abzdhlbar vieler kompakter Teilmengen.

4. Jede Zusammenhangskomponente ist LINDELOF, d.h. zu jeder offenen Uber-
deckung existiert eine abzdhlbare Teiliiberdeckung.

5. M ist METRISIERBAR, d.h. es existiert eine Metrik, die die Topologie erzeugt.

Die Aquivalenz mit (5) soll hier nur erwihnt, spéter bewiesen werden. Fiir (5 = 2)
siehe [55, 1.3.8] und fiir (3 = 5) siehe [55, 3.3.10] bzw. fiir (1 = 5) siehe [60, 33.3].

Es wird auch oft Separabilitéit vorausgesetzt, allerdings wurde in [84] gezeigt, dafl
es nicht-metrisierbare separable normale Mannigfaltigkeiten gibt.

Bemerkung

Es besitzt nicht jede Hausdorff C°°-Mannigfaltigkeit die oben genannten Eigen-
schaften, als Beispiel dient die “Lange Linie”: Sei Q2 die Menge der abzihlbaren
Ordinalzahlen,

Q={1,2,3,...,w,w+1,...,2w,2w+1,..., 0% W +1,...,0% ...
LW W }.

Betrachtet man  x [0,1) \ {(0,0)}, versehen mit der lexikographischen Ordnung,
d.h. ((o,t) < (8,5)) © (o < B oder (¢« = f und t < s)). Diese “Linie” kann mit
der Ordnungstopologie zu einer C'°°-Mannigfaltigkeit gemacht werden, die zwar
Hausdorff, aber nicht parakompakt ist. Siehe [86, Vol.I, Appendix A]

Beweis. (des Satzes )

(1 = 2) Sei U offene Uberdeckung und F zugehérige Partition der Eins. Dann
existiert fiir jedes z € M eine Umgebung U, sodal I := {f € F: Trg f N U, # 0}
endlich ist (dies entspricht der 2. Bedingung fiir eine Partition der Eins). Somit ist
({z : f(z) > 0}) fcr eine lokalendliche Verfeinerung von U.

(2 = 3) Sei My eine Zusammenhangskomponente von M. Es existiert eine Uberdeckung
mit relativ-kompakten Mengen (vgl. Lemma ) Diese kann, da M, parakom-
pakt ist, als lokal-endlich angenommen werden. Sei U so eine Uberdeckung, dann
gilt sogar:

{UelU:UNW # 0} ist endlich fiir jedes W € U,
denn zu jedem = € W existiert ein V,, sodal V, nur endlich viele U € U trifft. Da
W kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung {V,,..., Vs, } von W. Sei
U €U mit UNW # . Somit existiert ein i, sodal U N V,, # 0. Fiir die endlich
vielen ¢ tritt dieser Fall jeweils nur fiir endlich viele U € U ein, also ist auch

{UelUu:UnW #0}
endlich.

Wir wéhlen nun ein Wy € U. Sei W5 die Vereinigung tiber jene endlich vielen U € U,
deren Schnitt mit Wy # () ist.

Induktiv sei nun W,, die Vereinigung iiber jene U € U, deren Schnitt mit W, _1 # ()
ist. Jedes W, ist Vereinigung endlich vieler relativ-kompakter Mengen, also selbst
relativ-kompakt. Ist W := |J,, Wy, so ist W offen. Wir wollen zeigen, dafl W = M.
Dafiir geniigt es zu zeigen, dal My \ W offen ist. Sei also x ¢ W, dann existiert
ein U € U mit z € U. Klarerweise gilt U N W = (), sonst gibe es ein n, sodal
UNW, #0,also x € U C W,,.1 C W. Dies ist ein Widerspruch.
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19.9 GERMAN19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN

Nun ist also My = W U (M \ W), und sowohl W als auch My \ W sind beide
offen. Da My zusammenhéngend ist, mufl W oder My \ W leer sein. Aber W # (),
also Mo \ W = ), und somit ist My = W. Die Gleichung My = |J, W,, zeigt die
o-Kompaktheit von Mj.

(3 = 4) Dies folgt aus (und rekursives Aufblasen einer kompakten abzihl-
baren Uberdeckung zu kompakten Umgebungen mittels )

(4 = 1) In [60, 18.2] wurde ein Beweis fiir die Existenz von C°°-Partitionen der
Eins gegeben, der als Voraussetzung Lindel6f und die Existenz von C'°°-Funktionen
mit beliebig kleinen Trégern verwendet. Beides ist hier erfiillt. O

n

Zum Abschlufl dieses Exkurses in die Topologie noch einige Bemerkungen zur Di-
mensionstheorie (Fiir detailliertere Ausfithrungen siehe [21]):

19.7 Definition (Uberdeckungsdimension)

Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum. Man sagt die UBERDECKUNGSDIMEN-
SION von X ist hochstens n (kurz: UD-dim X < n), falls es zu jeder offenen
Uberdeckung von X eine offene Verfeinerung der Ordnung n + 1 gibt. (U heifit
VON ORDNUNG n + 1, wenn der Durchschnitt iiber n + 2 verschiedene Mengen aus
U immer leer ist.) Per Definition ist UD-dim X = n < UD-dim X < n, aber nicht
UD-dim < n — 1.

19.8 Satz (Eigenschaften der Uberdeckungsdimension).
Es gilt:
1. UD-dim [0,1]" = n.
2. Wenn A abgeschlossen in X ist, dann gilt
UD-dim A < UD-dim X.
3. Fiir eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung A von X gilt:
UD-dim X < sup{UD-dim A : A € A}.

Ohne Beweis, siehe [21, S.295,268,278]

19.9 Folgerung. )
Fiir jede m-dimensionale, parakompakte, Hausdorff Mannigfaltigkeit M ist UD-dim M =
m.

Beweis. M besitzt eine offene Uberdeckung durch Mengen ¢((0,1)™), wobei ¢
eine Karte fiir M ist welche auf einer Umgebung von [0, 1]™ definiert ist. Da M
parakompakt ist, existiert eine lokal-endliche Verfeinerung U. Sei U~ :={V : V €
U}, so ist U~ eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung. ¢~ (V) C [0,1]™.
Da ¢ Homéomorphismus ist und somit die UD-dim bewahrt, gilt unter Verwendung

von [10.3 |

. . o,
UD-dimV = UD-dim =} (V) < UD-dim|[0, 1™ < m,

.. (3) .. —

UD-dim M < sup{UD-dimV : V € V},
also UD-dim M < m. Umgekehrt gilt: Ist ¢ : [0,1]™ — M Karte, so ist ¢([0,1]™)
abgeschlossen in M, also ist nach :

) @ . )
UD-dim M > UD-dim ([0, 1]™) = UD-dim [0, 1] £ .
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GERMAN19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN 19.10

Zusammen folgt die Behauptung: UD-dim M = m. O

19.10 Folgerung.

Sei M eine parakompakte und zusammenhdngende Hausdorff-Mannigfaltigkeit. Sei
O eine offene Uberdeckung von M, dann existiert ein p < dim(M) + 1 und eine
Verfeinerung von O folgender Gestalt:

V={V":i<pneN}
sodaf V' NV™ =0, ¥n#m.

Beweis. Nach ist die Uberdeckungsdimension von M gleich dim M, al-
so existiert zur offenen Uberdeckung O eine Verfeinerung @’ der Ordnung p <
UD-dim M +1. Da M parakompakt ist, existiert eine lokal endliche Verfeinerung O”
und da M nach Lindelof ist, konnen wir annehmen, daf8 diese Uberdeckung
O" abzéhlbar ist. O.B.d.A. ist also O eine abzihlbare lokal endliche Uberdeckung
der Ordnung p.

Wir zeigen nun mittels Induktion nach p, daB jede solche Uberdeckung eine Verfei-
nerung der gewiinschten Form besitzt.

Dazu schrumpfen wir die Mengen in O zu einer kleineren Uberdeckung /. Das soll
heiflen, wir konstruieren fiir jedes O € O ein U € U mit U C O derart, daf die U
noch immer eine Uberdeckung bilden.

Dies kann induktiv geschehen: Sei O := {O,, : n € N}. Zwischen M \ |J,,~, O, und
O, (erstere ist abgeschlossen, zweitere offen) schalten wir U; und U; und erhalten
eine Uberdeckung {U;} U {O,, : n > 1}. (Dies kann geschehen, da nach [60, 18.7]
eine C>°-Funktion f existiert mit Triiger in O, die auf M \ J,~, O, identisch 1
ist. Nun erhilt man U; etwa durch Uy := {z : f(z) > 1/2}.) Im zweiten Schritt
finden wir genauso ein U zwischen M \ U; UJ,,5 On und Oz; und so weiter.

Nun betrachten wir die beiden Familien:

Vp := die Menge der Durchschnitte von je p der O € O,
A,

die Menge der Durchschnitte von je p der U fiir U € U

und bezeichnen ihre Vereinigungen mit V, :=JV, und A4, :=J A4,.

Im folgenden Bild sind die groBen Scheiben die Mengen in O, die kleinen Scheiben
jene in U, die dunklen (rot/griin/blau firbigen) “6-Ecke” sind die Punkte die in
genau einem O € O liegen, die Punkte in den néchst helleren Streifen liegen in
genau 2 der O’s, die grofieren “3-Ecke” liegen in genau 3 der O’s (sind also die
Elemente von V,) und die weiflen kleinen “Dreiecke” sind die Elemente von A,,.

s Y
S AN i i
T~

SRS RS s X R
O st S oS

B!
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19.11 GERMAN19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN

Es ist V, eine Familie offener disjunkter Mengen, denn angenommen zwei verschie-
dene Mitglieder von V, hétten nichtleeren Durchschnitt, so hdtten zumindest p+ 1
der O € O nichtleeren Durchschnitt, und das ist ein Widerspruch. Folglich ist
Vp € M offen.

Die Familie A, besteht aus abgeschlossenen Mengen und ist lokal endlich, da die
entsprechenden Elemente von V, disjunkt sind. Somit ist A, als lokal endliche
Vereinigung abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen und es gilt 4, C V.

Wir behaupten nun, daf I/ eine abzihlbare lokal endliche Uberdeckung von M \ A,
der Ordnung kleiner als p ist.

Angenommen, es gibt p Mengen in U, deren Durchschnitt — eingeschriinkt auf M \
Ay — nicht-leer ist, so ist ebendieser Durchschnitt auch im Durchschnitt der nicht
eingeschrankten Abschliisse enthalten und liegt also nach Konstruktion in A,. Das
ist ein Widerspruch.

Nach Induktionsvorraussetzung existiert also eine Verfeinerung der Gestalt {V" :
i < p, n € N} von U, welche M \ A, iiberdeckt und sodal V;* N V;™ = OV i <
p¥ n#m.

Zusammen mit der disjunkten Familie V, =: {V,' : n € N} bilden diese Mengen
dann die gewiinschte Verfeinerung von O. O

19.11 Folgerung (Endlicher Atlas).
Jede zusammenhdngende, parakompakte, m-dimensionale, glatte Hausdorff Man-
nigfaltigkeit von Dimension m besitzt einen Atlas mit hdchstens m + 1 Karten.

Beweis. Sei O eine offene Uberdeckung einer solchen Mannigfaltigkeit M mit Bil-
dern ¢(U) von Karten ¢ : U — M mit offenen U im R™. O.B.d.A. sei O abzihlbar
(M ist Lindelsf), d.h.

O ={p:i(U;) : i € N},
wobei wir die U; als disjunkt annehmen koénnen. Es gibt nach eine Verfei-
nerung der Gestalt:

{O} :i<p, neN}
mit m #n: O NOT =, wobei p < dim M + 1. Zu OF gibt es ein diffeomorphes
U C R™, vermittels einer gewissen Karte ¢}'. Wir definieren nun

Jur ~Uor
[Vora n n

z— i (x) € OF tir x € U
So sind die ¢; Diffeomorphismen, deren Bilder M iiberdecken, d.h.: {¢; : 1 <i < p}
ist ein C°°-Atlas. O

Als einfache Folgerung werden wir in| 21.13 | zeigen, daf§ jede solche Mannigfaltigkeit
bis auf einen Diffeomorphismus als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisiert werden
kann.
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III. Tangentialraum

20.7 Definition (Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit)

Unter dem TANGENTIALRAUM einer abstrakten Mannigfaltigkeit M bei p versteht
man den Vektorraum

T,M := Der,(C*(M,R),R).
Beachte, dafl wir damit fiir Teilmannigfaltigkeiten M C R™ und insbseonders fiir
offene Teilmengen den in [60, 20.2] definierten Tangentialraum T,M C R™ durch
einen nicht identen aber kanonisch isomorphen Vektorraum T, M C L(C*(M,R),R)
ersetzt haben.

Ist f € C*°(M,N) und p € M, dann heifit die durch
0— (Tpf)(0):g— 0(go [)) fir 9 € T,M und g € C*°(N,R)

definierte Abbildung T,f = (f*)* : T,M — Ty, N, die TANGENTIALABBILDUNG
von M bei p.

21. Immersionen

Wir wollen in den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels die Tangentialabbil-
dung verwenden, um spezielle Eigenschaften von glatten Abbildungen zu studieren.
Insbesondere interessieren wir uns fiir den richtigen Begriff von “Unterobjekten” so-
wie “Quotientenobjekten” von Mannigfaltigkeiten.

21.1 Definition (Immersionen und Submersionen)

Es sei f € C*°(M,N), wo M, N Mannigfaltigkeiten sind. Dann heif}t:
f REGULAR :& rang(T f) ist maximal(= max{dim T, M, dim Ty, yN}) V = € M;
f IMMERSIV :& T, f ist injektiv V a € M;

f SUBMERSIV :< T, f ist surjektiv V o € M.

Man beachte, dafl eine Abbildung genau dann immersiv ist, wenn sie regulér ist

und dim M < dim N gilt. Ebenso ist sie genau dann submersiv, wenn sie regulér
ist und dim M > dim N gilt.

21.2 Rangsatz.

Es sei f € C°(M,N) und r € N. Dann ist rang(T,f) =r V x € M genau dann,
wenn fir jedes x € M eine Karte ¢ zentriert bei x und eine Karte 1 zentriert bei
f(x) existiert, sodaf$ die lokal definierte Abbildung:

’(Zjilofogp:RTXRmirﬁRernir
die Gestalt (z,y) — (z,0) hat.
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21.2 GERMAN21. IMMERSIONEN

Beachte, dafl wir (durch Einschréinken von ¢ auf ¢ =!(f~!(Bild¢))) 0.B.d.A. vor-
aussetzen konnen, daf§ f(Bild ¢) C Bild ¢ ist und somit folgendes Diagramm kom-
mutiert:

flBild

M DO Bildyp ——— = Bildyy C N

42 Iy

R™ 2 Dom ¢ Dom+y C R"

Y tofop

Durch weiteres Verkleinern kénnen wir die Gestalt Dom ¢ = Wi x Wy C R" x R*™"
und Domy N R"™ = W; (oder mittels Kompaktheitsargument sogar die Gestalt
Dom ¢ = Wy x W3 CR" x R"™") erreichen.

Proposition. Charakterisierung von Immersionen.

Fiir f € C*°(M, N) sind folgende Aussagen aquivalent:

1. f ist immersiv;

2. Yax € M 3 U, offene Umgebung von x in M und eine Karte 1 zentriert
bei f(x) in N, sodafl f|L_le o Y|lgm : Domy NR™ — U, ein wohldefinierter
Diffeomorphismus (und somit eine Karte von M ) ist;

3. f besitzt lokale Linksinverse, d.h. ¥ x € M 3 U, offene Umgebung von x in
M und 3 h: N D Vi — M glatt mit Vi) 2 f(Uyg) offen, h(f(x)) = x
und ho f =1idy, .

dom(y)

dom(o) inj, dom(y)

Beachte dabei, dafl die Bedingung dquivalent zur Existenz zweier Karten ¢
zentriert bei z und 1 zentriert bei f(x) ist, sodafl die Kartendarstellung =1 o f o
die Inklusion incl : R™ — R x R"™™ = R" ist: In der Tat hat ¢ := f\[;j o Y|gm)
diese Eigenschaft und umgekehrt folgt aus f o ¢ =1 oincl, daB ¢ = f[;; 0 ¢)[pm)
am Definitionsbereich von ¢ gilt.
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21.10 Definition (Einbettung)

Essei f: M — N glatt, dann heiflit f EINBETTUNG :& f ist injektive Immersion
und f : M — f(M) ist ein Homomorphismus, dabei trage f(M) die Spurtopologie
von N.

21.11 Satz (Charakterisierung von Einbettungen).

Fiir f in C*° (M, N) sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Einbettung;

2. fiir jedes x € M gibt es eine Karte y» von N zentriert bei f(x), sodaff f~!o
Plgm : Domy NR™ — f~Y(Bildy) ein wohldefinierter Diffeomorphismus
(und somit eine Karte) ist;

3. f besitzt lokale Linksinverse im folgenden Sinn: ¥ o € M 3 h: Vi) — M
glatt mit einer offenen Umgebung Vi) von f(x) in N und h(f(x)) = =
sowie ho f =id auf f_l(Vf(z)).

Bild(p)=f 1 (Bild()) f N
—_—
X

o=|f Loy |gm U
Rnfm
. dom(y)
dom(op) Inj, dpm(o)
0 R™M R™M

Beachte, dafl der Unterschied zur Formulierung von Immersionen in [60, 21.4] nur
darin besteht, dafi das Bild der konstruierten Karten nun ganz f~!(Bild) und
nicht nur eine offene Umgebung U, von z ist, d.h. Bildy N Bild f nur einen wie
R™ C R"™ aussehenden Teil enthalten darf.

21.12 Definition (Teilmannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M einer Mannigfaltigkeit N, die selbst Mannigfaltigkeit ist und die
obige Eigenschaft beziiglich der Inklusion incl : M < N besitzt, heift (REGULARE)
TEILMANNIGFALTIGKEIT von N.

Jede Teilmenge M C N, die fiir jeden Punkt x € M eine Karte 1) von N zentriert
bei z besitzt fiir welche M N Bildy = ¢¥(R™) gilt, ist selbst eine Mannigfaltigkeit
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21.14 GERMAN21. IMMERSIONEN

mit dem Atlas gebildet durch diese Einschrinkungen ¢|g= und die Inklusion incl :
M <— N ist dann nach Konstruktion und |21.11 | eine Einbettung, also M eine
regulidre Teilmannigfaltigkeit von .

Diese zeigt, daf3 die Definition fiir reguldre Teilmannigfaltigkeuten von N = R"
mit der in [60, 10.4] gegebenen iibereinstimmt, denn Karten ¢) von N = R" wie in
(also mit M NBild ¢ = ¢(R™)) sind gerade lokale Trivialisierungen im Sinn
von [60, 10.4.4].

Das Bild f(M) jeder Einbettung f : M — N ist offensichtlich eine reguldre
Teilmannigfaltigkeit von N und die Einbettung induziert einen Diffeomorphismus
f: M — f(M) aufs Bild, denn sowohl f als auch incl : f(M) < N sind initial,
also f : M — f(M) ein Diffeomorphismus. Bis auf Diffeomorphismen sidn also
Einbettungen nichts anders als die Inklusion von reguldren Teilmannigfaltigkeiten.

21.13 Whitney’scher Einbettungssatz.

Es sei M eine zusammenhdingende o-kompakte (und somit parakompakte) C*°-
Mannigfaltigkeit der Dimension m, dann existiert eine Einbettung von M in einen
endlichdimensionalen Vektorraum. “Jede” abstrakte Mannigfaltigkeit laft sich also
als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisieren.

Beweis. Sei {¢; : 0 < i < m} ein endlicher Atlas nach |[19.11 | (fiir einen ele-

mentaren Beweis von |21.13 | ohne Verwendung von Dimensionstheorie siehe z.B.
[10, S.73]). Sei weiters f; eine zu {Bild¢;} gehorige Partition der Eins und sei
[ M =TI (R x R™) die glatte Abbildung

z e (ful@), fil@)p; (@), -

Um | 21.11 | anzuwenden zeigen wir die Existenz lokaler linksinverser Abbildungen
gi : (RxR™)™ D V; — M fiir eine offene Uberdeckung {V; : 0 < 1i < m} von
f(M).

Sei dazu
Vii= {(tvy) Dt > 07%% € D0m¢i}7
9i Vi = M, (t,y) — ity yi)
Up:=f"'(V;) ={z e M: fi(x) >0}

Dann ist g; o f = id auf U;, denn

Ui S X — (giof)(x) :'lpi (fl(l‘)’lﬂz(.’lf)

fi(z)

21.14 Bemerkungen

1. Nach dem Beweis von lassen sich m-dimensionale Mannigfaltigkeiten
in dem R™(™+1) einbetten. Es geht aber auch in niederen Dimensionen. Und
zwar laft sich M in den R™ einbetten, wobei
(i) fiir n = 2m + 1 der Beweis relativ einfach ist, siehe [42, S.55];

(ii) fiir n = 2m stammt er von [100].
Vermutung: Das minimale n = 2m — a(m) + 1, wobei a(m) die Anzahl der
Einser in der Dualentwicklung von m ist.
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Welches n ist notig fiir Immersion?
(i) fur n = 2m ist der Beweis relativ einfach, siche [42, S.24]
(ii) fir n = 2m — 1 stammt er von [100] Vermutung: Das minimale n =
2m—a(m) um Immersionen zu erhalten. Diese Vermutung konnte schliefilich
bewiesen werden! Auf kompakten Mannigfaltigkeiten von [16] und allgemein
von [11].

2. Der Rang-Satz liefert uns auf einfachste Weise weitere regulidre Teilmannig-
faltigkeiten:
Sei f € C>°(M,N). Dann gilt rang(T,. f) =r V2 € M = f~1(y) ist reguliire
Teilmannigfaltigkeit von M.
Beweis. Dies ist lokale Eigenschaft, wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen,
dal M C R™ offen, N C R"” offen, dann folgt aus , dal f lokal wie
(z,y) — (x,0) aussieht und das Urbild f~!(0) somit wie {0} x R™~". O

21.15 Folgerung (Retrakte sind Mannigfaltigkeiten).
Sei f € C®(M,M), sodaf$ fo f=f. Dann ist A:= f(M) regulire Teilmannigfal-
tigkeit. D.h. glatte Retrakte von Mannigfaltigkeiten sind wieder Mannigfaltigkeiten.

Beweis. Man beachte, dal x € A := f(M) genau dann wenn f(x) = z gilt: Denn
v = f(y) = f(x) = f(f(y)) = f(y) = «, und umgekehrt x = f(z) € f(M).
Sei xg € M und ¢ : R™ DU — o(U) C M eine um xq zentrierte Karte. Fiir alle y
in der Umgebung V := f~1(o(U)) Np(U) gilt:

ye f(M) = fly)=y

S (e ofop) e W) = (¢ o Hly) =7 (v)

s (1d-f)lp ' (y) =0
wobei f:=¢ lofop:UDp Y (V)—UCR™,
Fiir z nahe 0 gilt:

(foNz) =(p o fopoptofop)(z) =

=(p o fPop)(z) = (¢ o fop)(z) = f(2),
d.h. 0.B.d.A. sei 0 € U C R™ offen und f: U — R™ erfiille f(0) =0 und fo f = f
lokal um 0, und wir haben zu zeigen, dafl id — f eine regulidre Gleichung lokal um 0
liefert.
Es ist rang T, (id — f) > rang Ty (id — f) =: r. Aus fo (id —f) = 0 folgt T(iq —fy(z)f ©
(id =T~ f) = 0 und somit Bild(id —T. f) C Ker(T(iq —f)(»)f). Also ist lokal

)

rang (T, (id-f)) < dim Ker(T(iq —f(2)f) = m — dim Bild(T(iq — ) () f) <
<m —dimBild(Tp f) = dimBild(id =T, f) = r,

wobei wir fiir die lineare Projektion Ty f die offensichtliche Gleichung ToR™ =
Bild(Tp f) @ Bild(id — T f) verwendet haben.

Nun verwende . O

62.9 Tubulire Umgebung.

Sei M C N eine Teilmannigfaltigkeit der Riemann-Mannigfaltigkeit N. Mit T M+
bezeichnen wir das Normalbiindel von M in N, d.h. jenes Vektorbiindel tiber M,
welches als Faser iiber v € M das orthogonale Komplement (T,M)* von T,M
in Ty N beziiglich der Riemann-Metrik von N hat. Dann ist expy ein Diffeomor-
phismus von einer offenen Umgebung des Nullschnitts M C TM* auf eine offene
Umgebung von M in N. Die Bilder von Schnitten konstanter Linge schneiden die
radialen Geoddten orthogonal.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Mai 2008 13



21.5 GERMAN21. IMMERSIONEN

e

Beweis. Analog zum Beweis von Satz [60, 62.8] kénnen wir den Tangentialraum
von TM+ in einem Punkt x des Nullschnitts als T,M @ T, M+ = T, N schreiben.
Und die Tangential-Abbildung von exp, hat die Gestalt

To, expy = idr, N = (i1, a1, To €xp, |7, a1)2)-
Also ist expy : TM* — N ein lokaler Diffeomorphismus, und auch die Injektivitiit
kann wie im Beweis von Satz [60, 62.8] gezeigt werden.

Sei nun X : R — TM+* ein Vektorfeld von konstanter Linge (0.B.d.A. 1) lings
einer Kurve ¢ = 70 X : R — M, so betrachten wir die Abbildung ¢ : (t,s) —
expe(s)(t X (5)). Der Beweis von [60, 58.6] zeigt, dafl sich die Parameterlinien or-
thogonal schneiden. O

21.16 Bemerkung

Man kann umgekehrt zeigen, dafi jede Teilmannigfaltigkeit M einer Mannigfaltig-
keit N das Retrakt einer offenen Menge in N ist, siehe oder [42, S.110].
Zusammen mit dem Einbettungssatz besagt das, dal zusammenhéngende
o-kompakte Mannigfaltigkeiten - bis auf Diffeomorphismen - genau die Retrakte
offener Teilmengen endlichdimensionaler Vektorraume sind.

21.5 Folgerung.
Es sei f € C*°(M, N) eine Immersion und g : P — M eine stetige Abbildung mit
fog € C®(P,N). Dann ist g ist glatt.

M4f>N

Cog
T A]ECO"

P
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Beweis. Sei z € P und z := g(2). Es existieren U, und h : Vi) — M wie in
[60, 21.4.3]. Da g stetig ist, ist g~!(U,) eine offene Umgebung von z und darauf ist
=(ho f)og=ho(foy) glatt. O

21.6 Bemerkungen

1. Dabei ist die Stetigkeit von g wesentlich: Sei ndmlich g : |—m,7[ — |—m, 7],
definiert durch
m—tfirt>0

git—{ 0 firt=0
—m—tfirt<0
und f: (—m,7) — R? definiert durch f(t) := (sint, — sin 2¢)

N D

.

\ %m

Dann ist f o g glatt, aber g ist nicht stetig, ergo auch nicht glatt.

2. Eine Mannigfaltigkeit M, die Teilmenge einer Mannigfaltigkeit IV ist, heifft M-
MERSIVE TEILMANNIGFALTIGKEIT, falls die Inklusion incl : M — N eine Immersion
ist. Eine immersive Teilmannigfaltigkeit ist im allgemeinen keine Teilmannigfaltig-

keit im Sinn von [60, 10.4] oder allgemeiner von |21.12 | f : R — R? aus |21.6.1

ist eine injektive Immersion, aber f(R) ist keine Teilmannigfaltigkeit des R2.

3. Die Mannigfaltigkeitsstruktur einer immersiven Teilmannigfaltigkeit ist im all-
gemeinen nicht durch die von N festgelegt wie |1 | zeigt: f und f o g erzeugen zwei
verschiedene Mannigfaltigkeitsstrukturen auf M = Bild(f) & |-, pi].

21.7 Definition (Initiale und finale Abbildungen)

Sei f € C*°(M,N). Die Abbildung f heifit INITIAL :< fiir jede Abbildung g : P —
M mit der Eigenschaft, dafl f o g glatt ist, g selbst glatt ist.

Die Abbildung f heift FINAL :& fiir jedes g : N — P mit der Eigenschaft, dal go f
glatt ist, g selbst glatt ist.

21.8 Satz (Charakterisierung initialer Immersionen).

Fir f in C(M, N) sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist eine initiale Immersion;

2. fiir jedes © € M gibt es eine Karte ¥ von N zentriert bei f(x), sodaf
f~ltoy|gm : Domy NR™ — ffl(Coo—Wegkompf(z)(Bildf N Bildy)) ein
wohldefinierter Diffeomorphismus (und somit eine Karte) ist;

3. f besitzt lokale Linksinverse im folgenden Sinn: Vo € M 3 h: Vi) — M
glatt mit einer offenen Umgebung Vi) von f(x) in N und h(f(x)) = x
sowie ho f =1id auf ffl(COO—Wegkompf(x)(Bildf N Vi)
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Dabei sei C*°- Wegkomp,, (A) := {c(1) : ¢ € C°(R, A) mit ¢(0) =z} fiir A C N.

Es ist U, := f~(C°- Wegkomp, (Bild f N V)) fiir offenes V' C N in M offen ist,
denn fiir 2z € U, ist die offene Umgebung C*°- Wegkomp, (f~(V)) in U, enthalten:
Sei dazu y € C°°-Wegkomp,(f~1(V)), d.h. eine glatte Kurve ¢ : R — f~1(V)
existiert mit ¢(0) = z und ¢(1) = y. Fiir die glatte Kurve foc: R — Bild f NV gilt
dann (foc)(0) = f(z) € C°°- Wegkomp(, (Bild fNV), also auch f(y) = (foc)(1),
d.h. y € Us.

. N
Bild(p)=U FL@ilgw)) 2
%‘“’
(Bild(y)) A=
f-1(Bildw))
o=|f Loy gm ¥
Rnfm
dom(y)
dom(o) inj dom(y)
-
0 RM RrRM

Beweis.

(:) Sei f eine Immersion. Dann existiert nach [60, 21.4] ein U, C M offen und
eine Karte v um f(z) s.d. (f|y,) totp|gm : DomyNR™ — U, ein Diffeomorphismus
ist. Wir wollen U,, und Bild ¢ so verkleinern, dal U, = f~'(C>°- Wegkomp (., (Bild fN
Bild ¢)) wird.
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dom(y)

dom(e) =dom(¢) R™ inj, Vo

W RrRM W RrRM

Wir wihlen dazu eine offene C*°-wegzusammenhingende Umgebung Uy von z in
M, welche Uy C U, erfiillt.

Sei Wy := (f~ o tlgm) 1 (Up) € R™. Dann ist Wy offen und sei V; € Dom ) so
gewihlt, dafl Wy = Vo N R™. Weil f injektiv ist, geniigt es zu zeigen, dafl

f(Uo) = C*°- Wegkomp s, (Bild f N (Vo).

(C©) Folgt unmittelbar aus f(Up) C Bild f und f(Up) = v (Wp) C ¥(Vp), weil f(Up)

C*>-wegzusammenhéngend ist.

(D) Sei ¢: R — Bild f N4(Vp) und ¢(0) = f(z); dann ist zu zeigen:
c(1) € f(Uo).

Wir definieren ¢ := (f|y,)"toc: R — M. Da f eine initiale Immersion ist folgt, daf
¢ glatt ist. Es geniigt zu zeigen: ¢(]0, 1]) C Uy. Angenommen: ¢([0, 1]) € Uy. Wegen
¢(0) = z kann tp > 0 minimal gew#hlt werden, soda$ ¢(tg) ¢ Uy, d.h. fiir t < ¢
ist ¢(t) € Up und damit &(tg) € Uy C U,. Somit ist (((f|y,) "t o tb|gm) "o &)(t) €
(f~to|rm)~H(Uy) = Wy fiir t < to aber nicht fiir ¢ = .

Andererseits gilt ((f|y,)™! o ¥|rm)~1(E(t)) = ¥~ 1(c(t)) € Vo fiir alle t < ¢y und
damit ist ((f~!o¢|rm) "t 0&)(tg) € Vo NR™ = Wy, ein Widerspruch.

(:) Die selbe Definition von h wie im entsprechenden Beweisteil von [60, 21.4]
liefert nun ein Linksinverses auf U, = f~*(C>°- Wegkomp ;. (Bild f N Bild ¢)).

(3]={1)) Da U, == f~1(C°- Wegkomp s, (Bild f N Vj(,)) offen ist folgt die Tm-
mersivitit von f aus [60, 21.4].

Wir zeigen nun, dafl f initial ist. Sei dazu g : P — M sodal f o g glatt ist.
Wir miissen nur zeigen, dafl ¢g lokal um p € P Werte in U, fiir x = g(p) hat.
Wir wéhlen dazu eine C'°°-wegzusammenhingende Umgebung U, um p mit U, C
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(f 0 9) " (Viw))-
= (fog)(Up) C Bild f N Vy(,), C*-wegzusammenhangend
= (f o g)(Up) € C™-Wegkomp ¢y, (Bild f N Vi (s))
= g(Up) C f7H(C%- Wegkomp (g, (Bild f N Vi) = Up O

21.9 Bemerkungen

1. In dieser Situation (d.h. falls es eine initiale Immersion f: M — N gibt) ist
die Mannigfaltigkeitsstruktur auf M eindeutig durch jene auf N bestimmt:
In der Tat seien zwei Mannigfaltigkeitsstrukturen auf der Menge M gegeben,
s.d. eine Abbildung f : M — N initial bzgl. beider Strukturen ist. Zwecks
Unterscheidung bezeichnen wir mit M; und My die Menge M mit der jewei-
ligen Mannigfaltigkeitsstruktur und betrachten die Identitdt id : M7 — Ms.
Dann ist id C*°, denn foid = f : M; — N ist glatt und f : My — N
initial. Genauso folgt auch id=t: My — M ist glatt, also id : M} — M> ein
Diffeomorphismus.

2. Eine Teilmenge M von N mit obiger Eigenschaft, d.h. V =z € M 3 ¢
C>°-Wegkomp,, (M N Bildy) = ¥(R™), trigt eine eindeutige Mannigfaltig-
keitsstruktur, sodafl incl : M — N eine initiale Immersion wird, ndmliche
jene die als Atlas die Einschrinkungen v¢|gm dieser Karten hat. So eine Teil-
menge mit dieser Mannigfaltigkeitsstruktur heif3t INITIALE TEILMANNIGFAL-
TIGKEIT.

3. Jede initiale C°°-Abbildung ist injektiv. Sei f initial, f(z) = f(y), = # y;
g(t) =z fiir t > 0, g(t) = y sonst, so ist g nicht stetig, aber fog ist konstant,
also C*° = g ist C*° (Widerspruch)!

4. In [47] wurde bewiesen, dafl f : t — (t2, t3), R — R? eine initiale C>°-
Abbildung ist. Sie ist aber klarerweise nicht immersiv, da f’(0) = (0,0).

5. Ein wichtiges Beispiel einer initialen Teilmannigfaltigkeit ist eine nichtperi-
odische Spirallinie auf dem Torus S x S! gegeben durch

ft— (exp(2mit), exp(2miat))

mit irrationalem Anstieg a.

Hier zeigt sich, daB} eine initiale Teilmannigfaltigkeit nicht die Spurtopologie
tragen mufl. Denn kein offene Intervall I C R gibt es ein offenes U C S x 1,
sodaB I = f~1(U) (dquivalent f(I) = UNBild(f)), da f(t) immer wieder in
U liegt fiir t — +o0.

21.17 Satz von Sard.
Die Menge der kritischen Werte einer glatten Abbildung zwischen o-kompakten
Mannigfaltigkeiten hat Lebesgue-Mafs 0.

Siehe auch [10, S.58] und [42, p.68].

Dieses Resultat gilt auch noch, wenn f € C"(M, N) mit r > dim M —dim N ist. In
[100, A function not constant on a connected set of critical points, Duke Math. J.
1(1935) 514-517] wurde eine C1-Abbildung f : R? — R konstruiert, die auf einem
Bogen I kritisch, aber nicht konstant ist. Der Graph von f ist also eine Fléche
S C R3, auf welcher ein Bogen f(I) liegt, sodaf8 die Tangentialebene an S in jeden
Punkt horizontal ist, aber dennoch hat f(I) nicht konstante Hohe.

Definition.
Dabei heifit fiir eine Abbildung f : M — N ein Punkt z € M KRITISCH, falls
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Tpf : TyM — Ty N nicht maximalen Rang hat. Ein Punkt y € N heifit KRITI-
SCHER WERT, falls ein kritischer Punkt z € f~!(y) existiert. Manchmal wir fiir
kritische Punkte nur verlangt, dafl T}, f nicht surjektiv ist. Zumindestens fiir den
Satz von Sard macht das aber keinen Unterschied, denn nur im Fall dim M < dim N
erhalten wir mehr kritische Werte (nédmlich alle im Bild). Diese bilden aber nach
der Folgerung in ebenfalls eine Lebesgue-Null-Menge.

Eine Menge N C R" heifit LEBESCUE-NULL-MENGE, falls fiir jedes € > 0 eine Folge
von Wiirfeln ( oder Quadern oder Kugeln) (Qp)ren existiert mit N C (J, .y Qr und

Y oken 1@kl < e

Eine Teilmenge N C M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M heifit LEBES-
GUE-NULL-MENGE, wenn dafl Urbild unter jeder Karte eine Lebesgue-Null-Menge
ist.

21.18 Lemma.
Es sei U C R™ und N C U eine Lebesgue-Null-Menge. Weiters sei f : U — R™
eine C1-Abbildung. Dann ist auch f(N) eine Lebesque-Null-Menge.

Beweis. Da U die Vereinigung abzihlbar vieler kompakter konvexer Mengen ist
(z.B. der Kugeln mit rationalen Mittelpunkts-Koordinaten und rationalem Radi-
us, die in U enthalten sind), und weil die abzéhlbare Vereinigung von Lebesgue-
Null-Mengen wieder eine Lebesgue-Null-Menge ist, diirfen wir annehmen, dal N
in einer kompakten konvexen Teilmengen von U enthalten ist. Weiters konnen wir
auch annehmen, daf die Wiirfel einer Uberdeckung von N ebenfalls in einer (etwas
grofieren) kompakten konvexen Teilmenge K C U enthalten sind.

Da f:U — R™ Clist, ist x := sup{||f'(z)]| : € K} == ||f'|k]loc < 00. Sei Q ein
Quader in K mit Seitenldnge a. Dann ist nach dem Hauptsatz

@) — f(xo)] = \/0 £ (o + tz1 — 30)) (@1 — 20) dt] < 5+ |21 — 0] < 5 @ /.

fiir alle 21,29 € Q. Also ist f(Q) enthalten in einem Quader mit Seitenlinge
2ka+/m und Volumen (2ka+/m)™ = (2ky/m)™|Q|. Das Bild einer abzihlbaren
Uberdeckung mit Quadern von Gesamt-Volumen kleiner als § := /(2 ky/m)™ >
0 ist also in einer Uberdeckung mit Quadern von Gesamt-Volumen kleiner als
(2 ky/m)™ - 6 = ¢ enthalten. O

Es ist also eine Teilmenge N C M einer Mannigfaltigkeit genau dann eine Lebesgue-
Null-Menge, wenn die Urbilder unter den Karten eines festen Atlasses Lebesgue-
Null-Mengen sind.

Folgerung.
Es sei f :R™ — R™ C! und n < m, dann ist f(R™) eine Lebesgue-Null-Menge.

Beweis. Man wende | 21.18 | auf f := fopr: R™ = R* x R™" — R" — R™ und
die Lebesque-Nullmenge N := R™ x {0} C R™ an. O
Wir bené6tigen noch den

21.19 Satz von Fubini.
Es sei N C R™ kompakt und N N ({t} x R"~1) eine Lebesgue-Null-Menge fiir alle
t € R. Dann ist N eine Lebesgue-Null-Menge in R™.

Fiir einen Beweis siehe [10, S.59] oder [57, 7.6.9].
Beweis. Es sei € > 0. Dann existieren fiir jedes ¢t € R abzéhlbar viele offene Quader

Wi C R mit i € N, s.d. Wy := U,y Wi 2 Ny == {& € R""!: (t,2) € N} C
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21.19 GERMAN21. IMMERSIONEN

R™! und Y, |W{| < e. Die Funktion (#,x) — [t/ — t| ist stetig auf N, positiv
auf N\ ({t} x R*1) = N\ ({t} x N;) und besitzt somit ein Minimum J; auf der
kompakten Menge N \ (R x W;) C N\ ({t} x Ny); d.h. (¢,2) € N, |t/ —t| < b =
x € Wy. Bssei I := (t — 8¢, t + &), dann ist NN (I; x R*~1) C I x W,.

We

t-6 t t+6

0.B.d.A.sei N C [a,b]xR"~1. Wir withlen nun eine endliche minimale Teiliiberdeckung
{I, =1, : i} von {I; : t € [a,b]}. O.B.d.A. seien die I, = (a;,b;) mit a;
aufsteigend geordnet. Dann sind auch die b; monoton wachsend, denn andern-
falls folgt aus b; 11 < b;, dal I;,11 C I;, also ein Widerspruch zur Minimalitét.

a; < aj+1 < b; < a;42 (wegen der Minimalitit, denn b; < a;41 = I;, I;41 nicht
iiberlappend; b; > a0 = ;41 C I; Ul;19). Also ist

Z 1| = Z(bi_ai) = Z(ai+1—ai)+(bz‘—az‘+1) < Z(ai+1—ai)+(ai+2—ai+1) <2(b—a)

und somit ist {I;, x Wtjl : 4,7} eine offene Uberdeckung von N durch abzihlbar
viele Intervalle mit Gesamtinhalt

> IWil<ed I,

J i

Z |It1 x Wt{' = Z |It1
i,] i

<2elb—al. O

Beweis des Satzes von Sard . Beachte, daf} falls fiir jeden Punkt x einer
Menge X C R™ eine Umgebung U, existiert, s.d. f(U, N X) eine L-Nullmenge ist,
so ist f(X) = U,ex f(Uz N X) ebenfalls eine L-Nullmenge, denn abzéhlbar viele
der U, iiberdecken bereits X, da X nach dem Beweis von [60, 18.2] Lindeloff ist.

Es gentigt somit den Fall f : R™ O U — R" zu betrachten. Sei D die Menge der
kritischen Punkte. Wir machen Induktion nach m. Fiir m = 0 ist der Satz trivial.

Im Induktionsschritt wollen wir anwenden, jedoch ist die Menge der kriti-
schen Werte nicht kompakt, aber die kritischen Punkte sind eine abzidhlbare Ver-
einigung kompakter Mengen, denn die Menge der Punkte x, wo eine fixe r X r-
Teildeterminante von f’(x) verschwindet ist abgeschlossen, also die abzéhlbare Ver-
einigung ihrer Durchschnitte mit den kompakten Billen B,,(z) fir n € N, und die
kritischen Werte somit eine abzéhlbare Vereinigung der kompakten Bilder all dieser
kompakten Mengen (und damit anwendbar).

Sei

(63

Dy:={z€U: %f(x) = 0 fiir alle |a| < k}.
x

Die Dy sind abgeschlossen und erfiillen D O D1 D Dy O .. ..

Es ist f(D \ D;) eine Lebesgue-Null-Menge:

Sei dazu z € D\D;. O.B.d.A. ist 52 f1(z) # 0. Dannist h: U — R™, (z},...,2™)
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(fi(z),22,...,2™) ein lokaler Diffeomorphismus und g := f o h=! hat die Gestalt

g: (fi(x),2%,..) = (z . a™) = (fi(2),. .., ful))
g: (t;zZ, ™) e (t,gz(t,x), gt ().

Die Hyperebene H; := {t} x R*~! = R"~! bleibt invariant unter g, und die Ein-
schriinkung g:(z) := (¢%(¢,x),...,¢"(t,x)) von g auf sie hat z als kritischen Punkt
genau dann, wenn (¢, ) ein kritischer Punkt von g ist. Nach Induktionsvorausset-
zung, sind die kritischen Werte von ¢, eine Lebesgue-Null-Menge, und nach dem
Satz von Fubini auch jene von g, dies sind aber auch jene von f = goh, da
h ein Diffeomorphismus ist.

Es ist auch f(Dy \ Diy1) eine Lebesgue-Null-Menge:
Sei € Dy, \ Diy1. OBdA. ist CARES () # 0 und sei w := o hy

Far EL Fzm 0T
Dann ist w|p, = 0 und g—i(x) # 0. Es sei h(z) := (w(z),z2,...,%m). Dann ist
h: U — R™ ein lokaler Diffeomorphismus und h(DxNU) C {0} x R™~1 C R™. Wir
betrachten die Abbildung g := f o h~! und ihre Einschrinkung go : {0} x R™~! —
R™. Die kritischen Werte von gy sind nach Induktions-Voraussetzung eine Lebesgue-
Null-Menge und jeder Punkt aus h(Dy N U) ist kritisch fiir gg, weil alle partiellen
Ableitungen von g der Ordnung < k und insbesonders die der Ordnung 1 von gg
verschwinden. Also ist f(Dr NU) = go(h(Dx NU)) eine Lebesgue-Null-Menge.

Fir k> ™ — 1 ist f(Dy) eine Lebesgue-Null-Menge:

Es sei @ ein Wiirfel der Seitenléinge a. Aus der Taylor-Formel erhalten wir

1 _ \k
o) = @l = | [ S r ) h e

1 1—1¢ k
< Sup{Hf(kJrl)(x)H ‘re Q} /O ( o ) dt ‘h|k+1 < T|h‘k+1

=T

fir alle x € DpNQ. Wir zerlegen @ in r™ Wiirfel der Seitenlédnge . Sei Q' solch ein
Wiirfel, der einen Punkt 2 € Dy, enthélt. Dann ist jeder Punkt in Q' von der Form
x + h mit |h| < % und somit ist f(Q') enthalten in einem Wiirfel der Kantenlédnge

k+1yn
2T (%)kﬂ. Alle Wiirfel zusammen haben Gesamtvolumen hochstens ™ %

und fiir n(k + 1) > m konvergiert dieser Ausdruck gegen Null fiir r — oo. O

21.25 Retraktionssatz.
Es gibt keine stetige Retraktion D" := {x € R" : |z| < 1} — S"71 := {z € R":
|z| = 1}.

Unter einer RETRAKTION f auf eine Teilmenge Y C X versteht man eine Abbildung
f+ X — Y welche fly = id erfiillt. Mehr der Anschauung entsprechend ist eine
DEFORMATION von Y auf X, d.h. eine stetige Abbildung F : [0,1] x X — X, mit
folgenden Eigenschaften:

o Vte[0,]] VyeY: F(t,y) =y.
e VzeX: F(0,x)=u.
o VzeX: F(lyz)eY.

Wenn wir mit F; : X — X die Abbildung Fi(x) := F(t,z) bezeichnen, so ist also
Fi|ly =idy, Fy =idx und F; : X — Y eine Retraktion.

Umgekehrt kénnen wir aus einer Retraktion f : D® — S"~! C D" eine Deformation
F(t,x):= (1 —t)x +t f(x) machen.
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Beweis. Angenommen [ wire eine Retraktion. Wir wollen zuerst zeigen, dafl f
0.B.d.A. C* ist

Sicher existiert eine Retraktion f; : D® — S™~!, die in einer Umgebung von S™~!
C™ ist, z.B.

oo V@) = /|2 fir 172 < 2] <1
fite): {f(Qw) fiir |2| < 1/2.

Nach der Aufgabe (oder dem Satz von Stone-Weierstraf}) existiert eine glatte
Funktion fp : R” — R™ mit || fo— fi|loc < 1.Seinunh : R™ — [0,1] C*° mit h(z) =

fiir [z| < 3 und h(z) = 0 fiir [2| > 1 und f3(z) == (1 — h(2)) fi(z) + h(z) fo(z )
Dann st [ () - f1(2)] = h(@)-[f2(2) ~ fi(2)] < |fo(@) — fi(2)] < 1, dh. fo(z) £
und fiir |x] > 1ist f3(z) = f1(x) = x/|z|. SchlieBlich ist fi(x) := fg( )/ | f3(z)] dle
gesuchte C'*°-Retraktion. Wir nennen diese wieder f.

Nach dem Satz von Sard existiert ein regulirer Wert y € S"~! von f
und somit ist M := f~1(y) eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™ und
y € MNS™" ! Essei z€ M ein weiterer Schnittpunkt der Zusammenhangskompo-
nente von y in M mit S"~! (Ein solcher existiert klaerweise, falls die Zusammen-
hangskomponente diffeomorph zu S ist, und andernfalls ist sie diffeomorph zu R
muf also D" wieder verlassen, denn f~!(y)ND" ist kompakt). Dannist f(z) = 2z # y
ein Widerspruch zu z € f~1(y).

21.26 Brouwer’s Fixpunktsatz.
Jedes stetige f : D™ — D™ hat mindestens einen Fizpunkt.

Beweis.

Angenommen f : D® — D" hat
keinen Fixpunkt. Dann ist r :
D® — S™ 1 definiert dadurch,
dafl z € D™ auf dem Schnittpunkt
der Geraden von f(z) nach z mit
S™~1 der x niher liegt abgebildet
wird eine stetige Retraktion, im

Widerspruch zu . O e

Explizit ist r gegeben durch:
r(z) =z — AN f(z) — z), wobei A >0 und
0=[r(@)]* —1=N|f(2) — 2 = 2\(z|f(2) — 2) + |2|* -

(@f(z) — z) + (@l f (@) — )% + [f(2) — 22 (1 - [a[?)
f(z) — =f? '

d.h. A=

21.20 Definition (Transversale Abbildungen)

Es seien M, N Mannigfaltigkeiten, A C N eine Teilmannigfaltigkeit. Eine Abbil-
dung f: M — N heifit TRANSVERSAL zu A, falls

TJ;f(TlM) + Tf(m)A = Tf(z)N V x € M mit f(x) cA

gilt.
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21.21 Beispiel

Sei A:=8'in N :=R? und M := R sowie f : M — N wie im folgenden Bild.

transversal

nicht transversal

transversal

Es ist aber nicht gefordert, daf§ die Summe “direkt” ist; Z.B. ist die Identitéit f :
M := N — N transversal zu jeder Teilmannigfaltigkeit A C N aber im allgemeinen
ist Bild(T% f) N T A # {0}

21.22 Satz (Urbilder von Teilmannigfaltigkeiten).
FEs sei f € C°(M,N) und K eine regulire Teilmannigfaltigkeit N. Ist f transversal
2u K, soist f~H(K) eine regulire Teilmannigfaltigkeit von M.

Insbesonders wenn f die Inklusion einer zweiten Teilmannigfaltigkeit M von N ist,
dann ist unter der Transversalitéitsbedingung T, M + T, K =T,N firx € KNM
der Durchschnitt K N M selbst eine Teilmannigfaltigkeit.

Beweis. Sei z € f71(K) und v eine Karte zentriert bei f(z), die K trivialisiert.
Dann gilt fiir 2’ nahe z:

o e fTHUK) & f(2)) e K¢ (f(a) e R¥ & (pr, ot "o f)(z') =0.

Wir kénnen somit [60, 10.4] anwenden, um f~1(K) als Teilmannigfaltigkeit von M
zu erkennen, wenn wir zeigen, daf die lokale Gleichung pr,,_, otp~1 o f regulir ist.
Es ist Ty (pr,,_x otv Lo f) = pr,,_; o(Toy)) "toT, f, und da wegen der Transversalitiit
Tj(@yN = Bild(T, ) + Ty K = Bild(T,, f) +Bild(Tyeh) (R*) ist, ist T, (pr,,_, otv~ Lo
f) surjektiv, denn fiir w € R* % sei Toyh(w) = Tpf(v) + k mit v € T, M und
ke Tf(z) (K) und somit ist
T (prp—g 0™ 0 f)(v) = pr,_ (To)) ™ (T2 f(v)))
= prnfk(w - (T01/1)71(k)) = w,

da (To’(/J)_l(Tf(m)K) = RF. O

In [59, 24.46] wird ein Beispiel gegeben, das zeigt, dafl dieser Satz “stirker” ist als

(2) in[21.14]

21.23 Folgerung (Pull-back von Mannigfaltigkeiten).

Sei fi € C®(M;,N), (i = 1,2); und f1 transversal zu fa, (d.h. fi(z1) = fa(x2)
= BildT,, fi + Bild T}, fo = T,N ). Dann ist das PULL-BACK

{(@1,22) : fi(21) = fa(z2)}

eine requldre Teilmannigfaltigkeit von My X Ms.

Beweis. Die Abbildung f; X fo : My x My — N X N ist glatt. K := {(z,z) : x € N}
ist reguldre Teilmannigfaltigkeit von N x N, da K etwa als Graph vonid: N — N
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aufgefafit werden kann. Gelingt es uns zu zeigen, dafl f; x fo transversal zu K ist,

d.h: (fi(z1), fo(22)) = (y,y) € K =
= Bild T(Il,l’z)(fl’ fz) + T(yﬁy)K = T(y,y)(N X N),

so sind wir nach dem vorigen Satz fertig. Die zweite Bedingung wollen wir zur
besseren Handhabung erst noch etwas umformen:

Bild Ty, f1 X Bild Ty, f2 + T(y. K = T, N x T, N.

Sei (w1, wq) € TyN x T, N, dann ist (w1 —ws) € T,N, und da f; transversal zu f,
ist, existieren vy, vy mit wy — wg = Ty, f1(v1) + T, f2(v2). Nun geben wir einfach
an, wie das Paar (w1, ws) in der gewiinschten Weise dargestellt wird:

(T, f1, Ty f2) (01, —02) + (T, f2(v2) + w2, T, f2(02) + w2) = (w1, w2). O

Um die Bedeutung des Begriffs “transversal” zu unterstreichen, sei noch folgendes
Theorem ohne Beweis angegeben:

21.24 Transversalitéitssatz.
Sei f: M — N glatt und K C N eine reguldre Teilmannigfaltigkeit. Dann existiert
“beliebig nahe” an f eine Abbildung g : M — N, die transversal zu K ist.

( “Beliebig nahe” heifit dabei “in jeder Umgebung von f7. Wobei die Umgebungen
der zugrundeliegenden Topologie wie folgt beschrieben werden kénnen: Sei {¢;} ein
Atlas von M, {K;} eine Uberdeckung mit kompakten Mengen K; C Bild(y;), v
eine Familie von Karten auf N mit f(K;) C Bild(v;), zuletzt seien noch 6; > 0 und
r € N gegeben. Eine Umgebung von f hat dann die Gestalt:

{9+ 9(K:) € Bild(vi) und (7" 0 g0 i) (x) — (7" 0 f o 0i) ()] < 0
firk <r und z € K;}.)
Fiir einen Beweis siehe [42, S.74] oder [10, S.158].

26. Teilvektorbiindel

Man rufe sich die Begriffe Vektorbiindel (siehe [60, 25.5]), Vektorbiindel-Homo-
morphismus (siehe [60, 25.9]) und Teilvektorbiindel (siehe [60, 26.1]) in Errinne-
rung.

26.2 Proposition (Bild eines Vektorbiindelmonomorphismuses).
Seienq: F— M,p: E— M zwei VB, [ : F — E ein VB-Monomorphismus (d.h.

ein faserweise injektiver VB-Homomorphismus) iberidys, d.h. folgendes Diagramm
kommutiert:
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Dann gilt: f(F') ist ein Teilvektorbiindel von E und ist isomorph via f zu F — M:

o

F*}Rf(F)
ql ipf(F)
M=——=M

Beweis. Da lokal beide VB trivial sind, nehmen wir 0.B.d.A. an, dal FF = M x R™
und E = M x RF ist, sodafl

fiMxR" — M x R mit f(x,v) = (z, f»(v)).

Da f,, : R" — RF injektiv und linear ist, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf:
fzo = incl : R — RF. Sei pr eine Projektion R¥ — R™ zu incl, dann ist proincl =
id € GL(n). Die Abbildung x + prof, ist eine Abbildung von M nach L(k, k), die
somit lokal um 2o Werte in der offenen Teilmenge GL(n) C L(n,n) hat. O.B.d.A.
sei M diese Umgebung von xg. Es gilt:

¥
MxR*"xRF" ——= M xRF=F

inclT inclT
M R"L
M x R™ M) f(F)

idT fT
MxR'— % S M xR* =F,
wobei ¢ : (x;v,w) — (z; fz(v) + (0,w)) dann eine VB-Karte mit Umkehrabbildung
v (@,2) = (2 ((prof) T opr) ()2 = fo(((rofe) o pr)(2) )

ist und f(F') entspricht M x R™. Es ist also f beziiglich dieser Karte die Inklusion
M xR™ — M x R" x {0}k, O

26.3 Folgerung (Tangentialbiindel einer Teilmannigfaltigkeit).

Sei incl : A C M eine regulire Teilmannigfaltigkeit. Dann ist TA = Tincl(TA)
ein Teilbiindel vom TM| 4.

Beweis.
T incl
TA————TM]|a
;M\ pm
A
Man wende auf den VB-Monomorphismus 7 incl an. O

26.4 Folgerung (Tangentialbiindel von Summen und Produkten).

Die folgenden Diagramme beschreiben Vektorbindel-Isomorphismen:

T([1 M)~ 1T T M) BT
] Mil H‘n'Mi\L | Mil |_|71-Ml¢
M ———— ] M, LI M, ————— || M, -
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26.5 Lemma (Pull-back Biindel).

Seip: E — M ein VB, f : N — M glatt. Dann ezistiert eine natirliche
VB-Struktur auf dem ZURUCKGEZOGENEN VEKTORBUNDEL f*p : f*E — N mit
f'p 1 Bty > v — x, wobei f*E = leeN Eyy ist. Auferdem existiert ein VB-
Homomorphismus p*f : f*E — E mit p*f : By, Svi—veEE.

Diese Zuordnung hat folgende universelle Eigenschaft: Fir jedes andere VB q :
F — N und VB-Homomorphismus f : F — E dber f existiert ein eindeutiger VB-
Homomorphismus f+ : F — f*E diberidy, der das folgende Diagramm kommutativ
macht:

Beweis. Wir konnen f*E folgendermafien als Teilmenge von N x E aufgefassen:
fPEXN xpy E:={(z,v): f(z) =pv)} SN x E.

Da p : E — M Submersion ist, folgt aus (f und p sind transversal zu-
einander), dafl N x,; E eine reguliire Teilmannigfaltigkeit von N x E ist und
f*(p) = pry |N X E, sowie p*f := pry [N Xy E glatt sind. Die Regularitiit von
N X E bewirkt dann die gewiinschte universelle Eigenschaft:

Der gesuchte, eindeutig bestimmte VB-Homomorphismus f* ist durch f+ = (q, f)
gegeben.

Noch zu zeigen ist, daB: N X3y E — N ein VB ist und p*f sowie f* VB-Homo-
morphismen fiir jeden VB-Homomorphismus f sind. Dazu brauchen wir die lokale
Trivialitdt von N x 3 E — N, die aber aus jener von E — M folgt, da Einschrianken
mit Zuriickziehen vertauscht.

Fir U C M gilt:

(flg-2@) (Blo) = {(@,0) s w € V), v € Elu, pv) = f(2) ]
~{@v) e e ), ve B po) = f@)}
= f*Elj-1qn weil p(E|y) 2 f(f71(U)),

und weil das Pull-back eines trivial Biindels trivial ist, also fiir trivialisierende
Umgebungen U folgendes gilt:

FElj- ) = (fly1@)" (U xR") = f7H(U) x R"

Das Zuriickziehen von VB-Isomorphismen liefert VB-Isomorphismen. Da E|y =
U x R¥ ist, folgt, da (f*E)|f~Y(U) = f~}(U) x R* ist. Die VB-Operationen
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ergeben sich aus der universellen Eigenschaft, ebenso auch die Faserlinearitét von
fT und p*f. O

26.6 Lemma (Einschrinkung als Pull-back).
Ist p: B — M ein Vektorbiindel und A eine regulire Teilmannigfaltigkeit von M,
dann gilt E|4 = incl* E.

Beweis. Klarerweise hat p[,-1(4) : E|4a = p~'(A) — A die universelle Eigenschaft

von Lemma , da p~1(A) regulire Teilmannigfaltigkeit von E ist (p ist Sub-
mersion). Somit ist F|4 zu incl*(E) isomorph. O

26.7 Lemma (Exakte Vektorbiindelsequenzen splitten).

Sei B° —» E' 2 E? eine kurze exakte Sequenz von VB fiber einer parakom-
pakten Mannigfaltigkeit M. (d.h. i und p sind VB-Homomorphismen iber idyy, i
faserweise injektiv, p faserweise surjektiv und faserweise gelte: Bild (i) = Ker(p,)).
Dann gilt: B' =2 E° @ E2.

Beweis. Nach induziert i : E° — E' einen Isomorphismus auf ein Teilvek-
torbiindel von E' sund somit kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf} i die Inklusion
eines Teilbiindels ist.

Wir konstruieren nun einen rechtsinversen Vektorbiindelhomomorphismus j : E? —
E'zup: E' — E2. Lokal ist E'|y 2 U x R™ und E?|y 2 U x RF fiir geeignete m,
k € N. Unter dem ersten Isomorphismus entspricht E° den Teilbiindel U x R™ x {0}
fiir ein n < m. Damit induziert die lokale Darstellung von p einen Isomorphismus
U x {0} x R™™™ — U x R¥ und dessen Inverse ist ein lokales Rechtsinverses zu p.
Mittels einer Partition der 1, welche der Uberdeckung mit diesen trivialiserenden
Umgebungen U untergeordnet ist konnen wir diese lokalen Rechtsinverse verkleben
und erhalten klarerweise ein Rechtsinverses j : E2 — E' zu p. Der Isomorphismus
E°x )y E? = Elist dann durch (2, 22) + i(2°) +7(2%) gegeben und hat als Inverses
2 (i71(z — (p(2))),p(2)), demn = — j(p(2)) € Ker(p) = Bild(i). O

Wir wollen nun das Tangetialbiindel 7z : TE — E (des Totalraums eines) Vek-
torbiindles p : E — M genauer bestimmen. Das Interessa daran ist insbesonders in
Hinblick auf T2M = T(TM) gegeben. Lokal ist £ durch M x R¥ und damit TE
durch T(M x RF) = TM x R* x R¥ gegeben. Andererseits ist das Pull-back-Biindel
p*(TM) = E x3; TM lokal durch TM x R¥ und p*(E) = E x,; E lokal durch
M x R* x RF gegeben. Somit ist TE lokal isomorph zu p*(TM) x g p*(E). Um diese
lokalen Isomorphismen zu globalen zu machen werden wir eine natiirliche kurze
exakte Sequenz p*(E) — TE — p*(TM) von Vektorbiindeln iiber E konstruieren

und darauf dann anwenden.

26.8 Lemma (Tangentialbiindel eines Vektorbiindels).
Seip: E — M ein VB. Dann ezistiert eine kurze exakte Sequenz von VB iiber E:

Exy E=p*(E) - TE L2 p*(TM) = E x; TM.

Nach ist somit TE 2 (Exp E)x g (ExyTM) = E Xy Ex 3 TM, allerdings
ist kein natiirlicher Isomorphismus vorhanden.
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Beweis. Am einfachsten ist es einen Vektorbiindelhomomorphismus Tp* : TE —
p*(TM) in das Pull-back durch folgendes Diagramm anzugeben:

TE

\\\ l FMl

E—y =M

Lokal ist TE durch TM x R* x R¥ und p*(TM) durch TM x R* sowie Tp: TE —
TM durch (&,v,w) — & gegeben. Somit ist TpT lokal durch (£,v,w) — (&,v)
beschrieben. Insbesonders ist Tpt faserweise surjektiv. Der faserweise Kern von
Tpt sind jene Vektoren, die durch Tp auf 0-Vektoren abgebildet werden, soltten
also die Tangetialvektoren an Kurven in den Faser von F sein.

Deshalb definieren wir einen VB-Homomorphismus ¢ : p*(E) = E xyy E — TE
durch p*(E) = E xy E 3 (v,w) — %hzov + tw € TE. Bexziiglich der lokalen
Beschreibungen M x R* x R¥ von p*(E) und TM x R* x R¥ von TFE ist er durch
(z,v,w) = L|,_o(z,v + tw) = (05, v,w) gegeben. Faserweise ist er somit injektiv
und es gilt
Bild(i(z,0)) = {(0z,v;w) : w € R*}
= {(gmvvvw) : (gmvv) = O(fc,v) = (Oz,U)} = Kef((Tp+)(x,v)),

also ist die Sequenz exakt. O

26.9 Proposition.
Es sei p : E — M ein Vektorbiindel. Dann ist TE|y = 0(TE) & Ea® TM
(kanonisch) als Vektorbiindel iber M, wobei 0 : M — E den Nullschnitt bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten folgendes Diagramm:

Die obere punktierte Abbildung ist durch v — %|t:0t -v gegeben und die diagonale
Abbildung existiert wegen der Eigenschaft des Pullbacks. Nach Konstruktion ist
T'p o= 0. Offensichtlich ist ¢ ein Vektorbiindelmonomorphismus und 7'p|7rg|,, ein
Vektorbiindelepimorphismus, denn Tp o T0 = T'(p 0 0) = T'idps = idrps und somit
ist TO: TM — TE|p — TFE ein kanonisches Rechtsinverses. Exaktheit von

0—-F—TE|y—TM—0

folgt, denn lokal wird E durch M x R*  weiters TE durch TM x R¥ x R¥ und TE|,,
durch TM x {0} x R¥ beschrieben. Weiters ist ¢ lokal durch (z,v) — %h:o(:z:, tv) =

28 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Mai 2008



GERMAN26. TEILVEKTORBUNDEL 30.1

(04,0,v) und Tp auf TE|p durch (§,0,v) — £ gegeben.
. T
E——— = TE|u — " T m

T

M x RF TM x {0} x R¥ i O

26.10 Proposition.
Jedes Vektorbindel p : E — M ist isomorph zu einem Teilvektorbiindels eines
trivialen Biindels M x R® — M.

Beweis.
M x R®
7, \
B B & TM —=> TE| 3 TE —1 R* x R®
M M—2 g LR

Es sei f : E — R® eine Einbettung (oder auch nur eine Immersion) der Mannigfal-
tigkeit F in einen R®. Dann ist T'f : TE — R® x R? ein Vektorbiindelmonomorphis-
mus iiber f: F — R® und somit Tf o : E < TE|y — TE — R® x R?® ein Vek-
torbiindelmonomorphismus iiber M — E — R®, also (p,prqoT for): B — M x R®
ein Vektorbiindelmonomorphismus iiber id;. O

Man kann zeigen (siehe [?, 26.22]), dafl so ein Vektorbiindelmonomorphismus bereits
fiir s = dim(F) existiert.

26.21 Definition.

Es sei p : E — M ein Vektorbiindel mit Faserdimension & (ein sogenanntes k-
Ebenenbiindel iiber M) und f : E — M x R?® ein Vektorbiindel-Monomorphismus
iiber idps. Daraus erhalten wir eine Abbildung g : M — G(k,s) mit Werten in
der GraBmannmannigfaltigkeit der k-Ebenen im R® indem wir x auf das Bild von
fz: R¥ =~ E, — R® abbilden. Nun betrachten wir das universelle Vektorbiindel
E(k,s) — G(k,s), wobei E(k,s) := {(e,v) € G(k,s) x R® : y € £} und den
Vektorbiindelhomomorphismus v : E — E(k,s), v — (g(p(v)),v). Damit ist E =
g*(E(k, s)) und g heifit klassifizierende Abbildung des Vektorbiindels p : E — M.

30. Integralmannigfaltigkeiten

Wir rufen uns die Begriffe Vektorfeld (siehe [60, 27.1]), lokale Fluf} eines Vektorfelds
(siehe [60, 28.3]), Lieklammer (siehe [60, 29.1], [60, 29.2] und [60, 29.11]) sowie
Verwandtschaft von Vektorfeldern (siehe [60, 29.3], [60, 29.5] und [60, 29.7]) in
Erinnerung.

30.1 Bemerkung

Wir haben in [60, 28.6] gesehen, dafl Integralkurven von Vektorfeldern nicht immer
global definiert sind. Anschaulich gesprochen sind sie nicht fiir alle t € R definiert,
weil sie bereits in endlicher Zeit nach “unendlich” entweichen. Es sind also die
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Losungskurven “zu schnell”, d.h. die Geschwindigkeitsvektoren zu grof8. Wir kénnen
aber den Fluf} global machen, indem wir seine Geschwindigkeit verkleinern.

Abstrakter:

i) An Stelle von Vektorfeldern betrachten wir eindimensionale Teilrdume E, C
T,M ¥ p € M, also Teilvektorbiindel.

ii) An Stelle von Losungskurven betrachten wir Integralmannigfaltigkeiten, das sind
1-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten NV von M, fir die T, N = E,, gilt. Wir kénnen
diese Begriffe auch im mehrdimensionalen Fall formulieren:

30.2 Definition (Integralmannigfaltigkeit)

Es sei E ein Teilvektorbiindel von m: TM — M (in der (dlteren) Literatur auch
als DISTRIBUTION bezeichnet). Dann versteht man unter einer INTEGRALMANNIG-
FALTIGKEIT N zu F eine zusammenhingende Mannigfaltigkeitsstruktur auf einer
Teilmenge N C M, sodaf} incl : N — M eine Immersion ist und T'incl : T,N — E,
fiir alle p € N eine Bijektion ist.

30.3 Beispiele

1) Fiir eindimensionale Teilvektorbiindel, die ja lokal von einem Vektorfeld auf-
gespannt werden, existieren immer Integralkurven zu diesem Vektorfeld, und
damit auch Integralmannigfaltigkeiten des Biindels.

Z.B.: Hat ein “konstantes” Vektorfeld am Torus irrationalen Anstieg, dann
liegt jede ihrer Integralmannigfaltigkeiten dicht.

2) Man bemerke allerdings, dafi das Teilvektorbiindel F im allgemeinen nicht
global durch ein VF aufgespannt wird. Ein Beispiel ist das M&biusband, wo
E alle Vektoren sind, die von Kurven in der Faser herriihren.

3) Im mehrdimensionalen Fall gilt im allgemeinen nicht, dal jedes Teilvek-
torbiindel eine Integralmannigfaltigkeit erzeugt. Betrachte das folgende Bei-
spiel: M = R? mit E,,, = ({% +y%, 6%}} C T(x,y,z)R?"
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= =

Sei N eine Integralmannigfaltigkeit durch (0,0,0). Wir betrachten vorerst
den Schnitt NN{(0,y, 2) : y, 2 € R}. Wegen Ty N = R?x {0} ist dieser Schnitt
lokal eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Tangentialraum ((0, 1, 0))
in jedem Punkt Punkt, also Teil der y-Achse. Fiir ein fixes yo betrachten wir
nun den Schnitt N N{(z, yo,2) : x,z € R}. Wie zuvor ist dieser Schnitt lokal
eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit nun mit Tangentialraum ((1,0,yo))
in jedem Punkt, also Teil der Geraden (0, yo,0)+R-(1,0,y0) = {(x, yo0, zy0) :
x € R}. Somit ist N lokal durch {(z,y,zvy) : x,y € R} gegeben. Betrachtet
man aber den Tangentialraum in (1,0, 0), so enthilt dieser Vektoren, deren
2. und 3. Komponente # 0 ist: T,y 2,y N = ((1,0,¥), (0,1, 2)). Dies stimmt
aber mit E, , .y nur dort {iberein, wo x = 0. Eine Integralmannigfaltigkeit
durch 0 existiert also nicht.

30.4 Bemerkung

Angenommen FE ist ein Teilbiindel von T'M, das durch jeden Punkt eine Integral-
mannigfaltigkeit besitzt. Sei p € M und N die Integralmannigfaltigkeit durch p und
seien £, n Vektorfelder auf M mit &,,n, € E, fiir alle z. Wegen Lemma [60, 29.5]
existieren Vektorfelder £1,7; auf N, sodaBl £1,7; beziiglich incl verwandt sind mit
&, n. Dann ist [£1, 1] ein Vektorfeld auf N und [£1, ;] ist incl-verwandt mit [£, n].
Wir erhalten [£, 7], = T'incl [&1,m]p € Ep.

30.5 Definition (Integrable Teilbiindel)

Ein Teilvektorbiindel £ von T'M heif3t INTEGRABEL :< fiir je zwei glatte Vektor-
felder &,n auf M mit §,,n, € E, V p folgt: [£,n], € E,V p.

Ubung: Man zeige, daB das Teilbiindel von | 30.3.3| nicht integrabel ist. Hinweis
betrachte die beiden erzeugenden Vektorfelder.

30.6 Lokales Integrabilitdtstheorem von Frobenius.

Es sei E ein Teilvektorbiindel von m: TM — M. Dann ist E genau dann inte-
grabel, wenn zu jedem p eine Integralmannigfaltigkeit durch p existiert (genauer: es
existiert eine Karte o mit p(0) = p, sodafl o(R¥ x {a}) eine Integralmannigfaltigkeit
fiir jedes a ist).
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Die Bilder p(R* x {a}) heilen auf englisch PLAQUES, also frei iibersetzt Blittchen.

Beweis. (<) Das haben wir bereits in gezeigt.
(=) O.B.d.A. sei M C R™ offen, ¢ : M x R™ — M x R™ sei eine VB-Karte, die F
trivialisiert, d.h. ¢, := 1(2,.) : R¥ x {0} — E, ist ein Isomorphismus fiir jedes z.
Sei 0.B.d.A. Ey = R¥ C R™ und v = id, also pr, o1 o incly, = id € GL(k). Damit
ist auch pry, o), oincly € GL(k) fiir alle z nahe 0.
Wir wollen nun jeden der Teilriume E, als Graph einer linearen Abbildung f, :
RF — R™~* darstellen. Wegen Graph(f.) := {(v,f(z)v) : v € RF} und E, =
{(YL(w,0),4%(w,0)) : w € R¥} muB f,(v) = ¥2(w,0) mit ¥1(w,0) = v fiir ein
(eindeutig bestimmtes) v € R¥ sein, also f. gegeben sein durch:

f:M — L(k,m — k) mit

fiz— 1/;3 ) (¢;|Rk)71 = pr,,_1 o, o (pry o1, o inclk)f1

v=y3 (W, 0)

Rmk Rmk
f,(v)=y7(w,0) ‘ E;=graph(f)
/P
IRk IRk
! |

Was sagt nun in diesem Zusammenhang die Integrabilitit aus?

Es gilt fir &€ € X(M): & € E, & & € Graph f(p) & & = (&1lps&2lp), mit
f(p)(&lp) = (&lp)- Seien &,m : R™ — R™ = R™F x RF mit &, n, € E,. Nach
Voraussetzung ist [£, 7], € E, also

(€. ml(p) = ([&. 111 (p). f(P)(I& 1 (p))) und andererseits

(€. ml(p) = ' (p) (€(p)) — €'(p ( ()
= (1) (W) ~ L@ 0E), BE) (D) - &E) (1))
= (1) (W) ¢ (n<p ). £ @) ED) () + ) () EPD)
~ 1) (&)

= ([E,nh(p),f(p)([ n1(p) + f'(p)(EP)) (m(p)) *f’(p)(n(p))(fl(p)))
Daraus folgt fiir vy := &;(p) und vy := 71 (p) mit vy, vy € R¥:

f'(p)(v1, f(p)v1)va = f'(p)(v2, f(p)v2)v1.

Wir wollen ein ¢ : R™ — R™ finden, sodaBl ¢(R* x {a}) (fiir alle a) eine Inte-
gralmannigfaltigkeit ist. D.h. (9;¢)(z) : R¥ — E, () soll ein Isomorphismus sein.
0.B.d.A. (wie sich zeigen wird) schrinken wir das Aussehen von ¢ durch folgende
Bedingung noch weiter ein:

©(0,y) = (0,9),  (919)(2) - v = (v, f(p(2))v).
Ist o(z,y) =: (p1(z,9), v2(z,9)) =: (p1(z,9), 9y()), so gilt:
(O101(2) - 0, 0192(2) - v) = O1p(2) - v = (v, f(p(2)) - v)
= ¢i(z,y) =z, also p(z,y) = (v, g,(2)),
wobei g,(0) = y und g;(x) = f(z, gy(z)) gelten mus.

Es folgt nun alles aus dem folgenden Satz . O
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30.7 Satz von Frobenius fiir totale Differentialgleichungen.

Es sei f : R™ = RF x R" — L(k,n) eine lokale C>-Abbildung. Dann gilt: Es
existiert zu (zo,y0) € R™ genau dann eine lokale C*°-Abbildung gz, 4, : R¥ — R"
Mit Gy 4o (T)0 = F(T, Gag o (2))0 und gy y, (T0) = yo wenn f'(2) (v, f(2)v1)ve sym-
metrisch in vy, vy ist.

Weiters ist die Abbildung (zo, Yo, T) — Gug .y (x) C.

Bemerkung

Sei {e1,...,em} eine Basis fir R™, fi(z) := f(z)e;. Dann ist f(z)v = Zle fi(z)vt
und 9;g(x) = fi(z,g(z)) mit 1 < i < k ist ein System von partiellen Differential-
gleichungen. Wir werden den Beweis von in basisfreier Darstellung fithren.
(Einen Beweis in Koordinatenschreibweise findet man z.B. in [86, Vol.I, S.254].)

Beweis von | 30.7 |. Siche [56, 6.5.1]

(=) Fiir zo = (z0,y0) € E x F sei g eine lokale Losung obiger Differentialgleichung
mit Anfangsbedingung ¢g(z¢) = yo. Dann ist ¢’ = fo(id, g) und nach der Kettenregel
ist

g (@0)(v1.2) = (¢') (@0)(v1)(v2) = evu, ((g') (20} (01) ) = evuy ((F © (id.9)) (o) (v1))
= ev., (f’(xo,g<xo>> (vl,g%xo)(m)) = 1'(z0) (V1. F o) (v) ) ()

Der letzte Ausdruck ist also symmetrisch in v; und vq, weil ¢”(x¢) es nach dem
Satz von Schwarz ist.

(<) Es sei (20,90) € E x F fix. Wir versuchen die totale Differentialgleichung auf
eine gewoOhnliche zuriickzufithren indem wir zuerst nur untersuchen was bei x( in
Richtung v € E passiert.

Dazu nehmen wir vorerst an, daf} eine lokale Losung g der totalen Differentialglei-
chung mit Anfangswert g(xg) = yo existiert und setzen g(¢,v) := g(x¢ + tv). Dann
gilt

%g(t,v) =g'(xo +tv) v = f(xo + tv,g(zo + tv)) - v = f(xo + tv,§(t,v)) - v,

9(0,v) = g(xo) = yo-

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir § welche somit lokal (d.h. fiir
[t] < e, ||v]| < € mit einem gewissen € > 0) eine eindeutig bestimmte Losung
g besitzt, welche von (t,v,xzq,y0) C° abhingt. Daraus sollten wir eine Losung g
der totalen Differentialgleichung vermoge g(x) := g(t,v) erhalten, wenn wir tv :=
x — xg setzen. Naheliegend wire t = 1 zu wahlen, aber solange existiert womdoglich
die Losung g nicht, darum wéhlen wir ¢ := ¢ und somit v := =0 also setzen
wir g(z) = g(e, £=%) fiir ||z — 20| < € und miissen nun ¢'(z)(w) und dazu
insbesonders 02g berechnen. Die Idee dabei ist, dafl

ug(t,0)(w) = o | altv+sw) = o | glan +t(o-+ sw)
= g'(zo + tv)(tw) = f(zo + tv, g(xo + tv))(tw)
= f(l'o + t’U,g(t,’U))(t’U))

gelten sollte. Also definieren wir k£ : R — F' durch
k(t) == d2g(t, v)(w) — f(zo + tv, §(t,v)) (tw).
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Dann ist k(0) = 92g(0,v)(w) — f(zo + 0v,§(0,v))(0w) = 0 und somit ergibt sich —
wobei wir der Ubersichtlichkeit halber nach Anwendung der Kettenregel das Argu-
ment (¢,v) bei § und bei deren Ableitungen sowie das Argument (xo + tv, g(t,v))
bei f und bei seinen Ableitungen weglassen —

D k(1) = 2 (3u(t,0)(w) ~ Flaro -+ 10,300, ) (0w))
= 0y %g(t,v)(w)— (alf-v-tw+82f- %g-tw—l—f-w)
—— ~~
Flzo + t0.5(E.0)) - v e
= (81f-tw~v+82f~(82§~w)~v+f~w) - (f'-(v,f-v)-tw—i—f-w)
Int.Bed.

=01 f tw-v+0af - (Bag-w) -v—f - (tw, f tw) v
=0of - (O2g-w— f-tw) -v=0af-k(t)-v.

Da letzteres eine lineare Differentialgleichung (mit nicht konstanten Koeffizienten)
und £(0) = 0 ist, folgt k& = 0. Folglich ist fiir ¢ := ¢ und v := *—*¢

g/ (2)(w) = Bag(e, =20 (2w) = Dag(t, v) (2w) = F(ao + to,g(t,0)) (thw)
= f(2.9(, =22 ) (w) = flw,g(2)(w). O

30.8 Spezialfille

Insbesonders erhalten wir (falls f : R™ x R®™ — L(m,n) nur von einem Faktor
abhéngt):

1. Fur f: R™ — L(m,n) gilt: f'(z) vy -vy = f'(x) - v2 - v1 < es existiert lokal
ein g : R™ — R™ mit ¢(0) = 0 und ¢'(z)v = f(z)v, d.h. ¢’ = f.

2. Fir f:R™ — L(m,n) gilt: f/(y)(f(y)v1)va = f'(y)(f(y)va)v1 < es existiert
lokal ein g : R™ x R™ — R™ mit g,(0) =y und g, (z) = f(gy(7)).

30.11 Integrabilitidtstheorem von Frobenius, globale Version.

Es sei E ein integrables Teilbiindel von T M, dann gilt

1. FEs existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur Mg auf M, sodaf$ die Inklusion
incl : Mg — M eine Immersion ist und T incl(TMg) = E gilt, d.h. Tincl :
TMp — E CTM ist bijektiv

2. Sei f : N — M glatt und Tf(TN) C E. Dann ist f : N — Mg glatt, d.h.
Mg ist feiner als M.

3. Jede Zusammenhangskomponente von Mg (diese heiffen MAXIMALE INTE-
GRALMANNIGFALTIGKEITEN ) ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit von M
und ist parakompakt falls M es ist.

4. Ist N eine zusammenhdngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist N eine of-
fene Teilmannigfaltigkeit einer Zusammenhangskomponente von Mp.

In dieser Situation spricht an von der BLATTERUNG (engl.: FOLIATION) Mg von
E. Die maximalen Integralmannigfaltigkeiten heiflen BLATTER (engl.: leaves) der
Blitterung (Achtung: Dies ist etwas anderes als die Bliitter einer Uberlagerung).

Beweis. Nach Voraussetzung existieren trivialisierende Karten ¢, sodafl ¢ (R* x
{a}) eine Integralmannigfaltigkeit fiir jedes a ist.
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Sei f: N — M glatt, Bild(T'f) C E, f(p) = q und ¢ eine E trivialisierende Karte
um ¢ wie in . Dann liegt f lokal in einer “Schicht” p(R* x {a}), denn fiir
f=¢ lofist
Bild(T, f) € R* x {0}
Ja: f(p) € R* x {a}

(1) Auf der Menge M ist {@\(ka{a})7 p trivialisiert E wie in , a€ Rm*k}
ein Atlas. Dazu ist zu zeigen, dafl der Kartenwechsel auf offenen Mengen definiert
ist:

}éBildngk x {a}.

Betrachte @1, @a; a1, ag und p € @1 (R¥ x {a1}) N2(RF x {az}). Da O1](®RFx{ar}) :
R* x {a;} — M eine Integralmannigfaltigkeit ist, liegt nach dem eben gezeigten
Bﬂd(@l'(RkX{al})) lokal in @Q(Rk X {ag}). Es ist also

(¢2|(ka{a2})) 1 ° (¢1|(ka{a1}))
lokal wohldefiniert und als Einschrankung glatt.
Wir bezeichnen die so erhaltene Mannigfaltigkeit mit Mg. Die Inklusion Mg — M
ist eine Immersion, denn TMp = E da T(p(R* x {a})) = E| ®rx {a}) ist.
(2) Sei f: N — M glatt und Bild(T'f) C E. Dann liegt f lokal in einer Schicht

©(R* x {a}) und somit ist (¢|(ka{a}))71 o f lokal wohldefiniert und glatt, also
f: N — Mg glatt.

(3) Mit M ist auch Mg ist parakompakt: 0.B.d.A. sei M zusammenhingend, C
sei eine Zusammenhangskomponente von Mg. Dazu geniigt es z.z., dali C' durch
abzihlbar viele Kartenumgebungen ¢(R* x {a}) iiberdeckt wird.

Seien A eine Menge abzéhlbar vieler E trivialisierende Karten, die M iiberdecken;
po € C fix und p € C beliebig: Es existiert also eine Kurve ¢ in C, die pg und
p verbindet. Somit existieren endlich viele Karten ¢1,...,9, € A und ay,...,ay,,
sodaf:
po € 01(R* x {a1}), p€ on(R* x {a,}) und
Pi(R* x {ai}) Vit (R x {ait1}) # 0.

Zu vorgegebenen ;, @;t1, a; gibt es hochstens abzéhlbar viele a;41, sodafl

@i(R* x {a;}) N ir1(R* x {ai1}) #0,
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denn andernfalls giibe es eine Uberdeckung von ¢;(R* x {a;}) N Bild ¢;;1 durch
iiberabzéihlbar viele disjunkte (in der von (@i‘RkX{a})_l(Bﬂd ¢ir1) € R* indu-
zierten Topologie) offene Mengen ;41 (R* x {a}), welches ein Widerspruch zur
Lindelof-Eigenschaft wire.

Bild(¢i.1)

oi (R¥xaj )

LWL

Also gibt es nur abzihlbar viele endliche Folgen (¢4, a;);, die der Bedingung ; (R* x
{a;}) N pir1(R* x {a;11}) # 0 geniigen. Jedes p € C wird durch eine geeignete
Folge erreicht. Also wird C' durch abzihlbar viele Mengen der Form (R x {a})
iiberdeckt.

Die Zusammenhangskomponente C' ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit: Sei f :
N — C C M glatt. Lokal liegt f in Bild ¢, auflerdem liegt f in C. Da C (als
abzihlbare Vereinigung von Schichten) aber (nach dem eben gezeigten) héchstens
abzihlbar viele Schichten von ¢ trifft, liegt f lokal in einer Schicht (verschiedene
Schichten hingen nicht zusammen). Somit ist f : N — Mg stetig und damit auch
glatt.

(4) Sei N — M zusammenhiingende Integralmannigfaltigkeit, dann ist incl : N —
Mpg glatt nach (2). Weiters ist incl : N — Mg injektiv und immersiv (da incl :
N — M es ist) und submersiv (da T'incl : T,N — E,, bijektiv ist), also ein lokaler
Diffeomorphismus. Somit ist incl(N) C Mg offen und N 2 incl(N). O

30.12 Proposition (Urbilder von Punkten).

Essei f: M — N glatt und x — T, f habe konstanten Rang r. Dann ist Ker(Tf) :=
Ll,ca Ker(Ty f) ein integrables Teilvektorbiindel von TM und die Zusammenhangs-

komponenten der Niveaufiiichen f~1(q) sind die mazimalen Integralmannigfaltigkei-
ten zu Ker(T'f).

Beweis. Nach dem Rangsatz existieren Karten ¢ und 1, sodal f beziiglich
dieser Karten die kanonische Projektion ist. Beziiglich dieser Karten ist Ker(T, f) &
{0} x R™~". Die Integralmannigfaltigkeiten sind lokal durch {z} x R™~" gegeben.
Da f~!(q) lokal {z} x R™~" ist fiir ein gewisses x, sind die Zusammenhangskom-
ponenten von f~!(q) Integralmannigfaltigkeiten. O

30.13 Definition (Regulires Teilbiindel)

Man nennt ein integrables Teilvektorbiindel genau dann REGULAR (bzw. die zu-
gehorige Blitterung reguliir), wenn trivialisierende Karten existieren, die jede (ma-
ximale) Integralmannigfaltigkeit héchstens einmal treffen. Diese heilen reguliire
Karten. Die Blatterung des Torus mit irrationalen Anstieg ist klarerweise nicht
reguldr. Hingegen sind die Blatterungen aus offensichtlich regulér.
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Wir zeigen nun, dafl die regulidren Blédtterungen genau jene aus | 30.12 | sind.

30.14 Satz (Raum der maximalen Integralmannigfaltigkeiten).

Es sei E ein reguldres integrables Teilvektorbiindel. Dann existiert am Raum al-
ler mazimalen Integralmannigfaltigkeiten (also dem Raum mo(MEg) der Zusammen-
hangskomponenten von Mpg) eine (nicht notwendig Hausdorff’sche) Mannigfaltig-
keitsstruktur, sodaff m: M — mo(Mg) mit p — (maz. Integralmannigfaltigkeit durch
p) eine Submersion mit Ker(Tr) = E ist.

Beweis. Es sei p : RE xR"~* — M eine regulire Karte von M fiir E. Man definiert
dann eine Karte ¢ fiir mo(Mg) wie folgt:

—~

M 7o(MEg)
A
@T eE
Rk % Rnfk Pra Rn—k

Offensichtlich ist ¢ : R"™* — 7y(MEg) wohldefiniert und injektiv, also ¢ bijektiv
auf das Bild. Es bleibt z.z., daf§ der Kartenwechsel glatt ist. Seien ¢ und 1 regulére
Karten und C ein Punkt (d.h. eine maximale Integralmannigfaltigkeit) im Bild von
vg und Yg, dh. CNBildp # 0 # C N Bild 1.

Wir betrachten zuerst den Spezialfall, wo Bild ¢ N Bild ¢ N C nicht leer ist. Sei p
ein Punkt in diesem Durchschnitt.

<
}

Rm

©
=
N

=~
S

=
>

Wegen wgl OYEOPry = 1/)51 omow =pryoth Loy ist wlgl o pp als Einschrankung
eines Diffeomorphismuses lokal um pry (=1 (p)) ein Diffeomorphismus.
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Nun zum allgemeinen Kartenwechsel 1/}151 o ¢p: Wir definieren eine Aquivalenzrel-
ation auf der Menge der reguldrer Karten ¢ die C treffen:

p~Y & wgl o ¢p ist Diffeomorphismus offener Umgebungen von cpEI(C’).

Seien A, B Aquivalenzklassen, dann gilt: R(A) := Ugea Bildp N C ist offen in C.
Falls R(A) N R(B) nicht leer ist, so gilt A = B, denn wenn ¢ € A und ¢ € B
ist mit p € Bildp N Bildy N C, dann ist 1/)]51 o pg ein Diffeomorphismus lokal um
pry(v ™ (p)) = ¢ (C) nach dem zuvor gezeigten, d.h. ¢ ~ 1 also A = B. Die Ver-
einigung J 4 R(A) ist somit eine disjunkte Uberdeckung von C mit offenen Mengen.
Daraus und weil C' zusammenhiingend ist, folgt, es gibt genau eine Aquivalenzklasse
A. Somit ist wgl o pp fiir je zwei Karten ¢ und ¢ mit C' € Bild ¢ N Bild ¥ lokal
um ¢! (C) glatt also mo(Mp) eine C°-Mannigfaltigkeit.

Die Behauptung Ker(T'n) = E folgt daraus, dal die Kartendarstellung von 7 bzgl.
der Karten ¢ und ¢g durch pry gegeben ist und somit Ker(7'7) via T¢ faserweise
durch R* x {0}, also gleich E ist. O

30.15 Gegenbeispiel

Nicht jede mo(Mp) ist Hausdorff, wie das Beispiel M = R?\{0}, {5 ) := (x2+y2)%
und F, ) = R- &, zeigt.

pr,
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VI. Differentialformen

In diesem Kapitel werden wir 1-Formen, wie wir sie in vorhergehenden Kapitel
behandelt haben, zu Differentialformen hoheren Grades (kurz: n-Formen) verall-
gemeinern. Nach einem der Motivation dienenden Abschnitt stellen wir die notige
multilineare Algebra zusammen, und verkleben die damit aus den Tangential- und
Kotangential-Réumen konstruierten Tensorrdume zu Tensorbiindel. Als Schnitte
der Biindel alternierender Tensoren erhalten wir die Differentialformen. Wir be-
handeln die wichtigsten Operationen auf ihnen: Die dufiere Ableitung, die Lieablei-
tung und den Einsetzungshomomorphismus. Insbesonders schauen wir uns das fiir
Riemann-Mannigfaltigkeiten genauer an. Als Anwendung reiflen wir die De Rham
Kohomologie an.

31. Konstruktion und 1-Formen

31.1 Motivation

Fiir Kurvenintegrale im R™ ist der Begriff der 1-Form wichtig, da dies ldngs Kur-
ven integrierbare Objekte sind (siche [60, 3.10]). Wir wollen diesen Begriff nun
auf Mannigfaltigkeiten ausdehnen. Wir erinnern uns daran, dafl eine 1-Form auf
einer offenen Teilmenge M C R™ eine Abbildung w : M — L(R™,R) ist. Das
Kurvenintegral von w ldngs einer Kurve ¢ : R — M ist dann als gewthnliches
Riemannintegral von ¢ — w(c(t))(c¢/(t)) definiert. Auf einer allgemeinen Mannigfal-
tigkeit M ist ¢/(t) € Tey) M und somit mu w(z) € L(T, M,R) = (T, M)* fiir jedes
xr € M sein.

31.2 Definition (1-Formen)

Unter einer 1-FORM auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Abbildung w,
die jedem Punkt z € M ein lineares Funktional w(x) € (T M)* zuordnet.

Sei f : M — R eine glatte Funktion. Dann erhalten wir eine 1-Form, das TOTA-
LE DIFFERENTIAL df von f, durch df(z)(v) := v(f) € R fir alle v € T, M =
Der, (C*(M,R),R).

Wir wollen nun 1-Formen in lokalen Koordinaten beschreiben. Dazu benétigen wir
Koordinaten in (Tp;M)*. Ist E ein m-dimensionaler Vektorraum und (g;)7* eine
Basis in F, so erhiilt man eine Basis (¢°)™; von E*, die sogenannte DUALE BASIS
indem man die Funktionale ¢* auf der Basis (9;)7, durch g'(g;) = 5;'- festlegt,
wobei 5;- das Kronecker-Deltasymbol ist, d.h. 6¢ := 1 und 5; =0 fur ¢ # j.

Seien nun (ul,...,u™) lokale Koordinaten auf M. Dann ist (a‘zi )™, eine Basis von
T, M. Berechnen wir nun das totale Differential du’ der i-ten Koordinatenfunktio-
nen ', so erhalten wir:

du' (507) = go7(u') = 0;(u’ 0 p) 0 ™! = 9;(pr;) 0™ = 4.
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Also ist (du®)™ , gerade die duale Basis zur Basis ( a?u? ), von T, M und fur £ =

6L 5 ist du'(€) = &' Fiir das totale Differential df einer Funktion f: M — R
erhalten wir somit

%

denn df(@)(€) = &(F) = (X2, €0 5% ) () = Xy du' (&) 2 = (4 5 - du ) (&),

31.3 Transformationsverhalten von Vektoren

(Vgl. mit [60, 1.1] und [60, 20.9]) Sei im Folgenden E ein Euklidischer Vektorraum,
G := (g;)™, eine Basis in E und z* die Komponenten (Koordinaten) eines Punktes
z in E beziiglich {g;}, also x = " 2%g;. Sei G := (g;); eine weitere Basis und
zJ die Koordinaten von z beziiglich {g;}. Und sei A jener Isomorphismus von E,
welcher g; auf g; abbﬂdet Stellt man die Vektoren g; beziiglich der Basis {g;}
dar, d.h. g; = Y7, dlgi, so ist [A] := (a});; die Matrixdarstellung [A]g,g von
A beziiglich der Basis {g;} fiir Dom(A) = E und fiir Bild(4) = E, sowie die
Matrixdarstellung [id]g ¢ der Identitdt beziiglich der Basis {g;} fiir Dom(id) = F
und der Basis {g;} fiir Bild(id) = F, und ebenso [A]g ¢ beziiglich der Basis {g;}
fiir Dom(A) = F und fiir Bild(A) = E. Dabei zihlt der obere Index i die Zeile und
der untere die Spalte der Matrix. Die ersten beiden Matrixdarstellungen folgen aus
[60, 1.1] wonach die j-te Spalte der Matrixdarstellung einer linearen Abbildung die
Koeffizienten des Bildes des j-ten Basisvektors bzgl. der Basis im Bildraum sind.
Hingegen ist [A]g g = 1, denn A(g;) = g; also [A(gi)]g = (¢7);, und somit ist

[Algg = [Alg,g - lidlgg =1-[Alg.g = [Al

Zusammengefafit: [A] = [A]g g = [A]g g = [id]g g und [A]g g = 1.
Fiir das Transformationsverhalten der Komponenten erhalten wir somit:

[z]g = 1-[zlg = [Alg g - [x]g = [A(2)]g = [A] - [z]g
Umgekehrt ist A1 : E — E gegeben durch A~! : g; + g; mit Matrixdarstellung
(A7 =[A]7! = (b))
Es bezeichne E* := L(E,R) den zu E dualen Raum, G* := {¢'} die duale Basis zu
G = {gi} definiert durch g(g;) := &}. Jeder Vektor z* € E* kann dann in der Form
z* =" ;9" geschrieben werden, mit z; = z*(g;) € R.
Wie transformieren jetzt diese Koordinaten?
Die Matrixdarstellung [T™]g« g« der Adjungierten einer linearen Abbildung 7" ist
die Transponierte der Matrixdarstellung (t},)x,; := [T]g g von T, d.h. [T*]g. g- =

[Tt 6.6 denn

7o) =0T = 7' () = 30860 = 6 = X'
k

Indem wir dies auf die Basiswechselabbildung A : g; — g; anwenden erhalten wir
[A*]g-*7g* = [A]g G= =1"=1, also A*(g ) g’

und weiters ¢/ = A*(g') = 11", alg’, denn [A*]g. g. = [A]g ¢ = [A]*, und damit
das Transformationsverhalten fiir die Koordinaten von dualen Vektoren:

T.al — gt — N s d o j
E ;g =" = E g’ = E Zjalg" = T; = E a;x;.
i J .3 J
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Vergleicht man nun die Transformationsformeln, so zeigt sich, dafl die Komponenten
x; der dualen Vektoren wie die Basisvektoren g; des Grundraumes transformieren:

vi=Y VE, gi=) blg 1= dw, gi=) ag.

Hingegen transformieren die Komponenten 2’ eines Vektors wie die Vektoren der
dualen Basis g":
i i ~j i I I gl gi= it
:Efgajxj, gfgajgj, xjfgbix, Eb
Dieser Sachverhalt motiviert auch die Verwendung von “oberen” und “unteren”
Indizes: Die Komponentenvektoren dualer Vektoren transformieren wie die Basis

im Grundraum (sie transformieren kovariant), die duale Basis und die Komponen-
tenvektoren im Grundraum transformieren kontravariant.

Vergleiche das aber mit folgender

31.4 Definition (Funktor)

Unter einem FUNKTOR F auf einer Kategorie versteht man eine Zuordnung, die
jedem Raum M einen anderen Raum F(M) zuordnet und jedem Morphismus
f: M — N einen entsprechenden Morphismus F(f) zwischen F(M) und F(N)
zuordnet, soda8 F(idys) = idgar) und F von der Zusammensetzung je zweier
Morphismen die Zusammensetzung der zugeordneten Morphismen ist.

Man nennt einen Funktor F KOVARIANT, falls F(f) in die gleiche Richtung lduft wie
f,d.h fir f: M — Nist F(f) : F(M) — F(N). Er heiflt KONTRAVARIANT, falls
F(f) in die entgegensetzte Richtung lauft, d.h. fiir f: M — N ist F(f) : F(N) —
F(M). Insbesonders ist der Dualraum-Funktor (f : E — F) — (f* : F'* — E*)
kontravariant.

31.5 Transformationsverhalten von 1-Formen

Es sei ¢! = (ul,...,u™) bzw. =1 = (v},...,9™) eine Karte einer Mannigfal-
tigkeit M und 87 = 6 bzw. aw i seien die (lokalen) Basisvektorfelder des

Tangentialbiindels. Dlese hangen nach [60, 20.9] wie folgt zusammen:

0 T out d
3f|z E ('W © 10|, oder intuitiver 507 = 2 831 5o
0 "ot 9
8“@1*58*" 1i9¥|, oder intuitiver — =
| | oder intuitiver P~ 2 5 v
Seien a = 0 bJ .= 9 die Koeffizienten der Jakobimatrix des kartenwech-

— Ovi - 8 g
sels und das Vektorfeld ¢ habe die Darstellungen ¢ = 3 &2 BT = =Syl 5.7, dann
gilt auch

§=2 "2 G =2 | 2 (a> ol
J ) 7 J

= &= awn'—zan

und analog 7/ = > bj

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Mai 2008 41



31.6 GERMAN31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN

Fiir Kotangentialvektoren erhalten wir wegen die folgenden Transformati-
onsformeln:

du = —dvj Za dv?
J

0 i — 3 bidu.

Die Komponenten der Kotangentialvektoren, transformieren also kovariant, daher
heien Schnitte im Kotangentialbiindel (d.h. 1-Formen) auch KOVARIANTE VEK-
TORFELDER.

dv’ =

31.6 Konstruktion des dualen Biindels

Um iiber Glattheit von 1-Formen sprechen zu kénnen, miissen wir nun die disjunkte
Vereinigung T*M := (TM)* := |, ¢ (T:M)* zu einer glatten Mannigfaltigkeit,
oder besser noch einem Vektorbundel machen. Noch allgemeiner wollen wir fiir ein
allgemeines Vektorbiindel £ - M die disjunkte Vereinigung E* := || ., (Ez)*
wieder zu einem solchen machen. Seien dazu Trivialisierungen ¢ : U x R¥ —=— E|y;
von F iiber offenen Mengen U C M gegeben. Wir brauchen eine Trivialisierung

L,O* . |—| (Rk)* —U x (Rk)* =N E*lU _ |—| (E$>*
zeU zeU
Faserweise konnen wir ¢* als (0*), := ((02)*) " = ((pz) 1) : (R*)* — (E,)* defi-
nieren, wobei (p,)* : (E,)* — (Rk) die adjungierte Abbildung zum Isomorphismus
Vg : R* — E, bezeichnet.

Sei ¢ : UNV — GL(RF) die Transitionsfunktion fiir zwei Vektorbiindelkarten von
E. Die zu den Trivialisierungen ¢* gehorenden Transitionsfunktionen ¢* sind dann
durch
v (2) = (¥(x)*) " € GL(R")") = GL(R)

gegeben, wobei 1 (z)* die adjungierte Abbildung zum linearen Isomorphismus ¢ () :
R* — R* bezeichnet. Da A ~— A* linear ist von L(R* RY) — L((RY)*, (RF)*), die
Inversion A — A~ von GL(R*) — GL(R¥) glatt ist und ¢ : U NV — GL(R*) als
Transitionsfunktion des Vektorbiindels E ebenfalls glatt ist, gilt gleiches auch fiir
die Zusammensetzung ¢*

GL(RY)

O -
Unv —- GL(Rk/ \GL(Rk)
/

\ 0"
GL(R*

Also bilden die 1* einen Kozykel von Transitionsfunktionen fiir ein glattes Vek-
torbiindel E* — M und die ¢* sind die zugehorigen Vektorbiindelkarten. Diese
Vektorbiindel E* — M heifit das DUALE VEKTORBUNDEL zu E — M.

Im Spezialfall, wo E — M gerade das Tangentialbiindel TM — M ist, heifit
T*M := (TM)* — M KOTANGENTIALBUNDEL von M.

Der Raum I'(T*M — M) der glatten Schnitte des Kotangentialbiindels wird auch
mit Q!(M) bezeichnet.

42 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Mai 2008



GERMAN31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 31.9

31.7 Glatte 1-Formen

Wie erkennt man, ob eine 1-Form w wirklich glatt ist? Nun, das ist lokal um einen
Punkt z € M genau dann der Fall, wenn ihre Darstellung beziiglich einer Tri-
vialisierung TM*|y =2 U x R™ mit ¢ € U C M glatt ist. Nach werden
die Trivialisierungen von (T'M)* durch Dualisieren aus jenen von T'M gewonnen.
Zu einer Karte ¢ : R™ D U — ¢(U) C M mit zugehorigen lokalen Koordinaten
(ul,...,u™) = ¢~ !, war die entsprechende lokale Trivialisierung von TM — M in
[60, 25.4] durch

TM D T(p(U)) L2 TU 2 U x R™ «£XE"_ ,(17) x R™

ou’
der Richtungsableitungen entspricht. Die duale Abbildung zu T,-1(,¢ : R™ —
T, M bildet somit die duale Basis (du‘) von (T,M)* auf die duale Basis (e’) von
(R™)* =2 R™. Die lokale Trivialisierung von T*M bildet somit e® auf du’ ab, und
eine 1-Form w genau dann glatt, wenn alle ihre lokalen Koordinaten w; — gegeben
durch w = Y, w; du’ — glatt sind.

gegeben. Wobei der standard-Basis (e;) in {z} x R™ die Basis (:% | ) € T,M

31.8 Lemma (Schnitte des dualen Biindels).
Seip : E — M ein Vektorbindel, dann gibt es folgende Beschreibungen fiir die
glatten Schnitte des dualen Biindels E* :=| |, (Ey)* — M:
INE*—>M):={c e C°(M,E*):Va:0(zx) € E}}
{s e C*°(E,R): Vz:s|g, € L(E;R)}
dem Raum der Vektorbiindelhomomorphismen
von E nach M x R dber id ;.

1%

I

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dafy die Schnitte o € T'(E* — M) genau den
faserweise linearen glatten Abbildungen s : E — R entsprechen.

Definiert man o +— s durch s|g, := o(z), so ist klar, daf} sich diese Abbildungen
in eindeutiger Weise entsprechen. Verbleibt zu zeigen, dafl ¢ genau dann glatt ist,
wenn s es ist. Dies ist eine lokale Eigenschaft. Lokal ist o durch ein & : U — (R¥)* =
L(R¥ R) und s durch ein 5 : U x R¥ — R gegeben. Sei o (und also auch &) glatt,
dann ist (z,v) — §(z,v) = eval(d(x),v) = evalo(d X idgr)(z,v) ebenfalls glatt.
Umgekehrt: Ist s glatt, so auch § und damit auch eval, od = 5(.,v). Somit ist aber
7 : U — L(R* R) glatt, und damit auch o selbst. O

31.9 Bemerkung
Wir wollen nun wie fiir glatte Vektorfelder in [60, 29.1] auch fiir glatte 1-Formen
eine algebraische Beschreibung. Wir koénnen eine 1-Form w auf ein Vektorfeld &

punktweise anwenden, da w, € (T, M)* = L(T,M,R) und ¢, € T,,M, und erhalten
eine Funktion w(§) : M — R mit & — w,(§;). In lokalen Koordinaten sieht das wie

folgt aus:
w= Zwidui i &= Zgia‘zi

wl(©) = (P wide’) (X8 58) = S wldui () = D wié’
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Also ist die resultierende Funktion w(&) glatt, falls w und ¢ glatt sind. Und klarer-
weise ist die Zuordnung (w, £) — w(&) bilinear als Abbildung von Q! (M) x X(M) —
C>(M,R).

31.10 Lemma (Raum der 1-Formen als C°°(M, R)-lineare Abbildungen).

Die bilineare Abbildung Q*(M) x X(M) — C°°(M,R) induziert einen C>°(M,R)-
linearen Isomorphismus

Q' (M) = Homge (ar,r) (X(M), C>*(M, R)),
wobei der rechte Raum aus allen C°(M,R)-linearen Abbildungen von X(M) nach
C>(M,R) besteht.
Beweis. Klarerweise induziert obige bilineare Abbildung eine lineare Abbildung

von QY(M) in den Raum L(X(M),C>(M,R)) der linearen Abbildungen.
Jedes w € QY (M) wirkt aber auch C*°(M, R)-linear auf £ € X(M), denn

Sei umgekehrt ein w € Homeeo (ar,ry (X(M),C>°(M,R)) gegeben.

Dann wirkt w lokal, d.h. £ = 0 auf U C M impliziert w(§) = 0 auf U: Zup € U
wéhlen wir ein f € C°(M,R) mit f(p) = 1 und Trg(f) C U. Dann ist f-£ =0
und somit

0=w(0)=w(f-§=fw§) = 0=/f(p)wlp) =wllD).
~~

=1

Es wirkt w sogar punktal, d.h. £(p) = 0 impliziert w(£)(p) = 0, denn

w©)p) = (D€ 50 ) ) = D€ () w () () =
i i

Folglich kénnen wir eine 1-Form w durch w(z)(&;) = w(&)(x) definieren, wobei
& € X(M) so gewihlt ist, daBl £(z) = &, ist. Die 1-Form w ist dann glatt, denn lokal
gilt:

w = Zwi du® mit w; = w(a?ﬂ)'
i

Daf3 diese beiden Zuordnungen invers zueinander sind, ist offensichtlich. O

31.11 Lemma (Pull-back von Schnitten dualer Biindel).

Seienp : E — M,q : F — N Vektorbindel und f ein Vektorbiindelhomomorph-

1SMUS.
f

E——F
pl q
fo
Dann ist f* : T(F* - N) — I'(E* — M) durch die Formel
T (8)x - vz = S5,(a) - f(vg) fiir s e T(F* — N), x € M, und v, € E,
wohldefiniert.

Beweis. Z.z. ist nur, daf f*(s) glatt ist. Via lokaler Trivialisierungen reduziert man
das Problem auf triviale Biindel. Betrachten wir also die Biindel p : U x R* — U,
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q:V xR — V, und die Abbildungen s : V — (R)*, fo: U — V und f : U —
L(R¥ R?). Dann ist

JH(8)a - v := 8go() - [ve) = (50 fo)(@) - fa(ve) = komp((s o fo)(2), fo) - vz

also kommutiert

fr(s
U (s) (RF)*

(s00.F) %

(RH)* x L(RF,R?)

und f*(s) ist als Zusammensetzung zweier C*°-Funktionen selbst glatt. O

31.12 Pull-back von 1-Formen in lokalen Koordinaten

Sei f: M — N glatt, (u',...,u) lokale Koordinaten um p € M, (v, ..., v7) lokale
Koordinaten um ¢ := f(p) € N, und w € QY(N). Wir wollen f*w € Q'(M) in
den lokalen Koordinaten bestimmen. Fiir Tangentialvektoren £ € T, M ist (f*w)(p)
nach definiert durch

(fw)p(€) = wip) (Tpf - &)

Esseliw=>) Wi dv? die Koordinatendarstellung von w um ¢ und f*w = oM dut

. * : . 0
jene von f*w um p. Setzen wir nun & := 5=

so erhalten wir:
p

ui

o= (S 5 )
k

» 20 ~ aft o 31.¢ i
wiip)(Tpf - §) 2222 (Z%‘ dvj)ﬂp)( l aii@ ’q) = > _wiof) aiz
J J

Also gilt

I (;“)j ') = (3w gf) du

i J

Man beachte, da§ das Kurvenintegral aus [60, 3.10] einer 1-Form w € Q*(U) auf
einer offenen Menge U C R™ lédngs einer Kurve ¢ : I — U gerade durch

w= Zwi(x)dxi: 1Zwi(c(t))d—0idt: 1c*(w)
J== 13 Jy st G = |

gegeben ist. Fiir eine abstrakte Mannigfaltigkeit M konnen wir genauso das Kur-
venintegral [ w einer 1-Form w € Q(M) lings einer Kurve ¢: I — M durch

definieren. Wir werden diese Definition im Abschnitt weiter verallgemeinern.
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37. Motivation

37.1 Die Riemann-Metrik als Tensorfeld

In [60, 32.2] hatte wir die Riemann-Metrik als eine Abbildung definiert, die jedem
x € M eine Bilinearform ¢, : T,M x T,M — R zuordnet, und zwar so, dafl
x — gs(&,mz), M — R glatt ist fiir je zwei glatte Vektorfelder &,n € X(M).
Schreiben Wir die beiden Vektorfelder mittels lokaler Koordinaten (u?,...,u™) als

E=3,¢652 57 und =", ni%, so erhalten wir
: j .
ga:(facvnac Z& 779; 9z (8’&1 8uﬂ> Zdu du gl,](l‘)7

wobei wir g; ;(z) 1= g, ( ‘27 , am) gesetzt haben. Die Abbildung (£,,7,) — du®(§) -

du?(n) ist eine bilineare Abbildung T, M x T,M — R, die wir mit du’ ® du’ be-
zeichnen. Also gilt lokal

g= ng du' @ du’

i,J

37.2 Hessische Form

Sei f: M — R eine Funktion mit lokalem Extremum bei x, dann ist T, f : T, M —
TR = R die Nullabbildung. Um umgekehrt schlielen zu kénnen benétigen wir
die 2.Ableitung: Sei M eine offene Teilmenge des R™, (oder M eine Teilmannigfal-
tigkeit die wir durch eine offene Umgebung und f durch eine Erweiterung darauf
ersetzen).

M x R™ =TM —LL, TR = R?
T f(z,v) = (f(2), ['(z)(v))
M xR™ x R™ x R™ = T2M := T(TM) -Z-L, T?R = R4
T2 (@, vy, w) = (@) @)W), @) 0), £ @)(0,y) + (@) (w)

Im R™ ist pry(T?f(z,v;y,0)) = f"(z)(v,y), falls (z,v;y,0) im 2. Tangentialraum
der Mannigfaltigkeit liegt.

37.3 Beispiel
Sl={zeR?:|z|=1}:
TS' = {(z,v) € RH)? : |z| = 1, (x,v) = 0}
725" = {(z,v;y,w) € (RH*: |z| = 1, (x,v) = (x,9) =0,
<y,1}> + <JZ,U)> = O}

Somit ist (z,v;y,0) € T%S! genau dann, wenn |z| = 1, v L2,y L 2 und v L g,
also nur dann wenn v = 0 oder y = 0 ist. D.h. auf einer allgemeine Mannigfaltigkeit
a8t sich f”(z) : T,M x T, M — R nicht sinnvoll definieren.

Falls T, f = 0, so ist dies doch moglich. Sei &,,7n, € T, M, dann definieren wir
F(x)(€zyme) == nx(E(f)), wobei & ein Vektorfeld mit £(z) = &, sei. Schreiben wir
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&, und 7, in lokalen Koordinaten, d.h. &, = Y, & 8?“ bzw. n, = >, ni%, so ergibt

sich:
Z fl auz

) = (Zn£> ((Z £ ) )
:Z”jZaauJ(( W) ) Z Z(gigzi '%aiif)

of
Q7
_Z€ 8uJ8“ da 5‘u2_0'

Wir haben also gezeigt, dal obige Definition von der Fortsetzung unabhéngig ist
und in lokalen Koordinaten die iibliche 2. Ableitung liefert, falls f'(x) = 0.

Es ist also f"(x) : T,M x T,M — R gegeben durch

Z g Z du'(&)du? (n an
" 8u3 au’ auj ou’

- (Z Suiow W ® W) (&)

Demnach ist f"(z) =3, ; 8uj aut du ® du’. Wie transformiert sich dieser Ausdruck

beim Wechsel von Koordmaten u 7zl neuen Koordlnaten vJ ? Wir haben dvt =

o’ 8 _ AP _ ok af
Z] ol du? und =D o7 av . Also ist (f) i 5o7 Bor und

2 0 0
guiow ) = g (awf >>
0 (st of
T oul - ou? Ovk
o b ot o 0y of
ovk  Ouiduws = Owd l Out vt/ Ovk

Pt of o ot )
outous  Ovk — out Oul  Ovlovk’

-1 =1

Somit ist

0%k of
Zazagdug)dJ_Z@lakdU@dv +Z< W@M)[)kdu@dUJ
und der zweite Summand verschwindet im Punkt z, da \x =0.

37.4 Exakte 1-Formen

Fiir eine glatte Funktion f : M — R, wobei M C R™ offen sei, ist f' : M —
L(R™,R) glatt. Natiirlich interessiert man sich dafiir, wann die Umkehrung gilt,
also wann zu einer 1-Form w : M — L(R™,R) eine Funktion f : M — R existiert,
sodal w = f’, ein solches w nennt man EXAKTE 1-FORM. Der Satz von Frobenius
liefert eine Bedingung:
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Lokal existiert so ein f genau dann wenn dw(z)(vi,v2) = 0V vy,v2 € R™, wo-
bei 2dw(x)(v1,v2) := w'(x)(vy) - va — W' (x)(v2) - v1. Das so definierte dw : M —
L(R™ R™;R) ist fiir festes © € M alternierend (= schiefsymmetrisch) und bilinear.
Kiirzer schreibt man dw : M — L?%,,(R™,R) und sagt: dw ist eine 2-FORM.

Allgemein bezeichnet man eine Abbildung w : M — L%, (R™ R) als k-FORrM,
LY, (R™ R) ist der Raum der alternierenden k-linearen Funktionale. Ist M = R™,
so geniigt dw = 0 um ein global gegebenes f mit w = f’ zu finden. Ist M C R™, so
geniigt es i.a. nicht. Dazu ein Beispiel:

37.5 Beispiel

Wir betrachten die 1-Form

_ TYyvtaw . . Y x
w(z,y)(v,w) := T also  w(x,y) = R dx + PR dy
auf M = R?\ {0} aus [60, 3.10]. Wegen a%(ﬁ) = %(%W) ist dw = 0

Angenommen, es gibt ein f mit w = f’, so muf gelten:

—y T
f(z,y) = (01 f(z,y),02f(x,y)) = <x2+y2’ M) .
Ist (20, 40) € ST ein Punkt, in dem f eingeschriinkt auf S! ein Minimum annimmt,
so gilt
(o)

1
Ozf/ 20,Y0)(—¥Y0,%0) = Yo 5 —3(=%)+Zo: 5—3
(0, 90) (=30 70) =~ 3= (=) 470 3

=1, das ist ein Widerspruch.

Fiir die eben betrachtete Form gilt also: dw = 0, aber es gibt keine Stammfunktion
zu w. Diese Diskrepanz zwischen Formen w mit dw = 0 und solchen der Gestalt
w = f’ = df kann verwendet werden, um etwas iiber die topologischen Eigenschaften
von M auszusagen (In unserem Beispiel war M nicht einfach zusammenhéngend).

Wie sieht das nun fiir beliebige Mannigfaltigkeiten M aus?
Sei allgemeiner w : z +— w(z) eine 1-Form, dann miifite dw eine, auf M gegebene
Abbildung dw : x — dw(x) mit Werten dw(z) : T, M x T, M — R sein, die bilinear
und alternierend sind (solche dw heifien 2-FORM). Also ist (dw), € L%,,(T, M, R).
Analog werden wir k-Formen definieren. Dazu wollen wir jetzt die grundlegenden
Tatsachen aus der multilinearen Algebra zusammenfassen.

38. Multilineare Algebra, Tensoren

38.1 Definition

Wir stellen zuerst die (multi)linear Theorie zusammen, fiir ein vertiefendes Studium
vgl. etwa [32] und [86, Vol.I, Cap.7]. Im folgenden bezeichnen E, F', etc. endlichdi-

mensionale Vektorriume iiber R. Wir bezeichnen mit L*(Ey, ..., Ey; F) (oder kurz
L(Ey,...,Eg; F)) den RAUM DER k-LINEAREN ABBILDUNGEN Ej X ... X Ej — F.
Dieser ist ein Vektorraum der endlicher Dimension dim(E;) - - - - dim(E},) - dim(F).

Die Abbildung 7': Fy X ... X E — R sei k-linear und S : Ep41 X ... X Eppy — R
sei i-linear.
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Das TENSORPRODUKT von 7' mit S ist wie folgt definiert:
T®S:E; X...x Epyy =R (k+i)-linear
(T®S)(v1y.. i) =T(V1, -, 0%) S(Vkt1s- -y Vgti)
Vollig analog kann man auch das Tensorprodukt T} ®- - -® T}, mehrerer multilinearer

Funktionale T; definieren.

38.2 Das Tensorprodukt von Vektorrdumen.
Fiir endlichdimensionale Vektorrdume Eq, ..., Ey ist das Tensorprodukt durch E1 ®
<@ By, = LF(E}, ... E};R) definiert. Gemeinsam mit der k-linearen Abbildung

R : 1 X...xEy > 1 ® - FEg,

®: (T1,...,2%) — T1 Q-+ - @z, wobei
(T1 @ @)y, uk) =y (@) - -y (an),
lost es folgendes universelles Problem:
Eix... XEk%®>E1®"'®Ek
31
k-linear "'Vlrinear
»
F

Ist {ef 11 <4 <dim Ej} eine Basis von I, dann ist eine Basis von B ® --- @ Ej,
gegeben durch:

{el, @ - @ef 1 1<iy <dimE,...,1< i, < dim E}.

1

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aussage iiber die Basis. Die Menge {¢} ®---® efk :

i1,...,%} ist linear unabhéngig, denn aus >, . i 6%1 X efk = 0 folgt
durch Anwenden auf (e7', . .. ,ei"‘) die Gleichung
(X el @ el (el elt)
U1yl
- X ( '®e’fk)(e{1,...,ef;*)

Dies ist auch ein Erzeugendensystem fir F; ® --- ® Ey, := L(EY, ..., E};R), denn
jedes k-lineare p1: B x ... x Ef — R 1aBt sich auf (z1,...,2%) € Ef x ... x E} wie
folgt beschreiben

/,L(:r17...,xk):u(szlle?,...,fokeff)

—Z Zx“.. xf (e epf)
Z'”Zeilx ...eik(xk)-u(eill,...,ez“)
_ Z Pt (el @@ el ) (@t 2

~lk

wobei it = p(el) . ,ez"‘) eR.
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Folglich 148t sich jede multilineare Abbildung p : Eq X ... X E — F auf eine
eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung ji: £ ® -+ ® Ey — F durch
/](6211 ® ®€i€k) = /J’( zla'“aei’ck)

fortsetzen, sodafl das angegebene Dreieck kommutiert. O

38.3 Bemerkungen

1. Wir erhalten folgende Identitéten (die erste mittels vollstandiger Induktion):
(.(F1®FE)® - @E,) =2L(E1® - ®E,_1)", Ej;R)
= L(B1®- - ® Ey-1)", L(E,R))
~ L(Ey,...,Ei_1,L(E};,R))
~L(EY,....,El_{,E};R)
2 Q-0 L
Ey ® By = L(EY, E3;R) = L(E3, Ef;R) = B2 @ By
E,®R=L(E],R";R) = L(E}],R*™) = L(E],R) = E{* =2 E,
(E1®---®@Ep)" 2 L(Ey,...,E;R) 2 L(EY, ..., Ej";R) =
=E® --®FE;
L(E,F)X L(E,F*)=L(E,L(F*,R)) 2 L(E,F*;R) =
> [(E*,F";R)=E"®F.
2. Zu linearen Abbildungen T; : E; — F; existiert eine durch folgendes Dia-
gramm eindeutig bestimmte lineare Abbildung T1 ®- - - Ty : F1®---QFy —

Fi® - ®F:
FEi x. xEkITi;E1®-~®Ek
T1><4..><Tkllinear 1inearlT1®~~®T;c
F kakhnearF1®~--®Fk.

Dabei ist T} ® - - - ® T}, auf der Basis (e}1 R ® 6fk) wie folgt gegeben:
(1@ @Tp)(e}, ® - @€k ) =Ti(ef, )®---®Tk(e’?)

Z(Tl ) - ‘® Z Tk

J1

Z (Tl)zi ’ (Tk)Z: @ ® Jkk

J1s--5dk

3. Zwischen den verschiedensten soeben definierten Tensorprodukten besteht
der folgende Zusammenhang: Fiir T; € E; stimmen die Tensorprodukte
1T ® - ®T,€(E;®- @ Ey)* von |38.1}
2T ® - ®@T, € Bf®-- ® Ef von [38.2];
3T® 0T :E1® - ®FE »R® - @R von[383.2]
vermoge der Isomorphismen (B ®- - -®FEy)* = Ef®---QE; und R®- - -QR =
R aus iiberein.
4. QFE = @m o(Q:~, E) ist eine graduierte, assoziative Algebra mit 1 und
heifit die TENSORALGEBRA iiber F mit 1 € R = @ E. Dabei heifit eine
Algebra GRADUIERT, falls A = @, .y Ax und die Multiplikation AF x Al

in A*+! abbildet. Die Elemente w € A} heiflen HOMOGEN vOM GRAD k.
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Dabei setzt man ®° E := R, denn [lico E* = {0} und jedes f : {0} — Rist
0-linear.

5. Die Tensoralgebra hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder linearen
Abbildung f: E — A, wo A eine assoziative Algebra mit 1 ist, existiert ein
eindeutiger Algebrahomomorphismus f : QX E — A, welcher auf ®1 E=F
mit f iibereinstimmt.

38.4 Definition

Mit LX,,(E, F) bezeichnen wir den durch die alternierenden k-linearen Abbildun-
gen gebildeten Teilraum von L(E,...,E;F) =: L*(E, F). Bekanntlich heifit eine
———

k mal

Abbildung T : E x ... x E — F alternierend, wenn 7** o T' = sgn(7) - T fiir alle
Permutationen 7 € Sy, := {mw : {1,...,n} — {1,...,n} : 7 ist bijektiv} gilt, d.h.
T(Vr(1)s -+ Vn(iy) = T (V)1, ..., 75 (0)g) = 7(T)(v1, ..., vk)
=sgn(m)T(v1,...,v5) Vv1,...,0; € E.

Eine Projektion alt : L*(E, F) — L%, (E, F), genannt ALTERNATOR ist gegeben
durch

1 .
alt(T)(vy, ..., vx) = o Z sign(m) T'(Vr(1)s - - - » Vn(k))

TES

1
alt(T) = o Z sign(m) T o 7*.

TESK

Fiir alternierende multilineare Funktionale T" und S definiert man das AUSSERE

oder “HACK”-PRODUKT (englisch: wedge-product) durch:

(k +1)!
k!4

(T AS) (01, Vps) = alt(T ® S)(v1,y ..., Vpqq) =

1
T ZSgnW “T(vr1ys -5 Vr(k)) - S(Or(et1)s - - Vn(hriy)

1
=l Z Z SgN o SgN Ty SgN Ta-

71,72 o stkw.

T Wa(r (1)) -+ s Vo(m (k) " S Vo (ra(k+1))s - - + > Vor(ma (k+i)))
= Y ()T,

o(1)<---<o(k)

1
~T(’UJ(1),...,’UU(;€)) . S(’Ul,..., Ua’(l) P 'Ua(k) 7~-~>'Uk+i)-

In dieser Rechnung haben wir die Permutation 7 von {1,...,k + i} in eindeuti-
ger Weise als o o (71 U mg) geschrieben, wobei 71 eine beliebige Permutation von
{1,...,k}, mo eine solche von {k + 1,...,k + i} ist und o eine von {1,...,k + i}
welche auf {1,...,k} und {k+1,...,k+i} streng monoton wachsend ist. Es ist also
o(1) < -+ < o(k) die monotone Anordnung von {7 (1),...,m(k)} und o(k+1) <
-+ < o(k+1) jene von {m(k+1),...,7(k+1i)}. Damit ist 7, = 0~ o[y, ) und
Ty =0t OT| k1, kti}- s ist sgn(o) = (—l)zjﬁk(”(j)fj), denn um die natiirliche
Ordnung von o(1),...,0(k + ) wiederherzustellen miissen fiir alle 1 < j < k die
o(j) — j vielen kleineren Zahlen aus {o(k + 1),...} mit o(j) vertauscht werden.
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Falls T', S und R linear sind, dann ist
(T A S)(w,v) =T(w) S(v) — T(v) S(w) = det (T(w) S(w))

und somit

2((T ANS)AR)(w,v,u) =

= (T AS)(w,v) R(u) — (T ANS)(v,w) R(u)
+ (T AS)(v,u) R(w) — (T'AS)(w, u) R(v)
+ (T AS)(u,w) R(v) — (T A S)(u,v) R(w)
= (T(w) S(v) = T(v) S(w)) R(u) — (T'(v) S(w) = T(w) 5(v)) R(u)
T (T(0) S(u) — Tw) S(v) R(w) — (T(w) S(u) — Tw) S(w)) R(v)
T () S(w) — T(w) S(u)) R(v) — (T(u) S(v) — T(v) S(w)) Rlaw)
= 2T (w) S(v) R(u) + 2T (v) S(u) R(w) + 2T (u) S(w) R(v)
— 2T (v) S(w) R(u) — 2T (w) S(u) R(v) — 2T (u) S(v) R(w
(YTUO S(w) -R(w))

= 2det | T(v) S(v) R(v)

T(u) S(u) R(u)

und folglich verschwinden auch im 3-fachen Produkt von 1-Formen alle Faktoren.

Dies ist der Grund fiir die Wahl des Faktors (kkﬁ)l bzw. ﬁ, siehe auch | 38.6.2|.

Analog zu obiger Formel fiir T'AS kénnen wir auch direkt ein Hackprodukt mehrerer
multilinearer alternierender Funktionale definieren. Beachte noch, dafl

TAS=(-1)MSAT,
denn

(T/\ S)(Ul, ce avkr-ﬁ-i) =

1
= m ngn(w) . T(Uﬂ.(l), ‘e ,’Uﬂ(k)) . S(’l),r(k+1), PN 7v7r(k+i))
1
= m Z sgn(ﬂ" o O') . T(’Uﬂ,/(g(l)), . 7U7r’(a(k))) . S(Uﬂ./(g(k+1)), ce ,’Uﬂ,/(g(kJﬂ)))

1
= ngn(ﬂ" 00) - S(Vrr(1ys -+ Vrr (i) - T (Vs (ig1)s - - Vst (i)

= (*l)ki (S A\ T)(Ul, N 7Uk+i)

wobeli m = 7’ o 0 und o jene Permutation ist, welche den Block (1,...,k) mit
(k+1,...,k+1) vertauscht und Vorzeichen (—1)% hat.

38.5 Lemma (Das #uflere Produkt eines Vektorraums).

Es sei das k-fache duflere Produkt der Vektorrdume E definiert durch /\kE =
LY, (EB*,R) und E x ... x E — /\kE C Q"FE = LF(E*,R) sei die folgende
alternierende, k-lineare Abbildung:

A (V.o 08) = U A Ay mit

(p Ao Avg)(wh, .. wk) = ngn(ﬂ') w™ W (vy) - w™ ) ()

=klalt(v; ® --- @ v) (wh, ..., wh).
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Das duflere Produkt lost folgendes universelles Problem:

A
Ex...xFE /\k E
k-linear, alt. - linear
ya
F

Ist {e;}", eine Basis von E (also m = dim E), dann ist {e;; N---Nej 11 <13 <

.-+ < iy < m} eine Basis von A" E (also ist dim \* E = (")). Ist k = dim E, so
erzeugt e1 A\ --- N\ ex ganz /\k FE und

(e1 A Aep)(wh, ... wh) = ngnw w’lr(l) . ---~wz(k) = det(w!,...,wh).

Beweis. Esist A : Ex...x E— \"Edurch Ex...x E-2> ®Q"E-£2alt, A\FE
gegeben, folglich bildet (e;, A---Ae;, )i <...<i, ein Erzeugendensystem von /\k E=
Ly, (E;R).

Es ist auch linear unabhingig, denn fiir aus > JTRRRNE eil1 A--ANefb =0

¢ . iy <<y ik
folgt durch Anwenden auf (e]',...,e}") mit j; < --- < jj die Gleichung
0= ( Z ph el A A efk)(ejlll, e 7ef;’c)
i1 <<l
i yeensity (o1 k(o j

= Z AR (ei1 A A eik)(eJll, o er)
i <o <ip
f,ujh Jie

Folglich 148t sich jede alternierende multilineare Abbildung pp: E x ... x E — F
auf eine eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung [ : /\k E — F durch

~0 1 Ey._ (.1 k
ple;, N---Nep ) = e, )
fortsetzen, sodal das angegebene Dreieck kommutiert. O

38.6 Bemerkungen

1. Es gelten die folgenden Identitéten:

k k k
Lh(BF) = L(NEF); (NE) = Lhu(BR) = L, (B R) = \ B

2. Zu jeder linearen Abbildung T : E — F existiert eine durch folgendes Dia-
gramm eindeutig bestimmte lineare Abbildung A* 7 : A* E — \" F:

Ex...xEA—>/\k

Tx.“xTJ( /\’“T
Y

Fx...xFA—>/\kF
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Damit wird A" zu einen Funktor. In der Tat ist A" 7T auf der Basis (e;, A
-+ Ae;, ) wie folgt gegeben:

k

NT(ei Ao nei) =Tle) A AT (es,)

= ZTijllfh A A Zszkkfjk
J1 Jk

= Z TP TR fi AN A

15Tk

— 2: IOV N S EIONS A E
- Til Tzk wa(l) A A fh(k)

J1<<jik ™

Jre Jr(k) s
= D DTV T sienm fi A A,

J1<-<jk T
= D det(TV s fis Ao A Sy
J1<-<jk
3. Fiir m = dim(F) ist der Raum A E := P~ A\’ E eine graduiert-kommutative
assoziative Algebra mit 1 € /\O E =R, die sogenannte AUSSERE ALGEBRA
iiber E. Dabei heifit eine graduierte Algebra A = @, Ar(k € Ny) KOM-
MUTATIV, falls: a € Ag, b € A; = a-b = (=1)Fb.a. Es ist dim(AE) =

2210 (T) =2m.

39. Vektorbiindel-Konstruktionen

39.1 Definition (Tensorfelder und Differentialformen)

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und x € M. Als Vektorraum E ver-
wenden wir nun den Tangentialraum 7, M von M bei z. Dann ist E* = (T,,M)*,
und wir bilden das Tensorprodukt

TM®- - @T,M®(T,M)*®- @ (T,M)* = LPYYTM, ..., T,M;R).

p-mal g-mal

Die Elemente dieses Vektorraums bezeichnet man als p-FACH KONTRAVARIANTE,
G-FACH KOVARIANTE VEKTOREN oder Tensoren. Eine Basis von T, M ist gegeben
durch (52:)™,, wobei (u!,...,u™) lokale Koordinaten um z von M sind. Die duale

Basis von (T, M)* haben wir mit (du®)™, bezeichnet. Nach erhalten wir als
Basis des Tensorprodukts:

(505 @ @ 5% @du" @ @ duh)

U1, lpyJ15e s Jq=1,.;m

Analog bilden wir A*(T,M)* = Lk, (T, M,R). Die Elemente dieses #ufleren Pro-
duktes nennt man k-FORMEN und eine Basis bildet

(duil VANREIRWAN duik)i1<...<ik.

Lassen wir nun noch den Punkt € M variieren, so kénnen wir die Abbildungen

wMssz—wk)eT, MR- T,MQ(T,M)"®- @ (T, M)*

p-mal g-mal

betrachten. Diese heiflen p-FACH KONTRAVARIANTE UND g-FACH KOVARIANTE TEN-
SORFELDER.
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GERMAN39. VEKTORBUNDEL- KONSTRUKTIONEN 39.3

Eine Abbildung
w:M >3z w() e ANT,M)*
heiffit DIFFERENTIALFORM VOM GRAD k.

Um von der Glattheit eines Tensorfelds (oder einer Differentialform) sprechen zu
konnen sollten wir die Familie der Vektorriaume

(TEM®~~®TIM®(T1M)*®~~®(T1M)*)

p-mal g-mal

xeM

zu einer Mannigfaltigkeit oder besser gleich zu einem Vektorbiindel iiber M machen.

Wir gehen dabei wie beim Tangentialbiindel und den daraus konstruierten Kotan-
gentialbiindel vor:

39.2 Direkte Summe von Vektorbiindel

Seien E 2 M und F -4+ M zwei Vektorbiindel iiber M sowie o eine Triviali-
sierung von E iiber U C M und ¢ eine solche von F iiber dem 0.B.d.A. gleichen
U.Mit 9 : UNV — GL(RF) und ¥ : UNV — GL(R') bezeichnen wir die Tran-
sitionsfunktionen zu je zwei solcher Vektorbiindelkarten iiber U und V. Wir wollen
nun die disjunkte Vereinigung £ ® F := | | ., (E. ® F,) zu einem Vektorbiindel
machen. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

gpf@F = (pw @901 - RFH ~ RE @Rl — B, ®F,.
Die Transitionsfunktionen yF®F : U NV — GL(R**!) sind dann durch

VPO (@) = 9P (2) ® 7 (2) € GL(R") x GL(R)

E
i E®F Y= () 0
gegeben. Als Matrix ist 1) (x) gerade ( 0 WF ()

Werte in GI(R¥*!) und ist glatt. Somit ist £ & F — M ein Vektorbiindel, die
sogenannte WHITNEY-SUMME von F und F'.

) . Also hat ®®F wirklich

39.3 Tensorprodukt von Vektorbiindel

Analog zur direkten Summe machen wir nun die disjunkte Vereinigung F ® F :=
L,cn (Er ® F) zu einem Vektorbiindel, dem sogenannten TENSORPRODUKT von
E und F. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

eZOF = P @ ol \RM2RF QR - E, ® F,.

Die Transitionsfunktionen ¥¥®¥ : U NV — GL(R*) sind dann durch

YEOF (1) .= P (z) @ ¥F (z) € GLRM) ¢ L(R* @ R, R¥ @ R!)
gegeben. Als Matrix ist /Z®F (z) gerade (aib3)(i.j),(r,s)» Wobei (af) die Matrix von
¢F(z) und (b3) die Matrix von ¢*(z) sei. Sind némlich (e;)f_, und (f;)i_, die

Standardbasen im R* und R' und (af) sowie (b5) die Matrixdarstellungen von

A€ L(R¥) und B € L(RY), so ist A® B : R* @ Rl — R* @ R! gegeben durch
(A® B)(v ® w) = A(v) ® B(w). Auf die Standardbasis (e; ® f;);; angewandt
erhalten wir also:

Ae) ® B(f;) = (Za SEIVUIAE ZaTbS er @ f.

Also hat ¥Z®F wirklich Werte in GL(R*) und ist glatt.
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39.4 AuBeres Produkt eines Vektorbiindels

SchlieBlich machen wir die disjunkte Vereinigung A” E := ||, <), A” Ez zu einem
Vektorbiindel, dem sogenannten p-FACHEN AUSSEREN PRODUKT von E. Als Vek-
torbiindelkarten verwenden wir faserweise

P P P
P k
AN = NF) :RG) = ARF — A\ E,.
Die Transitionsfunktionen A" F : U NV — GL(]R(Z)) sind dann durch
) P . P P
VN E(z) = A@F(2)) € GLRG)) € L(\R", \R)
gegeben. Wie zuvor zeigt man wieder, dafl die Transitionsfunktionen wirklich Werte

in GL(]R(Z)) haben und glatt sind.

Allgemeiner hat man folgende Konstruktion:

39.5 Theorem (Funktorielle Vektorbiindel Konstruktionen).

Es sei F eine Zuordnung, die jeder Familie von (k + i) endlichdimensionalen Vek-
torrdumen einen endlichdimensionalen Vektorraum zuweist und die FUNKTORIELL
18t.

Funktoriell bedeutet, dafs jedem (k+1)-Tupel linearer Abbildungen
T; : F; — Ej fir j <k “kontravariant in den vorderen Variablen”
T : By — Fj fir k< j “kovariant in den hinteren Variablen”
eine lineare Abbildung

F(Tu, ...\ Tryi) s F(Er, .. Eryi) — F(FL, oo Fig)

zugeordnet wird, die mit Komposition und Identitdt vertrdglich ist und glatt von
T1,...,Tky; abhdngt.

Dann ist fir (k + i) Vektorbindel p; : E; — M eine natirliche Vektorbindel-
Struktur auf F(En, ..., Exy) ==, F(Eila, - Extilz) gegeben.

Ein Beispiel eines solchen Funktors ist die direkte Summe @; der auf Vektorbiindel
angewandt die Whitney-Summe liefert.

Ein weiters ist der Dualraum-Funktor, der auf das Tangentenbiindel 7 : TM — M
angewandt das Kotangentialbiindel 7*M = | | (T, M)* — M liefert.

Andere Beispiele sind das Tensorprodukt und das duflere Produkt sowie Kombina-

tionen von ihnen, wie /\k T*M = L¥,,(TM,R) = (/\k TM) )

Beweis. Die Vektorbiindelkarten F (11, ...,%k4+;) werden aus jenen fiir E; durch
folgende Formel gewonnen:

-7'—(77/11, v a¢k+i)|z

= F(@07" s ()7, W), (Wisi)s)
=F(h1, .. hpri)|e : FRN O RN+ 5 F(Eyley ..oy Brgile)
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Die Transitionsfunktionen werden durch Zusammensetzen folgender Abbildungen
gegeben:

(P1las oy Prsile) :UNV — GLRM) x ... x GLRN#+)
(inv,...;id,...) : GL(RM) x ... x GL(RNs+i) —
— GL(R™M) x ... x GL(R"*+7)
F:GLRM) x ... x GL(RN:+i) —
— GL(FR™,.. RY+)) O

40. Differentialformen

40.1 Definition (glatte Tensorfelder und Differentialformen)

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN p-FACH KONTRAVARIANT UND ¢-FACH KOVARI-
ANTEN TENSORFELDER oder kurz p-¢g-TENSORFELDER, d.h. der glatten Schnitte
des Vektorbiindels

TM® - TM@(TM)*® - (TM)*

| S —

p-mal g-mal

wird auch mit Z7(M) bezeichnet.
Lokal 148t sich jedes Tensorfeld ® als

o = Z (I)il""’il’i@...@ 9 @duw' ® - ® du’e

J1y--2Jq Ou'l du'p

i15eenslp

schreiben. Und wir wissen, dal ® genau dann glatt ist, wenn alle Komponenten
@;113‘; glatte reell-wertige Funktionen sind. Insbesondere sind die 0-0-Tensorfelder
gerade die reell-wertigen Funktionen, die 1-0-Tensorfelder die Vektorfelder und die

0-1-Tensorfelder die 1-Formen.

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN DIFFERENTIALFORMEN VOM GRAD p, d.h. glat-
ten Schnitte des Vektorbiindels A”(TM)* wird mit QP(M) bezeichnet. Diesen
Raum konnen wir auch anders beschreiben:

(M) ==T(\(TM)" — M)

1%

r(\NTM)" — M)

1%

1
—~—

w:/p\TM—>R:wz c L(/’\TIM,R)V:E}
Wi O'TM = R:w, € L, (LM,R)V a}

Wegen /\0 (TM)* = M x R stimmt der Raum Q°(M) der 0-Formen mit C*°(M,R)
iiberein. Jede Differentialform w vom Grad k 148t sich lokal als

w = Z Wiy AU A A du
1< <ip
schreiben. Wieder gilt, dal w glatt ist, wenn alle seine Koordinatenfunktionen
Wi, glatt sind.

eyl
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Fiir die Koeffizienten wj, . ;, ergibt sich aus

(duil/\-~-/\dui’“)< 0 6):

Oudr’ > Oudr

il a ik 8
= ngmr du (8ujﬂ<1>> ~~~~~ du <6ujw(k)>

B {sgnw falls eine Permutation 7 existiert mit jr () = ix V k

0 sonst.

folgende Formel fiir j; < -+ < jg:

o o) _
w (3u.i1 PR aujk) -
_ % % lé) 2] _
— ( Z Wiy iy, - AU A - A du k) (6711""7 8ujk) = Wj, .-
i1 <. <l

40.2 Bemerkung

Wegen

TMR - QT MSI(T,M)*®@ - @ (T,M)" =
p-mal g-mal

~ LU(T,M)*, ... (TyM)*, Ty M, ..., Ty M;R)

p-mal g-mal

konnen wir ein p-g-Tensorfeld

= Y NSl ® @5k @du @ - @ du

J1edq Ou'l
Q1yeeslp
jl 1-~~7jq
punktweise auf ¢ Tangentialvektoren &1, ...,&; € T, M und p Kotangentialvektoren
wl, ..., wP anwenden:

(I)(wlv"'vavfla"'qu):
= > e Gl e edw) (Y whdun, Y G

il,...,ip ™1
J15--Jaq
_ 115--05lp 1 ¢r1 Sq §J
— Z (I)j1 ..... i . Wn 61'1 ..... gqqésg
B1yemip
J1seees jq
T1,.-3Tp
S1,..+38¢q
— L1seenlp 1 P ¢J1 J
= Z (I)]l 7777 jq.wil.....wip.gl ..... qq.
i1erip
jl ~~~~~ jq

Satz (Tensorfelder als C*°(M,R)-multilineare Abbildungen).

Obige Abbildung liefert einen linearen Isomorphismus des Raums T der glat-
ten p-q-Tensorfelder mit dem Raum L’éc,c(]\L]R{)((Zl(M)7 .., X(M); C°(M,R)) der
C>*(M,R)-multilinearen Abbildungen.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von | 31.11 | vor:
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Offensichtlich wirkt jedes Tensorfeld ® auf 1-Formen w?, ..., w? € QY(M) und auf
Vektorfelder &1, ...,&, € X(M) als C°°(M,R)-lineare Abbildung, durch

<I>(<.ul7 WP G () = @x(wl(x), o wP(x), (), . ()

und wegen der obigen lokalen Formel

1 » _ ieip 1 P j
@(w,...,w,fl,...,fq)_ g (bjl ..... jq.wil.””wip.gl ..... qq
i1,
J15---30q

liegt ®(w?,...,wP, &, ..., &) € C°(M,R).

Umgekehrt sei @ : QY(M) x ... x X(M) — C°(M,R) eine C°>°(M,R)-multilineare
Abbildung. Falls eines der Vektorfelder oder 1-Formen o lokal um x € M verschwin-
det, so auch ®(w!, ..., wP &, ... ,&,), denn sei f € C°(M,R) so gewihlt, daf f =1
auf dem Triger jenes Schnittes o und f(x) = 0 gilt. Dann ist f -0 = ¢ und wegen
der C°°(M,R)-Linearitét ist

q)(wl,...,wp,fl,...,fq)(a:) = f(x)~q)(wl,...7wp7§1,...7§q)(x) =0.

Folglich erhalten wir die lokale Formel

1 4 — 15000 1 P ¢J1 Jj
P(w,...,wl&,..., &) = E By wy e wy & 2,
i1,ip
J15--50q
c i end ; .
mit <I>j11 5= @(&%, ...,du?), deren rechte Seite an der Stelle  nur von Wert
o

der 1-Formen und Vektorfelder an dieser Stelle abhéingt. Also definiert
Bp(way .., &le) = @W .o WP &, E) ()

ein glattes Tensorfeld, das gesuchte inverse Bild zu . O
40.3 Satz (Differentialformen als C°°(M,R)-multilineare Abbildungen).

Es eistiert ein linearer Isomorphismus von QF(M) mit {w XM x...xX(M) —
C*®(M,R) : w ist k-linear alternierend und C*°(M,R)-homogen }

Beweis. (=) Offensichtlich ist w(&1,...,&k)lp = wp(&ilp, .., E&klp) k-linear und al-
ternierend.

Die Abbildung w ist aber auch C'*° (M, R)-homogen:

w(f &, &)lp = wplfp&alps -+, &klp) = F@) wp(&alp, - - - Eklp)
= f 'w(gla'-'agk”p
Weiters ist M —Stf) s TAf o @ TM —2— R glatt, also w(&,..., &) €
C>®(M,R).
(<) Seiw: X(M) x...x X(M) — C°°(M,R) mit obigen Eigenschaften. Es ist z.z.,
daB w(&,...,&k)|p nur von & |p, . . ., £k |p abhéngt, denn dann konnen wir definieren:
wp(€1|p7 s 7£k|p) = w(fla e 7£k)|;l7'
Sei & = 0 lokal um p, sei f € C°°(M,R) mit f(p) =0 und f =1 dort wo & # 0.
Dann gilt f - & = & und somit wie zuvor
W(gl, e agkﬁ)|17 = w(ffl? L 7§k))|17 = f(p)(U(El, ce 7€k)|17 = O
Sei weiters & = 37" €(527) lokal. Dann gilt

w5 Ek) :w(zﬂ(aii)’”"gk) ZZQW(%w-w«Ek)
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und da & |, = 0 gilt £i|, =0 Vi und somit w(&y, ..., &)|, = 0.

Sei w = Y wrdx! eine lokale Darstellung von w, dabei ist do! := dz® A --- A dz'*

fiir ist I = {i; < --- < ip}. Bs ist wi(p) = w(=%+ 9|, glatt bei p, also ist
w € QF(M). 0

Ozl 7"'76Iik

41. Differentialformen auf Riemann MF

32.1 Bemerkung zur Dualitét

Fir M = U C R™ konnen wir das Tangentialbiindel und das Kotangentialbiindel
identifizieren, denn TM = M x R™ und T*M = M x (R™)*. Es sind also sowohl
die Vektorfelder als auch die 1-Formen auf M mit Abbildungen M — R ident. Im
allgemeinen gibt es aber keinen solchen kanonischen Isomorphismus zwischen T, M
und (T, M)*. Wir wollen nun Mannigfaltigkeiten beschreiben, fiir welche es einen
solchen dennoch gibt. Inwiefern ist denn ein endlich dimensionaler Vektorraum F
und sein Dualraum E* isomorph? Da sie die gleiche Dimension haben sind sie iso-
morph. Aber um einen solchen Isomorphismus angeben zu kénnen, verwendet man
iiblicherweise eine Basis von F und als Bildvektoren die duale Basis von E*. W&hlt
man eine andere Basis, so dndert sich auch der Isomorphismus. So kénnen wir auf
einer Mannigfaltigkeit nicht vorgehen, denn in T, M haben wir keine ausgezeichnete
Basis zur Verfiigung.

Eine zweite Moglichkeit so einen Isomorphismus zu erhalten ist die Verwendung
eines inneren Produkts (-, -) auf F. Dann induziert diese bilineare Form eine lineare
Abbildung § : £ — L(E,R) = E* durch v — (v,-). Diese ist injektiv, denn:
Vw (v,w) =0 = v =0. Aus Dimensionsgriinden ist sie somit ein Isomorphismus.
Thre Umkehrabbildung bezeichnen wir mit b := ~! : E* — E. Wegen #(£)(n) =
(&,m) ist (bw,n)y = (£,n) = 1(&)(n) = w(n), wobei wir £ := bw gesetzt haben und
somit w = f¢ ist.

Wie sieht # in Koordinaten aus? Sei (e;) eine Orthonormalbasis von E und (e?) die
dazugehdrende duale Basis. Dann ist f(e;)(e;) := (ei, ej) = &;; = e'(e;), also bildet
t die Basis (e;) auf die duale Basis (e) ab.

Falls (g;) eine beliebige Basis von E ist und (g°) die dazugehorende duale Basis von
E*, so gilt:

8(9:) (k) = (95, gk) =2 gip = ng 9 (gr)

= #(g:) =) _gij9’ und
J

f(v) =4 (Z Uigz) = Zvi Zgi,jgj = Z (Z gi,jvi> g’
i i j j i
Bezeichnen wir mit v* die Koordinaten des Vektors v € E beziiglich der Basis (g;)

und mit v; die Koordinaten des dazugehtrenden dualen Vektors f(v) € E* beziiglich
der dualen Basis (g*), so gilt also:

v =Y gigv
%

Sei nun M C R" eine Teilmannigfaltigkeit des R™. Dann ist T, M ein Teilraum vom
R™ und erbt somit das iibliche innere Produkt von R™. Also ist (7, M)* isomorph
zu T, M vermége dem Isomorphismus £ : T, M — (T, M)*. Wir erhalten also auch
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eine faserlineare Bijektion der Biindel TM — M und T*M — M. In Koordinaten
ist sie durch
o Y igdu’
J

gegeben, wobei g; ; = (g;, g;) mit g; == % und ¢° = du’. Da die g; glatte Funk-

tionen von M D U — R" sind, sind alle Koeffizienten g; ; : M O U — R glatt, und
somit die Biindel TM und T* M isomorph.

Es entsprechen sich also auch die glatten Schnitte eindeutig, d.h. X(M) = Q' (M).
Das Vektorfeld, welches einer exakten 1-Form df entspricht, heifit GRADIENTEN-
FELD grad(f) von f.

Nun wollen wir das auf allgemeine Mannigfaltigkeiten M iibertragen. Dazu benéti-
gen wir fiir alle x € M ein inneres Produkt g, im Tangentialraum 7, M. Daf} dieses
verniinftig von x abhéngt, gewihrleisten wir folgendermafen.

41.1 Tensorfelder auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

Allgemein wissen wir, dal QY(M) = C°°(M,R) ist und wir wollen nun Q*(M)
anders beschreiben. Sei dazu vorerst E ein endlich dimensionaler Vektorraum mit
innerem Produkt. Wir haben dann nach einen Isomorphismus § : £ = Fpr
definiert durch # : v — (v,-). Sein Inverses bezeichnen wir mit b := §~1. Sei (e;)
eine Orthonormalbasis von E und (e) die duale Basis von E*, dann ist:

ﬁ:x:ineieEHZﬂeieE*.
i i

Sei (M,g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit mit dem zugehérigen Tangentialraum
g: T, M = (T,,M)*. Eine Basis im Tangentialraum ist gegeben durch %, diese wird
nach abgebildet auf ﬂ(%) =29 du’. Und allgemeiner wird ¢ € T, M wie
folgt abgebildet:

ﬁ1§=Z§ B ETIMHw:Zwidu € (T,M)".
wobei & = 3. g"wj, wi = 35956 und gij = (ghr, 507) sind, und (¢"7) =
(gij) " ist. Es folgt, daB auf kanonische Weise TM = T*M ist, und somit der
Raum der Vektorfelder X (M) kanonisch isomorph zum Raum der 1-Formen Q' (M)
ist.

Allgemeiner gilt:

41.2 Volumsform

Sei E ein endlich dimensionaler, orientierter Vektorraum mit innerem Produkt.
Falls (ey, ..., en) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von FE ist, so definieren
wir det € L")}, (E;R) durch det(eq,. .., ey) = 1. Um zu zeigen, dafl diese Definition
nicht von der gewéhlten Basis abhéngt wihlen wir beliebige Vektoren g; € E und
betrachten die Abbildung A : E — E, welche e; auf g; := >, aéei abbildet. Dann
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ist

det(g1,...,9m) = det(Z ajl‘lej17 . .,Zaf;b”ejm>

j"'YL
= . .l . )
= E al' .. alm det(ej,, ..., €j,.)
—_———
J1s--dm
=0, falls j1,...,7m keine
Permutation von 1,...,m
= E al™M o al ™ sgn(g) det(eq, . . ., em)
: ; —_—
j Permutation -1
_ J
= det(a)i;-

Falls also (g;); insbesonders eine andere positiv orientierte Orthonormalbasis ist, so
ist [A] € SO(n), also 1 = det[A] = det(g1, ..., gm)-

Da wir diese Konstruktion auf den Tangentialraum einer orientierten Riemann-
Mannigfaltigkeit anwenden wollen (dort aber nicht eine orthonormal-Basis) sondern
nur eine (positiv orientierte) Basis (%)j gegeben haben, benotigen wir auch fiir
so eine Basis (g;) eine Formel fiir die Determinante: Dazu betrachten wir wieder
die inneren Produkte

9i,j g’ng <Za ekvza el> Zaiaj ekvel Za
5

und erhalten (g; ;)i ; = [A - A'] und weiters
det(gi)i; = det([A] - [A]") = (det[A])”
und schliellich (wegen det[A] > 0)

det(g1,...,9m) = det[A] = \/det(g; ;):; =: Va.

Fiir jede orientierte (siehe [60, 34.3]) Riemann-Mannigfaltigkeit (M,g) ist det €
L7 (T M,R) und wir definieren die Volumsform voly; € Q™ (M) der Mannigfaltig-
keit durch

volys () := det € Ly (T, M;R).

Diese Volumsform wollen wir mittels lokaler Koordinaten (u!,...,u™) berechnen.
Es bilden die g; : a - eine Basis in T, M, von der wir annehmen diirfen, daf} sie po-
sitiv orientiert ist, wenn wir ein Orientierungs-erhaltende Karte ¢ = (u 1, cou™)

verwenden. Es ist vol = vol; _ ,, -du' A ... A du™ mit

.....

vol(2r, s 52) = (Volum -dul Ao Adu™) (5, 52)
=voli, _ m- Z sgn(7) dul(auf(l)) e dum(%) =voli, . m,
T Or(1),1 Or(m),m

da 7 die Tdentitiit sein mus, siche auch |40.1 | Wegen obiger Rechnung ist

VOl(aula“-aam) det(g1,7gm):\/é

mit G := det(g; ;)i,; und g¢; ; = (i, 9j) = g(%7 %).

Wir erhalten fiir orientierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten folgenden Isomorphis-
mus:

C®(M,R) == Q™(M), f+ f-voly.
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41.3 Skalare Produkt auf Q(M)

Dazu betrachten wir zuerst einen orientierten, m-dimensionalen Vektorraum FE.
Seien die (e;) eine positiv-orientierte Orthonormalbasis von E. Wir definieren ein
skalares Produkt auf E* indem wir fordern, dafl die duale Basis (e*) ebenfalls eine

Orthonormalbasis sei. Auf ®k E definieren wir ein skalares Produkt indem wir
fordern, dafl die Basis (e;, ®...®e;,)i1,....i, ¢ine Orthonormalbasis sei und analog

auf /\k E durch die Orthonormalbasis (e;; A ... Ae;, )i <...<ij,- Diese Definition ist
von der Basis unabhéngig, denn das skalare Produkt auf E* ist durch folgende
Formel gegeben:

(z*,y*)p- = ba*,by") g, da (¢',€’) g+ = (ei, €5)p = 6,

wobei b : E* — FE den inversen Isomorphismus zu § : E — E* bezeichnet. Auf
®k F ist das skalare Produkt analog gegeben durch:

(T1® ... QTN ® ... QUk)gre = (T1L,Y1)E - (Tks Yk) B
Auf /\’C F ist das skalare Produkt analog gegeben durch:

(@A AN TR YL AL A YR AR p = det (((xz,yﬁE)”)

:E<$1/\"‘/\xkvyl/\"'/\yk>®kE-

Achtung: Die Einschrankung des skalaren Produkts von ®k FE auf den Teilraum
/\k FE hat noch einen Faktor k!, denn

T A Axp =klalt(zy @ - @ ag) :Zsign(a)xa(1)®~~®xg(k)

und somit ist
<561/\"'/\:17k,f£1/\'~'/\f£k>®kE =

= Z sign(o) sign(m) (To(1) @ = @ To(k), Tr(1) @+ @ Tr(k)) @k B
= Z sign(o) sign(m) (To 1), Tr(1)) - - - (Tok) Tr(k))
= Z sign(o) sign(m o 0) (To (1), Tr(o(1))) - - - (Lo (k) Tr(o(k)))

= k'ZSIgH xl,xw(1)>... (xk,xw(k)>.

41.4 Definition (Hodge-Sternoperator)

Sei E ein orientierter m-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann hat /\k E Di-
mension ( ) Und somit ist /\ E= /\m*’c E. Wir wollen nun einen Isomorphismus
* /\ E—N\N"" "E angeben, der nicht von der Wahl einer Basis abhéingt. Dieser
heift Hodge-Sternoperator und ist durch folgende implizite Gleichung gegeben:

k
NA (xw) = (n,w) - det fiir n,w EAE.

Um zu zeigen, dafl dadurch wirklich ein linearer Operator eindeutig bestimmt ist
wihlen wir eine positiv orientierte Orthonormalbasis (e!,...,e™) in E.
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Eine Basis von /\k E ist dann durch die Elemente €™ A -+ A e mit i; < -+ < ey
und eine solche von /\mfk E durch die Elemente

A AT A AT A A ™

gegeben. Wir wollen die Koeffizienten o, . j, des Bildes von w = et A --- A e'*
unter dem Sternoperator bestimmen:

*W = Z ajly__,’jkelA'~-A'eTA--~A'dT'A~-~Aem.
J1<-<Jk
Dazu verwenden wir die implizite Gleichung mit
ni=et ANk fiir ly < - < U,

und erhalten

1 1 1 [ [
Qg €A A A A A A A el A A =

=nA (xw) = (n,w) det
=" A AelE et A Ae) e A A e™.

sU1s--s Ig)s(igseees i)

Um das Hackprodukt auf der linken Seite auch in die natiirliche Reihenfolge zu
bekommen miissen wir zuerst e’ mit e* A -+ A '€’ A -+ A el vertauschen und
erhalten ein Vorzeichen (—1)"~* danach e'*~* mit e! A--- A€l Ao Aele=1" und
erhalten ein Vorzeichen (—1)»-1=%=1 us.w. und schlielich e’ mit e! A --- A el

mit (—1)11_1 als resultierenden Vorzeichen. Also verschwinden alle ay, .. 4, bis auf

iy i = (-]_)ik*k ..... (_1)i171 — (_1)(21;:1 ij)*k(k+1)/2‘

stk
Wir wollen nun zeigen, dafl * bis auf ein Vorzeichen zu sich selbst invers ist. Sei
w=e1AN--Nek € /\’C FE gegeben. Dann ist
*W = (_1)(2?:1 i) =k(k+1)/2 g1 A AT A L AT A A e™
und

k= (_1)1+--<+'E‘+---+’E‘+~--+m—(m—k)(m—k+1)/2 (_1)i1+---+ik—k(k+1)/2 SN A

Die Berechnung des Vorzeichen ergibt: (—1)¥(m=%) d.h. * o x = (—1)km=F) .
AN'E - N" " E — A" E. Dieses Vorzeichen ist genau dann —1 (und sonst +1),
wenn m gerade und k ungerade ist.

Der Hodge-Stern Operator ist eine Isometrie, wie man entweder durch die Wirkung
auf einer orthonormal-Basis sofort sieht, oder wie aus

(v, %) - volpyy = xa A s = (=1)FM=R) 5o A B =B Axa = (3,a) voly

folgt. Umgekehrt hitten wir auch die Isometrie-Eigenschaft von * verwenden kénnen
um mit dieser Rechnung o % = (—=1)*("=%) zu zeigen.

Fiir eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) der Dimension m definie-
ren wir den HODGE-STERNOPERATOR * : QF(M) — Qm~*(M) durch (xw)(z) :=

*(w(@)).
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41.5 Spezialfille

(k=0)
QO(M) = Q™ (M)
. e

C>(M,R)

Sei f € C*°(M,R), dann ist g A xf = (g, f)cee(am,r) - Volpsr. Wihlen wir g := 1, so
gilt:

sf =1Axf=f-voly fiir x: C®(M,R) = Q" (M) — Q™(M)
und wegen x o x = id, ist

#(f -volpr) = f fiir x : Q™(M) — Q°(M) = C=(M,R).

Q1 (M)

mel(M)

IR |

IR

x(M)

Sei ¢ = 3¢ € X(M) = w =S wdu' € QY(M), wobei w; = > i€ und
volpr = VG dul A -+ A du™, dann gilt fiir

m =
N, [
KW = anwﬁ,wm dut AN dub AL A du™

ni(fl)%ldul/\.../\dum:nidu’/\dul/\.../\ du® Ao N du™

=du’ A ( <du Zw]du3> - vols
= ij (du’, du]>g21(M) -vols
i T
g""xJ

=ijgi’j\/§du1/\-~-/\dum
J

i j 0 0
g — i,k |
da (du’,duv’) = (b(du du] < E g R E g’ ul>

— i,k gl ksl _

=300 G ) = 200 =

k,l

0 ,
9k, 1
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wobei (g*) die inverse Matrix zu (g; x) ist. Mit dieser Behauptung folgt:
N = Z(—l)i_le g"IV/G und somit

J
—
*w:Zmdul/\.../\ du* Ao AN du™
i

= Z(—l)l_l\/aZg” wj du AN dut AL A du™
( J

S
gi
=VGY (1) du AL A dut AL A du™

Also gilt

.0
xoff : X(M) 9Z§ZW —

= VG (1) dut AL A dut AL A du™ € QT (M),

42. Graduierte Derivationen

42.1 Lemma (Algebra der Differentialformen).

Es ist Q(M) = @, (M) eine graduiert kommutative Algebra beziiglich dem
punktweisen Hackprodukt (siehe auch )

(@A B)z(ry-- &pti) =
1
=l ngnﬂ “z(Ex1)s -5 Eni))  Be(Enirrys - -5 En(rri))s

fiir a € QF(M), B € QY (M) und & € T, M. Fiir parakompakte Mannigfaltigkeiten
M ist sie als Algebra durch {f, df : f € C*(M,R)} erzeugt.

Beweis. Da die Fasern AT:M = @, /\k TrM graduiert kommutative Algebren
sind, ist auch Q(M) = T'(AT*M) eine graduiert kommutative Algebra. Lokal wird
Q(M) durch {f, df : f € C>°(M,R)} erzeugt, denn w = Y-, _ _; wi,, g du" A
... A du. Um das auch global zu erhalten, bendtigen wir einen endlichen At-
las von M. Fiir Lindel6f-Mannigfaltigkeiten existiert ein solcher nach . Wir
wiéhlen nun eine Partition der Eins {fi,..., fv}, welche dem zugehorigen Vek-
torbiindel-Atlas von T*M untergeordnet ist. Dann ist w = ) j fijw und fjw =
Zi1<___<ik Wisiy,...indu™ A ... A du', wobei die u* und die Koeflizienten wj.;, . i,
globale glatte Funktionen auf M sind, sodafl (u',...,u™) lokale Koordinaten auf
Trg(f;) sind. O

42.2 Zuriickziehen von Formen

Sei f : M — N glatt, dann haben wir die Tangentialabbildung T, f : T,M —
Tty N, sowie deren adjungierte (7, f)* : T;(p)N — Ty M. Falls nun p nicht durch
f(p) determiniert ist, d.h. f nicht injektiv ist, oder zu gewissen ¢ € N kein p mit
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f(p) = q existiert, d.h. f nicht surjektiv ist, 148t sich keine Abbildung T*f : T*N —
T*M aus den (T, f)* zusammensetzen. Es &8t sich aber nach | 31.11 | dennoch ganz
allgemein aus

N Tf
N TM =— N\NTN

b

eine Abbildung

(/\Tf) L QF(N) = F((/k\TN)* = N) = F((i\TM)* = M) —: QF(M)

definieren. Dabei heifit f*(w) die mit f ZURUCKGEZOGENE FORM zu w.

k
(ffw)p(&a A= A&g) = Wt(p) ((/\ THE A A gk)>

oder unter Verwendung des Isomorphismuses (/\]C T.M ) =~ Lk, (T, M;R) auch
als

(f*w)p(glv"'vgk) = Wr(p (Tf §1|p7"'7Tpf'£k|p)'

Insbesonders ist

F7(dg)p(&p) = (dg) y) (Tnf - &p)
=pry Trp)g - Tpf - &p
=pry-Tplgof) &
= d(g © f)p : §p

Das so definierte f* : Q(N) — Q(M) ist ein Algebrahomomorphismus, wie man
leicht nachrechnet. Mittels des Ismomorphismuses (/\k TM)* /\k(T*M ) kann
man f* fiir wy, ..., wi € QY(M) auch durch f*(w1 A+ Awg) := f*(w1) A Af*(wk)
definieren, wobei f*(wy) die in | 31.12 | definierte zuriickgezogene 1-Form ist. Weiters
gilt:
f(g)=go fund
f*(dg) =d(go f) fir g € C®(N,R)
(fio fo)" = f2* o f1* fiir zusammensetzbare Abbildungen f; und fo

Seien (u')j™; lokale Koordinaten auf M und (v/)}_, lokale Koordinaten auf N.
Dann 148t sich w € QF(N) lokal als

Z wjl,m,jkdvjl A .. A doiE

J1<...<Jk

schreiben. Die zuriickgezogene Form muf} eine lokale Darstellung der Form

fr(w) = Z 77¢1,__,7¢kdui1 A A dut®
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besitzen. Wir berechnen nun die lokalen Koeffizienten n;, . ; von f*(w):

Miv,... ik (LE) = f*(w)w (%7 ERE! Sui’k)
k
s (AT 52 A+ 550)
O(v’s o f
_wf(w)( Z det(g)tsﬁ”- Ao A 3>

Outt vl
J1<--<Jk

O(vs
> det(@&ﬁsnﬂ)t’swﬂx)ggjl,...,%@%)

= Y a(MeI) ).

J1< <
Wir kénnen dies auch durch die Multiplikativitéit von f* wie folgt erhalten:

f*(d,l}jl /\.../\dvjk) Zd(vjl Of)/\,../\d(vjk of)

_ (Z 3(72;;: f) duil) A (Z 8(?2: f) dui"‘)

il ik

= Z det(M)t cdu™ A A dutE,

Ou't
i1 <--<ip
Also ist
* = E § . X J1se-0k i1 . ik
f (w) - w(.]lynw]k:)pil,‘..,ik dut A A du
i< <ip J1<-<Jk
Tlgeney ir=1...m j1,....5.=1...n
Ovil vl
. . ou'l e du'k
. ) J1 Jk
Wobei  pitdt e det (207 N e[
i1yl A(un uin) : : :
L Avik dvIk
out Tt ouk
_ Ov? 0,
mit - = — (v o f),
ou’ ou’

In [60, 29.1] haben wir die kommutative Algebra A := C°°(M,R) betrachtet. Den
Raum Der(A) ihrer Derivationen konnten wir mit dem Raum X(M) der Vektor-
felder auf M identifizieren. Wir haben auf Der(A) die Struktur einer Lie-Algebra
gefunden. Wir wollen dhnliche Ideen nun auf die graduiert kommutative Algebra
A = Q(M) der Differentialformen auf M anwenden.

42.3 Definition (graduierte Derivation)

Eine Abbildung D : Q(M) — Q(M) heifit GRADUIERTE DERIVATION VOM GRAD
d, falls D linear ist, fiir alle k¥ den Summanden QF(M) in Q4*+*(M) abbildet und
falls fiir alle w € QF(M) und n € Q(M) die Produktregel D(w A7) = D(w) An +
(=1)4*w A Dn gilt.

Mit Derg(Q(M)) bezeichnen wir den VEKTORRAUM ALLER GRADUIERTEN DERI-
VATIONEN von Q(M) vom Grad d, und mit Der(Q(M)) bezeichnen wir die direkte
Summe P, Derg(2(M)).

Allgemeiner heifit fiir eine glatte Abbildung g : N — M eine Abbildung D :
Q(M) — Q(N) GRADUIERTE DERIVATION UBER g*, falls D linear ist, fiir alle k den
Summanden QF(M) in Q4+*(N) abbildet und falls die Produktregel D(w A1) =
D(w) A g*(n) + (=1)4*g*(w) A Dn fiir alle w € Q¥(M) und n € Q(M) gilt.
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42.4 Lemma (Eindeutigkeit graduierter Derivationen).

Es sei g : N — M C*. Jede graduierte Derivation D : Q(M) — Q(N) dber
dem Algebra-Homomorphismus g* : Q(M) — Q(N) ist eindeutig durch die Werte
D(f) und D(df) fir alle f € C*°(M,R) festgelegt.

Beweis. Da f und df die Algebra (M) erzeugen folgt dies sofort aus . Wollen
wir aber die dort verwendete Dimensionstheorie nicht hineinstecken so kénnen wir
dies auch wie folgt zeigen:

Hétten wir zwei solche Derivationen, so betrachten wir die Differenz D. Wir miissen
zeigen: V f: D(f) =0, D(df)=0= D =0.
Wir behaupten zuerst, daf3 die Derivation D ein lokaler Operator ist. Sei ndmlich

w € Q(M) lokal um g(z) gleich 0. Dann withlen wir ein f € C°°(M,R) mit f(g(x)) =
1 und fw = 0, und erhalten

0=D(0) = D(fw) = wAg*(W) +9°(f) - D(w)
=0

Und an der Stelle x € N gilt 0 = f(g(z)) -D(w)(x) = D(w)(z). Da D ein lokaler und
——

linearer Operator ist, diirfen wir ihn durch eine lokale Darstellung durchtauschen:

i< <ip

.....

42.5 Bemerkung.
Es folgt aus [42.4], daB Derg(Q(M)) = {0} fir d < —1. Denn D(Q¥(M)) C
QF+d(M) = {0} fiir k£ + d < 0 und insbesonders fiir k£ € {0,1} und d < —1.

Wir wollen als néchstes Der_;(Q2(M)) bestimmen. Sei also D : Q(M) — Q(M)
eine graduierte Derivation vom Grad d = —1. Dann ist D(C*°(M,R)) = {0} und
die lineare Abbildung D od : C*®°(M,R) — QY(M) — QY(M) = C°°(M,R) erfiillt
(Dod)(f-g) = D(g-df + f-dg) = D(g9) Adf + (=1)"%g - D(df) + D(f) A dg +
(-=1)%f . D(dg) = (Dod)f-g+ f-(Dod)g, wegen D(g) = 0 = D(f). Also ist
D o d auf C*°(M,R) eine Derivation und somit durch ein Vektorfeld & gegeben,
d.h. D(f) = 0 und D(df) = &(f) = df(¢) fur alle f € C*°(M,R). Wir werden in

zeigen, dafl wir durch (iew) (&1, .., &) == w(&, &1, ..., &) zu jeden Vektorfeld
& € X(M) eine graduierte Derivation i¢ vom Grad d = —1 definieren konnen.

Nun zu Derg(Q(M)). Sei also D : Q(M) — Q(M) eine graduierte Derivation vom
Grad d = 0. Dann wirkt D auf Q°(M) = C°°(M,R) derivativ, ist also durch ein
Vektorfeld £ gegeben, d.h.

d

D(f) =&(f) = Le() =2 | _,

Der letzte Ausdruck 4 (F15)*w macht aber auch fiir w € Q(M) einen Sinn
t=0

und wir werden in zeigen, dal dadurch fiir jedes Vektorfeld £ € X(M) eine

(FI5)* f (siehe [60, 29.10]).
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Derivation £¢ vom Grad d = 0 auf Q(M) definiert wird. Man kann zeigen, daf8 dies
alle Derivationen vom Grad 0 sind, die zusétzlich D(df) = d(Df) erfiillen. Um eine
globale Formel fiir £, zu erhalten, differenzieren wir die Funktion w(&1, ..., &) (fir
w € QF(M) und &; € X(M)) in Richtung von ¢ an der Stelle z € M und erhalten:

0
(£W(€177€k))z:a (w(flﬂyfkj)oFlf)x

t=0
0

~ Ot li=o
0

~ 0t li=o
0

~ Ot li—o (((Flf)*wh (TFlét '€1|F1§(z)’ e ’TFlét 'fk|F1§(z)))
0

= 5 |, (D0 (FD @) @), .. (1) () (@)))
= (% LZO ((F1§)"w)a ) (&1 (2), ..., ()
k
+;WJE(€1($),...,; ‘tZO ((Flf)*(fz)(l')>,,£k(x))
= (Lew)a (€1(2); -+, k()

i c(G@) 66 @),

wFlf(x)(gly B agk)

Wt ) (T FI¢.TFI°, &,..., TFE -TFL, &)

und somit

k
'wa(glv"',gk) g wgl» "agk Zw(glv"wgifla[gvgi}agi%»la"'vfk)'

i=1

Insbesonders ist

(Ledf)(n) = &(df () —df ([§,n]) = €0 - f) = [&nl - f =n(&- f)
=d(&- f)(n)

SchlieBlich wollen wir noch eine ausgezeichnete Derivation vom Grad d = 1 angeben.
Nach hoffen wir ja durch die Abweichung der Ableitung einer 1-Form (oder
allgemeiner einer k-Form) davon symmetrisch zu sein, zu erkennen ob die Form
selbst Ableitung einer Funktion (bzw. k — 1-Form) ist. Betrachten wir dazu zuerst
den Fall, wo M = U offen in einen Vektorraum F ist. Dann ist eine k-Form auf U
eine Abbildung
w:U — L%, (E;R)
und ihre Ableitung ist
W U — L(E, Lk, (B R)).
Setzen wir diese mit dem Alternator von
L(E, L}y, (E;R)) C L(E, L*(E;R)) = L*(E,R) =& LI (E,R)

zusammen, so erhalten wir die Abweichung dw davon, dafl w'(z) symmetrisch ist
fiir alle z € U. Es ist also

dw(z)(&o, - -, &) = k+1 T ngﬂ 7)) Ea(1)s -+ o (k)

]' i
:wqq;v><xm@ww@”¢m
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Um nun eine globale Formel fiir d auf beliebige Mannigfaltigkeiten M zu erhalten
ersetzen wir die Vektoren §; € E durch Vektorfelder ¢; € X(M) und Differenzieren

w(&o,...,' & ..., &) an der Stelle z € M in Richtung &;(x) und erhalten:

(w60, & 80) @6 @) = S @EE) @, - G &)

+ YW@ @) @) G

Und Einsetzen in obige Formel liefert

k

(k+ Ddw(@) (€0, ... &) = 3 (-1 (@) (E(2) (€ (@), ... (@), ..., ()
1=0

k

=3 D& Wl G ) (@)

1=0

_Z H_]w () §l<)€0($)7=mﬂ7mv)

=3 (D) (@) (6 (@) - (@), (@), -, Gil2) -, G (@)
Jkl | _

= (Z(_l)lfl 'w(goa"'a gia"'agk)
=0
+Z Ditiw((&, &), go,...,E,...,E,...,g(k)))(x).

Wegen des lédstigen Faktors (k + 1) ersetzen wir dw besser durch (k + 1) dw.

42.6 Lemma (Lie-Algebra der graduierten Derivationen).
Der Raum Der(Q(M)) ist eine graduierte Lie-Algebra beziiglich der punktweisen
Vektoroperationen und dem graduierten Kommutator als Lie-Klammer:
(D1, Ds] := Dy 0 Dy — (=1)%192Dy 0 D fiir D; € Derg, (UM))

Im Detail bedeutet das:

1. Die Klammer [-,-] : Derg, (Q(M)) x Derg,(2(M)) — Derg, +d4,(QUM)) ist

bilinear fir alle dy, ds.
2. Sie ist GRADUIERT ANTIKOMMUTATIV: [D1, Dy] + (—1)% 92 [Dy, D;] = 0.

3. [Do,-] ist eine graduierte Derivation beziglich [-,-], d.h. es gilt die GRADU-
IERTE JACOBI-IDENTITAT

[Do, [D1, D2]] = [[Do, D1, Do) + (—1)%*%[Dy, [Dy, D5]],
oder dquivalent und zyklisch symmetrisch

(—1)%%[Dy, [Dy, Da]] + (=1)#%[Dy, [Da, Do]] + (=1)>%[Ds, [Do, D1]] = 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis abstrakt fiir eine beliebige graduiert-kommutative
Algebra A anstelle von Q(M).
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Behauptung: [Dy, Do) € Dery, +4,(A) fiir D; € Dery, (A) fir i =1,2.
Dy, Do)(X -Y) = ( LoDy — —1)d1d2D20D1)(X~Y)
= (DQX Y 4 (—1)7X DQY)
~ (~1)hdp, (D1X Y 4 (—1)rh X DlY)
= DDy X Y + (—1)4 =)D, X . DY
+(=1)®2D X - DoY + (—1)*2tedi x . D DY
_ (_1)d1d2D2D1X Y — ( >d1d2+(d1+x)d2D1X D2Y
_ (_1>d1d2+xd1D2X -DyY — (_1)d1d2+d13¢+d2xX - Dy DY
= [D1, D3] X - Y + (—1)*a+d2) x . [Dy | D,]Y.

Klarerweise ist [, | bilinear und graduiert antikommutativ. Verbleibt die graduierte
Jacobi-Identitét zu zeigen:

[Do,[D1, D3]] — [[Do, D1], D] — (—1)%% Dy, [Dy, D] =

= [Do, D1 Dy — (—1)1% Dy D] — [Do Dy — (—1)%% Dy Dy, Ds]
— (=1)%% Dy, DyDy — (—1)%% Dy D]

= +DyD1 Dy — (—1)"92 Dy Dy Dy

— (=1){td2)do D, Dy Dy + (—1) B2 tdolhitdz) p, D, D,

— DyD1 Dy + (—1)%% Dy Dy Dy

+ (=1)ot)d2 D, DDy — (—1)ddrHldotdi)dz p, b, Dy,

— (=1)%“ Dy Do Dy + (—1)*“+%% Dy Dy Dy

i (_1)d0d1+(d0+d2)d1 DoDsD;y — (_1)do(d1+d2)+(dg+d2)d1D2DOD1
=0. O

42.7 Theorem (Die wichtigsten graduierten Derivationen).
Sei £ € X(M).

(i) Durchic(f):=0, ic(df) := & - f ist eine graduierte Derivation i¢ vom Grad
—1, der EINSETZOPERATOR festgelegt.
(Le) Durch Le(f) =& - f, Le(df) == d(§ - f) ist eine graduierte Derivation L
vom Grad 0, die LIE-ABLEITUNG festgelegt.
(d) Durch d(f) :=df, d(df) := 0 ist eine graduierte Derivation d vom Grad +1,
die AUSSERE ABLEITUNG, festgelegt.

Globale Formeln fiir diese graduierten Derivationen sind mit w € QF(M) und &; €
X(M) gegeben durch:

(tegw)(§1s -5 Eh—1) = w(€0, &1, -5 Eh—1)
k
(‘Cfow)(gla"'vgk) _50 wgla"wﬁ/f Zw<§17""gi—lﬁ[goagi]vgi-‘rla'"a§k>

i=1
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k

(d(.d)(go, cee 7§k) = Z(_l)lgl ° w(gOa .. 'aZa e agk)
=0
+Z Z+]w(€%§]} 507"'75\7"'75\7"'5516)'
1<J

Die graduierten Kommutatoren sind durch folgende Tabelle gegeben:

(D1, Dy in L, d
ig 0 —Lgn) —Le¢

Le | e Lie ) 0

d c, 0 0

Falls n € X(N) verwandt mit & € X(M) beziiglich einem glatten g : M — N ist,
d.h. Tgo& =mnog erfillt ist, so gilt:

groiy,=icog*, g'oL,=Lcog", grod=dog"
Weiters gilt: Lyew = ficw, Lrew = [ Lew—+df New und (Lew)(z) = %|t:O(F1§)*w|z
Beweis. Wir fithren den Beweis in 15 Schritten:

Behauptung. icw € QF~1(M):
Offensichtlich ist ¢¢w alternierend und k + 1-linear und es gilt
Z§w<f€17 o 7£k71) = w(gﬂ fgla s ?é‘k?*l) = fw(£7§la o 757@71)
= fsz(gla s 7£k—1)-

Behauptung. dw € Q¥ 1(M):
Offensichtlich ist dw ist (k+1)-linear und alternierend. Die C*° (M, R)-Homogenitét
ergibt sich wie folgt:

dw(fg()aagk):(fgo)w(flaagk)
3 (Vi ooy &)

i>0

+ Z jw fg()vfj} ng'wlg_j‘a' agk)
7>1=0

+ Z 1+]w 67475]] f€07"‘7’§7"‘7’€_j\7 agk)
7>i>0

= (ng)w(gly s agk)

+Z 507"'7?7"'75/6)
>0

+Z ng"ug\w”?gk))
i>0

+ 3 (F1w(Flo, 5] — ()0 €0 or & )
7>1=0

+f Z H_jw glagj] 507"'7’5)"'7,5_]-\7"‘7516)

7>1>0
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:fdw(§0a"'7£k)
+Z 507"'7’5‘7"'76’@)
i>0

— 3 (1N wlEo, €0y & )

7>i=0

= deJ(g(), v 76/@)'

Behauptung. i¢ € Der_1(2(M)). Sei dazu o € Q1 und 3 € Q!, dann ist:

teg (@ AN B) (s Ebpt) =

= (A B) (0,81, Eti)

1
BTSN ngn(ﬂ) (&r0)s -+ -5 &xh)) BErha1)s -+ Enlrrr))

Z sgn(7) (&r0ys - - > Enk)) BErht1)s - - > Enlhoti))

7 stkw.
= Z sgn(7) a(&r(0)s - -+ > Enh)) BEnkt1)s -+ s En(htt))
7(0)=0
+ Y sen(m) alba()s - - Enti)) BErthin)s - - Entirt)
m(k+1)=0

— ((Lﬁoa) A\ ﬁ) (é-la cee 7§k+l)
4 Z k+1 sgn ) (577’(1)7 .. 7577’(k+1)) 5(607 fw’(k+2), ce 7£7r/(k+l))

7! stkw. /‘

= (@) A B+ (1)1 A (16,8) ) (€1, Ge):
Dabei ist ' := wo (k+ 1,k,...,1,0) jene Permutation, die 0 auf 0 abbildet, auf
1+ 1<k+1 mit n(¢) uberelnstlmmt und auf ¢ > k + 1 mit 7 ident ist.

Behauptung. d(fw) =df A\w+ f - dw
d(fw)(g()v e agk) =

*Z fw an“-a’g‘a'“gk)
+Z ’L+wa gzagj] gla"'aga"'a'g_j‘a"'vgk)
7>
fz (s s Eine - )

+Z f§Z 507"'7'5‘7"'7516)

+Z Z+wa glafj] gla"'ag‘w"a'g_j‘a"'vgk)

7>

—Z Vi () w(Eor. . & )+ f dw (o )

(df/\w+f/\dw)(€o,-~-,§k)~
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Behauptung. d ist ein lokaler Operator

Sei dazu w|y = 0 und € U. Dann existiert ein f € C*°(M,R) mit Trg f C U,
f(x) = 1 und df(x) = 0. Folglich ist fw = 0 und damit 0 = d(fw)(x) = df (z) A
w(x) + f(z) - dw(x) = dw(z).

Behauptung. d und i erfiillen die “Anfangsbedingungen”.
Das folgt sofort durch Einsetzen in die globalen Formeln, z.B.:

0= 6 &)+ =6l(f)
=0 0

d(df ) (&0, &1) = o - df (&1) — & - df (o) + (—1)" T df ([€0, &1))
=&-&-f—& & f—[6&]-f=0

Behauptung. d(du!) = 0, wobei du! := du®* A -+ A du*~1 fiir T := (iy,...i5_1).

d(du )(au“,...,au%):
k
Z ( 0 _0_ L)
. auh Ouil’ """ Quii 7" Quik
1 1
1)i+ I d 9
+Z du(auji’aujl}""’W”“W”“)
1>1
=0, da [au“aul] = 0 und du’(52;) konstant ist.
d(ZwIduI):Zde/\du +WI/\dd'U/I:Z( Dydu' A du?
1 J; i1

Behauptung. d € Dery;(Q(M)), ie. dla A B) = da A B+ (—1)la A dB. mit
a=> ;ardu’ und g =3, 8, du’).

dlanp) = Zda;ﬁjdu A du?)

Zf’g;?J du’ A du' Adu” + " arBy d(du’ Adu”)

I,J,i 1,0
—Z%‘Z‘L{ dui/\dulAZﬂ] du’

MZOH du® A gﬁ‘{ du* Adu’ +0

=danpg+ (D)o dﬁ.

Behauptung. Es gelten die Formeln fiir die Kommutatoren von Einsetzoperatoren
beziehungsweise fiir d.
Wegen geniigt es die “Anfangswerte” zu iiberpriifen:

li¢,iy] = 0, da Derivation vom Grad -2

[d,d](f) = (dod— (-1)""Ndod)(f) = 2d(df) =
[d, d)(df ) = 2(d o d)(df) = 2d(d(df)) = 2d(0) = 0
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Behauptung. Der Kommutator [d, i¢] ist durch die globale Formel von L¢ gegeben,
also ist L¢ € Dero(Q2(M)).

([dv Lfo]w)(gla cee agk) =
= d(1egw) (&1, - &) — (1) TN ig (dw) (&1, -, &)

= Z(_]‘)l_lg’b : [’Eow(gh B gi P agk)

+ Z (_1)i71+jilbﬁow([£iv’£j]v RN} Z\v RN} ,g_j\a e ;gk)

0<i<y
+dW(§0,€1,...,€k)
:_Z §0a"'7’g‘a"'a€k)
i>0
+ Z Z+]w£03 glagj]"‘727"'72_]'\7”'751@)
0<i<y
+Z 607"'727"'7616)
>0
+ Z Z+Jw E’La{j} 607"'7’37"'7,6_]'\7"'7516)
0<i<y
_50 wfla"'afk +Z Jw 6076] 517"'7’6_]"7"'75]{:)
7>0
=Wl &) = S wlEn s [0, 6] )
7>0

= (’650“})(517 cee 7516)'

Behauptung. Es gilt die “Anfangsbedingung” fiir L.
Le=doig—(-1)TVF i 0d =
Le(f) =d(icf) +ig(df) =0+&- f
Le(df) = d(icdf) + ig(d®f) = d(& - f) +0

Behauptung. Es gelten die Formeln fiir Kommutatoren mit L.
Wieder brauchen wir nur die Anfangswerte zu iiberpriifen (oder wir verwenden die
Jacobi-Identitét):

[Le,in)(f) =0 =1 n(f), da der Grad —1 ist

[Le,inl(df) = Le(n- f) —in(d(€ - f))

=& f)—n- & ) =n(f) = endf)
[Le, Lo)(f)=E&-n-f—n- é‘ f=1&n(f) = Liem(f)
[Le, Ly)(df) = Le(d(n - £)) — Ln(d(€ - 1))

(
d§-n-f—n-& f)=d([&n]- [) = Liem(df)
d(€- f) — Le(df) =0
d(d(§ - f)) — Le(ddf) = 0.

[d, Lel(f)
[d, Lel(df)
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Behauptung. Es gelten die Vertauschbarkeitsrelationen mit g*.

(" 0 L) (df) = g*(df () = 5" (n(f)) = n(f) o
B2 ¢(fog) = d(fog)(€) = ie(g™ (df) = (i 0 g")(df)

oder direkt

(9" o in)wp(&rs- -, &) = g7 (igw)(&1s - -+, k)
= (inw)lg(p) (Tpg - &1lp, - - - Tpg - &klp)
= wlg(p) Mlg(p)> Tpg * &1lps - - Tpg - Eklp)
W|g(p)( 29 Elps Tpg - Eilps -+ Tpg - Eklp)
= (9"w)p(&lp; &1lps - - - Eklp)
= (ie(g"w)) (&1, - &r)p
= (igo g )wp(&1,- -, &k);

Fiir d haben wir das folgende bereits in gezeigt:

(g" 0 d)(f)(&lp) = g™ (df)(&lp) = df o) (Tg - Elp)
=d(fog)(&lp) = dg"())(Elp) = (dog*)(f)(Elp)
(" 0 d)(df) = g*(ddf) = g*(0) = 0 = d*(¢" f)
=d((dog")(f)) = d((g" 0 d)(f)) = (do g")(df);

Fiir £ folgt es nun durch Anwenden der Kommutatorformel:

g*oﬁn:g*o(doin—i-inod)
=g odoi,+g-oiyod
:dog*oinJrigog*od
=doigog*+icodog”
:(doig—l—igod)og*
=Lcog".

Behauptung. Es gelten die Homogenitatsformeln fiir ¢7 und L.

Lrew(€rsee s §om1) = wW(fE &y Gm1) = frw(& €, 1)
= friew(&,. .. &k-1)
Lyew = [d, tpe]lw = d(epew) + tpe(dw)
=d(f -igw) + f - ig(dw)
=df Nigw~+ f - d(iew) + f - i1e(dw)
—df Niew + - Lew.

Behauptung. L, ist die Lie-Ableitung aus [60, 29.9].
Beide Seiten definieren eine Derivation vom Grad 0, also geniigt es auf Funktionen
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und exakten 1-Formen auszutesten:
%h:o(Flf)*f = Lli_ofo FI§ = &f = Lef,
Ele=o(FIE) (dfy) (mp) = 4 li=odf (T I 0p)| e )
= %|t:0(TF1§ M) f = Ele—onp(f o F1})
= 1y le=o(f 0 FI}) = mp (&)
= Le(df)(mp)-

Das beendet den Beweis von . O

42.8 Die Frolicher-Nijenhuis und Nijenhuis-Richardson Klammer

Wir wollen nun allgemeine graduierte Derivationen genauer beschreiben. Dazu nen-
nen wir eine graduierte Derivation D € Dery(Q(M)) algebraisch, wenn sie auf den
0-Formen Q°(M) = C*°(M,R) verschwindet. Fiir so eine Derivation gilt

D(fw)=D(f) Aw+ (=1)**f - D(w) = f - D(w).

Folglich ist D tensoriell, d.h. D(w), hingt nur von w, ab. Nach ist D eindeutig
durch Dlg(pry : Q1 (M) — QFF1(M) bestimmt, und das ist eine faserweise lineare
Abbildung in

k+1 k+1 k+1
Lo, ANpmy=r,Mme \ oM 2T,M e (N T.M)" =
k+1
> L( N\ ToM, T, M) = L5 (T, M; T, M)

welche glatt von # € M abhiingt. Sei umgekehrt K € QFFY(M;TM) so eine vek-
torwertige k + 1-Form. Dann konnen wir eine algebraische Derivation D := ix €
Deri(QU(M)) durch folgende Formel definieren:

(in)(Xl, N 7ch+l) =
1 .
= m ; 51gn(0) W(K(Xa(l), ce 7Xa(k+1))7 Xa(k+2)a ce 7Xa(k+l))7
wobei w € QY (M) und Xi,..., Xy € X(M). Die Abbildung i : Q**1(M,TM) —
Der,(Q(M)) definiert einen linearen Isomorphismus auf eine Teil-Liealgebra, und
macht somit Q*T1(M, T M) selbst zu einer graduierten Liealgebra (deren Klammer
auch Nijenhuis-Richardson Klammer heif}t).

Beweis. Da A\ T M nach die freie graduiert kommutative Algebra iiber dem
Vektorraum T3 M ist, kénnen wir K € Q¥1(M;TM) = T(L(T*M, \* T*M)) C
D(L(T*M,NT*M)) = Leoo(a,r) (QY(M), Q(M) zu einer eindeutig bestimmten De-
rivation D : Q(M) — Q(M) ausdehnen.

Die angegeben Formel ergibt sich durch Anwendung auf Hackprodukte von 1-
Formen. Und offensichtlich ist der graduierte Kommutator zweier algebraischer
graduierter Derivationen selbst algebraisch, und somit gelten auch die {ibrigen Aus-
sagen. O

Wir definieren fiir K € Q¥(M;TM) eine graduierte Derivation Lk := [ix,d]. Die

Abbildung £ : Q(M;TM) — Der(2(M)) ist injektiv, da Lx f = [ix,d]f = ix(df)+
d(ixf) = df o K fiir f € C(M,R).
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Proposition.

Jedes D € Der(Q(M)) hat eine eindeutige Darstellung D = if, + Lxg mit L €
QMY (M; TM) und K € Q¥(M;TM). Das Bild von L ist die Teil-Liealgebra aller D
mit [D,d] = 0. Die Abbildung L induziert somit eine graduierte Liealgebra Struktur
(die Frolicher-Nijenhuis Klammer) auf Q*(M;TM).

Beweis. Fiir Vektorfelder X; € X(M) beschreibt f — D(f)(X1,..., X)) eine
Derivation C*°(M,R) — C*°(M,R). Folglich gibt es ein eindeutiges Vektorfeld
K(X1,...,Xy) € X(M) mit D(f)(X1,...,Xp) = K(X1,..., Xz)(f). Bs ist K €
QF(M;TM). Die definierende Gleichung fiir K ist D(f) = df o K = igxdf = Lx f
fiir f € C*°(M,R). Also ist D— Lk algebraisch, d.h. D = Lx+iy, fiir ein eindeutiges
L € Q¥ Y(M;TM). Wir haben

0= [iKaO] = [iKa [d’ d“ = [[iKv d]ad] + (_1)k_1[d’ [lKadH = 2[£K7 d]

Somit ist 0 = [d, D] fiir D = Lk +ir, genau dann, wenn 0 = [if,d] = L, i.e. L =0.
Esist df o [X,Y] = Lix y)f = [Lx, Ly]f fiir die Frolicher-Nijenhuis-Klammer von
X,Y € (M, TM). O

43. Divergenz, Rotation und Laplace

43.1 Differentialformen am R3

Fiir offenes M C R™ wissen wir, dafl X(M) = C*°(M,R™) ist vermoge der Ab-
bildung Zfi(a(zi) — (fY)m,, wobei 2 die Standardkoordinaten sind. Ebenso ist
O™(M) = C°(M,R) vermdge * : f -voly < f, mit volpyy = dzt A -+ A dz™
SchlieBlich sieht der Isomorphismus * o f : X(M) — QY(M) — Qm~1(M) nach
wie folgt aus: *f£ = \FGZi(—l)Flgi dut A Ndu? Ao Ad™. Fiir m =3

liefert das

w€ = e du® A du® — €2 dut A du® + €3 dut A du®
= &hdu® A du® + €2 du® A dut + € dut A du?
Zusammenfassend haben also folgende Isomorphismen:
1. Q%M) = C°°(M R)
2. QY (M M,R3) via der Basis dz?, dz?, dz3

(M) = C=(
3. O3(M) = (M ]R3) via der Basis da? A de dz3 A dxt, dz' A da?
4. Q3(M) = C°°(M,R) via der Basis dz' A dz? A da?

Wie sieht nun d beziiglich dieser Basen aus?

O (M, R) — 0o oo (11, R3) — 2 o oo (M, R?) — Yo 0 (M, R)
e
QO(M) -4 QL(M) -4 02(M) -4 Q3 (M)

f (f1, f2s f3) (f1, f2, f3) /

K 1 I l

f >, fidat +?£1§3AA{1231 f dat Adz? Ada®

+f3 da' Adz®
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Der Operator d ist somit durch folgende Formeln gegeben:

d: QM) 5f—df = 2hda’

M) 3 fida' HdezAdx = oL dad A da’

i,j
z(%—ab)dm A da? —|—(af1 —%)da:?’/\dml
—l—(%—%)da) A da?

d: Q*(M) >fy de® Nda® + fo do® A dat + f3 dot A da? —

— (Z afl) dzt A daz? A da

Also stimmt er bis auf natiirliche Isomorphismen iiberein mit:

of of of
woa = (55 5 7
rot(f1,f27f3)=(85_(%))7@_5765_&)
div(f1, f2, f5) = %-ﬁ-%"'%.

Es folgen direkt aus d? = 0 die bekannten Sitze aus der Vektoranalysis:
(rotograd)f =0, (divorot)(f;) =0
und ebenso folgt direkt aus dem Lemma von Poincaré (siche (6) in |[44.5 )):

rot(f;) =0 = 3 f, sodaB lokal grad f = (f;) gilt.
div(f;) = 0= 3 (g;), sodaB lokal rot(g;) = (f;) gilt.

43.2 Divergenz auf orientierten Riemann-Mannigfaltigkeiten

Fiir eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit M erhalten wir nach mittels
# und Hodge-Sternoperator * einen Isomorphismus ¥ —4— Q! —=— Qm L. Dieser
stimmt mit der Abbildung £ — ¢ volyy € Q™™ 1 uberem, denn dazu miissen wir
w Adgvolpy = (w, 4€) volys fiir alle w € O beweisen, was wegen

0= ig(O) = ig(w A VOIM) =W - vols —l—(—l)lw Nig volys
und (w, §§) = pw, &) = w(§) = ig(w)
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gilt. Lokal kann man das auch wie folgt berechnen:

é)uﬂ

_Zgﬂ 9 (dul/\-~-/\dum)

6

ig VOl]w = L(

>(\fdu A- /\dum>

O YA+ Adu™
———

k
5.7

=VG > (-1 du AN dud AL A du™
i

:Zgj\/»z: —1)Ftdut A A duF (2
j k=1

= xw, wobei X(M) >3 ¢2we QY(M).
Die DIVERGENZ DIV £ eines Vektorfelds € wird dann durch
div € == *(d(ig volM)) — (xodoxot)(€) € C=(M,R)
definiert. Also gilt:

41.4

din'VOl]\/[ = *(le f) = **(d(lg VOl]\/j)) d(ZE VOl]\/[) = (d0i5+i50d) VOlM = £§ VOlM,

d.h. divé mit die infinitesimale Anderung L¢voly = 2 (F15)* (vols) des
t=0

infinitesimalen Volumens voly; unter dem Fluf FI¢ des Vektorfelds &. Um auf eine
explizite Formel der Divergenz zu kommen, rechnen wir lokal:

0 %o s.0. i—1 ~q (—
§= Zfzw ok, g volpyr == \/52(—1)’ Y dut AL A dut AL A du™ it

HZ D1 d(VGE) Adut A A dut AL A du™ 40

=> (-1 Z \Ff)du Adul AL A dat AL A du™

—Z )it (\F )( D7 du AL A du™
(Z%)dul/\.../\dum;

Z fgz
\/ ou’
Damit erhalten wir:

L1 O(VGEY)
dwg_ﬁzw.

)
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43.3 Laplace-Operator

Wir betrachten nun den Laplaceoperator allgemein auf Riemann-Mannigfaltigkei-
ten. Die Abbildung d* definiert durch:

(—1)P d* &

QP > ()p—1 QP > P

*J{: :i* oder *l’: ZT*

m—p — (ym—p+1 m—-p — > ()m—p+1
Q —~Q Q =l

heifit KODIFFERENTIALOPERATOR. Man sollte beachten, daf sie keine graduierte
Derivation ist. Das Vorzeichen ist so gewéhlt, dafi d* formal adjungiert zu d wird,

wie wir in zeigen werden. Um die Gleichwertigkeit der beiden Diagramme zu
zeigen rechnet man wie folgt:

41.4
xo0(—1)Pd* =do*x & xo0 (—1)pm+m+1d o% =%o0 (71)pm+m+1 xo(—1)Pd*

_ (_1)(pm-l—’rn-i—1)+p+(p—1)(m—p+1)d* = d*
Die Abbildung A := dd* + d*d : QP — QP heifit LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR.
Sei M offen im R3, dann ist:

d d d

0o ot 0? Q3
3 2 1 0
o= grad x rot X div o=

Allgemein gilt fiir Funktionen f € C°°(M,R) die Formel Af = —divgrad f, denn
Af =d*df +0= (1)t v dx df

43 43.2
=—xdxfgrad f == — * digraa s volu —div(grad f).

Der hier definierte Laplace-Operator hat somit ein ungewohntes Vorzeichen, welches
dazu dient, ihn zu einen positiven Operator zu machen, siehe .

43.4 Satz von Frobenius, 2. Version.

Es sei E ein Teilvektorbindel von TM — M. Dann gilt: E ist integrabel <
dQr(M)) C Qr(M), wobei Qp(M) = {w € QM) : wé,...,&) = 0, falls
Vi:Bild¢ C E}

Beweis. (=) Wir miissen zeigen, dafl dw € Qp(M) fir w € Qg(M) ist:
k

dw(Eo,. .., &) = D (~1)&w(€o, ., & )+

=0
() &), G E) =0,
>

da E integrabel ist, also fiir Bild&; C E auch [§;, ;] C F ist.
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(<) Seien &, € X(M) mit Bild¢, Bildn C E. Zu zeigen ist: Bild[¢,n] C E.
Angenommen [¢, 7], ¢ E, C T, M. Sei w, € (T,M)* so gewéhlt, dal w(E,) = 0 und
wp([€,m]) # 0. Lokal ist E = M x E,,, dort ist w lokal definiert. Durch Multiplikation
von w mit einer C*°-Funktion, deren Trager ganz im Definitionsbereich von w liegt,
wird w zu einer global definierten 1-Form.

dw € QH(M) = 0=dw(§,n) =& w(n) —nw(©) —wlén) =0-wén) =
= w([¢,n]) =0, ein Widerspruch O

44. Kohomologie

44.1 Definition der Kohomologie

Es sei d: Q(M) — Q(M) die duflere Ableitung.

1. Z¥(M) :={w € QF(M) : dw = 0}, der RAUM DER GESCHLOSSENEN DIFFE-
RENTIALFORMEN (oder auch KOZYKELn);

2. BE(M) := {dw : w € Q*~1(M)}, der RAUM DER EXAKTEN DIFFERENTIAL-

FORMEN (oder auch KORANDER);

HE(M) := Z*(M)/B*(M), die k-TE DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M;

H(M) =, H*(M), die DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M;

bi(M) := dim H*(M), die k-TE BETTIZAHL;

fa(t) ==, bitk, das POINCARE-POLYNOM; wohldefiniert, falls alle by, end-

lich sind;

7. X(M) := far(—=1) = Y2 (=1)*by, die EULER-CHARAKTERISTIK von M.

Al ol

44.2 Definition (Kohomologie-Funktor)

Sei g : M — N glatt und g* : Q(N) — Q(M) so gilt g*(dw) = d(g*w) nach ,
somit existieren die Einschrinkungen g* : Z¥(N) — Z¥(M) und g¢* : B¥(N) —
B¥(M). Daher ist die Definition folgender linearen Abbildung sinnvoll:

9" H(N) = H(M), g* : [w] = [g"w].

44.3 Satz (Kohomologie-Axiome).
Die Kohomologie hat folgende Figenschaften:

HO({+}) =R, H*({*}) =0 fiir k # 0 (DIMENSIONSAXIOM ).

fig: M — N glatt, f ~g= f*=g* (HOMOTOPIEAXIOM ).

Sei M = ||, My = H*(M) =T, H*(M,,) (disjunkte Vereinigung).

Set M =U UV mit UV C M offen, dann existieren lineare Abbildungen
O, die die folgende lange Sequenz exakt machen:

=W

= HR M) L g Oy @ HEY (V) L, gRU 0 V) e
e RN (M) — HMYYU) @ HRY(V) - HMYY U N V) — L

mit den Inklusionen iy : U — UUV, iy : VS UUV, jy: UNV < U
und jy : UNV — V. Diese Sequenz heifit MAYER-VIETORIS SEQUENZ und
8% heifft EINHANGUNGSOPERATOR.
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Ein Folge linearer Abbildungen - - - e, By, e heift EXAKT, falls Bild f;, =
Ker fr41 fiir alle £ ist.

Beweis.
(1) Klar, da QF({*}) = {0} for k # 0 und Q°({x}) = C=({*},R) = R.
(2) Sei H € C*°(M xR, N) die (glatte) Homotopie von f nach g, d.h. H(0,z) = f(z)
und H(1,z) = g(x) fiir alle z € M. Fiir w € QF(N) ist H*w € Q¥(M x R). Sei
ji : M — M X R definiert durch ji(z) := (z,t). Dann ist Hojo= fund Hoj; =g
und somit

g = fT=H o) = (Hojo)" = (ji —jo) o H".
Fiir ¢ € QF(M x R) ist j;p € QF(M) und t — j; ¢ ist eine glatte Kurve in QF(M)
und somit

1 1
(1 —Jo)sa=/ e @dt=/ Ji Lepdt,
0 0
wobei £ := % € X(M x R) das Einheitsvektorfeld in R-Richtung bezeichnet, denn

jt1+t2 = Flf2 Ojt1 fllI' tl,tg S R =
d d

d
dtl]tlso dtQ t2:O (jt1+t2) 90 dtz t2=0( t2 Ojtl) SD
d ( 13 L d ¢ .
=2 * o (Fl *):*— FIE ) o = ji Lep.
iz, _, Ui (FI,)")e =7t 1. tz:O( £.)" ¢ = Jf, Lep

Somit definieren wir Faserintegration I} durch

1
I QF (M x R) — QF(M), 11 () 1=/ Jt pdt.
0

Es gilt
1

1 1
(o )e) =d( [ givdt) = [ @irede= [ jrdpds
0 0 0
= Iyde = (I5 o d)(p);
1
(ji‘—jé)w=/ Ji Lepdt = IgLep = Iy (d o i +ig o d)p.
0

Wir definieren nun den Homotopie-Operator G : Q¥(N) — QFY(M) mit G :=
I} oigo H*, d.h.:

Dann ist
g = fr=01—Jo) o H”
:I&O(dOLE-i-LgOd)OH*
:(do[&oig—l—]éoigod)oH*
=do(I}oigoH*)+ (I} oigo H*)od=God+doG.

und somit ist ¢g*w — ffw = Gdw + dGw = dGw exakt, falls dw = 0. Also ist
g-—f*=0:H(N)— H(M).

(3) Klar, da Q%(|], Ma) = [T, Q" (M.).
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(4) Wir zeigen zuerst, daf

0— QFUUV) L oF ) @ (V) L QR U N V) — 0
exakt ist.
Die Abbildung f := (i};,4},) ist klarerweise injektiv mit Bild(if;, i}, ) = Ker(jj —jv ).
Die Abbildung ¢ := (j; — ji,) ist surjektiv: Sei dazu {hy, hy} eine Zerlegung der
Eins zur Uberdeckung {U,V} und ¢ € QU NV). Mit oy := hye € Q(U) und
oy = —hye € Q(V) gilt:

(o — iv)(pv,ov) = v — ov = (hv + hu)p = ¢.

Also ist die Sequenz exakt.

Um daraus die lange exakte Sequenz in der Kohomologie zu erhalten kénnen wir
das nachfolgende allgemeine Resultat verwenden. O

44.4 Theorem.

Es sei 0 — C' =L € =95 C" — 0 eine kurze exakte Folge von Ketten-Abbildungen,
d.h. C, C" und C" sind Kettenkomplexe (i.e. Z-graduierte Vektorriume mit Ran-
doperatoren O vom Grad 1, welche 8> = 0 erfiillen) und die verbindenden linearen
Abbildungen f und g sind vom Grad 0 und vertauschen mit den Randoperatoren.
Dann erhalten wie eine lange exakte Folge in Homologie:

JC N H,(C") M), H,(C) _Hqlg) | H,(C") _Os Hyy1(C") Hgi1(f)

Beweis. Betrachte

0 o —t o, scy 0
Bl Oi 6l
0 G41 ! Cop1 —>Clliy —0

Es sei 0,[2"] :=[(f"1 0o g~ 1) (2")] fiir 2" € C” mit 92" = 0.

Wir zuerst zeigen, dafl es moglich ist Elemente in den entsprechenden inversen
Bildern zu wéhlen und dann zeigen wir, daf§ die resultierende Klasse nicht von
irgendeiner der Wahlen abhingt.

Sei dazu z;] € Cy ein Zykel, d.h. 9z] = 0. Da g surjektiv ist finden wir ein z, € C,
mit gz, = 2. Da gdr, = 09z, = Jz; = 0, finden wir ein z;,; € C;,; mit
fal = O0xg. Und daher ist 2, € f~'dg~ "2, Weiters ist foz,, = dfx) , =
00z, = 0. Da f injektiv ist erhalten wir 0z, ; = 0 und daher kénnen wir die Klasse

0z =[xy 4] bilden.

l'q*>2’/

Q@
O%

/
8l‘q+1 —(

Nun die Unabhéngigkeit von allen Wahlen. Sei dazu [z;] = [’”] dh. 3z

x4 = zq — 2. Wéhle :z:q,xq € C wie zuvor, so daf} gz, = z; und g7, = 7.
Ebenso wie zuvor wihlen wir x 1, Z; 1 € Cpq mit fo; = 0xgund fZ; 1 = 0Z,.
Wir haben zu zeigen, da8 [z} 4] = [7}4]. Dazu wihlen wir z,1 € C,_; mit

gTg—1 = xy_q. Dann ist g0z, 1 = dgxy—1 = Oz | = 2z, — 2z, = g(zy — T,) und
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daher existiert ein x; € Cq mit fx; = v4 — T, — 0x4—1. Weiters ist fox) = dfx, =
Ny —Tg—0rg-1) = O1g — 0%g — 0 = f(w) 4y —T(yq). Da f injektiv ist, haben wir
Ty — Ty = 0wy, d.h o] = [7),4].

Exaktheit bei H,(C"):

(D) Essei 02/ =0und 0 = f.[2'] = [f7/], d.h. F2: 0z = f2'. Dann erfillt 2" := gz
sowohl dx” = dgx = gOx = gf2' = 0 als auch 9.[2"] = [f~10g lgx] = [f10x] =
[2'].

Exaktheit bei H,(C):

(S)dagof=0.

(D) Es sei 0z = 0 mit 0 = g.[2] = [g9z], d.h. T 2”: 02" = gz. Dann 3 z: gz = 2.
Daher ist gz = 902" = dgx = gdx = T 2': f2' = 2z — Ox = fOr' = Ofx =
0(z—0zx) =0 = 02’ =0und f.[2'] = [f2] = [z — Oz] = [2].

Exaktheit bei Hy(C"):

(C) Wir haben 0.g.[2] = [f 109~ tgz] = [f~10z] = [f~10] = 0.

(D) Es sei 92 = 0 und 0 = 9,[z"], dh. 3 2’ 92’ = 2/, wobei 2/ € f~tdg=12",
d.h. 3 2z g = 2” und fz’ = Ox. Dann ist d(x — fa’) = fz' — f(02') = 0 und
g(x — fo') = 2" — 0, d.h. g [z — f2'] = [2"]. O

44.5 Bemerkungen

1. Die De-Rham Kohomologie ist durch die Eigenschaften aus Satz schon
eindeutig bestimmt, siehe [96, Kap.5].
2. Fiir die 0. Kohomologie gilt:

H°(M) = {f € C*(M,R) : df =0}
={f € C>®(M,R) : f ist lokal konstant}
= R#,

wobei # die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M ist.

3. Falls k < 0 oder k > dim M so ist Q%(M) = 0 und somit H*(M) = 0.

4. Seien M und N HOMOTOPIEAQUIVALENT, d.h. es gibt glatte Abbildungen f :
M — Nund g: N — M mit fog ~idy und go f ~ idps. Die Abbildungen
H(f):=f*:H(N)— H(M) und H(g) := ¢g* : H(M) — H(N) sind dann
inverse Isomorphismen. Ein Beispiel homotopiedquivalenter Rdume sind das
offene Mobiusband und der Zylinder.

5. Ist insbesondere A C M ein DEFORMATIONSRETRAKT, d.h. eine Homoto-
pie h : M x R — M existiert, soda§ h(-,1) = idps, h(X x {0}) € A und
h(-,0)|a = id a4, so gilt H(M) = H(A). Z.B. ist die Basis jedes Vektorbiindels
vermoge der Einbettung als Nullschnitt ein Deformationsretrakt des Total-
raums.

6. Ist M KONTRAHIERBAR, d.h. ein Punkt p in M existiert, welcher ein Defor-
mationsretrakt von M ist, dann gilt: H(M) = H({p}), d.h. jede geschlossene
Form ist exakt (dies ist das versprochene POINCARE-LEMMA). Falls M = R™
— oder allgemeiner M C R™ sternformig ist — so ist h : M x R — M mit
(z,t) — t-x eine Kontraktion von M zu einen Punkt, also ist M kontrahier-
bar, Lokal ist also jede Mannigfaltigkeit kontrahierbar.

7. Ist M einfach zusammenhéngend, dann ist H*(M) = 0. Um dies zu zeigen
geht man so vor: Sei w € QY(M) mit dw = 0. Wir wollen ein f € Q°(M) =
C>(M,R) finden mit df = w. Dazu wiihlen wir einen fixen Punkt zg € M
und suchen fiir jeden anderen Punkt = € M eine Kurve ¢, welche xy mit x
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verbindet, und definieren

fo) = /cw:/olc*w).

Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Kurve ab, denn die Zusam-
mensetzung mit einer zweiten verkehrt durchlaufenen Kurve liefert eine ge-
schlossene Kurve c. Diese ist nach Voraussetzung homotop zur konstanten
Kurve konsty,, also ist [¢*(w)] = [(konsts,)*(w)]. Die beiden Formen auf
[0, 1] unterscheiden sich also nur um eine exakte Form dg, und somit ist:

/sz/olc*(w):/Ol(konstxo)*(w):/olO:O.

Da lokal so ein f mit df = w immer existiert, folgt daB das oben definierte
f auch glatt ist. Und wegen
1
[ ety
t=0+0

af (e (0)) = (f 0 )/ (0) = 2
(1) (W) (s) ds = /0 %

T @
_/161
Odtt:O

- /0 we(0)(¢'(0)) ds = we(o) (¢ (0))

ist es auch die gesuchte Stammfunktion.
8. Falls...— FE; —Lis E;+1 — ... eine exakte Sequenz von endlichdimensiona-
len Vektorrdumen ist, so folgt durch Aufsummieren der Gleichung

dim(E;) = dim(Ker T;) + dim(Bild(T3))
= dim(Ker T;) + dim(Ker T; 1)

Wees)(t (ts))ds
t=0

die Identitat

> (-1)' dim E; =0
Die Mayer-Vietoris Sequenz impliziert also, daf} fiir die Euler-Charakteristik
folgendes gilt:

X(UUV)+x(UnV)=x(U)+x(V)

9. Da R™ kontrahierbar ist, ist seine Euler-Charakteristik jene des Punktes

also 1 nach Dimensionsaxiom |44.3.1|. Es ist x(S°) = 2 wegen |44.3.3 .

Nach dem vorigen Punkt ist fiir jeden Punkt p € M einer m-dimensionalen
Mannigfaltigkeit

X(M) = x(M\ {p}) + x(R™) — x(R™ \ {p})

= x(M\ {p}) + x({p}) = x(5™ ")

=X(M\ {p}) +1—x(S"71).
Fiir die Sphéren erhalten wir somit

X(8™) = x(R™) +1 = x (™7 =2 - x(5"71)
und insbesonders x(S!) =2 — x(SY) = 0.
Kompakte 2-dimensionale zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten M, vom
Geschlecht ¢ erhilt man aus S? durch Ankleben von g Henkeln oder g
Mobiusbéandern, also ergibt sich rekursive im nicht-orientierbaren Fall
X(My) = x(Mg-1\ {p} UM&b) = x(My_1) — 1+ x(Msb) — x(S")
=X(Mg—1)-1=2-(9-1)-1=2—g,
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10.

11.

12.

13.

und im orientierbaren Fall

X(Myg_1\ {p-,p+}US" xR)
(My—1) =24 x(S* xR) — x(S*u st
(Mg—1)—2=2-2(g—1)-2=2-2

X(Mg)

X
X

Die Euler-Charakteristik y einer Mannigfaltigkeit, 148t sich auch dadurch be-
rechnen, dafl man sie TRIANGULIERT, d.h. in Simplexe zerlegt. Sei ; die An-
zahl der verwendeten Simplexe der Dimension 4, dann gilt: x = Y_,(—1)%;.
Insbesonders gilt fiir jeden Polyeder, dal die Anzahl der Ecken minus die
Anzahl der Kanten plus die Anzahl der Seitenflichen gleich 2 = y(S?) ist
(siehe algebraische Topologie).

Eine weitere Moglichkeit die Euler-Charakteristik zu berechnen ist mittels
MORSE-FUNKTIONEN, das sind Funktionen f : M — R, deren kritische
Punkte nicht degeneriert sind, d.h. die Hessesche Matrix ist definit. Sei i (f)
die Anzahl der kritischen Punkte, in denen die Hessesche Matrix genau k ne-
gative Eigenwerte hat, so gelten die Morse-Ungleichungen, siehe [42, S.161—
162]

Br(M) < Br(f)
Z(*l)kﬁk(f) = x(M).

k

Noch allgemeiner kann man fiir ein Vektorfeld ¢ mit isolierten Nullstellen
(z.B. das Gradientenfeld einer Morsefunktion) einen Index ind,(€) in diesen
Punkten definieren, siehe [42, S.133]. Und es gilt dann nach einen Satz von
Hopf, siehe [42, 5.164] x (M) = > ¢(,)—o indz ().

Falls es also ein nirgends verschwindendes Vektorfeld gibt, so mufl die Eu-
lercharakteristik (M) verschwinden. Dies zeigt den Igelsatz .

Man kann umgekehrt zeigen, dafl auf jeder kompakten, orientierten, zusam-
menhéngenden Mannigfaltigkeit mit (M) = 0 ein Nullstellenfreies Vektor-
feld existiert, siehe [42, S.137].

Die Kohomologie der Sphéiren S™ fiir n > 1 ist:

R k=0
0 O0<k<n
R k=n
0 n<k

H*(S™) =

also hat das Poincaré-Polynom die Form: fy,(t) = 1+ ¢".

(i) H°(S™) = R folgt aus (2).

(if) H®(S™) = 0 fiir k > n gilt immer, vergl. (3).

(iii) Bleibt zu zeigen: H*(S™) = HF+1(S"*1) fiir 0 < k sowie H'(S™) = 0
fir n > 2 und H'(S') =R.

Esist S"" = U UV mit U := {x € S"" : -1 < (z,a)} und V := {z €
St 41 > (x, a)} fiir fix gewidhltes a € S"TL. Alsoist UNV = S x|—1, +1]
und somit H(U NV) = H(S™) nach . Die Mayer-Vietoris Sequenz (fiir
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k>1)ist

1
H(U) @ H*(V) = H*({x}) ® H" ({+})
1
HYUNV) = H*S")
ls
Hk+1 (U U V) _ Hk+1<sn+1)
!
HkJrl(U) @ Hk+1(v) ~ Hk+1({*}) @ Hk+1({*})
1

Also ist H*(S™) —2— H*+1(S"*1) fiir alle k& > 0. Der Anfang der Sequenz
sieht so aus:

0
l
HO(S™) =R
l
H({+}) ® H({+}) = R?
l

HO(S™) = {
!
H1(5n+1)

!
0

Folglich ist H*(S) = R und H'(S"*") = 0 fiir n > 0 wegen [8].

R? firn=0
R firn >0

45. Klassische Mechanik

45.1 Kraftgesetz von Newton

Fiir die KRAFT F', die MASSE m, und die BESCHLEUNIGUNG & gilt folgende Formel:
F(z)=m-%.

Wir beschréanken uns hier und im Folgendem der Einfachheit halber auf zeitun-
abhéngige Krifte. Auch setzen wir m = 1, denn ein allgemeines m 148t sich in F
absorbieren.

Sei vorerst der Raum @ C R™ der Orte = offen. Die Funktion F' : Q — R"™ kann
dann als Vektorfeld interpretiert werden. Besonders wichtig ist der Fall, wo F' ein
GRADIENTEN-FELD ist, d.h. ein POTENTIAL U : Q — R existiert mit F' = —grad U.
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Dies ist eine lokale (INTEGRABILITATs-)Bedingung dF = 0 und eine globale (KO-
HOMOLOGISCHE) Bedingung H'(Q) = 0 an Q, siehe ‘ 44.5.6 ‘ und ‘ 44.5.7 ‘

Die Newton’sche Gleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2-ter Ord-
nung. Eine solche 148t sich als (System) gewdhnliche(r) Differentialgleichung(en)
1-ter Ordnung auf 7Q) = @ x R™ umschreiben indem man als zusétzliche Variable
den Geschwindigkeitsvektor v = & verwendet:

T=:v
v = F(x).
Die einfachste Bewegungsinvariante dieser DG ist die ENERGIE
E(x, &) := % + U(z),
denn

d . - ' L
aE(x,x) =(&,%)+U'(x) -2 =0.

.12
Dabei heifit m% die KINETISCHE und U(x) die POTENTIELLE Energie.

45.2 Newton’sches Gesetz auf Mannigfaltigkeiten

Wie wir in [60, 25.1] bemerkt haben, wird eine gewohnliche Differentialgleichung
1-ter Ordnung auf einer Mannigfaltigkeit @) durch ein Vektorfeld ¢ : Q@ — TQ
beschrieben, denn die erste Ableitung einer Kurve x : R — (@ ist eine Kurve
i : R — TQ mit Werten im Tangentialbiindel 7Q. Wenn (z!,... 2") lokale Ko-
ordinaten auf ) sind, dann bilden die Derivationen (8%17 R agn) eine Basis des
Tangentialraums 7, Q. Seien (v!,...,v") die Koordinaten beziiglich dieser Basis,
so sind (x!,..., 2" v!,... v") lokale Koordinaten des Tangentialbiindels T'Q, die

FuBpunkt-Abbildung g : T'Q — @ ist in lokalen Koordinaten durch die Zuordnung

(.. .zl ) e (2 a™)
gegeben und die Ableitung der Kurve ¢ — z(t) € Q ist durch

t (2l (t), ... 2" (t); 2 (t),. .., 2" ()
gegeben.

Was entspricht einer gewohnlichen Differentialgleichung 2-ter Ordnung, wie sie das
Kraftgesetz darstellt? Die zweite Ableitung einer Kurve x : R — @ ist eine Kur-
ve i : R — T(TQ) =: T?Q mit Werten im 2-ten Tangentialbiindel von Q. Seien
(x',...;vl,...) obige lokale Koordinaten auf T'Q, dann bilden die Derivationen
(621 e %, ...) eine Basis des Tangentialraums T\, .)(7'Q) an die Mannigfaltig-
keit TQ im Punkte (x,v) € TQ. Seien (y!,...,y";w',...,w") die Koordinaten
beziiglich dieser Basis, so sind (z!,...;v',...;y',...;w!,...) lokale Koordinaten
des zweiten Tangentialbiindels 72Q. Beziiglich dieser Koordinaten ist die FuBpunkt-
Abbildung 7rq : T°Q — TQ gegeben durch (x!',...;vb . . 5yl wh . 0) —
(.50l ...), die Ableitung Tmg : T%Q — TQ der FuBpunkt-Abbildung 7q :
TQ — Q durch (zb,...;0t . 5yt wh o) = (2b . 0yt .. L), und schlieBlich
sieht die zweite Ableitung der Kurve t — z(t) € Q wie folgt aus:

. 1 n. «1 .. 1 .m, 1 .
Z=(z,...,x" @, 8N a2 E, 2.

Eine gewohnliche Differentialgleichung 2-ter Ordnung & = X (z, ) ist demnach
durch eine Abbildung X : TQ — T(T'Q) gegeben, welche in Koordinaten folgendes
Aussehen hat:

X(z,v) = (z4, ..., 2™0b oot 0 X (), L, X ().
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Oder unter Verwendung der Basis-Vektorfelder
X(z,v) = Zvi a?ci + ZXi(myv) %.
i=1 i=1

Die Abbildung X : TQ — T(TQ) ist also ein Vektorfeld auf T'Q, welches zusétzlich
die Eigenschaft hat, dal auch T'mg o X = id ist, also die 2-te und 3-te Komponente
gleich ist. Man kann diese zusétzliche Bedingung auch durch xg o X = X formulie-
ren, wobei kg : T2Q — T?Q den kanonischen Flip bezeichnet, welcher gerade die
beiden mittleren Komponenten vertauscht (Dieser ist global definiert !). Ein Vektor-
feld X auf T'Q mit dieser zusétzlichen Eigenschaft nennt man einen SPRAY. Diese
beschreiben also gerade gewohnliche Differentialgleichungen 2-ter Ordnung auf Q.
Fiir die Losungskurven ¢ : R — T'Q) der entsprechenden Differentialgleichung 1-ter
Ordnung auf T'Q) bedeutet dies, daf3

c:%(ﬂ'oc)

ist, wobei 7 : TQ — @ die Fulpunkt-Abbildung ist.

45.3 Variationsproblem

Mit der Philosophie, dafl die Natur minimalistisch vorgeht, wird man versucht sein
ein Funktional am Raum der Kurven zu finden, dessen kritische Punkte gerade
die Losungskurven der Differentialgleichung sind. Betrachten wir vorerst wieder
den Fall, dafl @ C R"™ offen ist. Die KRITISCHEN PUNKTE eines Funktionals I der
Gestalt

b
I(z) = / L(x(t), &(t)) dt

sind gerade die Losungen der EULER-LAGRANGE GLEICHUNG

L(x, %) :%%L(x,fv) firi=1,...,n

oxt
einer impliziten Differentialgleichung 2-ter Ordnung.

Um das einzusehen, beachten wir, daf§ das Funktional
b
v I(z) ::/ L(x(t), i(t)) dt

genau z als kritischen Punkt hat, wenn die Richtungsableitung d% ‘ I(x + sv)
s=0

fiir alle v verschwindet. Diese berechnen wir nun:

b
d% =0 I("’”“”):/a %(fﬂ(t)’i(t))'v(t)+g—f(x(t),j:(t))-@(t) dt

-/ " atey i) - 2 (G ®.50))) - vlo) a
v/ K (S tea0) - 0(0) - o00) a

— /ab(gi(:c(t),ﬁc(t)) - % (gi(w(t),sb(t))>> ~o(t) dt + 0.

Da v beliebig war, miissen folglich alle Komponenten

o (e, a) — o (gfi (x(t),:'c(t))) ~0

sein.
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Nehmen wir der Einfachheit halber an, daf3 die Variablen x und & in L getrennt
sind, d.h. L(z, &) = f(x) + g(&) ist, dann lautet die Euler-Lagrange Gleichung:
0 d o . 92

ot ) = Gt ®) = 2= 97 93"

(&) - &7 firi=1,...,n.

Durch Vergleich mit der Newton-Gleichung F(z) = &, erhalten wir als einfachste
Losung fiir L die Terme

9@ =25 wnd  f(2) = -Ula)
und somit die sogenannte LAGRANGE-FUNKTION

L(z,v) = 22— U(x).

Die Zeitentwicklung ist also anstelle des komplizierteren Objekts eines Sprays X :
TQ — T(TQ) durch eine reellwertige Funktion L : TQ — R festgelegt. Allerdings
ist die schéne gewohnliche explizite Differentialgleichung 2-ter Ordnung (das New-
ton’sche Kraftgesetz) durch eine in Koordinaten implizite Differentialgleichung 2-ter
Ordnung zu ersetzen, fiir die wir keine Theorie auf Mannigfaltigkeiten entwickelt
haben.

45.4 Lagrange-Formalismus

Versuchen wir nun umgekehrt aus einer allgemeinen Lagrange-Funktion L : TQ —
R einer Mannigfaltigkeit Q das Vektorfeld X : TQ — T2?Q und die Energie E :
T@ — R zu erhalten. Die Euler-Lagrange Gleichung sieht in Koordinaten wieder
wie folgt aus:

J
L= L= Zde31L+Zanaxt

Schreiben wir auch das gesuchte Vektorfeld X in den lokalen Koordinaten als:
Xp(z,0) = (2',.. .50t 0t s X (2, 0), ., X (2, 0)).
so erhalten wir fiir die Koeffizienten X°® durch Einsetzen von i’ = X'(z,) die

implizite Gleichung

81‘L_dt BzLL Zl’ Bzﬂax‘L+ZX azﬂax‘L
J J

Falls die Matrix (522 57 &N )
der inversen Matrix L** die X* berechnen:

ZLk’i(atzi L - Zl‘] 81?28xl ) Z ZLk ZXJ x?z&vl L
i J
— ZXJ 5y = X"
J

i j=1 invertierbar ist kénnen wir durch Multiplikation mit

Das dadurch definierte Vektorfeld
)
XL*Z (31 L— Z:C c'?xJaz )6Ui

heiflit dann LAGRANGE-VEKTORFELD zu L. Wir muﬁten allerdings noch tiberpriifen
ob diese Definition wirklich etwas Koordinaten-unabhéngiges definiert. Das werden
wir spéter zeigen.

Da wir die implizite Gleichung fiir das Lagrange-Vektorfeld nur unter zusétzlichen
Bedingungen l6sen koénnen, wollen wir versuchen die einfachste Bewegungsinvari-
ante, die Energie F, direkt aus L zu bestimmen.
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Im speziellen Fall wo @ C R"™ offen und L(x,v) = # —U(x) ist, versuchen wir die
kinetische Energie |v|?/2 aus L zu gewinnen. In Koordinaten kénnen wir das durch

of* = %|t:1 L(z,tv) = %’t:o L(z,v+tv) = Zvi 8‘21.L(9:,v)
i=1

erreichen. Fiir ein allgemeines Vektorbiindel V' — @ und eine Funktion L : V — R
definieren wir folglich die sogenannte FASERABLEITUNG dsL : V — V* von L durch

drL(€)(n) = G|, L(E + ).

Wenn (21, ...;v%,...) lokale Vektorbiindel-Koordinaten von V mit Fupunkt-Koor-
dinaten (z!,...,2") sind, dann ist
oL

(dy L) (z, v)(z,w) = > i (@ 0) '

Fiir eine Lagrange-Funktion L : T'Q — R einer allgemeinen Mannigfaltigkeit @
definieren wir die WIRKUNG A : T'Q) — R durch
A§) = dgL() - & dh. A(w,v) = Y _v' 32 L(w,v)

i=1

und die ENERGIE F : TQ — R als

E:=A-L,dh E(z,v)= Zvi 9 I(x,v) — L(z,v).

vt
i=1
Wir kénnen nun leicht nachrechnen, daf§ die Energie in der Tat eine Bewegungsin-
variante ist, denn

& BGa(t)0(0) = (Z () e L (0), (1)) - L<x<t>,v<t>>>

- OL ; d 0L oL ; OL -,
:;WaviJr;v dtaviz<axiv +811”})

%

:O,

wegen der Euler-Lagrange Gleichung.

45.5 Mechanik auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Auf einer (Pseudo-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (Q, g) wird die Lagrange-Funk-
tion beziiglich eines Potentials U : @ — R in Analogie durch

L(€) = 1g(¢,6) = U(x(©))

definiert, d.h. in lokalen Koordinaten
L(z,v) = 3 Zg”(a:) v'o? —U(x).
¥

Die Faserableitung ist dann offensichtlich

dpL(€) - n=g(&n)
und somit ist die Wirkung A(§) = g(&,£) und die Energie
E(§) = 39(&,€) + U(n(€)).
Im Falle, dafl U = 0 ist, heifit das Vektorfeld X geodiitischer Spray. Es ist dann

2L = %Z]k agif viok und 2L = >2; 9ij(x)v7. Und somit ist die Matrix
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( %) gerade die Koeffizienten Matrix (g; ;) der Metrik und ihre Inverse (L*7)
wird iiblicherweise mit (gi’j ) bezeichnet, siehe . AuBerdem ist

§ : _ 99i,j ,j
8a:k vi 8a:k gm - ok U
J

Also lautet die Euler-Lagrange Gleichung in expliziter Form (siehe )

_ Z ki | 1 9g;,r ,.j - j 9gi,r
- ) 2 Oxt G x Oz v"
i

Jor J r

_ Z ki 3 e (1995, _ Ogir
- 9 7T (2 ozt Oxd
6,

_ ki jar 1l (_0gjr 9gi,r 99gi i
- Zg ZSU 2 ( ozt + Oz + ox”
Zg )i

I I
| |
=M -
g %
8
ERN

>

Dies ist die Differentialgleichung der Geodéten, wobei I'; ;. ; die Christoffelsymbole
der 1-ten Art und F?)r jene der 2-ten Art sind, siehe [60, 58.2]. Also sind die Integral-
Kurven in @ des geoditischen Spray’s X gerade die Geodéten, die wir auch als
kritischen Punkten der Bogenldnge erkannt haben.

Fiir eine allgemeines U und ein e > U(z) fiir alle z € @ definiert man eine neue
(die sogenannte JACOBI-METRIK) g. := (e — U) - g. Die Integralkurven ¢ von Xy,
mit Energie e = g(¢(t), ¢(t)) fiir alle ¢ sind bis auf Reparametrisierung genau die
Geodéten der Jacobi-Metrik g. mit Energie 1.

45.6 Zusammenhang zwischen Lagrange-Vektorfeld X; und Energie F

Schon wire wenn es so einen dhnlichen Zusammenhang gébe, wie er zwischen Gradi-
ent und Potential besteht. Dazu erinnern wir uns dafl der Gradient eines Potentials
U : @ — R bezliglich einer Riemann-Metrik g auf @) gegeben ist durch:

gz (grad U(z),n) = dU(x) - n fiir alle n € T,.Q,

wobei dU das totale Differential von U bezeichnet. Wir suchen also eine Bilinearform
w, welche

Wrc,v(XLa Y) = dE(l’,’U) Y fiiralleY € T(%U)(TQ)

erfiillt. Sei X das Vektorfeld auf T'Q), welches die Euler-Lagrange Gleichung fiir
eine hinreichen regulire Lagrange-Funktion L beschreibt. In Koordinaten hat je-
des Vektorfeld X, welches eine gewohnliche Differentialgleichung 2-ter Ordnung
beschreibt, nach dem in Gezeigten die folgende Gestalt:

n n
v) = szaii + ZXl(xm) 2
i=1 i=1

Fiir die Energie haben wir die Formel

= Z vl 6?),3 L(z,v) — L(z,v)
i=1

94 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Mai 2008



GERMAN45. KLASSISCHE MECHANIK

45.6

und fiir ihr Differential

V)= 35 E(zv)da? + ) 55 E(x,v) dv’
J J
- (S n o)
7 \iot
+Z<6WL+Z’U sl — 2L ) dv’
- (S ) a5 (Soiaer )
7 \iZ

Eine allgemeine Bilinearform w auf T'Q, d.h. ein 2-fach kovariantes Tensorfeld auf

TQ ist beziiglich der lokalen Koordinaten (x!,...;v!,...) gegeben durch:
w= Zw(%, %) dz' ® da’ + Zw(%, %) da' @ dv’
,J

+ Z avl ) 8r7 d”U ® d:Ej + Z avl ) 81)1 ) d’U & dvj

]

Folglich wére

i=1
va +ZXz ) =w(X, ) =dE - -2 =
ozt 81}3 v” 81}3 ) Qvd ovI
n
_ i 0 0
- ZU Ovd [‘)UiL
1=1

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir durch Koeffizienten-Vergleich

(et 507) = 507 Bt L
w(ai“ 81)7) =0.

Setzen wir die implizite Euler-Lagrange Gleichung
o 1 _
aer dt 8v‘L Z’U GzJ8v1L+ZX 8381)1

in die erste Gleichung ein, so erhalten wir

1 J—
vaﬁz“axﬂ +ZX Bv”BmJ)_
1
721} BdxI 81}1L Z dzlavi L— ZX dW dUJ

und es dréngt sich auf w(av“ 6%) = au 5.7 L und
9 dy._ _ 8 o?
w(azi’ Bacj) ‘T Oz vt L— ozt Ovi L.
zu setzen.
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In den lokalen Koordinaten (9517 Loouh ) ist also w gegeben durch:
W= Z (8;?;gm ozt ij> d{E & dx‘]
+ Z Ovi dvt sz d.’l? ® d’l)] Bvl B'UJ dU ® dil']

i,
Es zeigt sich also, dafl dle Bilinearform w schief-symmetrisch ist, und somit eine 2-
Form w € Q?(TQ) darstellt. Unter Verwendung von du’ Adv/ := du’®@du’ —du’ @du’
ist sie in lokalen Koordinaten durch
o°L 9°L
w= 5T 5T dz® A da? + Z TuT 5T dz® A dv?
,J

gegeben. Sie ist sogar exakt, denn die 1-Form

Za

i=1

dx’

hat als duflere Ableitung d¥ = —w.

Allerdings haben wir noch nicht iiberpriift, ob w und ¢ wirklich Koordinaten-
unabhéngig definiert sind. Wir werden das spéter nachholen.

Fiir jeden Spray X : TQ — T2Q ist
0 oL .
-77 _— = —— ot =
)(E v + X9 ( )(%j) i 5 U A.

Global 148t sich nun die definierende implizite Gleichung fiir das Lagrange Vektor-
feld X als

mx:(

iX w=dF
schreiben, wobei ¢ der Einsetz-Operator (tx w)(Y) := w(X,Y) ist.

Leider hiingen diese Differentialformen aber noch von L ab, und wir schreiben besser
wr = w, Y =9,

45.7 Hamilton-Formalismus

Um diese Abhéingigkeit der Differentialformen wy, und ¥y von der Lagrange-Funk-

tion L loszuwerden, wollen wir neue Koordinaten einfiihren. Es drangen sich natiirlich

die partiellen Ableitungen pz : 3 < auf. Die Koordinaten z’ in der Basis-Mannigfaltigkeit
benennen wir blofl um in ¢* := z°.

Die Form ¢y, ist dann in den neuen Koordinaten gegeben durch

Yo = sz' dq’
i=1

und ihre duflere Ableitung —wq := di}g durch
wp = qui A dp;.
i=1

Wir haben aber das Problem, ob die ¢ und p; wirklich Koordinaten eines Punk-
ten in 7T'Q) sind. Dazu miissen wir den Koordinatenwechsel bestimmen. Seien dazu

(#z,...,2") andere Koordinaten auf @, so gilt fiir die Basen von T'Q
H dx? 9
ozt ozt Oz

J
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und fiir die Komponenten v/ beziiglich dieser Basen

- B —i
v = oz V"
i
Weiters ist
oI 0 ( oxI 71«) ox? Ov* ozt . 0xI
_— = — VU = - = i = .
ovt ot ozk ozk ovt —~ ok ox
Somit gilt fiir die neuen Koordinaten:
- _ 0 71 _ ko 7 _ )
Pi=gnl=) S5sml=) Fam
k k

Dies ist nicht das richtige Transformationsverhalten fiir Vektoren im Tangential-
raum. Vergleichen wir es aber mit den Koordinaten-Wechsel im Kotangentialbiindel
T*Q der Komponenten (71, ...,n,) beziiglich der Basis (dz?,...,dz"):

da’ —Zgw dz’

= o)
nj = ai; Nis

siehe , so zeigt sich, da8 (¢!, ...;p1,...) gerade die iiblichen Koordinaten eines
Punktes des Kotangentialbiindels 7*Q sind. Der Ubergang von den Koordinaten

(x',...;v',...) am Tangentialbiindel TQ zu den Koordinaten (¢!,...;p;,...) am
Kotangentialbiindel T*(Q) ist gerade durch die Faserableitung d;L : TQ — T*Q
gegeben, welche beziiglich der Basen (%, e %) und (dx!,... dx™) folgende

Darstellung hat:

(de)i = %,

also (z!,...;0%,...) auf (¢%,...;p1,...) abbildet, mit ¢*(z,v) := 2 und p;(x,v) =
oL

507 (T, v).

Wir zeigen nun, daf3 die kanonischen 1-Form 1y wirklich Koordinaten-unabhéngig
ist und damit auch wy = —ddy ist.

Die beiden Abbildungen T'rg, : TT*Q — TQ und 7r+q : TT*Q — T*Q welche
lokal gegeben sind durch (¢,p,v,p) — (¢,v) und (¢,p,v,p) — (g,p) definieren
eine Abbildung (rr-q,T7y) : TT*Q — T*Q xq TQ = {(a,§) : 7*(a) = 7(§)}.
Zusammengesetzt mit der Evaluation ev : T%Q xo TQ — R, (¢,p;q,v) — >, p; v’
ist dies genau die kanonische 1-Form ¥, denn

Zpi vt = Zpi dq'(v) = 9o(v).
Man sieht nun sofort, daf3

=) ‘;ﬁ. = (dsL)* (Zpl dg') = (dsL)"vo

und somit auch

wr, = —d¥r = —d(dyL)*9g = —(dsL)"d¥y = (d¢yL)*w
ist, also sind diese Formen auch Koordinaten unabhingig.

Der Energie £ =}, vt aL — L entspricht dann eine sogenannte HAMILTON-Funk-
tion H : T*Q — R, deﬁnlert durch

HodiL:=F

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Mai 2008 97



45.7 GERMAN45. KLASSISCHE MECHANIK

und dem Vektorfeld X, entspricht nun das sogenannte HAMILTONSCHE Vektorfeld
Xp, welches d¢L-verwandt zu X, definiert ist durch

Xy odsL :=T(dsL) o X.

Die Gleichung ix,w;, = dE geht iiber in
ixywo =dH, dh. wo(Xg,Y)=dH Y fir alle Y.

Dies sieht man wie folgt:
00 (T (L)) = wo ((Xu) a2y T (dLE)

= w0 (Tu(dr L) X1, To(ds L)E) = wi( X1, &)
= (ix,w1)(€) = dE(§) = d(H o d;L)(©)
=dHq,1). " Te(dfL) - &,

wobei T, (dyL)¢ alle Tangentialvektoren in T(";if L) @ durchlauft.

Beziiglich der Koordinaten (q%,p;) ist Xy = Z oH 8 _ s 9H 0.

i Op; Oqt i dq° Op;”
Denn wy = Y, dg' /\dpzundse1XHfZa -+ bzal.Dannlst
aT%dpv: H = 1x,wo
— . J i j
Za L (dg’ A dpj) +Zb L 2 (dg’ A dpj)
0.
- et~ S
i
und ein Koeffizienten-Vergleich liefert a’ = gH und b = gf
Die Integralkurven t — (q(t),p(t)) von X sind also die Lésungen von ¢' = gﬁ
und p; = —gq}f .

Da die Integral-Kurven die Ableitungen von Kurven in der Basis @ sind, und die
Basiskoordinaten einander entsprechen, sind die Basis Kurven fiir Xy und X, die
selben.

Esist A =9¢(Xg)odsL:

Vo(Xp)odsL =evo(rr-q,Tn;)) o Xy odyL = evo(idody L, Trg, o T(dyL) o X1,)

=ev O(de, T(Tl'é o de) o XL) = eV O(de7 Tﬂ'Q o XL)

= ev O(de,idTQ) =A
oder fiir £ € TQ

(90(Xu) o dsL)(§) = Vola;r-¢(Xulas-¢) = Yolayr-e(T(df L)(XLle))
= (dfL)" (Y0)(XLle) = Vr(Xile) = A(E)

Wir haben als Vorteile der Hamilton-Mechanik, dafl die Zeitentwicklung beschrei-
bende Objekt eine reell-wertige Funktion H : T*@Q — R ist die gleichzeitig auch

eine Bewegungsinvariante darstellt und auflerdem das zugehorige Vektorfeld X g
sich auf einfache Weise aus ¢y, w = dH berechnen 14t.
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Hamilton-Mechanismus auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

Es sei (_,-) eine Riemann-Metrik auf Q und L : TQ — R die Lagrange-Funktion,
die durch L(v) = 3(v,v) — U(n(v)) gegeben ist. Dann ist dyL : TQ — T*Q die
Abbildung § : w — (w, ) und A(v) = (v,v). Alsoist E = A—L = 3 (v,v)+U(n(v)).
Ist insbesonders U = 0, so ist A = 2E = 2L. Die Hamilton-Funktion H : T*Q — R
ist dann durch H(n) = %(nb, 1°) gegeben, d.h. in Koordinaten durch H (Y, n;dz?) =

3225 9 min;-

45.9 Legendre-Transformation

Um im Spezialfall der symplektischen Mannigfaltigkeit 7 mit ihrer kanonischen
2-Form wq alles zuriick in den Lagrange Formalismus zu iibersetzen, bendtigen wir
eine Beschreibung der Inversen der Legendre-Transformation dfL : TQ — T*Q
ausschlieBlich durch die Hamilton-Funktion H.

Esist dfH odyL =6 : TQ) — T**Q der kanonische Isomorphismus:

Um dies zu sehen sei £ € T,Q und n € (T,Q)*. Sei & € T,Q so, dafl dyL - & =
dfL-&+tn e (T.Q)*t, also & =0und n = &|,_ (dyL-§+tn) = |, dsL-&
Dann ist

(dyH o dyL)(E)(n) = dyH(dgL-€)(n) = | H(dgL-&+ 1)

t=0
d d
= % o H(de . ft) = % —0 E(gt)
d
== » drL(&) - & — L(&)

= (A1 (drL) (&) o €0+ drL(&o) - b0 ) — drL(&) - o
= d1(dyL)(&) - o - o

und andererseits

) =) = | (el €)

= i (dsL) (&) - &o - o

Damit kénnen wir E = (dgH Y)*(H), A := (d;H')*(G) wobei G := 9o(Xn),
L:=A—Fund X, := (dgH ")*(Xp) unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit
von dygH zuriickgewinnen.

45.8 Symplektische Mechanik

Allgemeiner betrachtet man anstelle von 7% nun SYMPLEKTISCHE MANNIGFAL-
TIGKEITEN M, d.h. Mannigfaltigkeiten zusammen mit einer sogenannten SYMPLEK-
TISCHE FORM w, d.h. einer nicht-degenerierten geschlossenen 2-Form w € Q2(M).
Wir haben in [60, 14.9] gezeigt, daB solch eine Mannigfaltigkeit gerade-dimensional
sein muf}, und wir werden in weiters zeigen , dal man lokal immer Koor-
dinaten (¢*,...,p1,...) wihlen kann, so dal w = Y"1, d¢* A dp; ist. Das n-fache
wedge-Produkt von w definiert eine Volumsform

vol, ;= wA - - Aw

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Mai 2008 99



45.8 GERMAN45. KLASSISCHE MECHANIK

auf M. Insbesondere ist M orientiert. Sei H : M — R eine glatte Funktion (eine
sogenannte HAMILTON-FUNKTION), so bezeichnet man mit Xy das sogenannte
HAMILTONSCHE VEKTORFELD, welches durch die implizite Gleichung

iXHw =dH
gegeben ist. In lokalen Koordinaten ist X g durch
Xy = OH 8 OH 8

Opi 9q° 0q* Op;

7 %

gegeben.

Die Hamilton-Funktion H ist konstant ldngs der Integral-Kurven des Hamilton-
Vektorfelds Xpg:
Sei t — x(t) eine Integralkurve, d.h. z: R — T%Q mit ©(t) = Xy (z(¢)). Dann ist
(H o x)(t) = dHy1) (#(t)) = tx5wae) (£(t))
= w(Xp (), 2(t) = w(Xp (x(t), X (2(t))) = 0,
also H o x konstant.

Der Flul Fl; des Vektorfelds X ist ein Symplektomorphismus, d.h. lit die sym-
plektische Form w invariant und folglich auch die symplektische Volumsform w™ =
vol,,, d.h.

(FZ;XH) vol,, = vol, .

Denn es ist
d * * d * *
2 (Fl)"w = (FI})— L:O (F,)"w = (FI}) L, w
= (F)(tx,dw + dix,,w) = (F1;)(tx,0 + ddH) = 0,
Also ist (F1;)*w konstant gleich (Flp)*w = w.

Nicht jedes Vektorfeld X auf M ist ein Hamiltonsches Vektorfeld. Um eines zu sein
muf} wieder eine lokale (Integrabilitdtbedingung) £xw = 0 fiir X erfiillt sein, sowie

eine globale (kohomologische) Bedingung H'(M) = 0 an M, siehe .
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VII. Integration

In diesem Kapitel entwickeln wir die Integration auf orientierten Mannigfaltigkeiten.
Die integrierbaren Objekte sind dabei die Differentialformen maximalen Grades.
Wir beweisen den allgemeinen Satz von Stokes und fithren dafiir auch Mannigfal-
tigkeiten mit Rand ein. Im Fall einer orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit haben
wir eine ausgezeichnete Form maximalen Grades, die Volumsform. Damit sind wir
in der Lage auch Funktionen zu integrieren und fiihrt zu den Green’schen Formeln.
SchlieBlich folgt noch ein Abschnitt {iber den Laplace-Beltrami Operator, wo wir
den Satz von Hodge iiber harmonische Formen beweisen.

46. Orientierbarkeit

Um Integrationen auf Mannigfaltigkeiten durchfithren zu kénnen benétigen wir

einen Orientierungsbegriff: Man beachte etwa die Formel fab f=- fba f fir das
gewohnliche Riemann-Integral iiber ein Intervall [a, b].

46.1 Definition (Orientierbarkeit)

Eine Mannigfaltigkeit M heifit ORIENTIERBAR :<> es existiert ein kompatibler Atlas
A, sodafl (M, A) im Sinne von [60, 34.3] orientiert ist.

Ein Vektorbiindel £ — M heifit ORIENTIERBAR :& es existiert ein Vektorbiindelat-
las A, dessen Transitionsfunktionen Werte in GL, (R™) := {T € GL(n) : det(T) >
0} haben.

46.2 Proposition (Orientierbare Vektorbiindel).
Sei B — M ein Vektorbiindel. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Das Vektorbiindel E — M st orientierbar.

2. Auf jeder Faser E, kann eine Orientierung gewdhlt werden und dazu ein Vek-
torbiindelatlas, dessen Vektorbindelkarten faserweise orientierungserhaltend
sind.

3. Auf jeder Faser E, kann eine Orientierung gewdhit werden, sodafS jede Vek-
torbindelkarte mit zusammenhdngender Domdne entweder iberall faserweise
orientierungserhaltend oder iberall orientierungsvertauschend ist.

Beweis. (1) = (3): Sei also A ein Vektorbiindelatlas, dessen Transitionsfunktionen
faserweise orientierungserhaltend sind. Wir definieren eine Orientierung auf E,,
indem wir fiir irgendeine VB-Karte ¢ € A um « die induzierte Orientierung vom
R* nehmen.

Das ist wohldefiniert, denn wiirden ¢, ¢’ auf E, verschiedene Orientierungen indu-
zieren, so wire ¢! o ¢’ bei x orientierungsvertauschend. A ist also ein VB-Atlas,
der aus faserweise orientierungserhaltenden Karten besteht.
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46.6 GERMAN46. ORIENTIERBARKEIT

Sei 1) irgendeine beliebige VB-Karte um x mit zusammenhéngender Doméne, dann
ist zu zeigen, dafl ¥ lokal um z orientierungserhaltenden bzw. vertauschend ist.
Sei also 1, orientierungserhaltend bzw. vertauschend. Die Transitionsfunktion
zu ¢ hat Werte in GL(R¥), in = hat sie einen Wert in GL, bzw. GL_. Also
hat sie lokal Werte in der offenen Menge GL, bzw. GL_, und damit ist ¢ lokal
orientierungserhaltenden bzw. vertauschend.

(3) = (2) ist klar.

(2) = (1) Der in (2) geforderte Atlas hat faserweise orientierungserhaltende Tran-
sitionsfunktionen. (Diese sind faserweise Zusammensetzungen von orientierungser-
haltenden Vektorraumisomorphismen.) O

46.3 Lemma (Orientierbare Mannigfaltigkeiten).

M ist orientierbare Mannigfaltigkeit < TM — M ist orientierbares Vektorbiindel.

Beweis. (=) Die Transitionsfunktionen des durch M induzierten Vektorbiindelat-
las auf TM — M sind genau die Ableitungen der Kartenwechsel fiir M.

(«<=) Betrachte den von den Karten auf M induzierten VB-Atlas auf TM — M und
wihle auf den Fasern von TM eine Orientierung wie in Punkt (3) der Propositi-

on : Ist ¢’ eine durch eine Karte ¢ von M induzierte Vektorbiindelkarte von
TM — M, die orientierungsvertauschend ist, so ersetze ¢ durch eine umparame-
trisierte Karte ¢ := @ o j, mit j : R¥ — R¥,

-1 0 ... 0
. 0 +1
ji=
: -0
0o ... 0 +1
Der so erhaltene Atlas auf M hat nur orientierungserhaltende Kartenwechsel, liefert
also eine Orientierung auf M. O

46.4 Beispiel

Sei G eine Lie-Gruppe, also eine Mannigfaltigkeit mit glatter Gruppenstruktur:
Dann ist TG — G global ein triviales Vektorbiindel (siehe ) und da jedes
triviale Vektorbiindel orientierbar ist, sind TG — G und G selbst orientierbar.

46.5 Bemerkung

Sind alle Mannigfaltigkeiten M; orientierbar, dann sind es auch [[ M; und [ M;.
Z.B. sind alle Tori, T™ := (S!)", orientierbar, denn S ist eine Lie-Gruppe.

46.6 Bemerkungen

1. Sind 2 der folgenden 3 Vektorbiindel orientierbar, so auch das dritte: F; —
M, Es — M, E1 & Es — M. Aus faserweisen Orientierungen zweier dieser
Biindel 148t sich leicht eine Orientierung auf dem dritten konstruieren.

2. Sei Ey— By -2 F5 eine KURZE EXAKTE SEQUENZ VON VEKTORBUNDELN,
d.h. faserweise ist i injektiv, p surjektiv und Ker(p) = Bild(7). Falls zwei der
Biindel orientierbar sind, so ist es auch das dritte. (Beniitze, dafl jede kurze
exakte Sequenz von Vektorbiindel nach splittet, d.h. Fy = Ey @ FEs,
und dann (1).)
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3.

Ist das Vektorbiindel £ — M orientierbar und f: N — M glatt, so ist auch
das induzierte Biindel f*(E) — N orientierbar. (Wihle auf (f*(E)), =
Ej(y die Orientierung von Ey(,))

Sind 2 der folgenden 3 Objekte orientierbar, so auch das dritte: £ — M
als Vektorbiindel, E als Mannigfaltigkeit, M als Mannigfaltigkeit (Beniitze
die kurze exakte Sequenz aus : p*(FE) — TE — p*(TM), sowie die
Tatsache, dal E — M das von 0 : M — F induzierte Biindel zu p*(E) — E
und TM — M das von 0 : M — E induzierte Biindel zu p*(TM) — E ist,
also M genau dann orientierbar ist, wenn p*(T'M) — E es ist, und E genau
dann, wenn p*(E) — E es ist).

46.7 Beispiele

1.

Vektorbiindel mit eindimensionaler Faser sind genau dann orientierbar, falls
sie trivial sind. Alle 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.
Das Vektorbiindel Méb — S* ist nicht orientierbar, ebensowenig das Mébius-

band als Mannigfaltigkeit nach Bemerkung | 46.6.4 |.

. Jedes komplexe Vektorbiindel ist orientierbar, denn GL(C") C GL4(R?")

nach [60, 14.14] oder auch weil GL(C™) zusammenhéngend ist und die orien-
tierungserhaltende Identitit enthélt. Das Tangentialbiindel einer komplexen
Mannigfaltigkeit ist ein komplexes Vektorbiindel und daher orientierbar. So-
mit ist also jede komplexe Mannigfaltigkeit selbst orientierbar.

Eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn eine
komplexe Struktur existiert. [15]

Sei E — M ein Vektorbiindel mit einfach zusammenhéngender Basisman-
nigfaltigkeit M, dann ist das Vektorbiindel £ — M orientierbar, da wir
lings Kurven in der Basis die Orientierung der Fasern fortsetzen kénnen
und diese nicht von der gewéhlten Kurve abhéngt, da die Basis einfach zu-
sammenhéngend ist. Insbesondere ist jede einfach zusammenhéngende Man-
nigfaltigkeit orientierbar.

46.8 Lemma (Nullstellenmengen sind orientierbar).
Sei U C R™ offen, f : U — R* glatt und rang f'(z) = k fiir alle x € U. Dann ist
F71(0) orientierbar.

Beweis. Sei M := f~1(0). Dann ist T, M = Ker T} f nach bzw. |21.14.2|.

Folglich ist TM < TR™|y; — f*(TR¥)|5s eine kurze exakte Sequenz von Vek-
torbiindel iiber M. Da TR™ und TR triviale Biindel sind, sind auch die Pullback-
Biindel TR™ |5, und f*(TR¥)|ys orientierbar und somit auch TM — M, also ist M

orientierbar nach | 46.6.2 |. O

46.9 Beispiele

1.
2.

Alle S™ sind orientierbar.

Alle kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im R? sind orientierbar,
siehe Klassifikationssatz [60, 9.2].

P! =~ S! ist orientierbar. Die projektive Ebene P? enthiilt ein Mébiusband als
offenen Teil, also ist sie nicht orientierbar. Allgemein gilt: P" ist orientierbar
< n ungerade.

TM ist als Mannigfaltigkeit immer orientierbar, als Vektorbiindel hingegen
nur, wenn M als Mannigfaltigkeit orientierbar ist:
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Fiir jedes beliebige Vektorbiindel p : E — M haben wir nach die
kurze exakte Sequenz p*(E) — TE — p*(TM). Im Falle £ = TM und
p = wp reduziert sich das auf 7*(TM) — T(TM) — 7*(TM), also ist
T2M — TM als Vektorbiindel isomorph zu 7*(TM) @ 7* (T M). Die Summe
gleicher Biindel ist aber immer orientierbar. Wihlt man auf den Fasern der
beiden Summanden die gleiche Orientierung, so ergibt das auf der Summe
offenbar eine Orientierung, die, unabhéngig von der jeweiligen Wahl, positiv
ist.

46.10 Die Orientierungsiiberlagerung

Sei M eine Mannigfaltigkeit, M°" := {(p,w) : p € M, w Orientierung auf T, M}.
Wir definieren einen Atlas A fiir M°" mittels Karten ¢ fiir M durch ¢ : Dom ¢ —
Me°" xz+— (p(z),+w) wobei w die Orientierung, die unter T'¢ aus der Standardori-
entierung des R™ entsteht, ist. Zu zeigen ist, dafl A ein C*°-Atlas auf M°" ist. Seien
¢ und ¢ Karten auf M, dann folgt <pjrl o (und genauso <p;1 o1_, etc.) ist der
offenen Menge {x € R™ : (o1 o 1))/(z) ist orientierungserhaltend (vertauschend)}
definiert und stimmt dort mit ¢! o ¢ iiberein:

z € Dom(p; ' o1hy)
o € Dom(gpf1 o) s.d. Tp1p und T, ~104)(z) induzieren die gleiche Orientierung
e € Dom(p ! o) s.d. (9~ o)) (z) ist orientierungserhaltend

Es ist pry : M°" — M eine zweibléttrige Uberlagerung von M, sie heifit ORIENTIE-
RUNGSUBERLAGERUNG.

Die Mannigfaltigkeit M°" ist orientiert: Die Orientierung auf T\, ,,)M°" = T, M ist
w.

Es gilt auBerdem: M ist orientierbar < M°" =2 M x {—1,1}, denn:

(<) Die Einbettung M — M x {—1,1} & M°" ist offen und M°" ist orientiert.
Also ist M orientierbar.

(=) Ist M orientierbar, dann gibt es auf 7, M eine ausgezeichnete Orientierung w.
Somit liefern p — (p,w) bzw. p — (p, —w) eine Trivialisierung M x {—1,1} = M°".

46.11 Beispiel

(1) Ein zweifach verdrehtes Mébiusband ist die Orientierungsiiberlagerung des
Mobiusbandes.
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(2) S™ = (P™)°" fiir n ungerade.
47. Integration und der Satz von Stokes

47.1 Proposition (Pull-back von Volumsformen).
Sei f: M — N glatt, dim M = m = dim N und (z,...,2™) lokale Koordinaten
von M und (y',...,y™) solche von N. Dann gilt:

Oy’ o f)

[ (g-dy* A Ndy™) = (go f)det (W) dzt A - Adx™.

Beweis. O.B.d.A. g =1 und f*(dy* A--- Ady™) = w - (dz' A --- A dz™). Wenden

wir dies auf (—821 e, —657,,,) an, so folgt (siehe auch ):
0 0
o opx 1 . m
w=f"(dy" N---Ndy )<8x1""’axm>

0 0
— Ta... m — _—
(dy* A A dy )(Tf $17...7T7‘ m)

_ Ta... m
=(dy" N---Ndy )(; Ozl 3yi1""’zz Ozt 3yim>

) d \17owof)
— 1 ... m T a.d

_ Ay’ o f)
= det <6x@) O

47.2 Bemerkung
Speziell fir f =id und g =1 gilt:

1 m 62’/] 1 m
dy* N--- Ndy™ = det e de” N--- Ndzx™.

47.3 Proposition.
M st orientierbar < Das Vektorbiindel A™T* M ist trivial.

Beweis.

(=) Wir miissen zeigen: Es gibt ein w € A™T*M, sodaf w, # 0 fur alle p € M
ist (Ein solches w liefert dann unmittelbar eine VB-Karte des (eindimensionalen!)
Biindels A™T*M — M). Auf den Bild U jeder orientierungserhaltenden Karte
(ul,...,u™)~! kénnen wir wy durch wU(%7 ey auim) := 1 definieren. Es ist dann
wy (V1 ..., vm,) > 0 fiir jede positiv orientierte Basis. Wir wihlen eine Uberdeckung
von M mit solchen offenen Mengen U und zugehérigen wy, und sei {fy} eine
untergeordnete Partition der Eins. Wir definieren w durch w := Y, fv - wy €
Q" (M). Dann ist wy(v1,...,v,) > 0 fiir jede positiv orientierte Basis von T, M,
also insbesonders w,, # 0.

(<) Sei f: M xR — A™T*M ein globaler Vektorbiindelisomorphismus, dann
ist w:= f(_x {1}) eine nirgends verschwindende m-Form. Wir nennen die Basis
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(vi)ir, auf T, M positiv orientiert, falls wp(vl,. .Um) > 0. Sei ¢ eine Karte mit

zusammenhangender Doméne und (zt,...2™) lokale Koordinaten:
9 9 #0=w(...) >0 (bzw. < 0) iiberall
p\ 51 g . .

Nach Proposition ist also TM — M als Vektorbiindel orientierbar und somit
ist M als Mannigfaltigkeit orientierbar. O

47.4 Motivation

Wir kénnen Funktionen f : M — R nicht so ohne weiteres iiber eine Mannigfal-
tigkeit integrieren. Sehen wir uns dazu den einfachsten Fall der 1-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten an. Wenn M ein Intervall in R mit Grenzen a und b ist, dann
miBt das {ibliche Riemann-Integral [ ulf= f: f die orientierte Fliache unterhalb des
Graphens von f. Damit wir das Integral fiir eine beliebige 1-dimensionale Mannig-
faltigkeit M auch definieren konnen, brauchen auf jeden Fall eine Orientierung auf
M. In diesem Kapitel seien also alle Mannigfaltigkeiten orientiert. Weiters miissen
wir aber auch (infinitesimale) Liangen (bzw. Volumina) auf M messen kénnen. Falls
M eine Riemann-Mannigfaltigkeit ist, dann kénnen wir das mittels der Volumsform
volps tun, im eindimensionalen Fall also mit dem Bogenelement.

Auf abstrakten Mannigfaltigkeiten brauchen wir ein Substitut fiir das Volumsele-
ment. Im 1-dimensionalen, wire das eine 1-Form w € Q!(M) (welche in keinem
Punkt verschwindet). Dann kénnten wir das Integral | [ w von f bzgl. w iiber
M definieren. Da aber f - w selbst eine 1-Form ist, geniigt es f o w fiir beliebige
1-Formen w € Q'(M) zu erkléren. Sei dazu c : [a,b] — M eine orientierungserhal-
tende globale Parametrisierung, dann ist [, w := f; wet)(¢(t)) dt das wie {iblich
definierte Kurvenintegral.

Auf allgemeinen orientierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M wollen wir
nun das Integral [ oy w fiir beliebige m-Formen Q™ (M) mit kompaktem Tréger
definieren.

47.5 Definition (Integration von Differentialformen)

Sei M eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und w € Q™ (M) mit kom-
paktem Tréger.

1. Falls M = U C R™ offen ist, dann 148t sich w als
wzh, ..., 2™) = f(z*,...,x™) dat Ao A dz™

mit f € C(U,R) schreiben. Das Integral definieren wir dann als gewdhn-
liches Riemann-Integral:

/w —/f ™) d(z, .. ™).

2. Falls Trgw C ¢(U) fiir eine orientierungserhaltende Karte ¢ : R™ D U —
©(U) C M ist, definieren wir:

/Mw::/UgO )
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3. Ist Trgw beliebig kompakt, so withlen wir eine endliche, offene Uberdeckung
mit Kartenumgebungen von Trgw, sowie eine Partition der Eins {h;}, die
der Uberdeckung untergeordnet ist. Dann hat jedes h; - w Triiger in einer
Karte, und somit kénnen wir nach (2) definieren:

AR WAR

Bemerkung

Diese Definitionen sind sinnvoll, d.h. die Begriffe hingen nicht von den getroffenen
Wahlen ab:

Im Fall (1) ist nichts zu zeigen. Aber man beachte, da8 fiir jeden orientierungser-
haltenden Diffeomorphismus g : R™ DV — U C R™ gilt:

/g(v)w = /Vg*(w),

denn falls w = f dz' A -+ Adz™ ist, so ist
(g*(w))(m) = (fog)(x) det(g/(z)) dzl A A dz™
N——
>0

nach und somit die Integrale gleich nach der Transformationsformel fiir mehr-
dimensionale Integrale, siehe z.B. [57, 7.5.10]

Im Fall (2) sei Trgw C o(U) N (V) =: W fiir zwei Karten ¢ und . Sei der
Kartenwechsel g 1= ¢t o : =1 (W) — o 1(W) ein orientierungserhaltender
Diffeomorphismus.

Dann gilt

/U () = / AR / v T

- /wl(mw: /wl(w) V(W) = /VW(W)-

(pog)* (w)
Diese Gleichung folgt aus dem in (1) Gesagten.

Im Fall (3) sei {g;} eine zweite Partition der Eins, die einer endlichen Uberdeckung
des Trigers mit Kartenumgebungen untergeordnet ist. Dann gilt

YRS W REITILES By
S LA f

J
47.6 Bemerkung (Dichten)

Falls wir iiber nicht orientierbaren Mannigfaltigkeiten integrieren wollen, brauchen
wir etwas anderes als m-Formen. Dazu definieren wir ein eindimensionales Vek-
torbiindel voL (M) durch Angabe der Transitionsfunktionen z +— |detv’(z)| €
GL(1) zu den Kartenwechseln ¢ von M. Schnitte von vol(M) heiflen DICHTEN,

solche kann man dann iiber M integrieren. Falls M orientierbar ist, ist vol(M) =
AT*M.
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47.7

Wir steuern jetzt auf den Satz von Stokes zu: Nach dem Hauptsatz [56, 5.2.2] der
Differential- und Intergalrechnung ist f f'(x)dx = f(b) — f(a). Insbesondere gilt:

fioo fl= f fl= , falls Trg f kompakt ist und a unterhalb des Infimums von
Trg f liegt.

Lemma (Satz von Stokes fiir Halbraum).

Sei H = H™! := {(t,x) : t <0, x € R™} ein (m+1)-DIMENSIONALER HALB-
RAUM. Die Teilmenge OH := {(0,z) : € R™} 2 R™ heifit der RAND won H, und
fiir eine m-Form w im R™T mit kompaktem Triger gilt:

/dw:/ w::/ incl* w
H oH OH

wo incl : 0H — H die Inklusion ist.

Beweis. Es gilt fiir w € Qm(R™H1):

m
—
szwidmO/\---/\ dx* N+ Ndx™;

al —
ZZ Yi gzI Ndg® Ao A dzt Ao Adz™ 40

1= 0_] O
31
d CdgO A Ada™ =
&ﬁ
d _2: (9(.(]1 d 0 my Fubini
= w Haxl (:L‘,...,:U )

0 8WO 0 1 m 0 1 .

_/m<_ooaxo(x’x""ax )d$>d($,7x )
+Zm (_1)1/ /+Oo awi d.’ﬂi d(l’o .’Ei 5L.'m)

i—1 H; oo aﬂfi Yo s

:/ wo(0,.) 10,

wobei H; := {(t,z1,...,%;,...,Zm) : t < 0} ist, und der 2te Summand 0 ist, da
Trgw kompakt ist. Andererseits gilt

/ w:/ incl* w
OH OH

S,

0H ,_

:/ wo(0,zt, ... 2™) d(zt, ..., 2™) 40,

(!

denn

det (

8(300,...,?,...735’"))_ 1 fiire=0
Azt ..., xm) 10 sonst O

Wir wollen diese Uberlegungen nun auf Riume iibertragen, die nur lokal wie H
aussehen:
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47.8 Definition (Berandete Mannigfaltigkeit)

Eine C*°-MANNIGFALTIGKEIT MIT RAND ist eine Menge M zusammen mit einem
Atlas A von injektiven Abbildungen ¢ : U — M, wobei U C H offen in einem abge-
schlossenen Halbraum H, und die Kartenwechsel 1) ~top : o= 1(4(V)) — =1 (0(U))
auf offenen Teilmengen von Halbrdumen definiert und glatt sind.

M

2N

Dabei heifit eine Abbildung zwischen solchen Mengen glatt, wenn es eine glatte
Fortsetzung auf offene Mengen im R™ gibt. Wie iiblich setzen wir voraus, daf die
durch den Atlas induzierte finale Topologie Hausdorff und parakompakt ist. Der
RAND von M (nicht im topologischen Sinn) ist dann definiert als

OM := {p € M : Jeine Karte ¢ um p mit o '(p) € OH}.

Da der Kartenwechsel ein lokaler (Diffeomorphismus und somit) Homéomorphismus
des R™ ist, erhilt er innere Punkte, und folglich ist p € OM < ¢~ 1(p) € OH fiir
jede Karte ¢ um p. Der Rand OM ist dann eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand). Ein
Atlas auf OM ist durch die Einschrinkungen ¢|gas gegeben.

Man kann die Begriffe TM, T*M, C>=(M, N), A*T*M und Q¥ (M) wie auf Man-
nigfaltigkeiten ohne Rand definieren.

47.9 Definition (innerer Tangentialvektor)

Ein Vektor v € T,M heifit INNERER TANGENTIALVEKTOR falls p ¢ OM oder
T ' (p,v) € Tp-1(;)H € R x R™~! (-te Komponente kleiner als 0 hat.

47.10 Lemma (Verlingern berandeter Mannigfaltigkeiten).

Jede Mannigfaltigkeit mit Rand lift sich zu einer Mannigfaltigkeit ohne Rand “verl-
angern”, d.h. sie ist Teilmannigfaltigkeit der gleichen Dimension:

Beweisskizze. Mittels Partition der Eins findet man ein VF auf M, das nur aus
inneren Tangentialvektoren besteht. Durch “Zusammenstauchen” kann dessen Flufl
global gemacht werden: FI(1,.) : M — M \ OM ist dann eine Einbettung von M in
die Mannigfaltigkeit ohne Rand M \ OM. O

Beispiele fiir berandete Mannigfaltigkeiten sind: das abgeschlossene Mobiusband
und die abgeschlossene Kugel.

47.11 Lemma (Rand eines Mannigfaltigkeit).
Der Rand einer orientierten Mannigfaltigkeit M mit Rand ist in kanonischer Weise
orientierbar.

Beweis. Eine Basis (e;)7; von T,(0M) heifit positiv orientiert, falls (e, ..., en)
in T, M positiv orientiert ist fiir einen nach aulen weisenden Tangentialvektor eg.
(d.h. —eg ist innerer Tangentialvektor) O
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47.12 Satz von Stokes.
Sei M eine (n+1)-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand OM wund
dieser trage die kanonische Orientierung. Sei w € Q™(M) mit Trgw kompakt, dann

gilt:
/ dw :/ w :z/ incl*w  (wobei incl: OM — M)
M oM oM

Beweis. Sei {h;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung mit Kartenbildern
untergeordnet ist. Dann ist w = Zz w; mit Formen w; := h; - w mit Tréger in
Kartenbildern. Somit ist

dw = Zd(wi), Trgd(w;) C Trg(w;) C Trg(h,;) =

- /de - ;/Md(wi)’ /8Mw B zi:/aszw

Es geniigt also, den Beweis fiir die Situation, wo Trgw in einer Kartenumgebung
liegt, zu fithren. Also 0.B.d.A. w € Q"(R™*!) und somit [, dw = [, w. Fiir diese

Situation wurde das in bereits gezeigt. O

48. Integration auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

48.1 Bemerkungen

1. Die VOLUMSFORM auf einer m-dimensionalen orientierten Riemann-Mannig-
faltigkeit M ist jene eindeutig bestimmte m-Form voly;, welche punktweise
auf positiv orientierten Orthonormalbasen von T'M den Wert 1 hat, siehe
. In lokalen Koordinaten ist sie gegeben durch:

volpyr = VG dul A -+ A du™
mit G := det((9i,)i,;) und gij := g (g7 507) -

wobei g die Riemann-Metrik auf M ist.

2. Sei N eine orientierte Teilmannigfaltigkeit von Kodimension 1 der (n+1)-
dimensionalen orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M und sei v, fiir x €
N der eindeutig bestimmte Vektor in T, M, sodafl (v, €1, ..., e,) eine positiv
orientierte Orthonormalbasis in T, M ist fiir eine (jede) orientierte Orthonor-
malbasis (e1,...,e,) von T, N. Sei v zu einem Vektorfeld gleichen Namens
auf ganz M fortgesetzt, so gilt

voly = inkl* (i, (volys)) auf N,

denn voly(ey,...,e,) = 1 = volpyr(vn,e1,...,6n) = (iuy volpr)(er, ..., en).
Insbesonders gilt das fiir den Rand N = OM einer berandeten Mannigfal-
tigkeit M. Der Vektor v ist dann der nach auflen weisende Einheitsnormal-
vektor.

3. Sei allgemeiner £ € X(M) ein beliebiges Vektorfeld. Dann ist div& - voly, =

L¢ volps nach und es gilt auf OM:

incl™(ig volar) = (€, Vo) - volgns auf OM,
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denn
(ig volar)(e1, ..., em) = voly (& €1, ... em) =
= VolM( & vyv +(E—-(&vv),er,... 7em)
e(T(dM))+ €T(OM)
= (&, v) -voly(v,er,...,em) +0
= <§7y> ! VOISM(eh o 7€m)~

48.2 Greensche Satz.
Sei M eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit mit Rand und sei & € X(M) mit
kompaktem Trager. Dann gilt

/ diV§ . VOlM = / <€7V8M> -VOlaM.
M oM

Beweis. Es gilt:

/ L¢ volys
M

/ dng‘VOl]\/[ / (doig—‘ri&od)VOlM
M M

= / d(i{ VOIM) +0 Stokes / incl* (ig VO]M)
M oM

:/ <§,V3M>~VOL9M. D
oM

48.3 Produktregeln

grad(f - g) = g - grad(f) + f - grad(g)
div(f-&) = f-di ( )+df &= f-div(§) + (grad(f),§)
A(f-g) = A(g) + A(f) - g — 2(grad(f), grad(g)),

siehe Aufgabe [59, 72.69].

48.4 Greensche Formeln.
Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit mit Rand und seien f

und h in C*°(M,R). Dann gilt:

/ ((grad f.gradh) — f - Ah) vol= [ f-{gradh,v) - vol
M OM

/(f-Ah—h-Af)~vol=—/ (f dh — b df) () - vol
M oM

Beweis. (1) Es gilt div(f - gradh) = f - div(grad h) + (grad f,grad h) = —f - Ah +
(grad f, grad h) und somit fiir £ = f - grad h:

/ ((grad f.grad h) — f~Ah> voly = / div(f - grad ) - volys =
M M
= div¢ - voly ==

M oM

= / (f - grad h,vanr) - voloas = f - (grad h,vgp) - volans
oM oM

(&, vam) - volons

= f . dh(l/aM) : VOlaM .
oM
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(2) Vertauscht man f und h in (1) und zieht das Resultat von (1) ab so erhilt man
die zweite Greensche Formel. O

48.5 Folgerung (Subharmonische Funktionen sind konstant).

Sei M eine kompakte, orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann ist
jede SUBHARMONISCHE FUNKTION f € C®(M,R) — d.h. Af <0 - konstant. Ins-
besonders gilt dies fiir harmonische Funktionen, d.h. die stationdren Punkte f der
Wirmeleitungsgleichung Af = 0.

Beweis. Wihlen wir in der 1.ten Greenschen Formel die erste Funktion konstant
1, so erhalten wir [, —Af -volyr = [ df(v) - vol = 0. Wegen Af <0 ist also Af
konstant 0, i.e. f harmonisch. Nach der 1.ten Greenschen Formel fiir h = f erhalten
wir analog

OM/ (|gradf|2—f-A )'VO]M
M ~~

=0
= [ Jgrad 7P - volar,
M

also ist grad f = 0 und somit ist f konstant. O

49. Der Laplace-Beltrami-Operator

49.1 Der Laplace-Beltrami-Operator ist selbstadjungiert

Was 148t sich allgemein iiber den Laplace-Beltrami-Operator A := dd* + d*d :
Q(M) — Q(M) einer kompakten orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M aussa-
gen? Auf jedem homogenen Teil Q%(M) haben wir nach ein inneres Produkt,
welches gegeben ist durch

<a76>ﬂk(M) = /A

{<a()aﬁ()>/\k T M VO]M .

Es gilt, dal d und d* formal adjungierte Operatoren beziiglich diesem inneren Pro-
dukt sind, denn nach :
a8 = {a,p) - vol fir o, € Qk(M)

und fiir o € QF und 8 € Q! rechnen wir wie folgt

43.3
(dB, a) vol —<ﬁ, (—1)kmtmtl o d « a> vol

=df Asa+ (=) TMB A« d*x a

((a,dﬁ) - <d*a,ﬁ>) vol

41.4
L] dﬂ/\ *a 4+ (71)km+mﬁ/\ (71)(m7k+1)(k71)d* o

=d3Axa+ (- 1B Ad*a
= d(B A *a).

= /M<a7dﬁ> volz/M<d*a75> vol+/ d(B A xa) .
L

M

=0
Somit ist der Laplace-Beltrami-Operator A = dd* + d*d symmetrisch, d.h.

<Aa7ﬂ> - <Ot, Aﬂ>
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Er ist auch positiv, denn
(Aa, ) = {((dd* + d*d)a, o) = (d*a, d*a) + (da, da) > 0.
Wegen dieser Gleichung gilt auch:
Aa =04 da=0=d"a, also Ker(A) = Ker(d) N Ker(d").
Die Formen im Kern von H werden auch als HARMONISCHE FORMEN bezeichnet.

Der Operator A ist ein linearer Differentialoperator vom Grad 2. Man kann zeigen,
daf} er elliptisch ist, siehe [96, 6.35] und damit folgende Lemmas gelten:

49.2 Lemma.

Eine Folge von k-Formen o, € QF(M), fiir die sowohl {||a,|? = (an,an) : n €
N} als auch {||A(a,)||? : n € N} beschrinkt ist, besitzt eine Cauchy-Teilfolge im
normierten Raum QF(M).

Ohne Beweis, siche [96, 6.6].

49.3 Lemma.

Jede SCHWACHE LOSUNG « von Aa = vy ist eine wirkliche Lésung, d.h. Aus o €
L(QF(M),R) mit (v, 8) = a(A(B)) fir alle B € Q¥(M) folgt, daf ein & € QF(M)
existiert mit «(B) = (&, B) fir alle (5.

Ohne Beweis, siche [96, 6.5].

49.4 Theorem von Hodge.
Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit so gilt:

1. dim(Ker A) < co.
2. A: (Ker A)t — Im A ist eine offene Abbildung.
3. ImA = (Ker A)L.

Beweis.

(1) Angenommen Ker A ist unendlich-dimensional, dann existiert eine orthogonale
Folge von ,, € Ker A. Diese nach eine Cauchy-Teilfolge, ein Widerspruch zu
len = emll? = llphal® + lloml? = 1.

(2) Klarerweise ist A : (Ker A)+ — Im A bijektiv.

Behauptung: 3 ¢V 3 € (KerA)L : ||8] < ¢||AB]| (also ist A™! : BildA —
(Ker A)* stetig).

Wir wollen die Behauptung indirekt beweisen. Angenommen 3 3, € (Ker A)+ mit

I8l = 1 und ||AB,]| — 0. Nach Lemma diirfen wir annehmen, daf 3,, eine
Cauchy-Folge ist. Also existiert

0(p) := lim (B, ) fiir alle ¢ € QF.
Das lineare Funktional ¢ : QP — R ist beschrinkt, denn [{(¢)| < sup,, |(Bn,¢)| <
L ||(P|| und es gllt £|KerA = 0, denn

Brn € (Ker A)i

v e Ker A= L(p) =lm(B,,p) im0 =0

aber auch £|i;, o = 0, denn
U(Ap) = lim (B, Ap) = lim (AS,,¢) = 0.
n—oo n—oo

Also ist £ eine schwache Losung von A¢ = 0. Nach Lemma ist es eine wirkliche
Losung, d.h. 3 3 € QF : £(¢) = (B,v) fiir alle i € QF. Somit ist 3 € (Ker A)+,
denn (B,9) = £(yp) = 0 fiir ¢ € Ker A, und § # 0, ja sogar ||5]| = lim, |G| = 1.
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Aber es ist 0 = £(Ap) = (3, Ap) = (AB, @) fiir alle p € QF und somit A3 = 0. Das
ist ein Widerspruch.

(3) Die Idee zum Beweis von Im A = (Ker A)+ ist die Gleichung (Ker ')+ = Im(T*)
aus der linearen Algebra fiir lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen
Vektorrdumen. Im unendlich-Dimensionalen stimmt diese so nicht mehr, aber mit-
tels der Elliptizitdt konnen wir sie nun fiir T := A zeigen.

(C) Es gilt Bild A C (Ker A)*, denn fiir 3 € Ker A ist (Aa, 3) = (a, A*8) =0 da
A symmetrisch ist.

(2) Sei @ € (Ker A)L. Wir definieren £(Ay) = (a, ) fiir alle p € QF. Dann ist
¢ : Bild A — R wohldefiniert, denn aus Ap; = Ags folgt 1 — @2 € Ker A und
somit (a, 1 —p2) = 0. Und £ : Bild A — R ist beschrénkt, denn fiir den auf Ker A
orthogonal stehenden Anteil ¥ von ¢ gilt: Ap = At und somit

[(Ap)| = [6(AY)| = [, )| < [lall - 9]} < ¢ - [lall - Al = ¢ - [laf - | A
Also ist £ nach dem SATZ vVON HAHN-BANACH (siche [46, 7.2.1]) erweiterbar zu
einem ||_||-beschriinkten linearen Funktional auf QF. Diese Erweiterung ist aber eine
schwache Losung von Af = «, und somit existiert nach Lemma ein w € OF
mit (w, 1) = £(¢) fiir alle ¥. Und somit (Aw, ) = (w, A*Y) = L(Ay) = (e, )V ¢
also ist @ = Aw € Bild A. O

49.5 Folgerung (Orthogonale Zerlegung der Formen).
Fiir kompakte orientierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten M haben wir folgende or-
thogonale Zerlegungen:

Q=KerA®BildA und weiter Bild A = Bildd @ Bildd*

Beweis. Die erste direkte Summenzerlegung haben wir in gezeigt. Nun zur
zweiten:

(2) Die linearen Unterriume Bild d und Bild d* sind in Bild A = (Ker A)* enthal-
ten, da (da, 8) = (o, d*3) = {,0) = 0 und (d*a, 8) = (o, df) = {,0) = 0 fiir alle

0 € Ker A nach .

(C) Dies ist wegen A = dd* 4+ d*d offensichtlich.

(®) Die Summe ist orthogonal, denn wegen (da, d*3) = (d?a, 3) = (0, 3) = 0 steht
Bild(d) auf Bild(d*) normal. O

49.6 Definition (Green-Operator)

Wegen ist A: (KerA)t — BildA = (Ker A)* eine offene Bijektion und,
wenn wir mit H : Q — Ker A die orthonormale Projektion bezeichnen, so ist der
durch G := (Alpuaa) to Ht : Q@ — (Ker A)*t mit H+ := idg —H definierte
GREEN-OPERATOR G der eindeutig bestimmte Losungsoperator von A(G(«)) =
H* (o) fiir alle a € Q. Folglich ist G beschrinkt, und als Inverse des symmetrischen
elliptischen Differentialoperators A symmetrisch und kompakt.

49.7 Folgerung.
Sei T : Q@ — Q ein linearer Operator, welcher mit A kommutiert, d.h. ToA = AoT,
so kommutiert er auch mit G. Insbesondere gilt das fir d, d* und A.

Beweis. Aus T o A = Ao T folgt, dal Ker A und Bild A = (Ker A)* T-invariant
sind. Somit kommutiert 7 mit H und H+ (denn T'(H (x)) € Bild Aund T(H*(x)) €
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Ker A und wegen T'(H (2))+T(H*(z)) = T(z) = H(T(z))+H*(T(x)) ist T(H(z)) =
H(T(x)) und T(H*(z)) = H-(T(z))) also auch mit G. O

49.8 Folgerung (Harmonische Reprisentanten).

Die Kohomologie H(M) von M ist isomorph zum Raum Ker A der harmonischen
Formen. Genauer, in jeder Kohomologieklasse gibt es genau einen harmonischen
Reprisentanten.

Beweis. Nach ist Q@ = Ker A @ Bildd & Bildd*. Wir behaupten Kerd =
Ker A @ Bild d.

(2) Nach ist Ker A = Kerd N Kerd* C Kerd und wegen d? = 0 ist
Imd C Kerd.

(C) Seiw € Kerd. Nach ist w = w1 +wo+ws mit wy € Ker A, ws € Imd und
w3 € Imd* und somit 0 = dw = dw; + dws + dws mit dw; = 0 = dws wegen
(D). Da w3 € Imd* existiert ein o mit d*a = wz und somit 0 = dws = dd*«
und weiters ||ws||? = ||d*a||? = (d*a,d*a) = (dd*a, a) = (0,a) = 0. Also ist
w=w;+wy € Ker APImd.

49.9 Folgerung (Kohomologie ist endlichdimensional).
Die Kohomologie jeder kompakten, orientierbaren Mannigfaltigkeit ist endlichdi-
menstonal, d.h. alle Betti-Zahlen sind endlich.

Beweis. Wir wihlen eine Riemann-Metrik auf M, dann ist H(M) = Ker A nach

, und ist somit endlichdimensional nach . O

49.10 Definition (Poincaré-Dualitiit)

Fiir jede kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit induziert die Abbildung
Qm=k (M) xQF(M) — R, welche durch (o, 3) fM a B gegeben ist, eine bilineare
Abbildung H™ (M) x H*(M) — R, die sogenannte POINCARE-DUALITAT.

Diese Definition macht Sinn, denn aus as —a; = da folgt as AB—a1 Af = daNf =
dlaAB) £aAdB, wodB =0,da 8] € H*(M) = Kerd/Bild d ist. Somit ist nach
den Satz von Stokes [, as A = [, a1 AS.

49.11 Lemma.
Die Poincaré-Dualitit induziert einen Isomorphismus H™™% = (H*)*, i.e. fir die
Betti-Zahlen gilt Bx, = Bm—k-

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf§ die Poincaré-Dualitét nicht degeneriert ist.

Sei dazu [a] € H™*\ {0}, wegen diirfen wir annehmen, daf§ o harmonisch
und damit auch d*a = 0 ist. Wahlen wir 3 := *q, so gilt: d0 =d*xa =+ *xd*a =0
und [, aAB= [, a Axa= [, (a,a) vol >0, da a # 0.

Bekanntlich induziert jede bilineare nicht-degenerierte Abbildung b : F x F' — R
auf endlichdimensionalen Vektorriumen einen Isomorphismus bY : B — F™*:

Die induzierte Abbildung E 3 v +— b(v,-) € F* ist injektiv, denn b(v, w) = 0 fiir alle
w € F impliziert v = 0. Also ist dim F' < dim(F™*) = dim F, und aus Symmetrie-
griinden dim F = dim F'. Somit ist die induzierte Abbildung ein Isomorphismus. [

Bemerkung.
Da H* nach endlich-dimensional ist, liefert jedes innere Produkt auf H*
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einen Isomorphismus # : H*¥ — (H*)* und somit nach einen Isomorphismus
H™ % — (H*)* « H*. Verwenden wir insbesonders den Isomorphismus H (M) =
Ker A C Q(M) und das von (M) induzierte innere Produkt aus so 148t sich
obiger Isomorphismus H™* « H* wie folgt beschreiben:

H™ % x HF R H* x H*
| ~T
AL A Jar . Ker A x Ker A
|
Qm—k x Qb L Ok x QF
Hmk (H")* H*

1R
IR

[a] < ([A] H/Ma/\ﬁ)H'yeKerA,

mit fMa A ﬂ = <756>Qk(M) = fM<73/8>Ak(M) volyr = fM *y A ﬂ fir alle [ﬂ} €
H*(M), also ist [a] = [#7], d.h. der Isomorphismus ist durch den Hodge-Stern-
Operator gegeben. Beachte dabei, dafl

A(xv) = (dd* + d*d) *
( 1)1+m+m m— k)d *d % *y + ( )1+m+m(m—k+1) *d* d* y
( 1)1+m+m(m k)+k(m— k)d* d’y +( 1)1+m+m(mfk+1) s d * dx* y

*((_ )m(m—l—Qk)(_1>1+m+m(k+1) sd*d

+ (71)m(m7172k)(71)2m(71)1+m+mkd " d*),}/
(_1)m(m—1—2k) % (d*d-i- dd*)’7 — *A’y =x0=0, fiir S Ker A7

d.h. A die harmonischen Formen auf solche abbildet.

49.12 Folgerung.
Ist M eine kompakte zusammenhdngende orientierbare m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit, so ist H™(M) 2 R, i.e. By = 1.

Vgl. dies mit .

Beweis. Die Poincaré-Dualitét liefert den Isomorphismus H™ = (H%)*, und H® =
R, da M zusammenhéingend ist. Die Zusammensetzung der Isomorphismen H™
(HO)*NHO"’Rlst = [ywAl= [, w.

ORI

49.13 Folgerung.
Ist M kompakt, zusammenhdngend, orientierbar und von ungerader Dimension so
verschwindet die Euler-Charakteristik x =Y, (—1)*B.
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Beweis. Sei dim M = 2n + 1 = m so gilt

m n

SEDEBe =Y (-DF8+ > (—DFs

k=0 k=n+1

X

E
I
o

n

(=1)*Bx + 3 (=)™ "B =D (-1* (B = Bn—s) =0. O
nach:O

I
NE

B
Il
=]

49.14 Kann man die Form einer Trommel horen?

Um diese sehr anschauliches Problem in eine mathematische Formulierung zu be-
kommen, denken wir uns eine Trommel als ein berandetes Gebiet im R?. Lassen
wir diese nun mit festgehaltenem Rand schwingen, so besitzt sie gewisse Eigenfre-
quenzen, die wir — zumindest mit absolut absolutem Gehor — héren kénnten. Es
stellt sich nun die Frage, ob das Gebiet durch dieses Spektrum von Eigenfrequenzen
bereits bis auf Isometrien eindeutig festgelegt ist.

Allgemeiner kénnen wir das Problem auch fiir beliebig dimensionale, abstrakte ori-
entierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten stellen, [48].

Da wir sie nur ein wenig aus der Ruhelage bringen wollen, ist es egal in welchem
umgebenden Raum die Mannigfaltigkeit isometrisch eingebettet ist, am einfachsten
in M x R. Sei nun u(z,t) die Entfernung des Punktes « € M von seiner Ruhelage
zum Zeitpunkt ¢. Dann erfiillt u, wie bei der iiblichen Gleichung der schwingenden
Saite (siehe z.B. [57, 9.3.1]), die partielle Differentialgleichung 2.ter Ordnung
2
ng—kAu:Omit ulorr = 0,

wobei A der Laplace-Beltrami-Operator der Riemann-Mannigfaltigkeit ist.

Die iibliche Losungsmethode verwendet den Ansatz der getrennten Variablen (vgl.
[67,9.3.2]), d.h. u(z,t) := p(z)-1(t). Die Gleichung iibersetzt sich dann in %(m) =

—%/(t) und somit miissen beide Seiten konstant — z.B. gleich A — sein. Insbeson-
dere suchen wir also Eigenwerte A € R und Eigenfunktionen ¢ € C*(M,R) des

Operators A : C*°(M,R) — C*(M,R).

Falls M kompakt ist, so sind nach alle Eigenwerte reell und die Eigenfunk-
tionen zu verschieden Eigenwerten stehen orthogonal (da A symmetrisch ist). Die
Eigenwerte sind alle nicht negativ (da A positiv ist) und lassen sich zu einer mo-
noton wachsenden Folge (A;) anordnen, die sich nur im Unendlichen h#uft, denn
andernfalls besifle eine zugehorige orthonormale Folge von Eigenfunktionen nach
einen Haufungswert. Vermoge einer orthonormalen Folge von zugehorigen Ei-
genfunktionen pp € C*°(M,R) lit sich die Wellengleichung mittels Fourierreihen
o0
u(z, t) = Z(ak cos(v/Ant) + bi sin(\//\kt)> - ou()
k=0
16sen, wobei die Konstanten aj und b, durch die Anfangsbedingungen festgelegt
sind. Die Klangwelle der Mannigfaltigkeit ist dann ein geeigneter Mittelwert:
oo
s(t) = Z(ak cos(v/Mut) + Bi Sin(\/)\kt))
k=0

Und somit kénnen wir (in einem gewissen Sinn) die A\ horen.
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Diese Folge (A\g) heift das SPEKTRUM DER RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT. Z.B.
kann man zeigen, daf das Spektrum der S™ die Folge (k(k +n — 1)), ist, wobei

jedes k > 0 mit Vielfachheit ("Hk(;l_)!l(ﬁ,: E=2! auftritt.

Man konnte zeigen, dafl folgende Dinge gehort werden kénnen, d.h. durch das Spek-
trum bereits eindeutig bestimmt sind:

die Dimension, das Volumen und die Euler-Charakteristik und damit das Ge-
schlecht (einer 2-dimensionalen unberandeten Mannigfaltigkeit) und die totale ska-

lare Kritmmung (siehe | 64.13 ).

Man konnte zeigen, dal man die folgenden Riemann-Mannigfaltigkeiten mit ihrer
kanonischen Metrik durch Horen erkennen kann: die Sphéren S™, die reellen pro-
jektiven Raume P?"~! fiir n < 3, den flachen Torus S! x S*, sowie alle kompakten
3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit konstanten Kriimmung K > 0.

Jedoch gibt es ISOSPEKTRALE RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN die nicht isome-
trisch sind. Das erste Beispiel wurde von [70] gefunden und waren zwei 16-dimen-
sionale Tori. [17] gaben 4-dimensionale Tori an. Marie-France Vigneras [94] kon-
struierte 2-dimensionale Beispiele die als Quotienten der hyperbolischen Halbebene
nach diskreten Gruppen von Isometrien erhalten werden. Daf} es sogar isospektrale
Deformationen von Riemann-Mannigfaltigkeiten gibt, wurde von [29] gezeigt und
in [88] systematisiert. SchlieBlich konstruierten [28] eine berandete Fléche die aus
168 = 7-24 Kreuzen zusammengesetzt ist und auf welcher die Elemente von SLz, (3)
als fixpunktfreie Isometrien wirken. Die jeweils 24=2%2*6 elementigen Untergrup-

pen
1 % % 1 0 0
Gl::{ 0 *x = } und Gg::{ x k% }
0 * =« * ok %

liefern dann zwei 24-bléttrige Uberlagerungen M — M/G; =: M; mit M; und M,
isospektral aber nicht isometrisch.
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Faktorisiert man noch die offensichtliche isometrische Involution =, : M; — M;
heraus, so erhilt man zwei isospektrale aber nicht isometrische Gebiete mit Ecken
in R2.

T
T

T

50. Anwendungen zum Satz von Stokes

50.1 Kurvenintegrale

Sei M eine Mannigfaltigkeit, w € Q'(M) geschlossen, c : [0,1] — M glatt. Dann ist
Jow= fol c*(w) und lokal sieht ¢*(w) wie folgt aus:

w = E w;dx’,

c(w) = Z(a}i oc)det <8(33(%toc)) dt = Zwi(c(t))(mi oc)'(t)dt.

Nach dem Satz von Stokes ist fiir f € C®(M,R): [ df = f[071] c*(df) =
fa[o,l] c(f) = (f)1) = c*(£)(0) = f(e(1)) — f(c(0)). Falls M einfach-zusam-
menhéngend ist, so ist nach die erste Kohomologie H'(M) = 0. Somit ist
jedes geschlossene w exakt, d.h. w = df fiir passendes f € C*°(M,R)). Es ist also
Jow=[.df = f(c(1)) — f(c(0)), d.h. das Integral ist wegunabhéingig.

50.2 Cauchyscher Integralsatz.
Sei M ein einfach zusammenhdngendes Gebiet in C, f : M — C eine holomorphe
Abbildung und c eine geschlossene Kurve in M. Dann gilt: fc f=0.

Beweis. Es ist

/ f(2)dz = / (F1(2) + i fa(2)) (@ + idy)
= / (h1(2)dz — fol2)dy) +i / (h1(2)dy + folz)der)

=iw1
= /wl —|—/w2.
(&3 c

mit dwl = dWQ =0.

=lw2
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Wegen der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

o5 _ of
y oz
o _of,
Ox oy
und dem Poincare-Lemma folgt [ f(z)dz = 0. O

50.3 Cauchysche Integralformel.
Sei M ein Gebiet in C und f : M — C holomorph. Sei D C M eine Kreisscheibe
um zg und ¢ parametrisiere den Rand 0D von D. Dann gilt:

Fz0) = RO

2m ¢ X — zo

Beweis. Sei w = =22 g2 Dann ist dw = 0 auf M \ {20}, weil z — zf_(zz?) dort

2mi z—2zo
holomorph ist (verwende die Cauchy-Riemann’schen-Differentialgleichungen). Sei

K. die Scheibe B(zp,e) und R. der Kreisring D \ K. C M. Mit dem Satz von
Stokes erhélt man:

O:/dw:/ wz/w—/ w =
R. OR. oD oK.

1 Z 562‘mt .
= w= / w= / Sz + )527rie2’”tdt
oD 0K,

27.” 627rzt

if(zo):/ w fiir e — 0. O
oD

50.4 Kohomologie

Wir wollen nun fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten M die hochste Kohomologie
H™(M) bestimmen.

Sei M kompakt, orientierbar und ohne Rand. Wie in folgt die Existenz eines
w e Qm™(M), m =dim M, mit w(vy,...v,) > 0 fiir alle positiv orientierten Basen
(v3)%,. Somit ist [,, w > 0 und w ist geschlossen, weil w eine m-Form ist.

Die Form w kann aber nicht exakt sein: Gébe es ein n € Q™M) mit w = dn,

dann wire
/w—/dn—/ n=0,da OM = 0.
aM

Das ist ein Widerspruch. Also ist H™(

50.12 Lemma.
FEs ist

N 1
(7" VOlSm)(l’) = W Ly VOlRm,+1 (.’L')
1 o ]

wobeir : R™T\{0} — S™ die Retraktion x —
VT T Sel.

Tay und v € X(R™*TL) das Vektorfeld
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Beweis. Es wird T,R™" von T,(||z| S™) und v, erzeugt, also geniigt es beide
Seiten auf Vektoren v; aus diesen Teilrdumen zu testen. Falls v; = v, fiir mindestens
ein 7 ist, so ist die rechte Seite

Ly volgmi1 (... v, . ..) = volgm+1 (Vgy oo oy 04y ...) =0

]|+t ]t
und die linke Seite ebenfalls, denn Ty,r - v = 4|, _gr(z + tz) = 0.
Sind alle Vektoren in v; € Ty (||z|| S™), so ist Tyr-v; = v, denn r : ||z S™ — S™

ist eine Streckung mit Faktor ”71” Damit sind ebenfalls beide Seiten gleich, denn

nach Aufgabe ist

volgm = incl”* (Z(—l)lxi dz® Ao ANdzT A A dxm)

=0

HTH

50.13 Lemma. Integration nach Polarkoordinaten.
Es sei B := {x € R™*!: ||z|| <1} und f € C°(B,R). Dann ist

1
/ f= / f volgm+1 :/ g volgm mit g : x +— / e f(te)dt
B B S 0

Beweis. Es ist B\ {0} = S™ x (0,1] vermoge ¢ : = +— (7%, [|z]]) mit Um-

]2
kehrabbildung (y,t) — ty. Sei eine m + 1-Form auf S™ x [0,1] gegeben durch
dt A volgm = pri(dt) A pri(volgm) und h : S™ x [0,1] — R gegeben durch
h(y,t) = t™ f(ty). Dann ist

/ g volgm —/ / t" f(t.) dt volgm —/ hdt A volgm .
Sm m Smox [01 1]

—h( f)
Weiters ist mit p(x) := ||z||

o (dt A volsn) = " (pr3(dt) A pr (volsm)) = (pr3 00)" (df) A (pr, o) (volsn)
pr(dt) A r*(volsm)

m ; m

0012 .
1 1 7 m
g ||;v||m+1 g de- N+ Ndx* N---Ndz
:71 ()2 dz® A - A dz™ L0 A A dam
]2 £ T el !
i=0

und fiir  # 0 somit

©*(h volgm Adt)(z) = h(p(z)) @ (volgm Adt)(x) = ||z|™ f(z) L dz® A - Adz™

]|

= f(z)da® A -+ A dz™

Also ist
f=1lim ©*(h volgm Adt) = lim / h volgm A dt
/B eN0 B\EB N0 Ju(B\eB)
= lim h volgm Adt = / h volgm Adt
N0 Jsmx[e,1] Smx[0,1]

:/ g volgm . [
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50.15 Definition. Kohomologie mit kompakten Triger.
Indem wir die Teilriume QF (M) := {w € QF(M) : Trgw ist kompakt} anstelle von
QF(M) verwenden definieren wir die Kohomologie mit kompakten Triger durch

ZE(M) :=Ker(d : Q¥ (M) — QF1(M))
BF(M) := Bild(d : Q"1 (M) — QF (M)
H; (M) := Z:(M)/B} (M)

Beachte dabei, da8 B¥(M) # {dn € QF(M) : n € Q¥=1(M)}, denn z.B. ist fiir
f € CX(R™) mit 0 # f > 0 die Differentialform w := fdz' A--- A dz"™ € QP(R")
wegen dem Poincaré-Lemma | 44.5.6 | exakt, aber fiir kein n € Q?~1(R") ist dn = w,

denn nach dem Satz |47.12 ] von Stokes wére dann 0 < [p, w = [p. dn = [;n =0
ein Widerspruch.

Ein direkte Verallgemeinerung dieses Arguments zeigt, dafl es ein wg € Q' (M) mit
J ywo = 1 gibt und somit H*(M) # 0 fiir alle orientierbaren m-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten M ist. Wir wollen nun zeigen, da$ H*(M) = R fiir solche M
ist, also fiir alle w € Q7*(M) ein n € Q"1 (M) existiert mit w = ([, w) wo + dn,
und damit [ : Q7*(M) — R einen Isomorphismus H!"(M) = R induziert.

50.6 Theorem.
Fiir jede zusammenhdngende orientierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist

H™(M) = R.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dafi B]"(M) der Kern von [, : Q7*(M) — R ist,
d.h. fiir jedes w € Q' (M) mit [,, w =0 ein n € Q7" (M) existiert mit w = d.
Beh.: Das Theorem stimmt fiir M = R.

Sei w € QY(R) mit [pw = 0. Wegen dem Poincaré Lemma |44.5.6 | existiert ein
f € C®°(R,R) mit w = df. Da Trgw = Trg f' kompakt ist, existiert ein N, s.d.
f sowol auf (—oco,—N] als auch auf [N, +0c0) konstant ist. Wegen 0 = [w =
Jadf = [TZ pydt = [ f/(#)dt = F(N) — f(—N) ist f(N) = f(~N) und somit
g:=f—f(N)e C® und w = dg.

Beh.: Falls das Theorem fiir S™ gilt, so auch fiir R™*1,

Seiw = fdaz® A--- Adz™ € QP (R™) mit [5,,, w =0 und 0.B.d.A. sei Trg(w) C
{x : ||z|| < 1}. Wegen dem Poincaré Lemma | 44.5.6 | existiert ein n € Q™(R™1)

mit w = dn. Nach Aufgabe | EX24 | ist

1 m . 1
n(x) ::/ t" f(tx) dt - E (=12 da® A A dxt Ao Ada™
0 i=0

5=z 1 [l m o —
L= Jellt) Ta] T / s™f <s|x”> ds - E (=1)'z® da® A - A dat A Ada™
x 0 x P

[l ]l
[ (tx) dt- (r* volgn) (x).
0

]|

Es sei g : S™ — R definiert durch g(z) := fol tmf(tr)dt und B := {x € R™*T! .

Jl < 1}. Da
N 1
= » w = . f g volgm
]Rm m
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existiert nach Voraussetzung ein A € Q"~1(S™) mit g volgm = d\. Wegen f|gm+1\p =
0 ist

n(z) = /01 gmf (tx) dt - (* volgm) () fiir = ¢ B

]
= n={(gor)-r*volgm = 7*(g volgm) = 7*(d \) = d(r*\) auf R™"!\ B.

Sei nun h € C*°(R™*!,[0,1]) so, daB h = 0 nahe 0 und hlgm+1\ g = 1. Dann ist
h-r*Xx € Qm~L(R™*1) und

w=dn=dn—dh-r*X) mit (n —d(h-r"A))|[gm+1\p = (1 — d(r*)\))|Rm+1\B =0.

Beh.: Falls das Theorem fiir R™ gilt, so fiir alle m-dimensionalen M.

Sei dazu wy € Q™(M) mit [wy =1 und Trgwy C Bild ¢y fiir eine Karte ¢ : R™ —
M. Wir zeigen, daB zu w € Q7*(M) ein n € Q1 (M) gibt mit w = (f,, w)-wo+dn.
Daraus folgt dann w = dn fiir alle w mit [w = 0.

Betrachten wir zuerst den Fall Trgw C Bild# fiir eine Karte ¢ : R™ — M: Es
gibt dann endlich viele Karten ; : R™ — M mit Bild; N Bild;11 # 0, ¥
die obige Karte bei wy und weiters 1,, = 1 ist. Dazu gibt es w; mit kompaktem
Trager Trgw; C Bildy; 1 N Bildy; und fwz- = 1. Da das Theorem fiir M = R™
vorausgesetzt ist, existieren n; € Q™ 1(M) mit Trgn; C Bild;_; und w; —w; 1 =
dn;. Schliellich existiert ebenso fiir ¢ := f w €in Nyp4+1 Mit w—cwy, = dny41. Daraus
folgt

m m
W= CWm +dNmt1 = ... = cwg + CZ dn; + dnmy1 = cwo + d(nm+1 + ch).
i=1 i=1

Sei nun w € Q™ (M) beliebig und {f;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung
mit offenen zu R™ diffeomorphen Mengen untergeordnet ist, dann ist f;w = c;wg +
dn; fiir ein n; € Q7 H(M) und somit w = Y, fiw = (3, ¢;)wo + d >, mi, wobei
Jyw=>¢[ywo+ [1,d>;m =, ci, eine endliche Summe. O

50.5 Satz (Hochste Kohomologie).
Fiir zusammenhdngende m-dimensionale Mannigfaltigkeiten M ohne Rand gilt:

{R falls M kompakt und orientierbar ist,

H™(M) =
(M) 0 sonst.

Hm

C

~ JR  falls M orientierbar ist,
() = {0
sonst.

Fiir kompaktes orientierbares M haben wir diese Aussage in | 49.12 | unter Verwen-
dung des Theorems von Hodge bewiesen. Der nachfolgende Beweis benutzt dieses
nicht.

Beweis. Nach ist H" (M) = R fiir alle orientierbaren M und damit H™ (M) =
H™(M) = R fiir alle orientierbaren kompakten M.

Sei als néchstes M orientierbar aber nicht kompakt:

Da M nicht kompakt ist existiert eine Uberdeckung {Bildv; : i € N} fiir Kar-
ten v;, s.d. jede kompakte Menge nur endlich viele Bild; trifft (iiberdecke die
Differenzen einer kompakten Ausschépfung mit Kartenbildern) und (durch eventu-
elles Vergrofern diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl) Bild¢; N Bild ;11 # 0. Sei
{fi : i € N} eine untergeordnete Partition der 1. Wir wihlen wieder w; € QI"(M)
mit Trgw; C Bildy; N Bild ¢;41 und fM w; = 1. Sei nun w € Q™(M) mit Trgw C
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Bild ¢; fiir ein j und ¢ := [, w. Fiir i > j existieren dann 7, € Q"~'(M) mit
Trgn; C Bildv;, und w = cw; + dn; sowie cw;—1 = cw; + dn; fiir © > j. Somit ist

k 00
w=cw;+dn; = - =cuwy +de = d(Zm)
i=j i=j
und p; = Z;’ij n; lokal endlich. Sei nun w € Q™ (M) beliebig. Dann ist fjw wie
zuvor, also existiert ein p; € Q™ (M) mit fjw = du; und Trgp; C UiZj Bild 4,
somit ist >, yt; lokal endlich und

W:;fjwz;dﬂj Zd(gﬂj),

also ist H™(M) = {0}.

Sei nun M nicht orientierbar:

Auf dem Totalraum der Orientierungsiiberlagerung p : M°" — M der Mannigfaltig-
keit M definieren wir die ORIENTIERUNGSVERTAUSCHUNG ¥ : X(z, *w) := (z, Fw)
und damit

QF (M°7) == {w € Q*(M°") : x*'w = +w}

HE(M®T) = {w € QL(M) : dw = 0} /{dn : n € QL' (M)}
ok (M) = {w € Qk(MOT) X'w = tw}
HE (M) = {w € Qf (M) : dw = 0} /{dn : € QL (M)}

Wir behaupten:
QF (M) = Qb (M) @ QF (M)
H* (Mo = k:( oy @ HE (M)
p* s HY(M) = H* k(M)
und analog fiir Formen mit kompakten Triger. Sei w € QF(M°T), dann gilt:

1
w= 5((w+x*w) + (w —X*w)) € QF ®QF, wobei QF NQF = {0}

= QF(M°") = QF (M°") @ QF (M°7)
und d(Q%) € Q! weil x*(dw) = d(x*w) = +dw fiir w € Q%
= H*(M°") = H* (M°") @ H (M°")
und p* : QF(M) — QF(M°") ist injektiv, da p eine surjektive Submersion ist.
Weiters ist
pH(QF (M) = Qf (M),
(€) Weil x"p*w = (pox)'w = p'w.
(D) Sei w € QF (M°") und sei U C M°", sodaB p|y : U — p(U) ein Diffeomor-
phismus ist. Sei ol = ((plv)™)*w. Dann ist o € QF(M) wohldefiniert, weil
X w = w, und p*a = w.
Somit gilt p* : Qk( ) = Ok k(M) — QF(M°T). Wegen p* od = dop* folgt daraus
p* : H*(M) — H¥(M°") — H*(M°") und analog p* : H¥(M) = HY (M°") —
HE(Me), was die letzte Behauptung war.

Sei w € QP (M°"). Dann ist [w = 0, denn [w = [x*w xotentverty - [w.
Somit existert nach dem Vorigen ein n € Qm~1(M°") mit w = dn und somit ist
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w = F(w+x'w) = g(dn+x*dn) = d(ns) mit 9y = 5(n+x*n) € QL (MOT), also
[w]=[dny]=0¢€ HY (M°"). Somit ist H*(M) = HY' .(M°") = {0}.
SchlieBlich sei M weder kompakt noch orientierbar:

Dann folgt das Resultat fiir H™ aus dem orientierbaren Fall, denn p* : H™ (M) —
H™(M°") ={0}. O

50.7 Beispiel

Fiir die orientierte zweibléttrige Uberlagerung S™ — P™ sei x die Antipodalabbil-
dung  — —z. Dann ist H*(P") = Hk(5") C H*(S™) wie im Beweis von
und somit

fir k #0,n

fir k=0 (da P™ zush. ist)

fiir £ = n gerade

o =5 o

Hk' (P") [

R fiir K = n ungerade

In der Tat ist x auf S™ genau dann orientierungserhaltend, wenn n ungerade ist
und somit ist fiir w € Q4(S") [q. tw = [¢. X*w = (=1)"*! [, w, also wie zuvor
HY(S") = 0 falls n gerade ist und fiir n ungerade ist H_(S™) = 0 und damit
H™(P") = HY(S™) = H*(S™) =R.

50.8 Brouwerscher Fixpunktsatz.

Sei f: B" := {z € R" : |z|| < 1} — B"™ glatt, dann gibt es ein x € B™ mit
fa) =1

Beweis. Indirekt: Sei f(z) # « fiir alle z, dann gibt es eine C*°-Abbildung r :
B™ — S"~1 mit r|gn-1 = idgn-1, sei ndmlich r(z) der auf der Seite von z liegende
Schnittpunkt der wohldefinierten Geraden durch z und f(x) mit der Sphire S™~1.
Wir erweitern r zu einer Abbildung gleichen Namens r : R — S~ Nun folgt

incl*

Hn—l(sn—l) r R H"_l(R") S Hn—l(sn—l)

id N

R R
Das ist ein Widerspruch. O

50.9 Definition (Abbildungsgrad)

Seien M, N zusammenhéngende, kompakte und orientierte Mannigfaltigkeiten von
gleicher Dimension m und sei f : M — N glatt. Der ABBILDUNGSGRAD deg f € R
sei durch folgendes Diagramm definiert:

) 22D gy

fi flﬁ
o dess b

1R

degf -t <—1t
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deg s [l =dess [w= [Hm (] = [1r0] = [ e

Falls M und N orientierte aber nicht notwendig kompakte Mannigfaltigkeiten glei-
cher Dimension m sind und f : M — N glatt und proper (d.h. die Urbilder kom-
pakter Mengen sind kompakt) ist, so verallgemeinern wir den ABBILDUNGSGRAD
deg f € R durch

wobei

HI'(f)

&
=
=
&
I
2

deg f - t<=—1t

Beachte dabei, dal f* : QF(N) — QF (M) fiir properes f wohldefiniert ist und somit
auch H*(f) : HF(N) — HF(M).

50.16 Proposition.

Sei f: M — N eine propere glatte Abbildung zwischen zusammenhdngenden orien-
tierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und y € N ein requldrer Wert von f.
Dann st

deg f = Z sign,, f € Z,
zef~1(y)
wobei
: 1 falls T f : ToM — Ty N orientierungserhaltend,
sign,. f := —1 fallsTyf : T,M — T,N orientierungsvertauschend ist.

Beachte, dafl nach dem Theorem |21.17 | von Sard so ein regulidrer Wert y immer
existiert und weil f proper ist, ist f~!(y) endlich.

Beweis. Sei f~!(y) = {x1,...,2,}. Wir withlen paarweise disjunkte offene Koor-
dinatenumgebungen U; von z;, s.d. f : U; — f(U;) ein Diffeomorphismus ist. Sei
W C ), f(U;) eine kompakte Umgebung von y. Dann ist W' := f~*(W)\ U, U; C
M\ f~1(y) kompakt und somit f(W’) ist abgeschlossen und enthilt nicht y. Sei
VCW\ f(W') €N, f(U;) eine Umgebung von y. Dann ist

FHy) CFHV) S T WNFW) C T WONFHFW!) € fFH W\ UUm
und indem wir U; durch f=1(V) N U; ersetzen diirfen wir 0.B.d.A. f~1(V)=UU;

und f(U;) € f(f~Y(V)) C V annehmen und wenn wir nun V durch (), f(U;)
ersetzten gilt zusitzlich f(U;) = V.

Sei nun w € Q(N) mit Trgw € V und [,, w = 1. Dann ist Trg f*(w) € U, U; und
ffw= / ffw= sign,, f/ w= sign,, f/ w. O
/M z; U; z; ! F(U) z; ! M
50.10 Folgerung.

1. deg(f o g) = deg(f) - deg(g).
2. f ~ g zwischen kompakten Mannigfaltigkeiten = deg f = degg.
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3. f ist Diffeomorphismus = deg f = +1;
Weiters ist deg f = 1 < f orientierungserhaltend ist.
4. deg f #£ 0 = f ist surjektiv.

Beweis. (1) da (fog)* =g" o f*.
(2) da dann H*(f) = H*(g) nach |44.3.2 |
(3) folgt aus (1) unter Verwendung von deg f € Z nach .

(4) Sei f nicht surjektiv. Dann ist deg(f) = 0 nach|50.16|, da jedes y € N \ f(M)
reguldrer Wert ist. Direkt sieht man das auch, indem man w € Q™(N) so wiihlt,

da Trgw € N\ f(M) und [y w = 1. Also ist deg f = deg f - [}, w = [, [*w =
[,,0=0.

50.11 Igelsatz.
Sei &€ € X(S?™). Dann gibt es ein x € S** mit £(x) = 0.

Beweis. Indirekt: Sei &(z) # 0 fiir alle z. Dann gibt es eine Homotopie zwischen
Identitéit und Antipodalabbildung o ( dazu verbinden wir x mit —z lings des Grof-
kreises in Richtung &(x)) und somit folgt 1 = deg(id) = deg(o) = —1 (siehe )7
ein Widerspruch. O

50.17 Proposition.
Fiir alle 0 < k < n ist H*(R™) = {0}.

Beweis. (k = 0) ist offensichtlich, denn jedes f € C®(R™) mit df = 0 mu8
konstant und somit gleich 0 sein.

(0 < k < n) Es sei we€ QF(R™) mit dw = 0. Nach dem Poincaré-Lemma existiert
ein n € QF"1(R") mit dny = w. Sei B ein abgeschlossener Ball mit Trgw C B. Fiir
k = 1 ist also n auBerhalb B konstant, sagen wir ¢, und somit n — ¢ € Q7" 1(R")
mit d(n — ¢) = dn = om. Ist k > 1 so ist jedenfalls n|g~\ p geschlossen und, wegen
R™\ B = R”\ {0} und H*"}(R"\ {0}) = H*1($"') = {0} nach [44.5.13],
existiert ein A € Q*"2(R" \ B) mit Sei f € C*°(R",R) mit f =1 auf R\ 2B und
f = 0 auf einer Umgebung von B. Dann existiert f A € Q*~2(R") und weiters hat
n —d(f ) € Q¥ 1(R") kompakten Triger in 2B und

w=dn=dn—d(fAr). O

50.18 Die Mayer-Vietoris Sequenz fiir Kohomologie mit kompakten Tri-
ger.

Sei M =UUV mit U,V C M offen, dann existieren lineare Abbildungen 0y, die
die folgende lange Sequenz exakt machen:

L —HFUNV) s gy e HE(V) S gEO U V) <2
S gHY U NY) - HRYY U)o HEY(V) - HMY (U UY) — L

mit den Inklusionen iy : U — UUV, iy : V> UUV, jy: UNV < U und
Jv : UNV — V wobei die Abbildungen iy;, ji;, etc. durch Fortsetzen mit 0 gegeben
sind.

Beweis. Wegen geniigt es die Exaktheit von
0-QNUNV) —QNU)@QE(V) — QE(UUV) -0
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zu zeigen. Offensichtlich ist die erste Abbildung injektiv. Die zweite is surjektiv,
denn w = hyw+hyw, wobei {hy, hy } eine Partition der 1 sei, welche {U, V'} unter-
geordnet ist. Die Zusammensetzung ist offensichtlich 0, und falls i7; (w1 )+4, (w2) = 0
ist, so ist Trgw; = Trg(ij;w1) = Trg(i{,ws) = Trgwa, also w 1= wi|yny € QXUNV)
und jj;(w) = wy und ji, (w) = —ws. O

50.35 Bemerkung.

Die Kohomologie H} mit kompakten Triger ist viel schwerer auszurechnen als H*,
da das Homotopie-Axiom fiir sie nicht gilt. Z.B. ist R™ Homotopie-dquivalent zu
{0} und HO({0}) = H°({0}) = R aber H)(R™) = {0}. Oder H2(S' x R) = R da
der Zylinder S* x R 2-dimensional orientierbar ist, aber H2(S') = H?(S') = {0}.

50.19 Theorem. Die exakte Sequenz eines Paares.
Sei N C M eine kompakte Teilmannigfaltigkeit. Dann existiert eine lange exakte
Sequenz in der Kohomologie:

.. —H¥M\ N) — H¥(M) — HFN) 22—
S HRY M\ N) — HMY (M) — HFY(N) — .

Beweis. Beache, dafl
0— QF(M\ N) — QF(M) -2 OF(N) — 0

nicht exakt bei QF(M) ist, denn Kerincl® enthilt alle w € QF(M) welche auf N
verschwinden, wihrend das Bild des Erweiterungsoperators QF(M \ N) < QF(M)
aus jenen w € QF(M) besteht, welche auf einer Umgebung von N verschwinden.
Deshalb ersetzen wir QF(N) = QF(N) durch QF(N C M), den Raum der Keime
auf N C M von glatten k-Formen. Also Q*(N C M) := -y QF(U)/ ~, wobei
U die offenen Umgebungen von N in M durchliuft und w; ~ ws & w1 = wy auf
einer Umgebung von N in M.

Dann ist
0— QF(M\ N) = QF (M) -2 OF(N € M) — 0
offensichtlich exakt.

Aus folgt nun die Existenz einer langen exakten Sequenz in der Kohomologie.
Es folgt das Resultat, da H(Q*(N C M)) 2 H(N): Inder Tat seip: M DU — N
eine tubuldre Umgebung nach . Wenn wir eine Metrik g auf p : U — N wihlen,
so sind die Mengen U, := {¢ : g(£,€) < -5} eine Umgebungsbasis von N und
0* : H*(U;) — H*(N) ein Isomorphismus, da U,, Homotopie-iquivalent zu N ist.
Einschriinken QF(N D M) — QF(N) induziert eine Abbildung H*(Q*(N C M)) —
HF(N). Diese ist surjektiv, denn die Zusammensetzung mit H*(U;) — H*(Q*(N C
M)) ist ein Isomorphismus. Sie ist auch injektiv, denn sei [w] € QF(N C M)
geschlossen mit w € Q%(U;) und w|y € QF(N) exakt. Dann ist 0 = [w] € H*(U;),
da incl*([w]) = [w|y] = 0, also w exakt und damit auch [w] € Q*(N C M) exakt,
also verschwindet die Kohomologieklasse in H*(Q*(N C M)). O

50.20 Folgerung.
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit kompakten Rand OM . Dannn existiert eine lange
exakte Sequenz:

.. —HNM\ OM) — HF(M) — HF(OM) 22—
e HEY (M O\ OM) — HMY(M) — HFMY(OM) — ... O
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50.33 Folgerung.

HER™) = R firk=m .
0 firk#m>0
Beweis. Wir wenden auf den abgeschlossenen Einheitsball M C R™ an.
Dann ist M\ OM = R™ OM = S™ ! und HF(M) = H*(M) = H*({x}) = {0} fiir
k > 0 und somit liefert | 50.20 | fiir & > 0 die exakte Sequenz
0— H*(S™ 1) — HMY(R™) — 0

mit Anfang

0—R— HY(S™ ) — H{R™) -0
wegen HO(R™) = {0}, siche den Beweis von . Daraus folgt

R firk=m>1

He(R™) = HITHS™) = {{0} fir 1 <k#m

und
HAR™) = {R f{u" m=1
{0} firm>1. 0O

50.36 Bemerkung.

Sei M C R™*! eine kompakte zusammenhingende Hyperfliche. Wir wollen zuerst
zeigen, dafl R™*1\ M mindestens 2 Zusammenhangskomponenten besitzt. Sei dazu
vorerst M orientiert. Fiir p ¢ M ist die Windungszahl von M bzgl. p definiert durch

1

|z —pl|
Es ist wys konstant auf den Zusammenhangskomponenten von R™*! \ M: Sei
némlich ¢ — p(t) eine Kurve in R™*\ M, dann ist (£,x) — 7rp¢)(z) eine Ho-
motopie und somit ¢t — wys(p(t)) konstant. Bis auf einen Diffeomorphismus (mit
kompakten Triger) ist 0 € M und M nahe 0 durch eine Hyperebene v gegeben.
Wir behaupten, daf w, (M) —wq(M) = %1 fiir p, g nahe 0 auf verschiedenen Seiten
von vt. In der Tat ist t — 74| a0} eine Homotopie und fiir # € v mit ||zf| < &

wp (p) = deg(rplar), wobeiry, : x+— (x—p), M—S™

ist das Bild eine Polkappe um v die fiir t = 0 zum Aquator degeneriert und dann
in die andere Polkappe mutiert.

0

Erweitern wir diese Homotopie indem wir die geographische Breite des Bildes nahe
dem Pol v konstant halten (d.h. ¥ durch 7/2 + h(#)(7/2 — ¥) ersetzen) so werden
Punkte nahe dem Pol —v nicht mehr getroffen. Sei nun y nahe —v ein regulérer
Wert fiir r4,,. Dann besitzt der Endwert der Homotopie ein Urbild x nahe 0 weniger
als 7, und somit ist was(—v) = war(v) + sign, (r—,) = war(v) £ 1.

Sei nun M und N kompakt zusammenhéngend aber nicht notwendig orientierbar.
Wir definieren den mod-2 Grad von f : M — N durch degy(f) = >, c-1(,1 €
Zso :=17/(2Z), wobei y ein regulidrer Wert von f sei.

Wir miissen zeigen, dafl diese Anzahl modulo 2 nicht von der Wahl des reguliren
Werts abhingt. Sei dazu fo und f; glatt homotop vermoge H : [0,1] x M — N.
O.B.d.A. ist H(¢t,z) = fi(z) fiir ¢ nahe ¢ € {0,1} (Ersetze H durch (t,z) +—

H(h(t),z) mit h konstant nahe 0 und nahe 1). Nach dem Beweis von | 50.16 | sind
alle Werte nahe reguliren Werten selbst reguldr und haben die gleich Anzahl von
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Urbilder. Somit diirfen wir annehmen, dafl y ein reguldrer Wert von H somit auch
fir fo und f; ist. Dann ist H~!(y) eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von
Rx M die {0,1}x M transversal schneidet. Die Spur H ~!(y)N[0, 1] x M ist somit eine
disjunkte Vereinigung von endlich vielen 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit
Rand und somit liegt eine gerade Anzahl von Randpunkten vor. Die Randpunkte
sind aber gerade {(7,z) : i € {0,1}, fi(x) =y}, also ist

o1=- Y 1= ) 1mod2

z€fyt (y) z€f7 (y) z€f M (y)

Sind nun yy und y; beides regulire Werte von f, dann existiert eine Diffeotopie
h die yo auf y; abbildet (lokal geht das indem wir ein Vektorfeld £ = f - % mit
kompakten Triger wihlen und den Fluf3 Flf betrachten) und somit ist hjof ~ f und
y1 regulérer Wert von hyo f und von £, also | f = (y1)| = [(h1of) " (y1)| = |f " (vo)|-

Wenn wir die Windungszahl wj(p) nun wie zuvor aber mit deg, anstelle von deg
definieren, so konnen wir den Beweis wie oben fithren und erhalten w, (M) # wq (M)
fiir Punkte lokal auf verschiedenen Seiten von M.

50.22 Proposition.

Sei M C R™! eine kompakte zusammenhingende Hyperfliche. Dann ist M ori-
entierbar und R"*1\ M hat genau 2 Zusammenhangskomponenten und M ist der
Rand beider.

Beweis. Die Kohomologiesequenz des Paares M C R™*! ist

HP(R) — H (M) 5 HPF R M) — B R — 17 ()
—_———— —_———— —_———
=0 =R =0
Somit ist dim H™(M) + 1 die Anzahl der (mindestens 2) Zusammenhangskompo-
nenten von R™™\ M. Also ist dim H"(M) > 1 und damit M orientierbar, also
dim H"(M) = 1 und damit hat R"*1\ M genau 2 = dim H"(M) + 1 Zusammen-
hangskomponenten.

Da nach obigen Argumenten nahe € M Punkte in jeder Komponente sind, ist M
der Rand jeder Komponente. O

50.23 Folgerung. Verallgemeinerter Jordanscher Kurvensatz.
Sei S™ = M C R"L. Dann hat R" 1\ M genau 2wei Zusammenhangskomponenten
und M ist der Rand beider. O

50.24 Folgerung.
Weder die projektive Ebene noch die Klein’sche Flasche laf$t sich als Teilmannig-
faltigkeit von R3 realisieren.

Beweis. Andernfalls wiren sie nach orientierbar. O]

50.34 Beispiel.

Selbst fiir orientierbare zusammenhéngende 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten M
mufl H!(M) nicht endlich dimensional sein. Sei z.B. U := C\Z C R? und V C C die
Vereinigung der offenen Bille um alle z € Z mit Radius % Dann ist UNV ~ J, S*
und somit liefert die Mayer-Vietoris Sequenz

0—H'U)® {0} - H(UNV)—=0
und somit HY(U) = HY (U NV) = HY(, S*) =[], R = RZ
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50.25 Definition.

Analog zur Poincaré-Dualitit H*(M) — H™ *(M)* fiir kompakte zusammen-
hiingende orientierbare M koénnen wir H*(M) — H™ *(M)* fiir allgemeine zusam-
menhingende orientierbare M definieren. Dazu sie das Cup-Produkt U : H*¥(M) x
HI(M) — HEI(M) defiert durch [a] U [8] := [a A ] und die Poincaré-Dualitit
H¥(M) — H™ *(M)* die vermoge H™(M) = R induzierte lineare Abbildung.

50.26 Proposition.
Sei M eine zusammenhdngende orientierte Mannigfaltigkeit. Dann ist die Poincaré-
Dualitét ein Isomorphismus H* (M) — H™ =k (M)*.

Eine Triangulierung ist eine endliche Familie von diffeomorphen Bildern {o; : i}
des standard m-Simplex A,, = {z € R™™ : Vi : 2z’ >0, ;2" = 1}, sd.
o0;Noj # 0 = o0; Nojist eine k-Seite von o; und von o, wobei eine k-Seite das
Bild der Teilmenge von A, ist, die durch 0-Setzen von m — k vielen Koordinaten
entsteht. Man kann mit einigen Aufwand zeigen, daf jede glatte Mannigfaltigkeit
eine Triangulierung besitzt, siche [74] oder [99].
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Beweis (fiir triangulierbare Mannigfaltigkeiten). Falls M = U UV ist mit
offenen U und V, s.d. der Satz fiir U, V und U NV gilt, so folgt aus der Mayer-
Vietoris Sequenz und der dualen der Mayer-Vietoris Sequenz fiir kompakte Tréger

HYU)® HF-Y (V) = HY(UNV) > HY(M) = H*(U) o H*(V) = HFUNV)

! ] |

HFYU) @ HEFH(V)* = HF (U N V)* = Hy(M)* = H(U)* @ Hi(V)* = H{(UNV)*

mittels nachstehenden 5-er Lemma der Satz fiir M selbst, denn wie Aufgabe

EX30 | zeigt kommutiert das Diagramm und die duale einer exakten Sequenz ist
(wie man leicht zeigt) ebenfalls exakt.

Wir wéhlen auf jedem Seitensimplex der Simplexe der Triangulierung einen “inne-
ren” Punkt. Rekursiv definieren wir nun disjunkte Vereinigungen U} offener kon-
trahierbarer Teilmengen von M wie folgt: Es sei Uy die disjunkte Vereinigung von
kontrahierbaren Umgebungen jeder Ecke, die keinen der anedern inneren Punkte
enthilt Die Menge Uy, bestehe dann aus der disjunkten Vereinigung von offenen kon-
trahierbaren Umgebungen der nicht-leeren Menge o \ Uj_1. Explizit kann man das
erreichen, indem man alle Simplexe betrachtet, die als Ecken die zuvor gewahlten
inneren Punkte haben, und zwar von aufsteigend geordneten Seiten eines Simplex
der Triangulierung.
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e

Nun wéhlt man Uy als die Vereinigung aller solcher “offener” Simplexe die jeweils
eine der urspriinglichen Ecken als Ecke haben.

Und analog nimmt man fiir Uy die Vereinigung aller solcher “offener” Simplexe die
jeweils einen der inneren Punkte eines k-Simplexes als Ecke haben.
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Offensichtlich ist o C |J;<, U; fiir jeden (abgeschlossenen) k-Simplex o und somit

Uio Ux = M. Weiters ist Uy = |],,, R™ und U, N, U; =, S*~ ' x R™ 7+,

Klarerweise gilt die Poincaré-Dualitét fiir R™ (denn Hyo(R™) =R = H*(R™)* und
0 sonst) und mittels Induktion folgt, daB sie auch fiir S™ x R¥ gilt (Siehe Aufgabe
EX29 ). Da Hk(LIjeJ Mj) = HjeJ Hk(Mj) und Hf(UjeJ Mj) = @jeJ Hf(MJ)
gilt folgt sie auch fiir Uy N {J;_;, U; und somit mittels Induktion fiir |J;;, U; und
damit auch fiir M = U, gim(ar) Uj- O
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5.37 5’er Lemma.
Sei

1 ¥2

A2 Ag ¥3 A4 ¥pa A5

fliz fgl’: fgl f4l2 fsl:
B, P1 By P2 Bs P3 B, P Bs

ein kommutatives Diagramm mit exakten horizontalen Zeilen. Falls alle bis auf den
mittleren vertikalen Pfeil Isomorphismen sind, so ist es auch dieser.

Beweis.
(f5 ist injektive)
fzaz = 0= 0=13f3a3 = fapszas

f4:i>nj. Ys3asz = 0

exakt bei Ag
= Jas :ag = paas

= 0= fsaz = fspaa2 = P2 faas
exakt:l;ei Bo 3 bl : f2a2 _ ,l/}lbl

flé];rj. = ai - bl = f1a1

= foag = Py fra1 = foprar
f2:1>ﬂJ- as = pray

exakt bei Ag
= az = paaz = papra; =0

aq 1 as P2 as ¥3 0 .
fll: fo | = f3l f4l2
P P P
by : fa(a2) 2 0——=0 U

(fs ist surjektiv)
b3 fazd g, faay = 1P3b3

exakt bei B
2B f sy = Yy faas = Paihshs = 0

f5:i>nj. Yqa4 = 0

exakt bei Ay
= Jasz:aqy = p3zas

= Y3 faas = fapsas = fias = 1P3b3
exakt bei B

295 3y by — faag = p2bo
fzél;ri Jas: by = f2a2

= b3 = fzaz +Paby = faaz + P2 faaz = f3(as + p2a2)

° as P2 as ¥3 as P4 aas
le” fsl fAllm fsl&
N by P2 b p3 Wbs Pa 0 B

50.28 Proposition.
Sei K eine Triangulierung der kompakten Mannigfaltigkeit m und o; die Anzahl der
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i-Simplexe von KC. Dann ist

Beweis. Wir verwenden die im Beweis von | 50.26 | konstruieren offene Mengen U, C
M, welche disjunkte Vereinigung von «y, vielen Mengen diffeomorph zu R™ sind
und fiir die Uy, ﬂUj<k U; disjunkte Vereinigung o, vieler zu Sh=lx Rm—F+1  gh—1

diffeomorpher Mengen sind. Somit gilt nach fiir die Euler-Charakteristik:

V(U 5) +an=x (UU>+xUk (UU)+X(U,mUU)

i<k

(UU) —1)*Yay.

i<k
Also

X(U Uj) :X(U Uj) + (=

j<k j<k

und damit
=x(U ) =x0+ X (-1ay = 3 (-1)ay. O

50.27 Definition. Thom- und Euler-Klasse eines Vektorbiindels.
Sei p : E — M ein orientiertes k-Ebenenbiindel iiber einer m-dimensionalen kom-
pakten orientierten zusammenhingenden Mannigfaltigkeit M. Das Cup-Produkt

U: H™(E) x Hf(E) — H;”Jrk(E) >R, [o]U[F] :=]aAf]
induziert die Poincaré-Dualitéit

H¥E) —=- H™(E)*, — H/a/\ﬁ

Da 0: M — E ein Deformationsretrakt ist, ist H™ (M) = H™(E), vermoge [a] —
[p*(«)] und somit

HYE)= H™E)* = H™(M)*

WHGMHL&MQHOﬂHLﬁWA@.

Es ist R @ R* = H™(M)*, vermoge 1 — fM(: H™(M) — R, fM’y) Somit
existiert eine eindeutige Klasse U = [r] € H¥(E) mit

/p*(’y)/\T:/ ~ fiir alle [y] € H™(M),
E M

die sogenannte THOM-KLASSE U(p) des k-Ebenenbiindels p.

vermoge

Die EULER-KLASSE x(p) € H*(M) des k-Ebenenbiindels p ist dann als
x(p) = 0"(U(p)) = s (Up))

definiert, wobei 0 : M — FE der 0-Schnitt bzw. s ein beliebiger (klarerweise dazu
homotoper) Schnitt von p ist.

Falls p : E — M einen nirgends verschwindenden Schnitt s besitzt, so ist x(p) =
(c-5)*(U(p)) = 0, wenn ¢ so grofl gewihlt wurde, daB Bild(c - s) N Trg(w) = @ fir
(7] =Ul(p).
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50.29 Proposition.

Sei M eine zusammenhdngende kompakte orientierte m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit und [p] € H™(M) mit [,, u=1. Seip: E — M ein orientiertes k-Ebenen-
biindel, E, seine Faser fir x € M und j, : E, — E die Inklusion.

Dann ist die Thom-Klasse U(p) = [r] das eindeutige Element aus HF(E) mit
Jg, Js(T) =1 fir allex € M,

Beweis. Es sei U = [r] € HF(E) die Thom-Klasse von p. Sei weiters u € Q™ (M)
mit [,, u =1, dann ist [, p*(u) AT = [, # = 1 nach Definition von U. Sei nun
W = R™ eine offene Teilmenge von M fiir welche E|y trivial ist, also 0.B.d.A.

Elw = W x R* und p = pry sowie j, : v — (z,v). Dann existiert in K > 0 mit
Trg(7]p-1(w)) €W x {v: |lv|]| < K} und sei vorerst Trg(u) € W. Die Kontraktion
von W zu x € W induziert eine glatte Homotopie H : W x RF x I — W x RF
mit Hy = id und H; = (const,, pry) = j, 0 pry. BEs gilt Trg(H*7) € HY(Trg7) C
{(y,v,t) : ||v|| < K}. Damit ist Trg(A) C {(y,v) : |lv]] < K} fiir X := (I} ot 0
H*)(1) € Q(W x R¥) und damit nach dem Beweis von

(Ja 0 pro)* T — 7 = (H1)"(7) — (Ho)"(7) = dA.

Somit ist

/ p*(u)/\T:/ prTuApijiT*/ pr’{uAd/\:/ u~/ JaTs
W xRk W xRk W xRk w Rk

denn pr} g A dX = %d(pri p A A) und damit [i, e PrfpAdA =% [, e d(pri pA
A) = 0. Folglich ist ka Jx7 unabhingig von x € W und damit konstant bzgl. x € M.
Wir bezeichnen diesen Wert mit [o, 7*7. Aus [ p*(u) A7 =1und [;, pn =1 folgt
ka 77 =1 nun mittels Partition der 1, d.h. U hat die gewiinschte Eigenschatft.

Nun zur Eindeutigkeit: Wegen HY(E) = R gilt U’ = cU fiir jedes andere U’ €
HE(E) mit einem ¢ € R. Hat dieses auch die geforderte Eigenschaft so folgt j:U’ =
Ja(cU) = ¢jzU und somit folgt ¢ =1 wegen [, jiU' =1= [, jiU. O

50.30 Definition.
Sei £ ein Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R™ mit isolierter Nullstelle 0.
Dann ist der Index von £ bei 0 definiert durch

indg(¢) = deg(ro€oi: St U\ {0} = R™\ {0} - S™1),

wobei r(z) := ﬁx und i : S™~1 — U\ {0} die Einbettung einer kleinen samt
ihrem Inneren in U enthalten Sphére ist. Dieser Index ist invariant unter Diffeo-
morphismen: In der Tat, wenn A ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus mit
h(0) = 0 ist, dann ist

h(tzx) fis
H(z,t) ::{ t irt >0

W' (0)(z) sonst

eine glatte Homotopie zwischen h und h’(0), und, da GL4(R™) zusammenhéngend
ist, ist '(0) glatt homotop zu id. Somit ist r o & ~ ro h*¢ auf R™ \ {0} nahe 0 und
damit deg(r o & 0i) = deg(r o h*§ o) fiir h*¢ := (Th) "L oo h.

Um das auch fiir nicht-orientierungserhaltende i zu bekommen gentigt es speziell h :
(b, .. am ™) (2t . 2™ —2™) zu betrachten. Dann ist h*¢ = h™1o&oh
und somit roh*¢oi=roh tofohoi=h"ltorofoioh alsodeg(roh*¢oi)=

50.10.1
deg(h™toro¢oioh) deg(ro&oi).

Das radiale Vektorfeld z +— x hat offensichtlich Index 1 bei 0. Allgemeiner hat ein
lineares Vektorfeld £ am R™, welches diagonalisierbar mit k£ negativen und m — k
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positiven Eigenwerten ist, Index (—1)*, denn bis auf lineare orientierungserhaltende
Isomorphismen ist es von der Form

(1, Tm) = (=21, o, —Thy Tt 1, - -+, T
und hat eingeschrinkt auf S™~! Abbildungsgrad (—1)* (e,, ist regulirer Wert von
€oi=rofoimit einzigen Urbild e,, und det(T,, &|gm-1) = (—1)).

Fiir eine Vektorfeld  auf einer Mannigfaltigkeit mit isolierter Nullstelle z definieren
wir ind, £ als ind ¢ fiir eine Kartendarstellung £ von £ zentriert bei x.

50.31 Proposition.
Sei M eine kompakte orientierte zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und p €
H™M(M) mit [, ;= 1. Sei & € X(M) ein Vektorfeld mit nur isolierten Nullstellen.
Dann st
X(mar : TM — M) = ( 3 ind, g) 4] € H™(M).
z€£~1(0)

Beweis. Sei [r] € HF(E) die Thom-Klasse. Wegen x(mys) = £*([7]) miissen wir
fMg*(T) = ergfl(o) ind, & zeigen. Sei £71(0) = {z1,..., 2%} und (u;,U;) bei
x; zentrierte Karten mit U; := {z : ||z]] < 1}. O.B.d.A. sei &, ¢ Trg7 fiir alle

¢ U, u(U;). Dann ist
/M5*<r>=g/mw)5<>

und es geniigt fu ) &*(1) = indy, € zu zeigen. Der Einfachheit halber lassen wir
den Index ¢ im Rest des Beweises weg. Dann ist TM|w trivial fir W := w;(U;)

und wie im Beweis von Trg(7]p-1w)) € {(y,v) : [lv]| < 1}. Wir haben dort
prs jiT — 7 = dX mit Trg(A\) C {(y,v) : ||v|| < 1} gezeigt. Wegen £(y) ¢ Trg A fiir
alle y € OW gilt:

[ eo=[ eomir- [ ean=[ empr- [ er=[ ewin

Wegen dem Poincaré-Lemma ist jir = dp fiir ein p € Q™ L(R™). Mit
D:={velR™:|v| <1}ist

0029
/ / /dp—/JzT—/ JaT L.
Sm—1 3D m

Fiir y € W\ {z} sei £(y) := |§(y)|§( y). Dann ist &|aw glatt homotop zu &|spw und
somit

/€ przjgﬂ*/ §*pr§dp:/ €*pr§p:/ 5*pr§p:/ (pry0l)*p
w 15174 15A%% 15)%%

:deg(prQOgOL)~/ p=ind; ¢-1. O
Sm,—l

50.32 Proposition.
Sei M eine kompakte orientierte zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und £ €
X(M) ein Vektorfeld mit nur isolierten Nullstellen. Dann ist

X(M) = ind, ¢ = / (ma1).

T€ET 1(0)
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Beweis. Fiir € Q™ (M) mit [,, =1 gilt nach | 50.31 | fiir jedes Vektorfeld &

> indg & [u] = x(mar)

z€£~1(0)

und somit

S ind, £ = /M S indy o= /wa).

ze€—1(0) z€£~1(0)

Es geniigt also eine Vektorfeld £ zu finden mit

X(M)= Y ind¢&

z€£=1(0)

Wir verwenden dazu eine endliche Triangulierung und wie im Beweis von auf
jedem Seitensimplex einen “inneren” Punkt. Nach ist x(M) =3t (—D)*ay,
wenn «j, die Anzahl der k-Simplexe bezeichnet. Das Vektorfeld mit genau diesen
Punkten als Nullstellen wihlen wir nun rekursiv auf den k-Simplexen so, daf es die
gewéhlten inneren Punkte als Senken hat.

A S A S i
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Der Index so eines Vektorfelds ¢ auf einem dieser inneren Punkt eines k-Simplexes
ist (—1)* nach dem in | 50.30 | Gesagten und somit ist

Y indy =) (-D)Fap =x(M). O
k=0

ze€=1(0)

50.37 Zeitabhingige Vektorfelder.

Sei ¢ ein zeitabhingiges Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M, d.h. eine Abbil-
dung £ : R x M — TM mit mp 0§ = pry. Fiir t € M bezeichen wir mit & das
Vektorfeld « — &(t,x) auf M. Durch

E:RXM—TRxM)=TRxTM, (tz)— (;75(75@))

ist dann ein (zeitunabhéingjges) Vektorfeld auf R x M gegeben, welches nach [60,
28.3] einen lokalen Fluf F1° besitzt, d.h.

FIS(t,2;0) = (¢,2) und 63 FIS(t, 23 5) = E(FIS(¢, 3 9)).
s
Insbesonders ist (pry OFlg)(t, x;0) =t und %(pr1 OFIE)(t,m; s) =1, also
(pry o Flg)(t7 x;8) =t+s.
Sei FI¢(x, 5) == (pry oFlé)(O, ;5). Dann ist F1°(z,0) =  und

9 FI¢(z,s) = %(pr2 OFIE)(O, x;8) = {(Flé(o, x; 5)) = 5(0 + s, F1(z, 5)),

0s
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also s +— Flg(x,s) die Integralkurve des zeitabhidngigen Vektorfelds & die bei z
startet. Wir setzen wieder FI(z) := Fl1%(z,t). Beachte jedoch, daB FI¢ trotz der
benutzten Bezeichnung NICHT die FluBeigenschaft FI5 s = FI o FIS besitzt.

Der Einfachheit halber setzen wir nun M als kompakt voraus. Dann ist FI¢ glo-
bal definiert. Sei nun w € QF(M) dann ist t (Flf)*w eine glatte Kurve in
(den lokalkonvex Vektorraum) Q¥(M), oder #quivalent fiir jedes z € M ist t —
((F1$)*w)(z) eine glatte Kurve in den endlich dimensionalen Vektorraum AFT, M* =
Lglt (T2 M;R).

Beh.: 2 (FI§)*(w) = (FI)*(L¢,w)
Der Kiirze halber setzen wir ¢; := Flf. Fir z € M ist

% B (sot+s o (%)71)@) = % B 90t+s<(80t)71($)> =&tvo (@t((@t)flx))
a t
=&(z) = s - Flg ()
und somit ist
5@ = 5@ = 5| (@
- | @ (oo (207 @)
— (o) (2 o (o)™ @) = (e (2] (RIS
(0 (35| lomeo o)) @) = (o055 (R (@)
= (FIf)" (Le,w).

50.38 Darboux’s Theorem.

Es seien wy und wy symplektische Formen auf einer Mannigfaltigkeit M und x € M
mit wo(z) = wy(x). Dann existiert ein lokaler Diffeomorphismus f von M bei x mit
f*(w1) = wo lokal um x.

Beweis. Wir betrachten die Gerade t — w; := wo+t(w1 —wp) € Z2(M). Es geniigt
eine Kurve t — ¢; € Diff(M) zu finden mit (p;)*(w;) = wg. Fiir das zugehorige
zeitabhingige Vektorfeld & (z) := &(t, x) := %gpt (z) wiire FI5 = ¢, und somit

0= L0 = &(‘Pt) (we) = (a ©t) )(wt) + (1) (&wt)

(¢1)" (Létwt + w1 — wo) .

Da ¢, lokale Diffeomorphismen sind, ist dies (wegen dw; = 0) dquivalent zu di¢,w; =
Lews = wo — wi. Wegen d(wg — w1) = 0 existiert lokal ein A mit dA = wp — wy
und, da w; lokal um x (wegen wo(x) = wi(z)) nicht degeneriert ist, ein eindeutiges
lokales zeitabhéngiges Vektorfeld ¢ +— & mit i¢,w; = A. Wenn wir ¢, := Flf setzen,
0 ist (¢1)*(we) = wo fiir alle ¢ also insbesonders ¢F(w1) = wo. O

50.39 Folgerung.
Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann existieren lokale Koordinaten
(', ....pY ) auf M s.d. w =37, dg' Ndp'.

Beweis. in [60, 14.9] haben wir gesehen, daf} lokale Koordinaten ¢y~ = (¢, ...,p!,. ..
auf M existieren s.d. w = Y1, dg' Adp', i.e. ¥*(w) = D1, dz* Adax™ T € Q2(R?"),
in einem Punkt gilt. Nach existiert weiters ein lokaler Diffeomorphismus ¢
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des R?" mit ¢*(¢*(w)) = >i_, dz’ A dz™T" lokal um diesen Punkt. In den neuen
Koordinaten (q',...,p',...) := 9 o ist somit w = Y7, dg* A dp® lokal. O

Damit kénnen wir die letzte Aussage iiber die Beschreibung der Hamilton’schen
Vektorfelder aus prézise machen:

50.40 Proposition.
Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann existiert folgende exakte
Sequenz von Lie-Algebren:

0— H(M) - C®(M,R) — X,(M) — H'(M) — 0,

wobei X, (M) :={{ € X(M) : Lew = 0} die Unter-Lie-Algebra von X(M) der lokal
Hamilton’schen Vektorfelder ist, C°°(M,R) mit der Poisson-Klammer und H°(M)
und H*(M) Abel’sche Lie-Algebren sind.

Beweis. Die Abbildung H°(M) — C°°(M,R) ist die Inklusion der lokal konstan-
ten Funktionen. Die Abbildung C*°(M,R) — X(M) ordnet jeder Funktion f das
zugehorige Hamilton’sche Vektorfeld Xy mit ix,w = df zu, siehe und ist
wegen Lx,w = dix,w +ix,dw = d’f + ix;0 = 0 wohldefiniert. Die Abbildung
X, (M) — HY(M) ist durch £ — [icw] geben und wegen digw = Lew — igdw = 0
wohldefiniert.

Wir zeigen zuerst die Exaktheit als lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen:

Bei H°(M) ist das offensichtlich und auch bei C*°(M,R), denn f € C°°(M,R) ist
genau dann in H°(M), wenn es lokal konstant, also df = 0 ist, und das ist wegen
df = ix,w und der nicht-Degeneriertheit von w mit Xy = 0 dquivalent.

Exaktheit bei X, (M) gilt, denn [icw] = 0 & 3 f € C®(M,R) : icw = df, ie.
€= X;.

Exaktheit bei H!(M) gilt, denn sei [a] € HY(M) (also da = 0). Dann existiert ein
€€ X(M) mit tew = . Esist £ € X,(M), denn Lew = digw + iedw = da+ 0 = 0.

Offensichtlich ist jeder Vektorraum (also insbesonders HY(M) und H'(M)) mit der
Lie-Klammer [, ] := 0 eine Lie-Algebra.

Es ist X, (M) eine Teil-Lie-Algebra von X(M), denn fiir £, € X, (M) ist Li¢ jw =
42.7
[ﬁg, L’n]w = £50 — [:770 =0.

Die PoissoN-KLAMMER auf C*°(M,R) ist {f,g} = w(Xy, Xy) = ix,ix,w =
ix,;dg = Lx,g. Es vertauscht f — X; die Klammern, denn

X W = d({f.g}) = d(Lx,9) = Lx,;dg = Lx,ix,w —ix, &(ﬁf}/
=0

42.7

= [Lx;,ix,Jw = ix, x, W

also Xys,4) = [Xy, Xy]. Die Poisson-Klammer macht C°°(M,R) zu einer Lie-Alge-
bra, denn
{fag} = w(XgaXf) = _w(ngxf) = _{gvf}
{hahhy = Lxp o h = Lix; x h = [£x;, £,
= (EXf‘CXg - LXQEXf)h = {f7 {ga h}} - {ga {f7 h}}

Die Inklusion H°(M) — C°°(M,R) ist ein Lie-Algebra-Homomorphismus, denn
{f,9} =ix,dg=0falls g € HO(M).
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Schliefllich ist £ — [i¢w] auch ein Lie-Algebra-Homomorphismus, denn fiir &,7 €
X,(M) ist

42.7
i[g’n]w [ﬁg, i,,]w = (ﬁgin — i,,Eg)w = ﬁginw =g di,,w —i—diginw,
~—~
=0
also [ jw] = 0. O
Bemerkung.

In [67] wurde dies zu folgender kurzen exakten Sequenz verallgemeinert:

0— H*(M) — Q*(M)/B*(M) — Q (M;TM) — H***(M) x T'(E,)) — 0,
wobei Q¥ (M;TM) die Lie-Algebra der T M-wertigen Differentialformen K mit
Lgw = 0 bzgl. der Frolicher-Nijenhuis Klammer ist und E,, das Teilvektorbiindel

von AT*M @ TM jener K mit ixw = 0 ist. Allerdings trigt I'(E,) keine ver-
tragliche Lie-Algebra Struktur.

50.41 Proposition.

FEs seien wo,w; € Q™(M) zwei nirgends verschwindende Differentialformen auf
einer kompakten orientierbaren Mannigfaltigkeit M mit fM wp = fM w1. Dann exi-
stiert ein (Orientierungs-erhaltender) Diffeomorphismus ¢ : M — M mit p*(wy) =
wo .

Beweis. Wie im Beweis von betrachten wir wy := wo + (w1 — wp). Wegen
Jaywo = [y wi ist [wo —wi] = 0, also existiert ein A € Q™M) mit dA = wp —w;.
Da w; nirgends verschwindet existiert ein eindeutiges zeitabhéngiges Vektorfeld
t — & mit ie,wy = X und somit gilt fir ¢, := F1§ die gewiinschte Beziehung

(¢1)*(wi) = wo wie im Beweis von | 50.38 |. O

Als Folgerung erhalten wir die nicht-lineare Version von GL(m)/SL(m) = R*:

50.42 Folgerung.

Es sei M eine kompakte orientierte zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und wy €
Vol(M) = {w € Q™"(M) : [,,w = 1 und w verschwindet nirgends}. Weiters sei
Diff ; (M) die Gruppe der Orientierungs-erhaltenden Diffeomorphismen von M und
Diff,, (M) die Untergruppe der wo-erhaltenden Diffeomorphismen. Dann induziert
die Abbildung v : f — f*(wo) eine Bijektion zwischen dem durch die Linkswirkung
der Untergruppe gegebene Orbitraum Diff (M) / Dift,,, (M) mit Vol(M).

Es kann gezeigt werden (siehe [61, 43.7]), daf} dies ein Diffeomorphismus ist.
Beweis. Wegen | 50.41 | ist v surjektiv. Weiters ist

V() =(9) & *(wo) = g"(wo) & wo = (9of™")"(wo) & ¢ == gof ™! € Diff,, (M),
also induziert « eine Bijektion Diff ; (M)/ Diff,, (M) — Vol(M). O
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VIII. Riemann-Geometrie

Wir rufen uns Einiges aus der Differentialgeometrie 1 in Erinnerung: In [60, 32.2]
haben wir Riemann-Mannigfaltigkeiten definiert und [60, 32.3] die zugehorige Me-
trik im Sinne der Topologie beschrieben. In [60, 33.2] haben wir den Satz von
Nash zitiert, der besagt, dafl wir uns auf konkrete Mannigfaltigkeiten beschrianken
kénnen. In [60, 33.3] haben wir die Existenz von Riemann-Metriken auf jeder
Mannigfaltikeit gezeigt. In [60, 57.1] haben wir Geodéiten als kritische Punkte der
Bogenlinge definiert und in [60, 58.3] fiir Hyperflichen die sie charakterisierende
Differentialgleichung mittels Christoffelsymbole aus [60, 58.2] in Koordinaten be-
schrieben. Diese hat uns in [60, 58.4] die Exponentialabbildung geliefert, siehe [60,
58.5] fiir Beispiele. In [60, 62] haben wir die kovariante Ableitung auf Hyperflichen
zu studieren begonnen und ihre wesentlichen Eigenschaften in [60, 62.4] hergelei-
tet. In [60, 62.5] haben wir die Existenz der kovarianten Ableitung auf abstrakten
Riemann-Mannigfaltigkeiten nachgewiesen und damit in [60, 62.7] und [60, 62.8]
die Exponentialabbildung erhalten.

62. Geoditische Vollstdndigkeit

In [60, 60.2] haben wir eine Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) als geodétisch voll-
standig bezeichnet, wenn jede Geodéte unendliche Lénge hat, oder dquivalent, auf
ganz R definiert ist. Der folgende Satz liefert nun den Zusammenhang mit der
Vollsténdigkeit im Sinne der Metrik, wie wir ihm in [60, 33.2] verwendet haben.

62.10 Satz von Hopf-Rinow.

Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind folgende Aussagen dquivalent

1 M ist geoddtisch vollstindig.
2 M st als metrischer Raum vollstindig, d.h. Cauchyfolgen konvergieren.
3 Jede in der Metrik beschrdinkte und abgeschlossene Menge ist kompakt.

Weiters folgt aus diesen dquivalenten Aussagen

4 Je zwei Punkte in der gleichen Zusammenhangskomponente lassen sich durch
eine Geoddte minimaler Ldinge verbinden.

Beweis. (3 = 2) Dies ist ein allgemeiner Satz aus der Topologie, den nach dem
Satz von Cantor (siehe [55, 3.1.4] geniigt es das Prinzip der Intervallschachtelung
zu beweisen: Seien also A, # () abgeschlossen und monoton fallend mit d(A4,) :=
sup{d(z,y) : z,y € A,} — 0. Nach Voraussetzung ist somit A,, kompakt (falls
d(Ay) < 00) und somit [,y An 7# 0.

(2 = 1) Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodiite und |a, b| ihr
maximaler Definitionsbereich. Sei z.B. b < 400, und betrachten wir eine Folge
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b, /' b, dann ist ¢(b,) eine Cauchyfolge, denn
d(c(tr) — c(t2)) < Llclty 1)) = [t2 — ta.

Nach (2) existiert also lim,_ o ¢(b,) =: ¢(b). Aus [60, 62.8] wissen wir, daf} eine
Umgebung U von c(b) existiert und ein p > 0, soda exp, fir alle z € U und
alle Vektoren der Lénge kleiner als p definiert ist. Wahlen wir nun n so grof}, daf3
b—b, < pund ¢(b,) € U. Dann ist die Geodiite mit Anfangsrichtung ¢'(b,,) fiir
|t| < p definiert, also iiber b hinaus, Widerspruch.

c'(bn)
EXPe b,y (P—Pn)C’ ()

(1=4)Esseir:=d(z,y) > 0. Wir wihlenein 0 < p < r, so dal exp,, : B,(0) —» M
ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Sei 0 < p; < p und S := exp,(0B,,(0)). Da S
kompakt ist, existiert ein x1 € S mit d(x1,y) minimal. Sei v € T, M mit |v| =1
und x; := exp,(p1v), Wir behaupten, daf exp,(rv) =y, also ¢(t) := exp,(tv) eine
Geodéte von x nach y mit minimaler Lénge r ist.

Es geniigt d(c(t),y) = r —t fiir py <t < r zu zeigen. Offensichtlich stimmt diese
Gleichung fiir ¢ = p1, denn da jede Kurve von x nach y die Menge S trifft, gilt:

r=d(z,y)= gleig(d(r, s) +d(s,y)) = p1 +d(z1,y) = p1 + d(c(p1), ).

Sei nun ¢y das Infimum jener ¢, fiir welche die Gleichung nicht stimmt. Da die
Bedingung abgeschlossen ist, gilt fiir ¢y die Gleichung. Inbesondere ist also o < 7.
Sei Sy eine geoditische Sphiire um c¢(tg) mit Radius pg < r — tg, sei weiters xg ein
Punkt auf Sy mit minimalem Abstand von gy, und sei ¢y eine Geodiite minimaler
Lénge von ¢(tg) nach . Dann gilt:

d(c(to),y) = sﬂelgé(d(c(to)v s) +d(s,y)) = po + d(zo,y)

und somit d(zg,y) = (r — tg) — po. Weiters ist
d(z,x0) > d(z,y) — d(zo,y) =7 — (r —to) + po = to + po,

und die Kurve c[j 4, gefolgt von co hat die Linge to + po somit gilt d(x,z0) =
to + po, also die gestiickelte Kurve eine Geodéte die c|j¢,) verldngert also mit c
iibereinstimmt. Somit gilt die gewiinschte Gleichung auch noch fiir ¢y + pg fiir alle
kleinen pg. Das ist ein Widerspruch dazu, dafl tg das Infimum jener t ist, fiir die
die Gleichung falsch ist.
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(1 = 3) Sei A C M abgeschlossen und beschrinkt, i.e.
sup{d(x1,22) : x1,22 € A} =11 < 0.

Nach (4) ist A C exp,{B-(0)} =: B fiir x € A, und B ist als stetiges Bild der
kompakten Menge B, (0) kompakt, also auch A. O

62.11 Satz.
Sei (M, g) eine vollstindige Riemann-Mannigfaltigkeit, und sei X € X(M) ein

beziiglich g beschrinktes Vektorfeld. Dann ist X wollstindig, d.h. hat einen globalen
Flug.

Beweis. Sei | X ()|, < R fiir alle x € M und sei ¢ eine Losungskurve von X, dann
gilt:

b b
Llclon) = [ 1®lydt = [ 1X(e®)]yde < 1b—al B

Also bleibt ¢ auf endlichen Intervallen innerhalb einer beschrinkten, und wegen der
Vollstéindigkeit innerhalb einer kompakten Menge. Dies ist ein Widerspruch zu [60,
28.3]. O

62.12 Satz von Nomitzu-Ozeki.
Zu jeder Riemann-Metrik gibt es immer eine konform dquivalente, die geodditisch
vollstindig ist.

Beweis. Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit und d die assoziierte Metrik zu
g. Sei wieder B.(z) :={y € M : d(z,y) < r}. Dann setzen wir

r(z) :=sup{p > 0: B,(x) ist kompakt } € (0, +oc0].

Aus der Dreiecksungleichung fiir d folgt sofort |r(z1) —r(x2)| < d(x1,z2), also ist r
stetig. Falls r(x) = 4o0 fiir ein =, so auch fiir alle anderen z € M, und damit ist jede
abgeschlossene beschrankte Menge kompakt, also M nach vollsténdig. Wir
diirfen folglich annehmen, dafl  : M — R. Nun wéhlen wir mittels Partition der 1
eine glatte Funktion f : M — R mit f(z) > % fiir alle x € M. Und betrachten

die konform #quivalente Metrik g; := f?g.

Bleibt zu zeigen, daf§ g¢ vollsténdig ist. Dafiir geniigt es die Inklusion Bffg(x) C
Bf(w)/2 (x) zu beweisen, denn dann hat auf Grund des Beweises von 2 = 1 in{62.10
jede Geodéte mindestens Lange é, und somit durch Aneinanderstiickeln unendliche

Lénge. D.h. g ist vollsténdig.
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Sei also y ¢ Bg (@)/2 (z) und ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve von x nach y dann gilt:
f |/ (t)]g dt > d(z,y) > Mund

L9 (e / |/ ()|, dt = / f(e (t)|gdt = (nach dem Zwischenwertsatz)

) / Oy dt = Fler)) L9(e) > D

Wegen |r(z) — r(c(7))] < d(z, (7)) < LI(e) gilt r(c(7)) < r(x) + LI(c) und somit

b L0 L9(0) e 1
L) > ) ) 1 L) T e i) 3

62.12a Beispiel.

Es sei M := R?\ {0}. Dann ist M mit der euklidischen Metrik g nicht vollstéindig
(betrachte antipodale Punkte). Die Exponentialabbildung in einem Punkt (z.B.
(1,0)) in der konform &quivalenten vollsténdigen Metrik gy mit f(x,y) := 1/y/2? + y?
sieht dann wie folgt aus:

62.13 Lemma (Divergenz via kovarianter Ableitung).
Sei & ein Vektorfeld auf der orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M so gilt:

div & = spur(n — V,§).

Beweis. Fiir die Divergenz, die wir aus der dufleren Ableitung durch Anwen-
dung des Hodge-Stern-Operators gewonnen haben, und die wir auch mittels Lie-
Ableitung der Volumsform beschrieben haben, gilt nach folgende lokale For-

mel:
ave = o 30 e (VA ) = 3 (e oG+ '),
i=1

i=1
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Fiir V¢ haben wir die lokale Formel:

V& L2 SN (69,9, + 525(60)g5)

Jj=1

(53 > TE gk + 5l )9j>
j=1
- Z (ka ikt Bu‘ > 9j-

(60, 62.6]

Ms

Fiir die Spur von 1 +— V,§ erhalten wir also

spur(n — V,§) = Z (Z b ik T aut l) .

i=1

Wegen det’(A)(B) = det(A) - spur(A~'B) gilt schlieflich:

36 527G = 3G spur((9™7) (592 9i.5))

m m
[60, 62.6] i [60, 62.6] i
D) DULSEES vl Sri=dr. o

i=1 1 i=1

Ms

<.
Il

63. Jacobi-Felder

63.1 Bemerkung

Sei ¢ : [0,a] — M eine Geodite in einer Riemannschen Fliche. Diese 148t sich als
radiale Geodéte der Form c(t) = exp,g)(t ¢'(0)) schreiben. Sei dazu z := ¢(0) und
v := ¢(0). Wir wollen benachbarte radiale Geodiiten diskutieren. Nach [60, 62.8]
gibt es eine Umgebung um [0, a] x {v} C Rx T, M, auf welcher exp wohldefiniert ist.
Damit existieren auf dem Intervall [0, a] die radialen Geodéten, welche bei x in eine
Richtung nahe v starten. Betrachten wir nun die Variation (¢, w) — exp, (t(v+ w))
mit w L v. Die Richtungsableitung £(t) := (T3, exp,)(tw) an der Stelle (¢,0) in
Richtung (0, w) definiert ein Vektorfeld £ ldngs c.

Wir wollen nun zeigen, dafy das Vektorfeld £ die Jacobi-Gleichung

VEE(t) + K(c(1) £(t) = 0
mit den Anfangswerten £(0) = 0 und V£(0) = w erfiillt.
Da
¢ (r,0) — exp,(r(cos v + sin fw)) fir jw| =1 = |v|
geodétische Parallelkoordinaten smd also E =1, F =0, G > 0 erfiillen, gilt die

Jacobi-Gleichung K = —% (W) VG aus [60, 53.9].

Fir {(¢) : = & o0 €XPg (t(v + sw))
=32 ‘9 0 expgg(tcos Ov + tsin Qw) = da(t,0)
ist €% = 020" =
Das Vektorfeld £ steht normal auf ¢/, da die radialen Geodiiten die geodétischen
Sphéren (wegen F' = 0) orthogonal schneiden, also 148t sich € als A(t)v(t) schreiben,

wobei v das Einheitsnormalenfeld zu ¢ in TM und X\ = |¢| = /G ist. Folglich gilt

N+ (Koc)h=XN"— %(%)Z\FGA = 0. Da ¢ eine Geodite ist, ist ¢’ ein paralleles
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Vektorfeld (siehe [60, 61.1]) lings ¢ und ebenso v. Also gilt fiir die kovariante
Ableitung von &:
VE=V(Av)=AVv+Nv=\Nv
= V=V\Nv)=XVr+XNv=\v
= VE+KE=Nv+KlAv=N+K\Nvr=0

63.2 Definition (Jacobi-Felder).
Wir nennen ein Vektorfeld £ lings einer Geodéte ¢ ein JACOBI-FELD falls es die
JACOBI-GLEICHUNG

V4 (Koc)é=0

erfiillt und orthonormal auf die Geodéte steht.

63.3 Lemma.

Die Jacobi-Felder & lings einer Geodite ¢ mit Anfangsbedingung £(0) = 0 sind genau
jene Vektorfelder, welche sich als () := (Tie(0) €xPe(y) (tw) mit w € d0)*+ c
Te)M schreiben lassen.

Beweis. Wir haben gerade gezeigt, dafl so darstellbare Vektorfelder Jacobi-Felder
sind. Berechnen wir nun noch deren Anfangswerte. Klarerweise ist

£(0) = (Toer (0) €XPe(o)) (Ow) = 0.
Beziiglich der Koordinaten (u!,u?) — exp,(u' v + u?w) gilt u'(t) = ¢, u?(t) = 0,

€1(t) = 0 und £2(t) = t. Nach [60, 62.1] ist

_ % dgk S kE sidu’ d
VE(O)—Z(ZZZJFZF@‘J@M I
0
+

Da die lineare Differentialgleichung 2.ter Ordnung A’ + (K oc) A = 0 aber zu jedem
Anfangswert eine eindeutige Losung hat, muf diese obige Gestalt besitzen. O

Sei nun M eine vollstdndige Riemann-Mannigfaltigkeit und ¢ eine nach der Bo-
genlidnge parametrisierte Geodéte in M. Wir haben [60, 58.7] gesehen, dafi Kurven
die in geodétischen Parallelkoordinaten nahe an c liegen, keine kiirzere Bogenlidnge
haben konnen. Wir untersuchen nun die Frage, wann wir geodétische Polarkoordi-
naten um ¢(0) finden kénnen, welche bis zu ¢(t) reichen. Dazu folgende

63.4 Definition (Konjugierte Punkte)

Es sei ¢(t) = exp,()(tc'(0)) eine Geodéte in M. Ein Punkt c(t) heiit KONJUGIERT
zu ¢(0) falls das Differential T} (o) (expe(o)) der Exponentialabbildung bei tc’(0) €
Te0yM kein Isomorphismus von 1oy M = Tyer(0)Te(0y M nach T4y M ist.

63.5 Satz (Konjugierte Punkte).
Fiir eine Geodite c in einer vollstindigen Riemannschen Fliche sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

1. ¢(t) ist konjugiert zu ¢(0) lings c.
2. Es existiert ein nicht-verschwindendes Jacobi-Vektorfeld & lings ¢ mit

€)= 0=£(0).
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) und v := ¢/(0). Nach ist das Jacobi-Feld mit
0 und VE(0) = & L v durch

£t (Thy exp,) (to)

gegeben. Also ist £(t) = 0 genau dann, wenn t& im Kern von Ti,exp, liegt.
Nun brauchen wir nur noch zu beachten, dal (T3, exp,)(v) = (t) # 0 und
(Tyy exp,)(w) L () fiir alle w L v gilt. Also ist der Kern von T}, exp, die Menge
{tV&(0) : € ist ein Jacobi-Feld lings ¢ mit £(¢t) = 0}. Daexp, : T,M — M eine Ab-
bildung zwischen gleichdimensionalen Réumen ist, ist die Aussage Ker(T3, exp,) =
0 damit dquivalent, daf T3, exp,, ein Isomorphismus ist. O

Beweis. Es sei z := ¢(0
Anfangsbedingung £(0) =

63.6 Folgerung.

Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Falls ¢ im Inneren eines
Parameterintervalls [t1,ta] keine konjugierte Punkte enthilt, so gilt L(cy) > L(c)
fiir jede nahe c gelegene Kurve c;.

Es gilt auch die Umkehrung, siche [52].

Beweis. Wie im Beweis von betrachten wir eine Abbildung ¢ nach geodéti-

schen Polarkoordinaten um ¢(0). Wegen ist diese Abbildung ein lokaler Dif-
feomorphismus in jedem Punkt von Jt1,t2[ x {0}. Also haben wir, abgesehen von
den Randpunkten, geoditische Parallelkoordinaten ldngs c. Nach [60, 58.7] ist dann
die Lange jeder nahe ¢ gelegenen Kurve mindestens so grofl wie jene von c. O

63.7a Lemma. Vergleichssatz von Sturm.

Es sei u (resp. v) Lésung der Differentialgleichung u'(t) + a(t) u(t) = 0 (resp.
" () + b(t)v(t) = 0) mit Anfangswert u(0) = 0 = v(0) und v (0) = 1 = v'(0).
Weiters sei a > b (bzw. ¥ t : a(t) > b(t)). Sei t, := min{t > 0 : u(t) = 0} und
ty, := min{t > 0 : v(t) = 0}. Dann ist t, < t, und fir 0 < tg < t1 < &, ist
v(t)u(to) > u(ty)v(to) (bzw. >) und v(ty) > u(ty) (bzw. >).

Beweis. Nach Voraussetzung ist u(¢) > 0 fiir alle 0 < ¢t < ¢, und v(¢) > 0 fiir alle
0<t<t, Esseia(t) > b(t) fir alle t. Wire t,, > t,, so wire

ty to ty
0:/ u(v”—l—b-v)—v(u"—l—a-u):(u-v’—v-u')0+/ (b—a)-v-u,
0 0
—_—
=u(ty)v’(ty)<0 <0

ein Widerspruch.
Sein nun 0 < t < t,,. Dann ist

t ¢
0= / u (" +bw)—v (v +a-u) = (u~v’—v'u’)}g+/ (b—a) v -u<(uv—vau)
0 0

<0
und somit (logov)’ > (logou)’, also v(t1)u(te) > u(ty)v(t) fiir alle 0 < tg < t1 < ty.
Wegen limy, g - vit) _ v'(0) _ 1 folgt v(t1) > u(ty).

t

0

u(to u’(0)

)
Den Fall a(t) > b(t) fiir alle ¢ behandelt man ganz analog. O

63.7 Folgerung.
Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddte, so daff Ko < K(c(t)) <
K. Dann liegt in jedem offenen Intervall der Linge \/%

In jedem abgeschlossenen Intervall der Ldnge % hingegen liegt ein konjugierter
Punkt. Hierbei und im folgenden sei F = +oo fiir K1 <0.
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Beweis. Aus b(t) := K(c(t)) < K; =: a(t) folgt mittels fiir die Losung
&(t) = v(t) v(t) derJacobi-Gleichung (siche ) und jene von v’ (¢) + K1 u(t) =0
(also u(t) = \/%sin(t\/lﬁ)) die Beziehung u(t;) < v(t1) und somit v(t) = 0 =
tVK > .

Die zweite Aussage zeigt man ganz analog. O

63.8 Theorem von Bonnet.

Ist M eine vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Fliche und K > Ky > 0,
so ist der geoditischen Abstand je zweier Punkte héchstens \/71%0 Insbesondere ist
M kompakt.

Beweis. Nach | 62.10.4 | existiert zu je zwei Punkten eine Geodéte minimaler Lange.

Falls diese Lange grofier als \/}%0 ist, so enthilt sie nach konjugierte Punkte,

und nach der Umkehrung von ist diese Geodéte dann nicht die kiirzeste

s

Verbindung, ein Widerspruch. Damit sind ihre Endpunkte aber hochstens T

entfernt. Insbesondere ist der Durchmesser

d(M) = inf{d(x1,29) : x1,20 € M} < L

VKo’
und somit ist M nach | 62.10 | M kompakt. O
63.9b Lemma.
Es sei K(z) < Ky fir alle x € M und p1 < p = IR Sei weiters ¢ : [0, p1] —
M eine Bogenlingen-parametrisierte Geoddte von x := ¢(0) nach y := ¢(p1). Sei

v : [s0,81] = B,(0) C T, M eine Kurve mit exp,(v(so)) = « und exp,(v(s1)) = y.
Dann ist L(exp,, ov) > L(c).

Beweis. Wegen K(z) < K; fiir alle x € M ist exp, : B,(0) — M ein lokaler
Diffeomorphismus nach und . Somit ist (exp,)*(g) eine Riemann-Metrik
auf B,(0) und exp, bzgl. dieser eine lokale Isometrie. Die Polarkoordinaten auf
B,(0) induzieren somit geodétische Polarkoordinaten (siehe [60, 58.5]) auf B,(0)
bzglder Metrik (exp?)(g) und somit folgt das Resultat aus [60, 58.7]. O

63.9a Proposition.
Seien (cs)s eine glatte Homotopie relativ {0, 1} zwischen zwei verschiedene Geoddten
von x nach y mit L(cy) < L(c1). Falls K(x) < K fiir alle x € M so existiert ein

0 <so<1mit L(cgy) > \/Q—I% — L(co)

Beachte, dafl dies fiir K1 < 0 besagt, dafl verschiedene Geodéten von x nach y nicht
homotop sein kénnen.

Beweis. Es sei p := \/% Wegen und ist exp,, : B,(0) — M ein lokaler

Diffeomorphismus und somit auf jedem kleineren offenen Ball eine Uberlagerung
(denn die Fasern sind endlich). O.B.d.A. ist L(cg) < p (andernfalls ist \/QI%—L(CO) <
L(cp)). Sei ¢g : t — exp, (tv). Falls ¢s(t) € exp,(B,(0)) fir alle s und ¢, so existiert
somit ein Lift (¢, s) — ¢é5(t). Da aber der Lift der Geodéte ¢; eine Gerade durch 0
sein muf} ist das wegen ¢y # ¢; unméglich. Somit kommt die Homotopie den Rand

von exp,(B,(0)) beliebig nahe, d.h. fiir jedes p; < p existiert ein s € [0,1] s.d. der
Lift ¢ existiert und einem Punkt im Abstand p; von 0 enthélt. Nach hat
dann die Verkettung der beiden Kurven ¢, und der verkehrt durchlaufenen ¢y eine
Linge > 2p1, also L(cs) > 2p1 — L(co). Da p; beliebig nahe an p war, folgt aus der
Stetigkeit von s — L(cs) das Resultat. O
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63.9 Theorem [36].

Die Exponential-Abbildung jeder vollstindigen zusammenhdngenden Riemann-Fli-
che mit K < 0 ist fiir jedes x € M eine Uberlagerung exp,, : ToM — M. Ist also
M zusdtzlich einfachzusammenhdngend, so ist exp, : ToeM — M ein Diffeomor-
phismus und zu je zwei Punkten gibt es genau eine minimale verbindende Geodiite.

Beweis fiir einfach zusammenh#ngendes M. Wegen existieren fiir K <0
keine konjugierten Punkte und somit ist exp, : ToM — M f{iberall ein lokaler
Diffeomorphismus. Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist exp, surjektiv. Nun
zur Injektivitét. Sei exp,(vo) = exp,(vi) = p € M. Dann sind ¢;(t) := exp,(tv;)
Geoditen die z mit p verbinden. Da M einfach zusammenh#ngend ist, sind diese
homotop. Wegen sind sie somit ident, also vy = v.

Nach [60, 58.7] ist die radiale verbindende Geodite von minimaler Linge. O

Auf allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten sieht die Jacobi-Gleichung wie
folgt aus:

V24 R(&, ) =0,

wobei R die (in ) noch zu definierende Riemann-Kriimmung bezeichnet. Die
Losungen der Jacobi-Gleichung heiflen wieder Jacobi-Felder, die genau die Rich-
tungsableitung von 1-Parameter-Variationen der Geodite ¢ sind. Die Darstellung
fiir Jacobi-Felder £ mit £(0) = 0 via der Ableitung von exp. gilt genau wie
im 2-Dimensionalen. Der Randwert dieser Jacobi-Felder beschreibt den Kern der
Exponentialabbildung, und somit konjugierte Punkte. Ebenso gilt dann und

nach Myres 1935 und nach E. Cartan 1928, wobei K durch die Schnitt-

kriimmung (siehe ) zu ersetzen ist Fiir Beweise dieser Resultate siehe z.B. [66,
6.14, 6.15, 6.16].

64. Riemann-, Ricci- und Schnittkriimmung

Seien 2 Vektorfelder £ und n im R"™ gegeben. Dann gilt fiir die iibliche Ableitung des
Vektorfelds £ in Richtung 7, die wir hier auch mit D,¢ : x — &'(z)(n(x)) bezeichnen
wollen:

[De¢, Dy] == D¢ o Dy — Dy o De = Die )
denn

m

(D¢ o Dy = Dyo D) ((¢i2) = (€01(¢)) = mECN) 1,
= [fﬂﬂ((i)?il = D[&,n]((éi)ﬁl)

64.1 Satz (Godazzi-Mainardi-Gleichung).

Sei M eine Hyperfiiche im R™ und seien &, n, ¢ Vektorfelder im R™, welche ldngs
M tangential an M sind. Dann ist

1. GAUSS-GLEICHUNG: V¢V,¢ — V, Ve( — Vig ¢ = (Ln, ()L & — (L€, )L,
2. GODAZZI-MAINARDI-GLEICHUNG: V¢Ln — VL& = L[§, 7).
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Beweis. Es ist

0= DeDyC — DyDeC — D[&m]C

228 De(Va¢ — (L, ) = Dy (Ve€ = (LE Q) = Dig¢
= DeVip( = E((Ln. Q))v — (Ln, () Dev
= Dy VeC +n((LE, Qv+ (L&, ) Dyv
—= Dien€
A V¢ — (LE Vv — E(Ln, Q) — (L1, OLE
=V Ve +(Ln, Ve +n((LE C))v + (L&, C)Ln
- V[&,U]C + <L [57 77]7 <>V
Der Tangentialanteil hiervon ist die Gau-Gleichung:
0=VeVy(=VyVe( = Vg = (Ln,QLE+ (LE G Ln
Und der Normalanteil ist die Godazzi-Mainardi-Gleichung:
= (-VelL) + VoL +LIEM.C). O

64.2 Definition (Riemann-Kriimmung)

Die RIEMANN-KRUMMUNG R : X(M) x X(M) — L(X(M),%(M)) einer Riemann-
Mannigfaltigkeit ist definiert durch die linke Seite der Gauf3-Gleichung :
R(Sa 77) = [va vn] - v[{,n]'

Die Motivation hierfiir ist, da die rechte Seite auf ¢ := 7 angewandt und ins
innere Produkt mit £ genommen fiir orthonormale Vektoren £ und 7 gerade die
GauBkriimmung liefert:

(Lm,m L& —(L&m)Ln,&) = (Ln,m(LEE) —(LEn)(Ln, &) =det(L) = K.

64.3 Lemma (Die Riemann-Kriimmung ist ein Tensorfeld).

Die Riemann-Krimmung ist ein 3-fach ko- und I1-fach kontravariantes Tensorfeld
auf M, dh. ReT(T*"M QT*M @ T*M @ TM).

(Koordinatenfreier) Beweis. Dazu mufl man nur zeigen, dafl die Abbildung
(&,1,¢) — R(&,1)(¢) in allen Variablen C*° (M, R)-homogen ist, vgl. mit dem Be-
weis von .

R(f§,n) = [Vye, Vil = Vigem
0. 2029 Ve, Vil = Viem e
= (fVe)Vy = Vy(fVe) = fViem +n(f)Ve
B R VeV — [V Ve —1(f)Ve — fViem +n(f)Ve
= (IVe, Vil = Vig) +0
= fR(&,n).
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R(En)(£C) = ([Ve, Vil = View)) ()

89 243 G (£90¢ +1(F)C) = V(FVEC + E(F)C)
— fVenC =6 n(f)¢

L0 B3 FVeVaC+ EFIVal + () VeC + M)
— [V Vel —n(f)VeC = E(f)VyC—n(E(f))C
= Ve € —EM())C+n(E(f))C

=f (ngn -V, Ve — V[im]) ¢

= fR(&n)(C). O

Koordinatenbeweis.

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) = Vy(VxZ) - Vixy|Z

[60, 62.5 i . 8
mo (o o) £)
07 ; 0
Vy(Z( 3F X’“JrZF WZIX > W)

g

-V , _ Z
> v(XiM_Yi 8X7) _9_
i,j oul

ou? uld

160, 62.4.3] Z( gi vk 4+ ZF§,ijYk> v
i 7,k

x(E(T e e

_ Z( k gixk + Z;§7kzjxk> Vya

. y(Z( ] gix’“ +§F§,ijXk> aii

(G G V2
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(60, 62.4.2] YA ke i ik . 0
s (3 B B DX
!

7

+Z(ZX Y’“+Z

+ ZX (T )Z7Y" 4 Zr; WX (Z)YE 4 ZF§7kZiX(Yk)> %
7.k
: )
Z( X’“+ZF kZJX’“> zl:ylva% 5
YA YA
- Z (Z Y(57) Xk Z 5% Y (x*)
+ZY (I & ZJX’“—s—ZF WY (Z)XP 4+ T 2V (X )) 81,

7,k
aX o azb d
72( 8u’ B 3ui> ;(Zvaf’u@ul+81ﬂ8ul>
, 62, A 9
MZ( kY’“—&—ZFj’kZJY’“) ;Xl%:w’i 507

Z, 071 oY'*
+Z(ZZXP - Yk W;Xpaup
+ZZXP J’“Zﬂyk ZF ZXP—Y’“

kP
oY’k 8
i J P

B
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Z YA
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+izk:p ouk our 8u1 Zzzp 8uk8up ou’
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=YY xiyizk i, b Z Tl TP, — T, TV 9
ou’ 6u3 -+ ( Bl l’j) oup

P i,k
- Rf] k
0
iy k
Yy a2 o
P i,4,k
64.4 Bemerkung
In lokalen Koordinaten haben wir
(1) R= Y R, duedddt e 2
,5,k,l
mit Ry = duf (R(a?u‘v a?ﬂa&)
= oLk = aoaTin + ) (05T, =TT, 15 ,)

Beziehungsweise fiir R(£,n, ¢, x) := (R(&,1)¢, x)

(2) R= Z Rijry du' @ dv’ @ du® @ du!
ig,k
mit Ry = (R(zk, 5255) 5% 520) = 2 RY 1pu
p=1

1 8 o o o
2 (Buiau’" 9.5 — Buiout ik + duioul Yk — Guigur Il

m m
+ Y P Tingliip = Tikalitp):

p=1g=1

Beweis. Wir rechnen wie folgt:

m
ZRé,j,k% = R0+ g7 ) 30r = ({V 6»V6} _V[ o_ 0 ]) pur

=1

Il
-
3

Il
-
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Koeffizientenvergleich liefert also:
ka Bul (F ) 37;; +Z P:;k karl )
p=1

Nun berechnen wir

N 9 o) le] le] _
Ri,j,k,l = <R(auz ) W)T T> = <ZRU kDuP ' dul > Z Rz 3,k9pil

p=1
Es ist
m m
p—1 p—1
(60, 62.6] i »
- Bul Jkl erk it + Tip)-
p=1
und somit

m
— g
Rijki=» Rl g
p=1

m
Z (aut — 227 (Te) + Z (T, I7, — F(il,k]'—?,q)> Ip,l
qg=1

m m

= 2 (Cka) = > T8 (Tips+Tinp) = 525 Tika) + T2 (Tjips + i)
~—— ~— =

p=1 p=1

(1) (2) (3) (4)

m
Z ,q, F L)

H_/
(1) (3)

1_0

[60, 62.6] i) B) fé) 9 o) fé)
= 557 (5791 + 505915 — 5.795.k) — 3507 (5ar Ikl T 5o Gl — 5190 k)

1
2
m
+ (F]; g\l F Fll,p)
p=1 —— H/—/
(4) (2)

_ 1 9?2 ) o ) o ) ot )
-2 (&ﬂ'@uk 91,5 — Fuiout 9i.k + duiout Yk — Guiger Il

+3 > P Tinglinp —Tiwalisp): O

p=1qg=1
64.5 Lemma (Symmetrie der Riemann-Kriimmung).

Die Riemann-Krimmung erfillt folgende Identitaten:

R(X,Y)Z +R(Y,X)Z =0

(R(X,Y)Z,W) + (R(X, Y)W, Z) = 0

(R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y)

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0

(VZR)(X,Y, W)+ (VxR)(Y, Z,W) + (VyR)(Z, X, W) = 0.

Die Gleichungen und heiflen 1.te und 2.te BIANCHI IDENTITAT.

CU o=

Beweis.
ist klar wegen der Definition R(X,Y) := VxVy — VyVx — Vixy].
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ist dquivalent zu (R(X,Y)Z, Z) = 0 fiir alle X,Y,Z. Es ist:
R(X,Y,Z,2)= (VxVyZ,Z)  —(VyVxZ,2Z)~ (Vixy|Z Z)
N———’

X(VyZ,2)—(Vy Z,V x Z)

= X(%Y«Z, Z>)) ~(VyZ,VxZ) - Y(%X((Z, Z>)> +(VxZ,VyZ)
—(Vixv1Z,Z)
= X YNZ,2) ~ 0~ (Vix 1 Z.2) =0

Nach [60, 62.4] gilt Vy Z—V zY = [Y, Z] und durch Anwenden von V x erhalten
wir:
VxVyZ =VxVzY =V 71X =Vx[Y,Z] - Viy, 21X = [X,[Y, Z]]
Der zyklische Ausdruck 148t sich nun wie folgt umformen:
R(X,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =
=VxVyZ-VyVxZ -Vixy|Z
—_—— —— . ,
1) (2) (3)
+VyVzX —-VzVy X — V[Y,Z]X
—_—— ——— . ,
(2) (3) (1)
+VzVxY —-VxVzY — V[Z,X]Y
—_—— — . ,
(3) (1) (2)

=X, 2]+ [, [Z, X]] + [Z, [X, Y]]
(1) (2) ®)

=0 (wegen der Jacobi-Identitét).

folgt rein algebraisch aus , und :

Man setzt R(X,Y,Z, W) := (R(X,Y)Z,W). Nun betrachtet man einen Oktaeder
und bezeichne 4 der Seitenflichen (die sich nur in Ecken schneiden) mit X, Y, Z,
w.

R(X Y, Z, W

R(X, WY, Z) RWY, X, Z)

R(Z, X, Y, W R(Z, Y, W X)

R(Z, WX, Y)
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Die Ecken des Oktaeders, welche z.B. der Schnitt der Fliachen X und Y ist, wird
mit R(Z, W, X,Y) bezeichnet, da von dieser Ecke aus betrachtet die Flichen X,

Z,Y, W aufeinander folgen. Wegen und ist es egal, von welcher der beiden
angrenzenden Flichen X oder Y aus man zu zéhlen beginnt.

Nun beachte man, dafl die Summen der Ecken der Dreiecke X, Y, Z, W wegen
Null sind.

R(X Y, Z, W

RWY, X, Z) R(Z, Y, W X)

R(X, WY, Z) R(Z, X, Y, W

R(Z, WX Y)

Z&hlt man diese Summen fiir die Dreiecke Z und W zusammen und zieht jene fiir
X und Y ab, so erhélt man, dafl das Doppelte von der Differenz aus der Ecke WNZ
und der Ecke X N'Y Null ist, d.h. | 3] gilt.

R(X, Y, Z, W

R(X, WY, Z) R(Z, Y, WX)

R(Z, WX, Y)
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In Detail bedeutet dies:

(+) RX,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W)=0

(1) (2) (3)

(4) (1) (5)

(6) (4) (3)
(+)  R(Y,Z,W,X)+R(Z,W,Y,X)+ R(W,Y,Z,X) = 0

(2) (6) (5)
= 2R(X,)Y,ZW)-2R(Z,W,X,Y)=0

(€] (6)

Um diesem Punkt iiberhaupt Sinn zu geben, mufl man V; auf Tensorfelder
ausdehnen. Das geht mittels Produkt-Regel, i.e.

(VZzR)(X,Y,W) :=
= V4(R(X,Y)W) — R(VzX, Y)W — R(X,V;Y)W — R(X,Y)V ;W
= V4(R(X,Y)W)+ R(Y,VzX)W — R(X,Vy Z + [Z, Y)W — R(X,Y)V,W.

Mit Zzykl‘ bezeichnen wir die zyklische Summe beziiglich der Variablen X, Y und
Z. Dann gilt

Y (VZR)(X,Y, W) =

==Y Vz(RX, V)W) =Y R(X,-[Y,Z)W - > R(X,Y)V;W

zykl. zykl. zykl.
= > Vo ([Vx. Vy] - Vixy) )W
zykl. —

(1) (4)

+ Z ( Vx,Viyzl W = Vix,v.2) W)
zykl. N——— N—
(4) (3)
=Y (T VIV W = Vix V2 W)
zykl. —
(2) (4)
= - Ve axya W
N— ———
(3)

+ 3 (V2VX W = [V, VY]V W) + 0,
zykl.

(1) (2) )

=0+ | > [[Vx, Vv, Vz] | W
zykl.

=0 wegen der Jacobi-Identitét. O
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64.6 Folgerung (Polarisierungsformel).
Fiir die Riemannkrimmung gilt:

A R(X,)Y,Z,W) =
= —R(Z+X,Y4+W,Y+W, Z+X) + R(Z+X,Y-W,Y =W, Z+X)
+R(Z-X,Y+W,Y+W,Z—X) — R(Z-X,Y-W,Y -W, Z—X)
+ R(ZAY, X+W, X+W, Z+Y) — R(Z+Y, X -W, X—W, Z+Y)
— R(Z-Y, X+W,X+W, Z-Y) + R(Z-Y,X-W,X-W, Z-Y)

Beweis. Es ist
6) R(X,Y+Z,Y+Z,X)~ R(X,Y-2,Y~7,X) =
—9 (R(X, Y, Z,X) + R(X, Z,Y, X))

2 (R(X,Y.Z,X) + R(Z. X, X.Y))

64.5.3

AR(X,Y,Z,X)

und weiters
(7) R(X4+W,Y, Z, X+ W) — R(X-W,Y, Z, X—W) =
-9 (R(X, Y, Z, W)+ R(W,Y, Z, X))

Also ist
(8)
RY,Z, X, W)=

64.5.1]] 64.5.2
RIZY.W.X)

7 1
~R(X,Y,W,2) + 5 (R(Z+X, Y, W, Z+X) — R(Z—X,Y,W, Z—X))
[64.5.2][6

+ é (R(Z+X,Y+W, Y4 W, Z+X) = R(Z+X,Y -W,Y - W, Z+X)

CRZ-X,Y4+W,Y4+W,Z—-X) + R(Z—X,Y -W,Y —W, Z—X))

9)
R(Z,X,Y,W) =

64.5.2

=]

R(Y,X,W,Z) — % (R(Z+Y, X,W,Z+Y) - R(Z-Y, X, W, Z—Y))

e fsallo]

1
o (R(Z+Y, XAW, X+W, Z+Y) — R(Z+Y, X W, X W, Z+Y)

CR(Z-Y,X+W,X+W,Z—Y) + R(Z—Y, X-W, X W, ZfY))

XY, Z,W)

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Mai 2008 163



64.8 GERMANG4. RIEMANN-; RICCI- UND SCHNITTKRUMMUNG

und damit
64.5.4
0 RX, Y, ZW)+R(Y,Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W)
— R(X,Y,Z,W)
+R(X,)Y,Z, W)

+é@M+XY+WY+WZ+M—Rw+xy—my—mz+m
fR@fXY+WY+WZfM+RM7XY7WY7W27XD
Y R(X,Y, Z,W)
S (RE+YX WX AW Z4Y) = RZ4Y,X - WX ~W,Z+Y)
fR@fKX+WX+WZfﬂ+Rw7KXfWX7W27ﬂ>
und schliefflich

A R(X,Y,Z,W) =
= RZ+XY+WY+W,Z+X)+R(Z+X,Y -W,Y —W,Z + X)
YRZ-XYA+WY+W,Z-X)-R(Z—-X,Y -W,Y - W,Z - X)
TRZ+Y,X+W,X+W,Z+Y)—R(Z+Y,X -W,X —-W,Z+Y)
“RZ-Y,X+W,X+W,Z-Y)+R(Z-Y,X-W,X -W,Z-Y) O

64.7 Definition.
Wir wollen nun die Ausdriicke der Form R(X,Y,Y, X) in der Polarisierungsformel
weiter untersuchen. Sei dazu

X' =aX+0bY a b
Y = eX +dY Q:d)'

Wegen der Schiefsymmetrie ’ 64.5.1 ‘ und ’ 64.5.2 ‘ ist

R(X',Y',Y',X') = det(A) R(X,Y,Y’, X') = det(A4)? R(X,Y,Y, X).

Das gleiche Transformationsverhalten hat auch |X|? [Y|*> — (X,Y)?2, da dies das
Quadrat der Fliche des von X und Y erzeugten Parallelogramms ist, siehe dazu
[60, 53.4]. Folglich ist der Ausdruck

R(X,Y,Y, X)
K(F) =
)= XEyE - (x.v?

unabhéngig von der Wahl eines Erzeugendensystems des von X und Y erzeug-
ten 2-dimensionalen Teilraums F := ({X,Y}) von T,M. Diese Zahl heifit die

SCHNITTKRUMMUNG von F'. Die Polarisierungsformel zeigt, dafl die Rie-
mannkriimmung sich aus der Schnittkriitmmung berechnen 148t.

64.8 Satz (GauB-Kriimmung versus Schnitt-Kriimmung).

Fiir jede Riemann-Fliche M ist die GaufSkrimmung ident mit der Schnittkrim-
mung (des ganzen 2-dimensionalen Tangentialraums).
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Beweis fiir Hyperflichen im R3. Sei (£,,7,) eine Orthonormalbasis von T}, M.

Dann ist

<<Lmnzanm>Lm£m - <Lm£z,nm>LGma€I>

= (Lo Ne)(Lala, §o) — (Lol Ne) (Lot &)
=det(L,) = K,

Beweis fiir abstrakte Riemann-Flichen.
Es seien (u!,u?) lokale Koordinaten auf M. Dann ist

0 —_.
(2 o e

1 52 52 92 52
5 ulouz 91.2 — Futontr 92,2 + 90200t 91.2 ~ Fu2ou2 91,1)
1

212110 —T221T1,11)
1220211 —T2220111)
21212 —T221T1,12)
T22T212—T222T11,2)
[60, 58.1],[60, 62.6] 1
2
+ — (E2Ey — (2F> — G1)Ey)

(Fio—Gi1+ Fy1 — Eap)

— =5 (B2Gy — (2F2 — G1)(2F) — E»))

E
+ ﬁ (G1G1 — G2(2F1 — EQ))

E
=12 (E2Ge — 2F1G2 + G1?)

F
+ 153 (F1Ga — ExGr —2EyFy + 4R Fy — 2F1G))

G
+ W (E1G1 — 2k F5 + E22)

1
—3 (Eap —2F1 2+ G11)

[60, 53.7] DQK

Oder etwas anders gerechnet:

il (L

a2 a2 o?
2 \ duwiour 93 — Buioat 9ik + dwoal ik — JuiouF glvi)

R; j e,

m
+ Z(FZij,l,p - F?,kFiJ,p)
p=1
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5 2 8?2 o
Ripp1 =3 (aula“z 912 ~ utaar 92,2 t 5u25u1 91,2 — Huzauz 91,1
1 1
+ (T ol211 =5 5011)

+ (F%,2F2,1,2 - F372F1,1,2)

60, 58.1],[60, 62.6
160, 581,60, 62.6] % (Fio—Gi1+ Faq — Ez2)

ExG-G F E,
2D2 2
2,G-G,G-Gy F E;
B 2D?2 2
~E,F+ G E Gy
2D?2 2
2R F+GLF+GyE 2F, — By
2D?2 ' 2

EyGy — 2F1Gy + G1?)

=iz {
F
+ 5 (B1G2 — E2Gy — 2B Fy + AR Fy —2F1Gh)

G
+ 73 (F1\G1 — 2B, F5 + E»?)

1
- §(E2,2 —2F 5+ G11)

[60, 53.7] DK O

64.9 Definition (Normalkoordinaten)

Unter RIEMANNSCHEN NORMALKOORDINATEN versteht man die Parametrisierung
m
o (ut . u™) exp,, (Z uin)
i=1
fiir eine Orthonormalbasis (X7, ..., X,,) von T,M.

64.10 Lemma (Christoffelsymbole in Normalkoordinaten).
In Riemannschen Normalkoordinaten verschwinden alle Christoffelsymbole bei p.

Beweis. Offensichtlich gilt
9i,5(0) = (5o 557 ) (p) = (Xi, X) = b 5.

Die radialen Geoditen t — exp,,(tX) erfiillen die Geoditen-Gleichung
d2u® + i rk du' du’ _
i ijde dt TV

ij=1
Fiir u(t) := tX; gilt wegen u*(t) = 65 ¢ somit I'¥ (p) = 0. Fiir u(t) := ¢(X; + X;)
folgt analog T}, + TF; + T%, + %, = 0 und da '} ; symmetrisch in (i, ) ist, ist

K2

k _ .o . .
I'7;(p) = 0 fiir alle 4, , k. O

64.11 Lemma.

Sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit und F < T, M ein 2-dimensionaler Teilraum.
Dann ist die Schnittkrimmung K(F) genau die Gauf-Krimmung der lokal durch
exp(F') gegebenen Fliche.
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Beweis. Wegen geniigt es zu zeigen, dafl die Riemann-Kriimmung Ry der
Fldche N := exp(F) mit der Riemann-Kriimmung Ry auf M iibereinstimmt, wobei
N durch (t,s) — exp,(tX, + sY},) parametrisiert wird und die von M induzierte
Metrik tréagt.

Dazu withlt man Riemann-Normalkoordinaten ¢ : (ul,...,u™) — eXl%(Z;—il u' X;)
fiir eine Orthonormalbasis (X7, ..., X,,) des Tangentialraums T, M. Beziiglich die-
sen verschwinden nach alle Christoffelsymbole bei p. Da die Koeffizienten-
funktionen g; ; fiir M und N iibereinstimmen, gilt das auch fiir

1 (o2 52 82 52
Rijki=3 (8j3l 9ik t ige9id — Hragr il — g gj,k) +0. O

64.12 Satz (Ungekriimmte Riume).
Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind dquivalent:

1. R=0.
2. M ist lokal isometrisch zum Euklidischen Raum.
3. Der Paralleltransport (siehe [60, 61]) ist lokal wegunabhingig.

Der Punkt (3) ist global nicht allgemein giiltig wie das Mdbiusband mit flacher
Metrik zeigt.

Beweis. (1 = 3) Indem wir eine Karte verwenden, kénnen wir annehmen, daf§ M
eine offene Umgebung von 0 in R™ ist, allerdings mit einer allgemeinen Riemann-
Metrik g. Wir miissen zu gegebenem Anfangswert X, ein Vektorfeld X finden,
welches langs jeder Kurve parallel ist. Dazu geniigt es, dafi V5, X = 0 fiir alle
i = 1,...,m ist. Zuerst finden wir ein lings der u'-Achse paralleles Vektorfeld
ul — X (ul,0,...,0). Zu jedem u' finden wir lings der Kurve u? — (u!,u2,0,...,0)
ein paralleles Vektorfeld u? — X (u!,u2,0,...,0) mit Anfangswert X (u!,0,...,0).
Und somit erhalten wir ein Vektorfeld (u!,u?) — X (u!,u?,0,...,0) lings der 2-
Fliche v : (u',u?) — (u!,u?,0,...,0). Dieses erfiillt: V5, X = 0 lings ¢ und
Vo, X = 0 lings u! — ¥ (u',0). Es gilt Vo, Vs, X — Vs, Vo, X = R(01,0:)X = 0,
da [0s, 0¢] = 0 ist, weil die Fliisse t +— (¢, s) und s — (¢, s) miteinander kommutieren.
Somit ist Vi, Vg, X = 0, d.h. Vg, X ist parallel lings u? — (ul,u?). Aus Vg, X =0
lings u! — v(ul,0) folgt Vo, X = 0 lings 9. Es ist also X parallel lings aller
Kurven in der 2-Fléche .

Nun kann man obigen Proze fortsetzen, um das gewiinschte parallele Vektorfeld
X zu erhalten. Dies zeigt, dafl der Paralleltransport wegunabhéngig ist.

(3 = 2) Wihlt man als Anfangswert die Vektoren einer Orthonormal-Basis von
ToR™, so erhélt man parallele Vektorfelder X;, welche punktweise eine Basis bilden.
Fiir diese gilt [X;, X;] = Vx, X; — Vx, X; = 0. Diese konnen integriert werden, um
eine Karte ¢ zu erhalten, welche ¢; = X erfiillt, siehe [60, 29.12]. In dieser Karte
hat die Riemann-Metrik dann aber Koeffizienten 0; ; nach [60, 61.5.1], d.h. ¢ ist
eine lokale Isometrie zwischen dem flachen R™ und M.

(2 = 1) Da die kovariante Ableitung und somit die Riemann-Kriimmung eine int-
rinsische Grofe ist, also nur von der Riemann-Metrik abhéngt, geniigt es R fiir den
Euklidischen Raum zu berechnen, dort ist aber R = 0 wegen der Vorbemerkung zu

[o1.1) 5
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64.13 Definition (Kriimmungen)

Unter der R1cCcI-KRUMMUNG einer Riemann-Mannigfaltigkeit versteht man
Ricci(X,Y) = spur(Z — R(Z,X)(Y)) = —spur(Z — R(X, Z)(Y)).

In lokalen Koordinaten gilt:
RlCCl(ZX’ au“ZYJ W) =
i J

= ZXi Vgl Ricci(%, %)

Ry
—ZXZ’YJ’Z( T T+ ST T T)
ij k

Beachte, daf} Ricci: T, M x T, M — R symmetrisch ist, denn

| s, B s . i) >
RlCCl(au, 5 auy) ki, j k,i,g,1 g R; il ki 9

R = R = Ricci| 3%, =
1,5,i,k 9 = 1,0 — oud ’ dut
l

Unter der SKALARKRUMMUNG versteht man S := spury(§ — (Ricci(&,))?), also
von der Abbildung
T M ——s (ToM)* =5 T, M.

Riceiy

In Koordinaten ist das somit

S = ZRicci(%, %)gi’j
i,J
_ o Tk k k
- ZZ(auszj aukr Z Fp_]sz Ff,jrk,p)) gZJ'
j k P

Beachte, dafl dies wegen der Symmetrieeigenschaften alle nicht trivialen Spu-
ren sind, welche man aus der Riemannkriimmung bilden kann.

64.7a Proposition.
Eine Riemann-Mannigfaltigkeit hat genau dann konstante Schnittkrimmung auf
G(2,T,M), wenn fir alle X,Y,Z € T,M gilt:

R(X,Y)Z =K - (g(Y,2)X — g(X, 2)Y)

Beweis. (<) Sei R(X,Y)Z = K - (9(Y,2)X — g(X,Z)Y) mit einer Konstanten
K € R. Dann ist
o g(R(X,Y)Y, X)
KUY = 5 Xgry) g0 72
B g(K- (9(Y, V)X —g(X,Y)Y),X)
(XaX) (Y7Y) - (va)
(=) Sei K die konstante Schnittkriimmung. Der Ausdruck
g(E - (9(Y.Z2)X - g(X,2)Y), W) =K - (9(Y, Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y,W))

=K
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hat die Eigenschaften |64.5.1 H64.5.4 | und stimmt fiir Z = Y und W = X mit
g(R(X,Y)Y, X) tiberein. Wegen (wo wir nur diese Eigenschaften) verwendet
haben stimmt er iiberhaupt mit g(R(X,Y)Z, W) iiberein. O

64.14 Folgerung.
Eine m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit habe konstante Schnittkrimmung
K. Dann gilt fiir die Ricci- und die Skalarkrimmung:

Ricci(X,Y) = K - (m — 1) - g(X,Y)
S=K-(m—1)-m

Beweis.

Ricci(X,Y) = spur(Z — R(Z, X)Y)

spur(Z - K- (9(X,Y)Z - g(2, Y)X))
— K- (m-g(X,Y) — g(X.Y)) = K- (m—1) - g(X,Y)

und S = spur(X — (Ricci(X, ,))b> = spur(X — (K- (m—1)-g(X, ,))b)
=spur(X - K-(m—1)-X)=K-(m—-1)-m. O

66. Die Begleitbeinmethode von Cartan

66.1 Definition.

Es sei (M, g) eine m-dimensionale (PSEUDO-)RIEMANN-MANIGFALTIGKEIT, d.h. g
ist eine (nicht notwendig positiv) definite Metrik auf der Mannigfaltigkeit M. Ein
LOKALES m-BEIN (m-FRAME) auf einer offenen Menge U C M ist ein m-Tupel
von Vektorfeldern s; auf U die punktweise (d.h. fiir jedes x € U) eine Basis von
T,.M bilden. Es heifit s = (s1,...,8,,) ORTHONORMAL-BEIN falls {s;(z)}; eine
orthonormal-Basis von T, M fiir jedes z € U ist, d.h. g(s;,s;) = +0; ;.

Lokal existieren orthonormal-Beine, denn die symmetrische definite bilinear-Form

g auf T, M 148t sich in einer Basis (e, ..., ey,) als
0o (X vien Yves) = S viut = Y vt
i J i<p i>p

schreiben, siehe [60, 14.8]. Und indem wir die e; zu lokal linear unabhingigen
Vektorfeldern erweitern und auf diese Gram-Schmidt anwenden erhalten wir einen
orthonormal-Rahmen.

Falls s und s’ zwei m-Beine auf U sind, so ist s; = >7" ) s, - h! (kurz: ' = s - h)
fiir ein eindeutig bestimmtes h = (h{)i’jzlwm € C=(U,GL(m)).

Sei s = (s1,...,8m) ein m-Bein auf U und V die Levi-Civita-Ableitung. Dann
existieren eindeutig bestimmte w! € Q' (U) mit

?

Ves; = Zsj Wl (€), kurz: Ves = 5 - w(€) baw. Vs =5 - w
J

wobei w = (W) j=1...m € QY(U, L(m)) ZUSAMMENHANGSMATRIX VON V bzgl. s
heifit.
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66.5 GERMANG6. DIE BEGLEITBEINMETHODE VON CARTAN

66.2 Lemma.
Es sein = Zj s;n0 ein Vektorfeld auf U. Dann ist

V77=28k~(ZWf'nj+dnk)=S-w-77+s-dn-
K j

Beweis.

Ven = Ve (Z 8511 ) Z((Vssg‘) ) + s, -E(nj))

J

_Z(Zsk w )+ s ) Zsk (;wf-nj+dnk)(§) =

66.3 Lemma.
Es seien s und s’ = s+ h zwei m-Beine und w und ' die zugehdrigen Zusammen-
hangsformen, dann gilt:
h-w' =dh+w-h.
Beweis.
s h-w=¢5 w=Vs=V(s-h)=s-dh+Vs-h=s-dh+s-w-h
=h-w' =dh+w-h O

66.4 Lemma.
Es sei s ein orthonormal-Bein, w die zugehirige Zusammenhangsform und ; :=
9(si,8;) € {£1}, dann gilt:

Eiw}; +€kwf =0.

Beweis.

€i0i; = 9(8i,8;) = 0=dg(si, s;) = g(Vs;,8;) + g(si, Vs;j)
_g(Zsk wf s]) +g(81728k W )

:E wigsk,sj —l—E wjgsi7sk):5jwf+aiw;-. O
k k

66.5 Lemma.
Es sei s ein orthonormal-Bein und w die zugehorige Zusammenhangsform. Wir
setzen R(€,m)s = (R(&,1)8:)i=1....m- Dann gilt:

(5,77)8 =5 (dw+wAw)(&n),
wobei

wAw = (Zw,@ /\wf) € Q*(U, L(m)).
k

2

Beweis.

R(§,m)s = VeVys =V Ves — Vig s
= V(s - w(n) = Vyls - w(©) — 5 w(ln)
= 5+ d(w(m)(€) + Ves - wln) — - d(w(€)(n) = Vs - w(&) — 5 w(l.m)
=5+ (Awm)(©) — d@©)n) = w(l&n])) + 5+ (@) - wn) —wn) -w(©))

s (dw+wAw)(&n). O
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GERMANG66. DIE BEGLEITBEINMETHODE VON CARTAN 66.10

66.6 Definition.
Man bezeichnet mit  := dw+wAw € Q?(U, L(m)) die KRUMMUNGSMATRIX BZGL.
s. Es gilt somit die 1. STRUKTURGLEICHUNG VON CARTAN

R(& m)si = Z sk - QF(&,m), kurz: R(s) = s-Q.
k

66.7 Lemma.
Es seien s und s’ = s- h zwei m-Beine und Q und Q' die zugehdorigen Krimmungs-

matrizen, dann gilt:
h-Q=Q-h.

Beweis.
s h-Q =50 =R(s)=R(s-h) 2220l po). h=5.Q-h
=h-Q=Q-h 0O
66.8 Lemma. _
Es sei s ein orthonormal-Bein und e; = g(s;, s;) € {£1} dann gilt 5293 +¢e;Q =0.

Beweis.

i o7 AP S A N koo k
il = gidw;; + E giwg Nwj = —¢g;dw; E epw; AWwj
k k

_ ) k E_ . J_ k J
= —¢;dw; E w; N Epw; = —¢; (dwi E w; /\wk>
k k

= —€; (dwg + Zwi A wf) = —5]-(2{. O
k

66.9 Definition.

..........

QYU, L(m)) ist gegeben durch 77 (z)(s;(x)) = d7.

66.10 Lemma.
Es sei s ein m-Bein, v das zugehdrige m-Kobein und w die Zusammenhangsmatrix.
Dann gilt die 2. STRUKTURGLEICHUNG VON CARTAN:

drk—i—wa/\rj =0, kurz: dr +w A r = 0.
J

Beweis. Es sei £ eine Vektorfeld auf U. Dann ist £ = >, s; - ().
Ven=Ve(d s ) = Y (Vess -1/ (n) + 5, - €67 ()

=3 s WO )+ Y sk - €0 ().
j,k k
Folglich ist:
0=Ven—Vy&—I[&m]
=3 s (W5 ) = W) 19 (©)) + D sk - (€05 ) = nH() - ¥ (1€ m)) )
7.k k
(whArd)(€,m) drk (€,m)

:Zsk-(wa/\rj—kdrk)(&n) O
k J
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66.11 Cartan’s Lemma.

Es seien vy, ..., v, linear unabhingig in einem Vektorraum E und wq,...,w, € E.
Dann ist Y, vi ANw; = 0 genau dann, wenn w; = Y, a; jv; mit einer symmetrischen
Matriz (am)i,j .

Beweis. Wir ergiinzen v; zu einer Basis (v1,...,0n, Unt1,---,Unp) und somit ist
n m
w; = Zj:l Qi ;V; —+ Zk=7z+1 bLkvk, also

Z’Ui Nw; = Z (ai,j — aj’i) v; ANvj + Z b@k Vi N\ Vg
7

i<j<n i<n<k

Da (v; A vj)i<; eine Basis von A?(E) ist, ist dies genau dann 0, wenn b; ;, = 0 und
ij = ji- O

Bemerkung.

Es sei » der Korahmen eines orthonormal-Rahmens s. Dann ist die Zusammen-
hangsmatrix w durch die 2. Strukturgleichung von Cartan bereits eindeutig festge-
legt: Aus dr + w AT =0 = dr +w' Ar folgt somit fiir o := w’ —w, da o AT = 0,
also ot = ja;'-,k -rJ nach mit symmetrischen a’. Wegen ijf = —Eiw;-
(mit g; := g(s;,s;) € {£1}) und analog fiir v’ gilt gleiches auch fiir o. Wenn wir
b;)k = Eiaj-,k setzen, so ist

_ J i J i kE _ J i k
0=c¢cjo] +eio; = Z(ajak’i + Eiaﬁw)r = Z(bk?i + b}w»)r ,

k k
Joo_ i A A A X :
also bk,i = —by; und bj7k = €0} =&y ; = bk,j und somit
¢ __ gt _ 3 _ _3d _ 3k _ 3k _ _pi
bjg =k = —bp; = —by ) =bi; =05, = —bjx

also b, =0, dh. 0 =0, also ' = w.

66.6a Bemerkung,.
Es sei (s;) ein orthonormal-Bein und (r;) das zugehorige Kobein. Dann erhalten
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GERMANG66. DIE BEGLEITBEINMETHODE VON CARTAN 66.12

wir fiir die Kriimmungen nach | 64.13 | folgende Darstellungen

(ZSPQP iy Sj )
= Z5l (84, 55) Qk(si,sj)

(E 5p €2 sl,sj sl)

= ng‘sp,l QZ(Sia Sj) =¢& Qk(«% Sj)

p

666

Ré,ﬁk =t (R(si,sj) )

()6 6

Rijri = g(R(si7 ;) Sk, sl)

Die Riemann-Kriimmung R = Z r'(R(si,55)s6) '@ @rF @ s
—_————

N

i,9,k
=Y Qi) rer ertes
4,9,k
Die Ricci-Kriimmung Ricci = Zspur (Z + R(Z,s;)(sj)) r' @77

]

Sk R (R(sk,si)s5)

:Zﬁf(sk,s @r = ZZR,“]-T ® 17

1,5,k
=:Ricci;, ;

Die Skalarkriimmung § =Y " Riccij; = » Rf, ;= > QF(sk, )
Eine (Pseudo-)Riemann-Mannigfaltigkeit heifit RicCI-FLACH falls Ricci = 0.

66.6b Proposition.
Es sei (s;) eine orthonormal-Bein. Dann ist

Ricci(sy, 81) = g(s1,51) - ZK(<{517 57}>)

i>1

Beweis.

Ricei(sy, $1) = spur(Z — R(Z, 31)51) = Zri (R(Si, 51)81)

%

- Zg(si, Si) .g(R(si7 51)81, si)
=0+ Zg Siy8i) - ( {5“31}>) ( (s1,51)9(s4, 8i) —9(81‘,51)2)

1>1

= g(s1,51) - ZK«{SM si}))

i>1

66.12 Beispiele.

1. Die 2-Sphire S2.
Sei f:(0,27) x (—m,m) — S? die Parametrisierung nach Kugelkoordinaten,
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66.12 GERMANG6. DIE BEGLEITBEINMETHODE VON CARTAN

d.h. f(p, ) := (cos(?) cos(p), cos(¥) sin(yp), sin(¢)). Die Metrik ist in den
Koordinaten (¢, 1) somit gegeben durch

3
FO da' @da') = df' @ df' = cos(¥)? d @ dep + dY @ di)
i=1 %

Somit ist 71 = d, r? := cos(¥) dp eine orthonormales Kobein. mit zu-
gehorigen orthonormal-Bein s; := (%7 S 1= m%. Damit ist dr! = 0
und dr? = —sin(9) dd A dp. Mittels 2. Strukturgleichung von Cartan be-
stimmen wir die Zusammenhangsmatrix w:

d=0=u, of=-uf

O=dr' +wi Art +wy Ar?=wi Ar?
= wh = alp, 9)
Ozdr2+w%/\r1+w§/\r2:_tan(ﬂ)rl/\TQ—a(go,ﬁ)r2/\rl

= a(p,d) = tan()

2 2

=ws = tan(¥)r? = sin(9) dp = —w}

Fiir die Kriimmungsmatrix €2 erhalten wir aus der 1. Strukturgleichung von
Cartan somit

Al =02=0
—Q% = Q% = dw% —|—w} /\w% —|—w% /\w%
= d(sin(9)dy) = cos() dI A dp = r* A1

Die Schnittkriimmung ist somit
K(T,5%) = g(R(s1,52)s2,51) = Q(Z SkQ§(81’32)751) = 3(s1,52) = 1.
k

2. Die Poincaré’sche Halbebene.
Die Metrik auf H, := {(x,y) € R? : y > 0} ist gegeben durch g =
%(dx@derdy@dy) ein orthonormales Kobein ist r! := %dy und r? == %dm
mit Differential dr! = 0, dr? = fy%dxl Adz? = r' Ar2. Die zweite Struk-
turgleichung von Cartan liefert

wi=0=w? wi=-wl=—ds'=r?
Y

und die erste Strukturgleichung von Cartan
1
MU =0=0;5 O=-0f=—da' Ada® =r*Ar!
Y
Die Schnittkriimmung ist somit
K(T,H') = Q3(s1,s0) = —1.

3. Die 3-Sphiire S3.
Verallgemeinerte Kugelkoordinaten sind

flp,9,7) = (cosT cos¥ cosp,cosT cos¥ sin p, cos T sin, sin 7).
Die Metrik ist
g = cos(1)? cos(¥)?dy @ dp + cos(1)?dd @ di) + dr @ dr
Ein orthonormaler Korahmen ist
rl=dr, r?:=cos(t)dd, 13 := cos(t)cos(¥)dp
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Fiir die Zusammenhangsmatrix erhalten wir
0 —sin(7)dd —sin(7) cos(¥) de
w= sin(7) dd 0 —sin(¥) de
sin(7) cos(¥) dp  sin(V) dp 0
0 —tan(7)r? —tan(r)r3
— | tan(7)r? 0 _tan(¥) .3
9

cos(T)

3 tan () r3 0

tan(r)r cos(r]

und fiir die Kriimmungsmatrix

0 cosTdd Adr cosTcosddp Adr
Q= —cosTdUy Ndr 0 cos 72 cos ¥ dp A di)
—cosTcosVdp Adr  —cosT?costdp A dv 0
0 r2Art 3 At
= |rtAr? 0 r3 A r?
rtard r2ard 0

Mittels 148t sich auch damit zeigen, dafl die Schnittkriimmung kon-
stant 1 und damit die Skalarkriimmung 6 ist, denn R} 5 5 = R} 33 = R3 33 =
1 und alle iibrigen die sich nicht aus Symmetrie ergeben sind 0.

4. Der hyperbolische Raum.
Der HYPERBOLISCHE RAUM ist H' := {(2!,...,2" € R3) : 2! > 0} mit der
Metrik

g= )2 (dzl ®dz! + d2® @ do® + da® ® da:3>

Ein orthonormaler Korahmen ist
1 1 3 .2 2 .3 1
roi= g da?, vt = o dat, Y= o de

T T T

Fiir die Zusammenhangsmatrix erhalten wir

0 0 & da? o 0
w = 0 0 Lde? =10 0 2
_?11 dz3 —I% dz? 0 -l —r2 0
und fiir die Kriitmmungsmatrix
0 fﬁ dz? A daxB *ﬁ dzt A dx’
0= ﬁdwz/\daz?’ 0 —ﬁ dz! A dz?
ﬁ dz! A dz3 (m%)z, dzt A dx? 0
0 A2 LA
=[r2Ar! 0 r2 A3
ATt 3 Ar? 0

Die bis auf Symmetrie nicht verschwindenden Koeffizienten der Riemann-
kriimmung sind

1 _ pl _ p2 _
R122 - R133 - R233 =-1

Somit ist die Schnittkriimmung nach konstant —1 und die Ricci-

Kriimmung
-2 0 0
Ricci=| 0 -2 0
0 0 =2
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5.

Raumformen.
RAUMFORMEN sind Riemann-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkriim-
mung. Eine gemeinsame Form der Metrik ist

1
g:TPdee@dﬁp?-(dﬁ®d§+sm2(z9)dgp®d<p)

1—

wobei 0 < p, kp® < 1, [9] < /2 und |p| < 7 ist. Fiir den Korahmen
1

rl = pdd, r* = sin(¥)pdp, r* = ——=dp

V1= kp?

ist die Zusammenhangsmatrix

0 cos(9) dy —v/1 — kp2dd
w=| —cos(¥)dy 0 —sin(9)\/1 — kp? dp
V1—kp2dd sin(9)\/1— kp?dp 0
0 cot () TQ Y 1—kp? ’I“l

P )

= _cotp(ﬁ) r2 0 _ 1;*@02 2
Vi—ep? 1 V1Rt o 0
P Iz
die Kriitmmungsmatrix
0 —ksin(9)p? dd A dyp B2 dp A dY
v/ 1—kp?
Q0 = | ksin(9)p? dI A dep 0 'i/sin(iﬂ)‘; dp A dy
—rp
—— e _dpndy  —=EmWP g5 A dy 0
v 1—kp? v 1—kp?
0 r2Art 3 Al
=k-|rtAr? 0 r3 A2
rt AT P2 A3 0

die nicht verschwindenden Koeffizienten des Riemann-Kriimmungstensors
1 _pl _p2  _
Rigg = Riz3 = Ryzz = &

die konstante Schnittkriimmung x, sowie die Ricci-Kriimmung

20 0
Ricci=| 0 2x O
0 0 2k
und die Skalarkriimmung
S = 6k.

Ahnlich zu [60, 60.3] kann man zeigen, daB jede einfach zusammenhingende
vollstédndige m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung K isometrisch isomorph zu R™ mit der flachen Metrik im Fall
K =0, zu S™ C R™*! im Fall K = 1 und zum hyperbolischen Raum
Rt x R™~!im Fall K = —1 ist.

Die Schwarzschild-Metrik.

Die allgemeine Relativitétstheorie wir durch eine LORENTZ-M ANNIGFALTIG-
KEIT (d.h. eine Pseudo-Riemannsche Manigfaltigkeit mit LORENTZ-METRIK,
i.e. mit Signatur (—,+,+,+) (oder dquivalent (4, —, —, —)) beschrieben fiir
welche die EINSTEIN'SCHE FELDGLEICHUNG

1
Ricci—QSg =T

176
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gilt, wobei g eine LORENTZ-METRIK, S die Skalarkrimmung und 7 der
ENERGIE-IMPULS-TENSOR ist, welcher durch die Masseverteilung beschrie-
ben wird. Fiir eine C'°°-Mannigfaltigkeit mit vorgegeben Energie-Impuls-
Tensor ist dies eine partielle Differentialgleichung fiir die Metrik. im Spezial-
fall T" = 0 spricht man von der VAKUUM-GLEICHUNG Selbst fiir die Vakuum-
gleichung lokal sind nur wenige Losungen bekannt. Eine ist die SCHWARZ-
SCHILD-METRIK, die sich im Rotations-symmetrischen Zeit-unabhéingigen
Fall ergibt:

b
h(p)

mit A(p) :=1— % fiir p > 2M. Dabei nennt man p := 2M den SCHWARZ-
SCHILD-RADIUS. Diese Metrik kann im &dufleren von langsam rotierenden
isolierten Sternen oder bei schwarzen Lochern verwendet werden. Ein ortho-
normaler Korahmen fiir diese Metrik ist somit

1 IR
7"1 — pd'l97 T2 . pSll’l(’lg) dw’ 7"3 = W dp, 7"4 = h(p) dt
P

Fiir die Zusammenhangsmatrix ergibt sich:

g=—h(p)dt®dt+ dp @ dp + p* d¥ @ d + p*sin(¥)*dy @ dp

0 —cos(9) dy Vhdy 0
cos(¥) dy 0 Vhsin(¥) de 0

YT —Vhdy  —Vhsin(9)de 0 — 2 at
0 0 2% dt 0

und fiir die Kriitmmungsmatrix

2sin 9 1 Vh
. 0 5 dy N dy \/ﬁp2dp/\d19 2 dt N\ dvY
0_ | EREdIAde 0 S0 dpNdp YEEdt A dyp
—ﬁlpzdpAdﬁ —\S/ig:;dp/\dgo 0 —Zdt Adp
—Yhdtady  —YEs0 g ndp 2 dt Adp 0
0 2ri A2 —rlArS il At
M 2r2Art 0 —r2Ard =2 Art
3 —r3Arl —p3 A2 0 2r3 A7
—rt At —rtAr2 274 A3 0

Die Koeffizienten der Riemann-Metrik im assoziierten orthonormal-Bein (s )

sind nach

i},l,j = Q;-(sk, Sl).

Aus der Gestalt von 2 folgt Rfc,l’j =0 fir j ¢ {k,l} oder ¢ ¢ {k,I} und
somit ist R7, . = 0 fiir j # [. Ein Blick auf die Spalten von  liefert

> R™. . =+4(2—-1-—1) =0, also ist die Schwarzschild-Metrik Ricci-flach

m *'m,j,j
nach 7 d.h. Ricci = 0.
7. Die Friedmann-Robertson-Walker-Metrik(en).
Die FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER-METRIK beschreibt ein isotropes (d.h.
keine ausgezeichneten Richtungen) homogenes Universum und ist gegeben
durch

1
g=dt®dt — h(t)2<7p2 dp@dp+p* - (d9 @ dY + sin*(¥) dp ® dga))

1—
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mit orthonormalen Kobein
h(t
rl=dt, r? = h(t)pd?d, 3 := h(t)psin(¥) dp, r* := M dp
V1—kp?
Zusammenhangsmatrix
’ I h'
0 h'pdd h psind dy mdp
w— —h'pdy 0 cos19dgo —/1 —kp2dd
—hpsinddp  —cosddp —sind\/1 — kp? dp
— ~dp /11— kKp?dV 81n19\/1—ffp dy
—ep
K (t) R (t) r3 h'(t) 4
0 oK TR ok
R'(t) 2 cot(9) 3 1-kp? o
| e 0 G T
_W®) 3 _cot(®) 3 0 _ \/1-kp? 3
h(t) h(t)p h(t)p
R(t) .4 1-rp? 2 1-rp? 3
o " @e T T hDe 0
und Kriimmungsmatrix
() 1 A2 () 1 A .3 R 1
0 my AT Lh(g) rt AT h(t) AT
(1) 1 A .2 W)=k 2, 3 _K=h'(t)? 2, 4
~ —/,/L(t) r AT . 0 woz " AT R0 AT
hh(it)) I & . }(f()t);: rZ A3 20 —N_h}(lt)(? r3Ard
_hh((tt)) P Al K—hi(Lt)(;) P2 A pd K;}(Lt)(ﬁ) r3 A pd 0
Die nicht-verschwindenden Koeffizienten des Riemann’schen Kriimmungs-
I{*h/ 2
tensors R%22 = R%33 R144 h(g), R233 R244 = R344 = h(t)(g) und
Ricci-Kriimmung
-0 0 0 0
K— 12 "
Ricci 0 2 h2h I hiT 0 0
1CC1 = k—h'? "
0 0 2t 0
P 2 7
0 0 0 2et?)

und Skalarkriimmung
6(k — h'(t)%)  6h"()

5= A2 ()

67. Nochmals Jacobi-Felder

67.1 Proposition. Variation der Energie.

FEs sei

(cs)s eine glatte Variation mit fizen Endpunkten einer Kurve ¢ : [a,b] — M,

also (s,t) — cs(t) glatt von R X [a,b] — M mit s — c;s(t) konstant fir t € {a,b}.

Sei Y (t

(t) = ,98508( ) € Te,(yM und

IR L B ) 0
E(Cs) = 5/ g(CsaCs) = 5/ e (t) <atcs(t)7atcs(t)> dt.

Dann st
d b
1) TEE)| == [ 9lVaiata)
s=0 a
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und, falls ¢y eine Geodite ist, so ist
d\2

2 — | Elcs

@ (3) B

Beweis.

b
= [ (IVeol? = B (o 01) - (% = 060, Y0) )

s=0

1. Es sei X,(t) :== &cs(t). Dann ist X = Te- 2 und Y = Tec- 2 und somit
[X,Y]=Te-[2, 2] =0 . Somit ist Vy X — VyY 222208 1 y] — 0. Es
folgt somit

d 1 b 6 b b
LBe) =5 / L g(X, X) di = / o(Vy X, X) dt = / o(VxY, X) dt

o 0
ot’ Os

b

b b b
:/ %Q(Y,X)dt—/ gV, VxX)dt =g(Y, X) —/ g(Y,VxX)dt

und fiir s = 0:

4 B(ey)

b
ds = O—L g(Y7 Véoé()) dt.

s=0
2.

d\? 1o, by
(ds) E(Cs)_i/a (%) g(X7X)dt_/a £Q<VYX,X)dt
)
:/a ag(VXY;X)dt
b
:/ (9(VyVxY,X)+g(VxY,VyX))dt

b
= / (g(VXVyY7X) + g([Vy, Vx]Y,X) + g(VXY, ny)) dt

b
0
— [ (o937, X) (93, VX4

— R(X,Y,Y,X) + g(VxY,VxY)) dt

b
= g(VyY, X) +

b
+ [ (Fo(Vr Y. V) ROGY,Y.X) 4 (VY. VxY) ) de

und fiir Geodéten cg und s = 0:

b
0+ [ (~g(VyY.¥xX) - RX.Y.Y,X) + (VY. VxY))
o ~—— N

s=0 =0 Vo Yo
b
:/ (lvéo}/o|2 _R(éO7YO7%7éO))
a

und nach ist

R(¢o, Yo, Yo, ¢0) = K (({¢0,Yo})) - (IYol2 — g(¢o, Y0)?)
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O

Die Hess’ische Form von E (d.h. die symmetrische Bilinearform E”(cg)) ist somit
durch die sogenannte INDEXFORM

b
(Y, Z) ::/ (g(VéOY,VéOZ)—R(éo,YO,ZO,éO)>

gegeben.
Die JACOBI-DIFFERENTIALGLEICHUNG fiir Vektorfelder Y ldngs c ist:
VY + R(Y,¢)é = 0.

Diese Differentialgleichung ist linear in Y und somit existiert fiir jede Geodite c :
la,b] — M und Zy, Zy € ToqyM ein eindeutig bestimmte Losung (ein sogenanntes
JACOBI-FELD) Y lings ¢ mit Y (a) = Zp und VY (a) = Z;. Zwei Parameter a und b
heien KONJUGIERTE PUNKTE AUF EINER GEODATE c falls eine Jacobi-Vektorfeld
Y mit Y(a) = 0 =Y (b) existiert.

67.2 Lemma.
Sei ¢ nach Bogenlinge parametrisiert. Dann ist ¢ genau dann von lokal minimaler
Linge wenn ¢ von lokal minimaler Energie ist.

Beweis. Die Cauchy-Schwartz Ungleichung liefert

L(c) = /ab l6(t)] dt < (/b 12)1/2- (/ab|c'(t)|2dt)l/2

also ist L(c)? < 2(b — a)E(c) und Gleichheit gilt genau dann, wenn ¢ proportional
zur Bogenldnge parametrisiert ist.

Es habe ¢g lokal minimale Energie. Nach ist V¢ éo = 0 und nach [60, 57.2]
somit ¢ proportional zur Bogenlinge parametrisiert also L(c)? = 2(b—a)E(co). Sei
¢s eine Variation von ¢g. O.B.d.A. sei ¢s proportional zur Bogenlénge parametrisiert
und somit ist

L(co)? = 2(b— a)E(co) < 2(b—a)E(cs) = L(cs)?,
also ¢g auch von lokal minimaler Lénge.

Sei umgekehrt ¢y von lokal minimaler Linge und 0.B.d.A. nach Bogenlinge para-
metrisiert. Sei ¢, eine Variation von ¢y dann gilt:

L(co)* _ L(cs)?
6 —a) < 50— a) < 2

Also ist ¢p auch von lokal minimaler Energie. O

E(co) =

67.3 Proposition.
Es seic: [a,b] = M eine Geodite und Y eine Jacobi-Feld lings ¢ und Z irgendein
Vektorfeld lings c. Dann ist I(Y,Z) = g(V.Y, Z)|®

Beweis. Wir multiplizieren die Jacobi-Gleichung mit Z und integrieren sie:
b
0= [ (9(7*V.2) + g (.00, 2)))

b
d
— [ (59(7Y.2) - 9(V¥.92) + g (R(Y. 02 2)))
a \*/_/
R(Y,...c,...c,Y)

o]
:g

VY, Z)

b
—I(Y, 2)
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Wir beweisen nun die Umkehrung von :

67.4 Folgerung.

Es seic: [a,b] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodite. Angenom-
men es existiert ein konjugierter Punkt ty im offenen Interval (a,b). Dann existiert
ein Vektorfeld Z lings ¢ mit I(Z,Z) < 0, also ist ¢ nicht von minimaler Linge.

Beweis. Sei Y eine Jacobi-Feld langs ¢ mit Y'(a) = 0 = Y (to), weiters V' := x[q,¢,]Y
und W ein Vektorfeld lings ¢ mit W(tg) = —VY (t9) und W(a) = 0. Seien I; und
I, die Indexformen von c|j4 4, und ¢l 5. Dann ist

-073
IV,W)=L(V,W)+ L(V,W) =L(Y,W) == —|VY(to)[; <0

und somit

I(V4eW,V +eW) = I(V,V) 4+ 21(V,W) + 2I1(W, W)
67.2 || 67.1.2
26 1(V, W) + 2I(W, W) < 0

fiir alle kleinen € > 0. Fiir § > 0 approximieren wir das Vektorfeld V + W durch
ein glattes Vektorfeld Zs mit |Y|? + |V Zs|? < C welches nur auf (tg — 6, to + §) von
V + eW verschieden ist. Da der Beitrag fiir I(V + W,V 4+ W) und I(Zs, Zs) auf
diesem Interval mit 0 gegen 0 konvergiert ist auch I(Zs, Zs5) < 0 fir alle kleinen
0 > 0 und somit hat ¢ nicht lokal minimale Energie und damit auch nicht lokal
minimale Bogenléange. O

65. Riickblick auf Kriimmungen

Bei ebenen Kurven, haben wir die KRUMMUNG als die Kraft interpretiert, die not-
wendig ist, um einen Massenpunkt mit konstanter skalarer Geschwindigkeit auf
einer Kurve zu halten.

Bei Hyperflichen im R3 haben wir zuerst die NORMALKRUMMUNG einer Fliche
in Richtung ¢ als Kriimmung der Schnittkurve mit der, von der Flichennormale
und ¢ aufgespannten Ebene kennengelernt. Dies ist gleichzeitig die Kriimmung der
Geodite in Richtung &, siehe [60, 52.4]. Die kritische Punkte der Normalkriimmung
sind die HAUPTKRUMMUNGEN, deren Produkt die GAUSS-KRUMMUNG ist.

Bei einer allgemeinen Riemann-Mannigfaltigkeit kann die SCHNITTKRUMMUNG als
die GauB-Kriimmung einer 2-dimensionalen Fléche, welche durch die Exponenti-
alabbildung parametrisiert wird, aufgefait werden. Die Riemann-Kriimmung ist
schlieflich das zur Schnittkriimmung gehorige Tensorfeld (i.e. 4-lineare Abbildung).
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Aufgaben

1. Glatte Normalitit.

Sei M eine parakompakte Hausdorff-Mannigfaltigkeit und Ay, A; C M abgeschlos-
sen und disjunkt. Zeige die Existenz einer glatten Funktion f : M — R mit f|a, = ¢
fiir i € {0,1}. Hinweis: Betrachte die Partition der 1, welche der Uberdeckung
{M\ Ao, M \ A1} untergeordnet ist.

2. Dichtheit der glatten Funktionen.

Sei M eine parakompakte Hausdorffmannigfaltigkeit, ¢ : M — R und ¢ : M —
(0, +00) stetig. Zeige die Existenz einer glatten Abbildung h : M — R mit |h(z) —
g(x)| < e(z) fir alle z € M. Hinweis: Verwende eine Partition F der 1, welche
der Uberdeckung mit den Mengen U, := {y : |g(y) — g(z)| < e(y)} fir 2 € M
untergeordnet ist und setze h(z) := 3" » f(x) g(z), wobei Trg(f) C Us,.

3. Spezielle Indizierung der Partition der 1.

Zeige, daBl die einer Uberdeckung U untergordnete Partition F der 1 als F = {fv:
U € U} mit Trg(fy) C U fiir alle U € U gewiihlt werden kann. Hinweis: Sei F
irgend eine untergordnete Partition der 1, d.h. zu f € F existiert ein U € U mit
Trg(f) C U. Wihle zu jeden f so ein Uy und definiere eine neue Partition der 1

durch fy := Zfef:Uf:U I

4. Vererbbarkeit von Parakompaktheit auf den Totalraum eines VB.

Es sei p: F — M ein C*°-Vektorbiindel. Zeige, dafl wenn M eine parakompakte
Hausdorff-Mannigfaltigkeit ist, so gilt gleiches fiir E. Hinweis: Betrachte zuerst
triviale Vektrobiindel.

5. Einbettungssatz.

Es sei {¢1,...,pn} ein Atlas einer glatten m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M
und {f1,..., fn} eine C°°-Partition der 1 mit Trg f; C Bild(p;). Betrachte die
Abbildung ® : M — (R x R™)", z — (f;(x), fi(x) ¢; ' ()7, Zeige, daB diese eine
glatte Einbettung ist, d.h. eine injektive Immersion, welche ein Hom6omorphismus
auf ihr Bild ist.

Hinweis: Gib lokale Links-Inverse dazu an.

6. Einbettung des projektiven Raums.
Zeige, daBl der Raum P" der Geraden im R™™! in den R?" einbettbar ist.

Hinweis: Sei h : R"T! x R**! — R2"t! gegeben durch

k 2n
(xo,...,xn;yo,...,yn)'—’( Z m"yj>k-fo:
i+j=03i,j <n a

n
= <x0y07 Toy1 + T1Yo, - - -, Z TiYn—iy- -y Ln—1Yn + TnYn—1, mnyn)
=0
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und sei g : S® — S?" gegeben durch g(z) = |ng«3\ Dann gilt g(z1) = g(x2) &

x1 = Fxo (falls h(x, ) = \2h(y,y) so ist h(z+ Ay, z—Ay) = 0 und damit z+ Ay = 0
oder x — Ay = 0) und liefert also eine injektive Abbildung P" — {(zo,...,22) €
S 1 29 > 0}

7. Initialitit unter Komposition.

Zeige, daf} die Zusammensetzung initialer Immersionen eine initiale Immersion ist.
Zeige weiters, daf falls die Zusammensetzung f o g zweier glatter Abbildungen eine
initiale Immersion ist, so auch g.

8. Universelles Vektorbiindel.

Zeige, dafl E(k,n) := {(e,v) € G(k,n) x R" : v € ¢} — G(k,n), (g,v) — €
ein (das sogenannte universelle) Vektorbiindel iiber der Grassmannmannigfaltigkeit
ist. Seine Faser iiber einen Punkt in G(k,n) also iiber einer k-Ebene ¢ im R"™ ist
somit gerade diese Ebene. Hinweis: Um E(k,n) als Teilvektorbiindel von G(k, s) x
R® (und damit insbesonders als Mannigfaltigkeit) zu erkennen betrachte die lokal
definierte Abbildung ¢ : G(k,n) — GL(n),

(A B A 0
?\¢ p)7\c 1)
Zeige, daB8 ¢(¢)(R¥ x {0}) = ¢ ist und somit (e,v) — (g, p(g) - v) ein lokaler Diffeo-

morphismus von G(k,n) x R™ ist, welcher lokal den Teilraum G(k,n) x R* x {0}
auf E(k,n) abbildet.

9. Universalitit von E(k,s) — G(k, s).

Esseip: F — M ein k-Ebenen Biindel und f : £ — M xR?® eine VB-Monomorphismus
iiber idps. Zeige, dal E isomorph zum Pull-back-Biindel ¢g*(E(k, s)) ist, wobei g
die in beschriebene klassifizierende Abbildung ist. Hinweis: Zeige mittels
, daf die natiirliche Abbildung £ — M X (s E(k, s) ein VB-Isomorphismus
ist

10. Ein nichtintegrables Teilbiindel.
Zeige direkt, daf das in | 30.3.3 | definierte Teilvektorbiindel von TR? nicht integra-
bel ist. Hinweis: Bestimme die Lieklammer der beiden erzeugenden Vektorfelder.

11. Blitterung durch Niveaufldchen.

Zeige : Es sei f : M — N glatt und = — T,f habe konstanten Rang
7. Dann ist Ker(T'f) := ||, ¢, Ker(T% f) ein integrables Teilvektorbiindel und die
Zusammenhangskomponenten der Niveauflichen f~1(q) sind die maximalen Inte-
gralmannigfaltigkeiten zu Ker(7T'f).

In den folgenden Beispielen betrachten wir $? C R? als Riemann-Mannigfaltigkeit
mit der von R3 geerbten Metrik. Als Karten auflerhalb der Pole verwenden wir

o die Kugelkoordinaten (9, ¢) — (cos @ cos ¢, cos ¥ sin p, sin1}) aus [60, 11.4]
e und die stereographischen Koordinaten (z,y) (22, 2y, 2% +y? —1)
aus [60, 11.5].

1
z24y?+1

12.

Betrachte das Geschwindigkeitsfeld (x,y, z) — (—y,z,0) am R3, welches der Rota-
tion um die z-Achse entspricht. Driicke die Einschrinkung £ dieses Vektorfelds auf
52 in den beiden genannten Koordinaten aus.
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Fiihre auch fiir das Vektorfeld n : (z,vy,2) — (22, yz, —2%—y?) die analoge Rechnung
aus.

13.
Beschreibe die Riemann-Metrik von S? als 2-fach kontravariantes Tensorfeld in
obigen Koordinaten.

14.
Beschreibe die vermoge # zu den Vektorfeldern aus Aufgabe gehorenden 1-
Formen in obigen Koordinaten.

15.
Beschreibe die Volumsform von S? in obigen Koordinaten.

16.
Bestimme das A-Produkt der 1-Formen aus Aufgabe und vergleiche es mit der

Volumsform aus Aufgabe .

17.
Bestimme das Pullback der 1-Formen aus Aufgabe langs der Abbildung f :
R — 52, t > (sint, 2 cost, 1 cost).

18.
Bestimme den Hodge-Stern-Operator Q!(5?) — Q!(5?) in obigen Koordinaten.

19.
Verifiziere den Beweis von d(fw) = df Aw + f - dw in 42.7 fiir f € C°(M,R) und
w e QF(M).

20.

Es sei M eine orientierte 3-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit mit Riemann-
Metrik g. Zeige daB8 A : QY(M) x Q?(M) — Q3(M) bis auf die natiirlichen Iso-
morphismen Q?(M) = QY(M) = X(M) und Q3(M) = C>*(M,R) die Abbildung
&n) — (& gz (&, m)) ist. Zeige weiters, dal € xn := b(x(§Atn)) das punktweise
Kreuzprodukt der Vektoren &, und 7, ist.

21.
Verifiziere die Formel [L¢, £,)] = Lj¢ ) fiir &, € X(M). Hinweis: Siche den Beweis

von [42.7].

22.

Nach muf} sich die graduierte Derivation d als d = Lk + iy, mit eindeutigen
K € Q*(M;TM) und L € Q*t1 (M, TM) schreiben lassen. Bestimme diese K und
L.

23. H*(P).

Bestimme die Kohomologie der projektiven Ebene.

Hinweis: Wende die Mayer-Vietoris-Sequenz an auf die Uberdeckung durch eine
Scheibe und ein Mébiusband (nédmlich den Bildern einerseits der nérdlichen He-
misphiire und andererseits des Aquatorialbereichs unter der Projektion S? — P2,
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24. Produktregeln.
Zeige: Fiir Riemann-Mannigfaltigkeiten M mit f,g € C°(M,R) und £ € X(M)
gilt
grad(f - g) = f - gradg + g - grad f
div(f-&) = f-divE+ & f=f-divE+ (grad [, &)
A(f-g)=Af-g+f Ag+2(grad f,gradg)

25. Beispiel revisited.

Bestimme H*(IP) ohne Verwendung von Satz .

Hinweis: Zeige incl® # 0 : H' (M) — HY(M N D), wobei M das Mé&biusband
und D die Scheibe bezeichnet. Verwende dazu die Parametrisierung ¢ : (9,t) —
((1 +t cos ) cos(29), (14t cos ) sin(219),tsin19> aus [?, 23.3.5] um ein w € Q1 (M)

als w := dv zu definieren. Zeige, daB [, incl*(w) = 27 wobei S ein glattes Defor-
mationsretrakt von M N D ist.

26. Poincaré Lemma.

Es sei w eine geschlossene k-Form auf einer offenen (bzgl. 0) sternférmigen Menge
U C R™. Bestimme eine explizie Formel fiir n mit dn = w.

Hinweis: Nach dem Beweis des Homotopieaxioms ist n = I{(i¢(H*(w)) wobei
H :U xR — U die Homotopie (z,t) — tx und £ = % ist.

27. Volumselement der S™.

Verwende | 48.1.2 | um das Volumselement der S™ als

volgn = incl* (Z(fl)kxk dz® A ANdaF A dx”)
k

zu erkennen. Driicke dieses fiir n = 2 in Kugelkoordinaten aus und bestimme die
Oberfléche [g, volga.

28.

Es seien M und N zwei orientierte Mannigfaltigkeiten der Dimension m und n. Fiir
w e Q™M) und n € QF(N) sei w A n := pri(w) A pri(n) € Q7T (M x N). Fiir
f € C®(M x N,R) sei g € C*(M,R) definiert durch g(z) := [ f(z,-)n. Zeige:

MxN M

Jede m+n-Form auf M x N 148t sich als f-wAn mit passenden f € C*(M x N,R),
w € Q™(M) und n € Q"(N) schreiben.

29.
Fiir jede Triangulierung einer kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit gilt:

1
3ag =21, a1 =3(ap—x(M)), ap(ag—1) > 2a;, und agp > 5(74—\/49 — 24 x(M))

Hinweis: Die erste Gleichung haben wir bereits in [60, 59.5] gezeigt.

30.

Zeige, daBl ag > 4, a1 > 6 und ay > 4 fiir 5% und o > 7, a1 > 21 und ay > 14 fiir
S1x St Finde weiters Triangulierungen von S2 und S! x S wo diese Ungleichungen
Gleichungen sind.
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31.
Bestimme HF(S7 x R™) mittels Induktion nach j unter Verwendung der Mayer-
Vietoris Sequenz fiir kompakte Tréger.

32.
Zeige, dafl im Beweis von | 50.26 | alle Quadrate fiir die Anwendung des 5’er Lemmas
kommutieren, mit Ausnahme von

H=Y(UNV)— HYU UV)

| |

HAYUNV)* —= H(UUV)*

welches nur bis auf ein Vorzeichen kommutiert. Hinweis: Im Beweis von | 44.3.4
ist oy = hyp und @y := —hye die korrekte Definition.

33.

Es sei p: E — M ein orientiertes k-Ebenen Biindel iiber einer orientierten kom-
pakten Mannigfaltigkeit M und U seine Thom-Klasse. Zeige unter Beniitzung der
Poincaré-Dualitiit Thom’s Isomorphie Satz: H'(E) — H**Y(E), [a] — [a] U U ist
ein Isomorphismus fiir alle [.

Verwende dies weiter um U = 0 fiir ungerade k zu zeigen und damit auch x(M) =0
fiir ungerade dim(M). Hinweis: Setze [ = k und zeige U UU = 0 wegen der Anti-
kommutativitdt von A.

34.

Betrachte die konform &quivalente (nach |62.12 ) vollstandige Metrik g auf der
punktierten Ebene R? \ {0} mit Konformititsfaktor f(x,y) := 1/y/22 + y2. Zeige,
daf} der Einheitskreis eine Geodéte fiir diese Metrik ist.

35.
Bestimme die konjugierten Punkte auf dem Aquator des Torus. Kann man fiir
Aquatoren auf Drehflichen analog vorgehen?
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