Kategorientheorie
Andreas Kriegl

email:andreas.kriegl@univie.ac.at

250363, SS 2008, Mo. 1315-14% Di. 129 — 12°0 D 1.03 im UZA 4



mailto:andreas.kriegl@univie.ac.at

Inhaltsverzeichnis

0. Einleitung 2

1. Grundbegriffe 2

2. Spezielle Morphismen 20

3. Limiten 31

4. Adjungierte Funktoren 68

5. Algebraische Kategorien 96

6. Reflektive Teilkategorien 108

7. Kartesisch abgeschlossen Kategorien, Topoi 113
Literaturverzeichnis 117
Index 119
andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010 1



0. Einleitung

Worum handelt es sich bei der Kategorientheorie?

Im wesentlichen ist es eine Sprache die in den vergangenen 50 Jahren dazu entwickelt
wurde um besser die Ubersicht iiber die sich immer stirker aufspaltenden Zweige
der Mathematik zu behalten. Insbesonders heifit das, daf3 sie erm&glichen sollte, das
Gemeinsame verschiedener Gebiete besser zu erkennen und somit Zusammenhénge
zwischen den Gebieten herzustellen. Man denke z.B. an die Begriffe

e Bijektion, Gruppen Isomorphismus, Linearer Isomorphismus zwischen Vek-
torrdumen, Homéomorphimsus, Diffeomorphismus zwischen Mannigfaltig-
keiten, ...

e Injektive Abbildung, Untergruppe, Linearer Teilraum, topologischer Teil-
raum, Untermannigfaltigkeit, ...

e Kartesisches Produkt, Produkt von Gruppen, Produkt von Vektorrdumen,
Produkttopologie am kartesischen Produkt, ...

e Disjunkte Vereinigung, freies Produkt von Gruppen, Direkte Summe von
Vektorrdumen, ...

e Freie Gruppe, freier Vektorraum, diskrete Topologie, Kompaktifizierung,
Vervollstandigung, . ..

So wie die andere grofle Sprache der Mathematik, die Mengenlehre, ist und war die
Kategorientheorie von grofien Teilen des Establishments der Mathematik ziemlich
angefeindet. Und zwar einerseits natiirlich weil revolutionére neue Ideen immer Zeit
bendétigen um sich durchzusetzen, andererseits weil die Kategorientheorie natiirlich
einen hoheren Abstraktionsgrad als die iibrige Mathematik benétigt, denn die Ob-
jekte, mit denen sie sich beschéftigt, sind die mathematischen Theorien selbst, und
schlielich verfiihrt natiirlich jede Sprache dazu in ihr zu sprechen nur des Spre-
chens wegen und ohne darauf zu achten, dafy die Worte auch eine Bedeutung haben
sollten. Um nicht in diese Falle zu tappen, mochte ich diese Einfiihrung in das
kategorielle Denken so gestalten, daf§ ich als zentrale Anwendung die Funktional-
analysis (linear und nicht lineare) im Auge behalten werde. Vorkenntnisse aus der
Funktionalanalysis und anderen mathematischen Gebieten sollten eigentlich nicht
wirklich nétig sein, allerdings werde ich manche Sétze (wie z.B. Hahn-Banach) nur
formulieren und interpretieren aber hier keinen Beweis dazu geben.

Andreas Kriegl, Wien, 2008.02.25.

Dennis Westra verdanke ich eine ausfiihrliche Tippfehlerliste, die ich in dieser Auf-
lage beriicksichtigt habe.

Andreas Kriegl, Wien, 2008.10.01

1. Grundbegriffe

Nun womit beschéftigen sich mathematische Gebiete. Zumeist sind die Objekte
die untersucht werden Mengen die mit gewissen Strukturen versehen sind, als da
z.B. sind algebraische Strukturen wir (Gruppe, Ring, Kérper, Vektorraum, Alge-
bra, ...), topologische Strukturen (Metrik, Topologie, Konvergenzstruktur, ...)
oder Kombinationen von diesen (topologische Gruppe, angeordneter Korper, to-
pologischer Vektorraum, ...). In den entsprechenden Theorien werden die jeweils
gleichartigen Objekte mittels Abbildungen, die die Strukturen erhalten miteinan-
der verglichen, also z.B. mittels Gruppen-Homomorphismen, linearen Abbildungen
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zwischen Vektorrdumen, Kontraktionen (oder stetigen Abbildungen) zwischen me-
trischen Rdumen, stetige Abbildungen zwischen topologischen Rdumen, und stetig
linearen Abbildungen zwischen topologischen Vektorrdumen. Wenn wir in der Kate-
gorientheorie die verschiedenen Gebiete mit einander vergleichen wollen, dann sind
somit die Gebiete selbst unsere Anschauungsobjekte und wir miissen die Objekte
(und auch die Morphismen) jener Theorien zu einem neuen Objekt zusammen-
fassen. Die Sprache mit der wir iiblicherweise in der Mathematik Dinge zu neuen
zusammenfassen ist die Mengenlehre. Da wir diese benutzen wollen, sollten wir uns
ein wenig mit dieser anderen grofen Sprache (der Mengenlehre) auseinandersetzen.

1.1 Mengenlehre

In der (naiven) Mengenlehre fordert man die Extensionalitiit, d.h. dafl zwei Mengen
genau dann gleich sind, wenn sie die gleichen Elemente enthalten, d.h.

M1:M2<:>V£L’Z(I£GM1<:>$€M2),

sowie das Komprihensionsaxiom, daf erlaubt zu jeder Aussage A(x) mit der freien
Variable = die (wegen Extensionalitiit eindeutig bestimmte) Menge

{0 A2)}
bilden, die durch
y€{z: A(z)} = Ay)

beschrieben wird. Insbesonders konnen wir damit die iiblichen Konstruktionen stu-
dieren:

1. ={z:z#a}U:={z: 2 =a};

2 {ay={y y=a)

3. {a,b}={y:y=aVy=1>}

4. (a,b):={{a},{a,b}}, (nach [21],
siehe auch [Hausdorff1912] (a,b):= {{a,0}, {b,1}}
und [27] (a,b):= {{{a}, 0}, {{b}}});

5 UXi={y:Jre X :yea}

6. UA(r) To={y:3Jz: Alx) Ny e T} = U{T, : A(x)},
mit {T, : A(z)}={y: 3z : (Alzx) Ny=Ty)};
7. aUb:=J{a,b};
8 NX:={y:Vz e X :y € x};
9. Na@ To={y Vo Alz) = y € T} = ({1 - A(z)}
10. anb:=(\{a,b};
11. P(a):={y:y Ca}, wobeiy Ca: = Vr: (r €y = x € a);
12. fog={(z,2):y: (z,y) €EgA(y,2) € f}
13. 14:={(a,a) :a € A};
14 f= {(r,) - (5,7) € F);
15. fla:={(z,y) € f : x € a};
16. fla]:={y:3z € a: (z,y) € [};
17. a x bi={(a,b) : a € A,b € B};
18. f:A—-B: fCAxBAVzxe€ AlFy € B: (x,y) € f;

19. [a@) Te= {f:{x:A(a:)}HUA(Q:)Tm Vo (A(z) = f(x) ETI)};
200 A2B:3f:A—-Bdg:B—A:gof=14,fog=1p.
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Es folgt:
(z,9) =(2,y) & (=2 )A(y=1)
Upz:z, xQ?DU:E, Pr ¥z
u=Ju=M0="ru

Beweis. Es ist (z,y) C (2/,y'), genau dann wenn {{z},{z,y}} C {{«'}, {2/, v} }.
Also {{z}.{z,y}} € {{='},{o",y'}} = {{«'}} falls 2 = ¢/, dh. {z} = {2'} =
{z,y}, also = 2/ = y. Und andernfalls ist 2’ # /, also {z} # {2/, 3’} und somit
{z} = {2'}, d.h. z = 2’ und andererseits {x,y} = {2’} oder {z,y} = {2/, y'}, also
y = 2’ oder y = 4. Zusammengefafit folgt alsox =2’ =y =y oderz =2’ =y £ ¢/
oder (z = 2/ und y = ¢/). Gilt auch die umgekehrte Inklusion, so kann der 2.Fall
nicht eintreten, denn x = y hat analog ' = x = 3 zur Folge.

Es ist Pz % x, denn andernfalls giibe es ein surjektives(!) f :  — Pzx. Dann
ist b:={ye€x:y¢ fly)} C z und somit existiert ein ¢ € z mit f(a) = b.
Angenommen o € b,dannist a e b={ycx:y ¢ f(y)}, also a ¢ f(a) =b. Aber
auch a ¢ b ist nicht moglich, denna ¢ b={ye€z:y ¢ f(y)} hat a € f(a) =b zur
Folge, ein Widerspruch.

pr:{azﬂbepx:aeb}:{azﬂb:aeng}:{a:aegc}:x,
(setze b:= x)
mQPUx, dayEx:yQUméyEPUw
Uu={a:Betu:act}=u,
ﬂ@z{a:VbE@:aEb}:{a:a:a}:U
PU={a:aCU}={a:a=a}=U O

Wir kénnten also naiv die fiir die Kategorientheorie benttigte Menge aller Gruppen
oder die aller Vektorrdume bilden. Aber U 22 PU = U liefert einen Widerspruch,
wie auch die Russelmenge R:= {z : z ¢ z}, fiir welche die Frage “R € R ?” sofort
auf einen Widerspruch fiihrt:

ReR={r:z¢z}=R¢R, R¢R={x:2¢x}=RecR, Widerspruch.

Russell fithrte 1908 eine Typentheorie ein um diese Paradoxien loszuwerden. Dieser
Ansatz ist aber sehr umsténdlich. In der Mengenlehre von Zermelo (1908), Fraenkel
und Skolem (1922) (ZF'S), hingegen modifiziert man das Komprihensionsaxiom zu
einen Aussonderungsaxiom. Wenn A(z) eine Aussage ist und = eine Menge, dann
existiert
y={z€z:A>x)}, dh. z ey (z € z N A(2)).

Die Existenz vieler der iiblichen Konstruktionen, wie leere Menge, Vereinigung,
Potenzmenge, Bildmenge ... mufl man dann allerdings explizit fordern.

Weder die Menge R darf in (ZFS) existieren noch die Menge U:= {x : = = z}
aller Mengen, denn andernfalls wire R C U selbst eine Menge. Auch die lineare
Algebra kénnen wir nicht in ihrer Gesamtheit behandeln, denn zu jeder Menge
X und Grundkérper K existiert der freie K-Vektorraum F'(X) aller Abbildungen
f: X — K, die fast iiberall verschwinden betrachten (fiir K = Zs ist F(X) = PX).
Es wire F eine injektive Abbildung von U/ in die Menge aller Vektorrdume, denn die
charakteristischen Funktionen e, := Xy, mit # € X bilden eine Basis von F(X)

~

und somit ist F'(X;) = F(X3) als Vektorrdume, genau dann, wenn X; & X, als
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Mengen. Wir kénnen aus F(X) sogar X zuriickgewinnen, denn fiir jedes f € F(X)
(z.B. f =0) gilt X = dom f. Wéren also {X : X ist Vektorraum} eine Menge so
auch die Teilmenge der freien Vektorrdume und damit auch die isomorphe Menge
U aller Mengen.

Die klassische Mengenlehre ZFS erlaubt uns also nicht die meisten mathematischen
Gebiete als Ganzes zu betrachten.

Moderne Mengenlehre ist heute Klassentheorie. Dabei unterscheidet man zwei Ty-
pen von Mengen. Einerseits die kleinen Mengen (oder kurz Mengen), die selbst als
Elemente auftreten kénnen, und andererseits die grolen Mengen (oder Unmengen,
oder Klassen) die das nicht kénnen. Die Axiome (neben den priidikatenlogischen)
sehen dann wie folgt aus: Neben der Gleichheits-Relation “=” hat man die Relation
des Elementseins “€” fiir die folgendes gefordert wird:

Ext: EXTENSIONALITAT:
r=yeVz:(z€x & z€y)

Komp: KOMPRAHENSION: Wenn A ein Ausdruck (der Mengenlehre) mit einer
freien Variable ist, dann gilt:

Javy : (y € . < A(y) A Mg(y)),

wobel Mg(y) < 3z : y € z, als y ist eine (kleine) Menge gelesen wird. Wenn
man in den Aussagen A alle quantifizierten Variablen durch Vz : Mg(z) = ...
und Jz : Mg(z) A ... ersetzt, so erhilt man die Gédel-Bernays-Neumann Men-
genlehre (1925-1937). Wir werden diese Einschrinkung nicht machen und damit
die Morse-Kelley-Tarski (MKT) Mengenlehre (1955-1965) zugrunde legen.

Wegen (Ext) ist obiges x im Komprihensionsaxiom eindeutig und wird als {y :

A(y)} bezeichnet. Wir kénnen damit die Konstruktionen durchfithren
und erhalten zumindest Klassen. Insbesonders kénnen wir die Klasse U := {z :
x = x} bilden.

Leer: LEERE MENGE:
Mg(0), wobei 0 := {z: z # x}.

Dies wir benotigt, damit wenigstens eine Menge existiert.

Teil: TEILMENGE:
Mg(z) A (y € @) = Mg(y),
wobel y Cz & Vz: (2 €y = 2z € z). Es ist nun fiir  # () der Durchschnitt () z

eine Menge, denn dann existiert ein y € = und somit ist [z C y und Mg(y).
Andrereseits ist (0 = U keine Menge.

Verein: VEREINIGUNG:
Mg(x) = Mg (U a:) ,
wobei Jx:={y : 3z : y € 2 Az € z}. Wir kénnen in MKT auch die Klasse

U Az) T, aus @ bilden, wobei die z und auch die T, echte Klassen sein diirfen,
also {T, : A(z)} durchaus leer sein kann.

Pot: POTENZMENGE:
Mg(z) = Mg(P(z)),
wobel P(z):= {y : y C x}. Man beachte, dal wegen = = |JPz und z C PJx
dieses Axiom zur Umkehrung von (Verein) dquivalent ist.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010 5



1.1 1. GRUNDBEGRIFFE

Insbesonders haben wir damit die Mengen 0 := 0, 1 := {0} = {0} = P(0) und
2= {0,1} = {0, {0}} = P(1).

Ers: ERSETZUNG:
Mg(X)AVz € X : Mg(T,) = Mg({T, : z € X}),

wobei Ty, ein Term ist, d.h. T, = {y : A(z,y)} fiir eine Aussage A mit zwei freien
Variablen, und {7, : B(z)}:={y: 3z : B(z) A (y = Ty)}.

Insbesonders kénnen wir fiir Mengen a und b nun {a, b} als Menge bilden, wenn
wir als X := 2 und Tj := a, T := b setzen, d.h. A(z,y) & (z =0=y =
a) AN (x=1=y=0).

Damit ist fiir Mengen a und b auch a Ub := (J{a, b} eine Menge und folglich
kénnen wir die natiirlichen Zahlen als

0:=0, 1:={0}, 2:={0,1}, ... ,n+1:=nU{n}
definieren. Es gilt Mg(0) und Mg(n) = Mg(n + 1), denn n+ 1 = n U {n}. Also

sind alle natiirlichen Zahlen Mengen.

aUb = |J{a,b} ist nur fiir Mengen a, b sinnvoll; Fiir Klassen definiert man
aUb:=,_,yz_p z- Diese Definition funktioniert nicht in GBN.

Aus (Ers) und (Leer) folgt (Teil), denn wenn ) # Y C X und Mg(X), dann ist
Y :={T, : x € X}, wobei

TI:{J: firrxeY

Yo sonst

wobei yg € Y fix gewéhlt ist.

Unendl: UNENDLICHKEIT

Mg(N), wobei N := m x
Ind(z)

und z induktiv heift (Ind(z)), falls@ e zund y € e = y+1:=yU{y} € . Um
diesen Durchschnitt aufschreiben zu kénnen benttigt man MKT, In GBN muf}
man statt dessen die Existenz einer induktiven Menge fordern.

Allgemeiner heifit eine Menge « heifit ORDINALZAHL, wenn « transitiv (d.h. mit
x €y € aauch z € « gilt), und «a beziiglich “€” wohlgeordnet ist (d.h. linear ge-
ordnet und jede Teilmenge besitzt ein minimales Element). Insbesonders ist jede
natiirliche Zahl n € N und auch N selbst eine Ordinalzahl. Fiir Ordinalzahlen
« definiert man die NACHFOLGER-ORDINALZAHL durch o 4+ 1 := a U {a}. Or-
dinalzahlen, die nicht Nachfolger sind heiflen LIMESORDINALZAHLEN. Man kann
transfinite Induktion und Rekursion iiber die Ordinalzahlen machen, wobei der
Induktionschritt von der Aussage fiir alle 8 < « (d.h. 8 € «, oder dquivalent
B C «) auf die fiir v ist. Mit ON bezeichnen wir die (wohlgeordnete) Klasse der
Ordinalzahlen.

Ausw: AUSWAHLAXIOM:
Mg(m)/\(l)géx:ﬂf:xHUx, Yyeux: fly) €y,

wobel f: X =Y & fC X XY;(x,11),(z,y2) €E f=y1 =y;Vx € XTyeY:
(z,y) € f.
Dabei ist

(z,y) = {{{a}} ac x} U {P({b}) e y}

6 andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010
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und X x V= {(x,y) : + € X,y € Y}. Wir haben dazu die Definition von
Paarmengen aus gedndert, damit sie, wie wir gleich sehen werden, auch fiir
Klassen x und y etwas sinnvolles liefert (beachte: {z} # 0 & Mg(x)).

Behauptung: (z1,y1) = (22,92) < (1 = x2) A (y1 = y2)-
Beweis. Es seien folgende Operationen definiert:

Q) :={{{a}} ra e}
Q' (x) :={P({a}) : a € x}
R(y) :=={a: {{a}} €y}
R'(y) :={a:P({a}) € y}
Dann ist (z,y) = Q(z) UQ’'(y) und es gilt:

RQ) ==z, R(Q(z) == RQ)=0 R (Q()=0,
R(zUy) = R(r) U (y), R'(zUy) = R'(z) UR'(y),

denn es ist offensichtlich Q(z) C P(P(z)), Q'(x) C P(P(z)) und umgekehrt R(z) C
UUz, R'(z) € UU=. Somit ist R(Q(z)) C UUPPx = x und umgekehrt folgt
aus y € z, daBl {{y}} € Q(x) und somit y € RQx. Weiters gilt:

y € RQ'z = {{y}} € Qv =Jacx: {{y}} =P({a}) = {0, {a}},
ein Widerspruch. Ahnlich zeigt man R'Q'z = z und R'Qx = (). Die beiden verblei-
benden Relationen sind offensichtlich. Somit ist x = R(Q(z) U Q'(y)) = R((z,v))
und y = R/(Q(z) UQ'(y)) = R'((x,y)). O

1.2 Lemma.

L. Mg(z) A Mg(y) < Mg((x,y));
Mg(X) AMg(Y) = Mg(X x Y), da X x Y C PPPU(X UY);

Fkt(f) = (Mg(f) & Mg(dom(f))), dapry : U xU 2 f — dom(f) := {x:
Jy: (x,y) € f} CU eine Bijektion ist;

Mg(X) A Mg(Y) = Mg(Abb(X, Y)), wobei Abb(X,Y):={f: f: X — Y};
Abb(0,Y) ={0}; Abb(X,Y)=0< (Y =0AX #0) Vv (-Mg(X));
Allgemeiner [] 4,y To = e -Mg({z: A(x)})V 3z : A(z) AT, = 0);
Mg({z : A(x)}) AV : (Ax) = Mg(T:)) = Mg(U () T2).

da dann J 4, To = U{Ts : A(2)};

8. Mg({x : A(x)}) AV : (A(z) = Mg(T%)) = Mg([L4(4) T2

da [Tg0) T € Abb({z : A(2)}, U a(p) Te);

W

o Ot

Beweis. | 1.
(z,9) =QxUQy CPPzUPPy, z=R((z,y)) < JJ@.v)
und y = R'((z,9)) < JUJ (@, v)
[2]
reX=zcJxcJxuy)=qucPrecPp(JXuy))
= (2,y) = QruQy < PP(Jx uY))
= (z,y) € PPP (U(X U Y)) S X xYC PPP(U(X U Y))

andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010 7
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[4]

FiX oY= fCXxY=feP(XxY)= Abb(X,Y) C P(X x V).
. Klarerweise existiert kein f : X — Y falls X # () und Y = . Falls = Mg(X) so
ist ~Mg(f) fiir jedes f : X — Y, also Abb(X,Y) = 0.
Umgekehrt sei Abb(X,Y) = 0 und Mg(X). Dann ist X # 0 (da ) € Abb(),Y))

und somit Y = ), da andernfalls konstante Funktionen in Abb(X,Y") existieren.

. Fir jedes f € [, o gilt f = {z : A(2)}, also ist [] 4(,,) T = 0 fiir ~Mg({z :
A(z)}). Gleiches gilt falls ein z existiert mit A(z) und T, = (), denn dann wiire
f(z) € Ty.

Umgekehrt, sei {z : A(z)} eine Menge fiir welche kein f : {z : A(z)} = Uy To
existiert mit Vo : A(z) = f(z) € T,. Wegen dem Auswahlaxiom muf} somit ein x
existieren mit A(z) und T, = 0.

[7].

U T, ={y:3z: Ax) ANy € T, }
A(x)

U{TE:A(x)}:U{z:Elx:(A(x)/\ZZTI)}
:{y:szﬂx:A(:U)/\z:Tm/\yEZ}

:{y:EIx:A(x)/\yETz}

B i={o: A(x)}, Mg(4) = Mg({T. : v € BY) = Mg(|JUT: : A@)})).

8]
= Mg(|J )

A(x)

= Mg(Abb({x L A2)}, Tﬁ)) [[7c Abb({:c : A(2)}, | T:c)

A(z) A(z) A(z)
N Mg( 11 Tw)
A(z)

Man kann Funktionen auch wie folgt definieren:

Rel(f) :& f CU x U;

Fkt(f) ;& Rel(f) A foft Cl:={(z,2): 2 €U}

dom(f):={z:Jy: (x,y) € f} fir Fkt(f);

fIX={y: 30 € X : (n,y) € )

Fiir Fkt(f) und = € dom(f) ist f(x) ist als das eindeutige y mit (z,y) € f
definiert;

e f(z)=U f[{z}], denn
Ut ={z:3ye fl{a}):zeyt ={2:3y: (w,y) € Az €y} = f(x).
o [: X =Y & Fkt(f) Adom(f) =X A fIX]CY;

Wir werden anstelle von (Ausw) das stirkere Axiom der GLOBALEN AUSWAHL
verlangen.

GlobAusw: 3f : U - UVD £z €U : f(z) € z,

8 andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010



1. GRUNDBEGRIFFE 1.2

d.h. wir kénnen in jeder Klasse aus jeder nichtleeren Menge ein Element auswihlen.

Ein weiteres iibliches Axiom ist jenes der WOHLFUNDIERTHEIT:
Wohlfund: W =U,

dabei ist W : ON — U rekursiv durch Wy := 0, W41 = P(W,) und Wy :=
Ua <p Wa fiir Limesordinalzahlen 3 definiert. Dann ist W, eine Menge fiir jede
Ordinalzahl o und W := {J,copn Wa die Klasse der wohlfundierten Mengen. Auf
W ist die Abbildung rank : W — ON definiert durch

rank(z) := min{o € ON :z € Wy41}.
Beh.: W, ist transitiv.

Beweis. Transfinite Induktion: Sei Wj transitiv fiir alle 8 < . Dann ist W,
transitiv: Falls « = f+ 1 und y € x € W, = P(Wp), so ist y € x C W3 und damit

z € Wg. Andernfalls

Wpg transitiv

W o
ye Wy, =PWs),denn z € y = z € y € Wp o ransty
ist W, :Uﬁ@éW,@ und aus y € x € W, folgt B < ar y € z € Wp
y € Wz C W, O

Beh.: a — W, ist monoton.

Beweis. x € W3 = Yy € x: y € W, also ¢ C W3, d.h. x € P(W3) = Wat1. Ist «
eine Limesordinalzahl so ist W, = U, W sup Wp fiir alle 8 < a. O

Beh.: a« € W, 1, genauer rank a = a.

Beweis durch transfinite Induktion. 0 € 1 = W;. Aus § € Wy, folgt a :=
B+1=pU{p} € WoUP(W,) C Wsy1. Andererseits folgt fiir Limes-Ordinalzahlen
aaus B € Wgpy C W, fir alle 8 < o, daB o« = {f : 8 < a} C W,, also
a € P(W,) = Way1. Somit ist rang(e) < . Angenommen o € W, mit o minimal.
Dann ist a # 0. Falls « = 41, so ist S U {8} € P(Wp), also B8 € BU{B} C
Wg, ein Widerspruch. Andernfalls ist « eine Limes-Ordinalzahl und o € W, =
Ug <a Wp, also existiert ein 8 < a mit a € Wp, also auch 3 € Wj, ebenfalls ein
Widerspruch. O

Proposition. Folgendes Aussagen sind dquivalent:

L. W=U;
2. VX 4 PAx e X :anX =0;
3. "I N->UYVneN:z(n+1) € z(n).

Weiters haben diese dquivalenten Aussagen Vx : x ¢ x zur Folge.

Beweis. (1=2) 0 # X C W = Ja := min{rank(z) : x € X}. Sel z € X mit
rank(z) = . Angenommen 3z’ € X Nx. Dann ist rank(z’) < rank(x) ein Wider-
spruch, denn @/ € £ € Wyy1 =P(Wy) = 2’ € 2 CW, = 2’ € Wy fiir ein § < «
(wegen der Montonie), also ist rank(z’) < 8 < a.

(2 = 3) Angenommen -+ € T4 € Ty, € -+ € 1 € Tg. Sei X := z[N]. Wegen (2)
ist X Nz, =0 fiir ein n € N, aber z,11 € X N {z,}, ein Widerspruch.

(3 = 1) Angenommen W # U. Sei xop € U \ W. Dann ist o € W, andernfalls
Ja = sup{rank(x;) : &1 € zg}, da Mg(zg) und xg C W. Somit wire zo C Wy41,
also xg € Wyto € W. Somit konnen wir rekursiv eine Folge z,, ¢ VW wiihlen mit
Tpt1 € Ty € -+ € Ty, ein Widerspruch.

Die letzte Aussage gilt, denn angenommen z € x. Sei X := {z}. Dann ist = das
einzige Element von X und erfiillt z € {z} Nz = X Nz. O
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1.4 1. GRUNDBEGRIFFE

1.3 Proposition. Das globale Auswahlaziom (zusammen mit jenen der Wohlfun-
diertheit) impliziert: Fir jede Klasse A und Terme X, # 0 fir alle a € A existiert

eine Abbildung f: A — J,ca Xo mit f(a) € X, fir alle a € A.

Grob gesprochen existiert also auch fiir jede “Klasse von nicht-leeren Klassen” eine
Auswahl.

Beweis. Es sei vorerst X, eine Menge fiir alle a € A. Sei g : U — U ein globaler
Selektor, d.h. g(z) € x fiir alle ) # z € U. Sei A’ := {X, x {a} : a € A}. Die
Zusammensetzung f : a — X, x {a} =:a’ — g(a’) — pr;(g(a’)) € X, ist dann das
gewiinschte f, wobei pr; : X, x {a} — X, gegeben ist durch (b,a) — b.

Seien nun X, nicht notwendig Mengen. Fiir a € A sei p(a) := min{rank(z) : z €
Xof und X}, = {2’ € X, : rank(z’) = p(a)} S Wy(q)41. Dies sind nicht-leere
Teilmengen von X, und somit existiert eine Auswahl. O

Kategorien-Theorie
Wir sind jetzt in der Lage folgende Definition zu geben:

1.4 Definition (Kategorie). Eine KATEGORIE (engl.: category, franz.: catégorie)
C besteht aus:

1. einer Klasse, deren Elemente OBJEKTE heiflen.

2. zu je zwei Objekten A, B eine Menge C(A4, B), deren Elemente MORPHISMEN
von A nach B heilen. Man schreibt statt f € C(A4, B) auch A -~ B. Wir
verlangen, dafi aus C(A, B) N C(A’,B’) # 0 die Gleichheit A = A’ und
B = B’ folgt, damit wir zu den Morphismen nicht immer dazuschreiben
miissen, dafl sie von A — B aufgefafit werden. Das ist notwendig um von
einer injektiven/surjektiven/bijektiven Abbildung sprechen zu kénnen: z.B.
q : t — t2 ist bijektiv von RT — R¥, injektiv von RT — R, surjektiv von
R — RT, aber auch wohldefiniert von H — H fiir jede Halbgruppe H.

3. zu je drei Objekten A, B und C eine Abbildung o : C(B,C) x C(A,B) —
C(A,C), die KOMPOSITION heifit und so daf fiir

AL.B4.CcLsD

folgendes Assoziativgesetz gilt ho (go f) = (hog)o f.

B

(hog)of

ho(gof) D

Sowie zu jedem Objekt A ein Morphismus A —4— A mit 14 0 f = f fiir alle
f:X—Aundgoly=gfiralleg: A — X.

x-—1.4

RN

A?Y
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1. GRUNDBEGRIFFE 1.5

Wegen 14 = 14 01y =1/ ist 14 eindeutig bestimmt, und heift EINHEIT
auf A.

Wegen der Existenz der Einheiten kommt es eigentlich nur auf die Morphismen und
nicht auf die Objekte an. Man kann also eine Kategorie auch als eine Klassen C
von Morphismen auffassen, zusammen mit einer partiell definierten Abbildung o :
CxC ~ C, d.h. der Definitionsbereich von o ist eine Teilklasse D C C x C (bestehend
aus den zusammensetzbaren Morphismen) und o ist eine Funktion o : D — C. Wir
sagen df o g :< (f,g) € D und es gelten die beiden Axiome:

Compl: Falls hog und go f existiert so auch (hog)o f.

Comp?2: Es existiert h o (g o f) genau dann, wenn (h o g) o f es tut, und es ist
(hog)of=ho(gof).

Einh: Fiir alle f € C existieren Einheiten ¢ und ¢’ mit df oe, e’ o f, wobei e Einheit
heif3t, falls dgoe = goe = g und Jeo h = eo h = h. Man beachte, dafl e und ¢’
eindeutig bestimmt sind, denn wenn € eine zweite Einheit ist mit 3f o €. Dann
existiert eo e (da (foe)oé = foe€ es tut) und somit ist e = eo & = €, und
analog fiir ¢’. Folglich bezeichnen wir e als Doméne dom(f) und e’ als Codoméne
cod(f) von f.

Klein: Fiir je zwei Einheiten e und ¢’ ist {f € C : dom f = e,cod f = ¢’} eine
Menge.

Wir schreiben |C| fiir die Objekte von C (die wir bei Bedarf auch mit den Einheiten
von C identifizieren) und C(A, B) fiir die Teilmenge von C aller Morphismen, die
Doméne A und Codoméne B besitzen.

1.5 Beispiele.

Set, die Kategorie der Abbildungen zwischen (kleinen!) Mengen.
Gru, die Kategorie der Homomorphismen von Gruppen.
Ring, die Kategorie der Homomorphismen von Ringen.
Korp, die Kategorie der Homomorphismen zwischen Korpern (automatisch
injektiv).
5. K-Vekt, die Kategorie der linearen Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen
fiir einen Korper K.
R-Mod, die Kategorie der R-Modul Homomorphismen, fiir einen Ring R.
7. Top, die Kategorie der stetigen Abbildungen zwischen topologischen Riu-
men.
8. PO, die Kategorie der monotonen Abbildungen zwischen partiell geordneten
Mengen.
9. Essei (X, >) eine partiell geordnete Klasse (d.h. > ist transitiv und reflexiv).
Dann kénnen wir (X, ) als Kategorie auffassen, wenn wir die Elemente von
X als Objekte nehmen, und fiir jedes x > y einen eindeutigen Morphismus
(z.B. (z,y)) wihlen. Wegen der Transitivitidt von > ergibt sich das Assozia-
tivgesetz automatisch und die Existenz von Einheiten ist die Reflexivitét.
10. Jedes Monoid (X,e) kann als Kategorie mit einem Objekt X und jedem
Element x € X als Endomorphismus y +— z e y diese Objektes auffassen.
Die Komposition ist dabei gerade die Multiplikation e des Monoids und die
Einheit das neutrale Element.
11. Wenn wir eine beliebige Menge von Morphismen zwischen Objekten gegeben
haben. So kénnen wir daraus eine Kategorie bilden. Indem wir die gegebenen
Objekte nehmen, fiir jedes Objekt eine Einheit hinzufiigen und fiir jede end-
liche Folge zusammensetzbarer Morphismen ein Kompositum hinzufiigen.
Das ist die freie Kategorie iiber einen Graphen.

L =

e
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1.8 1. GRUNDBEGRIFFE

12. Wenn man zwei stetige Abbildungen fo, f1 : X — Y zwischen topologi-
schen Rdumen als homotop bezeichnet wenn eine stetige Abbildung f :
X xI — Y mit f(,j) = f; fir j € {0,1} existiert. So erhélt man ei-
ne Aquivalenzrelation, und die topologischen Réume als Objekte zusammen
mit Homotopieklassen stetiger Abbildungen als Morphismen bilden dann
ebenfalls eine Kategorie Homotop.

1.6 Definition. Es sei A eine Kategorie. Unter einer UNTERKATEGORIE (oder auch
TEILKATEGORIE), verstehen wir eine Teilklasse von Objekten zusammen mit einer
Teilklasse von Morphismen, so dafl die Komposition von A diese Teilklassen zu
einer Kategorie macht.

Falls fiir A, A" in der Teilkategorie B immer A(A, A") = B(A, A’) ist, so heifit B
volle Teilkategorie von A.

1.7 Beispiele von Teilkategorien.

1. Die Kategorie Haus der stetigen Abbildungen zwischen Hausdorfl-Riumen
ist eine volle Teilkategorie von T'op, ebenso wie die Kategorie Komp der ste-
tigen Abbildungen zwischen kompakten Hausdorff-Riumen eine von Haus
ist.

2. Die Kategorie Gru ist eine volle Teilkategorie von Mon der Kategorie von (1-
bewahrenden) Homomorphismen zwischen Monoiden und auch von HGru
der Kategorie der Halbgruppen. Denn die Einheit einer Gruppe ist das ein-
deutige idempotente Element (e-e =e=1=¢-e ! =ec-c-et=e-1=¢),
und Idempotente werden erhalten. Hingegen ist Mon keine volle Teilkatego-
rie von HGru.

3. Die Kategorie Korp ist eine nicht volle Teilkategorie von Ring, denn die
0-Abbildungen sind keine Kérperhomomorphismen. -

4. Die Kategorie K-V R ist eine volle (echte) Teilkategorie von K-Mod. (Die
Wirkung von K auf einen Modul muf} nicht treu sein).

5. Die von der beziiglich C partiell geordneten Klasse U erzeugte Kategorie im
Sinne von ist eine (nicht volle) Teilkategorie von Set.

Um nun verschiedene Kategorien miteinander zu vergleichen benétigen wir folgende

1.8 Definition. Es seine A und B zwei Kategorien. Unter einen FUNKTOR F :
A — B verstehen wir eine Abbildung die Objekten A von A Objekte F'(A) von B
und Morphismen f € A(A, A’) Morphismen F(f) € B(F(A), F(A’)) zuordnet, und
zwar so daf8 er mit Komposition und Einheiten vertréglich ist, d.h. F(14) = 1p(4)
und F(f og) = F(f) o F(g), bzw.

g F(gof)

A il c = F(A) F(C)
x / F(f) Ai)
B F(B)

Da die Objekte A durch ihre entsprechenden Einheiten 1, beschrieben werden
konnen, geniigt es einen Funktor auf der Klasse aller Morphismen zu kennen. Man
muf} nur verlangen, dafl

1. Falls f o g existiert, so existiert auch F(f) o F(g) und stimmt mit F(f o g)
iiberein;
2. Falls e eine Einheit ist, so auch F'(e).
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Auf Objekten A kénnen wir den Funktor dann durch 1p(4) = F/(14) erweitern.
Wenn A eine KLEINE KATEGORIE (d.h. die Morphismen (und damit auch die Objek-
te) bilden eine Menge), dann heifit ein Funktor auch ein kommutatives Diagramm.

1.9 Beispiel. 1. Insbesonders haben wir z.B. die folgenden Vergififunktoren:

Korp Ring Gru
K-VR —— R-Mod Set
TVR Haus Top

Natiirlich ist die Inklusion einer Teilkategorie ein Funktor.

2. Die Abbildung P : U — U erweitert sich zu einen Funktor P : Set — Set vermoge
P(f)(a):= fla] fiir alle a € P(A).

3. Die Abbildung |J : Y — U kann jedoch nicht zu einen Funktor Set — Set
erweitert werden, da zwar eine Abbildung {1} — {0} existiert nicht aber eine von
1 = [J{1} nach 0 = |J{0}. Allerdings ist |J monoton beziiglich “C”, also definiert
sie einen Funktor der Kategorie aus , die zu dieser partiell geordneten Klasse
(U, C) gehort.

1.10 Definition. Ein Funktor F' : A — B heit TREU, wenn F : A(A,A") —
B(F(A), F(A")) injektiv ist fiir alle Objekte A, A’ von A.

Er heifit voLL, wenn F : A(A4, A") — B(F(A), F(A’)) surjektiv ist fiir alle Objekte
A, A’ von A.

Ein ISOMORPHISMUS VON KATEGORIEN ist ein Funktor, der einen inversen Funktor
besitzt. D.h. er ist bijektiv auf Objekten und voll und treu.

Ein Funktor heift EINBETTUNG, wenn er injektiv auf Morphismen ist (oder dquiva-
lent, wenn er injektiv auf Objekten und treu ist). Daf} ist genau dann der Fall, wenn
sein Bild eine Teilkategorie ist und er einen Isomorphismus auf sein Bild induziert.

Die Komposition von Funktoren ist selbst ein Funktor und die Identitét ist ein
Funktor. Allerdings konnen wir falls A eine echte Klasse ist, nicht die Klasse aller
Funktoren von A nach B bilden. Somit kénnen wir zwar nicht die Kategorie aller
Kategorien bilden, aber zumindest CAT die Kategorie aller Funktoren zwischen
allen kleinen Kategorien.

Beachte {C : C ist Kategorie} enthélt nur kleine Kategorien, beschreibt also keines-
wegs die Mathematik als ganzes.

1.11 Beispiel. Es sei SNR die Kategorie der stetigen linearen Abbildungen zwi-
schen seminormierten Rdumen, d.h. Vektorrdumen E zusammen mit einer Menge P
von Seminormen, fiir die mit p; auch jede Seminorm p < p; +po dazugehort. Weiters
sei LKV die Kategorie der stetigen linearen Abbildungen zwischen lokalkonvexen
Vektorrdumen, d.h. topologischen Vektorrdumen die eine 0-Umgebungsbasis beste-
hend aus (absolut)konvexen Mengen besitzt.

Dann konnen wir jeden seminormierten Raum einen lokalkonvexen Vektorraum
zuordnen, indem wir den selben Vektorraum nehmen zusammen mit der Topologie
die durch die Translate der Bille von Seminormen erzeugt wird. Bekanntlich liefert
dies einen Isomorphismus von Kategorien, siehe [19].
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Es gibt aber auch “Funktoren” die die Richtung der Pfeile umdrehen. Z.B. kénnen
wir fiir jede Abbildung f : A — B eine Abbildung f* : P(B) — P(A) durch
b f71[b] definieren.

Eine Verallgemeinerung dieses Beispiels ist die Bildung des Dualraums. Wir kénnen
ja jedem Vektorraum E seinen Dualraum E* = Hom(E,K) zuordnen. Zu jeder li-
nearen Abbildung f : 4y — Es konnen wir die adjungierte Abbildung f* : E5 — E}
betrachten, die durch f*(z3)(z1) := z5(f(x1)) fiir alle z; € Ey und 25 € E; de-
finiert ist. Es gilt (1g)* = 1g- und (f o g)* = ¢* o f*. Um auch solche “Funkto-
ren” behandeln zu kénnen, kénnten wir den Begriff des kontravarianten Funktors
einfiithren, oder wir modifizieren die eine der beiden auftretenden Kategorien, indem
wir alle Pfeile umdrehen. Wir wéhlen den zweiten Weg und definieren:

1.12 Definition. Es sei C eine Kategorie. Dann verstehen wir unter der DUA-
LEN KATECGORIE C°P die Kategorie mit den gleichen Objekten wie C und mit
CP(A,A") :=C(A’,A), fo°? g=go f und den gleichen Einheiten wie C.

Dualitatsprinzip

Wir haben natiirlich das Metatheorem, dafl wenn eine Aussage fiir alle Kategorien
wahr ist, so auch die duale Aussage, die entsteht indem man alle Pfeile umdreht.

Um auch Funktoren in mehreren Variablen zu betrachten benttigen wir das Produkt
von Kategorien.

1.13 Definition. Es seien A und B zwei Kategorien. Dann ist das PRODUKT A x B
jene Kategorie, die als Objekte Paare (A, B) von Objekten A von A und B von B
besitzt, als Morphismen (A x B)((4, B), (A’,B’)) := A(A,A’) x B(B,B’) und wo
die Komposition und die Einheiten komponentenweise gegeben sind.

1.14 Bemerkung. Wenn F': A x B — C ein Funktor ist, so erhalten wir fiir jedes
Objekt A in A einen Funktor F(A,_) : B — C und und fir jedes Objekt B in B
eine Funktor F(_,B) : A — C indem wir sie auf Objekten durch F(A4,_)(B) :=
F(A,B) =: F(-,B)(A) definieren und auf Morphismen durch F'(A, f) := F(14, f)
und F(f, B) := F(f,1p). Wegen der Kommutativitét von

(f:1B)

(A,B) (A", B)
<1A,g>l (7o) l(lw)
(A7B/) M (A/,B/)

haben wir F(A’,g9) o F(f,B) = F(f,g9) = F(f,B’) o F(4,9).

Sind umgekehrt fiir jedes Objekt A in A und B in B Funktoren L4 : B — C und
Rp : A — C gegeben die L4(B) = Rp(A) und La/(g) o Rp(f) = Ry (f) o La(g)
erfiillen, dann ist durch F(A,B) := La(B) = Rp(A) und F(f,g) := La/(g) o
Rp(f) = Rp/(f) o La(g) ein eindeutig bestimmter Funktor F' : A x B — C mit
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F(A,)) =L und F(_, B) := Rp definiert, denn

F(A, B) Fa,B) 2P par By

(A, F(A",
m l( g;(lB i( 9

P, B) 2P poar By

FA//,/
m i( )

F(A//, B/l)

F(f,B)
_—

1.15 Beispiel. Es ist das kartesische Produkt x : Set x Set — Set ein Funktor.
Nicht jedoch N : Set x Set — Set, denn wenn A, B # () so gewihlt werden, daf§ AN
B =0, dann ist Set(ANA, ANB) = Set(A, D) = () aber (Setx Set)((A, A), (4, B)) #
0.

1.16 Der Hom-Funktor. Fiir jede Kategorie C haben wir eine Funktor C°? x C —
Set, den sogenannten HOM-FUNKTOR, welcher (A, B) auf C(A, B) abbildet, und
Morphismen f: A’ - Aund g : B — B’ in C auf C(f,g) : C(A,B) — C(4’", B’),
h +— goho f abbildet.

Wenn wir eine Variable festhalten, so erhalten wir Funktoren C(A,_) : C — Set
und C(-,B) : C°? — Set. Man bezeichnet C(A,g) = C(1la,g) auch als g, und
C(f,B) =C(f,1p) auch als f*.

Es kommutiert
c(A,B) L ~c(a, B)

]
9= gx

C(A,B) L ~c(A,B)

1.17 Bemerkung. Ein Kategorie A heifit KONKRET, wenn sie einen (ausgezeich-
neten) treuen Funktor nach Set besitzt.

Eine Kategorie genau dann konkret ist, wenn sie sich in Set einbetten (siehe )
1aBt:

In der Tat kénnen wir aus einen treuen Funktor V : A — Set eine Einbettung F
konstruieren durch F(A) := V(A) x {A} und F(f) := f x{(4,A")} fiir f: A — A"

Wir konnen weiters Set voll einbetten nach C AT, indem wir jeder Menge X die
(diskrete) Kategorie mit Objektenmenge X und nur den Identitéten auf z € X
zuordnen. Den Abbildungen f : X — X'’ entsprechen dann genau die Funktoren
der zugehorigen diskreten Kategorien.

Umgekehrt kénnen wir auch CAT in Set einbetten, indem wir jeder kleinen Kate-
gorie C ihre Morphismenmenge zuordnen. Jeder Funktor ist gerade eine Abbildung
auf den Morphismenmengen.

Weiters konnen wir auch Set in viele konkrete Kategorien einbetten, indem wir
(spiiter noch ausfiihrlich zu behandelnde) freie Objekte verwenden:

Z.B. ist F': Set — Top gegeben durch X +— (X,P(X)) und f — f.

Oder F : Set — AGru ist gegeben durch X — {f : X — Z|f(z) = 0 fast immer }
(der freien Abelschen Gruppe). Und f : X — X’ wir die lineare Ausdehnung
F(f): F(X) — F(X') zugeordnet. Genauso definiert man F' : Set — VR indem
man 7Z durch den Grundkoérper ersetzt.

Eine Einbettung von Set — SN R erhédlt man indem man den freien Vektorraum
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F(X) mit der Menge aller Seminormen versieht (das ist dann die feinste lokalkon-
vexe Topologie auf dem F(X)).

Um wiederum Funktoren miteinander zu vergleichen bendtigen wir schliefilich noch
natiirliche Transformationen:

1.18 Definition. Es seien F, G : A — B zwei Funktoren. Unter einer NATURLICHEN
TRANSFORMATION ¢ : F' — G verstehen wir eine Abbildung, die jedem Objekt A
von A einen B-Morphismus ¢4 € B(F(A),G(A)) so zuordnet, daf fiir alle A-
Morphismen f : A — A’ folgendes Diagramm kommutiert:

FA) YL poan
G(4) G(A")

—_—
G(f)

1.19 Beispiel. Es definiert die Abbildung § : E — E**, z — (2’ — 2/(z)) fiir alle
Vektorraume E eine natiirliche Transformation von der Identitat in die Bidualisie-
rung VR — VR? — VR.

Weiters haben wir folgenden natiirlichen Isomorphismus 7 : P & Set(_,2) : Set? —
Set, gegeben durch

1 z€A
:P(A)> B
na: P(4) HXB|A<xH{O xeB\A)

Beachte dabei, daf eine natiirliche Transformation die aus lauter Isomorphismen
besteht NATURLICHER ISOMORPHISMUS genannt wird.

1.20 Beispiel. Man kann natiirliche Transformationen 7 : F — F' und o’ : F/ —
F" komponentenweise zusammensetzen um eine Transformation ' on : F' — F”
zuerhalten, die durch (1’ on)4 := 0y o na definiert ist. Weiters hat man die identi-
sche Transformation 1|p : F' — F die komponentenweise aus den Einheiten 154
besteht. Auf diese Weise kénnen wir die Kategorie FUN bilden, die als Objekte
Funktoren zwischen kleinen Kategorien hat und als Morphismen natiirliche Trans-
formationen zwischen diesen Funktoren.

Weiters kénnen wir fiir jede kleine Kategorie A und beliebige Kategorie B, die
Kategorie B4 bilden, die als Objekte alle Funktoren A — B hat und als Morphismen
BA(F, @) die natiirlichen Transformationen von F nach G.

1.21 Bemerkung. Wir haben neben der “vertikalen” Komposition o o 7 von
natiirlichen Transformationen 7 : F' — F’ und ¢ : I/ — F" auch eine HORIZON-
TALE KOMPOSITION o * 7 von natiirlichen Transformationen zusammensetzbarer
Funktoren 7: F' — F’ und 0 : G — G’. Da 74 ein B-Morphismus ist, kommutiert

OF(A)

(G0 F)(4) (G’ o F)(A)
J{G(m) lowr)a B lGl(TA)
(G o F')(A) D0 (G o F1Y(A)

Und wir kénnen die Diagonale als (o  7) 4 definieren. Man zeigt leicht, daf auch
diese Komposition assoziativ ist und als Einheiten die natiirlichen Transformationen
11, : 14 — 14 zwischen den identischen Funktoren hat. Auf diese Weise erhalten
wir die Kategorie N AT, die als Objekte kleine Kategorien hat, als Morphismen die
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natiirlichen Transformationen von Funktoren zwischen diesen Kategorien und x als
Komposition hat.

Falls folgende Situation vorliegt

F G
[ ] [ ) [ )
F’ i G’ i
[ ] [ ) [ )
F// i G// i
[ ] [ ) [ )
so gilt
(c'oo)x(T'or)=(c"*x7)o(o*xT):
(Go F)(A) — 2 o (@ 0 F)(A) — 2> (G" 0 F)(4)
lc(a,,) ""'('a*r)é_ lc’(u) lc’/(m)
Tt TN 0,
(G o F')(A) ——2— (G’ 0 F')(A) —— = (G" 0 F)(A)
le'A) lG%o'A) ot a lc/%og)
Tt ! 7" BEN
(Go F")(A) ——"— (G o F")(A) ————>(G" o F")(4)
Beachte die Bezeichnungsweise 0 x F' := 0 x 1p und G * 7 := 1g x 7 mit welcher

(0% F)a=o0pa) und (G *7)a = G(74) gilt.

Wir wollen nun den Begriff isomorpher Kategorien abschwichen.

1.22 Theorem. Es sei L : A — B ein Funktor. Dann sind dquivalent:

1. Es existiert eine Funktor R : B — A und natiirliche Isomorphismen ¢ :
lg > RoLundn:LoR— 1p.

2. L ist voll, treu und dicht (d.h. fir jedes Objekt B von B existiert ein Objekt
A von A mit L(A) = B).

Es kénnen dabei die natiirlichen Transformationen € und n so gewdhlit werden, daf

die Beziehungen (Lxe) = (nx L)~ und Rxn = (exR)™! gelten, d.h. L(4) = 772(1,4)

und R(ng) = 55,(13) oder als Diagramme

LA Lea

LA
LRLA RB

RLRB

y %)
i RB

Ein Funktor L mit diesen Eigenschaften heifit AQUIVALENZ.

Beweis. |1 |=-|2|L ist treu, denn seien f; : A — A’ fiir i € {0, 1} zwei Morphismen
mit L(fo) = L(f1). Betrachte

A
\Lﬁ \LR(L(fO))_R(L(fl))
€

=

A ———— R(L(A))
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1.23 1. GRUNDBEGRIFFE

Aus Symmetriegriinden von | 1| folgt ebenso R ist treu.
L ist dicht, denn B = 15(B) & L(R(B)).
L ist voll, denn sei g : L(A) — L(A’). Dann betrachte

A —— R(L(A))

f iR(L(f))—R(g)
v 1SyY
A ———2— R(L(4))

Da R treu ist, folgt L(f) = g.

= Nach existiert eine Klasse Ao von Reprisentanten der Isomorphie-
klassen von Objekten von A. Also existiert fiir jedes Objekt B von B ein eindeutiges
A € Ap mit L(A) & B. Wir setzen R(B) := A. Fiir jedes B wihlen wie einen Iso-
morphismus ng : L(R(B)) — B. Fiir jeden Homomorphismus ¢ : B — B’ definieren
wir R(g) := f durch

nB

L(R(B)) B
L(f) 9

v B’
L(R(B")) B’

Offensichtlich bewahrt R Identitdten und Kompositionen und n : Lo R — 15 ist
ein natiirlicher Isomorphismus.
Wir definieren € 4 durch L(e ) := 77;(1 1)- Dann kommutiert

-1

L(A) ——~ L(R(L(A)))

L(ea)

L(f)i i(LOROL)(f)
—1
UrN

D) 2 L(R(L(A)

und durch “Kiirzen” des treuen L erhalten wir, dafl ¢4 : 14 — R o L ebenfalls ein
natiirlicher Isomorphismus ist. Fehlt nur noch die Gleichung Rxn = (e x R)~!. Sei
dazu B ein Objekt von B und betrachten wir das Diagramm

NLRB

LRLRB—> LRB
NLRB \LLR(T]B) \LHB

LRB ———

Also ist LR(np) = nrp = L(epy) und wegen der Treue von L auch R(ng) =
-1
ERp- O

1.23 Beispiel. Die Kategorie der endlich dimensionalen Vektorrdume ist dquivalent
zu jener der Matrizen, wobei einer m x n-Matrix A die iibliche lineare Abbildung
von R™ — R™ zugeordnet wird. Beachte, dafl diese Teilkategorie klein ist.

Die Kategorie der endlich dimensionalen Vektorrdume ist dquivalent aber nicht
isomorph zur dualen Kategorie, wobei der Funktor durch Dualisieren gegeben ist
(Nicht jeder endlich dimensionale VR ist ein Dualraum, es ist es nur bis auf Iso-
morphie).
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1. GRUNDBEGRIFFE 1.24

Die duale Kategorie zu Komp ist dquivalent zu jener der kommutativen C*-Algebren
nach Gelfand-Naimark. Die Funktoren sind durch

F:Kr (C(K,C),|-||oo) und
G:Alg(A,C)— A
gegeben und die natiirliche Transformation durch ng : K — G(F(K)), x + ev,.

Definition. Man nennt eine Kategorie SKELETTAL, wenn isomorphe Objekte schon
gleich sind. Unter einen SKELETT EINER KATEGORIE versteht man eine maximale
volle skelettale Teilkategorie.

Jede Kategorie besitzt (nach dem globalen Auswahlaxiom) ein Skelett. Je zwei Ske-
lette einer Kategorie sind isomorph. Und jedes Skelett ist dquivalent zur Kategorie.
Wir haben eine Projektion auf das Skelett.

1.24 Uber die Namensgebung.

1. Kategorie ...Kant’s kategorischer Imperativ: “Handle stets so, da} die Ma-
xime deines Willens zugleich als Prinzip einer allgemeinen Gesetzgebung
gelten kénnen.”

2. Funktor ...R.Carnap “logische Syntax der Sprache.”

3. Natiirliche Transformation ... allgemein verwendet.

[15] erstes Auftreten von Pfeilen in der relativen Homotopietheorie.
[SteenrodFox1940] implizit Funktoren verwendet.

[6] Kategorien, Funktoren, nat. Transformationen fiir das universelle Koeffizienten-
theorem in der Cech-Kohomologie.

[3] Erste Arbeit die sich abstrakt mit Kategorien beschéftigt.
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2.3 1. GRUNDBEGRIFFE

2. Spezielle Morphismen

2.1 Definition. Ein Morphismus A —L, B in einer Kategorie heif3t ISOMORPHIS-
MUS, wenn er einen inversen Homomorphismus A «Z— B besitzt, d.h. go f = 14
und fog=1p, bzw. als Diagramm

B—1s4
1a
AN
B—1s>4

Er heifit SCHNITT, wenn er ein Linksinverses besitzt, und RETRAKTION, wenn er
ein Rechtsinverses besitzt.

X—>X

Schrk Atrakt

Er heift MONOMORPHISMUS, wenn o = ﬂ aus foa = fopf folgt. Er heiit EpI-
MORPHISMUS, wenn « = 3 aus ao f = G o f folgt. Er heifit BIMORPHISMUS, wenn
er sowohl Mono- als auch Epi-Morphismus ist.

f f

A—1>B A—'>B
am%a—foﬁ aOf—KBNH/B
X Y

Eine Kategorie heiit BALANZIERT, wenn jeder Bimorphismus ein Isomorphismus
ist.

Ein Morphismus f : A — B heifit KONSTANT, falls foa = fog fiirallea, 3 : X — A.
Er heifit COKONSTANT falls o f = o f fiir alle o, 5 : B — X. Ein Morphismus
heiflit 0-MORPHISMUS, wenn er konstant und cokonstant ist.

2.2 Beispiel. In Set und Top ist ein Morphismus f genau dann konstant, wenn
sein Bild f[A] hichstens ein-elementig ist. Er ist cokonstant, wenn dom(f) = .

In Grp, Mon, R-Mod, V R sind die konstanten genau die cokonstanten Morphismen
und diese sind die Morphismen mit ein-elementigen f[A].

2.3 Lemma.

1. Jede Retraktion ist ein Epimorphismus.

2. Jeder Schnitt ist ein Monomorphismus.

3. Die Isomorphismen sind genau die Schnitte, die Epimorphismen sind, oder
auch die Retraktionen, die Monomorphismen sind.

Die Inverse zu einen Isomorphismus ist eindeutig.

Haben f und g eine der folgenden FEigenschaften, so auch f o g: Mono,
Schnitt, Iso, Epi, Retr.

Hat f o g eine der folgenden Figenschaften, so auch g: Mono, Schnitt.

Hat f o g eine der folgenden Figenschaften, so auch f: Epi, Retrakt.
Funktoren bewahren Schnitte, Retrakte und Isomorphismen.

Jeder treue Funktor reflektiert Mono’s und Epi’s.

Falls V. : C — Set ein treuer Funktor ist, und eine freies Objekt (siche
F wvon V dber 1 = {0} existiert, so sind die Monos in C genau die

injektiven Morphismen.

A

SRl
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2. SPEZIELLE MORPHISMEN 2.4

Beweis. 7 Essei foa = fofund gof = 1. Dannist a« = gofoa = gofofs = (3.

Es sei f ein Epimorphismus mit linksinversen g. Dann ist fogo f = fol =
f =10 fund somit fog=1. Also ist g auch ein Rechtsinverses zu f und f somit
ein Isomorphismus.

Da ein Isomorphismus automatisch ein Monomorphismus ist, ist das Rechtsin-
verse eindeutig.

@Aus foa=fopfolgt VfoVa=VfoV3und somit Va = V3 da Vf als
Mono vorausgesetzt ist. Da V treu ist, ist « = 3, also f ein Mono.

Sei F(1) das freie Objekt mit einem Erzeuger 0 € 1. Sei f ein Mono und
a,f € V(dom f) mit Vf(a) = Vf(B). Dann kann «, 3 : 1 — V(dom f) aufgefafit
werden. Wegen der universellen Eigenschaft von F'(1) existieren Morphismen &, 8-
F(1) — dom f mit V(&) oi = a und V(3) 0oi = 3, wobei i : 1 — V(F(1)) die
Einbettung des Erzeugers ist. Also ist V(fo@)oi = V(f)oa = V(f)o = V(foB)oi
und wieder wegen der universellen Eigenschaft ist fo& = f o 3, also & =  und

somit auch a = V(&) oi =V (8)oi =3, d.h. Vf ist injektiv. O

2.4 Beispiel. In Set sind die Monomorphismen genau die injektiven Abbildungen.
Die Schnitte sind genau die injektiven Abbildungen f mit dom(f) # () zusammen
mit () : § — (. Die Epimorphismen sind genau die surjektiven Abbildungen, und
diese sind nach dem Auswahlaxiom genau die Retrakte. Also ist Set balanziert. In
Set ist konstant der {ibliche Begriff, und cokonstant ist nur die Abbildung 0 : § — 0.
In Gru und in V R sind die 0-Morphismen gerade die konstanten Morphismen.

In den meisten konkreten Kategorien sind die Monomorphismen gerade die injekti-
ven Morphismen. Sei allerdings C die Kategorie der teilbaren Abelschen Gruppen,
d.h. die Gleichung nx = a hat fiir @ € G und 0 # n € Z immer eine Losung x.
Dann ist die kanonische Quotientenabbildung 7 : Q — Q/Z ein Monomorphismus.
Sei moa = 7o [ mit a # §. Also existiert ein € X mit a(z) # B(z) aber
m(a(z)) = n(B(x)), d.h. n = alx) — f(z) € Z\ {0}. Folglich existiert ein y mit
(2n)y = x und somit n = a(x) — B(z) = a(2ny) — B(2ny) = 2n(a(y) — B(y)), d.h.
ay) — B(y) ¢ Z, ein Widerspruch.

In vielen algebraischen Kategorien sind die Epimorphismen gerade die surjekti-
ven Homomorphismen, nicht so aber in der Kategorie der torsionsfreien Abelschen
Gruppen (dh. ne = 0 = n = 0V az = 0). Es ist ndmlich Z — Q ein Epi-
morphismus. Denn es sei @« = [ auf Z C Q und angenommen es gibt x € Q
mit a(z) # B(x). Dann existiert ein 0 # n € N mit nz € Z und somit ist
0 = a(nz) — B(nx) = n(a(z) — B(z)) = alz) = B(x).

Das gleiche Argument funktioniert auch bei Halbgruppen und Ringen, denn dann
ist

a(ﬁ) = a(n~ 1. 1) =a(n) -a(l) -a(l) = B(n) -a(%) -B(1)

m m m N~

=a(1)=p(1)

In Gru ist jeder Epimorphismus surjektiv: Es geniigt dafiir zu zeigen, daf} fiir jede
Untergruppe H einer Gruppe G eine Gruppe G und zwei Gruppen-Homomorphis-
men o, 3 : G — G existieren, mit H = {x € G : a(x) = B(x)}. Denn wenn wir dies
fiir einen Homomorphismus f : H — G auf f(H) C G anwenden. So ist ao f = Bo f
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2.5 2. SPEZIELLE MORPHISMEN

und somit o = 3, d.h. f(H) =G.

Wir betrachten dazu die Menge X aller Nebenklassen gH mit g € G zusammen
mit einem neuen Element oco. Es sei G; die Gruppe der Bijektionen auf X und
m: X — X jene Bijektion, die co und eH vertauscht und alle anderen Nebenklas-
sen gH fixlaft. Es sei « : G — G; gegeben durch

g¢H firxz=¢g'H
a(g)(@) = 00 flir z = oo

und B(g) := 7o a(g) o 7~ 1. Offensichtlich ist a : G — G; ein Gruppen-Homo-
morphismus und damit auch 8 : G — G;. Weiters ist a(g) = B(g) fir g € H,
denn ¢H = H & a(g)(¢'H) = g¢'H = H und somit ist 8(g) om := mo ag) =
a(g) om. Falls g ¢ H, dann ist 5(g)(m(g~ ' H)) := m(a(g)(g~ ' H)) = n(H) = o0
aber a(g)(m(g~'H)) = gg~*H = H. Auch Gru ist somit balanziert.

In Gru ist Z — Q ein Monomorphismus, aber kein Schnitt, denn fiir ein Links-
inverses g wére 2g(1/2) = g(2-1/2) = ¢g(1) = 1, und diese Gleichung hat keine
Losung in Z.

Weiters ist Q — Q/Z ein Epimorphismus, aber keine Retraktion, denn fiir ein
Rechtsinverses g wire g([1/2]) ein Torsionselement, und solche gibt es in Q nicht.

In VR sind die Monomorphismen genau die injektiven Abbildungen und diese sind
genau die Schnitte (ergéinze eine Basis im Bild). Die Epimorphismen sind genau die
surjektiven Abbildungen und diese sind genau die Retrakte (wiihle Urbilder einer
Basis im Bild).

In Top sind die Monomorphismen genau die injektiven stetigen Abbildung (Teste
mit konstanten Abbildungen). Diese beschreiben aber nicht ausschliefilich Unterob-
jekte (d.h. versehen mit der Spurtopologie). Nach dem Browerschen Fixpunktsatz
ist die Einbettung S' C D ist kein Schnitt (d.h. besitzt keine Retraktion). Die Epi-
morphismen in Top sind genau die surjektiven stetigen Abbildungen (vergrébere
die Topologie auf der Codomiine zur indiskreten Topologie). Diese Kategorie ist
also nicht balanziert.

In Haus sind die Monomorphismen genauso die injektiven stetigen Abbildungen.
Die Epimorphismen allerdings sind die stetigen Abbildungen mit dichten Bild, denn
« = 3 auf einer dichten Menge impliziert o = ( iiberall fiir Hausdorffraume, und
umgekehrt wenn f(A4) C B nicht dicht ist, dann kénnen wir zwei Kopien von B

nehmen und die entsprechenden Punkte in f(A) miteinander identifizieren. Beachte,
dafl die Quotiententopologie in dieser Situation Hausdorff ist.

In Komp sind die Monomorphismen genau die injektiven stetigen Abbildungen, und
die Epimorphismen die surjektiven stetigen Abbildungen. Da jede injektive stetige
Abbildung zwischen kompakten Raumen eine Einbettung ist und jede surjektive
stetige Abbildung eine Quotientenabbildung, ist die Kategorie Komp balanziert.

2.5 Definition. Ein Monomorphismus f : A — B heiit EXTREMER MONOMOR-
PHISMUS, wenn aus f = moe mit e Epi (und somit Bimorphismus), folgt dafl e ein
Iso ist. Dual dazu heifit ein Epimorphismus f : A — B EXTREMER EPIMORPHIS-
MUS, wenn aus f = m o e mit m Mono (und somit Bimorphismus), folgt dafi m ein
Iso ist.
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2. SPEZIELLE MORPHISMEN 2.8

Die Idee hinter dieser Definition ist, dafi ein Einbettung (in einer topologischen
Kategorie) ein Morphismus f : A — B sein sollte, der zu einen Isomorphismus
wird, wenn man seine Codoméne durch das Bild f(A) mit der Spurstruktur (d.h.
der grobst moglichen Struktur) ersetzt. Da wir aber f(A) in einer allgemeinen
Kategorie nicht zur Verfiigung haben, ersetzen wir f(A) durch irgendein Objekt X
iiber welches f faktorisiert und verlangen dabei, daf} die Faktorisierung e : A — X
von f moglichst “surjektiv” also abstrakt ein Epimorphismus ist.

2.6 Lemma.

1. Die Klasse der extremen Mono’s ist die grifste Klasse M von Mono’s mit
MNEpi=1Iso und foge M= ge M.

Schnitt = extremer Mono = Mono.

Retrakt = extremer Epi = FEpi.

Iso & Mono N extremer Epi < extremer Mono N\ Epi.

Balanziert < Mono=extremer Mono < Epi=extremer Epi.

CU N

Beweis. , Esseigof =1und f = moemit e Epi. Dann ist 1 = go f = gomoe
und somit e ein Schnitt, also ein Iso nach .

Es sei m ein extremer Mono und ein Epi. Dann ist m = 1 o m und somit m ein
Iso.

(=) ist offensichtlich. (<) Es sei f ein Bimorphismus. Dann ist f ein Mo-
no=extremer Mono und f = 1o f mit f Epi, also ist f ein Isomorphismus.

Nach | 4 |erfiillt die Klasse M der extremen Mono’s die Bedingung MNEpi = Iso.

Falls f o g ein extremer Mono ist, so ist g ein Mono nach . If g = moe mit
einem Epi e, dann ist f o g = (f om) o e und somit e ein Iso, d.h. g ein extremer
Mono.

Sei nun M eine Klasse mit M NEpi =Isound fog e M = g € M. Fir h e M
mit h = moe mit einem Epi e folgt, e € M und somit e ein Iso, d.h. h is extremer
Mono. O

2.7 Bemerkung. Es sei f ein surjektiver Morphismus einer konkreten Kate-
gorie C. Dann ist f ein Epi, da V : C — Set treu ist. Wenn f = m o e mit einen
Mono m ist, und jeder Mono injektiv ist, dann ist m ebenfalls surjektiv, also
bijektiv, und wenn V Isos reflektiert, was oft der Fall ist, dann ist m ein Iso, also
f ein extremer Epi.

Umgekehrt sei f ein extremer Epi. Falls jeder Morphismus f eine (injektiv,
surjektiv)-Faktorisierung besitzt, d.h. f = m o e mit m injektiver und e surjek-
tiver Morphismus, dann ist m ein Mono (da V' treu ist) und somit ein Iso, also
bijektiv. Folglich ist mit e auch f surjektiv.

Wir werden spéter versuchen solche Faktorisierungen zu konstruieren.

2.8 Beispiel. HGru. Die bijektiven Morphismen sind genau die Isomorphismen (V'
reflektiert Isos) und die injektiven Morphismen sind genau die Monomorphismen (V/
ist treu und freies Objekt iiber 1 existiert). Weiters ist das Bild eines Morphismuses
selbst eine Halbgruppe. Also sind nach dem obigen die extremen Epis genau die
surjektiven Morphismen. Die Kategorie HGru ist nicht balanziert, da Z — Q ein
Bimorphismus ist (aber nicht ein extremer Mono!).
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2.9 2. SPEZIELLE MORPHISMEN

In Top sind die extremen Monomorphismen gerade die Einbettungen, denn wenn
f + A — B ein extremer Mono (und damit injektiv) ist, dann betrachten wir die

Faktorisierung
A d B
\ /
f(4)

wobei f(A) die Spurtopologie trage. Dann ist also f : A — f(A) ein Homomor-
phismus und somit eine Einbettung auf sein Bild. Umgekehrt ist mit f = moe auch
e eine Einbettung und als Bimorphismus bijektiv, also ein Homéomorphismus.

Die extremen Epimorphismen in Top sind gerade die Quotientenabbildungen, denn

wenn f : A — B ein extremer Epi (und damit surjektiv) ist, dann betrachten wir

die Faktorisierung
A \ / B

Al ~

wobei ~ die Aquivalenz-Relation 21 ~ x5 < f(z; = f(xs) ist und 7: A — A/ ~
die kanonische Quotientenabbildung. Also ist A/ ~— B ein Hom&omorphismus.
Umgekehrt sei f: A — B eine Quotienten-Abbildung. Dann ist mit f = moe auch
m eine und somit ein Isomorphismus, wenn m ein Bimorphismus ist.

In Haus dndert sich nur bei den extremen Monomorphismen etwas. Diese sind nun
namlich genau die abgeschlossenen Einbettungen, denn die Bimorphismen sind nun
die injektiven stetigen Abbildungen mit dichten Bild.

In LKV sind die Monomorphismen genau die stetigen injektiven linearen Abbil-
dungen und die Epimorphismen genau die stetig linearen Abbildungen mit dichten
Bild. Die extremen Monomorphismen sind die abgeschlossenen linearen Einbettun-
gen und die extremen Epimorphismen die Quotientenabbildungen.

Wenn f o g ein extremer Mono ist, so ist es auch g. Allerdings muf3 die Zusammen-
setzung extremer Mono’s nicht wieder ein solcher sein:

g f

Um weiter zu schlieflen brauchten wir einen Morphismus d. Folglich definieren wir:

2.9 Definition. Ein Monomorphismus m heiit STARKER MONO, falls zu jeden
Diagramm folgender Form ein diagonaler Morphismus d existiert.

m
>
‘

—
€

g

*e—> 0

Beachte, dafl das untere Dreieck genau dann kommutiert, wenn es das obere tut,
denn aus mo (doe) = (mod)oe=goe=mo f folgt doe = f, weil m ein Mono
ist, und umgekehrt. Weiters ist d durch die Kommutativitédt eindeutig bestimmt,
da m ein Mono oder da e ein Epi ist.
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Ein Epimorphismus e heiffit STARKER EPI, falls zum dualen Diagramm ein diago-
naler Morphismus d existiert.

o<<— o o> 0
AS
A
e<—<e0 o ——= 0
m €

Es ist die Zusammensetzung starker Mono’s (Epi’s) wieder vom gleichen Typ. Und
falls f o g ein starker Mono (Epi) ist, so ist g ein starker Mono (f ein starker Epi):

und

Jeder Schnitt ist ein starker Mono und jeder starke Mono ist extrem:

Wir werden spéiter sehen das unter schwachen Bedingungen die extremen Mono’s
genau die starken sind und die extremen Epi’s genau die starken Epi’s.

2.10 Definition. Eine Kategorie heifit (EXTREM-)LOKAL KLEIN, falls fiir jedes
Objekt A eine reprisentative Menge von (extremen) Monomorphismen existiert,
d.h. jeder Mono ist genau zu einen aus dieser Klasse dquivalent. Dual heifit eine
Kategorie (EXTREM-)COLOKAL KLEIN, falls jedes Objekt eine repriisentative Menge
von (extremen) Epimorphismen besitzt.

Die meisten konkreten Kategorien sind lokal klein und extrem colokal klein. OZ ist
nicht colokal klein.

Es seien € und M Klassen von Morphismen die unter Komposition abgeschlossen
sind. Unter einer (£, M)-KATEGORIE, versteht man dafl jeder Morphismus f eine
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2.14 2. SPEZIELLE MORPHISMEN

(bis auf Isomorphie eindeutige) Faktorisierung mit e € £ und m € M zuldfit:
f

A—B
N :,’/
e \\ . T m
X

2.11 Definition. Ein Objekt T heif3t TERMINAL falls fiir jedes Objekt A ein eindeu-
tiger Morphismus f : A — T existiert. Ein INITIALES OBJEKT ist ein coterminales.
Ein Objekt heifit NULLOBJEKT wenn es sowohl initial als auch terminal ist.

Lemma. Je zwei terminale Objekte sind isomorph.

2.12 Beispiel. Die Kategorien Set, HGru, Top haben als terminale Objekte die
einpunktigen. Korp hat kein terminales Objekt, denn Koérpermorphismen gibt es
nur zwischen Koérper der gleichen Charakteristik. Aber auch die Kategorie K b'rpp

der Korper der Charakteristik p hat kein terminales Objekt, denn ein solches wire
ein grofiter Korper dieser Charakteristik, da alle Morphismen Mono’s sind. Die
Kategorie Ring + 1 der Ringe mit 1 hat {0} als terminales Objekt, wenn wir fiir
ihre Objekte zulassen, dafl die 1 mit der O {ibereinstimmt. Andernfalls hat sie kein
terminales Objekt T, denn aus der Existenz eines 1-bewahrenden Ring-Homo’s
f:Z, — T wiirde folgen 0 = f(0) = f(p-1) =p- f(1) = p- 1 fiir alle Primzahlen
p, ein Widerspruch.

Das einzige initiale Objekte in Set, HGru, Top ist die leere Menge. K orp hat kein
initiales Objekt aus den gleichen Griinden wie zuvor. Die Kategorie K éirpp hat

initiale Objekte, némlich Z, (resp. Q fiir p = 0). In Ring + 1 ist Z ein initiales
Objekt, denn n — n - 1 ist der eindeutige Morphismus in Ringe mit 1.
Folglich haben die Kategorien Set, HGru, Ring + 1, Top keine 0-Objekte.

Die Kategorien Mon, Grp, Ring, R-Mod, VR, TVR, LKV, Ban, Ban, haben alle
0-Objekte, und zwar genau die einpunktigen Objekte.

2.13 Bemerkung.

1. Falls f konstant ist, so auch ho f og.

2. Falls ein terminales Objekt T existiert mit A(T, A) # 0, soist f : A — B
konstant, genau dann wenn er iiber T faktorisiert.

3. Falls ein Null-Objekt 0 existiert, so sind die konstanten genau die cokon-
stanten genau die Morphismen die iiber 0 faktorisieren. O

2.14 Theorem. Fir eine Kategorie sind dquivalent:

1. In jedem C(A, B) existiert ein 0-Homomorphismus;

2. In jedem C(A, B) existiert ein eindeutiger konstanter Homo;

3. FEslafst sich kohdrent in jedem (A, B) ein Morphismus 04 p auswihlen, wobei
kohdrent heifit, dafs go0a,goh =04/ g firalleh: B'— Bundg: A— A’.

Eine Kategorie mit diesen Figenschaften heif$t punktiert.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl wenn f : A — B konstant und g : A — B cokon-
stant ist und C(B, A) # ), so ist f = g und somit ein 0-Homo.

f const g cokonst

Seih:B— A Dannist f=fol” = fo(hog)=(foh)og” = "log=g.

(1=3) Nach obiger Bemerkung gibt es genau einen 0-Homomorphismus 04,5 : A —
B. Diese Morphismen erfiillen die Kohérenzbedingung.
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(3=1) Es ist 04, konstant, denn 04 p o = 04,5 = 04,5 © 3, und ebenso cokon-
stant, also nach der Bemerkung ein 0-Homo.

(2=1) Es sei f : A — B konstant. Dann ist aco f und 3o f konstant, also nach (2)
gleich, d.h. f ist auch cokonstant.

(1=2) Ein Nullmorphismus 0 : A — B ist der eindeutige konstante Morphismus
A — B, denn er ist auch cokonstant, und stimmt nach obiger Bemerkung somit
mit jedem konstanten Homo A — B iiberein. O

2.15 Proposition. Eine Kategorie ist genau dann punktiert, wenn sie sich als volle
Teilkategorie in eine Kategorie mit 0-Objekt einbetten ldjfst.

Beweis. Offensichtlich ist eine Kategorie mit 0-Objekt punktiert, und somit auch
jede volle Teilkategorie, denn die treue Inklusion reflektiert konstante und cokon-
stante Morphismen.

Umgekehrt adjungieren wir zur gegebenen Kategorie C ein 0-Objekt 0 und eine
Einheit darauf, sowie fiir jedes Objekt von C genau einen Morphismus A — 0 und
genau einen 0 — A. Die Zusammensetzung A — 0 — B soll dann gerade der
eindeutig bestimmte 0-Homomorphismus A — B sein. O

2.16 Beispiel. Die Kategorien Grp, R-Mod, VR, LKV sind punktiert. Set, T'op,
HGru sind es nicht.

2.17 Definition. In der Situation

heift f ERWEITERUNG (oder auch FORTSETZUNG) von f. Man sagt, X hat die
ERWEITERUNGSEIGENSCHAFT beziiglich m, wenn zu jedem f eine Erweiterung f
existiert. X heift INJEKTIV, wenn es die Erweiterungseigenschaft fiir alle Mono’s m
hat.

Dual heiBt f LIFT (oder HOCHHEBUNG) von f, wenn folgendes Diagramm kommu-

tiert
X
VN
[ ] é [ )

Man sagt, X hat die HOCHHEBUNGSEIGENSCHAFT beziiglich e, wenn zu jedem f
ein Lift f existiert. X heifit PROJEKTIV, wenn es die Hochhebungseigenschaft fiir
alle Epis’s e hat.

2.18 Lemma.

1. Ein Morphismus m hat die Erweiterungseigenschaft fiir alle Objekte X <
m ist ein Schnitt;

2. Ein Morphismus e hat die Hochhebungseigenschaft fiir alle Objekte X < e
ist eine Retraktion;

3. Wenn X projektiv (bzw. injektiv) ist und ein Schnitt X' — X ewistiert, so
ist auch X' projektiv (bzw. injektiv).
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Beweis. | 1| (=) Betrachte

(<) Es sei e eine Retraktion zu m, dann ist f := f o e eine Erweiterung von f.

ist dual zu .
Betrachte

1

X' X'

N

f X (3)
EA é
i) @)
A1 O
2.19 Beispiel. In VR ist jedes Objekt injektiv und projektiv, da Mono=Schnitt
und Epi=Retrakt.

In Set ist ebenfalls jedes Objekt projektiv und alle bis auf @ injektiv, da Epi =
Retrakt und Mono=(SchnittVLeer). In der Tat wenn m : ) — B und f: ) — X,
dann ist jedes f : B — X eine Fortsetzung, und wenn X # (), so existiert auch so
ein f

Jedes kompakte Intervall I und auch R ist injektiv fiir extreme Mono’s in normalen
Réumen nach dem Satz von Tietze-Urysohn. Beachte, dal im Fall R wir ein f :
A — R zusammensetzen kénnen mit arctan : R — I = [—7/2,7/2] und somit eine

Erweiterung arctanof : B — I existiert. Da ihr Urbild von Ay := I\ arctan[R]
abgeschlossen ist, existiert ein h : B — I, welches die charakteristische Funktion

Xa 1 AU Ay — I fortsetzt. Es hat dann h - arc/t;}l/Of : B — R Werte in arctan[R]
und somit ist f :=tano(h - argt_;n/o f) die gewiinschte Fortsetzung von f.
Der Satz von Hahn-Banach besagt, K injektiv ist fiir extreme Mono’s.
In AGru ist jedes beziiglich V' : AGru — Set freie Objekt projektiv, denn
X

5

W yEx) @

/ @
v V(f) V() Ay

V(A) V(B)

V(e)

Sei umgekehrt X ein projektives Objekt. Dann haben wir

V(X)
/ v
o @ o
V(X) =< v ~V(F(V(X)))
V(X)
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mit (1) weil F(V(X)) ein freies Objekt ist, also ist (1) surjektiv und damit ein Epi;
und (2) weil X projektiv ist, also ist X ein Schnitt in F(V(X)) und somit selbst
frei (nach dem Zorn’schen Lemma, siehe [9, 14.5]).

Nun zu den injektiven Objekten in AGru. Wenn eine Gruppe X injektiv ist, dann
betrachten wir den Mono F(1) = Z — Q. Fiir ¢ € X haben wir einen eindeutigen
Morphismus f : F(1) — X mit f(1) = ¢ und somit einen Homomorphismus f :
Q — X. Esist # := f(1/n) eine Lésung von n - = = ¢, also X teilbar,

Umgekehrt [1] sei X teilbar und A eine Untergruppe von B und f : A — X ein
Homo. Dann betrachten wir die partiell geordnete Menge aller partiellen Erweite-
rungen von f, d.h. Homo’s f’ von Untergruppen A C A’ < B nach X. Nach dem
Zorn’schen Lemma gibt es ein maximales Element f' : A" — B. Falls A’ # B, so
withlen wir ein b € B\ A'. Falls ein n > 0 existiert mit n-b € A’, so withlen wir dieses
minimal und ein # € X mit n-z = f/(n-b) und setzen f(a+k-b) := f'(a) + k- z.
Dann ist f ein Gruppenhomo von (A’ U {b}) — X welcher f fortsetzt, also ein Wi-
derspruch. Andernfalls definieren wir f genauso, wobei diesmal z beliebig gewéhlt
werden kann. Die injektiven Objekte sind also genau die teilbaren.

Diese haben folgende Bedeutung. Man betrachtet lineare Gleichungssysteme der
Form

Joo . — 0. mit 1l s
E n;r; = aj; mit n; € Z, xrj,a; € X.
J

Wir kénnen die linke Seite f; := Zj nij als Element in der freien Abelschen
Gruppe F(J) mit Erzeugern {j : j € J} auffassen. Eine notwendige Bedingung
fiir die Losbarkeit ist die Kohdrenz-Bedingung, dafl jede Relation der linken Seiten
auch fiir die rechten Seiten gilt, d.h. f; — a; 148t sich zu einen wohldefinierten
Homomorphismus f : Fy := (f; : j € J) — X erweitern. Elemente z; € X geben
eine Losung genau dann, wenn der Homomorphismus F(J) — X der durch j — «;
induziert wird, eine Erweiterung von f ist. Also genau dann, wenn das folgende
Erweiterungsproblem losbar ist

R s F(J)

[10] Folglich hat jedes kohirente Glgs.-System genau dann eine Losung, wenn X
teilbar ist (beachte, daf n - x = ¢ ein kohé#rentes System ist).

[11] Die Einbettung einer Untergruppe A < B ist genau dann ein Schnitt, wenn
jedes System in A welches in B losbar ist, schon in A losbar ist.

Beweis. (=) wende den Schnitt auf die Losungen in B an.

(<) Wibhle ein Inverses zur Abbildung s : B — B/A. Nun betrachte das System
Ty + Ty — Tygo = S(u) + s(v) — s(u + v) fiir alle u,v € B/A. Offensichtlich bilden
die s(u) eine Losung in B, also existiert nach Voraussetzung auch eine Losung
(Tu)uep/a in A. Es ist dann o : u +— z, — s(u) ein Gruppenschnitt A/B — B und
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p:=1—com: B — AC B ein Retrakt.

I
1

RN

B/A O

Jede Gruppe ist Untergruppe einer teilbaren Gruppe:

Beweis. Sei G eine Gruppe, dann ist F(V(G)) — G ein Epi, und F(V(G)) ist Un-
tergruppe einer teilbaren Gruppe D, da Z C Q es ist. Also ist G := F(V(G))/N —
D/N. O

30 andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010



2. SPEZIELLE MORPHISMEN 3.5

3. Limiten

3.1 Definition. Ein Objekt X, einer Kategorie heifit FINAL oder auch TERMINAL
wenn fiir jedes andere Objekt U genau ein Morphismus U — X, existiert.
Ut Xoo

In der dualen Situation heifit ein Objekt INITIAL, Ein Objekt, dal sowohl final als
auch initial ist heifit 0-OBJEKT, siehe .

3.2 Lemma. Bis auf Isomorphie sind die initialen, die finalen und somit auch die
0-Objekte eindeutig bestimmit.

Beweis. Wenn X und Y zwei initiale Objekte sind, dann existieren Morphismen
f:X —Y,da X initial ist, und g : Y — X da Y es ist. Deren Zusammensetzung
ist die Identitét, da nur ein Morphismus X — X und von Y — Y existieren darf.

Fiir finale Objekte folgt das nun durch Dualisieren. O

3.3 Beispiel. In Set (oder auch in Top) ist das einzige initiale Objekte die leere
Menge. Die finalen Objekte sind genau die einelementigen. 0-Objekt gibt es keines.

In Gru (oder auch Ring, VR) sind die 0-Objekte genau die einelementigen.

3.4 Beispiel. In Set haben wir die Konstruktionen des kartesischen Produkts X xY
zweier Mengen X und Y. Es hat folgende universelle Eigenschaft (YU, f¢, fy) und
ist dadurch eindeutig festgelegt.

X2 x vy oy

A
1
fx f fy

U

Allgemeiner ist das kartesische Produkt einer Familie (nicht einer Klasse, da die Ele-
mente von [[,.; X; Abbildungen f : I — |J,;c; X sind und somit gleichméchtig mit
1, also Klassen wéren) (X;);er von Mengen durch folgende universelle Eigenschaft
(WU, f;) charakterisiert:

X}&Hi){i

[
fi f

U

Definition. Unter dem PRODUKT einer Familie von Objekten X; in einer Kategorie
verstehen wir ein Objekt X, zusammen mit Morphismen p; : Xo, — X; welches
die obige universelle Eigenschaft besitzt.

Beachte das fiir die leere Familie (d.h. I = (}) das Produkt ],y X; gerade terminale
Objekte beschreibt.

3.5 Lemma.

1. Wenn das Produkt (X x Y,px,py) existiert und C(X,Y) # 0, dann ist px
eine Retraktion.

2. Wenn fiir je zwet Objekte X undY ein Produkt existiert, so lifst sich daraus
ein Funktor CxC — C so bauen, daf$ die Projektionen auf die beiden Faktoren
natirliche Transformationen werden.
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3. Das Produkt von Schnitten, Retrakten, Iso’s, starken/Monos ist von gleicher
Art.
4. Bildung von Produkten ist assoziativ, d.h. wenn I = | |

1] x =T

jeJicel; i€l

jeg 1y, soist

5. Terminale Objekte wirken als neutrale Elemente fiir die Produktbildung.

Beachte dafl nicht notwendig fiir extreme Mono’s gilt.

Beweis.

X pPx XXYpY
A 77
Yk@) e
e

Fiir Objekte X und Y wihlen wir unter den Produkten X x Y jeweils eines aus.
Auf Morphismen 148t sich dies wie folgt (eindeutig) erweitern:

X&XXYLY
A
fT tifxg TQ
/ Px! /E /PY'
X' = X' xY' ——Y'

Fiir Schnitte, Retrakte, Iso’s gilt das fiir jeden Funktor. Fiir Mono’s betrachte
man:

X<=——XXY——=>Y

N Px Py 4
I

X <= X'xY ——=Y

\’P?/ “oaMB py,/
@
Fiir starke Mono’s betrachte man:
X - Px XxY kv Y
f f Xg\ . g

pi Dj
Xi<—licr, Xi < Ijes [ics, Xi

Af v
Vg
fi Ty

zZ O
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3.6 Durchschnitte. Wenn X und Y Teilmengen von Z (z.B. Z = X UY) sind,
dann ist der DURCHSCHNITT durch folgende universelle Eigenschaft (YU, fx, fy mit
ix o fx =iy o fy) festgelegt:

Z
S
Jix Jjy

Allgemeiner ist der DURCHSCHNITT EINER KLASSE (X;);c; von Teilmenge von
Z durch folgende universelle Eigenschaft (VU, f; mit m; o f; unabhingig von i)
charakterisiert:

Man beachte, da8 selbst wenn Durchschnitte beliebiger Mengen existieren, nicht
notwendiger Weise Durchschnitte von Klassen existieren. In der Tat in OZP ist
der Durchschnitt von A C OZ gerade das Supremum (d.h. Vereinigung) der a € A.
Ein solches existiert fiir jede Teilmenge A, aber nicht fiir die Klasse A = OZ.

Lemma.

1. Wenn alle m; starke/Mono’s sind, so auch der Durchschnitt m := (), m;.

2. Es sei M eine Klasse von Mono’s mit gleicher Codomdne und Mg eine
INITIALE Teilklasse von M, d.h. fir jedes m € M ezistiert ein mg € My,
welches iber m faktorisiert. Falls (Y My existiert so auch [\ M und die bei-
den sind isomorph.

3. Es sei C lokal Klein, und der Durchschnitt jeder Menge von Mono’s mit
gleicher Codomdne existiere, so existiert auch der Durchschnitt jeder Klasse
von Monos.

Beweis. Fiir Mono’s betrachte man:

m

X; P ﬂz Xi (1)

~ 8-
T, \

Z
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Fiir starke Monos betrachte man:

Pm
o< AM
A:\(l) [ A
(f?)no (2

AN

o< 7

mo

Es geniigt nach (2) den Durchschnitt einer représentativen Teilmenge M von
M zu nehmen. O

3.7 Definition. Wenn in obiger Situation nur ein Morphismus eine Inklusion ist,
dann beschreibt das universelle Problem in Set das inverse Bild und wir daher auch
in einer allgemeinen Kategorie als INVERSES BILD bezeichnet:

g iy
X< (V) =Y
A
fx 'f fy
U

Lemma.

1. Es sei f : X = Y ein Morphismus, m : Y' — Y ein starker/Mono, und
f~Ym): f7YY') — X ein inverses Bild. Dann ist f~1 ein starker/Mono.

2. Wenn inverse Bilder existieren, dann sind die extremen Epi’s genau die
starken Epi’s.

Beweis. Fiir Mono’s betrachte man:

I, I

X/fHYI

34 andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010



3. LIMITEN 3.8

Fiir starke Monos betrachte man:

o ——= X ——Y

: (2)Im Im
RN .,

O*>X/*>Y’

Betrachte

ES

Dabei ist g~1(m) ein Iso, wenn e ein extremer Epi ist. O

3.8 Definition. Falls beide Morphismen beliebig sind, dann heiffit das PULLBACK
(oder RUCKZIEHER, dual RAUSSCHIEBER) auch gefasertes Produkt und wird mit
X XzY =X X(4x,2,9y) Y bezeichnet.

9x gy
J‘X XZYKLY
A
1
Ix f fy

Es kann in Set wie folgt konstruiert werden:
XxzY = {(x,y) €EX XY :gx(z) :gy(y)}

~ XNy
gl (Y).

Beachte, dal damit der Durchschnitt als {(x,y) eXxY  :z=y
beschreiben wird und das Urbild als {(ac7 yeXxY:glx)=y¢€ Y}

R =

Lemma.

1. Das Pullback einer Retraktion ist eine Retraktion.

2. Das Pullback eines Epi’s ist nicht notwendiger Weise ein Epr.

3. Das Aneinanderfiigen von Pullbacks liefert Pullbacks. Insbesonders ist
(go f)~t(m) = f~Y(g=t(m)) und fir A’ C Aist AN(ANB)=A"NB.

4. Wenn eine Aneinanderfiigung von kommutativen Quadraten ein Pullback ist
und auch das rechts stehende, so auch das links stehende.
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5. Ein Morphismus f ist genau dann ein Mono, wenn folgendes Diagramm ein
Pullback ist:

6. Fualls X x X existiert, so ist ein Morphismus f : X — Y genau dann kon-
stant, wenn folgendes Diagramm ein Pullback ist:

Xxxx2ox

X——Y

7. Falls X X Z und Y x Z existiert, so ist fir jeden Morphismus f : X — Y
folgendes Diagramm ein Pullback:

Xxz2% o x

lfxz lf

Yy x 2z oy

Beweis.

Es ist

Q——R

0—{v2}

ein Pullback in Haus und die obere horizontale Einbettung ein Epi, die untere
jedoch nicht.
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O

3.9 Definition. Ein weitere Spezialfall ist der einer AQUIVALENZ—RELATION7 WO

die beiden Pfeile iibereinstimmen:
\
pra
X—X
A
U
Dann beschreibt X xz X = {(z,y) € X x X : g(z) = g(y)} die von g erzeug-

te Aquivalenzrelation, i.e. die Aquivalenzlf'lassen sind gerade die Niveau-Mengen
{g71(2) : z € Z} von g. Ist ~ irgendeine Aquivalenzrelation auf X, dann wird ~

durch die Abbildung g : X — X/ ~ als Pullback beschrieben.

A
z
A

yd
x < x
!

N
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3.10 Definition. Eine verwandte Situation ist die des DIFFERENZKERNS (oder
EGALISATORS) p : Xoo — X von o, : X — Y mit folgender universellen Eigen-
schaft (VU, fx, fy mit ao fx = fy = o fx):

¢ A
f;\m
fr :

U

Lemma.

1. Die Kategorie A habe Equalizer und F : A — B sei ein Funktor, der diese
bewahrt. Dann ist F' genau dann treu, wenn F Epi’s reflektiert.

2. Jeder Schnitt ist ein Egalisator, und jeder Egalisator ist ein starker Mo-
no. Die Morphismen die sich als Equalizer schreiben lassen werden auch
REGULARE MONOMORPHISMEN genannt.

3. Esseien f: X — Z undg:Y — Z gegeben und es existiere (X XY, px,py).
Dann existiert das Pullback von f und g genau dann, wenn der Egalisator
von fopx und go py existiert, und die beiden sind isomorph.

4. Seien f,g : X — Z und es existiere (X x Z,px,py). Sei (X, f),(X,g) :
X — X x Z die Morphismen mit 1. Komponente 1x und 2. Komponente
f bzw. g. Dann existiert der Equalizer von f und g genau dann, wenn der
Durchschnitt der beiden Schnitte (X, f) und (X, g) existiert, und die beiden
sind isomorph.

5. Fine Kategorie hat genau dann Egalisatoren und endliche Produkte, wenn sie
Pullbacks und terminale Objekte besitzt, bzw. genau dann wenn sie endliche
Produkte und endliche Durchschnitte besitzt. Wir werden in sehen, das
dies genau die Existenz endlicher Limiten beschreibt.

6. Falls Egalisatoren ezistieren so ist jeder Morphismus der die extremal-Be-
dingung eines extremen Epi’s erfiillt, selbst ein (extremer) Epi.

7. Es sei C stark lokal klein und es existieren Durchschnitte starker Mono’s und
FEgalisatoren. Dann ist jeder extreme Mono schon stark.

8. Es sei C lokal klein und Durchschnitte und Egalisatoren existieren. Dann
besitzt jeder Morphismus eine (extrem-Epi, Mono )-Faktorisierung.

9. Es sei C stark lokal klein und es existieren Durchschnitte starker Mono’s
und Egalisatoren. Dann besitzt jeder Morphismus eine (Epi,stark-Mono)-
Faktorisierung.

10. Es sei C lokal klein und Durchschnitte und FEgalisatoren existieren. Dann
besitzt jeder Morphismus eine (extrem-Epi, Bi,stark-Mono)-Faktorisierung.

Beweis. Alle treuen Funktoren reflektieren Epi’s, denn aus a0 f = S o f folgt
F(a) o F(f) = F(B) o F(f) und somit F(a) = F(8) also a« = 3. Umgekehrt sei
F(a) = F(B) und m der Equalizer von o und §, dann ist nach Voraussetzung F'(m)
der Equalizer von F(a) = F((3), also F(m) ein Iso und somit m ein Epi, also o = .

Wenn pom = 1, dann ist m der Egalisator von 1 und mop, denn 1lom = mopom
und aus 1o f = mopo f folgt dafl po f der eindeutige Morphismus mit mo(po f) = f
ist.

Wenn m = Equ(f, g), dann ist m ein Mono, denn aus m o o = m o 8 folgt wegen
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der Limeseigenschaft o = 3. m ist stark, denn

m

o >—>

T\\

« >
e

Ein Objekt U mit zwei Morphismen ¢ und s erfiillt genau dann die Kommmutati-
vitétsbedingung des Durchschnitts (X, f)N (X, g), wenn r = s und fot = gos gilt,
also fiir t = s die Kommmutativitidtsbedingung des Equalizers Equ(f, g) erfiillt ist.

(1=2) nach , denn das 0-fache Produkt liefert ein terminales Objekt. (1<2)

nach , denn das zweifache Produkt ist das Pullback der eindeutig bestimmten
Morphismen in ein terminales Objekt.

(2=-3) denn Durchschnitte sind spezielle Pullbacks und Produkte sind Pullbacks
der eindeutigen Morphismen in ein terminales Objekt. (3=1) denn der Equalizer
von f und g kann als Duchschnitt der beiden Schnitte X x f, X xg: X — X xY
dargestellt werden.

[6]

B
:"\\ m:Equ(a,ﬁ)

E

Dann ist m ein Iso, also a = 3 also e ein Epi.
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Sei f: X — Y und m : D — Y der Durchschnitt aller Mono’s Z — Y, iiber
welche f faktorisiert. Dann gilt:

X - ! Y
o /
N
e (3) % m
, @)
S o— )
Prmom/

Nach @ ist nun e ein extremer Epi.

Es sei ein Diagramm der Form
X>"=Y
Pk
X —Ss vy
mit extremen Mono m gegeben. Um eine Diagonale zu konstruieren betrachten wir

die Klasse M aller starken Mono’s m : ¢ — Y iiber welche m und s faktorisieren.
Sei d : D — Y ihr Durchschnitt. Dann gehort d selbst zu M. Es sei p,q so dal

qog:pogundkjiz EqU/(p?q)

X > Y
g d
A q
r E Y*ki D = . s
X/ € 77:7:':": Yl

Es gehort auch d o k zu M, denn m faktorisiert offensichtlich iiber d o k, und weil
k ein starker Mono ist, faktorisiert auch s iiber d o k. Also ist k ein Iso, und somit
g ein Epi. Da m ein extremer Mono ist, ist g ein Iso.

Sei f: X — Y ein beliebiger Morphismus. Dann betrachten wir die Klasse M
aller starken Mono’s m : ¢ — Y iiber welche f faktorisiert. Sei d : D — Y der
Durchschnitt und e : X — D die zugehorige Faktorisierung. Dann ist e ein Epi,
denn aus aoe = foe, folgt fiir den Egalisator k : £ — D von « und 3, daf f iiber
d o k faktorisiert, also k ein Iso ist, und somit o = 3, d.h. e ein Epi ist.

folgt aus und . O

3.11 Beispiel. In T'op haben wir folgende (stark-Epi,Bi,stark-Mono)-Faktorisierung:

b, b
X/ ~p == f[X]
wobei ~; die von f erzeugte Aquivalenzrelation z; ~; x9 < f(z1) = f(x2),

7w : X — X/ ~ die kanonische Projektion und X/ ~; die finale (d.h. Quotienten-
)Topologie bzgl. 7 trage. Weiters sei f[X] versehen mit der initialen Topologie
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beziiglich der Inklusion m : f[X] < Y und f : X/ — f[X] die von f induzierte
Abbildung [z] — f(z).

In Haus haben wir folgende (stark-Epi,Bi,stark-Mono)-Faktorisierung;:

3.12 Projektive Limiten

Sei...Xpn11 € X, C... C X C Xp, dann wird der Durchschnitt X := (1, cjy Xn
auch durch folgendes Diagramm beschrieben:

< frt1 Xn+1 c fn X, (fn—l
Koo
A
!
U

Allgemeiner kénnen wir die Inklusionen durch beliebige Abbildungen ersetzen, oder
noch allgemeiner, ein Diagramm X iiber einer gerichteten Menge (I, ) betrachten.
Gerichtetheit bedeutet, dafl zu 7,7’ € I ein ¢ > 4,7’ in I existiert. Wir haben also
Objekte X; zu jeden ¢ € I und fiir ¢ > ¢ einen eindeutig festgelegten Morphismus
f: Xi — Xy, die mit Zusammensetzung vertriiglich sind. Der PROJEKTIVE (oder
auch INVERSE LIMES) liﬂlie ; Xi = Xoo ist dann die Losung folgenden universellen
Problems:

Er kann in Set wie folgt beschrieben werden:
lﬂle = {(mz)z S HXZ ti-i = X; — mi/},
el i€l

diese Tupeln (x;); € I nennt man auch die Féden.

3.13 Lemma. Es sei (I, >) eine gerichtete Menge und J C I eine initiale Teilmen-
ge, das soll heifien: fiir jedes i € I existiert ein j € J mit j > i. Sei F: (I,>) —C
ein Funktor. Dann existiert @F genau dann, wenn gnF |; existiert, und die bei-
den sind gleich.

Beweis. Wir beschreiben einen Isomorphismus zwischen den Kategorien von Ke-

geln (siehe ) iiber F und F|;:

Keg(F) = Keg(Fly), (fi)ier = (fi)ies-
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Zu jedem Kegel (f; : ¢ € I) von F assoziieren wir den Teilkegel (f; : i € J) von
F| ;. Umgekehrt konstruieren wir aus einem Kegel (f; : j € J) von F|; wie folgt
einen Kegel (f; : 4 € I) von F. Nach Voraussetzung existiert fiir 4 € I ein j € J mit
j > i. Sei F}j; das Bild des Morphismuses j — 4 unter F' und f; := Fj; o f;. Diese
Definition héngt nicht von der Wahl von j ab, denn sei j' > 4, dann existiert wegen
der Gerichtetheit ein ' mit ¢/ > j und ¢’ > j/ und somit wegen der Initialitit ein
4" = i'. Im Diagramm

ist dann
Fj,i O fj = j,i (o] Fj”,j (@] fj// = Fj”,i [e] fj” = Fj',i o Fj”vj/ (@] fj” = Fj',i O f]/

Weiters ist (f; : i € I) ein Kegel fiir F', denn sei i > ¢’ und j > ¢, dann ist f; := Fj ;0
fi = FywoFj0f; = F; o f;. Offensichtlich ist Erweitern gefolgt von Einschrénken
die Identitidt. Umgekehrt sei fiir ¢ € I der aus der Einschrinkung konstruierte
Morphismus f;. Dann ist f; := F;; o f; = f;. Also haben wir eine Bijektion auf
Kegeln. Auf Morphismen zwischen Kegeln wirken wir mit der Identitit. Falls A :
(fj:5€J)—(g5:j€J)ein Morphismus ist, soauch h: (f;:i € 1) — (g; : i € I),
denn gioh=Fj;0gj0h=Fj;o f; = fi.

F(j) ————F

— o,
15 Y : F(i')
%
fi’
X

V

3.14 Folgerung. Es sei (I,>) eine gerichtete Menge und F : (I,>) — C ein
Funktor.

O

1. Falls {io} ein mazimales Element von (I,>) ist, so ist F(ig) Limes von F.

2. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf8 I ein mi-
nimales Element besitzt, denn fiir ig € I ist [ig,00) :={i € I 1 i = ip} eine
initiale Teilmenge mit kleinsten Element ig.

3. Ist I unendlich abzdihlbar, so existiert eine monotone Finbettung von ¢ :
(N, <) < (I,>-) mit initialen Bild. Also ist lim F = lim F o .. Anstelle
abzdihlbarer projektiver Limiten gentigt also projektive Limiten von Folgen
zu betrachten.

Beweis. | 1 |ist offensichtlich, da lim F[;,y = F(io).

ist offensichtlich. | 3 | Sei I = {xy : k € N} und wiihle rekursiv ¢(n) mit ¢(0) = zg
und ¢(n+ 1) > ¢(n) und ¢(n + 1) = x,. O
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3.15 Lemma. FEs seien X; Objekte von C, fiir welche alle endlichen Produkte
[Licr Xi emistieren (d.h. F' C I endlich). Dann ist

[1x= i [[x

icl F %llieF

Beweis. Es sei X : {F : F C I, endlich.} — C ein Funktor, der auf Objekten F
vermoge Xp := [[;cp Xi und auf Morphismen F' 2 F’ durch Xpp @ Xp — Xp
durch prf "oX rr = pri fiir alle i € F' gegeben ist. Wir miissen zeigen, daf

Keg(X) = Keg(X), wobei die Funktoren durch

(Y7 (fi: Y — Xi)ie[) = (Ya ((f)ier : Y = ] Xi)F); h—h

ieF
Je{i} iEF
gegeben sind. Sie sind offensichtlich wohldefiniert und invers zueinander. O

3.16 Definition. Allgemeine Limiten. Ganz allgemein kénnen wir zu einen
Diagramm, d.h. einen Funktor X : Z — Set auf einer kleinen Kategorie Z, den
LiMES lim X als Losung folgenden universellen Problems (YU, f; mit X}, o f; = fi)
beschreiben:

Wenn wir also ein Objekt U zusammen mit einer Familie von Morphismen f; :
U — X; fiir alle Objekte ¢ von Z, welche fiir jeden Morphismus h : i — 7’ in Z die
Gleichung X, o f; = f; erfiillen einen Kegel iiber X nennen, dann ist der Limes
von X ein Kegel iiber X, sodafl jeder andere Kegel (U, (f;);) einen eindeutigen
Morphismus f : U — lim X zuléit, der fiir alle Objekte ¢ in Z die Gleichungen
pi o f = f; erfiillt.

Wie zuvor kénnen wir lim X in Set als Teilmenge aller Faden in [],.; X; berechnen.

iel
D.h. limX = {(Ii)ie] € [lier Xi + Xn(w;) = xy fiir alle Morphismen h : i —

i in I}.

Die Definition des Limes eines Diagramms X in Set 148t sich sofort auf Diagramme
in beliebigen Kategorien iibertragen und wir haben die Spezialfille von terminalen
Objekten (Z = ), Produkten (Z diskrete), Durchschnitten (Z ein Cokegel von
Mono’s), Inversen Bildern, Aquivalenzrelationen, Pullback’s (Riickzieher) (Z zwei
Pfeile mit gleicher Codoméne), Egalisatoren (Differenzkerne) (Z zwei Pfeile mit
gleicher Domiine und Codomiine), projektive (=inverse) Limiten (Z eine nach unten
gerichtete Menge).
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Man sagt Z-Limiten existieren oder auch C ist Z-VOLLSTANDIG, wenn fiir jeden
Funktor F' : 7T — C ein Limes existiert. Wenn dies fiir alle kleinen Kategorien 7
gilt, so sagt man C sei VOLLSTANDIG.

Fiir jedes Diagramm X : Z — C konnen wir die Kategorie Keg(X) der KEGELN
iiber X betrachten: -

Als Objekte haben wir also Paare (Y, (f;);) von Objekten Y in C und Morphismen
fi Y — X, fiir alle Objekte ¢ € 7.

Morphismen von (Y, (f;);) nach (Z,(g;);) sind Morphismen ~ : ¥ — Z in C mit
gioh = f; fiir alle 4. Ein Limes von X ist dann nichts anders als ein terminales Objekt
in Keg(X). Es sind sowohl terminale Objekte Spezialfille von Limiten als auch
umgekehrt. Insbesonders sind Limiten bis auf Isomorphie in Keg(X) eindeutig.

3.17 Theorem. Es sei C eine Kategorie. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

Limiten beliebiger endlicher Diagramme existieren;

Endliche Produkte und 2-fache Egalisatoren existieren;

Endliche Produkte und 2-fache Durchschnitte (von Schnitten) existieren.
2-fache Pullbacks und ein terminales Objekt existiert.

W N

Ebenso sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1’. Limiten beliebiger Diagramme existieren;

2’. Produkte und 2-fache Egalisatoren existieren;

3’. Produkte und 2-fache Durchschnitte (von Schnitten) existieren.
4’. Endliche Limiten und projektive Limiten existieren.

Beweis. (=>) ist trivial.

(:>), denn O-fache Produkte sind terminale Objekte, 1-fache Produkte sind
die Objekte selbst, 2-fache Produkte sind PB beziiglich der Abbildungen in ein
terminales Objekt und beliebige hohere endliche Produkte konnen wir rekursiv
nach berechnen. Weiters sind Durchschnitte spezielle Pullbacks.

(4=3) folgt aus .
(:>) folgt aus |3.10.4 |, denn den Egalisatoren E(f,g) konnen wir als Durch-

schnitt der Schnitte (X, f) und (X, g) von X — X X Y berechnen.

( = ) Die Idee ist, dafl wie in Mengen der allgemeinen Limes als jenes Teilob-
jekt des Produkts gegeben ist, welches durch die Gleichungen xcoqn, = X (h)(Zdomn)
mit allen Morphismen h von Z gegeben ist, d.h. als Durchschnitt der Egalisatoren
die durch pro g, = X (h) 0 pryomp, beschrieben werden. Wie iiblich kann man aber
viele Gleichungen durch eine vektorwertige Gleichung ersetzen, also den Egalisator
der beiden Morphismen «, 3 : [[; X; — [, Xcodn, welche wegen der universelle
Eigenschaft des Produkts [], Xcoan wie folgt durch ihre Komponenten gegeben
sind:

Xcod h

PTcod h
Pry

[ X :::é:; [, Xcoan

Pldom h i lprh

Xdomh X, > Xcodh
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Wir miissen nun zeigen, dafl Keg(%) = Keg(X). Die beiden Funktoren sind dabei
B
durch

Y, (f)i:Y = [[X) S (Y (fi: Y = X0)); hSh
i€l

geben. Dies sind offensichtlich wohldefinierte zueinander inverse Funktoren, denn

Y $’X'L Xcodh

Pleod b
pr; pry

«@
ILX: o ZT, Xeoan

B
PTdom h i lpfh

Xdomh X, > Xcodh
.

wenn f:Y — [, X; ein Kegel von = ist, dann ist f; := pr; of einen Kegel von X,
B

denn fiir h : ¢ — ¢/ in T ist Xp 0 f; = Xpopr;of = prj, 0ofof = pr,oaocf =pr, of =
fir und umgekehrt gilt fiir jeden Kegel (Y,(f;)) von X, daB8 (f;) : ¥ — [[, Xu
ein Kegel fiir den Egalisator ist, denn pryoa o (f;) = pregano(fi) = feodn =
Xp o faomn = Xn 0 Praomp o(fi) = prj, 0B o (fi). O

3.18 Limiten in einigen Beispielen konkreter Kategorien.

Gru: Das kartesische Produkt [], X; von Gruppen X; la8t sich auf eindeutige Weise
so zu einer Gruppe machen, dafl alle Projektionen pr; : I, Xi — X; Gruppen-
Homomorphismen werden, nédmlich durch komponentenweise Multiplikation. Mit
dieser Struktur hat [], X; die universelle Eigenschaft des Produkts in Gru.
Weiters ist der Durchschnitt von (zwei) Untergruppen einer Gruppe wieder eine
Gruppe, also folgt aus , dafl beliebige Limiten existieren und sie wie iiblich
(d.h. wie in Set) berechnet werden kénnen.

Wir werden spéter noch sehen warum sich Limiten in sehr vielen konkreten Ka-
tegorien C auf diese Weise berechnen lassen, d.h. der Vergififunktor V' : C — Set
stetig ist.

Top: Es gibt eine grobste Topologie auf dem kartesischen Produkt topologischer
Réume X;, so daB alle Projektionen pr; stetig werden, ndmlich die Produkttopolo-
gie, die als Subbasis ihrer offenen Mengen gerade die Urbilder von offenen Mengen
unter den Projektionen hat. Offensichtlich erfiillt das Produkt mit dieser Topolo-
gie die universelle Eigenschaft. Weiters triigt der Durchschnitt (angeschlossener)
Teilrdume wieder eine Topologie, ndmlich die Spurtopologie (sie hat als Basis der
offenen Mengen die Spuren offener Mengen in Z auf X NY’). Offensichtlich hat sie
wieder die universelle Eigenschaft des Durchschnitts. Nach lassen sich also
Limiten wie in Set berechnen, wobei die Topologie die Spurtopologie der Produkt-
topologie ist.

Es steckt da dahinter, daf initiale Strukturen beziiglich des Vergifunktors V :
Top — Set existieren. Dabei versteht man unter einer initialen Quelle (oder Kegel)
eine Familie f; : X — X; von Morphismen so daf fiir jedes Objekt Y und jede Ab-
bildung ¢ : V(Y) — V(X) mit f; 09 € V(A(Y, X;)) fir alle ¢ auch g € V(A(Y, X))
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liegt.
3 o
y o vieo X vix
/(1) .
V(Y)

Wir sagen dann, daf (X, f;) eine initiale Quelle iber (V(X), V(f;)) ist. Wenn jede
Quelle g; : Z — V(X;) eine initiale Quelle iiber sich besitzt, so sagen wir, dafi A
beziiglich V' : A — B initiale Strukturen besitzt.

Offensichtlich besitzt Top initiale Strukturen beziiglich V : Top — Set, und der
Limes eines Diagramms X in Top ist gerade die initiale Quelle {iber den Kegel
limV o X.

Wir kénne die beiden obigen Beispiele nun kombinieren um z.z. daf sich Limiten
auch in TV.R und LKV auf die iibliche Weise berechnen lassen.

Ban: In Ban haben wir endliche Produkte die durch [[, E; mit & — max{]|z;|| :
i} gegeben sind. Hingegen existieren beliebigen Produkte nicht im allgemeinen:
Angenommen es gébe das Produkt E von abzdhlbar vielen Faktoren R. Dann wére
E~ L(R,E) — [[y L(R,R) = R eine stetige Bijektion. Das Bild des Einheitsballs
wére dann eine absorbierende beschriankte Menge die nicht existiert.

Wenn wir aber Ban durch die Kategorie Ban; der Kontraktionen (d.h. ||-|| < 1)
ersetzen, dann existieren beliebige Produkte (und somit Limiten), und zwar ist das
Produkt der E; gerade der Raum {(z;) € [[, X; : sup{||z;|| : i € I} < oo}.

3.19 Proposition. Sei Z eine kleine Kategorie, und C sei Z-vollstindig. Dann
existiert ein Funktor lim : CT — C, s.d. die Projektionen p; natiirliche Transforma-
tionen lim — ev; definieren.

Beweis. Wir definieren lim auf Objekten F von C%, d.h. Funktoren F : T — C durch
(lim)(F) := lim F. Fiir CZ-Morphismen f : ' — F’ (d.h. natiirliche Transformatio-
nen), erhalten wir durch Zusammensetzen mit dem Kegel p; : lim F' — F(i) einen
Kegel von F’ und somit existiert ein eindeutiger Morphismus f : lim F' — lim F”,
s.d. alle p; natiirliche Transformationen werden.

F(f)

F@i') ——= F(i) ev,; (F)
f=(fi): lim F T i fi
! lim; f; F’
/ | F/(i) 2L Py —— evi(F)
: p,:-/
:
lim F’ 1 O

3.20 Theorem. Iterierte Limiten. Es sei F' : 7 x J — C ein Funktor, wobei T
und J klein sind, und zwar so, dafy F(i,_) : J — C fiir alle Objekte i in T einen
Limes (limg F(i,_), (p});) besitzt. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Funktor
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L:7 — C mit L(i) = limy F(i,_) und so, daf$ p; eine natirliche Transformation
L — F(_,j) wird.

Dieser Funktor L hat genau dann einen Limes, wenn F einen hat, und es gilt
limz L = limz« 7 F, oder suggestiver

lim m F( ) = i Fli ).
ie1 jeq (@) (1)eTxT (0,9)

Beweis. L ist ein Funktor: Es sei dazu f : ¢ — 4’ ein Morphismus in Z. Dann
ist F(f,-) : F(i,-) — F(i,_) eine natiirliche Transformation und die Komposition
mit dem Kegel (p;)j liefert einen Kegel fiir F(i’,_) und somit einen Morphismus
L(f) : limy F(i,) — limg F (i, ).

F(i, L.
F(i, j) —29L pi, )

lim; L(4)

F(f.3")

v
limj F(il, -

L(Vz" )

)
Bleibt noch zu zeigen, dal Keg(L) = Keg(F'). Die Funktoren sind durch
(K (Pz‘)z‘el) - (Y’ (®} Opi)iel,jeJ>7 h—h

(Y, ((Pi,j)jeil)iel) A (Y, (pi,j)ie[,jeJ), h«h

gegeben. Sie sind offensichtlich wohldefinierte Funktoren und invers zueinander. [

3.21 Folgerungen.
e Produkte kommutieren miteinander, d.h.

IMIIx:= II x;=II111xs

iel jeJ (i,4)€IxJ jeJiel

Dies zeigt also die Assoziativitit des Produkts, wie wir sie in bereits behandelt
hatten.
e Produkte kommutieren mit Egalisatoren, d.h.

1 Eau(ai, ;) = Equ (H ai, [ ] 51')

iel iel el
Wenn wir jeden Monomorphismus m, die sich als Egalisatoren zweier Morphismen
schreiben lassen, als REGULARE MONO’s bezeichnen, so ist zeigt dies also, dafl das

Produkt reguldrer Mono’s wieder ein reguldrer Mono ist.
e Produkte kommutieren mit Pullbacks, d.h.

[IPB(ai. 5:) = PB(H ai,Hﬁi).

i€l
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Da ein Morphismus m genau dann ein Mono ist, wenn

i\

—_
*e——> 0

|

ein Pullback ist, und weil Produkte von Einheiten Einheiten sind, ist ein Produkt
von Mono’s ein Mono.
e Schliefllich kommutieren Pullbacks mit Pullbacks. Wir miissen also ein Produkt

zweier Quadrate
l t
b r

betrachten, d.h. einen Hyperwiirfel, oder wenn wir nur die wesentlichen Ecken ein-
zeichne folgendes Diagramm:

l

|

X X
//’
Xi,1 Xr
- 7

e e
“ g
Wenn wir den degenerierten Fall betrachten, wo X;; = X;; und X;, = X,.; und

die drei oberen kleinen Quadrate Pullbacks sind, so ist das folgende grofie Quadrat
genau dann ein PB, wenn es das unter kleine Quadrat ist.

Xt
Xl t Xr,t
- 7
/ (1) (1) \
Xl l PB Xr,r
~ 7 % 7
(1) (2) (2) (1)
PB PB
. 7
@ ®
PB
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Wenn wir schliefflich noch weiter darauf spezialisieren, dafl X;; = X, dann ist

das genau die Aussage aus
Xt
X Xt
N 7
1), e \

PB Xy
¥ P

(3) @)
PB

3.22 Folgerung. Punktweise Limiten. Es sei F : T — C7 ein Funktor. Falls
jede Zusammensetzung evj ol : 1T — C7 — C einen Limes besitzt, so auch F, wobei

lim F' ein Funktor J — C ist, mit (lim F')(j) = lim(ev; oF").

Beweis. Wir kénnen F als Funktor F': 7 x J — C auffassen (!) und den ersten
Teil von anwenden, um einen Funktor L : J — C mit L(j) := lim F(_, 5)
zu erhalten. Fiir jedes Objekt 7 in Z haben wir eine natiirliche Transformation
L — F(i,_), welche durch die Projektionen lim F'(_,j) — F(i,]) gegeben ist. Es
1&8t sich leicht nachrechnen, dafi dies eine Kegel {iber F' definiert, der sogar ein
Limes von F' ist.

L
limg B(j) o Timg B

F(i,g)

F(i'.g)

3.23 Folgerung. Falls also C vollstindig ist, so auch C7 . Der Homfunktor Hom :
TP x T — Set induziert eine (volle) Einbettung Hom" : T — Set™ in eine
vollstandig (und covollstindige) Kategorie.

Beweis. Das Hom" : 7 — @Iop eine Einbettung ist, sieht man leicht ein. Das sie
auch voll ist wird aus dem Yoneda-Lemma folgen. Die Vollstédndigkeitsaussagen
folgen sofort aus da Set vollstindig und covollstindig ist. O
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Colimiten

3.25 Definition. Es sei 7 eine kleine Kategorie. Unter den COLIMES eines Funktors
F : I°? — C verstehen wir ein initiales Objekt in der Kategorie Cokeg(F') der
COKEGELN iiber F'. Diese hat als Objekte Cokegeln, d.h. Objekte Y in C zusammen
mit C-Morphismen p; : X; := F(i) — Y fiir alle Objekte i in Z, s.d.

) h .
i 1!

/
p;

’
Py

Xi XZ'/

X
Y

if

/

und Morphismen (Y, (p;);) — (Y, (p;):) sind gerade jene C-Morphismen f : Y —
Y”’, die alle obigen Dreiecke kommutativ machen.
Ein Colimes colim F' von F hat also folgende universelle Eigenschaft (VU, f; mit

Xno fi = fi)

Insbesonders heiflen die dualen Konstruktionen zu Limiten, terminalen Objekten,
Produkten, Egalisatoren, projektiven Limiten (=inversen Limiten), Pullbacks und
Durchschnitten wie folgt: Colimiten, initiale Objekte, COPRODUKTE(=SUMMEN),
COEGALISATOREN, INDUKTIVE(=DIREKTE) Limiten, PUSHOUTS(=RAUSSCHIEBER)
und CODURCHSCHNITTE.

3.26 Beispiele von Summen. Nach geniigt fiir die Existenz von allge-
meinen Colimiten sicherzustellen, daff Summen und Coegalisatoren existieren, oder
auch induktive Limiten, endliche Summen und Codurchschnitte.

In Set ist die disjunkt(gemacht)e Vereinigung | |, X; := |J,; {7} x X; zusammen mit
den Inklusionen inj; : X; < | |; X; offensichtlich ein Coprodukt (Daher auch die
Bezeichnungsweise | |).

Ebenso ist in T'op und in Haus die disjunkte Vereinigung zusammen mit der finalen
Topologie beziiglich der Inklusionen X; — | |, X; ein Coprodukt.

Fiir algebraische und analytische Kategorien diirfen wir aber nicht erwarten, daf}
das Coprodukt als zugrundeliegende Menge das Coprodukt in Mengen hat. In der
Tat sieht im Unterschied zu Produkten das Coprodukt in den iiblichen Kategorien
oft sehr verschieden aus:
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In Hgru, Monoid und Gru kann man das Coprodukt (=das freie Produkt) zweier
Objekte X und Y wie folgt beschreiben. Man betrachtet die Halbgruppe F(X LY
aller endlichen Folgen (z1,...,2,) in X UY (in den letzten beiden Féllen, die leere
Folge miteingeschlossen) mit der Aneinanderfiigung (Concatenation) der Folgen als
assoziative Operation. Wir haben injektive Abbildungen X, Y C XY C F(XUY).
Diese sind aber nicht multiplikativ. Nun betrachten wir die Kongruenzrelation ~ auf
F(XUY), welche von (z,2") ~ (z2') mit z,2’ € X und (y,y’) ~ (yy') mit y, ¢ € Y
erzeugt wird. Durch moglichst weitgehendes Ausmultiplizieren kénnen wir in jeder
Aquivalenzklasse einen eindeutig bestimmten Reprisentanten der Form (#1,--+, 2n)
finden, wobei alle z; aus abwechselnden “Komponenten” X oder Y von X LY sind
und keines eine Einheit ist. Es ist dann X [[YV :=X+xY = F(XUY)/ ~.

In AGru, R-Mod, Vekt, Ban und LKV stimmt das zweifache Coprodukt iiberein
mit den zweifachen Produkt. Allgemeine Coprodukte sind die direkte Summe (als
Teilmenge des direkten Produkts) versehen mit einer feineren Topologie im letz-
ten Fall, und im vorletzten existiert es nicht, denn sonst wire L([[(R,R) —
[Iy L(R,R) eine stetige Bijektion (siche Produkte). In Ban, hingegen existieren
beliebige Coprodukte {(z;) € [[, E; : [[(xi)]l1 := >, |l=i]| < oo}. Beachte, daf fiir
normierte Radume mit Kontraktionen bereits der Teilraum der Folgen mit endlichen
Tréager das Coprodukt bildet.

In kommR-Alg+1 ist das zweifache Coprodukt das Tensorprodukt und in einer par-
tiell geordneten Menge das Infimum (bzw. Supremum), wobei ¢ > i’ als Morphismus
i — i’ (bzw. als ' — 7) interpretiert wird.

3.27 Proposition. Fs sei C eine semi-additive Kategorie, d.h. der Homfunktor
Hom : C°? x C — Set liftet lings kommMon — Set. Dann sind dquivalent:

1. (X xY;p1,p2) ist ein Produkt von X mitY;

2. Es ist (X X Y;p1,p2) ein Produkt und (X x Y,iq1,is) ein Coprodukt und
Pr Ot = (;k,l fir k)l e {1,2},’

3. Es ist (X X Y;p1,pa;it,ia) ein Biprodukt, d.h. i1 o py +i2 o po = 1 und
Pk od; = Op.

Weiters besitzt eine endlich Produkt-vollstindige Kategorie genau dann Biprodukte
im Sinn von , wenn sie eine eindeutige semiadditive Struktur zuldft.

Beachte, dafl jede semiadditive Kategorie nach automatisch punktiert ist,
folglich macht d,; auch fiir k # [ eine Sinn, némlich 0.

Beweis. (:>) Wir definieren 4; und is durch p; o4y = d; vermoge der uni-
versellen Eigenschaft des Produkts. Dann ist p; o (i1 0p; +i20ps) = pjoijop;+0 =
pj = pj o1 und somit i; op; +i20pa = 1.

(:) Es geniigt | 1 | zu zeigen. Sei f; : X — X gegeben. Falls p; o f = f; ist,
so gilt ij opjo f=1ijo0 f; und somit f =3 ijopjo f =73 i;0 f; und wenn wir
diese Gleichung als Definition fiir f verwenden, so ist f der gesuchte Morphismus.

Man definiert die Addition von f,g: A — B durch

A1 B

2 T

ApA——Ba&B O
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3.24 Beispiele fiir Quotienten. Die iibrigen Limiten sollten wohl mittels der
dualen Konstruktion zu Teilobjekten also mittels Quotientenbildung erhalten wer-
den. Wir behandeln zuerst Fille, wo dies leicht geht. Dazu erinnern wir uns, dafl
wir in Kongruenzen ~C X x X als Pullback von Morphismen f : X — Y

definiert haben:
X Y
pry T Tf

pTy X
In Gru ist eine Kongruenz ~ durch N := {g € G : g ~ 1} eindeutig bestimmt, und
zwar sind die auftretenden N genau die Normalteiler, denn

(z,y) € PB(f.f) & f(z) = fly) & fla™'y) = f() "' f(y) =1 & a7y € ker(f).

Beachte also, da8 ~= p~1(N), wobei u1: G x G — G durch (g, h) — g~ 1h gegeben
ist.

Der Coegalisator von pry,pry : ~ — X sollte gerade die Projektion 7 : X —
X/ ~ sein, denn in Set gilt: w(x1) = 7(x2) & 1 ~ T2 & (x1,22) €~, also ist
w(pry(z1, 22)) = w(x1) = 7(x2) = w(pry(z1, x2)) fur alle (x1,22) €~. Sei g : X —
Y’ eine Abbildung mit g o pr;y = g o pry auf ~, dann ist g(z1) = g(x2) fiir alle
21 ~ x9 und somit ist g : [x] := 7(x) — g(z) die eindeutig bestimmte Abbildung
mit g =gom.

In algebraischen Kategorien C trigt X/ ~ auf eindeutige Weise die Struktur eines
Objekts, s.d. m: X — X/ ~ ein Morphismus wird. Der gleiche Beweis zeigt dann,
daB m auch Coequalizer in C ist.

Ubrigens ist in dieser Situation (7,7) das Pushout von (pry, pry), denn wenn f; o
pr; = fa opry so auch fi = f1 opry oA = fy 0 pry oA = f5 und somit existiert der

f

—_

gewiinschte Morphismus f : Coequ(pr;, pry) — cod f1 = cod fa.

Fiir zwei beliebige Morphismen o, 3 : X — Y bzw. o : Z - X und f: Z — Y
wird aber a(z) ~ 3(z) keine Aquivalenz-Relation auf Y (bzw. X x Y') beschreiben.
Die erzeugte Aquivalenz-Relation, wird keine Kongruenzrelation sein, also miissen
wir die erzeugte Kongruenzrelation = betrachten, und den Coequalizer (bzw. das
Pushout) als Y/ = bzw. X [[Y/ = ansetzen.

Sei z.B. f,g : H— G zwei Gruppenhomomorphismen. Dann ist der Coegalisator in
Gru von f und g durch G — G/N geben, wobei N der von {f(z) " lg(x) : 2z € H}
erzeugte Normalteiler ist. Wenn f und g Werte in verschiedenen Gruppen haben,
dann ist das Pushout (=amalgamierte freie Produkt) gerade G1 * G3/N.

In Top ist das Pushout von zwei Morphismen f : A — X und g : A — Y ins-
besonders im Fall f : X D A — Y fiir abgeschlossenes A interessant (oder noch
spezieller, fir A= 5" C D" =Y), dann ist X [[, Y = Y Uy X. Man zeigt (siche
Stocker-Zieschang,1.3.134+14), da8 Y C Y Uy X ein abgeschlossener Teilraum ist
und f einen relativen HomGomorphismus induziert.

A Y

|

X4>YUfX

In Haus miissen wir noch Hausdorflizieren.

Induktive Limiten. In Hinblick auf kénnen wir aber noch einen anderen
Colimes betrachten, wo dieser Ubergang zur erzeugten Kongruenz nicht notwendig
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ist, ndmlich den induktiven Limes. In den meisten algebraischen Kategorien kénnen
wir ihn als | |, X;/ ~ definieren, wobei z; ~ zy & 3" > 4, mit Xm ;(z;) =
Xi”,i/(xi/)'

Beispiel: Es sei X = |J X,, mit X,, C X,,41. Dann ist X = lii)an in Set. In Gru
ist jede Gruppe der induktive Limes seiner endlich erzeugten Untergruppen. Das
Coprodukt ist wegen immer der induktive Limes seiner endlichen Teilcopro-
dukte. Es ist die quasizyklische Gruppe Z(p*>) = h_H)lZ(pn), wobel Z(p") := Z/p"Z
als Teilmenge von S' C C aufgefafit wird.

In analytischen Kategorien miissen wir dies noch mit der finalen Struktur beziiglich
all der Abbildungen inj; : X; — hi)nX versehen. Man beachte, dafl diese Topologie
fir LKV anders aussieht als fiir Top.

Z.B. sind die Kelley-Rdume genau die induktiven Limiten der kompakten Rdume
in Haus. Und die (ultra-)bornologischen Vektorrdume sind genau die induktiven
Limiten von normierten Rdumen (Banachrdumen) in LKV.

3.28 Lemma. Sei C eine Kategorie fir welche Pullbacks und Pushout existieren.
Dann haben wir eine Galoisbeziehung (siehe ) zwischen Kegeln Keg(X,Y') und

Cokegeln Cokeg(X,Y) die durch PO und umgekehrt PB geben ist. Im Fall X =Y
erhalten wir durch Einschrinkung auf (p,q) mit (1,1) > (p,q) und auf die Kegeln
A : CoKeg(X) — CoKeg(X, X) ebenso eine Galoisbeziehung, die einen Isomor-
phismus zwischen Kongruenzen und reguldren Epis liefert.

Die Quasiordnung auf Keg(X,Y) ist dabei durch (Z, (h,k)) = (Z', (0, K)) &
Af: Z —Z' mit K o f = hund ¥ o f = k gegeben und analog fiir Cokeg(X,Y).

Beweis. Monotonie und Galois-Eigenschaft folgt sofort aus:

//:X\

/]

t,
t
o p>e o Lk>e
S
q s

N/

Die Einschrankungen sind wohldefiniert, denn 1 : X = X ist ein Kegel eines Kon-
gruenzdiagramms, also ist (1,1) > (p,q) und die Umkehrung haben wir oben ge-
zeigt. O

\

3.29 Folgerung. Sei ein Quadrat

iﬁ

gegeben. Dann sind dquivalent:

1. Das Quadrat ist ein Doolittle Diagramm (auch kartesisches Quadrat ge-
nannt), d.h. zur gleichen Zeit PB als auch PO;

2. (p,q) = PB(r,s) und (r,s) ist ein PO;

3. (p,q) ist ein PB und (r,s) = PO(p,q).
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Beachte, dafl dies nicht zu “(p, q) ist ein PB und (r, s) ist ein PO” dquivalent ist:
X 0

1T To
X X

Beweis. ( = , ) ist offensichtlich.
( = , analog = ), denn PO und PB sind inverse Isomorphismen zwi-

schen PB’s und PO’s, also folgt aus (p,q) = PB(r,s), daf} (r,s) = PO(p,q). O

—_—

_

3.30 Folgerung. Sei ein Quadrat
[ ] $ ®
I
o —— 0
q
gegeben. Dann sind dquivalent:

1. Das Quadrat ist ein Doolittle Diagramm (kartesisches Quadrat), d.h. zur
gleichen Zeit PB als auch PO;

2. (p,q) = PB(e,e) und e ist requlirer Epi;

3. (p,q) ist eine Kongruenz und e = Coequ(p, q).

Beweis. Falls (p,q) eine Kongruenz ist, so gilt (1,1) > (p,q) und dann ist e =
Coequ(p, q) genau dann wenn (e, e) = PO(p, q) ist. O

3.31 Bemerkung. Homomorphiesatz. Falls Kongruenzen und Coegalisatoren
existieren so konnen wir jeden Morphismus f: X — Y als f = m o e faktorisieren,
wobei e der Coegalisator von pry,pry : ~ — X und (~;pry,pry) die durch f
bestimmte Kongruenz ist. Offensichtlich ist e ein regulérer Epi. Die Frage ist, ob m
ein Mono ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Zusammensetzung regulérer
Epi’s wieder ein regulédrer Epi ist.

(<) Betrachte

Z*>‘

wobei €’ der Coegalisator zweier Morphismen «, 3 ist, die m o o = m o 3 erfiillen.
Dann ist €’ o e ebenfalls Coegalisator von (pry,prs): In der Tat ist das Quadrat
(¢ oe) opry = (¢ oe) opry ein Doolittlediagramm nach , denn (pry,pry) ist
die Kongruenzrelation zu f und somit auch zu e’ o e und €’ o e ist ein regulirer Epi
nach Voraussetzung. Somit ist €’ ein Iso, also a = 3, d.h. m ein Mono.

(=) Die Zusammensetzung e oey zweier regulirer Epi’s besitzt nach Voraussetzung
eine (regulir-Epi,Mono)-Faktorisierung m o e = e; o e3 und da es ein starker Epi
ist gibt es ein d mit e; = m o d und da e; ein extremer Epis ist, ist m ein Iso, d.h.
e = ey o eg ist ein regulérer Epi.
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Obiges ist jedenfalls erfiillt, wenn das Pullback eines reguldren Epi’s ein Epi ist,
denn dann betrachte man die folgenden sukzessiven Pullbacks

Das #duflerste beschreibt die Kongruenzrelation. Da die Diagonale als Zusammen-
setzung von Epi’s ein Epi ist und e o pr; = eopr, gilt folgt, daBl die inneren Kanten
des rechten oberen Pullbacks gleich sind, und somit m ein Mono ist (!).

Da Colimiten zumeist schwer berechenbar sind, versuchen wir nun diese auf eine
andere Weise zu erhalten. Beachte dazu, daf in einem vollstdndigen Verband das
Supremum auch als Minimum der oberen Schranken beschrieben werden kann.

Da in einer partiell geordneten Menge, das Supremum einer Teilmenge A mittels
dem Infimum als sup A = inf{x : @ < zVa € A} berechnet werden kann erhalten
wir:

3.32 Theorem. Fs sei C eine kleine Kategorie. Dann sind dquivalent:

. C besitzt beliebige Produkte;

. C besitzt beliebige Coprodukte;

. C ist vollstindig (d.h. besitzt beliebige Limiten);

. C ist covollstindig (d.h. besitzt beliebige Colimiten);
. C ist dquivalent zu einem vollstindigen Verband.

T W N~

Proof. (5= 3=-1) und (5 = 4 = 2) sind klar.

= | 5 | Wir zeigen zuerst, dafl C(X,Y") hochstens ein Element haben kann: Seien
ndmlich fy # f1 : X — Y. Sei I die Kardinalitit der Menge der Morphismen von C.
Fiir jede Teilmenge A C I definieren wir einen Morphismus f4 : X — Y71 := [Le Y

durch
pI‘»OfA': fo furzng
¢ ' fi firieA

Diese Morphismen sind paarweise verschieden, denn aus A; # A, folgt die Existenz
eines i € A; U Ay \ Ay N Ay. Damit ist pr; of 4t # pr; of42, ein Widerspruch, denn
27| > |1].

Wie wihlen aus jeder Isomorphieklasse von Objekten von C genau eines aus und
erhalten ein Skelett Cy von C, eine volle dquivalente Teilkategorie. Diese ist partiell

geordnet, denn aus der Existenz von Morphismen f: X — Y und g : Y — X folgt
gof=1und fog=1,alsoist X Y.

Die Ordnung ist vollstindig, denn das Supremum einer Familie {X; : i} ist durch
[, Xi gegeben.

= folgt aus = angewandt auf die duale Kategorie C°P. O

Wir wollen nun versuchen &hnliche Ideen auf beliebige Kategorien zu tibertragen.
Dazu zuerst ein Satz iiber die Existenz von Coegalisatoren:

3.33 Proposition. Es sei C vollstindig, lokal klein und extrem colokal klein. Dann
besitzt C Coegalisatoren.
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Beweis. Es seien zwei Morphismen «, 3 : X — Y gegeben. Weiters sei {e; : ¢ € I}
eine reprisentative Menge von extremen Epis mit e; o a = e; o f. Nun nehmen wir
den Morphismus (e;); : Y — [, cod(e;). Im allgemeinen wird (e;); leider kein Epi
mehr sein, aber wir kénnen eine extrem-Epi/Mono Faktorisierung (e;); = moe
nehmen, die, wie wir in gezeigt haben, aus der Vollstédndigkeit und lokalen
Kleinheit folgt. Wir behaupten, dafl e der gesuchte Differenzcokern ist.

.

XY

Z\
C LY
\\\ lpri

Um allgemeine Colimiten zu konstruieren benotigen wir einige Lemmatas, die in-
itiale Objekte beschreiben:

3.34 Lemma. Fs sei C vollstindig. Dann existiert ein initiales Objekt genau dann
wenn eine initiale Menge von Objekten {A; : i € I} existiert, d.h. fiir jedes Objekt
A existiert ein 1 € I und ein Morphismus A; — A.

Beweis. (=) ist offensichtlich. Wir bendtigen nur eine einelementige Menge von
Objekten.

(<) Es sei Ax — []; Ai der Egalisator aller Endo-Morphismen von [], A;. Wir
behaupten, dafl A, initial ist. Sei also A ein beliebiges Objekt. Dann erhalten wir
einen Morphismus A, — [], 4; LF N Aj; — A. Bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen,
d.h. seien o, § : Ao — A. Dann betrachten wir

E(aaﬁ)>m—>AooL>

A
hi(1) IL

(2)

(1) existiert, weil {A;} initial ist. Es ist tcomo (1) or =10t =101, da ¢+ Equalizer
ist. Also mo (1) o =1, da ¢« Mono ist. Also ist m eine Retraktion, und somit ein
Iso, d.h. o = (. O

3.35 Definition. Ein Objekt S heifit SEPARATOR, wenn Hom(S, ) treu ist. All-
gemeiner versteht man unter einer SEPARATOR-MENGE eine Menge von Objekten
Si, so dal o = [ aus C(S;, ) = C(S;, ) fur alle ¢ folgt. Falls das Produkt einer
COSEPARATORMENGE {S; : i € I'} existiert und C(4, S;) # 0V A, so ist offensichtlich
S =[], Si ein COSEPARATOR.

Beispiel. Beispiele von Separatoren sind: {*} in Set und in Top, N in Monoid Z
in Gru und K in K-Vekt.
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Beispiele von Coseparatoren sind: In Set genau die mindestens zwei-elementigen
Mengen, in Monoid, Gru, Ring und Korp existieren sie nicht (da beliebige grofle
einfache (alternierende) Gruppen bzw. Korper existieren), in Abel ist Q/Z oder
auch St einer (letzterer auch in lkpAGru), in Top ist {0,1} indiskret einer, Haus
besitzt keinen (da zu jedem Hausdorffraum X eine regulidrer Raum Y existiert, s.d.
die einzigen stetigen Abbildungen ¥ — X die konstanten sind), in Komp ist [0, 1]
einer, in T3% ist R einer, in K-Vekt, TVR, LKV und in Ban; ist K einer.

3.36 Lemma. Es sei C vollstindig, lokal klein und eine Coseparator-Menge exi-
stiere. Dann existiert ein initiales Objekt in C.

Beweis. Es sei S := [[,S; und M eine reprisentative Menge von Monos mit
Werten in S. Wir behaupten, {domm : m € M} ist eine initiale Teilmenge. Sei
also A beliebig. Wir bilden das Produkt [] scod f iiber alle Morphismen von A in

ein ;. Dann existiert ein wohlbestimmter Morphismus (1)= m mit

f cod f =5;
Pry
) $ A >(71L)> Hf COd f Preod f
B A ~..

domm”

Es ist m ein Monomorphismus, denn moa = mof hat foa = fof fiiralle f: A — S;
zur Folge und somit o = (3, da die {S; : ¢ € I} eine Coseparatormenge bilden. Und
somit auch m’ ein Mono als Pullback nach , wobei PB das Pullback bezeichnet.
Also existiert ein repriisentierendes m” € M und wir erhalten den gewiinschten
Morphismus dom m” — A. O

3.37 Proposition. Es sei C vollstindig, lokal klein und eine Coseparator-Menge
ezistiere. Dann ist C covollstindig.

Beweis. Sei X : J — C ein Diagramm. Ein Colimes von X ist ein initiales Objekt
in Cokeg(X). Die Abbildung Spitze : Cokeg(X) — C ist offensichtlich ein treuer
Funktor. Sie erzeugt Limiten, d.h. wenn Y : Z — Cokeg(X) ein Diagramm ist
und lim(Spitze oY) der Limes des Bildes in C ist. Dann existiert auch limY und
Spitze(limY) = lim(Spitze oY'). In der Tat konnen wir das Objekt lim(Spitze oY)
zu eine Cokegel von X ergénzen:

Xq
Xj %)Xj/

“ ;Jﬁfﬁff[ P ’ /

lim(Spitze o Y) £

Also ist Cokeg(X) vollstandig.
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Als Coseparatormenge konnen wir alle Cokegeln verwenden, die ihre Spitze in der
Coseparatormenge von C haben, den mittels jedes Morphismuses f von der Sitze
eines Cokegels in eine Coseparatormenge kénnen wir einen Cokegel mit dieser Spitze
durch Zusammensetzen machen.

Fiir die représentative Menge von Monos kénnen wir analog vorgehen, denn “Spit-
ze” erhilt Pullbacks und somit Mono’s nach und reflektiert sie auch, da dieser
Funktor treu ist. O

3.38 Vertauschbarkeit von Limiten und Colimiten

Es seinen 7 und J kleine Kategorien und F : T x J — Set ein Funktor fiir welchen
sowohl colimz lims F' als auch limy colimz F' existiert. Dann erhalten wir einen
Morphismus colimz lim 7 F — lim 7 colimz F' durch folgendes Diagramm

J—

F(i,
limy F(i, ) ——= F(i, ) — 2= F(i, j')

lf l F(ﬁj)l lF(ﬁj')

.

% limy F(i', ) F(i,j) ——— F(i',5")
F('L ,9)
/ (@) l l
colim;er limje 7 F(i,5) - (1) colimg F(_, j) — colimz F(_, j')

@) o /7/7

llmjej COhmiej F(’L, J)
Die Frage ist, ob dies ein Isomorphismus ist.

3.39 Beispiele, dafl Produkte und Coprodukte nicht vertauschen.
Wir haben in Set folgende assoziativ und distributiv Gesetze:

UU X, = U Xi;= U UXuw

el jed; (i,j)EJ::prfl(Hiel Ji) J€l T er Ji i€l

M X = N Xij= (1 X
el jed; (i,j)GJ::prfl(HieI Ji) J€llier Ji i€l
1] xis = I1 Xi;2 I II%u0
i€l jed; (i.5)eT=pry " (Ties 7o) J€llicy Ji i€l
UNx,= N UXuoe

icl jeJ; J€llics Ji i€l

NUxu= U NXuoe

iel jed; €l ey Ji i€l

[HUx,= U [[%0

iel je; J€llicr Ji t€1

IINx,= N II%0e

i€l jeJ; §€ll ey Ji i€T
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Dabei gilt das % aus Kardinalitéitsgriinden (setze I = 2 = J;). Insbesonders gilt
wegen

(Al |_|A2) X (Bl |_|B2) = (Al X Bl) L (Al X BQ) (] (A2 X Bl) L (A2 X BQ) D)
D (Al X Bl) L (AQ X Bg)
dafl in Set endliche Produkte nicht mit endlichen Coprodukten kommutieren.

In einer semiadditiven Kategorie hingegen kommutieren endlich Produkte mit end-
lichen Coprodukten, da sie iibereinstimmen und sowohl Produkte als auch Copro-
dukte untereinander kommutieren.

Fiir abzdhlbare stimmt das hingegen nicht, denn sei EN = lim N EN das Produkt
abzéhlbar vieler Kopien von E und EN = IE}N EVN das Coprodukt abzihlbar
vieler Kopien von E. Dann ist (RY)™ 2 (RM)N siehe [16, S.333].

Dies zeigt gleichzeitig, dafl weder projektive abzihlbare Limiten mit induktive

abzéhlbaren Colimiten noch mit abzédhlbaren Coprodukten noch induktive abzihl-
bare Colimiten mit abzidhlbaren Produkten vertauschen.

Beachte aber, dal (1) x X costetig ist fiir jede kartesisch abgeschlossene Kategorie,
wie auch () und J als links adjungierte, siche unten.

3.40 Bemerkung. In Set (und damit auch in vielen anderen algebraischen Kate-
gorien) kommutieren induktive Limiten und endliche Limiten.

Wir zeigen dies zuerst fiir terminale Objekte, i.e. J = :
Dann ist Z x J = () und somit lim e 7 li_r)nieIF(i,j) sowie lim;e 7 F (4, j) fiir alle ¢
terminal, also auch lim, __ limje 7 F(i,7).

Als néchstes fiir zweifache Produkte:
Dann ist lii>ni€IF(i,j) = (L; F(¢,7))/ ~j, wobei fiir z € F(i,7) und 2’ € F(7, j)
folgendes gilt:

22 &3 <07 Fi— 4", 5)(2) = F@i — 4", j)(2).

Weiters ist lim,__[T5_, F(i,5) = (U; F(i,1) x F(i,2))/ ~, wobei fiir (z,y) €
F(i,1) x F(i,2) und (2/,y") € F(i/,1) x F(¢,2) folgendes gilt:

(2,9) ~ (2',y) & 3" <i,i': (f[ F(i —i",j)) (@) = (ﬁ B —1",5)) (' y).

j=1
Die kanonische Abbildung ist

lim [T FG.5) — [[im FG5), (@9~ = (@], [b]~s)-
1€ j=1 j=11€T

Sie ist surjektiv: Sei also ([z].,,[y]~,) € lim. __ F(i,1) x lim __F(i,2), dh. = €
i€l —el

F(i,1) und y € F(i’,2) fiir gewisse ¢ und ¢’. Dann existiert ein 4,4’ > i und wir

setzen o’ = F(i — i",1)(z) € F(i,1) und v := F(i’ — i",2) € F(i",2). Dann

wird [(z',5/)] auf (], [y]) = ([«], []) abgebildet.

Sie ist auch injektiv, denn wenn [z]., = [2']~, und [y]~, = [V]~, mit (x,y) €

F(i,1) x F(i,2) und (2',y’) € F(i,1) x F(¢,2), dann existiert ein i < 4,4’ mit

F(i— 1", 1)(z) = F(i' — i”,1)(2) und &hnlich ein " fiir y und y’. Sei schlielich

i",i" = """, dann erhalten wir, da8 [(z,y)]~ = [(2/,¥')]~-

Wir zeigen als néchstes, dafl direkte Limiten von Mono’s wieder Mono’s sind:

Sei also ¢ : F — G eine natiirliche Transformation zwischen zwei Funktoren F,G :
1 — SET welche aus injektiven Abbildungen besteht. Dann ist lim, ¢; : lim ' —
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lim G injektiv, denn sei (lim, ¢;)([z]) = (lim_ ¢;)([z]) mit 2 € F'(i) und 2 € F(i').

Dann ist [p;(z;)] = [pw(zi)] und somit existiert ein ¢ < ¢,4 mit ; (F(i —
") (i) = G(i = i")(pi(w:)) = G(I" — i) (@i (211)) = @i (F(i" — i")(2i)) und da
i injektiv vorausgesetzt ist, ist F(i — i'')(x;) = F(i' — i")(xy) also [z] = [2'].

Nun zeigen wir die Vertauschbarkeit mit Pullbacks von F'(i,1) — F(i,0) < F(i,2):
Da die Pullbacks Teilrdume der entsprechenden Produkte sind und auch ihr direkter
Limes ein Teilraum des direkten Limes dieser Produkte ist, geniigt es zu zeigen,
daB die induzierte Abbildung zwischen diesen Teilriumen surjektiv ist. Sei also
([x]~, [y]~) ein Element des Pullbacks, und wir diirfen annehmen, da§ « € F(i,1)
und y € F(i,2). Es ist also [F(i,1 — 0)(z)] = [F(i,2 — 0)(y)], d.h. ein ¢ > ¢”
existiert mit F'(i — i",1 — 0)(z) = F(i — i",2 — 0)(y). Also ist (2/,y) := (F(i —
i",1)(x), F(i — i",2)(x)) im Pullback von F(i”,1 — 0) mit F(i”,2 — 0) und somit
[(2',y")]~ € lim___limje s F(i, ). Da ([2'], [v']) = ([z], [y]) sind wir fertig.

——ieT
Weiters vertauschen projektive Limiten und endliche Coprodukte: Die kanonische
Abbildung von
h:(lim X;) U (limY;) — lim(X; UY;)
pr— p— —

hat offensichtlich disjunkte Bilder auf den beiden Summanden und die beiden Sum-
manden sind injektiv eingebettet als projektiver Limes von Injektionen. Sie ist auch
surjektiv, denn 0.B.d.A. hat I ein maximales Element iy und wenn (z;); ein Faden
in @(Xl UY;) ist mit z;, € X;,, so ist z; € X; fiir alle ¢ > i und damit (z;); ein
Faden in @Xi der durch A auf sich abgebildet wird.

3.41 Bemerkung. Projektive Limiten und endliche Colimiten vertauschen
nicht.

PZC Z/p”Z
n+1z N z —\> Z/anZ &
qn+1
hm p"Z >lim 7 lim | Z/p"Z
A
(0} ==, P"Z O =L >,
Es ist lilnn Z/p™Z der Ring der p-adischen Zahlen. Dieser Ring ist iiberabzihlbar,
denn seine Elemente (=F#den) stehen in Bijektion zu Folgen (zx)r>o in {0,...,p—

1M vermoge (z)r — (X @k - P¥ + p"Z),. Also kann h nicht surjektiv sein.
Beachte das dieses Beispiel auch in HGru, Mon, Gru, AGru und Ring funktioniert.

3.43 Nichtstabilitit von Epi’s unter Limiten. Wir haben in gesehen,
daf es hilfreich wére, wenn das Pullback, das Produkt und projektive Limiten von
Epi’s wieder Epi’s wiren. In Set stimmt das fiir Pullbacks und Produkte schon,
weil die Epi’s genau die Retraktionen sind, und Retraktionen nach und
erhalten bleiben. Also stimmt es auch in jeder konkreten Kategorie wo der
Vergififunktor die entsprechenden Limiten und Epi’s erhalt.

Andererseits haben wir fiir PB’s von Epi’s folgende beiden Gegenbeispiele:

In Haus sei X CY dicht und y € Y\ X. Dann ist das inverse Bild von {y} unter
der Inklusion X C Y die leere Menge und die Einschrinkung der Inklusion von
) — {y} nicht dicht.
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In Haus haben wir auch eine Gegenbeispiel fiir inverse Bilder lings starke Epi’s
(:Quotientenabbildungen):

Sei X = (0,3]U{3,%,...;0}, A:=(0,3]\ {3,5,...} U {0} und ~ erzeugt von
(z,0) ~ (z, ) Dann ist die Einschréankung der Quotientenabbildung 7 : X — X/ ~
auf die saturierte Menge A keine Quotientenabbildung nach w[A], da sie bijektiv ist
und {0} isoliert in A und somit in A/ ~ aber nicht in 7[A] mit der Spurtopologie
ist.

n(A) X/~

Fiir Produkte von (starken) Epi’s haben wir folgende Situation:

Das Produkt von dichten Abbildungen ist dicht, aber das (2-fache) Produkt von
Quotientenabbildungen nicht notwendig eine Quotientenabbildung:

Wir erinnern uns dazu, dafl ein Kelley-Raum, ein Hausdorffraum X ist, welcher die
finale Topologie beziiglich seiner kompakten Teilmengen triagt, oder anders ausge-

driickt X = thCX K, dh. | ]gcx K — X ist eine Quotientenabbildung.

Fiir zwei Kelley-Rdume X und Y ist somit | | . K X L — X xY genau dann eine
Quotientenabbildung, wenn X xY ein Kelley-Raum ist. Beachte, daf3 | | KL KxL —
X x |, L eine Quotientenabbildung ist (| |, L ist lokalkompakt, oder auch L ist
kompakt und (-) x L erhilt Coprodukte). Somit miifite nur X x my : X x| |, L —
X XY eine sein.

(<) ist nach obengesagten offensichtlich, da die K x L eine Basis der kompakten
Mengen bilden.

(=) gilt, da Quotienten von Kelleyrdumen wieder Kelly sind.

Ein Beispiel dafiir ist: X = R\{3,%,...} und ¥ := X/N. Dann ist X x7 : X x X —
X x Y keine Quotientenabbildung, denn F' := {(% + %i + %) 11, =2,3,...} ist
eine abgeschlossene saturierte Teilmenge mit (0, [1]) € (X x m)(F) \ (X x 7)(F).

Ein anderes Beispiel ist der Raum der formalen Laurent-Reihen RN x R™_ In der
Tat RY ist metrisierbar, also Folgen-erzeugt und somit auch kompakt erzeugt (er
triigt sogar die ¢-Topologie). RN = lim lim  _ RY, wobei es fiir die Topologie egal
ist ob wir diesen Limes in T'op oder in LKV bllden Sei némlich U C T'op-lim lim RY
offen. Dann koénnen wir rekursiv e, > 0, s.d. die konvexe 0-Umgebung {(xy)nen :

|zn| < en} in U enthalten ist (Benutze, da8l {(z,)n<n : |2n] < €,} kompakt ist).
Als induktiver Limes lokalkompakter Rédume ist also auch R ein Kelley-Raum
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(tréigt sogar die ¢>°-Topologie).

Das Produkt E := RN & R® ist aber nicht Kelley: Sei némlich A := {(ney, Ley) :
n,k € N}. Dann ist AN K abgeschlossen fiir alle kompakten K C E, denn solche
sind in RN@RY = RN enthalten, somit metrisierbar, und aus (n;ex,, =-ex,) — (z,y)
in K folgt daf3 i — k; beschrinkt also 0.B.d.A. konstant ist und somit auch 7 — n;
es ist. Andererseits ist aber A nicht abgeschlossen, denn in der 0-Umgebung U =
{(zk)rez € B+ |zx| < e for k > K} liegt (nek, e ) fiir n > i

Es trigt also R™ die finale Topologie bzgl. der Inklusionen RY — R® aber
RY @ R™ tut es nicht bzgl. der Inklusionen RN x RN — RN @& RM™ . Es ist also
Unven RN — RM eine Quotientenabbildung, ihr Produkt mit RY aber nicht. Wegen

RN x |_| RN =~ |_| RN x RV
NeN NeN

zeigt dies auch, dafl es nicht egal ist ob der Limes hﬁ)l NeN RY x RN in Top oder in
LKV gebildet wird.

Hingegen ist in LKV das Produkt von Quotientenabbildungen wieder eine Quo-
tientenabbildung, denn diese sind offen nach [19, 4.5]: Sei dazu ¥y = (Yo)a €
(I, ma)(U), wobei U C [, Fo offen ist. Dann existiert ein Punkt 2 = (z4)a €
UNTI,(ma) " (ya) und somit offene Umgebungen U, von z, mit U, = E, fiir fast
alle & und mit [[, Uy C U. Folglich ist [, 7(U,) eine offene Umgebung von y in
(I, ma)(U), d.h. letztere Menge ist offen.

3.44 Projektive Limiten von Epi’s

Dual zur Aussage, dafl induktive Limiten hLQZ @; von Mono’s in Set Mono’s sind
wollen wir nun Situationen studieren, wo lﬂll ©; ein Epis ist und setzen dazu voraus,
daf} alle Komponenten ¢; Epi’s sind:

L — O

lim F il

i')

F(i
Pi

T
L e

RN

lim G
—

A

G(i i’

Ein Spezialfall davon ist ein Kegel (X, (h;);) von G (aufgefafit als natiirlichen Trans-
formation des konstanten Funktors X nach G), der aus lauter Epi’s h; besteht. Und
die Frage ist dann ob die induzierte Abbildung (h;); : X — lim G ebenfalls ein Epi
ist. Es ist dazu notwendig, daf} die Projektionen g; : @G — G(i) alle Epi’s sind.
Ein solcher projektiver Limes heiit REDUZIERTER PROJEKTIVER LIMES.

Falls wir fiir einen (reduzierten) projektiven Limes den Spezialfall positiv beant-
worten koénnen, so folgt daraus auch der allgemeine Fall fiir reduzierte projektive
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Limiten von F', denn:

Fi‘i’
F(i) F(i')
X Pir
Pi @F ©ir

\ V a;’

lim G
—

3.45 Bemerkung. Falls (Epi,stark-Mono)-Faktorisierungen in der Kategorie C exi-
stieren, so kann jeder projektive Limes als reduzierter projektiver Limes dargestellt
werden: (1) wird durch die Faktorisierung gegeben und (2), weil (1) : Fy(i') — F (i)
ein starker Mono ist:

Fy 4
F(i) ’ F(i')
A \ far A
M lim ' = lim Fy )
(1) ).
Ao ANA
Fo(i) s (2o > Fy(i')

lim ' = lim Fy: Falls F,G : (I,>) — C zwei Funktoren sind und p : F' — G eine
natiirliche Transformation bestehend aus lauter Mono’s, und falls ein Kegel iiber F’
zusammengesetzt mit p ein Limes von G ist, so ist er auch ein Limes von F":

AT
1N

m,z

Z Z

3.46 Reduzierte projektive Limiten

Es sei lim F' —2— F(i) ein reduzierter projektiver Limes. Beachte daB dann auch
die verbindenden Abbildungen F; ;s fiir ¢ > i’ ebenfalls Epi’s sind.

Umgekehrt: Falls wir den Limes lim __ F'(n) einer Folge von surjektiven Abbildun-

gen fn : F(n) » F(n—1) vorlieger?%lliben, so sind die Projektionen p;, : lim ' —
F(n) surjektiv (also lim I ein reduzierter projektiver Limes), denn wir konnen fiir
jedes x, € F(n) rekursiv z; mit & > n und fi(xy) := x;_1 definieren und durch
ZTp—1 := fr(xg) fir k < n ergiinzen. Dann ist (x)nen ein Faden, der durch py auf

xy, abgebildet wird.
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Falls I {iberabzéhlbar ist, so gilt dies nicht mehr allgemein: Sei S {iberabzahlbar, und
I die Menge der endlichen Teilmengen ¢ C S, durch O geordnet. Sei F (i) die Menge
der injektiven Abbildungen von ¢ — N und F (i > i') : F(i) — F(i') die surjektive
Einschrénkungsabbildung. Dann ist lim, _, F(i) = 0, denn wenn (X, (f;);) ein Kegel
ist, dann ist X = (), andernfalls wiren f;(z) : ¢ — N injektive Abbildungen, die
zusammenpassen und somit eine eindeutige (injektive) Abbildung f:|J, =5 — N
definieren. Das ist aber unméglich.

Leider induziert aber ein Kegel von Epimorphismen in eine reduzierte Folge in Set
nicht immer einen Epimorphismus in den projektiven Limes. Beachte dazu den

Ring liiln Z/p"Z der p-adischen Zahlen aus und die kanonische Abbildung
7 — llnn Z/p™Z, die aus Kardinalidtsgriinden nicht surjektiv ist.

In Komp ist der projektive Limes nicht-leerer Rdume ebenfalls nicht leer (und ins-
besonders gilt das fiir projektive Limiten in Set von nicht-leeren endlichen Mengen):
Fir i € I sei A4; := {(z;); € [[; F'(j) : F(i = j)(z;) = ; fiir alle i > j}. Dann ist
A; # 0 (wéhle z; € F(j) fiir © 2 j beliebig) und kompakt (da abgeschlossen). Fiir
1 <1 ist A; O Ay und somit hat {A; : i € I} die endliche Durchschnittseigenschaft,
also nicht leeren Durchschnitt (., A; = lim  F'(¢) im kompakten Raum [[; F'(4).

Falls in diesem Fall zusétzlich die verbindenden Abbildungen alle surjektiv sind,

so auch die Projektionen pr; : lim /' — F(i), denn andernfalls sei zo € F(io) \

pr;, (lim F) und fiir i > dg sei A(i) := F(i > ig)~"(2;,). Nach obigen existiert ein

(x;); € lim. . A(i). Wir erweitern dies auf alle ¢ durch z; := F(i' > i)(xzy) nach
—1i>10

Wabhl eines i’ > i,i9. Wegen der Gerichtetheit hingt x; nicht von i’ ab und definiert

ein Element x € lim F' mit pr; () = xo, ein Widerspruch.

In Haus hingegen, hat jeder reduzierte projektive Limes die gewiinschte Eigen-
schaft: Wenn alle f; : X — F(i) dichtes Bild haben, so auch (f;) : X — lim F (i),
denn eine (!)Basis der Topologie von lim (i) ist durch alle Urbilder unter den p;
von Basen in F(i) gegeben. Sei also y = (y;) € lim_ F(i) und U C F(io) offen mit
y € (piy) "t (U), d.h. y;, € U. Dann existiert wegen der Dichtheit von f; [X] ein
x € X mit p;, ((fi)i(z)) = fi(z) € U. Also ist (f;)i(z) € p[ol(U) und hat somit
dichtes Bild.

Man erhilt daraus auch den entsprechenden Satz fiir LKV und dieser hat fol-
gende Konsequenz (siehe [20, 3.24]): Es sei E ein lokalkonvexer Vektorraum und
P eine Basis von Seminormen. Dann kénnen wir fiir jedes p € P den Raum
E, := E/XKer(p) mit der von p induzierten Norm p betrachten. Offensichtlich trigt
E die initiale Struktur beziiglich der Projektionen £ — FE,, diese Projektionen sind
surjektiv und bilden einen Kegel des projektiven Systems E, mit p > p’ 1< p(z) >
p(z')Vz. Wir erhalten also eine Einbettung (benutze in Top, dafi der Limes von
starken Monos ein starker Mono ist).

Diese ist im allgemeinen nicht surjektiv. Sei z.B. F der Raum der endlichen Folgen
in RN mit den iiblichen Seminormen p,, : ¥ — max;<, |z;|. Dann ist E, = R" und
liLn E,, =1lmR" = RN und somit nicht E.

neNN —
Falls wir nun alle E, vervollstandigen, so erhalten wir ebenfalls ein projektives Sy-

stem und mit den gleichen Argumenten eine Einbettung von F in liane P E;. Da alle

Projektionen £ — E, — E; dichtes Bild haben gilt das auch fiir die Einbettung
E— pilpé P E, und da eine projektiver Limes vollstdndiger Réume vollsténdig ist,
ist jedes vollstdndige E auf diese Art als Limes beschreibbar.
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Vertauschbarkeit von Limiten mit Colimiten in Set

lim I X PB Eq
p—
lim | —[1] | —1] |+340]| +3.40]| +{3.40
-t (=2 [ 2] |2 | +4]
U +340]| 2] |2 —|2 +4
PO 6] |—2] |—2] -2 |-|8]
CoEq | —|5 -3 -3 -3 —| 7
(1)
(lmR™)® = lim(R™)N = (RY)T) 2
lim(R")™ = (limR")™ = (RM)"
(2)

(A11 U A1) X (A2,1 U A29) D (A11 X Aa1) U (A2 X Az )

(3) Es seien f und g die Abbildungen 0+ 0 und 0+ 1 von 1 = {0} — 2 = {0,1}.
Dann ist CoEq(f, g) = 2/ ~= 1, wobei 0 ~ 1. Aber Coeq(f X f,gxg) =2x2/ ~=3
wobei (0,0) ~ (1,1).

(4) Es seien «;,0; : X; — Y; zwei Abbildungen mit Egalisator Eq(«;, 8;) C X;.
Dann ist der Egalisator Eq(| |, o, | |; 8;) = {z € LI, Xi : (U, ) (z) = (I, Bi)(z)}
Li{z € Xi : ai(x) = Bi(2)} = L, Ea(as, Bs)-

(5)
PLC Z/p”Z
n+1Z N Z —\> Z/pn+1z .
lZn+1
hm p”Z o= lim Z lim | Z]p"Z
A
==V P"Z ) =L ) =T,

(6) Die durch eine Quotientenabbildung = : G — G/N von Gruppen gegebene
Kongruenz kann durch das semidirekte Produkt N x G mit pry : N x G — G und
Multiplikation 4 : N x G — G beschrieben werden.

NC G —"=G/N

o

NC—>N><G4>>G’

In der Tat ist (mopry)(n,g)=[g=9g - N=N-g=n-N-g=n-g-N=[n-g] =
(momu)(n, g) (es wére hier giinstiger N\G := {N - ¢ : g € G} zu verwenden). Falls
nun H eine Gruppe mit Morphismen p1,ps : H — G welche 7o p; = 7o ps erfiillen
ist, so ist p(h) := (p1(h)p2(h) ™1, pa(h)) der eindeutige Morphismus p: H — G x N
mit g op = p; und pryop = po. Dies zeigt, daB N x G das Pullback in Set ist.
Um es nun auch als Pullback in Gru zu erhalten miissen wir die Multiplikation auf
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N x G so definieren, dafl pr, und g Gruppen-Homomorphismen werden. Sei also
(n,g)-(n',g") = (n",g"). Dann ist

g" =pra(n”,g") = pry((n,g) - (n',9") = pra(n, g) - pra(n’,g') =
=g-¢ und
n' =pu(n”,g") - (¢") " =ul(n,g)- (n',g)) - (¢") " =

=p(n,g)-pn',g) (g) gt =n-gn g (¢) " g"

=n-p(g)(n),

wobei der Gruppen-Homo p : G — Aut(N) durch p(g)(n) := g-n-g~! gegeben ist.
Die induzierte Abbildung p: H — N x, G ist ein Gruppen-Homo, denn

p(h) - p(h') = (p1(h) - p2(h) ™", pa(h)) - (p1(h') -pz(h’)’l,pz( )
= (p1(h) - pa(h) ™" - pa(h) - pr (W) - p2(B') ™1 - pa(h) ™", pa(h) - p2(h'))
*(pl(h)'pl(h/)'pQ(h) “pa(h)” 7p2( ) - p2(h ))
= (pr(h- ') -pa(h- 1)~ pa(h- 1))

Es ist also das semidirekte Produkt N x, G, das Pullback in Gru.
Betrachte nun fiir Abelsche Gruppen folgendes Diagramm:

N
PLOL_—Z 7 ————>L[/p"L
pry
u ]
PG L —27 —— 7 /p" T
pry T
J(p)
7
B -
{0}eZ ——=72——17Z
pry
(7)
0—— A*)A
T
A

L
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(8)

|
|
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4. Adjungierte Funktoren
4.1 Galois-Beziehungen

4.2 Proposition. Grundlegendes iiber Galoisbeziehungen. Fs seien L : A —
B und R : B — A monotone Abbildungen zwischen zwei quasi (oder sogar partiell)
geordnete Klassen (A, =) und (B,=). Dann gilt

Va € A,be B: (La<b< a =< Rb)
<= Va€A:(a=XRLa) undVbe B: (LRb=b).

Unter diesen dquivalenten Bedingungen sagt man, dafi (L, R) eine GALOISBEZIE-
HUNG bildet und man nennt L den LINKSADJUNGIERTEN und R den RECHTSAD-
JUNGIERTEN.

Fiir Galoisbeziehungen (L, R) gilt

1. L und R induzieren eine Aquivalenz der zu den Bildern L(A) und R(B)
induzierten quasi geordneten Klassen (und Kategorien). Falls die Klassen
sogar partiell geordnet sind, so ist

R(A)={beB:(LoR)()=0b} und L(A) ={a€ A: (RoL)(a) =a}
und die Aquivalenz eine Isomorphie.
2. Es ist L costetig (d.h. erhdlt Suprema) und R ist stetig (d.h. erhilt Infima).
3. Es ist Rb ~ max{a: La <X b}, wobei = die von der Quasiordnung induzierte
Aquivalenzrelation (also die Isomorphie in der assoziierten Kategorie) ist,
dh.z~z o xz=<2 und 2 <z.
4. Es ist La = min{b : a < Rb}.

Umgekehrt, sei eine monotone Abbildung L : A — B gegeben. Falls L costetig ist
und Rb :=sup{a € A: La = b} ezistiert, so definiert R eine monotone Abbildung
und (L, R) ist eine Galoisbeziehung.

Fualls L und R antiton sind, so kinnen wir eine der beiden Ordnungen umdrehen
und erhalten (falls wir das mit B tuen) die Bedingungen:

5. b < La < a = Rb.

6. a < RLa und b X LRb fiir alle a € A und b € B.

7. L und R transformieren Colimiten in Limiten.

8. Rb:=max{a € A:b= La}, La:=max{b € B:a =< Rb}.

bzw. (falls wir die Ordnung von A umdrehen):

. La<b& Rb=<a.

. RLa < a und LRb =) fiir allea € A und b € B.

. L und R transformieren Limiten in Colimiten.

. Rb:=min{a € A: La 2 b}, La :==min{b € B : Rb < a}.

Beachte dabei, dafl eine Relation < QUASIORDNUNG genannt wird, wenn sie transi-
tiv (a 2 @’ <X a” = a < d”) und reflexiv (a =< a) ist. Sie heifit PARTIELLE ORDNUNG
wenn sie zusétzlich ANTISYMMETRISCH (a <X a/, ¢/ 2 a = a = a’) ist.

Beweis. (=) Setze b := La und verwende (=) und erhalte a < RLa. Ebenso ergibt
a := Rb und (<) die Aussage LRb < b.

(<) Die Monotonie von R liefert aus La < b die Ungleichung a < RLa < Rb.
Umgekehrt folgt aus der Monotonie von L und a < Rb die Ungleichung La =<
LRb=<b.
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Es ist Rb < RL(Rb) = R(LRb) < Rb und La < L(RLa) = LR(La) = La. Falls
die Klassen partiell geordnet sind, so folgt RLRb = Rb und LRLa = La, also ist
LA={b:LRb=>} und RB={a:RLa=a}.

Wegen der Monotonie ist La < L(sup A) fiir alle a € A C A, also ist L(sup.A)
eine obere Schranke von L(A). Sei b eine andere obere Schranke, d.h. Va € A:
La < b. Dann ist @ < Rb fiir diese a, also sup A < Rb und somit L(sup.A) < b, d.h.
L(sup A) =~ sup L(A).

Die Stetigkeitsaussage fiir R gilt aus Dualitédtsgriinden (Es ist auch (R, L) : B? &
A°P eine Galoisbeziehung).

Es sei b € B. Dann gilt a < Rb fiir alle a € A mit La < b. Also ist sup{a € A :
La < b} < Rb. Andererseits ist L(Rb) < b, d.h. a := Rb € {a € A: La < b}. Also
ist

Rb = max{a € A: La < b}.

Sei nun Rb := sup{a € A : La = b} sofern dieses Supremum existiert Dann ist
LRb < L(sup{a € A : La < b}) = sup{La € A : La =< b} < b und somit
Rb = max{a € A: La < b}. Folglich ist La = b < a < Rb und offensichtlich ist R
monoton, also (L, R) eine Galoisbeziehung. O

Beispiele fiir Galoisbeziehungen sind:

stetig co-st.
Funktor Dom Cod L-Adj. R-Adj.
P u u U@ —
U U U — P =10, 7]@
ﬂ (03 A] uer 7 [,, A]
Inkl P(A) P(B)CU — N A
(ONA P(B) P(A) Inkl—— (Hu A
(OnA|  P(B) P(B)CU 1] (U !1
ua| uspm) | PB) ()N o]
(HJuA P(B) [A, B N N Inkl
Inkl [A, B] P(B) (Hu A —
fro=f"1| Pleodf) | P(domf) | fi:= fH fu
fer=fl]| P(domf) | P(codf) 23] = f’lH
fy| P(domf) | Plcodf) | f*:= f_l[—] [26]
Inkl | Frml(...) | Frml(z,...) Elzv Vx
Ve | Frml(z,...) | Frml(...) Inkl —
Jz | Frml(z,...) | Frml(...) f Inkl

wobei A C B und A := B\ A, fi(@) :={y € cod f : f~y] C z}, Frml(z,...)

ist die Menge der Aussagen mit =z, ...
quasigeordnet beziiglich “=".

In der Tat gilt:

9) UXQY(:)XQPY oder UPY:Y, XQPLJX7 siehe auch

als moglichen freien Variablen und zwar
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(28)

(29)
(30)

{0,1} e P({0} U{1}) \ P({0}) UP({1})
Uinf2t=o#1=1n2=J{1}n J{2}
ﬂ{a, b} U ﬂ{a, c}=0#a= ﬂ{a, b} N{a,c},

falls a, b, c paarweise disjunkt und a # )
YgﬂX@Vx:(xeX:Ygx)@Xg{yeA:ng}.
Beachte, dafl wir dazu ﬂ auf X € P(A) einschrianken miissen;

Und damit ﬂ Mengen liefert, miissen wir ) aus seiner Doméne entfernen.
P(A)-inf() = A aber U-inf ) =U
yCzNAeyCrzundyCA
xﬂAgy@nyUA.
Damit A als Menge Sinn macht, miissen wir uns auf P(B) beschréinken.
infNA=A=# B=inf(
P(B) = P(4) = U
UA nA
und (zNA)UA=zUA
In ersetzen wir A durch A.
(supd)UA=A#(=supl
tUACy<sxCyund A Cy,
Hier miissen wir uns auf [A, B] einschrénken.
A ist initial in [A, B] aber nicht in [0, B]
zC [yl e fle] Cy
FVMIcXevw:(yeY= ="y cX) s
SV CHX) = {y:Ve: (f@) =y =z € X)}
fIXNY]# fIX] N f[Y] fiir X := {1}, YV := {1}, f(t) =12
fL=1u{lh) ={1} #0=f({-1}H v f({1})
fir X := {1}, Y := {=1}, f(t) := ¢
(B(...) <=3z : A(z,...) = (B(...) < Az, ...)),
denn beide Seiten sind genau dann falsch, wenn B falsch ist und

A(z,...) fir ein  wahr ist.

Das folgt auch aus , da

Jr:B & —Vz:-Bund (-A= B) & (-B = A).

(B(...) =V : Az,...) & (B(...) = Az, ...)),

denn Vz : A(z,...) ist genau dann wahr, wenn A(z,...) fiir beliebiges
2 wahr ist und B hat z nicht als freie Variable.
Ve:(z=0)V(z#0) =YL& AesVr:o=0VVe:z#0)
W:(z=0)0A(z#0) ALY Fr:a=0AEx:2#0)

Weitere monotone Galoisbeziehungen sind:

35. Pullback und Pushout.

70
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36.
37.
38.
39.

40.

41.

Kongruenz und Coequalizer.

Kern und Cokern.

Bild und Urbild von Unterobjekten.

Die Inklusion von den offenen Teilmengen in allen hat als rechts-Adjungierte
“das Innere nehmen”.

Die Inklusion der abgeschlossenen Teilmengen in allen hat als links-Adjun-
gierte “das Auflere nehmen”.

cbs und lkv eines fixen Vektorraums.

and haben wir bereits in gesehen.

. Wir setzen voraus, dafl die Kategorie ein 0-Objekt besitzt. Dann ist einerseits
PB(f,0) = Ker f und andererseits PO(g,0) = Coker f.

. Falls inverse Bilder und (Epi, stark-Mono) Faktorisierungen in C existieren,
so erhalten wir fiir jedes f : X — Y eine Galois-Beziehung zwischen starken Unter-
objekten von X und solchen von Y:

und

X ! Y
£ m) /
£l m) Y>>y’ m!
7
- \
f*l[Yl/] Y//
! Y
N 2T
m X' — f[X'] flm’)
/ v
X" FIX"]
X ! Y
w[mn
m FHIX) flm)
7 \
v FIX]
X f
FIFHm)]
£ m) L1 Y m
/ )
) Y’
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. Es sei O C P(X) die Menge der offenen Mengen einer Topologie auf X. Dann
gilt fiir U € O und M C X:

UCM<UC M, dem Inneren von M.

. Es sei A C P(X) die Menge der abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf
X. Dann gilt fir A€ Aund M C X:

ADM < AD M, dem AuBeren von M.

. Auf einem fixen Vektorraum X betrachten wir die Menge LK(X) aller lokal-
konvexen Topologien auf X sowie die Menge KB(X) aller konvexer Bornologien auf
X. Dabei versteht man unter einer Bornologie auf einer Menge X eine Teilmenge
B C P(X) (bestehend aus den sogenannten beschrinkten Mengen) mit folgenden
Eigenschaften:

42. Ve € X : {z} € B;
43. Bl,BQGBéBllJBQEB;
44. Be B,B'C B= B' € B.

Unter einer beschriinkten Abbildung f zwischen bornologischen Réumen (X, B)
und (X', B’) versteht man eine Abbildung f : X — X', welche B € B= f(B) € B
erfiillt. Die entsprechende Kategorie bezeichnen wir mit Born. Unter einer konvexen
Bornologie auf einem Vektorraum X verstehen wir eine Bornologie die zusétzlich
folgendes erfiillt:

45. Die Addition X x X — X und die Skalarmultiplikation K x X — X sind
beschrinkt;
46. Be B= <B>abs,konv. € B.

Wir ordnen die beiden Mengen LK(X) und KB(X) durch
B=B :&1:(X,B)— (X,B) ist beschrinkt < B C B;
U=U & 1:(X,U)— (X,U') ist stetig = U DU,
Dann haben wir eine Galoisbeziehung, welche durch

R(U) :={B : B wird durch alle U € U absorbiert}
L(B) :={U : U absorbiert alle B € B},

denn offensichtlich ist L und R monoton, und B C RLB und U4 C LRU, i.e. B <
RLB und LRU < U.

Antitone Galoisbeziehungen sind:

47. Menge von Formeln einer formalen Sprache und Klassen(!) von Strukturen
der formalen Sprache entsprechen sich durch Mod und Giilt. Die Fixpunkte
heiflen Modelle bzw. axiomatisierbare Strukturen.

48. Es wirke eine Gruppe G auf einer Menge X, dann haben wir durch Fix
eine Galoisbeziehung zwischen Teilmengen von G und Teilmengen von X.
Genauer: Fix(H) :={z € X :gr =aVg€ H} und Fox(Y) :={g € G : gz =
aVx € Y}, und es ist H C Fox(Fix(H)) als auch Y C Fix(Fox(Y)).

49. Speziell K ein Korper und G := Aut(K). Dann kann man die Einschrénk-
ung von Fix und Fox auf Untergruppen von G und auf Teilkérper von K
betrachten. Schriankt man weiter auf die endlichen Untergruppen und auf
die endlichen Galoiserweiterungen (d.h. normal und separabel) ein so erhélt
man eine Bijektion. Ist f ein Polynom mit Koeffizienten in K, dann ist
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f(z) = 0 genau dann mittels Radikale auflésbar, wenn die Galoisgruppe des
Zerfallungskorpers von f als Gruppe auflosbar ist.

50. Galoisbeziehung zwischen Teilmengen einer Menge X und Mengen R-wertig-
er Funktionen auf X.

51. Speziell in der algebraischen Geometrie betrachtet man die Galoisbeziehung
zwischen Idealen von Polynomen und abgeschlossenen Teilmengen.

52. In der Funktionalanalysis die Bipolaritéit und als Spezialfall das orthogonale
Komplement. Genauer: Sei (_, ) : E x F — K nicht degeneriert. Dann ist
(0)°:P(E) — P(F) durch A° :={y : [{z,y)| < 1Vx € A} und °(_) : P(E) «
P(F) durch °B = {x : [{z,y)| < 1Vy € B} definiert und es gilt: A C (°A)°.
Falls A ein Teilraum ist, dann ist A° := {y : (z,y) = OVz € A} =: AL,

53. Dualitét fiir konvexe Funktionen: (_,_) sei eine duale Paarung F' x G — R.
Sei f: F — RU{4o00} mit f # o0, f*: G — RU{+0o0} ist gegeben durch
F7(2) = supl{y, =) — f(y) :y € F}.

54. Galoisbeziehung zwischen Topologien und Mengen reell-wertiger Funktionen;
X — C((X,X),R), F — initiale Topologie von F.

. Fiir eine gegebene formale Sprache 1. Stufe, d.h. aller sinnvollen Ausdriicke die
sich mittels der logischen Junktoren A,V,—, =, < der Quantoren V, 3, der Gleich-
heit = und zusétzlichen Symbolen fiir fixe Relationen und Funktionen (in mehreren
Variablen) bilden lassen, kénnen wir die Menge alle Teilmengen von aller Formeln
Frml partiell mittels Inklusion geordnet betrachten. Ebenso kénnen wir Strukturen
fiir diese Sprache betrachten, d.h. Mengen X zusammen mit wirklichen Relationen
und Funktionen auf X fiir jedes entsprechende Symbol.

Fiir eine Menge F von Formeln bezeichnen wir mit Mod(F) alle jene Strukturen
die, die alle Aussagen aus F bei entsprechender Interpretation der Symbole erfiillen.
Umgekehrt bezeichnen wir fiir eine Klasse S von Strukturen mit Giilt(S) die Menge
all jener Formeln, die in allen Strukturen aus S gelten. Dann sind offensichtlich Mod
und Giilt antiton, und es gilt F C Giilt(Mod(F)) und S € Mod(Giilt(S)), d.h. wir
haben eine Galoisbeziehung (Mod, Giilt). Man sagt, dafl eine Formel F' aus einer
Menge von Formeln F folgt (F E F) falls F' € Giilt(Mod(F)); F heit Theorie,
wenn F = Giilt(Mod(F)); und eine Klasse von Modellen S heifit axiomatisierbar,
wenn S = Mod(Giilt(8S)); F heiit widerspruchsfrei, wenn Mod(F') # 0.

. Offensichtlich ist Fix und Fox antiton, und die Galoisbedingung gilt.
. Ist die klassische Galoisbeziehung.

. Jeder Teilmenge Z C X ordnen wir die Teilmenge Z° := {f € RX : f|z =
0} C Set(X,R) zu, und umgekehrt jeder Teilmenge F C Set(X,R) die Teilmenge
Fo :={x € X : f(zr) = OVf € F}. Dann bilden ((-)°, (-),) offensichtlich eine
Galoisbeziehung.

. Fiir X = K" erhélt die grundlegende Galoisbeziehung der algebraischen Geo-
metrie, wenn man Abb(X,K) durch K[z, ..., x,] ersetzt. Die Fixpunkte sind dabei
die Zariski-abgeschlossenen Mengen und die Ideale von Polynomen.

. Dies ist die klassische Bipolaritéit der Funktionalanalysis. Die Fixpunkte sind
genau die absolut konvexen schwach-abgeschlossenen Teilmengen.

. Falls f; < fy ist, dann ist (z,y) — fi(y) > (2,y) — f2(y) und somit fy(z) >
f5(2). Wahlen wir insbesonders f(z) := ¢+ (x,b), so erhalten wir f*(y) = +o0
fiir y # b und f*(b) = —c. Also miissen wir erlauben, dafi f Werte in R U {400}
hat. Damit aber f* nicht auch den Werte —oco annimmt, miissen wir f # 400
voraussetzen. Es ist f* # 400 ist, d.h. f* < g fiir ein g der Form ¢(y) = +oo fiir
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y #bund g(b) = —c # +0o0, wegen f* < g & g* < f dquivalent zu ¢+ (_,b) < f.
In der Tat gilt:

Also erhalten wir eine Galoisbeziehung zwischen Funktionen auf F' und auf G die
Werte in RU{+o00} haben und nach unten durch affine Geraden beschrinkt sind. Es
zeigt sich, dafl die Fixpunkte genau die konvexen schwach nach unten halbstetigen
Funktionen sind, denn z — (z,y) — f(y) ist stetig und linear, und folglich ist
das Supremum f* nach unten halbstetig und konvex. Umgekehrt wenn f konvex
und nach unten halbstetig ist, dann ist es das Supremum aller stetigen affinen
Funktionale ¢+ (_, b), die es dominiert, und das ist genau der Fall wenn f*(b) < —c.
Also ist f**(y) = sup{(z,y) — f*(2) : z € G} > (b,y) + ¢ und somit f = f**.

Es besteht ein Zusammenhang zum Differenzieren, denn wenn v : R — {t : ¢ > 0}

konvex und nach unten halbstetig ist, dann gilt lim;\ o @ =0< ~v*(s) > 0Vs > 0.
In der Tat gilt
() , .
}{%T—O©V8>Oﬂt.'y(t) <tseA*(s) >0

Als Konsequenz ergibt sich, dafl eine konvexe Funktion f auf einen Banachraum
genau dann Fréchet differenzierbar ist bei a mit Ableitung b := f/(z) wenn eine

konvexe nicht-negative Funktion ~ existiert, mit v(0) = 0 und lim;_o 1 — 0, s.d.

Tt
fla+h) < fa) + (f'(a), h) + y([R]).
In der Tat wenn f(a+ h) < f(a) + (b, h) + y(||k|]), dann gilt
fla+th)— f(a) iy
t t
und somit f'(a)(h) < (b,h). Da h+— f’(a)(h) sub-linear ist und lineare Funktionale

minimal unter den sublinearen sind, haben wir Gleichheit. Wegen Konvexitat gilt

f(a-i—ti’;) — f(a) > (b,h) = f'(a)(h).

Somit ist f Fréchet-differenzierbar bei a mit Ableitung f'(a)(h) = (b, h), da der
Restterm durch ~(||h]|) beschrinkt ist und % — 0 fiir ||h]] — O erfiillt.

< (b,h) +

Umgekehrt sei f Fréchet-differenzierbar bei a mit Ableitung b. Dann gilt

[f(a+h) — fla) — (b, )

— 0for h — 0
|2l

und wegen Konvexitét
g(h) := fla+h) = f(a) = (b;h) 2 0

Sei v(t) := sup{g(w) : ||ul]| = |t|}. Da g konvex ist, ist auch  konvex und offen-
sichtlich ~(¢) € [0, 4+o0], v(0) = 0 und @ — 0 fiir t — 0. Dies ist die gewiinschte
Funktion.

ist offensichtlich. Fixpunkte sind die vollstéindig reguldren Topologien.
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Allgemeine Adjunktionen

4.3 Galoisbeziehung als natiirlicher Isomorphismus. Wir wollen das Konzept
der Galoisbeziehung nun auf Funktoren zwischen beliebigen Kategorien tibertragen.
Fiir quasigeordnete Mengen A haben wir dafl A(a,a’) # 0 & a < @’ und dann ist
f € A(a,d’) eindeutig festgelegt. Die Beziehung La < b < a < Rb kann also auch
als Bijektion B(La,b) = A(a, Rb) aufgefaft werden. Wenn wir B(L_,_), A(_,R_) :
A°? x B — Set als Funktoren interpretieren, dann ist dieser Isomorphismus eine
natiirliche Transformation, denn aus a > o/ und b <X ¥’ folgt fiir B(La, b) # 0:

(La % b) — (a < Rb)

| !

(La’ <V) —— (¢’ < RV)
Und falls B(La,b) = @, so ist nichts zu zeigen.

4.4 Definition (Adjunktion). Fiir Funktoren L : A — Bund R : B — A zwi-
schen beliebigen Kategorien definieren wir entsprechend dafl (L, R) eine ADJUNK-
TION ist, falls ein natiirlicher Isomorphismus ¢ zwischen den beiden Funktoren
B(L-,2),A(-,R-) : A°? x B — Set existiert. Man sagt dann, daf§ L der LINKSAD-
JUNGIERTE und R der RECHSTADJUNGIERTE ist.

Bemerkungen.

L
1. Fiir quasi-geordnete Mengen (X, <) und (Y, <) ist (X, <) = (Y, <) genau
R
dann eine adjungierte Situation, wenn (L, R) eine Galois-Beziehung bilden.
(=) Da La = b« 0 # B(La,b) = A(a, Rb) < a < Rb.
(<) siehe oben.
2. Es sei (L, R) ein adjungiertes Paar. Dann haben wir:

B(La,b) A(a, Rb)

B°P (b, La) A°P(Rb, a)

Folglich bilden auch (R, L) eine Adjunktion B? = A%.
Wenn wir nur A oder B dualisieren, so erhalten wir kontravariante Funkto-
ren, die

B°P(b, La) = A(a, Rb) bzw. B(La,b) = A°P(Rb, a)

erfiillen.

4.5 Beispiel. Kartesische Abgeschlossenheit. Es sei Z¥ := Set(Y, Z). Dann
ist Z + Z¥ der Funktor Set(Y,_) mit k ~— k¥ := k,. Die beiden Abbildungen

()Y : Set(X x Y, Z) — Set(X,Z")
()7 Set(X x Y, Z) « Set(X, Z")

definiert durch
f(@)(y) = f(z,y) 9(z,y) = g(z)(y)
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definieren einen natiirlichen Isomorphismus Set(. x Y,..) = Set(.,(..)¥). Da} sie
invers zueinander sind, ist offensichtlich, und die Natiirlichkeit ergibt sich aus:
Firh: X' =X, k:Z—=2', f:XxY =2, oecX, yeV
Set(h, k) (f)(2")(y) = (ks o f o h)(@')(y) = ku(f(h(2")(y) =
= (ko f(h(z")))(y) = k(f(h(z")(y)) = k(f(h(z"), y))
(Set(h x Y, k)(f))" (@) (y) = (ko fo(hxY))(z)(y) =
= (ko fo(hxY))(a,y) = k(f(h(z),y))

stetig co-stetig
Funktor Dom Cod L-Adj. R-Adj.

Abb(X,.) Set  Set (f)XX 2]
Abb(.,Y) Set Set™ T3] @OP(Y,J

(1)  Abb(Y x X, Z) = Abb(Y, Abb(X, Z))

(2) Abb(2,1U1) =22%2£ 12 +1% = Abb(2,1) U Abb(2,1)
(3) Abb(1 x 1,1) 21" 21" +1' = Abb(1,1) U Abb(1,1)
(4)  Abb(X,Abb??(Y, Z)) = Abb°P(Abb(X,Y), Z)

4.6 Darstellbare Funktoren. Es sei ¢, : B(La,b)—— A(a, Rb) eine Adjunktion.
Durch Einschrinkung erhalten wir fiir fixes a in A einen natiirlichen Isomorphismus

va : B(La, ) = A(a, R(.)) =: F(_) : B — Set.

Dies fiihrt uns zur folgenden Definition, wobei wir B in A umgetauft haben.

Definition. Ein Funktor F': A — Set heifit DARSTELLBAR :< Es gibt ein Objekt
a € A und einen natiirlichen Isomorphismus A(a,_) = F. Man sagt auch a stellt
den Funktor F' dar.

Es gilt somit das

Lemma. Adjunktion liefert darstellbare Funktoren.

Es sei @qp : B(La,b) —= A(a, Rb) eine Adjunktion. Dann wird fiir jedes Objekt a
von A der Funktor F(_) := A(a, R(-)) : B — Set durch b := La dargestellt, wobei
der natiirliche Isomorphismus B(La, -) —=— F'(-) durch (vq.5)s gegeben ist. O

4.7 Yoneda Isomorphismus. Wir miissen folglich natiirliche Transformationen
¢ : Ala,.) — F(.) studieren. Insbesonders haben wir 7 := ¢,(1,) € F(a). Wir
behaupten, dafl dadurch ¢ schon eindeutig bestimmt ist. Sei also a’ beliebig und
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f € A(a,a’). Dann betrachten wir folgendes Diagramm:

1_51 I\ /722
a Ala,a) 2~ F(a)
lf -A(%f)—f*l iF(f)
a /(a, a) S F(a)
fr F(f)(n) = ¢a (f)

Dies zeigt einen Teil des folgenden Lemmas:

Yoneda Lemma. Fs sei F' : A — Set ein Funktor. Dann ist jede natiirliche Trans-
formation ¢ : A(a,_) — F bereits durch den Wert ©,(1,) € F(a) ihrer Komponente
va auf 1, € A(a,a) eindeutig bestimmt. Wiren die folgenden Konstrukte Klassen,

dann konnten wir das auch wie folgt formulieren:
nat. Transf(A(a, ), F) ~ — Fa } ist eine Bijektion
2 — ¢a(la)

Beweis. Die “Umkehrabbildung” ist Fa 3 n — ¢ € nat. Transf(A(a,-), F), mit
wq  Ala,a’) — F(a') gegeben durch f — (Ff)(n) € F(a').
Es ist das so definierte ¢ eine natiirliche Transformation, denn fiir g : ' — a” gilt:

(par © .)(f) = @ar(go f) = F(go f)(n) =}::
(F(g) o war)(f) = F(9)(pa () = F(g)(F(f)(n) =

a Ala,a) Z F(a)
Pa’
gof a (gof)s A(ava,) > F(a/) F(gof)
lg l!]* F(g)l
o Ala,a") Par F(a")

Die Zusammensetzungen sind die Identitét, denn

Pa(la) = (F(1a))(n) = Lr@(n) =1
fiir n € Fa und zugeordneten .
Par () = par (f+(1a)) = F(f)(¢a(la)) = F(f)(n)
fiir ¢ : A(a,-) — F und zugeordneten n € Fa. O

4.8 Folgerung. Fiir kleine Kategorien A ist der Funktor Hom : AP — Set™ eine
volle Einbettung.

Beweis. Es stehen die natiirlichen Transformationen ¢ : A(a, ) — A(a’,-) =: F(_
in bijektiver Beziehung zu 1 := ¢,(1,) € A(a’,a) vermoge @q-(f) = F(f)(n)
fon=mn"(f).

~—

Ol
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4.9 Definition. Wir wollen auch die Darstellbarkeit durch die Initialitdt eines
gewissen Objektes ausdriicken.

Sei F': A — Set ein Funktor. Dann hat die Pfeilkategorie {*T*J’ als Objekte be-
liebige Objekte von A zusammen mit ausgezeichneten Elementen z € F(a) und
als Morphismen A-Morphismen, deren Bild unter F' die ausgezeichneten Elemente
aufeinander abbilden.

Siehe fiir eine Verallgemeinerung davon.

Lemma. Darstellende Objekte sind initial in der Komma-Kategorie.
Ein Funktor F : B — Set wird genau dann d?ﬂem Objekt b dargestellt, wenn
ein initiales Objekt (n,b) in der Pfeilkategorie {+x}F (also ein n € F(b)) existiert.
Dabei is n:= @p(1p) € F(b), wobei ¢ : B(b,_) — F den natiirlichen Isomorphismus
bezeichnet und umgekehrt ist ¢ durch oy (f) := F(f)(n) gegeben.

Beweis.

Nach Definition stellt Objekt b in B den Funktor F' genau dann dar, wenn ein
natiirlicher Isomorphismus ¢ : B(b, ) —— F existiert. Nach dem Yoneda-Lemma
sind die natiirlichen Transformation ¢ eindeutig durch n := ¢4(1,) € F(b)
festgelegt. Es ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn ¢, : B(b,b') — F(b)
fiir alle b’ bijektiv ist, d.h. fiir alle y € F(b') existiert ein eindeutiger Morphismus
f:b—b mity =y (f)=F(f)(n), also ist (n,b) ein initiales Objekt in m

n e F(b
F(f)l F(f)
\
y e F(@) O

4.12 Beispiele darstellbarer Vergif3funktoren.
HGru — Set, N*:=N\{0}
Mon — Set, N
Gru — Set, Z
Ring — Set, Zfa]
R-Mod — Set, R
Top - Set, {+}

4.10 Folgerung. Eindeutigkeit darstellender Objekte. Das darstellende Ob-
jekt eines darstellbaren Funktors F : A — Set ist bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

2.Beweis. Direkt kann man das auch wie folgt sehen: Seien a und a’ zwei Objekte
die F' darstellen. Dann haben wir einen natiirlichen Isomorphismus ¢ : A(a,_) =
F = A(d/,.). Es entspricht insbesonders 1, € A(a,a) ein Morphismus g := ¢4(1,) €
A(a',a) und 1, € A(a’,a’) ein Morphismus f := ¢,,'(1.) € A(a,a’). Wir behaup-

ten, da} f und ¢ invers zueinander sind:
fog=fi(9) = fi(pa(la)) = @ar (fi(1a)) = par (f) = Llar
go f=g:(f) = g:(p5' (1)) = 05 (9:(1a)) = 05 (9) = Lae O
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4.11 Limiten-Berechnung via Hom-Funktor.
Man beachte weiters, dafl Homfunktoren .A(a, _) immer Limiten erhalten, denn nach
Definition gilt, dafl

A(a,lim F) 2 {(f; :a — F(i)); : F(h) o faomh = feodn} = lim A(a, F(.)).

Somit ist dies eine notwendige Voraussetzung fiir die Darstellbarkeit eines Funktors.

Lemma. Fs sei X : T — A ein Diagramm in A. Dann ist ein Kegel iber X genau
dann ein Limes von X in A wenn, fir alle a in A das Bild unter A(a,_) ein Limes
von A(a, X (-)) in Set ist.

Beweis. Eine Familie (g; : a — X(4)); ist genau dann ein Kegel von X, wenn
gir = X(f) ogi = X(f)«(g;) fiir alle Z-Morphismen f : i — 4’ ist, d.h. wenn
(gi)i ein Faden fiir A(a, X(-)) ist. Folglich ist A(a, X~ ) genau dann der Limes von
A(a, X (")), wenn die Elemente von A(a, Xo,) genau den Féden fir A(a, X (-)) und
somit genau denn Kegeln von X mit Spitze a entsprechen. Dies ist aber genau die
universelle Figenschaft des Limes lim X. O

4.14 Bemerkung. Stetigkeit adjungierter Funktoren.

Es sei 45 : B(La,b) = A(a, Rb) eine Adjunktion. Durch Einschriinkung erhalten
wir fiir fixes a in A einen natiirlichen Isomorphismus ¢, _: B(La, ) —= A(a, R(.)) :
B — Set. Es sind also die Funktoren F(.) := A(a, R(-)) : B — Set fiir alle a
darstellbar und somit stetig. Nach Lemma ist damit aber auch R stetig, und
aus Dualitatsgriinden ist L costetig, also gilt:

Proposition. Fs sei R : B — A ein Rechtsadjungierter. Dann erhdlt R Limiten.

2. Beweis. Es sei X : 7 — B ein Diagramm und (X, (p;);) sei ein Limes von X

N

,\ /RX,

Die Behauptung ergibt sich nun wie folgt:

A RLA O

4.13 Dreiecksgleichungen einer Adjunktion.
Es sei ¢qp : B(La,b) —=— A(a, Rb) eine Adjunktion. Durch Einschriinkung erhalten
wir fiir fixes @ in A einen natiirlichen Isomorphismus ¢, _: B(La, ) —— F(_) :=
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A(a,R(.)) : B — Set. Nach dem Yoneda-Lemma ist die natiirliche Trans-
formation @, = (@ap)s durch 1 := @o,ra(1ra) € F(La) = A(a, RLa) wie folgt
eindeutig bestimmt:

anlF) 22 F(f) () = Ala, R) (1) = R(f)«(na) = R(f) o fiix f € B(La,b).

Weiters formen die 1, € F(La) = A(a, RLa) eine natiirliche Transformation 7 :
14 — Ro L, die sogenannte EINHEIT der Adjunktion, denn dazu betrachte man fiir
fia—a:

1pa! Ml
B(La, La) Pl A(a, RLa)
l(Lf)* i(RLf)*
Lf B(La, La') 2" A(a, RLa) RLfon,=nwof
T(Lf)* Tf*
B(Ld', La') 2% A(d!, RLd')

/

]-La’ } Mo

Dies entspricht der Aussage a < RLa einer Galoisbeziehung.

Da genauso ¢~ ! : A(a, Rb) — B(La,b) eine Adjunktion (R°P,L°P) beschreibt,
folgt ebenso, da§ durch e := @B;’b(le) € B(LRb,b) = A(Rb, Rb) eine natiirliche
Transformation € : LoR — 13, die sogenannte COEINHEIT der Adjunktion, definiert
ist. Dies entspricht der Aussage LRb < b einer Galoisbeziehung.

Der Aussage RLR = R einer Galoisbeziehung entspricht nun die sogenannte eine
DREIECKSGLEICHUNG der Adjunktion

R(ep) onrp = 1ry : Rb — RLRb — Rb,
denn ¢gpp : B(LRb,b) — A(Rb, Rb) ist nach obigen durch ¢ry,(f) := R(f) o nre :
Rb — RL(Rb) = R(LRb) — R(b) geben. Da f := g, durch ¢rp »(ep) = 1gp definiert
ist, gilt das Gewiinschte

(R*e)o(nxR) =1g.

Aus Dualitétsgriinden gilt ebenso die andere DREIECKSGLEICHUNG der Adjunktion

€ra°L(ny) =1pa : La — LRLa — La, bzw.

(exL)o(Lxn)=1y.

Zusammengefafit:
Lemma. Es sei ¢, : B(La,b) —— A(a, Rb) eine Adjunktion. Dann werden durch
N = Pa,La(lLa) und p = cpg;,b(lm,) natirliche Transformationen

Nn:lg—RoL wund e:LoR—1p
definiert welche die Dreiecksgleichungen

(Rxe)o(n*R)=1g und (exL)o(L*n) =1

erfiillen. O
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B(La7 b) ~ A(a, Rb)
1La €a

b:=La La—=>TLa .2 a- " > RLa
a:= Rb LRy -">b e Rb—""Rp
La——>b .*. a—2>Rb

N

Lg Rf
LRb RLa

4.15 Bemerkung. Adjunktion mittels Einheit und Coeinheit.
Umgekehrt, seien natiirliche Transformationen n:14 — RoLunde: Lo R — 1p
gegeben, welche

(Rxe)o(m*R)=1gund (exL)o(Lxn) =1y
erfiillen (siehe ) Wir definieren ¢q 5 : B(La,b) — A(a, Rb) durch
Pab(f) = R(f) © N,
und 90;%) : A(a, Rb) — B(La,b) durch
0. 5(9) =eb0L(g).
Dann ist
(™" o@)(f) =evo L(R(f) ona) = ey 0 LRf o Lijg = f 0 €q 0 Lijg = f
und

(0o @™ ")(g) = R(ey o Lg) 011 = Rey o RLg 010 = g.
Betrachte dazu auch folgende Diagramme:

La—tsrq—1 ~y Rb<-" ph<=—2"a
ELGT st ﬁRbl i’ﬂa
Lna Rey
LRLa = LRb RLRb<;— RLa

DaBl ¢ eine natiirliche Transformation ist zeigt folgendes Diagramm:

fi R(f)ona

N .

B(La,b) —— A(a, Rb)

b
hT ik B(Lh,k)l J{A(h,Rk)
b/

B(La'.l/) — > A(a', RY) <—— Rko Rf ong 0 h

e J

kofoLh——— R(ko foLh)on, =RkoRfoRLhong,

Dies zeigt also die
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Proposition. Es seien L : A — B und R : B — A zwei Funktoren. Dann ist (L, R)
ein adjungiertes Paar (vermdége dem natirlichen Isomorphismus ) genau dann,
wenn natirliche Transformationen n: 14 — Ro L unde : Lo R — 1 existieren
mat

(Rxe)o(m*xR)=1g und (exL)o (Lxn)=1p.
Dabei ist ¢ durch ¢q(f) == R(f) o ny und w;i(g = gp 0 L(g) gegeben, n durch
Na = Pa,La(lLa) und e durch ey, := ‘Pﬁg,b(le)' O

4.16 Folgerung. Aquivalenz als Adjunktion. Es sei (L, R) eine Aquivalenz,
dann ist (L, R) eine Adjunktion mit natirlichen Isomorphismen n als Einheit und
e als Coeinheit (gegeben durch ) Weiters ist auch (R, L) eine Adjunktion
mit Binheit e~ und Coeinheit n~". Insbesonders sind also Aquivalenzen L und R
sowohl stetig als auch costetig. O

4.17. Adjungierte Funktoren mit zusitzlichen Eigenschaften.
Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften von R sich in Eigenschaften der Coein-
heit e iibersetzen lassen. Es gilt:

Proposition. Es sei (L, R) eine Adjunktion mit Einheit n und Coeinheit . Dann
gilt:

1. R ist treu < Vb: €y ist Epi.

2. R ist voll & Vb: gy ist Schnitt.
1°P. L ist treu < Va: 1, ist Mono.
2°P. L st voll & Va: n, ist Retrakt.

Wir werden diese Fragen noch genauer behandeln, wenn wir in reflektive Teil-
kategorien betrachten.

Beweis. Es ist €, : LRb — b genau dann ein Epi, wenn (&,)* : B(b, V') —
B(LRb,V') injektiv ist. Da aber gy p : B(LRb, V') — A(Rb, RV') bijektiv ist und
Yrbb o (€p)* 1 g — orbp((ep)*(9)) = R(goep) onry = Ry erfiillt, ist dies dquivalent
mit “R ist treu”.

(=) Wir suchen eine Retraktion p : b — LRb zu ¢, : LRb — b. Weil R voll ist,
existiert ein p mit R(p) = ngrp : Rb — RLRD. Bleibt zu zeigen, dal poe, = 1ngp
oder #quivalent nach Anwenden von ¢, dafl nry = ©(1rry) = @(poep) = R(p) o
R(ep) onry = R(p)-

(<) Sei f : Rb — RV beliebig und p eine Retraktion zu ¢, : LRb — b, d.h.
poey = lppy. Also ist nry = Yro,LrRe(1LRy) = @Rb,LRL(P O €1) = R(p) o R(ep) ©
nry = R(p). Damit gilt fiir g := ey o Lf op : b — LRb — LRV — V/, dafl
Rg = R(ey) o RLf o R(p) = R(ep) o RLf onry = R(ep) onpy o f = f ist, d.h. R
ist voll. O]

4.18 Proposition. Zusammensetzen von Adjunktionen.

Es seien A é B und B :} C zwei Adjunktionen durch natirliche Isomorphismen
o und ¢’ unél% mit Einhei?en n und ' und Coeinheiten € und &' gegeben. Dann ist
auch A L:ﬁOL C eine Adjunktion, welche durch folgenden natirlichen Isomorphismus
gegeben Iz%‘;f l

C(L'La,¢) —£2<, B(La, R'¢) £, A(a, RR'c)
und als Einheit (Rxn' x L) on und als Coeinheiten &’ o (L' & x R') hat.
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Beweis. Offensichtlich ist obige Zusammensetzung von ¢ mit ¢’ ein natiirlicher
Isomorphismus, und somit (Lo L, RoR’) ein adjungiertes Paar. Die Einheit ist dann
durch das Bild von 111, € C(L'La, L' La) geben, und somit durch R(n},) o1, =
((R*n'*L)on),. Aus Dualitit folgt die entsprechende Aussage fiir die Coeinheit. [J

4.19 Universelle Pfeile. Es sei ¢ : B(La,b) = A(a, Rb) eine Adjunktion. Dann

ist ¢ nach durch ¢(f) := R(f) o ng mit 9, := ¢(11,) gegeben. Es ist somit
(1, La) ein universeller Pfeil fiir R im folgenden Sinn:

Definition.
Es sei R: A — B ein Funktor und b ein Objekt von 5.

Dann heifit ein Paar (n,a) UNIVERSELLER PFEIL fiir b bzgl. R < 7 ist ein B-
Morphismus b — R(a) und fiir jeden B-Morphismus f : b — R(a’) existiert ein

eindeutiger A-Morphismus f : a — o' mit R(f)on = f, d.h.

Mit anderen Worten: Fiir alle a’ ist die Abbildung ¢ : A(a,a’) — B(b, Rda’), g —
Rg on ist eine Bijektion, bzw. B(b, R(_)) durch a vermoge n dargestellt (cf. )

Dual dazu versteht man unter einen UNIVERSELLEN COPFEIL fiir L : B — A iiber
a in A einen A-Morphismus ¢ : L(b) — « fiir ein b in B mit

L(b)
=)
al o9
o~
L(Y)

Die PFEILKATEGORIE (Kommakategorie) bR hat als Objekte Paare (n,a) mit B-
Morphismen 7 : b — R(a) und als Morphismen von (n,a) nach (n',a’) die A-
Morphismen f : ¢ — o' mit

, R(a)
b/ R(f)
.

R(d')

Bemerkung. Fs ist also (n,a) genau dann ein universeller Pfeil fir b bzgl. R,
—
wenn (n,a) initial in bR ist.

Insbesonders sind universelle Pfeile bis auf Isomorphie (in der Pfeilkategorie) ein-
deutig bestimmdt. O

4.21 Darstellbare Funktoren versus universelle Pfeile.
Beachte, daB fiir F': A — Set die Pfeilkategorien {*}F aus zu jener aus
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isomorph ist vermége (1 : {x} — F(a)) — (n(x) € F(a))

n € Fla) /F(a)
]{ F(f) {*} JFU)
n e F(d) F(a')

Somit besagt :

Lemma.

Ein Funktor F : B — Set wird genau dann durch ein Objekt b dargestellt, wenn ein
universeller Pfeil (n,b) fir {x} bzgl. F existiert. Dabei ist n : *x — @p(1p) € F(b),
wobei ¢ : B(b,-) — F den natiirlichen Isomorphismus bezeichnet und umgekehrt ist
@ durch oy (f) = F(f)(n) gegeben. 0

4.20 Beispiel. Der freie Vektorraum. Es sei B eine Menge. Dann existiert ein
Vektorraum A (der freie Vektorraum iiber B) und eine Abbildung n: B — A (die,
die Elemente von B auf die Erzeuger von A abbildet), sodaf fiir jede Abbildung
f: B — A’ in einen Vektorraum A’ eine eindeutige lineare Abbildung f : A —
A’ existiert mit f on = f. Um das kategoriell zu formulieren benétigen wir den
Vergififunktor V : VR — Set. Dann sind np: B — V(A) und f : B — V(A’) beide
Set-Morphismen und f : A — A’ ein V. R-Morphismus. Und die Kommutativitéit
folgenden Diagramms ist gegeben:

Ein Beispiel eines universellen Copfeils ist die Identitdt von X mit der diskreten
Topologie nach X mit der gegebenen Topologie. Ein anderes ist die Inklusion der
Torsionsuntergruppe einer Abelschen Gruppe in diese.

4.22 Lemma. Isomorphie von Pfeilkategorien.

Sei R : A — B ein Funktor, b ein Objekt von B und F : A — Set M@n durch
F(.) := B(b, R(_)). Dann ist ein Isomorphismus von Pfeilkategorien {x}F —— bR
gegeben durch (n € F(a)) — (n: b — R(a)) auf Objekten und der Identitit auf
Morphismen.

Beweis.
n e F(d)——B(bR()) R(a)
n
F(f) R(f)« b R(f)
R(f)on
F(f)(n) € F(a")==B(b, R(a")) R(a")
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4.23 Corollary. Darstellungen via universeller Pfeile.

Sei R : A — B ein Funktor und b ein Objekt von B. Dann ist ein Paar (n,a)
genau dann ein universeller Pfeil fir b bzgl. R, wenn B(b, R(_)) : A — Set durch a
darstellbar ist.

Dabei ist n = ¢4(1,) € B(b, Ra), wobei ¢ : A(a,-) — B(b, R(-)) den natiirlichen
Isomorphismus bezeichnet. Und umgekehrt ist dieser durch o (f) := R(f)on ge-
geben.

Insbesonders liefert jede Adjunktion ¢ : B(La,b) = A(a, Rb) nach Dar-
stellungen von A(a, R(-)) =: F(.) durch La und somit auch universelle Pfeile
Mg : @ — R(La) fiir a iiber R.

Beweis. Nach und ist F(_) := B(b, R(-)) : A — Set genau dann durch
a darstellbar, wenn ein universeller Pfeil  : {*} — F(a), also ein initiales Objekt

(n,a) in {x}F = bR existiert, dies sind nach genau die universellen Pfeile
(n, R(a)) von b bzgl. R. O

4.25 Theorem. Charakterisierung adjungierter Funktoren.
Folgende Aussagen fiir einen Funktor R : B — A sind dquivalent:

1. Va € |A| gibt es einen universellen Pfeil (n,, La) fir a bzgl. R;

2. Va € |A] ist A(a, R(.)) : B — Set darstellbar;

3. Es gibt einen Funktor L : A — B und zwei natiirliche Transformationen
n:1—RoLunde:LoR— 1 mit

La ! La Rb ! Rb

LRLa RLRb

4. Es gibt einen Funktor L : A — B und einen natiirlichen Isomorphismus

0:B(L.,.) = A(,,R.) : AP x B — Set.

Man nennt dies eine adjungierte Situation. Der Funktor L heifit linksadjungierter,
R heifst rechtsadjungierter, n ist die Finheit der Adjunktion und e die Coeinheit.

Beweis. ( VR ) ist .
(1] [3) ist [115).
( = ) ist klar, siehe .

( = ) Wir erweitern L zu einem Funktor durch folgendes Diagramm:

a$RLa

o R( L)
Na’ v
a’ —> RLd
Per Definition wird damit n : 1 — RL zu einer natiirlichen Transformation.
Die Coeinheit ¢, : LRb — b definieren wir gerade so, dafl die eine Dreiecksgleichung
gilt:

Rb—"% RLRb

\2(\/%)

Rb
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Dann ist € eine natiirliche Transformation, denn

RY —2 RLRY

vyt
b/

Rb—2% RLRb RV
\ lR%
Rb

und zweite Dreiecksgleichung €, o Ln, = 11, ergibt sich aus

G$RLQ

NRLa

RLa —% RLRLa /,

S

RLa

Dabei kommutieren die links oberen Parallelogramme, da 7 eine natiirliche Trans-
formation ist, und folglich kommutiert das jeweils rechte Polygon zusammengesetzt
mit 7 und damit auch nach Weglassen von R. O

4.24 Bemerkung. Colimes als universeller Pfeil.

Es sei X : T — C ein Diagramm. Dann betrachten wir den Funktor konst : C — C7,
welcher jedes Objekt ¢ von C auf das konstante Diagramm konst. abbildet und
jeden Morphismus f auf die natiirliche Transformation mit Komponenten f. Den
Cokegeln (c, (f;);) iiber X entsprechen dann eindeutig die natiirlichen Transforma-

~

tion (f;); von X nach konst.. Wir erhalten also einen Isomorphismus Cokeg(X) =
X konst

X () I konst,(7)

.

f X(f) id c

i X (i) —% Konste (i)

Da die Colimiten von X genau die initialen Objekte von Cokeg(X) sind gilt also

Lemma. Die Colimiten von X entsprechen genau den universellen Pfeilen fir X
tiber konst : C — C%. Dual gilt: Jeder Limes ein universeller Copfeil. O

Existenz von Adjunktionen

4.26 Darstellungssitze. Fs sei A vollstindig und F : A — Set erhalte Limiten.
Dann ist F darstellbar falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

General: Es existiert eine Lisungsmenge,
—
d.h. eine initiale Menge von Objekten in {+}F.
Special: Es ist A lokal klein und besitzt eine Coseparatormenge (siehe )
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—
Beweis. Wegen miissen wir ein initiales Objekt in der Pfeilkategorie {*}F
finden. Wir wenden dazu die Satze ‘ 3.34 ‘ und ‘ 3.36 ‘ an.

Es ist bF vollsténdig, da A vollstéindig ist und F' : A — Set Limiten erhilt:
—
Sei ndmlich X ein Diagramm iiber Z in bF

X (i)
F(lim X,

fo
F(Xo(h))
)

)
F(pi’)
F

F(Xo(i

(Xo(i"))

Xo(h)

Xo(4) Xo(i!

lim XO
Wobei (1) existiert, da F' stetig ist, und ebenso (2).

)

Es ist bF lokal klein, wenn A es ist, da bE — A Limiten erhilt (und sogar erzeugt),
wie wir gerade gesehen haben: In der Tat sei A ein Mono in lﬁ*’i dann ist (1,1) ein
Pullback von (h, h) in bE und somit auch in A, da bE — A stetig ist, also ist A ein
Mono in A. Die Umkehrung ist offensichtlich, da bE — A treu ist.

—
Wir koénnen somit aus einer reprisentativen Menge von Mono’s m in A eine in bF'
erhalten, indem wir alle Faktorisierungen der folgenden Form verwenden:

s F(m:\

F(a') F(a)

Es existiert eine Coseparatormenge in bE , wenn eine in A existiert. In der Tat
sei S eine Coseparatormenge in A und S’ := {b — F(s) : s € S}. Dann ist 5’
eine Coseparatormenge, denn fiir b—}%—Morphismen a#06:mF(a) — (v, F(d))
existiert ein A-Morphismus f : a’ — sinein s € S mit foa # fo . Somit ist
f:(,F(a)) — (F(f)on',F(s)) ein separierender Morphismus in bE:

b

/ i Won/
n
F(a)

F(a) H} F(CL,) W F(S) O
F(B)

4.27 Adjungierte-Funktoren Theorem. Es sei B vollstindig und R : B — A
erhalte Limiten. Dann ist R ein Rechtsadjungierter, falls eine der beiden folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

GAFT. Fiir alle a in A existiert eine Losungsmenge, d.h. eine initiale Menge von

Objekten in aR.
SAFT. FEs ist B lokal klein und besitze eine Coseparatormenge.
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Beweis. Verwende entweder, dafl nach R genau dann ein Rechtsadjungierter
ist, wenn F'(_) := A(a, R(.)) : B — Set darstellbar ist fiir alle a in A, und nach

. . . . . - . -_—
eine initiale Menge von Objekten von aR genau einer solchen von {*}F

—
entspricht; oder genau dann wenn ein initiales Objekt in aR existiert und wende

nun den selben Beweis wie fiir an. O

Wir wollen noch eine kanonische Moglichkeit angeben eine Losungsmenge zu finden,
dazu folgende

4.28 Definition. Es sei R : B — A ein Funktor und a ein Objekt von A. Dann sagt
man, dafl a das Objekt b von B R-ERZEUGT, falls ein A-Morphismus 7 : a — R(b)
existiert, s.d. R(a)on = R(8)on = a = (. Ist R =1, so bedeutet dies gerade, daf§
7 ein Epi ist.

Gilt zusitzlich, dal aus R(m)on’ = 1 mit Mono m folgt, dal m ein Iso ist, so sagt
man, dafl a das Objekt b EXTREM R-ERZEUGT.

R(Y)

%(Im)
n

a ——> R(b)

Nl

R(V")
Ist R =1, so bedeutet dies gerade, dafl n ein extremer Epi ist.

Beispiel. es sei R : Gru — Set der Vergiifunktor. Beachte dabei, dal eine Abbil-
dung f : X — R(G) genau dann R-erzeugend ist, wenn G als Gruppe von f(X)
erzeugt wird (siehe ) Er ist dann sogar extrem R-erzeugend. Gleiches gilt fiir
R-Mod. Fiir HGru, Mon und Ring ist f : X — R(A) genau dann erzeugend
ist, wenn (f(X)) — A ein (nicht nowtwendig surjektiver) Epimorphismus ist, sieche
. Somit ist f genau dann extrem R-erzeugend, wenn A = (f(X)) gilt.

4.29 Lemma. Es sein: a — R(b) ein R-universeller Pfeil. Dann wird b durch n
extrem R-erzeugt.

Beweis. Aus der Eindeutigkeitsaussage eines universellen Pfeils folgt sofort, daf3 b
durch n R-erzeugt wird. Fiir die Extremheit betrachte nun:

R(b)
)
’ N

a —> R(V)

\%(Im)

R(D)

Die Eindeutigkeitsaussage liefert, dal m eine Retraktion und somit ein Isomorphis-
mus ist. O

4.30 Lemma. Es besitze B Eqgalisatoren und R : B — A erhalte diese. Fallsn : a —
R(b) die extremal-Bedingung eines extrem R-erzeugenden Morphismuses besitzt, so

ist  extrem R-erzeugend. Vgl. | 3.10.6|.
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Beweis. Sei nédmlich R(a) on = R(8) on, und m : b/ — b der Equalizer von «
und S. Dann ist R(m) der Equalizer von R(a) und R(() und somit existiert ein
7 :a — R(') mit n = R(m) on’. Wegen Extremalitiit von 7 ist m ein Iso, und

somit a = [3.

R(a)
a: . R(b) —Z R(V")
R(B)
n' N R(m)
RV 0

4.31 Lemma. Es sei B lokal klein, besitze Durchschnitte und Egalisatoren und
R : B — A bewahre beide. Dann besitzt jeder Morphismus n : a — R(b) eine

(extrem R-erzeugend,Mono)-Faktorisierung. Vgl. | 3.10.8]|.

Beweis. Es sei M eine reprisentative Klasse von Mono’s m : domm — b iiber
welche 7 : a — R(b) faktorisiert. Sei p : (1,0 domm — b deren Durchschnitt.
Dann faktorisiert 7 : @ — R(b) mittels einem 7’ : a — R([Jdomm) iiber R(u).
Wir behaupten, dafl 7’ extrem R-erzeugend ist und dafiir geniigt es nach die
extremal-Bedingung zu iiberpriifen. Sei also ' = R(m') o 7" eine Faktorisierung
mittels eines Mono’s m’. Dann existiert ein zu pu o m’ dquivalenter Mono m und
somit ein Morphismus p,, : (Jdomm” — domm = domm’' mit gom’ op,, = u,
d.h. m’ op,, = 1. Also ist m’ eine Retraktion und somit ein Iso.

- R(b)
R(m)
7’ 7~ R(domm) R(u)
no : W
Q
R(dom m’}m N R(domm) =——= R((domm) O

4.32 Zweites adjungiertes Funktor-Theorem. FEs sei B vollstindig, lokal klein
und R : B — A erhalte Limiten. Falls jedes A Objekt nur eine Menge von wicht
isomorphen B Objekten extrem R-erzeugt, so ist R ein rechts- Adjungierter.

Beweis. Wir verwenden das GAFT und miissen folglich nur zeigen, dafl eine

Losungsmenge existiert. Nach besitzt jeder Morphismus 7 : a — R(b) eine
(extrem- R-erzeugende,Mono)-Faktorisierung und wegen der vorausgesetzen Klein-
heitsbedingung diirfen wir annehmen, dafl der extrem-R-erzeugende Teil zu einer
fixen Menge von Morphismen 1’ : a — R(V') gehort. Folglich bilden diese eine

initiale Menge von Objekten in aR. O

4.33 Umkehrung. Wir kénnen auch zeigen, daf} fiir vollstéandige, lokal kleine und
extrem colokal kleine Kategorien B ein Funktor R : B — A genau dann ein Rechts-
adjungierter ist, wenn er stetig ist und jedes A-Objekt nur eine Menge von nicht
isomorphen B Objekten extrem R-erzeugt:

Beweis. Sei By eine reprisentative Klasse von Objekten in B die durch a extrem
R-erzeugt werden, d.h. fiir jedes Objekt b € By existiert ein extrem R-erzeugender
Morphismus 7, : @ — R(b). Sei n : a — R(L(a)) der universelle Pfeil. Folglich
existiert ein eindeutiger B-Morphismus f, : L(a) — b mit R(fy) on = np. Wir
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behaupten, dafl f;, ein extremer Epi ist. Dafiir miissen wir wegen nur die
extremal-Bedingung nachpriifen. Sei also f, = m o g mit einem Mono m. Dann ist
1 = R(m) o R(g) on und da n, extrem R-erzeugend ist, ist m ein Iso. Da B extrem
colokal klein ist, kann By nur eine Menge sein. O

4.34 Sandwich-Theorem. FEs seien Funktoren wie folgt gegeben

R

N

C

Falls B vollstindig, lokal klein und colokal klein ist, R Limiten erhdlt, U treu und
V' ein Rechtsadjungierter ist, so ist auch R ein Rechtsadjungierter.

Beweis. Wir verifizieren die Voraussetzungen des 2.ten adjungierten Funktor-The-
orems , d.h. daf} jedes a nur eine Menge von nicht isomorphen B-Objekten
(extrem) R-erzeugt. Sei also By eine Klasse solcher nicht isomorpher Objekte in B,
d.h. fiir jedes b € By existiert ein R-erzeugender Morphismus 7, : a — R(b). Sei
n:U(a) — V(bg) = U(R(by)) ein universeller Pfeil fiir V. Fiir jedes b € By existiert
also ein 7, : by — b mit

n

U(a) —" V(b
U(nb)l vim )
A V(a)
U(R(b)) ==V (b) —ZV (V')
Vi)

Wir behaupten, dafl 7, : bg — b ein Epi ist. Sei also a o 7, = (o 7. Dann ist
U(R(a)omy) = V(a)oV(ilp) on = V(B)o V(i) on = U(R(B) omy), d.h. R(ar) o, =
R(B) onp, da U treu ist, und somit aw = 3, da 17, R-erzeugend ist.

Da B colokal klein ist, ist By eine Menge. O

4.35 Gegenbeispiele. Sei B die duale Kategorie zur partiell geordneten Klasse
aller Ordinalzahlen und sei A die Kategorie mit einen einzigen Morphismus und
R : B — A der einzige (konstante) Funktor. Dann ist

1. B vollsténdig (Supremum), colokal klein ({o : o > (3} ist eine Menge) und
hat einen Coseparator (ndmlich 0);

2. Jedes Objekt in A extrem R-erzeugt héchstens eine Menge (die leere Menge)
von B-Objekten;

3. R erhilt Limiten;

4. R ist kein Rechtsadjungierter.

Es ist also die Bedingung “lokal klein” im SAFT und im 2" AFT notwendig.

4.36 Beispiel der freien Gruppe. Die Kategorie Gru ist vollstindig und lokal
klein (da Mono’s genau die injektiven Morphismen sind) und der Vergififunktor
bewahrt Limiten. Um zu zeigen, daf} er ein Rechtsadjungierter ist, konnen wir das
SAFT nicht anweden, da Gru nach keine Coseparatormenge besitzt.

Wegen dem 2.AFT geniigt es aber zu zeigen, dafl jede Menge nur eine Menge
von nicht isomorphen Gruppen erzeugt. Jede von einer Menge X erzeugte Gruppe
G kann als Bild aller Worte mit Buchstaben aus X x {£1} betrachtet werden, wird
also bis auf Bijektionen durch eine Aquivalenzrelationen auf || (X x {£1})"

neN
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beschrieben. Die Anzahl der méglichen Strukturen auf einer Menge G ist ebenfalls
nach oben durch |G¢*¢| beschrinkt.

4.37 Weitere Beispiele von Adjunktionen.

Die freie Halbgruppe iiber einer Menge.

Die freie Gruppe iiber einer Menge.

Der freie R-Modul iiber einer Menge.

Die freie R-Algebra iiber einer Menge.

Der freie kommutative Ring Z[B] iiber einer Menge B.

Der freie (=diskrete) topologische Raum iiber einer Menge:
Die diskret partiell geordnete Menge iiber einer Menge.

Die Stone-Cech Kompaktifizierung eines topologischen Raums: .

Die Hewitt Realkompaktifizierung eines topologischen Raums: .
Die Kelleyfizierung eines topologischen Raums.

Die Kurvifizierung eines topologischen Raums.

Die Vervollstéindigung eines metrischen Raums.

Die Vervollstédndigung eines uniformen Raums.

Die Vervollstdndigung eines normierten Raums.

Die Vervollstédndigung eines lokalkonvexen Raums: .

Die Gruppe der Quotienten einer Halbgruppe: .
Der Quotientenkorper eines Rings.

Die Abelisierung einer Gruppe: .

Die Torsionsuntergruppe einer abelschen Gruppe.

Der torsionsfreie Anteil einer abelschen Gruppe: .

Die partiell geordnete Menge zu einer quasi-geordneten Menge.

Die lokalkonvexe Topologie zu einem topologischen Vektorraum.

Der Homfunktor und das Produkt mit einer Menge oder einem lokalkompakten

Raum: .

Der Homfunktor und das Tensorprodukt von R-Moduln (mit kommutativen R):

[3.35]

Das projektive Tensorprodukt von normierten Réumen: .

Freie Objekte

4.38 Definition. Es sei R : A — Set ein Funktor. Unter einem (R-)FREIEN OB-
JEKT {iiber einer Menge X versteht man ein Objekt A in A zusammen mit eine
Abbildung p : X — R(A) (die Insertion der ERZEUGER z € X in A), welche ein
universeller Pfeil bzgl. R ist.

1. Ein Objekt A ist frei iiber der leeren Menge genau dann, wenn es initial ist.
2. Es ist frei iiber einer einelementigen Menge, wenn es R darstellt nach .
3. R ist rechtsadjugiert, genau dann wenn freie Objekte jeder Menge existieren

nach .
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4. Falls also Copotenzen in A existieren, dann ist R ein Rechtsadjungierter
genau dann wenn er darstellbar ist.

(2} RL(1)

X ) >[Iy RL(1) @
3) '

5. Falls das freie Objekt A iiber irgend einer nicht-leeren Menge X existiert,
so ist R stetig: Falls p : X — R(A) ein universeller Pfeil ist, dann ist
Abb(X, RA") =2 A(A, A”), d.h. Abb(X, R(.)) ist darstellbar und somit stetig.
Wegen X # () reflektiert Abb(X,_) Limiten nach , also mufl R sie
bewahren.

6. Da in Set jede Menge X das Coprodukt [] . {x} ist, ist R genau dann ein
Rechtsadjungierter, wenn er durch ein Objekt A dargestellt wird, fiir welches
beliebige Copotenzen existieren.

4.39 Lemma. Falls jedes Objekt A von A ein Retrakt einer Copotenz von S ist,
dann reflektiert A(S, ) Limiten.
Falls S # 0 ist, so erhdlt und reflektiert Abb(S,_) Limiten.

Beweis. Es sei X : T — A ein Diagramm und (A4, (l; : A — X(4))) so, dafl
(A(S,A), (A(S,1;));) ein Limes von A(S,_) o X : T — Set ist. Es ist A(S, ) treu,
da nach Voraussetzung S ein Separator ist (In der Tat seien o, 3 : A — A’ und
p: [I;9 — A eine Retraktion. Es sei p; := poinj; : S — [[;S — A und
aop; = Bop; fir alle j € J. Dann ist c op = B op und da p ein Epi ist auch
a = f3). Also ist (A, (l; : A — X(i))) ein Kegel fiir X, weil treue Funktoren die
Kommutativitat von Diagrammen reflektieren.

Es sei (A', (I} : A’ — X(4))) ein zweiter Kegel fiir X. Dann existiert eine eindeutige
Abbildung h : A(S, A") — A(S, A) mit A(S,1;) o h = A(S,l}). Fiir jedes f : S — A’
kommutiert somit I} o f = (I}).(f) = ((l;)« o h)(f) = l; o h(f). Nach Voraussetzung
ist A’ ein Retrakt von [[;, S via Retraktion p’ mit Schnitt s’. Folglich ist I} o (p’ o
inj;) = lioh(p’ oinj;) und nach der universellen Eigenschaft von [] ;, S existiert ein
eindeutiger Morphismus b’ : [];, S — A mit A’ o inj; = h(p' o inj;). Es kommutiert

N AT N

I, s 0,5

I d

wegen der Colimes-Eigenschaft von [[;, S. Da h eindeutig ist und A(S, -) treu ist,
ist A’ o s’ der eindeutige Morphismus, der das dufiere Rechteck kommutativ macht.
Also ist (A, ;) ein Limes von X.
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Der zweite Teil folgt sofort, denn A = JJ _,{a} ist ein Retrakt von J], S vermoge
[, e constg. O

4.40 Lemma. Sei R : A — Set treu. Dann ist jedes freie Objekt iiber einer nicht
leeren Menge ein Separator.

Beweis. Betrachte fiir X # () (also Separator in Set) das Diagramm:

X —1 > R(A)

l XR( )
R(B) v

R(A//) -~ R(A/) 0
R(a)

4.41 Beispiel. Es sei A die Kategorie der Vektorrdume iiber einen Koérper K. Dann
ist ein Objekt A genau dann frei iiber einer Menge X vermoge einer Abbildung 7,
wenn 7 die Menge X injektiv auf eine Basis von A abbildet. Jedes Objekt ist
somit frei, die universellen Pfeile sind injektiv, und zwei (freie) Objekte sind genau
dann isomorph, wenn ihre Erzeugendensysteme gleichméchtig sind. Wir wollen im
folgenden nun untersuchen, was davon allgemeingiiltig ist.

Die Insertion der Generatoren muf3 nicht immer injektiv sein. Denn sei A die volle
Teilkategorie von Set die nur aus der leeren und den einpunktigen Mengen besteht
dann ist ein freies Objekt iiber nicht leeren Mengen gerade {x}.

4.42 Lemma. Es besitze A ein Objekt, mit |R(A)| > 1. Dann ist die Insertionsab-
bildung der Generatoren in ein freies Objekt injektiv.

Beweis. Es sei 7 : X — R(A) eine solche Insertionsabbildung. Falls n(x1) = n(x2)
ist, dann gilt fiir alle f : X — R(A’) mit |[R(A")| > 1, daB f = R(f’) o n fiir einen
Morphismus f’ : A — A’ und somit ist f(x1) = f(x2), also 1 = x». O

4.43 Proposition. Es sei R: A — Set ein Funktor und es existiere ein Objekt A
mit 1 < |R(A)| < co. Falls n: X — R(A") ein universeller Pfeil ist und pn Y —
R(A’) R-erzeugend ist, dann ist | X| < |Y].

Insbesonders sind freie Objekte in dieser Situation nur dann isomorph, wenn die
erzeugenden Mengen es sind.

Beweis.
X —>RA)<L—y
\R(‘L) /
R(4)
Da p R-erzeugend ist, ist die Abbildung g — R(g) o u, A(A', A) — Set(Y, R(A4))
injektiv, d.h. |A(A’, A)| < |Set(Y,R(A))| = |R(A)|Y]. Da n universell ist, ist
A(A',A) = Set(X, R(A)) und somit ist
[R(A)[XT = |Set(X, R(A))| = |A(A', A)| < |Set(Y, R(A))| = [R(4)|"

und wegen 1 < |R(4)| < oo ist | X| < [Y].
Der zweite Teil folgt direkt. O

4.44 Gegenbeispiel von Jénsson-Tarski. Es sei A die Kategorie, deren Objek-
te Mengen A mit 3 Operationen - : AX A — A, l: A— Aundr : A — A mit
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lz-y)=a,r(x-y) =y, l(x) r(z) =z, und deren Morphismen mit diesen Opera-
tionen vertrégliche Abbildungen der zugrundeliegenden Mengen sind. Beachte, dafl
notwendigerweise - : A x A — A eine Bijektion mit Inverser (I,7): A — A x A ist.

Esist R: A — Set nach dem 2.AFT ein Rechtsadjungierter, denn Limiten
berechnen sich offensichtlich wie in Set und jede Menge X extrem R-erzeugt nur
eine Menge nicht isomorpher Objekte A, denn dann muf (f(X)) = A sein, wobei
(f(X)) =Upeny An mit Ag := f(X), Any1 = p(An X Ap) UI(A,) Ur(A,) U Ay,

Wegen A x A= A ist auch Set(M U1, A) = Set(M,A) x A= Set(M,A) x Ax A=
Set(M U 2, A). Explizit ist dieser Isomorphismus durch f + f, mit f|a := f|u,
F(0) :=1(f(0)) und f(1) := r(f(0)) gegeben, mit inverser Abbildung g < g, mit
glar == glar und g(0) := f(0) - f(1), gegeben.

Es gilt, daB nn : M U1 — A genau dann universell ist, wenn 77 : M U2 — A es ist,

denn (f on) = f o7 fiir jeden Morphismus f: A — A’

Set(M U1, A")

Set(M 12, A')

Folglich sind die freien Objekte iiber alle endlichen nicht-leeren Mengen isomorph.
Wie sehen sie wirklich aus?

Im allgemeinen miissen freie Objekte nicht projektiv (siehe ) sein, wie das Bei-

spiel der diskreten Raume unter den Hausdorffraumen zeigt, siehe . Hingegen
gilt:

4.45 Lemma. Jedes freie Objekt ist projektiv beziiglich jener Morphismen e, fiir
die R(e) surjektiv ist.

Fulls freie Objekte iiber jeder Menge ezistieren, so sind die bzgl. surjektiver Ab-
bildungen projektive Objekte genau die Retrakte freier Objekte und jedes Objekt ist
surjektives Bild eines freien Objekts. Falls R treu ist, so kann die letztere Surjektion
als Epimorphismus gewdhlt werden.

Beweis. Es sei n: X — R(A) R-universell. Es sei f : A — A” ein Morphismus und
e: A — A” so daf R(e) surjektiv ist. Dann betrachte

X —n>rR(A)

(2) .-~
(1) R R(f)
v« R(f)

R(A' R(A”
(A4") o B(AY)

Sei nun A ein Retrakt eines freien und damit fiir Surjektionen projektiven Objekts
A’ Sei e : A” — A" ein Morphismus mit R(e) surjektiv und f : A — A" ein
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Morphismus. Dann betrachte

..

A € . A

Sei nun A beliebig, X := R(A) und 1 : X — R(A’) ein universeller Pfeil. Dann
besitzt R(14) : X — R(A) eine Faktorisierung R(14) = R(1) on und somit ist
1: A" — A ein Morphismus mit R(1) ist Retraktion und somit surjektiv.

X = R(A) L= R(A)

m i””

R(A)

Sei schliefflich umgekehrt A projektiv fiir Surjektionen. Nach dem vorigen Statement
existiert ein Morphismus e : A’ — A mit freien A’ und R(e) surjektiv. Folglich kann
14 : A — A lings e geliftet werden, d.h. e : A’ — A ist eine Retraktion. O

4.46 Beispiel. Es sei A die Kategorie der Gruppen und R : A — Set der iibliche
Vergififunktor. Dann kann man zeigen, dafl Untergruppen freier Gruppen selbst
wieder frei sind. Allerdings ist jede endlich erzeugte freie Gruppe eine Untergruppe
der freien Gruppe mit 2 Erzeugern.
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5. Algebraische Kategorien

5.1 Definition. Eine Kategorie A heifit ALGEBRAISCH, falls sie Coequalizer besitzt
und ein treuer rechtsadjungierter Funktor R : A — Set existiert, welcher regulire
Epi’s erhélt und reflektiert.

5.2 Lemma. Fs sei (A, R) algebraisch. Dann gilt:

f ist Mono < R(f) ist injektiv.

f ist regulirer Epi < R(f) ist surjektiv.

f ist Iso < R(f) ist bijektiv.

A ist lokal klein und reguldr colokal klein.

A ist vollstindig und R erhdlt und refiektiert Limiten.

A hat eindeutige (reg. Epi,Mono)-Faktorisierungen und R erhdlt und reflek-
tiert diese. Insbesonders sind die extremen Epi’s genau die reguldren und
Pullbacks und Zusammensetzungen solcher Morphismen sind wieder solche.
7. A ist covollstindig.

SRR i

Beweis. Da R rechtsadjungiert ist, ist R stetig und somit erhélt R Mono’s. Als
treuer Funktor reflektiert er diese.

Nach Definition erhélt und reflektiert R regulére Epis.

ist eine Kombination von und .

Jede konkrete Kategorie ist reguldr colokal klein, denn jeder reguldre Epi e :
A — A’ liefert eine Aquivalenz-Relation ~, auf R(A) definiert durch 2 ~, y <
R(e)(z) = R(e)(y). Diese Zuordnung ist injektiv in dem Sinn, daff ~e=~e =€ 2 ¢/,
denn wenn e = Coequ(p, q) ist, dann ist e’ op = €’ oq, da R(e’)o R(p) = R(e¢’) o R(q)
wegen (R(p)(z), R(q)(z)) €~eCrver, und somit existiert ein eindeutiger Morphismus
h mit hoe=¢'.

Da Set lokal klein ist und R Mono’s erhilt geniigt zu zeigen, dafl aus R(m) = R(m/)
auch m = m/’ folgt. Dies folgt aus dem folgenden Lemma .

. Wir zeigen zuerst, da3 R Limiten reflektiert. Sei dazu X : Z — A ein Diagramm
und (A,p; : A — X(i)) so, daB (R(A), R(p;)) der Limes von Ro X ist. Da R treu
ist, ist (A, p;) ein Kegel von X. Sei (A’,p}) ein weiterer Kegel. Dann existiert eine
Abbildung h : R(A") — R(A) mit R(p}) = R(p;) o h. Nach (leicht verallgemei-
nert) existiert ein eindeutiger Morphismus h : A’ — A mit R(k) = h. Da R treu
ist, ist p; o h = Pl

Da R rechtsadjungierter ist erhélt R auch Limiten. Bleibt nur noch die Vollstandig-
keit zu zeigen: Sei also X : Z — A ein Diagramm, sei (L,[;) der Limes von Ro X,
sei 17 : L — R(A) ein universeller Pfeil und sei [; gegeben durch R(I;) o = ;. Fiir
f i — 1’ betrachte:

X ()

A X
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Also ist (A, ;) ein Kegel fiir X. Damit existiert eine Abbildung & : R(A) — L mit
R(I;) = l;oh und aus l;ohon = R(I;)on = I; = l;01 erhalten wir hon = 1 und damit,
dafl h surjektiv ist und damit ein regulérer Epi ist. Folglich muf} & der Coequalizer
eines Paars von Abbildungen o, 3 : M — R(A) sein. Sei ' : M — R(A’) ein
universeller Pfeil und R(&) o1’ = o, R(3) o/ = f3. Es sei e := Coequ(a, 3). Dann
folgt aus R(e)oa = R(e) o R(&)on =--- = R(e) o B, daf eine eindeutige Funktion
k: L — R(cod e) existiert mit R(e) = koh. Da R(e) surjektiv ist, gilt gleiches auch
fir k. Weiters ist

R(Ziod)on/:R(Zi)oa:liohoa:...:R(Zioﬁ)on/.

Also existiert ein eindeutiger Morphismus ¢; : code — X (i) mit l; = gi oe. Die ¢;
bilden ein Kegel iiber X, da die [; einen Kegel bilden und e ein Epi ist.

Aus

R(g;)okoh = R(g;) o R(e) = R(g;0€) = R(l;) =l o h
folgt R(g;) o k = l;, da h surjektiv ist. Aus der Limes-Eigenschaft von (L,[;) und
da k ein Epi ist folgt, da k ein Iso sein mufl. Somit ist (R(cod e), R(¢;)) ein Limes
von Ro X und da R Limiten reflektiert ist (code, ¢;) ein Limes von X.

@. Sei f ein Morphismus und (p,q) die von f erzeugte Kongruenz-Relation. Sei
e der Coegalisator von (p,¢). Dann existiert ein eindeutiger Morphismus m mit
moe = f. Bleibt zu zeigen, dafl m ein Mono ist.

P
—Z e —>5 Coequ(p,q)

(N N

PBT>. °

Wir haben in gesehen, dafl m genau dann ein Mono ist, wenn die Zusammen-
setzung regulérer Epi’s wieder ein regulérer Epi ist. Da dies fiir surjektive Abbildun-
gen gilt, ist das erfiillt. Offensichtlich bewahrt R diese Faktorisierung. Umgekehrt
reflektiert R reguldre Epi’s und Mono’s und somit die Faktorisierung.

. Nach Definition hat A Coequalizer. Bleibt zu zeigen, dafl A Coprodukte be-
sitzt, d.h. nach daB der Funktor konst : A — A’ ein rechtsadjungierter ist.
Da er offensichtlich stetig ist und A vollstdndig und lokal klein ist, geniigt es die
Losungsmengenbedingung des 2.AFT nachzupriifen. Sei also (A;) ein Objekt
in A" und 75 : | ], R(A;) — R(A) ein universeller Pfeil. Falls (p; : A; — A’) extrem
konst-erzeugend ist, dann mufl A" ein regulérer Quotient von A sein (solche gibt es
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nur eine Menge nicht isomorpher, da A regulér colokal klein ist): Betrachte dazu

@ g )
inj, PR Jlm)
N Bl 1
(1 (2 R(A")
) 7
Sp o RO (3) R(e)

Ll R(A) —— R(A)

Nach existiert ein eindeutiger Morphismus h; mit R(h;) = R(e) o n o inj,;. Da
R treu ist, ist p; = m o h; ein Faktorisierung und da m ein Mono und (p;) extrem
konst-erzeugend ist, mufl m ein Iso sein, d.h. p ist ein reguldrer Epi (e). O

5.3 Lemma. Fs sei (A, R) algebraisch.

1. Falls f ein regulirer Epi ist, so daf$ folgendes Diagramm kommutiert

R(f)

R(a) —%% R(a')
w| L
R(a")

dann existiert ein eindeutiges h mit R(h) = h.
2. Fualls f ein Mono ist, so daf folgendes Diagramm kommutiert

R(a) <V R(a)

o
a

dann existiert ein eindeutiges h mit R(h) = h.

"

V\

Beweis. Da f ein regulirer Epi ist, ist f der Coequalizer eines Paars «, 8. Dann
ist R(f"oa) = R(f')o R(a) = hoR(f)o R(a) = hoR(foa)="--=R(f of),
und da R treu ist gilt f/ oa = f’ o 3. Folglich existiert ein eindeutiger Morphismus
h mit f' = ho f. Da R(f) surjektiv ist, folgt aus R(h) o R(f) = R(f") = ho R(f)
daB8 R(h) = h ist. Eindeutigkeit folgt daraus, da R treu ist.

Fiir die duale Situation gehen wir wie folgt vor: In der Tat sei h : R(dom f') —
R(cod f) eine Abbildung mit R(f) o h = R(f’) und sei n : R(dom f’) — R(A)
universeller Pfeil. Dann betrachte

R(a") R( '
‘ R(f) A*>a’
f
L L
R(a) al —a

R(f")
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So R(f)oho R(i)~ = R(f'o1) = R(foh) = R(f) o R(h) und da R(f) ein Mono ist,
ist ho R(1) = R(h). Da 1 eine Retraktion ist und R regulire Epi’s reflektiert, ist 1
ein regulérer Epi und somit ist h im Bild von R nach dem ersten Teil. O

5.4 Theorem. Es sei R : A — Set treu. Dann ist (A, R) algebraisch, genau dann
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. A ist vollstindig und R erhdlt Limiten.

2. A ist lokal klein und extrem colokal klein.

3. R erhdlt requlire Epi’s und reflektiert Iso’s.

4. Jede Menge extrem R-erzeugt nur eine Menge nicht isomorpher Objekte.

Beweis. (=) folgt aus der Umkehrung des 2.AFT und [5.2 ]
<) —|—+ R ist Rechtsadjungiert.
3.33
+ 3 Coequalizer.

= R erhilt regulére Epi’s.

A besitzt (reg.Epi, Mono)-Faktorisierungen, wie wir schon im Beweis von
gesehen haben: Wir betrachten die Faktorisierung f = moe, wobei e := Coeq(p, q)
und (p,q) = PB(f, f) ist. Wir betrachten das Diagramm:

R(f) R
|R(f)
[ ]

o ———————>
R(
R(p)
R(e
[ ] %—
(a)
Da R Pullback’s erhélt ist sowohl das Quadrat als auch das linke untere Vier-
eck ein Pullback. Da R reguldre Epi’s erhélt ist R(e) surjektiv und somit R(e) =
Coeq(R(p), R(q)), denn sei ho R(p) = ho R(q), d.h. h(x1) = h(ze) fiir alle (z1, z2)
mit f(z1) = f(z2), also insbesonders fiir e(z1) = e(x2) da f = m o e. Somit exi-
stiert eine Abbildung k£ mit h = koe. Wegen der Surjektivitat von e ist k eindeutig.
Daraus folgt (siche [3.31]), daB R(m) injektiv ist. Da R als treuer Funktor Mono’s
reflektiert ist m ein Mono.
R reflektiert regulére Epi’s: Sei namlich R(f) surjektiv und f = moe eine (regulir
Epi,Mono)-Faktorisierung. Dann ist auch R(m) surjektiv und da R PB erhilt auch
injektiv, somit bijektiv. Da R Iso’s reflektiert ist m ein Iso und somit f = e ein
regulérer Epi. O

¥
/\i

5.5 Beispiel. Algebraisch sind:
Set, HGru, Gru, Ring, R-Mod, R-Alg, TorsFreiAGru, C*-Alg mit dem Einheits-
scheiben-Funktor, Komp, KompAGru, 0-dimensionale Raume.

Nicht algebraisch sind:

Top, da nicht iso-refl,

Haus, da nicht iso-refl (alles sonst ist erfiillt),

Korp, da kein terminales Objekt,

TorsAGru, da nicht Produkt-stetig,

VollstVerb, da kein rechts-Adjungierter nach [12] siehe auch [18]

5.6 Definition. Eine punktierte (siehe ) Kategorie A heifit
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e NORMAL, falls sie Kerne, Cokerne und (Epi, Mono)-Faktoriserungen besitzt
und jeder Mono ein normaler Mono ist. Dabei versteht man unter den KERN
eines Homos f den Equalizer von f mit 0 und analog unter den COKERN
den entsprechenden Coequalizer. Ein Morphismus heiit NORMALER MONO
falls er Kern eines Morphismuses ist. Er ist dann insbesonders ein (reguliirer)
Mono. Entsprechend heifit ein Morphismus NORMALER EPI falls er Cokern
eines Morphismuses ist. Er ist dann insbesonders ein (regulérer) Epi.

e CONORMAL, falls sie Kerne, Cokerne und (Epi, Mono)-Faktoriserungen be-
sitzt und jeder Epi ein normaler Epi ist.

e EXAKT, falls sie normal und conormal ist.

5.7 Beispiele. Wir haben folgende Beispiele, wobei pSet die Kategorie der punk-

. - .
tierten Mengen also {*}1ge; bezeichnet:

Kategorie | normal | conormal
R-Mod + +
Gru - +
pSet + -
Mon - -

5.8 Lemma. Es besitze A Kerne und Cokerne. Falls f = m o e und e normaler
Epi ist, dann existiert ein eindeutiges k mit Cok(Ker f) =k oe.

Beweis. Aus f = moe folgt foKere =moeoKere =0 und somit existiert ein

h mit Kere = Ker f o h.
\Yre
h:
4 f
e
Ker f
Cok(Ker f) i\NTm

k
Somit ist Cok(Ker f) o Kere = Cok(Ker f) o Ker f o h = 0 also existiert wegen
e = Cok(Kere) ein eindeutiges & mit k o e = Cok(Ker f). O

5.9 Theorem. Fs besitzte A Kerne, Cokerne und jeder Epi sei ein normaler Epi.
Dann sind dquivalent:

A ist conormal (d.h. besitzt (Epi,Mono)-Faktorisierungen);

. Ker f=0= f Mono;

. [ =moCok(Ker(f)) = m Mono;

. A besitzt eindeutige (normal-Epi,Mono)-Faktorisierungen;

. Die Kongruenzrelation von f sind genau jene von Cok(Ker(f)).

U W

Beweis. (:>) Sei Ker f = 0 und f = m o e eine (Epi,Mono)-Faktorisierung.
Nach existiert ein eindeutiges k mit k o e = Cok(Ker f) = Cok 0 = 1, also ist
e ein Schnitt und damit ein Iso.
(:>) Sei f = m o Cok(Ker(f)) und m der eindeutige Morphismus mit m =
m o Cok(Kerm).

f

A
Cok(Kerf)iV m

—_—
Cok(Ker m)

100 andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010



5. ALGEBRAISCHE KATEGORIEN 5.12

Es ist g := Cok(Kerm) o Cok(Ker f) ein Epi, also ein normaler Epi mit f =mog
und somit existiert nach ein eindeutiges k£ mit Cok(Ker f) = kog = ko
Cok(Kerm) o Cok(Ker f). Da Cok(Ker f) ein Epi ist, ist 1 = k o Cok(Kerm), also
Cok(Kerm) ein Schnitt und damit ein Iso also Kerm = 0. Nach | 2 | ist also m ein
Mono.

(:s) Jedes f hat offensichtlich die Faktorisierung f = m o Cok(Ker f) und
nach ist m ein Mono. Die Eindeutigkeit folgt, da normale Epis stark sind.

(=>) ist offensichtlich.

(:>) Wir haben die Faktorisierung f = m o Cok(Ker f) mit einem Mono m
nach . Dann entsprechen aber Kongruenzen von f jenen von Cok(Ker f):

Cok(Ker f)

\/

Cok(Ker f)

q

(:>) Sei Ker f = 0. Dann ist Cok(Ker f) = 1 und somit (1, 1) Kongruenzrela-
tion von Cok(Ker f) also auch von f, d.h. f ist Mono. O

5.10 Folgerung. FEs besitzte A Kerne und Cokerne. Dann sind dquivalent:

1. A ist conormal;
2. A ist balanziert und besitzt eindeutige (normal-Epi,Mono )-Faktorisierungen.

Beweis. (:>) Nach Definition ist jeder Mono normal also extrem, d.h. die

Kategorie ist balanziert. Wegen besitzt sie eindeutige (normal-Epi,Mono)-
Faktorisierungen.

(<:) denn Epis sind extreme Epis wegen der Balanziertheit und in ihrer
(normal-Epi,Mono)-Faktorisierung der Mono somit ein Iso, also sind sie sogar nor-

mal. liefert nun das Gewiinschte. O

5.11 Definition. Falls A eindeutige (Epi, Mono)-Faktorisierungen besitzt, und
f = moe so eine ist, dann heifit Im f :2 m das (bis auf Isomorphie eindeutige)
Bild von f und C01mf e das (ebenso eindeutige) Cobild von f.

5.12 Proposition. FEs sei A exakt. Dann gilt

~

1. A besitzt eindeutige (Epi, Mono)-Faktorisierungen. Weiters ist Im(f) =
Ker(Cok(f)) und Coim(f) = Cok(Ker(f)).

. f Mono < Ker f =0 < f2Im(f) & Coim(f) =1.

f Epie Cok f =0« f=Coim(f) & Im(f) =1.

f Iso & Ker(f) = 0 = Cok(f).

o 1o

Beweis. () Nach Definition besitzt A eindeutige (normal-Epi,Mono)-
Faktorisierungen die laut Beweis durch Im f = Ker(Cok f) gegeben sind und nach
Definition sind die Epis die normalen-Epis. Die dualen Resultate liefern Coim f =
Cok(Ker f) fiir die idente (Epi,normal-Mono)-Faktorisierung.

() Aus folgt f Mono < Ker f = 0. (=) Sei (K,k) = Kerm. Dann ist
mok=0=mo0 also k =0.
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Ker f = 0 ist weiter aqulvalent zu Coim f == Cok(Ker f) = Cok0 = 1, und

schliefllich zu Im(f) = f .
() ist dual zu .
() folgt aus | 2 | und . O

5.13 Proposition. Fliir punktierte Kategorien A sind equivalent

o A ist exakt;
o A besitzt (eindeutige) (normal-Epi,normal-Mono )-Faktorisierungen.

Beweis. ({}) folgt aus .

(1) Eindeutigkeit folgt da stark-Epis. Wegen Dualitét geniigt zu zeigen, dafl A4
Kerne besitzt und jeder Mono normal ist. Sei f = m o e eine (normal-Epi,normal-
Mono)-Faktorisierung, also e = Cokg fiir ein g. Sei ¢ = m o € seine (normal-
Epi,normal-Mono)-Faktorisierung.

Wir behaupten m = Ker f:

\/\C‘V

Da e Epi ist e = Cok g = Cok(m o €) = Cokm. Da m ein normaler Mono ist, ist
(wegen der Galoisbeziehung) m = Ker(Cokm) = Kere = Ker(m o e) = Ker f.

Sei f ein Mono und f = moe eine (normal-Epi,normal-Mono)-Faktorisierung. Dann
ist e ein Epi und somit ein Iso, also f normaler Mono. O

5.14 Proposition. A besitze Kerne und Coegalisatoren. Falls jeder Epi normaler
Epi ist, so ist A conormal.

Beweis. Es geniigt zu zeigen. Angenommen Ker f =0 und foa = fof.
Sei e = Coeq(c, ). Somit ist f = h o e und nach existiert ein eindeutiges k
mit ko e = Cok(Ker f) = Cok 0 = 1. Also ist e ein Schnitt und damit ein Iso, also
« = [ und f ein Mono. O

5.15 Proposition. A besitze Egalisatoren und Coegalisatoren. Falls jeder Epi
normaler Epi und jeder Mono normaler-Mono ist, so ist A exakt.

Beweis. Folgt sofort aus und deren dualen Aussage. O

5.16 Definition. Es sei A eine exakte Kategorie. Sei I C Z ein Intervall. Dann
heifit ein Tupel (f;);cr von Morphismen exakte Sequenz falls cod f,, = dom(f,+1)
und Im(f,) = Ker(f,+1) fiir alle n,n+1 € I gilt.

5.17 Proposition. Es seien f und g Morphismen in einer exakten Kategorie.

o fist Mono< 0 — e —L; o ist exakt.

o [ ist Epi< o —L> e — 0 ist exakt.

o f=Ker(g) © 0 — o - o —% o ist cxakt.

e g Cok(f) & o -1 o -2 o — 0 ist exakt.
° fist[so<:>0—>oi>0—>0istexakt,

o f=0= oL oL eisterakt & o — 0 —L o ist exakt.
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e A=0e A1 AL A ist exakt.
e 0— oL e—9se—0istexakt = f Mono und g = Cok(f) < g Epi und

F = Ker(f).

Beweis. Fiir ¢ —{— o — o ist equivalent

(a) Im f = Kerg, d.h. die Sequenz ist exakt;
(b) Cok f = Coim g;
(¢) go f=0und Cok(f)oKerg=0.

(a=b) Nach ist Ker(Cok f) = Im f = Ker g und somit

Cok f = Cok(Ker(Cok f)) = Cok(Ker g) = Coim g.

(b=-c)

gof=ImgoCoimgo f=ImgoCokfof=Imgo0=0
Cok f o Ker g = Coim g o Ker g = Cok(Ker g) o Kerg =0

(c=a) Aus go f = 0 folgt goIm f o Coim f = go f = 0 = 00 Coim f und somit
golIm f = 0. Also existiert ein h mit Im f = Kerg o h, d.h. Im f < Ker g. Ebenso
folgt aus Cok foKer g = 0 die Existenz eines k mit Ker g = Ker(Cok f)ok = Im fok
und somit Ker g < Im f, also Kerg = Im f.

Die Proposition folgt nun daraus. O

Bemerkung. In exakten Kategorien kann man das 9-er Lemma zeigen und auch
den ersten Noetherschen Isomorphiesatz.

9-er Lemma.:

0 0 0
0——=eo >0 ... >0—>
0 e ° ° 0
0 . . . 0

0 0 0

Falls alle Spalten und Zeilen exakt sind und das Diagram kommutiert, so lassen
sich Morphismen so finden, dafl die erste Zeile exakt wird und das ganze Diagram
kommutiert.
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Erster Noethersche Isomorphiesatz:

0 1)

0 . [ [} 0
v
0%—0>Q>l4>0
0 0 0

Fals die erste Spalte und die mittlere Zeile exakt sind. So lassen sich ein Objekt @
und die punktierten Pfeile so finden, daf3 auch die iibrigen Spalten und Zeilen exakt
sind.
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5.18 Definition. Eine Kategorie heifit ABELSCH falls sie exakt ist und endliche
Biprodukte besitzt.

Beispiele Abelscher Kategorien sind: R-Mod, kompAbelGru, endlAbelGru.

5.19 Proposition. FEs sei A exakt und besitze endliche Produkte (oder Coproduk-
te). Dann ist A Abelsch genau dann wenn es eine (eindeutige) additive Struktur
besitzt, d.h. der Homfunktor Hom : A°? x A — Set liftet lings AGru — Set.

Beweis. Wegen geniigt es zu zeigen, dafl die semi-additive Struktur additiv
ist, d.h. Hom(a,b) additive Inverse besitzt. Sei also f : A - Bund h: A® B —
A @ B gegeben durch pryohoinjy, =1, pryohoinjg =0, prgohoinj, = f und
prgohoinjp = 1. Sei k = Ker h. Dann ist 0 = hok und somit 0 = pr 4 ohok = pr4 ok
und 0 = prgohok = fopry ok + prgok = pryok, d.h. k =0.

Pr g

A A®B
7
/4>T B lprB

0
A@ B
/ AL B
[,
|
[ ]

K
0

Fiir ¢ = Cokh erhalten wir 0 = cohoinjz = coinjg und 0 = co hoinj, =
co(l,f)=coinj, +coinjgof = coinj, und somit ¢ = 0.
Somit ist h ein Isomorphismus. Es ist 14 = pryoinj, = pryohoh loinj, =
pr oh ! oinj, und wegen 1agp = inj, opry +injg o pry ist dies weiter
pryo(inj, opry +injgoprg) o A=t oinj, = pryoh™! oinj, +0.
Sei g := prgoh~! oinj,. Dann ist
0=prgoinj, =prgohoh toinj, = (f,1g)oh ! oinj,

= (f,1g)oloh toinj, = (f,15) o (injyopry +injgoprg) o h ™ oinj,

= fopryoh toinj, +prgoh ! oinj,

=folatg=f+g O

5.20 Proposition. Jede Abelsche Kategorie ist endlich vollstindig und endlich
covollstindig.

Beweis. Nach Definition hat .4 endliche Produkte und Coprodukte und da A exakt
ist auch Kerne und Cokerne und da additiv auch Equalizer und Coequalizer. [

5.21 Proposition. FEine Kategorie ist genau dann Abelsch, wenn sie Pullbacks,
Pushouts und ein 0-Objekt besitzt und jeder Mono normaler Mono und jeder Epi
normaler Epi ist.

Beweis. (=) gilt da Abelsche Kategorien endlich vollstindig und covollstéindig
sind nach . Weiters ist der Kern jedes Monos m ein 0-Objekt: Sei (K, k) =
Kerm. Dann ist mok = 0 = m o0 also & = 0. Somit ist K terminal, denn
der einzige Morphismus von einen beliebigen Objekt nach K ist der 0-Morphismus.
Andererseits ist K auch initial, denn der einzige Morphismus von K in ein beliebiges
Objekt ist der eindeutige konstante Morphismus.

(<) Nach ist A endlich vollstindig und covollstdndig und somit exakt nach
. Sei nun A,B in Aund h : A[[B — A]] B der kanonische Morphismus.
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Dann ist inj 4 = Ker(0,15) = Ker(prg oh), denn inj 4 ist ein Schnitt und somit ein
normaler Monomorphismus und (0,15) = Cok(inj4).

Analog erhalten wir inj; = Ker(pry oh). Sei k = Kerh. Aus prgohok =0 =
pr 4 oh o k folgt somit die Existenz von r und s mit

S

> B

T injp
v

A——A][B

inj 4
Damit ist £ = 0, denn

.40>B

J |

A——A][B

inj 4
ist ein Pullback: Seien némlich p: C' — A und ¢ : C — B so dafl inj4 op = injg og.
Dann ist
p=(1,0)0inj, op=(1,0)0injgog=00g=0=00p
= (05 1) © injA op = (Oa 1) © injB °q =q
und somit der 0-Morphismus der eindeutige Morphismus h : ¢ — e mit 0o h = p
und 0o h = q.

Dual zeigt man, dafl Cokh = 0 ist. Also ist h ein Isomorphismus und A besitzt
Biprodukte. O

5.22 Theorem. FEs sei (A,U) eine konkrete Kategorie. Dann ist (A, U) eine stark
finitire (d.h. induktive Limiten werden erhalten) algebraische Abelsche Kategorie
genau dann wenn (A,U) dquivalent zu (Mod-R,U) fiir einen Ring R ist.

Beweis. (<) Mod-R ist Abelsch und algebraisch und der Vergififunkter erhélt
induktive Limiten.

(=) Da (A, U) algebraisch ist, ist U darstellbar durch ein freies Objekt A. Es ist
R := (A, A) ein Ring da A additiv ist und offensichtlich kommutiert

A(A,
A—2 L ModR
U
Set

A

Bleibt wegen zu zeigen, dafl H := A(A, ) voll und dicht ist. Da U und V
algebraisch sind ist es auch H (d.h. ist Rechstadjungierter und erhélt und reflektiert

regulére Epis) nach und (U und V erhalten und reflektieren reguliire
Epis also auch H) und insbesonders treu und erhélt (regulire) Epis.

Es ist Hom(A, _) exakt (d.h. erhilt kurze exakte Sequenzen): Sei 0 — B -~ C' -4
D — 0 exakt, also f = Ker g. Dann ist

0 — Hom(A, B) —£— Hom(4, C') -2~ Hom(A4, D)

exakt: Klarerweise ist f, injektiv und g. o f, = 0. Sei nun h € Hom(A,C) mit
0 = g«(h) = g o h. Dann faktorisiert h iiber Kerg = f, d.h. es existiert ein k mit
h= fok= f.(k). Da H Epis erhélt ist somit

0 — Hom(A, B) - Hom(4, C') —2— Hom(A4, D) — 0
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exakt nach .

Da (A, U) finitér ist erhélt H Coprodukte :

Die natiirliche lineare Abbildung ¢ : [], H(A;) — H(]]; A;) ist injektiv, denn sei
gi € H(A;) = Hom(A, A;) mit 0 = +(D>_,9:) = >, t(9:) = >_,inj; 0og; dann ist
g; = 0. Die Abbildung ¢ ist auch surjektiv, denn sei k € H([[; A;) dann faktorisiert
k iiber ein endliches Copordukt (da U finitér ist) und somit ist k = ", inj; o pr; ok

und schliellich (3", pr; ok) = k. Also ist ¢ ein Isomorphismus.
Um zu zeigen, dafl H voll ist betrachten wir fiir Objekte X € A die Klasse Ax

aller Objekte Y, s.d. H : A(Y, X) — Homg(H(Y), H(X)) surjektiv ist. Nun zeigen
wir folgendes

e Aec Ax: Sei f: H(A) — H(X) linear. Fiir jedes h € R = Hom(A, A) ist

H(f(Qa)(B) = f(La) o h L2 f(La o h) = f(R), also H(f(14)) = f.

e Alle Copotenzen von A liegen in Ay, da H Coprodukte erhilt: Sei g :
H([I; A) — H(X) linear. Da H Coprodukte erhalt ist H(][; A) = [[; H(A).
Da A € Ay existieren ¢; : A — X mit H(g;) = g o H(inj;) und somit ein
eindeutig bestimmtes g : [[; A — X mit g o inj; = g;. Somit ist

H(g) o H(inj;) = H(g o inj;) = H(g:) = g o H(inj;)
und somit H(g) = g.

e Reguldre Quotienten von Elementen aus Ax gehoren zu Ay, da H treu ist
und Epi’s reflektiert: Sei ¢ : ¥ — @ eine regulidrer Epi und Y € Ax. Sei
g : H(Q) — H(X) linear. Nach Voraussetzung existiert ein g : ¥ — X
mit H(j) = go H(q). Da H treu ist, existiert ein h : Q — X mit H(g) =
H(g) o H(g) und da H Epimorphismen erhilt ist H(g) = g.

e Da jedes Objekt von A Quotient eines freien Objekts ist, ist Ax = |A| und
somit H voll.

Nun zur Dichtheit: Sei M ein rechter R-Modul. Dann ist M ein reguldrer Quotient
eines Coprodukts von R, genauer 31, Jund o, f: [[ R = [[, Rund ¢ : [[, R — M
mit ¢ = Coeq(a, #). Da H voll ist und Coprodukte erhilt existieren .A-Morphismen

a3 : ;A — [, Amit H@) = a und H(B) = B. Sei ¢ der Coegalisator von &
und 8. Da H exakt ist erhélt H Coegalisatoren und somit ist H(codq) = M. O

5.23 Bemerkung. Man kan zeigen, dafl kleine Abelsche Kategorien genau jene
Kategorien sind, die sich in AbelGru exakt (d.h. die Einbettung bewahrt exakte
Folgen) einbetten lassen, bzw. genau jene die sich in R-Mod fiir ein R voll und
exakt einbetten lassen.
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6. Reflektive Teilkategorien

6.1 Definition. Es sei in diesem Abschnitt I : A < B durchwegs eine volle unter
Isomorphismen abgeschlossene Kategorie.

Falls die Inklusion ein rechts-Adjungierter ist, dann heifit A REFLEKTIVE TEILKA-
TEGORIE von B und L heifit Reflektor.

Falls die Inklusion ein links-Adjungierter ist, dann heiit A COREFLEKTIVE TEIL-
KATEGORIE von B und R heifit Coreflektor.

In haben wir gesehen, dafl wenn ein Rechtsadjungierter voll und treu ist die
Coeinheit € : Lo R — 1 ein Iso ist, und wenn ein Linksadjungierter voll und treu ist
die Einheit 1 : 1 — Ro L ein Iso ist. Bleibt also noch jene Situationen zu behandeln,
wo die jeweils andere natiirliche Transformation zusétzliche Eigenschaften hat.

Falls M eine Klasse von Morphismen in B ist, so heifit .4 M-REFLEKTIVE TEIL-
KATEGORIE von B, wenn alle Komponenten der Einheit n in M liegen. Ande-
rerseits heiit A M-COREFLEKTIVE TEILKATEGORIE von B, wenn alle Kompo-
nenten der Coeinheit € in M liegen. Insbesonders haben wir die Begriffe MoNoO-
(CO)REFLEKTIV, EPI-(CO)REFLEKTIV und BI-(CO)REFLEKTIV.

6.2 Lemma. Jede Mono-refiektive Teilkategorie ist Bi-refiektiv.

Beweis.

B—'> LB

|2

B = A’ O
n

6.3 Lemma. Jeder universelle Pfeil n fiir I : A — B, der ein Schnitt ist, ist schon
ewn Iso.

Beweis.

Also ist i eine Retraktion und somit ein Iso. O

6.3a Lemma. Fine Teilkategorie mit rechts-adjungierter Inklusion ist genau dann
voll (also reflektiv), wenn 1: A — A fir jedes Objekt A in A ein universeller Pfeil
18t.

Beweis. Es ist 1 : A — A genau dann universell, wenn 1 = 1, : A(A4,A") —
B(A, A") fiir alle Objekte A’ in A bijektiv ist, d.h. die Inklusion voll ist. O

6.4 Lemma. Es sei R : A — B eine reflektive Teilkategorie. Dann ist A unter
Schnitten und Limiten abgeschlossen.
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Beweis. Sei m : B — A ein Schnitt mit links-Inversen e und ¢ := e o 7721 o Lm.

LB ! LB
w V
B——1 B
Lm x / Le
A
EiﬁA
LA

Dann ist gonp = eon;l oLmong = eongl ongom =1, also np ein Schnitt, und
somit nach ein Iso. Also gehort B zu A wegen der Abgeschlossenheit unter
Isomorphien.

Sei nun X : 7 — A ein Diagramm in A und (X, (p;);) der Limes in B. Dann ist
(LX oo, (n™% o Lp;);) ein Kegel A, und aus der universellen Eigenschaft des Limes
folgt, dal n : Xoo — L X ein Schnitt und somit nach ein Iso ist, also X, zu
A gehért und somit auch in A der Limes ist.

X () - X (5)
n nt
\L(X(j))
Pj L(pj)T Pj
L(XOO)

Xoo O

6.5 Bemerkung. Es sei A C B eine reflektive Teilkategorie mit Reflektor L und
X : Z — A ein Diagramm. Dann ist der Limes von X in B gleich dem in A da I
nach stetig sein muf. Der Colimes von X in A ist die Reflexion desselben in
B:

X (")

6.6 Folgerung. Es sei A C B reflektiv. Falls B (co)vollstindig ist, so ist es auch
A. O

6.7 Definition. Eine Teilkategorie A C B heifit STARK UNTER LIMITEN ABGE-
SCHLOSSEN, wenn fiir jedes Diagramm X : J — B, welches initial in A liegt, d.h.
{j: X(j) € A} ist eine initiale Menge von Objekten in J (also fiir jedes Objekt j
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von J ein j' von J existiert mit J(5,7) # @ und X(j') € A), jeder B-Limes schon
in A liegt.

6.8 Theorem. Fulls A C B epireflektiv ist, dann ist A stark unter Limiten abge-
schlossen.

Beweis. Sei X : J — B ein Diagramm in B, welches initial in A liegt, sei (L, (1;);)
ein Limes von X in B und sei n : L — A die Reflexion von L in A. Sei I := {i :
X (i) € A}. Fiir jedes i € I existiert ein eindeutiger Morphismus I; : A — X (i) mit
l; o n = l;. Fiir jedes Objekt j ¢ I von J existiert ein i; € I und ein Morphismus
f;j +i; — j und wir setzen l~j = X(f;)o l;-j. Da 7 ein Epi ist, folgt, daB l~j durch
ljon=X(fj)o L-j o1 = l; wohldefiniert ist, und daB (A, (I;)) ein Kegel fiir X ist.
Also existiert ein eindeutiger Morphismus h : A — L such da3 [j o h = le fiir alle

jed.

Somit gilt

ljohon:Zjon:lj =ljol.
Aus der Limes-Eigenschaft folgt h on = 1. Somit ist 1 ein Schnitt und damit nach
ein Iso. Da A Iso-abgeschlossen ist, gehort L zu A. O

6.9 Theorem. Fs sei B vollstindig, extrem lokal klein, colokal klein und A C B
set eine volle, Isomorphie-abgeschlossene Teilkategorie.

1. Dann ist A Epi-reflektiv in B genau dann, wenn A unter Produkten und
extremen Monos abgeschlossen ist.

2. Ist B sogar lokal klein, dann ist A genau dann Epi-reflektiv in B, wenn A
stark Limes-abgeschlossen in B ist.

Beweis. (=) Nach ist jede reflektive Teilkategorie unter Limiten abge-
schlossen ist. Sei nun m : B — A ein extremer Mono und A in A. Dann existiert
ein f mit

B>—"——> 4

s
A f

LB
Wegen der extrem-Mono Eigenschaft ist np ein Iso, und somit B = LB € A.

(<) Es sei & eine reprisentative Menge von Epis e : B — cod e mit Codoméine in
A. Dann existiert (€)cee : B — [[.ce code. Wegen der Produkt-Abgeschlossenheit

ist [[,cccode in A. Wegen ’3.10.7‘ und ’3.10.9‘ konnen wir diesen Morphismus
als mp o ep faktorisieren, mit eg Epi und mp starker Mono. Also ist wegen der
extrem-Mono Abgeschlossenheit LB := codeg = dommp in A. Wir behaupten,
daBl ep : B — LB ein universeller Pfeil ist. Sei also f : B — A € | A| beliebig.
Dann existiert eine (Epi,stark-Mono)-Faktorisierung f = my o ey und wegen der
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stark-Mono Abgeschlossenheit ist cod ey = domm in A also diirfen wir annehmen,
dafl ey € £ ist, und somit existiert der gewiinschte Morphismus

LBe A

en
mp

B——>]],codec A

PTe
er

P codey € A

mpg

A
Weil e Epi ist, ist dieser Pfeil eindeutig.

(<) Es sei M die Klasse aller .A-Morphismen, die B-Monos sind. Wir behaupten,
dafl jeder B-Morphismus f : B — A mit A in A eine (Epi,M)-Faktorisierung
besitzt:

Da B lokal klein ist, konnen wir den Durchschnitt p aller Monos ¢ — A aus M
iiber welche f faktorisiert betrachten. Dann faktorisiert f als poe. Es ist e ein Epi,
denn wenn coe = o e, dann ist der Equalizer von a und 8 mit dem iiblichen

Beweis (z.B. von | 3.10.7)) ein Iso, also a = 3.

Sei nun & eine reprisentative Klasse von Epi’s B — A’ mit A’ in A. Dann bildet
& wegen der Faktorisierungseigenschaft eine Losungsmenge fiir B. Da die Inklusion
nach Voraussetzung Limiten bewahrt, ist sie nach dem GAFT ein rechtsad-
jungierter, d.h. A ist reflektiv in B.

Es sei n : B — A die Reflexion und moe : B — A’ — A ihre (Epi,M)-
Faktorisierung. Wegen der universellen Eigenschaft existiert ein h : A — A’ mit
hon=e und somit mohon=moe=n=10n, also moh = 1. Somit ist m ein
Iso und 1 = e ein Epi.

6.10 Beispiele epireflektiver Kategorien.

1. Abel C Gru mit Abelisierung
2. VollstUnif C Unif mit Vervollstandigung.

3. Komp C Haus mit Stone-Cech-Kompaktifizierung

6.11 Theorem. FEs sei B covollstindig, lokal-klein und colokal klein und A besitzt
einen Separator fir B. Dann sind dquivalent:

A st coreflektiv in B;

. A ist Mono-coreflektiv in B;

. A ist Bi-coreflektiv in B;

. A ist stark Colimes abgeschlossen in B;
. A ist Colimes abgeschlossen;

S SJUIICI
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6. A ist Coprodukt und extrem-Epi abgeschlossen.

Beweis. Aus Dualitétsgriinden folgt aus obigen Resultaten, daf3 Sl e @

= = und = sind offensichtlich.

= Dazu ist wegen nur zu zeigen, dafl die Coeinheit ¢ aus Epi’s besteht:
Wenn S ein Separator in A fiir B ist, dann ist jedes B-Objekt ein Quotient einer
Copotenz von S (denn HB(S,B) S — B ist ein Epi), welche nach zu A gehort.
Also ist A epi-coreflexiv, denn

A—S =R

15

:> Es sei ¢ : A — B’ der Coequalizer von «, 3 : B — A. Wir haben zu zeigen,
dafl B’ zu A gehort. Es sei S ein Objekt von A, welches fiir B separierend ist. Sei
e: [[; S — B ein Epi. Dann ist ¢ auch der Coequalizer von cwoe,foe: [[; S —
B — A.Da [[; S und A zu A gehoren gilt selbiges auch fiir den Coequalizer B’
nach Voraussetzung.

Nun beachte, dafl jeder Colimes eines Funktors, der initial in A liegt, schon also
Coequalizer E eines Coprodukts geschrieben werden kann, dessen Doméne zu A
gehort: In der Tat (dual) ist lim X = Equ(«, @’), wobei @ und o’ durch folgendes

Diagramm definiert sind, vgl. :
X (h)

X (domh) X(codh)

Tprdom h Tpr(’hh’)

HiEI X(Z) - H(h,h'):cod h=cod h’ X(COd h’)

(0%
\Lprdom h! ipr(h,h’)
X

X (dom h') X (cod h')

(h)

Fiir jedes j € J existiert nach Voraussetzung ein ¢ € I und ein Morphismus h :
i — j. Somit kénnen wir p; : Equ(a, o) — X (j) als X (h) o pr; |gqu(a,q) definieren.
Diese Definition hingt nicht von der Wahl von ¢ und h ab, denn fiir A’ : i — j
erhalten wir

X(h) o pris [Bau(@, ") = Prin,p) °0[Bau(aar) =

= PI'(n,n") Oa|Equ(o¢,O/) = X(h) O pr; ‘Equ(av O‘/)'
Es ist (Equ(a, &'), (p;);) ein Kegel fiir X, denn zu b’ : j — j/ wihlen wir ein ¢ und
ein h : 4 — j und somit ist
X(h/) op; = X(h/) © X(h) o pr; |Equ(a,a’) = X(h/ © h) o pr; ‘Equ(a,a') = Py’-
Jeder Kegel (Z, q) des Equalizers definiert einen Kegel fiir X durch (Z, (¢;);), wobei
qj == X (h) o pr; 0q = pr(} ;) o 0 ¢, und umgekehrt. O

6.11a Beispiele.

e Es ist KompErz — Top bicoreflektiv.
e Es ist BornLCS — LCS bicoreflektiv.
o Es ist TorsAGru — AGru mono-coreflektiv.
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7. Kartesisch abgeschlossen Kategorien, Topoi

7.1 Definition. Eine Kategorie A heifit KARTESISCH ABGESCHLOSSEN, wenn sie
endlich vollstidndig ist (oder auch nur endliche Produkte besitzt) und die Funktoren
(0) x B linksadjungiert sind fiir alle Objekte B in A.

Wir bezeichnen den rechtsadjungierten Rp zu (_) x B als Rg(C) := CP und wir
haben folglich natiirliche Transformationen (_)® x B — 1 und 1 — ((_) x B)? mit
Komponenten ep ¢ : CPxB — Cundnap: A — (AxB)B. Esist R: APxA — A
ein Funktor auch in der ersten Variable, da (_) x (0) : A x A — A ein Bifunktor
ist: Sei f : B — B’ ein Morphismus. Dann ist (.) x f: (-) x B — (_) x B’ eine
natiirliche Transformation, und somit ist durch

€B,C

CB x B C

A
CcixB: €B’.c
, 1xf ,
CBxB——=CE x B

ein Morphismus C/ : CB" — CPB definiert, und offensichtlich ist C©) ein Funktor
A% — A Fiir f: B— B und g: C — ' gilt: g8 o Cf = (C")] 0 ¢(B") also ist
der Rechtsadjungierte ein Bifunktor.

7.2 Lemma. Es sei A kartesisch abgeschlossen. Dann ist

(1) ZX*Y = (2%, (2) (XxY)? = XZxY?, (3)XxT =X, und (4) XT =X

Proof. | 1| Da ((1) x X, ()%) und ((L) x Y, (1)Y) adjungiert sind, sind es auch die
Zusammensetzungen.
Da (_)Z rechtsadjungiert ist, ist er stetig.

, da X x T = X gilt, gilt auch fiir den rechtsadjungierten (1)7 = (_). O

7.3 Remark. Falls fiir das terminale Objekt T, der Funktor V := A(T,_) : A — Set
treu ist, so gilt:
VIXxY)=AT,X xY) =2 A(T,X) x A(T,Y) =V(X) x V(Y).
Weiters ist
V(CP) = A(T,CP) = AT x B,C) = A(B,C)
und V(e) : V(CB x B) — V(C) ist bis auf die Inklusion
V(CB x B)Y=V(CP) x V(B) = A(B,C) x V(B) — V(C)"® x V(B)
gegeben durch,
ev: (f,b) — f(b).
In der Tat sei f € V(CB) = A(T,CP) und b € V(B) = A(T, B). Es sei (f,b) : T —
CPB x B der assoziierte eindeutige Morphismus. Es ist f =co (f x B) : T x B —
CB x B— C. Esist pry: T x 1 — 1 ein natiirlicher Isomorphismus und
ev(V(fopry"),b) = (fopry)u(b) =0 (f x B)opry ' ob
=V()((f x B) opry ' ob) = V(e)((f x B) o (T x b) opry ")
=V(e)((f xb)oA) =V(e)(f,b).

andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2010 113



7.4 7. KARTESISCH ABGESCHLOSSEN KATEGORIEN, TOPOI

CBxB—=C

b foB
I I x1 I xB

Ixb
2 | PTg = | P2
1

(f:b)

7.4 Beispiel. Die Kategorie Top ist nicht kartesisch abgeschlossen, denn (_) x X
erhélt nicht reguliére Epi’s und somit nicht Colimiten, was er als Linksadjungierter
tuen miifite.

Die Kategorie KpFErz der Kelly-Raume ist kartesisch abgeschlossen. Das Produkt
ist die Kellyfizierung des kartesischen Produkts und der Funktionenraum Y ist
versehen mit der Kellyfizierung der kompakt-offenen Topologie.

Man kann zeigen, dafl die Kategorie der lokalkonvexen Vektorrdume mit den glatten
Abbildungen als Morphismen kartesisch abgeschlossen ist. Dabei heifit eine Abbil-
dung f : F — F glatt, wenn foc : R — F glatt ist fiir alle glatten Kurven
¢ : R — F und fiir Kurven ist Glattheit wie iiblich definiert. Das Produkt ist das
iibliche kartesische Produkt und der Funktionenraum trégt die initiale lokalkonvexe
Struktur beziiglich der ¢* : C*°(E,F) — C*(R, F) und C*(R, F) die Topologie
der gleichméfBigen Konvergenz jeder Ableitung auf Kompakta.

Bemerkung. Es gibt aber noch andere Situationen, wo der Hom-Funktor intern ist
und einen Linksadjungierten besitzt. Sei namlich A die Kategorie der Vektorraume.
Dann ist L(E, F) selbst ein Vektorraum, und das Tensorprodukt erfiillt V.R(E ®
F,G) = VR(E, L(F,G)),

Allgemein heifit eine Kategorie A symmetrisch monoidal abgeschlossen, wenn ein
Funktor * : A x A — A existiert, der bis auf einen natiirlichen Isomorphismus
assoziativ ist, und bis auf natiirliche Isomorphismen ein beidseitig neutrales Element
e besitzt und folgende Diagramme kommutieren

ax* (bx(cxd)))

T

ax* ((bxc)x*d) (a*b)* (c*d)
(ax(bxc))xd ((axb)*c)*d
ax*(exb axe)*b

)\a*b/(
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Symmetrie bedeutet, dafl a *x b 2 b * a in natiirlicher (idempotenter) Weise und so
daf folgende Diagramme kommutieren:

bxe——>exb

%
SN

und

ax (cxDb) (axDb)
(a*c)x* * (a*Db)
(cxa)xb

Abgeschlossenheit bedeutet, dal (_) * a einen rechtsadjungierten (_)* besitzt. Es ist
dann (a,b) — b* ein Funktor 4P x A — A.

7.5 Definition. Unter einem TOPOS versteht man eine kartesisch abgeschlossene
Kategorie A mit einen KLASSIFIZIERER FUR UNTEROBJEKTE, d.h. einen Monomor-
phismus ¢ : 1 — 2 so dafl jeder Mono m : A’ — A ein Pullback von ¢ lings eines
eindeutigen Morphismuses (der charakteristischen Abbildung) x,, : A — 2 ist.

Al e 1

)

A——2

Es stehen also Aquivalenz-Klassen von Unterobjekten von A in bijektiver Beziehung

zu A(A,2).
Es ist einfach zu sehen, dafl in jedem Topos

1 ein terminales Objekt ist (siehe [17, 1.11]),
Monomorphismen sind reguldr (siehe [17, 1.21]),
Epimorphismen sind regulér (siehe [17, 1.53]),

endliche Colimiten existieren (siehe [17, 1.36]),
(Epi,Mono)-Faktorisierungen existieren (siehe [17, 1.52]),
somit jeder Topos eine exakte Kategorie ist,

Topoi sind eine Verallgemeinerung der Kategorie der Mengen und kénnen an deren
Stelle als Basis der Mathematik verwendet werden, z.B. besteht eine interne Kate-
gorie aus zwei Objekten O und M des Topos und vier Morphismen d : M — O,
c:M—=0,u:0—->Mundk: M xp M — M welche dou =1 = doc,
dom =dopry, com=copry, mo(lxm)=mo(mx1): MxpoMxoM— M,
mo(lxwu) =mo(ux1)=1. Unter Elementen von Objekten X des Topos verstehen
wir Morphismen 1 — X.

Jeder Topos hat auch eine interne Logik: Wir kénnen 2 mit einer partiellen Ordnung
(den Egalisator von pry, A : 2 X 2 — 2) und binédren Operation A,V,=:2 X 2 — 2
(den klassizierenden Abbildungen zu (¢,t) : 1 — 2x 2, zu der Vereinigung von 1 x¢ :
2x1 — 2x2und tx1: 1x2 — 2x2, und zum Egalisator von pry, A : 2x2 — 2) sowie
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den Elementen ¢ : 1 — 2 and f : 1 — 2 (welches als klassifizierendes Objekt von
0 — 1 definiert ist) und der einstelligne Operation - : 2 — 2 (der klassifizierenden
Abbildung zu f : 1 — 2), siehe [17, 3.51]) versehen:

7.8 Theorem. Sei A ein Topos. Dann ist fiir jedes Objekt a in A die Pfeilkategorie
<
Aa selbst ein Topos.

Beweis. Das Produkt in der Pfeilkatgeorie ist das Pullback. O

7.9 Beispiel. Da Pullbacks von regulidren Epi’s in KompFErz i.A. nicht von der
gleichen Art sind, kann diese Kategorie nicht lokal kartesisch abgeschlossen sein.
Gleiches gilt fiir die Kategorie der glatten Abbildungen zwischen lokalkonvexen
Vektorrdumen.

Hingegen ist jeder Grothendieck Topos (d.h. eine Kategorie aller Garben iiber einer
Grothendieck-Topologie, also einer Menge abstrakt definierter Uberdeckungen aller
Objekte einer kleinen Kategorie) ein Topos in obigen Sinn, siehe [17, 1.12].
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