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1.2

1. Beispiele von Lie-Gruppen

1.1 Die GL(m) als erstes Beispiel.

Dazu vorerst ein wenig Notation. Sei E ein euklidischer Raum, also nach Wahl
eines Ursprungs ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum versehen mit einem
skalaren Produkt (|.) : E x E — R. Nach Wahl einer (orthonormalen) Basis
(e;)™, konnen wir F mit dem R™ identifizieren (und das skalare Produkt von
z = ()7, und y = (y")7, ist dann durch (z|y) := >_/", ' y’) gegeben. Mit
L(FE) bezeichnen wir den Vektorraum aller linearen Abbildungen von E nach F
und allgemeiner mit L(E, F') den Vektorraum aller linearen Abbildungen von E in
einen zweiten euklidischen Raum F. Wir schreiben auch L(m,n) := L(R™,R™) und
L(m) := L(R™). Der Vektorraum L(m,n) is bekanntlich m - n-dimensional.

Die Teilmenge der invertierbaren linearen Abbildungen in L(E) bezeichnet man mit
GL(E) :={T € L(E) : T ist invertierbar} = {T € L(E) : det(T) # 0}.

Offensichtlich ist GL(E) ein Gruppe beziiglich der Kompositionsabbildung p :=
o: L(E) x L(E) — L(E), die sogenannte ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE (engl.
general linear group; daher die Abkiirzung). Da det : L(E) — R stetig ist, ist
GL(E) = det ! (R\ {0}) offen in L(E), und wir kénnen somit auch Analysis auf ihr
treiben. Da die Kompositionsabbildung bilinear ist, ist sie auch glatt (d.h. C'*).
Aus der Koordinatenbeschreibung der Inversion v : T +— T~' kénnen wir auch
auf deren Glattheit schlieffen. Dies geht aber auch einfacher: Es ist v durch die
implizite Gleichung p(T,v(T)) = 1 fir T € GL(E) eindeutig bestimmt, also nach
dem impliziten Funktionensatz ebenfalls glatt, falls die partielle Abbleitung Oopu
von p nach der zweiten Variable an jeder Stelle (T,7!) invertierbar ist. Da p
in dieser Variable linear ist, ist Oou(T,S) = u(T,-) : R — T o R und somit ein
Isomorphismus.

Zusammenfassend ist also GL(FE) eine endlich-dimensionale Mannigfaltigkeit, eine
Gruppe, und die Gruppen-Operationen p : GL(E) x GL(E) — GL(E) und v :
GL(E) — GL(E) sind glatt, kurz gesagt GL(E) ist eine LIE-GRUPPE.

1.2 Elementares iiber die GL(E).

Offensichtlich ist GL(E) = GL4(F) U GL_(E) eine Zerlegung in die disjunkten
offenen Teilmengen GLy(E) := {T € GL(E) : £det(T) > 0}. Dabei ist GL(E)
eine Untergruppe (in der Tat die Zusammenhangskomponente der 1, wie wir spéter
sehen werden) und die links-Multiplikation mit einem Element Ty € GL_(E) liefert
einen Diffeomorphismus GL, (F) — GL_(E).

Es liegt GL(E) dicht in L(E), denn sei T € L(F) und sei 0 < s < |A| fir alle
Eigenwerte A # 0 von T. Dann ist Ts := T — s 1 invertierbar und Ty — T fiir s \ 0.

Da die Determinante multilinear in den Spalten (oder auch polynomial in den Ko-
effizienten) ist, folgt ihre Glattheit. Die Richtungsableitung an der Stelle A in Rich-
tung B ist:

det’(A)(B) = &|,_gdet(A+tB) = L|,_gdet(A- (1 +tA'B))

= fili—o det(t4) - det(} + A'B)
— %‘t:ot" det(A) - <; + tn% spur(A*lB) R det(AlB))

= det(A)spur(A~'B).
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1.4 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

1.3 Die Exponentialabbildung exp : L(F) — GL(E).

Bekanntlich kénnen wir durch Logarithmieren aus multiplikativen Ausdriicken ad-
ditive machen. Dabei ist die Logarithmusfunktion die Inverse der Exponentialfunk-
tion exp : ¢t — > o, %tk, R — Ry C R\ {0}. In der multiplikativen Gruppe
GL(E) C L(E) suchen wir nun ein Pendant exp : L(E) — GLy(E) C GL(E).
Die Reihe ZZO:O %T’“ konvergiert fiir jede Element T einer Banach-Algebra also
auch fir T € L(E) und spielt auch eine wesentliche Rolle beim Losen linearer
gewohnlicher Differentialgleichungen, denn ¢ : ¢ — exp(t T') - x ist die Losungskurve
der Differentialgleichung ¢’ = T o ¢ mit Anfangswert ¢(0) = v.

Beachte allerdings, dafl im allgemeinen exp(X +Y) = exp(X)oexp(Y) nicht gilt, es
sei denn X und Y kommutieren miteinander, d.h. X oY =Y o X gilt. Insbesonders
ist t — exp(tT) eine 1-Parameter Untergruppe von G(E) (d.h. ein Gruppenhomo-
morphismus R — GL(E)). In diesen Zusammenhang ist natiirlich interessant das
Zentrum Z(GL(E)) :=={T:ToS=S0TV S € GL(E)} zu bestimmen. Dieses be-
steht genau aus R\ {0}, denn sei T im Zentrum, also T0S = SoT fiir alle S € GL(E)
und wegen der Dichtheit sogar fiir alle S € L(FE). Setzt man nun S(z) := (z|z)y
fiir fixe z,y € E, so erhdlt man 0 = (T'o S — S oT)(2) = (x|2) T(y) — (z|T(2)) v,
also mu8 {y,T'(y)} linear abhéngig sein, d.h. T(y) = A,y fiir A\, € R und somit
(x|z) Ay = (x, A, z) und insbesonders A, = A, fiir x = z # 0.

Weiters ist Soexp(T)oS~! = exp(SoT oS~ 1), d.h. exp vertauscht mit Konjugieren
und ebenso mit Transponieren: exp(7)! = exp(T*).

Es gilt det(exp(T)) = P T (siche Proseminar).

Zwar ist exp’(0) = id und somit exp ein lokaler Diffeomorphismus L(E) — GL(E) C
L(FE) und wir haben lokal eine Umkehrfunktion log. Global jedoch ist exp nicht
injektiv (fiir dim £ > 1), denn fiir k1, ko € Z ist

2miky 0\ _ (™m0 N\ _ 0 2m\ _,
P 0 omiky) T\ 0 e2mike ) T RIS P _op g ) T

denn
1 1 —i ) 0 27 . 1 1\  (2mi 0
2\1 1 27 0 i —i) \ 0 —2m

und auch nicht surjektiv, denn das Spektrum von exp(A) (fiir Matrizen in Jor-
dan’scher Normalform) liegt entweder in R oder besteht aus konjugiert komplexen
Zahlen, also liegt folgende Matrix nicht im Bild von exp:

(_01 _01> € GL, (R?).

Wir wollen nun aus GL(FE) weitere Beispiele gewinnen, dazu benétigen wir Kon-
struktionen aus der Gruppentheorie und dabei insbesonders Gruppenerweiterungen,
siehe Appendix [?, 13a].

1.4 Ax + b-Gruppen
Sei E = F®F’ eine Zerlegung eines endlich dimensionalen Vektorraums E in lineare

Teilriume F und F’. Es seien p und p’ die Projektionen auf F' und F’ mit Kern F”
und F'. Jedes T € GL(F) hat beziiglich dieser Zerlegung folgende Darstellung

A B
(¢ b)
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1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.4

wobei A=poT|r € GL(F), D =p' oT|r € GL(F'), B=poT|r € L(F', F) und
C=p oT|r € L(F,F’). Also 1a8t T den Teilraum F' invariant genau dann, wenn
C =0 ist, d.h.

G = {(‘g [B)> - A€GL(F),D € GL(F'), B € L(F, F)}.

Wir haben folgende Untergruppen der Gruppe G := GLp(E) := {T € GL(E) :
T(F)C F}:

Gb:{((l) f) BeL(F,F)} = (L(F, F),+)

Gy = {(é g) DeGL(F } GL(F)

G = {(‘g ‘1)) AcGL(F)) = GL(F)
Gou = {(‘g g) A€ GL(F),D € GL(F)} = GL(F) x GL(F)
G = {(é g) D eGL(F), B e LI, F)}

Gy = {(‘g }f) A€ GL(F),Be L(F,F)}

/i\%

ﬂ>< XL
o

{1}

Dual haben wir die folgenden Gruppen-Epimorphismen, die jeweils durch Ersetzen
der entsprechenden Eintragungen durch die neutralen Elemente 1 bzw. 0 gegeben
sind

<—Q

Gap Ga,a Gp.q
G, Gq
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1.5 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

Dies liefert folgende kurze exakte Sequenzen von Gruppen

1 Gy € G Ga,d 1
1 Gp,q © G Gq 1
1 Gap € G Gy 1
1 Gy © Gpa Gy 1
1 Gy € Gap G, 1,

Die natiirlichen Inklusionen der rechtsstehenden Gruppen liefern Schnitte zu den
Projektionen. Und somit erhalten wir semidirekte Produkte

G2 L(F',F)x (GL(F) x GL(F"))
G = Gpqx GL(F)
GGy x GL(F')
Gpa = L(F',F) x GL(F")
Gup & L(F',F) x GL(F),
Wegen

A B\ ' (A B\ (A B\ _
o p) '\o D) \o D)
_ (ATTA'A ATYA'B+(B'-BD7D')D)
o 0 D~'D'D
lassen sich die entsprechenden Wirkungen leicht angeben.
Wenn wir als E = F' xR wihlen, dann heifit die Gruppe G, jener T' € GLp(E) die

auf R als Identitdt wirken auch die A x + b-Gruppe, denn sie ist gerade die Gruppe
der affinen Abbildungen. Der affinen Abbildung x — A x + b wird dabei die Matrix

o

zugeordnet. Man beachte, dafl dies als Mannigfaltigkeit E x GL(FE) ist, aber die
Multiplikation komplizierter, ndmlich die des semidirekten Produkts F x GL(E)
ist.

1.5 Flaggen

Es sel F: {0} = Fy C F} C -+ C F,, = E eine aufsteigende Folge von Teilrdiumen
(eine sogenannte Flagge). Dann ist GLx(E) := {T € GL(E) : T(F;) C F;} eine
Lie-Gruppe, denn sei F} := Fi- | N F; 2 F;/F;_y, so ist T € GL#(E) genau dann,

wenn es beziiglich der Zerlegung

E=F&® --&F,

die Form
T171 A T17n
o .
0 0 T,n,

)
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1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.6

hat mit 7 ; € GL(F}) und T;; € L(F}, Fj) fiir j < [. Dies ist das prototypische
Beispiel einer auflosbaren Lie-Gruppe falls dim Fj, = k fiir alle k.

Eine Gruppe heifit AUFLOSBAR, falls sie durch endlich viele Erweiterungen aus
Abelschen Gruppen gewonnen werden kann.

1.6 Nilpotente Gruppen

Wir kénnen noch die Untergruppe jener Abbildungen betrachten, die auf FJ’ =
F;/F;_;1 als Identitdt wirken, d.h. in der Diagonale lauter Identitéten haben. Das
ist ein prototypisches Beispiel einer nilpotenten Gruppe, wenn dim Fj, = k fiir alle
k.

Eine Gruppe heifit NILPOTENT, falls es durch endlich viele zentrale Erweiterungen
aus den Abelschen Gruppen gewonnen werden kann.

Ein Spezialfall ist die Heisenberggruppe, die wir zuerst in anderer Form beschreiben
als
H:=E®R, mit (z,t)- (y,s) :=(x +y,t+ s+ blz,y)),

wobei b eine symplektische Form (d.h. b : E x E — R is bilinear, schief-symmetrisch
und nicht degeneriert, siehe ) ist. Es ist (x,t)"! = (=2, —t). Wieder ist H als
Menge das Produkt der beiden (abelschen) Gruppen F und R. Diesmal ist es nicht
ein semidirektes Produkt, sondern eine zentrale Erweiterungl = R — H — E — 1,
die durch den Zykel b gegeben ist. Man kann H aber auch als Matrizengruppe
beschreiben, wenn wir 0.B.d.A. E := F'@® F setzen und b(x1,y1; 2, y2) := (x1,Y2) —
(x9,y1) wihlen (wir werden in zeigen, daf} jede symplektische Form von dieser
Gestalt ist) und F = F* via z — (z, _) verwenden.

1 2z ¢
H = 0 1 yl:z"eF,yeFteR CGLRXF xR)
0 0 1
(1) :vl yO t xeF, %= (x, )
= Y yeF,y :=(y,.) p CSp(Rx F x FxR)
0 0 1 —=z teR
0 0 O 1

Der zweite Isomorphismus ist durch

1
01 0 y L Jat=(z, )
(x7yat) = T('T7y7t) = mit "

A y* =y, )

0 0 0 1
gegeben. Er hat Werte in Sp(R x F' x F x R) beziiglich der symplektischen Form
b(t1,x1,y1,81;t2, T, Yo, S2) = t182 — t2s1 + T1y2 — Tay1, denn diese ist durch die
Matrix

00 0 -1
0 0 -1 0
Ji= 01 0 O
10 0 O

gegeben und es gilt T'(z,y,t)'JT(x,y,t) = J wie man leicht nachrechnet.

Der erste Isomorphismus ist durch

Lo (t+2%(y))/2
(w,y,t) = T(2*,y,t):= [0 1 Yy
0 0 1
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1.9 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

gegeben (Rechnung!).

Nachdem wir nun einige “auflésbare” Gruppen kennengelernt haben, wollen wir uns
den “halbeinfachen” zuwenden.

1.7 Spezielle lineare Gruppe.

Diese ist definiert durch

SL(n) :={T € L(n,n) : det(T") = 1} C GL(n).
Also ist sie durch die Gleichung det(T) = 1, bzw. f(T) = 0 gegeben, wobei
f: L(n,n) — R die Funktion f(T) := det(T) — 1 ist. Wir behaupten, daf die-
se Gleichung regulir ist, d.h. die Ableitung der Determinantenfunktion surjektiv
ist. Da die Determinante multilinear in den Spalten (oder auch polynomial in den

Koeffizienten) ist, folgt ihre Glattheit. Die Richtungsableitung an der Stelle A in
Richtung B ist:

det’(A)(B) = &|,—odet(A+tB) = 4|,_odet(A- (1+tA™'B))

= 4],_odet(tA) - det(} + A7'B)

1 1
= Gile—ot" det(A) - (tn + oy spwr(ATB) £ det(A—lB))
= det(A) spur(A~'B).

Dies zeigt die Surjektivitit von det’'(A) und damit auch die Regularitit von det.
Ohne die gesamte Ableitung det’(A4) : L(R™,R™) — R zu berechnen, kann man
kiirzer auch so vorgehen:

det’(A)(A) = L], _odet((1+t)A) =n(1+1t)" "|;—odet A = ndet A.
—_———
(14+)" det A

Folglich ist det’(A) surjektiv und SL(R™) eine Mannigfaltigkeit der Dimension
n? —1.

1.8 Bemerkungen zur SL(E).

de
Die kurze exakte Sequenz SL(E) — GL(E) = (R4, -) splittet via dem Gruppen-
Homomorphismus s : Ry — GLy(R), t — {/t-1. Somit ist GL, (R) = SL(E) x R,
als Lie-Gruppen vermége (T,t) — /tT.

1.9 Orthogonale Gruppe.

Sie ist definiert durch (siche auch [Kri0O7a, 1.2]):
O(n) :={T € GL(n,n) : T" o T =id} = {T € GL(n,n) : (Tx,Ty) = (x,y)V z,y}.

So wie in Beispiel wollen wir nun zeigen, dafl die Ableitung fiir die quadrati-
sche — daher auch glatte — Funktion f: GL(n) — Lsym(n,n) mit f(T):=T"'oT =
komp(T*, T) surjektiv ist. Zu diesem Zweck, berechnen wir uns zuerst die Ableitung:

f(T)- S =komp(S",T) + komp(T*,S) =S o T +T"0 S.

Die Dimension von Lgym(n,n) ist offensichtlich w Fir ein R € Lgym(n,n)

existiert ein S € L(n,n) mit S'oT+T"0S = R, denn (S*oT) + (S* o T)! = R fiir
StoT =1iR,dh. S= (5" = (3RoT™ 1) = (T")"'LR. Folglich ist f’ surjektiv,
und somit O(n) eine Teilmannigfaltigkeit von L(n,n) der Dimension dim(O(n)) =

2 n(n+l) _ n(n—1)
—a —_—.

n 2
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1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.9

Beachte, dafi det(T") = £1 aus 1 = det(1) = det(T?T) = det(T)? fiir T € O(n) folgt.
Somit ist O(n) = SO(n) X Zg, wobei SO(n) := O(n) N SL(n) = O(n) N GL4(n)
eine offene Untergruppe von O(n) ist.

Gramm-Schmidt Orthonormalisierung:

Wir wollen nun den Quotienten GL(n)/O(n) beschreiben. Beachte dazu, dal O(n)
kein Normalteiler ist. Nach wére es wiinschenswert eine “Projektion” von
GL(n) auf O(n) zu finden. Das Gramm-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren
(angenwandt auf die Spalten der Matrizen aus GL(n)) liefert uns das Gewiischte:
Sei (e;) die standard-Orthonormalbasis. Und f; := T'(e;) = >, ex Tf firein T €
GL(n). Wir wenden nun das Orthonormalisierungsverfahren auf f; an und erhalten
eine Orthonormalbasis f; mit f; = ngk fi Di mit D; > 0 und Di =0 fiir j > k.
Es sei S die orthogonale Abbildung S(e;) = f; = > ek SJ]?. D.h. S = DoT, wobei
D die Abbildung ist, die f; auf f; abbildet. Also gilt

YoenSf=Sle;)=fi= fiDj=> > eTfDj=3% ey TFDj
k 7 7 k k 7

Also ist S¥ =37, T D&, baw. [T] = [S] [D]~*, wobei [S] € O(n) und [D] eine obere
Dreicksmatrix mit nur positiven Eigenwerten ist. Beachte, dafi D und damit auch
S glatt von T abhéngt.

Diese Darstellung ist eindeutig, da der Durchschnitt dieser beiden Gruppen gerade
{1} ist.

Wir haben somit gezeigt:

Iwasawa-Zerlegung fiir GL(n).

Esist o : O(n) x D4 (n) — GL(n) ein Diffeomorphismus, wobei Dy (n) C GL(n)
die auflosbare Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit nur positiven Eigenwerten
ist. Folglich haben wir im Sinne von die Sequenz

O(n) = GL(n) - D (n),

wobei wir hier linke Nebenklassen O(n) - D betrachtet haben, und ein Schnitt durch
die Inklusion Dy (n) — GL(n) gegeben ist.

Da T ~— T~ ein Gruppen-Antiisomorphismus ist, ist D, (n) auch isomorph zu den
rechten Nebenklassen.

Beachte, dafl K := O(n) eine kompakte Gruppe ist, denn fiir 7' € O(n) ist 1 =
|T*T|| = ||T||? (also O(n) C L(n) beschriinkt und abgeschlossen). Die Untergruppe
D konnen wir auch weiter zerlegen in D = A - N, wobei A die Abelsche Gruppe
der Diagonal-Matrizen mit positiven Eigenwerten und N die nilpotente Gruppe
der oberen Dreiecksmatrizen mit 1 als Dagonaleintragungen ist. Wir haben also
G=GL(n)in G=K-A-N zerlegt.

Beachte weiters, dafi dies auch Zerlegungen GL (n) = SO(n)-D4(n) und SL(n) =
SO(n) - (SL(n) N Dy (n)) liefert.

Das Verfahren funktioniert genauso fiir SU(n) C SL¢(n) und Q(n) C SLyx(n).

Es ist Dy (n) = (R,)" x R*n=1/2 = Rr(»+1)/2 3]s Mannigfaltigkeit und somit
kontrahierbar, d.h. O(n) ist ein Deformationsretrakt von GL(n) und es geniigt
somit fiir viele topologische Fragen (insbesonders homotopietheoretischer Natur)
die Untergruppe O(n) (bzw. SO(n)) zu studieren.

SO(n). Diese Gruppe wirkt offensichtlich auf R™. Der Orbit durch einen Punkt
x9 € R"ist {x € R™ : b(x,x) = b(wg,x0)} = S™ L. In der Tat konnen wir (fiir
n > 2) sowohl z als auch z( zu einer positiv orientierten Orthonormalbasis ergéinzen
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1.11 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

(ergénze zu irgendeiner Basis und wende das Gramm-Schmidt Verfahren an), und
der Basiswechsel gehort dann zu SO(n). Insbesonders wirkt also SO(n) transitiv
auf S"~! und die Fixgruppe bzgl. 1 = (0,...,0,1) € S"~! ist isomorph zu SO(n—1)
(denn T 148t dann auch 1+ = R"~! invariant), d.h. wir haben die Sequenz:

SO(n —1) < SO(n) — S" 1.

1.10 Folgerung.
SO(n) und GLy(n) sind zusammenhdingend. Das Zentrum von SO(n) ist {1} falls
n > 2 gerade ist und +1 falls n ungerade ist.

Beweis. Fiir SO(n) folgt dies mittels Induktion aus der Sequenz SO(n — 1) —
SO(n) — S"~tin , fiir GL4(n) dann aus der Iwasawa-Zerlegung.

Sei H eine zusammenhéngende Untergruppe von G und G/ H auch zusammenhéngend.
Dann ist auch G zusammenhiéingend, denn sei G = U U V mit nicht-leeren of-
fenen U und V. Somit ist G/H = 7(U) U 7(V) mit nicht-leeren offenen m(U)
und 7(v) (denn 7~ H(7(U)) = UH = U, ey Uh) und damit 7(U) N 7(V) # 0. Sei
m(g) = g H im Durchschnitt. Dann ist der zusammenhiingende Raum gH = H
disjunkte Vereinigung der nicht-leeren offenen Mengen gH NU und gH NV, also
0£gHNUNgHNV CUNV, was zu zeigen war.

Ein direkter Beweis, da SO(n) wegzusammenhingend ist geht wie folgt: Es 1}t
sich T € SO(n) C L¢(n) diagonalisieren mit Eigenwerten von Betrag 1. Da die
nicht-reellen Eigenwerte paarweise konjugiert zueinander sind, kénnen wir eine Ba-

sis so finden, daB T Blockgestalt mit Blécken (+1) oder CO.S(ﬂ) sin(v) hat
—sin(¥) cos()

und somit offensichtlich in die Identitdt deformiert werden kann.

Zum Zentrum: Jeder lineare Teilraum F' der Kodimension 2 ist Fixpunktmenge
Fix(T) := {z : Tx = z} eines T € SO(n) (ergénze die Identitéit auf F' durch eine
Drehung auf der orthogonalen Ebene F*, siehe auch ) Sei S im Zentrum
Z(SO(n))und Tz = z. Dann ist S(z) = S(T'(x)) = T(S(x)), also S(z) ein Fixpunkt
von T, d.h. S(Fix(T)) C Fix(T). Da jede Gerade ¢ durch 0 Durchschnitt aller
Ebenen der Kodimension 2 ist (fiir n > 2), die ¢ enthalten, ist S(¢) C ¢, also jedes
x # 0 ein Eigenwert, und somit sind alle Eigenwerte von S gleich und folglich
S = +£1, wegen det(5) = 1. O

1.11 Polarzerlegung.
Wir wollen nun einen zweiten Schnitt und damit eine weitere Beschreibung des
Quotientenraums der Sequenz

O(n) — GL(n) - GL(n)/O(n)

geben. Wir haben O(n) in als f~1(id) definiert, wobei f : L(n) — S(n) :=
Lgym(n,n) = {T : T* = T} durch f(T) := T'T gegeben war. Fiir T € GL(n) hat
f Werte in der offenen Teilmenge Sy (n) := {T € S(n) : T ist positiv definit} von
S(n), denn (T'Tz,x) = (Tx,Tz) = ||Tz||* > 0 fiir alle x # 0. Es ist f konstant
auf linken O(n)-Nebenklassen, denn aus RT = Ty mit R € O(n) folgt f(T1) =
T'R'RT = T'T = f(T). Die Nebenklassen sind genau die Niveauflichen, denn sei
f(T1) = f(T), dann ist T4 = RT mit R := TyT~! und R'R = (T"YHY!'TiWT—! =
(THH(T)T™r = (THf(D)T! = (T-WVTTT-1 = 1, also R € O(n) und
damit O(n) - Ty = O(n) - T.

Ist die Inklusion S;(n) < GL4(n) ein Rechtsinverses zu f? Fiir letzteres miifite
T'T = T? ident zu T fiir alle T € S, (n) sein, was offensichtlich nicht der Fall
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1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.11

ist. Allerdings kénnen wir mittels Spektraltheorie aus T?T die eindeutig bestimmte
Wurzel S € S, (n) mit S? = T*T ziehen, und fiir T' € S, (n) ist diese gerade T

Behauptung: T — T2, Sy (n) — S4(n) ist ein Diffeomorphismus.

Glattheit ist klar. Surjektivitdt folgt aus der Spektraltheorie, denn 7' ist nach
Voraussetzung orthogonal diagonalisierbar, d.h. es existiert ein R € O(n) s.d.
A := RTR™! eine Diagonalmatrix mit notwendigerweise ausschlieBlich positiven
Eigenwerten )\; ist. Sei /A die Diagonalmatrix mit Eigenwerten /A;. Dann ist

VT := R"'WAR € S, (n) wnd VT~ = R-'VARR'WAR = R"'AR = T.

Injektivitit: Sei S? = T fiir ein S € S, (n). Somit kommutiert 7' mit S und damit
sind S, T und nach Konstruktion auch v/7 mit einen gemeinsamen R diagonalisier-

bar. Wegen S?2 =T = \/T2 miissen S und /7' die gleiche Diagonalmatrix haben,
also ident sein.

Diffeomorphismus: Es geniigt die Injektivitit der Ableitung S — ST 4+ T'S an der
Stelle T € Sy (n) auf S(n) zu zeigen. Sei also T'S + ST = 0. Konjugieren mit R
liefert ARSR™' + RSR™'A = 0, woraus durch Koeffizentenvergleich fiir die Matrix
RSR™! = (s;,)i,; die Gleichungen (X\; + A;)s;; = 0, also RSR™! = 0 und damit
auch S = 0 folgt.

Cartan-Zerlegung fiir die GL(E).

Es ist o : O(n) x S4(n) — GL(n), (T,S) — T o S ein Diffeomorphismus, wobei
S+ (n) die Menge der positiv definiten symmetrischen Matrizen bezeichnet. Es ist
also GL(n)/O(n) = Si(n) und ein Schnitt von O(n) — GL(n) — Sy(n) durch
die Inklusion Sy (n) C GL(n) gegeben. Weiters induziert die Exponentialabbildung
einen Diffeomorphismus exp : {T € L(E) : T* =T} — S4(n).

Beweis. Nach Obigem ist die Inklusion Sy (n) < GL(n) ein Schnitt der glatten
Abbildung T — VT'T, GL(n) =~ S, (n) =/— S, (n). Diese hat wie f : T —
T'T genau die linken O(n)-Nebenklassen als Niveaufliichen. Nach dem in
gezeigten, ist R := TVTT ' e O(n) und somit o : O(n) x S4(n) — GL(n),
(T,S) — T o S ein Diffeomorphismus mit Inverser T +— (T - \/ﬁil, VTT).

Diese Einschrankung der Exponentialbbildung ist surjektiv: Sei dazu S € Sy (n).
Dann existiert ein R € O(n), s.d. A := RS R™! eine Diagonalmatrix mit aus-
schlieBlich positiven Eigenwerten \; ist. Sei 7' := R™! log(A) R, wobei log(A) die
Diagonalmatrix mit Eigenwerten log();) ist. Dann ist 7" symmetrisch und exp(T") =
R'AR=S5.

Die Einschrinkung ist auch injektiv: Sei exp(T}) = exp(T») fiir symmetrische 7} und
Ty. Wieder sind A; := R; T; R, ! positive diagonal-Matrizen fiir gewisse R; € O(n)
mit R; ' exp(A;) R; = exp(T;) unabhiingig von 4. Es geniigt zu zeigen, daB 7} und
T, miteinander kommutieren, da sie dann vermoge einem R; = Ry gleichzeitig
diagonalisierbar sind und somit exp(A;) = exp(As), also Ay = Ay und schliellich
Ty = Ty gilt. Dazu wihlen wir ein Polynom p mit p(e}) = X fiir alle Eigenwerte
der A;. Dann ist p(expT;) = R;lp(exp(Ai)) R, = Ri_lAi R; = T; und folglich
Ty = p(exp12)Ty = p(expT1)Th = Tip(expTh) = Th'T».

Die Einschrinkung ist ein Diffeomorphismus: Fiir S € S (n) und s > ||5] egilt
ls =S| < s, denn s — S € S(n) und somit ||s — S|| = max{|A\| : A € (s = 5) =
s—0(S)} <s,denmn A € o(S) = 0 < XA < ||S]| < s. Dalog(l —z):=—) 7, %
fiir |z| < 1 konvergiert, ist S — log(1S) :=log(1 — 1(s — S)) eine lokal fiir || S| < s
definierte glatte Funktion mit exp(log(1S)) = 1, also S = exp(log(s) + log(19)).

s

Damit ist die Inverse von exp lokal glatt, und somit exp ein Diffeomorphismus. [J
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1.12 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

Vergleiche dies mit der Polarzerlegung z = \ET - |z| fiir komplexe Zahlen aufgefafit

als Drehstreckungen am R2.

Der Vorteil der Iwasawa-Zerlegung besteht darin, dal B = AN eine auflosbare
Untergruppe von G ist, jener der Cartan-Zerlegung ist, dal Sy (n) invariant unter
Konjugation mit K = O(n) ist.

1.12 Gruppen invarianter Automorphismen, O

Wir wollen nun die orthogonale Gruppe verallgemeinern, indem wir eine beliebige
Bilinearform b : E x E — R auf einem euklidischen Raum E betrachten. Mit

Op(E) :={T € GL(E) : b(Txz,Ty) = b(x,y)V z,y € E}

bezeichnen wir die Gruppe aller invertierbaren linearen Abbildungen, die die Bili-
nearform b invariant lassen. Bekanntlich stehen die Bilinearformen b: F x F — R
in bijektiver Beziehung zu den linearen Abbildungen B : £ — E, vermoge

b(z,y) = (Bx,y) = (x, B'y) :

Denn b : E x E — R konnen wir genausogut als Abbildung b : F — L(E,R) = E*
auffassen, welche durch x — (y — b(z,y)) gegeben ist. Das skalare Produkt (_,_) :
E x E — R entspricht dabei einer Abbildung ¢ : E — E*, welche ein Isomorphismus
ist, denn Ker(¢) = {z : (z,y) = 0V y} = {0}, und da dim(F) = dim(E*), ist ¢
bijektiv. Die Zusammensetzung B := "' o b : E — E* — F ist dann die gesuchte
lineare Abbildung, denn

b(z,y) = b(z)(y) = (to B)(x)(y) = (Bz,y).

Die Gleichung b(T'z, Ty) = b(z,y) ist somit mit (T*BTz,y) = (BTz,Ty) = (Bz,y)
dquivalent, und damit ist

Oy(E) = {T € GL(E) : T'BT = B}.

Wir sollten also zeigen, daf3 dies eine regulidre Gleichung ist. Fiir die Ableitung
der Funktion f : GL(E) — L(E), welche durch f(T) = T'BT — B definiert ist,
erhalten wir f'(T)(S) = S!BT + T*BS. Wie bei O(F) kénnen wir nicht erwarten,
daf} sie surjektiv nach L(FE, E) ist, sondern wir brauchen einen linearen Teilraum
F C L(E,E) in welchem f Werte hat und auf welchen f/(7T") surjektiv ist.

Wenn B (schief)symmetrisch ist, dann gilt das gleiche auch fiir f(7T") und wir sollten
also fiir F' den Teilraum Ly (F, E) der (schief)symmetrischen linearen Abbildungen
verwenden. Dieser hat als Dimension n(n + 1)/2 (bzw. n(n — 1)/2), wenn n die
Dimension von E ist. Wenn U € F ist und T die Identitét ist, so ist U = f/(T)(S) =
St*B+ BS dann nach S auflésbar, wenn wir ein S mit BS = %U in S finden kénnen,
denn dann ist auch S'B = £(BS)" = £1U* = 1U. Falls B invertierbar ist, so ist
S = %B_lU die Losung. Falls T € GL(FE) beliebig ist, dann hat die Gleichung
U = f(T)(S) = S'BT + T'BS die Losung S = :B~1(T~1)'U, denn dann gilt
T'BS = iU und S'BT = sU'T~Y(B7')'BT = +£1U" = 1U. Falls also B injektiv
ist, d.h. b nicht degeneriert ist, oder dquivalent x =0 < Vg : b(z,y) = 0, dann ist

Op(FE) eine Teilmannigfaltigkeit der Dimension
dim Oy(E) = n?—nn+1)/2=n(n—-1)/2 fallsb syn.lmetrisch is‘F .
n? —n(n—1)/2=mn(n+1)/2 falls b schief-symmetrisch ist.

Man beachte, daB fiir invertierbares B und T' € Oy(E) automatisch det(T") = £1
gilt, denn 0 # det(B) = det(T*BT) = det(T)? det(B).

10 andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2009



1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.14

1.13 Der symmetrische Fall, O(n,k)

Im symmetrischen Fall konnen wir nach dem Spektralsatz (Hauptachsentransfor-
mation) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren e; mit zugehérigen Eigenwerten
Aj € R finden. Es ist dann

B(x) = z)\j@,ej)ej

und somit
b(x,y) = (Bx,y) = Y _ Aj(w,¢;)(y, ¢;)
J

Da Ker(B) = {0} vorausgesetzt ist, miissen alle Eigenwerte A; # 0 sein, und somit
sieht b in der Orthogonalbasis f; := \/|A;|e; wie folgt aus

b(w,y) = Y 2y = Y aly,

A;>0 A;<0
wobei 27 := (z, f;) die Koordinaten von x beziiglich der Basis (f;) bezeichnet.

Man nennt so ein b auch PSEUDOEUKLIDISCHES PRODUKT. Solche sind fiir die
Relativitatstheorie von Bedeutung. Beachte, dafl es Vektoren = # 0 gibt, welche
Norm b(z,z) = 0 haben und auch solche mit negativer Norm. Man nennt die mit
verschwindender Norm LICHTARTIG, d.h. Zj>k(xj)2 = ngk(xjf (dies beschreibt
einen “Kegel”), und die mit positiver Norm RAUMARTIG und die mit negativer
Norm ZEITARTIG. Betrachte z.B. die Form

<(ZE171‘2,1‘3), (y13y27y3)> = T1Y1 + ZT2Y2 — T3Y3.

Dann sind die"Vektoren im Inneren des Doppelkegels mit der x3-Achse die zeitar-
tigen, die im Aufleren die raumartigen und die am Doppelkegel die lichtartigen.

Die Gruppe Oy(E) hiingt also bis auf Isomorphie nur von der Signatur, d.h. der
Anzahl k der negativen Eigenwerte von b, ab und wird daher auch mit O(n, k) be-
zeichnet, wobei n = dim(FE) ist. Man beachte, dafl O(n, k) = O(n,n—k) ist (ersetze
dazu b durch —b). Die offene Untergruppe SL(n) N O(n, k) wird mit SO(n, k) be-
zeichnet. Die O(4,1) wird (in der Physik) auch als die LORENZGRUPPE bezeichnet.

1.14 Der schiefsymmetrische Fall, Sp(2n)

Im schiefsymmetrischen Fall kéonnen wir eine Normalform wie folgt finden. Sei
dazu b eine nichtdegenerierte schiefsymmetrische Bilinearform, eine sogenannte
SYMPLEKTISCHE FORM. Diese sind fiir die klassischen Mechanik von Bedeutung
(sieche Abschnitt [KriO7a, 45]). Fiir eine Teilmenge A C E bezeichnen wir mit
At :={x € E:x 1L yYyec A} das ORTHOGONALE KOMPLEMENT. Wobei x 1 y
heifit, daf3 b(x,y) = 0 ist. Da b schiefsymmetrisch ist, ist L z fiir alle z. Fiir jeden
Teilraum F gilt dim E = dim F + dim F* (in der Tat: i* o b : E — E* — F* ist
surjektiv, wobei i : F — E die Inklusion bezeichnet, denn b : E — E* ist nach
Voraussetzung bijektiv, und ¢* : E* — F* ist klarerweise surjektiv (wihle ein links-
inverses p zu ¢, dann gilt i*op* = id) und somit ist dim £ = dim(Ker)+dim(Bild) =
dim(F+) + dim(F)). Beachte fiir Teilriume A und B die Gleichungen A+ = A
(< A C A+ und Dimensionsgriinden), sowie (A + B)t = AL N B+ (trivial) und
schlieBlich A+ + Bt = (At + BY)tt = (At n Bt = (An B)L.

Eine Teilmenge A C E heifit 1ISOTROP, falls A C A+, d.h. blaxa = 0. Es sei F
so eine maximale isotrope Teilmenge. Wegen der Bilinearitdt von b muf8 F' ein
Teilraum sein (solche Teilriume heifen LAGRANGE TEILRAUME). Fiir Lagrange
Teilrsume F gilt F = F*, denn andernfalls kénnen wir ein y € F+\ F zu F
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hinzufiigen und erhalten eine griéflere isotrope Teilmenge FU{y}. Somit ist dim E =
dim F 4 dim F = 2dim F, also folgt aus der Existenz von Lagrange Teilriumen,
dafl E geradedimensional sein mu#f.

Wir wihlen nun zu einem Lagrange Teilraum F' einen komplementéren Lagrange
Teilraum F”. Das ist moglich, denn wenn fiir einen isotropen Teilraum G mit GNF =
{0} noch G+ F C E gilt, dann ist Gt + F = Gt + F+ = (GNn F)L = {0} =
E D G + F und somit kénnen wir ein y € G+ \ (G + F) finden, fiir welches somit
(Ry + G)N F = {0}, also Gy := Ry + G ein groferer isotroper Teilraum ist. Es sei
/1 F' — F die Inklusion. Dann ist :*obo : F' — E — E* — F* injektiv, denn der
Kern von t*ob ist F+ = F und FNF’ = {0}, und somit aus Dimensionsgriinden ein
Isomorphismus. Wir behaupten, dafl der induzierte Isomorphismus F & F/ x F =
F* x F die symplektische Form b in die Form (y7,y1;95,y2) — yi(y2) — ya(y1)
iibersetzt. Sei also x; = y; +y; mit y; € F und y; € F'. Da F' und F" isotrop sind,
ist dann b(w1, w2) = b(y1, y2)+b(y1, ¥5) = b1, y2) —b(y5, y1). Mit g := (7 obo’)(y;)
ist b(y1,92) = b(t'y1, ey2) = b('y1)(wy2) = (" 0 bo/)(y1)(y2) = ¥ (y2) und somit
ist b(z1,22) = yi(y2) — y5(y1). Wihlen wir nun in F eine Basis (e;)k<j<2k (mit
2k = dim E) und in F* die duale Basis (¢7) 5. Mit (e; := €}, ;) <k bezeichnen wir
die entsprechende Basis in F”. Dann ist (e;);j<2k=p cine Basis von E, die jener von
F* x F entspricht, und weiters ist y*(y) = Zj yjyj, wobei y; die Koordinaten von
y* bzgl. ¢/ und y’ jene von y bzgl. e; bezeichnet. Also ist
b(z,y) = ijyﬂrk ALY
i<k

die STANDARD SYMPLEKTISCHE FORM AM RZ?*. Die entsprechende Gruppe wird
mit Sp(2k) bezeichnet, und heifit REELLE SYMPLEKTISCHE GRUPPE. Da Sp(n) fiir

ungerades n nicht existiert, wird Sp(2k) in der Literatur bisweilen auch als Sp(k)
bezeichnet!

1.15 Spiegelungen

Wir wollen nun spezielle Abbildungen T' € O(E) fiir symmetrische und schiefsym-
metrische b beschreiben, und zwar solche, die eine Hyperebene als Fixpunktmenge
{x € E : Tx = x} besitzen. Sei F' diese Hyperebene und 0 # y € F+, d.h.
F={y}t. Seiy ¢ F mit b(y',y) = 1 (moglich, da b(y',y) =0=1vy' € {y}+ = F),
dann ldBt sich jedes © € E als z = b(z,y)y + (¢ — b(z,y)y’) schreiben, und
bz — b(z,y)y',y) = 0, dh. 2 — b(x,y)y’ € F. Das gesuchte T muf also folgen-
de Gestalt haben:

T(z) =b(z,y)T(Y) + (z = b(z,9)y") =z + b(z,y)(T(Y') —y') =z + b(z,y)y".
Damit T die Form b erhélt, muf3

b(w1,w2) = b(T(x1),T(x2)) = b(w1 + b(x1,y)y", xa + b(z2,y)y") =
= b(x1,22) + b(z1,y)b(y", 22) + b2, y)b(1,y") + b1, y)b(z2, y)b(Y", y")

gelten, d.h. b(z1,y)b(y”, x2) +b(z2, y)b(x1,y") +b(z1,y)b(x2,y)b(y"”,y") = 0. Wenn
wir 29 = gy’ setzen und z; L y wéhlen, dann folgt b(x1,y”) = 0, also ist y” €
{y}*+ = Ry. Sei also y” = Ay (mit A\ # 0, da T nicht die Identitiit sein kann).
Dann ist

Ab(21,Y)b(y, x2) + Ab(2,y)b(x1,y) + b(x1,y)b(w2, y) A*b(y,y) = 0

genau dann, wenn b(wo,y)(d1 + 1+ Ab(y, y)) = 0 ist fiir alle x5 (withle 21 := /'),
bzw. 14+ \b(y,y) = F1 (wihle x5 :=¢/).
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Im symmetrischen Fall ist das dquivalent dazu, dal \b(y,y) = —2 (also b(y,y) # 0
2

und A\ := _W) ist und im schiefsymmetrischen ist es immer erfiillt.

Die T € Oy(E) mit einer Hyperebene F' = {y}* als Fixpunktmenge sind also genau

() = x — 2285%1/ mit b(y,y) # 0 im symmetrischen Fall
x4+ Ab(x,y)y mit A € R im schiefsymmetrischen Fall

Diese T' heiflen auch SPIEGELUNGEN, in Analogie zum Fall, wo b eine euklidische

Metrik ist.
M T(x) 2Ab(X,y)y X

l F
y F

Im symplektischen Fall ist jede Spiegelung orientierungserhaltend, denn T'(y') =

0 1
ponentendarstellung von T' bzgl. der Zerlegung F = F xKy’, und im symmetrischen

y' + Ay liegt auf der gleichen Seite von F' wie 3’ und somit ist (ld )\y> die Kom-

Fall orientierungsvertauschend, denn T'(y) = y — 2y = —y und somit ist (13 _01>

die Komponentendarstellung von T bzgl. der Zerlegung E = F' x Ky.

Es 148t sich fiir  # 2’ mit b(z,z) = b(a’,2’) genau eine Spiegelung T finden mit
Tx = 2', wenn b(z, ") # b(z, z) ist, denn o’ = x4+ Ab(x, y)y gilt genau dann, wenn
y = p(2’ —2) mit 1 = \p?b(x, 2" —2) = \u?(b(z, 2') — b(x, z)) gilt. Diese Abbildung
T 148t (2’ —z)* fix. Im symmetrischen Fall ist dann A\b(y, y) = A\u?b(z' —2, 2" —2) =
—2. Beachte, daf} fiir positiv definites b wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
die Situation b(z,z’) = b(x,x) nicht eintreten kann. Im symplektischen Fall ist
b(z,z) =0 =b(a',2") immer erfiillt.

Proposition.
Fiir jede (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Bilinearform b : Ex E — R wird
Op(E) von den Spiegelungen erzeugt.

Man kann zeigen, dafl im symmetrischen Fall n = dim F viele Spiegelungen geniigen
und im symplektischen sind mindestens n + 1 notwendig (siehe [Die60, Sur les
Groups Classique, Hermann, Paris 1967]).

Beweis. Im symmetrischen Fall wihlen wir eine Orthonormalbasis von E (d.h.
bei,ej) = 0 und b(e;,e;) = £1) Die Bilder €] := T'(e;) sind dann ebenfalls eine
Orthonormalbasis. Wir zeigen nun mit Induktion, dafl T' bis auf Zusammensetzung
mit Spiegelungen {ey,..., e} fix LaBt:

In der Tat, wenn T nach Induktionsannahme die Menge {ey,...,ex_1} fix 1aBt,
und b(ey, e)) # b(ek, ex) ist, dann bildet die Spiegelung S am orthogonalen Kom-
plement zu e; — e, den Vektor ey auf e) ab und liBt (e}, — ex)t 2 (e})t N
(er)t D {e1,...,en_1} fix, also 1aBt ST sogar {e,...,ex} fix. Ist anderer-
seits b(ey,e),) = b(ek,er), dann spiegeln wir zuerst am orthogonalen Komple-
ment zu ey (mit b(eg,ex) = £1 # 0) und danach an jenem zu e}, + e (mit
bler + e, ex + €},) = 2(b(ek, ex) + b(ex, €},)) = 4b(ek, ex) # 0). Diese Spiegelungen
lassen (ex)t N (ex +€},)t D {e1,...,ex_1} invariant und ihre Zusammensetzung
bildet e, auf —ey und weiter auf e) ab, also lafit T bis auf diese Spiegelungen
{e1,..., e} invariant.

Im symplektischen Fall beweisen wir die Aussage mittels Induktion nach j :=n —
dim F, wo F := {z : Tx = x}. Fiir j = 0 ist T = id. Sei also j > 0. Fiir jedes
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y € Eist b(y,z) = b(Ty, Tx) = b(Ty,x) fiir alle x € F, d.h. Ty —y € F*. Falls
b(Ty,y) # 0ist (= y ¢ F), dann existiert eine Spiegelung, welche y auf Ty abbildet
und die (Ty — y)* D F fix laBt. Bis auf diese Spiegelung liBt also T auch F @ Ry
fix.

Andernfalls ist b(Ty,y) = 0 fiir alle y. Sei vorerst F' N F+ # {0}. Dann wihlen wir
ein 0 # x € FNF* und ein y € E mit b(y, x) = 1 (geht wie in der Beschreibung von
Spiegelungen). Es gilt dann y ¢ F, da x € F+. Weiters ist b(Ty, z) = b(Ty, Tx) =
b(y,x) = 1 und somit existieren Spiegelungen die y auf x + y, bzw. Ty auf = + y
abbilden (denn b(y,z + y) = b(y,x) # 0 und b(Ty,z + y) = b(Ty,z) # 0), und
(r+y—y)tN(x+y—Ty)* D F fix lassen. Also 1aBt T bis auf diese Spiegelungen
F @ Ry fix, und wir konnen die Induktionsannahme anwenden.

Ist F = {0}, dann existiert ein z € F+ = E mit b(z,y) = 1 = b(z,Ty), denn
ergiinze (e; := y, ey := Ty) zu einer Basis eines Lagrange Teilraums (beachte, dafl
der von {y, Ty} erzeugte Teilraum isotrop ist) und setze x := e! +¢e? in Termen der
dualen Basis (e*)¥_,. Nun verfahre wie gerade zuvor.

Ist schlieBlich F' # {0} und F N F+ = {0}, dann ist £ = F ® F+ und b induziert
auf F1 eine symplektische Form, denn fiir 4/ € F* mit b(y',y) = 0V y € F+
gilt ¥ € (FY)* = F und somit ' = 0. Weiters 18t 7' € Oy(F) den Raum F*
invariant, denn b(Ty',y) = b(Ty', Ty) = b(y’,y) = 0 fiir alle y € F und ¢/ € F*.
nach Induktionsvoraussetzung ist T'|p. eine Zusammensetzung von Spiegelungen
lings Vektoren in F-. Da solche Spiegelungen aber F' = F11 fix lassen, ist 7" auf

ganz F die Zusammensetzung dieser Spiegelungen. O
Folgerung.
FEs gilt Sp(2k) C SL(2k). O

1.16 Der degenerierte Fall

Falls b degeneriert ist, d.h. B einen nicht trivialen Kern K besitzt, dann konnen wir
E := E/K betrachten. Falls b (schief)symmetrisch ist, so ist Ker B* = Ker B, und
somit induziert b eine nichtdegenerierte (schief)symmetrische Form b: E x E — R.
Jedes T' € Oy(E) erhiilt diesen Kern, denn BT = (T~ !)! B impliziert, dafl BT'(K) =
0 ist. Es ist also T € Oy(E), genau dann wenn T(K) C K und T € O;(E), wobei
T definiert ist durch das Diagramm

T'Kl i n

Wir verwenden nun den Isomorphismus £ = K & E’, welcher durch (1 — sp, p) mit
der Inversen (k,Z) — k + s(Z) gegeben ist (denn p(1 — sp) = 0), wobei p: E — E
die kanonische Projektion ist und s : E — FE ein lineares Rechtsinverses dazu. Dann
kénnen wir T € Oy (K x E) wie folgt darstellen:

Tl Ts—sT
0 T
mit T|x € GL(K) und T € Oz(E). Als Mannigfaltigkeiten ist also Oy(E) =
GL(K) x O3(E) x L(E,K), wobei der Isomorphismus gegeben ist durch 7'

Tk, T = pTs, (1—sp)Ts=Ts— ST) Aus und folgt, dafl als Gruppe:
Ou(E) = (GL(K) x O3(E)) x L(E, K)
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1.17 Der unsymmetrische Fall

Falls schliellich b weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist, so zerlegen wir
b in den symmetrischen und den schiefsymmetrischen Teil b = b, + b_, wobei
by (z,y) = (b(x,y) £ b(y,x))/2 ist. Dem entspricht {ibrigens gerade die Zerlegung
von B = B, +B_, wobei By = (B£B")/2ist. Dann ist Oy(E) = Oy, (E)NO,_(E).
Allerdings wissen wir nicht, ob dieser Durchschnitt von Mannigfaltigkeiten wieder
eine ist. Fiir Lie-Gruppen kann man dies aber allgemein zeigen (abgeschlossene

Untergruppen von Lie-Gruppen sind ebenso Lie-Gruppen, siehe )

1.18 Die Gruppen U (n,k)

Betrachten wir den Spezialfall, wo b_(z,y) = by (Iz,y) vermoge einer Abbildung
I, die eine b, -Isometrie ist. Wenn () transponieren bzgl. by bezeichnet so gilt
I'T =1 (da I eine by-Isometrie ist) und I* = —I (da b_ schiefsymmetrisch und b,
symmetrisch ist). Also ist I? = —1 und wir kénnen folglich E zu einem komplexen
Vektorraum machen, indem wir (r +4s) z := rx + s I(z) setzen. Man beachte, dafl
I auch eine b_ Isometrie ist, denn b_(Ix, Iy) = by (I?z, Iy) = by (Iz,y) = b_(z,y).
Wir fassen die beiden Gleichungen by (Tx,Ty) = b4 (x,y) in R zu einer Gleichung
b(Tx, Ty) = b(z,y) in C = R? zusammen, d.h. b(x,y) := by (x,y) +ib_(x,y). Dann
ist b reell-bilinear, konjugiert symmetrisch, denn b(y,z) = by (y,z) + ib_(y,x) =
by(x,y) —ib_(z,y) = b(x,y), und sogar C-linear im zweiten Faktor, denn

b(z,iy) = by (x,iy) +ib_(2,iy) =
= b+(iya ‘T) + lb+(ll” Zy) = ib+(1‘7 y) - b_(I, y) = Zb(fE, y)
Also ist b eine HERMITESCHE FORM, die klarerweise ebenfalls nicht degeneriert ist
wenn dies fiir by gilt.
Ist umgekehrt b eine beliebige hermitesche nicht degenerierte Form auf einem kom-
plexen Vektorraum F, dann ist ihr Realteil b4 eine symmetrische nicht degenerier-

te Form und ihr Imaginirteil eine symplektische Form b_ und es gilt b_(z,y) =
by (iz,y). In der Tat ist

by(z,y) = (b(x,y) +b(x,y))/2 = (b(z,y) + by, 2))/2 € R
und somit ist by (schief-)symmetrisch und es gilt by (x,iy) +ib_(x,iy) = b(x,iy) =
ib(z,y) = iby (z,y)—b_(x,y), d.h. by (z,iy) = —b_(x,y) oder dquivalent b_(x,y) =
—b_(y,x) = by (y,ix) = by (iz,y). Somit ergibt sich auch aus der nicht-Degeneriert-

heit von b jene von b. Schliellich ist i eine by -Isometrie, denn b, (i, iy) = (b(iz, 1y)+

b(iz,iy))/2 = (—i*b(z,y) + —i%b(x,y))/2 = (b(z,y) + b(z,y)))/2 = by (2,y).
In dieser Situation ist

Op,+b_(E) = Op, (E) N Op_(E) = Op, (E) N Le(E) = Up(E) € Le(E),

wobei

Upy(E) ={T € GL(E) : b(Tz,Ty) = b(z,y)V z,y € E}

Le(E):={T € L(E) : T ist C-linear} ={T' € L(E) : TolI =I0T}
und wir die Bezeichnung U (fiir unitér) verwendet haben, da b nun C-wertig ist:
Offensichtlich ist Oy, N Op_ = Uy. Es ist Uy € L¢(E), denn fiir T € Oy, N Oy_
gilt by (Tiz, Ty) = by (iz,y) = b_(z,y) = b_(Tx,Ty) = by (iTz,Ty) und somit ist
T(ix) = iT' () fiir alle z, d.h. T' € Le(E). Umgekehrt ist Oy, N Le(E) C Oy, denn
by (T, Ty) = £by (iTx, Ty) = £by (Tiz, Ty) = £by (ix,y) = b (z,y).
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Man beachte noch, dafl schiefhermitesche Formen nichts anderes als ¢b fiir eine
hermitsche Form b sind, also nichts Neues liefern.

Sei nun E ein komplexer Vektorraum mit komplexer Basis (e;)i<n, d.h. jedes z € E

1a8t sich eindeutig als z = 2?21 zJe; mit Koeffizienten 27 € C schreiben. Es sei

2) =: 27 442"t die Zerlegung in Real- und Imaginérteil. Dann ist z = Zle mjej,

wobei ey, := ie; fur alle 1 < j < nist. Also hat E als reeller Vektorraum die Basis
(ej)?’;l. Man beachte, dafl zuerst alle Realteile und erst danach die Imaginérteile
kommen, d.h. die durch die Basen gegebenen Isomorphismen E = C" und E = R?"
induzieren nicht den vielleicht erwarteten Isomorphismus C" 2 (R?)" 2 R?" | son-
dern ist noch mit dem Umordnungsisomorphismus (R?)" =2 (R")? zusammenge-
setzt. Die Multiplikation mit ¢ am R?™ ist also durch die Matrix

1 0 ... 0
(5 D]

Do .0

0o ... 0 1

gegeben, und wir identifizieren L¢(n) mit {T € L(2n) : Tol =10T}.
Wenn T' € L¢(E) beziiglich der komplexen Basis (e;);<n die Matrixdarstellung

arg+ibiy ... a1, +ibiy
: : =A+1iB
an,1 + ibn,l cee Qppt ibn’n
hat, dann hat T beziiglich der reellen Basis (eq, ..., en;te1,. .., ie,) die Matrixdar-
stellung
&1,1 e aLn _bl,l e _bl,n
Qn,1 ceo Opp _bn,l . _bn,n _ A —-B
bl,l “ee bl,n 0,1,1 eee aLn B A ’
bn,l e bmn Qn,1 e An,n

denn (A +iB)(e;) = Ae; + Bie; und (A+iB)(ie;) = —Be; + Ade;.

Sei nun b die STANDARD HERMITESCHE FORM am C", d.h.
n
b(z,w) = ijw].
j=1

Die Gruppe Uy(E) wird dann auch als UNITARE GRUPPE U (n) bezeichnet. Wenn
wir wie zuvor 27 = 27 + 42"t und w’! = y7 + iy"*7 setzen, dann ergibt sich
n n
b(z,w) = Z(xjyj gyt 4 Z(xjymj — g Hiyd.
J=1 Jj=1
Also ist der Realteil von b gerade die positiv definite symmetrische Standardform,
der Imaginérteil gerade die symplektische Standardform und

U(n) = O(2n) N Sp(2n) = O(2n) N Le(n) = Sp(2n) N Le(n).

Wenn b die STANDARD HERMITESCHE FORM MIT SIGNATUR k > 0 am C" bezeich-

net, d.h.
b(z,w) = szwj - szwj,

>k J<k
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dann wird die Gruppe Uy(F) mit U(n, k) bezeichnet, und eine analoge Rechnung
zeigt, dafl Realteil und Imaginérteil von b folgende Matrixbeschreibungen B haben

1 ... k k+1 ... n
-1 0 ... ... 0
0 . .
B, — 1, O
0 1k . —1
mit 1 = ,
0 -1 1
B-=1{1, o
0
0 0 1

also ist
U(n, k) = “O(2n,2k)” N “Sp(2n)” = “O(2n,2k)” N Le(n) = “Sp(2n)” N Le(n),

wobei die Gruppen unter Anfithrungszeichen nur bis auf Koordinatenvertauschun-
gen durch die Standardformen beschrieben werden.

Wie fiir reelle Vektorrdaume, &8t sich natiirlich auch fiir komplexe Vektorridume
zeigen, daf die Gruppen U (n, k) Teilmannigfaltigkeiten von L¢(F) sind.

1.19 Komplex lineare Abbildungen, GL¢, SL¢

Sei nun E ein komplexer n-dimensionaler Vektorraum. Wie im reellen Fall kénnen
wir auch folgende Untergruppen des komplexen Vektorraums L¢(E) betrachten.

GL¢(E) :={T € L¢(E) : T ist invertierbar} = GL(E) N L¢(E)
SLc(E) :={T € Lc(E) : detc(T) = 1}
SU(E) :==A{T € SLc(E) : (T, Ty) = b(x,y)V ,y} = Up(E) N SLc(E)
SU(n) i= U(n) 1 SLe(C)
SU(n, k) :=U(n,k) N SLc(CM)

betrachten, wobei detc die komplexe Determinante und b : E x E — C eine hermi-
tesche Form (mit Signatur) ist.

Es sei C, die Gruppe C\ {0} beziiglich der Multiplikation. Die Abbildung C, x
SLc(n) — GLg(n), (t,T) — tT ist offensichtlich ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus, denn detc(t7) = t" detc(T), mit Kern {(1,¢-1) : t" = 1} = Z,. Man
kann zeigen, daf8 daraus leicht folgt, daB dies eine Uberlagerungsabbildung ist. An-
dererseits ist GLc(n) = SLe(n) X C, ein semidirektes Produkt, da die kurze exakte
Sequenz

1 — SLe(n) = GLe(n) 4% C, — 1

via folgendem Gruppenhomomorphismus C, — G L¢(n) splittet:

z 0 0
0 1
VA e d
0
0 0 1
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1.20 Komplexe Gruppen, Oc, Spc

Ist nun b : E x E — C eine C-bilineare (schief-)symmetrische, nicht degenerierte
Form, dann wollen wir U, (F) analog zum Fall einer hermiteschen Form als Durch-
schnitte reeller Gruppen beschreiben. Dazu zerlegen wir b in Real- und Imaginérteil,
d.h. b(z,y) = by(x,y) + ib_(z,y), wobei

bi(2,y) = (b(a,y) +b(z,9))/2 € R

Dann sind der Realteil by und der Imaginiirteil b_ zwei reell bilineare (schief-
)symmetrische reell-wertige Formen, und es gilt —b_(z,y) + tb4(z,y) = ib(z,y) =
b(x,1y) = by (z,iy) + ib_(z,iy), d.h. b_(z,y) = —by(x,iy). Weiters gilt

by (iz,iy) = —b_(iz,y) = Fb_(y,ix) = +b, (y,i°x) = —by (2,y).
Eine R-lineare Bijektion, die sowohl by als auch b_ erhélt ist C-linear, denn

und umgekehrt erhélt jede Abbildung T die b erhilt, auch den Real- und Ima-
ginérteil, d.h.

ObJr (E) NOy_ (E) = Obi (E) n L(c(E) = Ub(E) - Lc(E)
Ist insbesonders b die standard C-bilineare symmetrische Form am C", welche durch
b(z,w) := Y1, z'w’ gegeben ist, dann wird U, (E) mit Oc(n) bezeichnet. Beachte,

dafl das Analogon zu O(n, k) fiir 0 < k < n uninteressant, da isomorph zu O¢(n),
ist. Real- und Imaginérteil haben wegen

bz, w) = 3 @Iy — ) 40 3 (@l 4 oy
J J

10 0 1
e )

Sie haben beide Signatur n, denn

—1
1 1 1 1
I R
und somit ist

Oc(n) = “O(2n,n)” N “O(2n,n)” = “O(2n,n)” N Le(n),

folgende Darstellung

wobei die Gruppen unter Anfithrungszeichen nur bis auf Koordinaten-Vertauschungen
und Drehungen durch Standardformen beschrieben werden.

Ist schlieBlich b die standard C-bilineare alternierende Form am C?™, welche durch
b(z,w) = Z(Ziwm-i-i _ Zm-‘riwi)
i=1
gegeben ist, dann wird Uy(E) mit Spc(2m) bezeichnet. Real- und Imaginérteil
haben wegen

b(Z,’LU) — 2 (xjym+j _ $2m+jy3m+j _ xm+jyj +x3m+jy2m+j)
J
iy 2 (mijerJ +$2m+jym+j _ xm+jy2m+j _ x3m+]yj)

J
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folgende Darstellung

0 10 0 0 0 0 1
-1 0 0 0 0 0 -1 0
B+_000—1’B—_0100
0 01 0 -1 0 0 0

Somit ist
Spc(2m) = “Sp(4m)” N Le(2m),

wobei die Gruppe unter Anfiihrungszeichen nur bis auf Koordinaten Vertauschun-
gen — welche durch (0)(123) und (0)(132) geben sind — durch die Standardform
beschrieben wird.

Beachte noch, daf

GLc(E) CGLY(E) :={T € GL(E) : det(T) > 0}
Oc(n) C SL(2n)
Spc(2n) C SLe(2n),

denn det(T) = |detc(T)]? > 0 und T € O¢(T) = T'T = 1, d.h. detc(T)? = 1,
also det(T) = | + 1|2 = 1. Da Spc(2n) nach von den Spiegelungen erzeugt
wird, und diese positive komplexe Determinante haben, gilt auch die letzte Inklu-
sion. Wieder hat Oc¢(n) zwei Zusammenhangskomponenten (detc = =+1), wobei
SOc¢(n) := SLc(n)NO¢(n) jene der Identitét ist, wohingegen Spc(2n) und SLc(n)
zusammenhéngend sind.

1.21 Quaternionisch lineare Abbildungen

Man kann analoges auch fiir den Schiefkérper der Quaternionen machen. Als Vek-
torraum koénnen wir ihn mit H := R* = C? identifizieren. Die Multiplikation 18t
sich zum Beispiel fiir (¢, ), (s,y) € R x R3 = H so einfiihren:

(t,z) - (s,y) = (ts — (z,y),ty + sz + x X ).

Wir kénnen eine Konjugation durch

(t,x)* == (t,z) == (t, —x)
definieren. Es gilt p~q = q-p, weiters §-¢ = |¢|?> € R C H und somit ist 1/q = q/|q|*.
Es gelten dann alle Korper-Axiome bis auf das Kommutativgesetz der Multiplikati-
on (siehe Aufgabe [Kri0O7a, 72.65] auch fiir andere Beschreibungen). Wenn wir die
Standardbasis von R? mit 4, j, k bezeichnen, dann ist 1 € R C H eine Einheit und es
gilt i = j2 = k? = —1;ij = k = —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik. Damit Matrizen
mit quaternionischen Eintragungen quaternionisch linear (von links) auf Vektoren
wirken, miissen wir quaternionische rechts-Vektorraume E betrachten. Mit Ly (E)
bezeichnen wir den reellen Vektorraum aller 7' : £ — E welche H-linear sind. D.h.

La(E) = {T € L(E) : T(wi) = (Tw)i, T(xj) = (Tw)j, T(ak) = (Tx)k)}
— (T € Le(B) : T(xj) = (Ta)j},

wobei die komplexe Struktur auf E durch C 2 C x {0} C H gegeben ist. Wir
erhalten dann die Gruppen

GLy(E) :={T € Ly(E) : T ist invertierbar} = GL(E) N Ly(E)
SLy(E) :={T € Ly(E) : detg(T') = 1} = SL(E) N Ly(FE)
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Es sei (¢;)]; eine Basis des quaternionischen Rechtsvektorraums E, d.h. jedes ¢ € E
hat eine Darstellung
n
q= Z ¢’ mit eindeutig bestimmten ¢! € H
=1
und wenn wir ¢¢ =: 2! + j2"! mit 2!, 2" € C darstellen, erhalten wir ¢ =
S ezt +(eg)z = Zfﬁl erz', wobei wir e,, 41 := e;j gesetzt haben. D.h. (e;)3,
ist eine Basis von E als komplexer Vektorraum. Man beachte, dafl gj als quater-
nionische Koordinaten natiirlich ¢'j hat, aber als komplexe Koordinaten
n n n n
gj =Y ez 472" =) e + 722 = e (=2 + > (e)F,
1=1 1=1 =1 1=1
wegen zj = jz, d.h. die Koeffizienten von ¢j ergeben sich als
=1
z

0o -1\ [ .
1 0 :
221’7,

Sei nun A + Bj die Matrixdarstellung von T beziiglich dieser Basis mit komplexen
Matrizen A und B, d.h. T(e;) = Y, ex T} = 3, ex(AF + BFj) und somit

o) = T(Z elql) =D Tled =) > exTlq =) e (Z leql)
! l Ik % ;
=D e (Z(Af“ +BFj) - (¢ +jz”+l))
k 1
= Z(ek Z(Ale — BF 2"t t ey Z(Blkzl n A;fzqwl)).
k 1

l
Also hat T beziiglich der komplexen Basis (e1,...,en,€1],...,€,J) folgende Ma-

trixdarstellung
4 -B
B A )

Wenn wir nun die komplexe Basis zur reellen Basis
(617 A 76n’el.77 A 7en]’elz’ A 767127 61177/7 A 76774;77/)

erginzen, dann hat T folgende Matrizendarstellung nach dem in Gezeigten,
wobei wir A und B in Real- und Imaginérteil zerlegen, d.h. A = A; + A5 und
B =By +1iBsy:

A -B ~ (A —-B Ay —-B; —A; By
Relp a) —m (B A) | B A B 4
(A -B A -BY |~ | 4 -B, 4 -B
Im\lp a) e (B A) By, Ay B, A

Wenn wir diese Basis noch auf die natiirlichere Form
(e1,...,enj€1l, ... eni;€17,...,eng;e1k, ... e k)

bringen, dann hat 7" folgende Darstellung

Ay —As —By —By 10 0 O
Ay, Ay —By B . . . . 001 0
B, B, A A, | mittels Konjugation mit 010 o0
By —-By A Ay 0 00 -1

Wir wollen nun Ly (n) als Teilraum von L¢(2n) bzw. L(4n) mit den so beschriebenen
quaternionischen Strukturen auf C2" bzw. R*" auffassen.
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Da H ein schief-Korper ist, geht nun aber so manches schief. So gibt die iibliche
Formel fiir die Determinante nichts verniinftiges, da sie nicht H-linear in den Spalten
ist. Wir behaupten als néichstes, dafl die komplexe Determinante auf Ly(FE) positiv
ist, und somit detc(T") = ++/det(T) gilt. Dazu rechnen wir wie folgt:

A —-B o A1 + ZAQ —B1 — 1By
detc <B a ) = detc <31 —iBy Ay —iA

= det <gi _151) +i% det (_Aéz :ii)

+ i det (A§2 _ABl)l) —idet (Aél _AB;Q)
= det (gi jffl) + det (gz _Ajiz)

Jri(det (_A§2 _ABil) — (=1)2 det (_Aéz _AB?))
= |detc(Ay 4 iB1)|> + |dete(Ay +iBs)|? > 0.

Also gilt

GLu(E) C GL{ (E) :={T € GLc(E) : detc(T) > 0}
GLH(E) = R+ X SLH(E)
SLy(E) = {T € Ly(F) : detc(T) = 1} € SLc(E),

wobei der Isomorphismus wie im reellen Fall durch T+ (det(T)'/™, det(T)~Y/"-T)
gegeben ist.

1.22 Quaternionische Formen, Q(n,k), Q_(n)

Sei schlielich ¢ : F x E — H eine Form die quaternionisch linear in der zwei-
ten Variable und konjugiert (schief)symmetrisch nicht degeneriert ist. Es ist also
q(z,y\) = q(z,y)\ fir A € H, q(y, z) = £q(z,y) und damit g(zA,y) = £q(y,z\) =
+q(y, z)A = Ag(z, y). Dann bezeichnen wir mit

Qq(E) :={T € GLy(E) : ¢(Tx,Ty) = q(z,y)V x,y € E}.

Wie zuvor zeigt man, dafl dies eine Mannigfaltigkeit ist. Wir setzen s(z,y) :=

Req(x,y) = [I(x’y);q(x’y) = q(x’y)zng’x). Dann ist s (schief)symmetrisch (wegen
der 2. Darstellung), R-wertig (wegen der 1. Darstellung) und R-linear. Fiir alle
A€ S3CH gilt

Aq(z, y) X + Aq(y, z) A

s(xA, yA) = 5

= As(z,y)A = Ms(z,y) = s(z, y),

da s(x,y) € R mit allen Quaternionen vertauscht.
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Es gilt q(z,y) = s(z,y) +is(xi,y) + js(vj,y) + k s(zk,y), denn
s(z,y) +is(zi,y) +js(xjy) + ks(zk,y) =

= %((Q(% y) +iq(zi,y) +3jq(xj,y) + kqlek,y))

+ (q(y, ) +iq(y, zi) + j q(y, zj) + k qly, xk)))
= %(4(](%3” + (q(y,z) +iq(y,z)i+jqly,x)j+ kqly,x) k))

= 2 (ta(e,) 7 2305,
q(z,y),

wobei wir fiir die vorletzte Zeile q(y,z) =: a + ib + jc + kd setzen, und dann alles
ausmultiplizieren.

Man beachte auch, daf8 fir A € {i,5,k} die Form (x,y) — s(zA,y) R-bilinear
ist und s(y\,z) = £s(z,y\) = Fs(@A?,y\) = Fs(x,y) erfiillt, d.h. ebenfalls
(schief)symmetrisch ist.

Umgekehrt sei s : Ex F — R R-bilinear und (schief-) symmetrisch und es existieren
s-Isometrien I und J mit 12 = —1 = J2 und IJ + JI = 0 (Achtung: Die Multi-
plikation von rechts mit A € {i,7,k} ist nicht H-linear sondern nur eine R-lineare
Abbildung I, bzw. J und K : x — ak = zij = J(I(z)) = JIz). Dann kénnen wir
E zu einem quaternionischen Rechtsvektorraum machen durch
z-(a+ib+je+ kd) :==xza+ I(x)b+ J(x)c+ JI(x)d
und g(z,y) := s(z,y) +is(lz,y) + js(Jz,y) + ks(JIz,y)
definiert eine konjugiert (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Form die H-linear
in der zweiten Variable ist. Offensichtlich ist jedes invertierbare T', welches ¢ und
damit auch s, s(I_,.), s(J_,-), s(JI_,_) invariant 148t, automatisch H-linear, denn
s(ITz,Ty) = s(Ix,y) = s(TIz,Ty) und somit [Tz = TIz und analog fiir J. Es
gilt also
Qq(E) = O0s(E) N GLu(E).

Falls nun ¢ eine Standardform ist, d.h. eine der folgenden Formen:
n
q(z,w) = Zélwl
=1
q(z,w) = Zilwl - Zilwl

1>k 1<k
n
— CU)
q(z,w) =Y ziw
I=1

dann werden (wir) die entsprechenden QUATERNIONISCHEN GRUPPEN mit
Q(n) = Usn(n)
Q(nv k) = UH(nv k)
Q- (m) = Ua(m) = Spu(m)

bezeichnen. Wir erhalten fiir s beziiglich der reellen Basis (e1, . ..;e14,...;e17,...;e1k, ...
und der entsprechenden reellen Koordinaten
(b, ..yt fiir 2 und
1 L ntl 2n+1 ., 3n+1 -
(Y oy Ty L) i w
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1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.22

wobei Zl — xl + im’”’l +jl‘2n+l + k‘!L‘3n+l und ,wl — yl + iy”+l +jy2n+l + k,y3n+l:

_ leyl + xn-&—lyn+l + x2n+ly2n+l + x3n+ly3n+l

E ZL' y +xn+l n+4l1 +x2n+ly2n+l +x3n+ly3n+l
1>k

_ § xlyl + xn—i—lyn-H + q;2n+ly2"+l 4 x3n+ly3n+l
1<k

S(SC, y) —_ E 7l,lyn+l + l,n+lyl o z2n+ly3n+l + I3n+ly2n+l
l

D.h. die Matrizendarstellungen sind

1, 0 0 O

0 1 0 O .

0 0 1, 0 mit 1; wie zuvor

0 0 0 1
0O 1 0 O
~10 0 0of_ (7 oy ., (0 -1
oo o 1| "lo Jg)™7 =1 o
0O 0 -1 0

und somit ist

Q(n) =0(4n) N Ly(n) C SLy(n)
Q(n, k) = “O(4n,4k)” N Ly(n) € SLy(n)
Q_(n) = “Sp(4n)” N Ly(n) C SLy(n)

Wir konnen aber auch je zwei Komponenten zusammenfassen. Wie wir bereits bei
der U(n) in gezeigt haben, ist h(x,y) := s(x,y) + is(xi,y) eine (schief-
)hermltesche Form und j s(xj, y)—l—ks(xkz y) = Jj (s(zj,y)+is(zji,y)) = jh(xj,y),
wobei (z,y) — h(zj,y) (symmetrisch) schiefsymmetrisch und komplex bilinear ist,
denn h(yj,x) = s(yj,x) + i s(yji,x) = xs(xj,y) £ is(xji,y) = xh(zj,y). Also
hat ¢ eine Zerlegung q(z,y) = h(z,y) + jh(zj,y) in (schief-)hermiteschen und
(symmetrischen) schiefsymmetrischen C-bilinearen Teil. Fithrt man das wieder fiir
die Standardformen durch, so erhalten wir

a(zw) = 3 (& - ) (w4 )
l

_ Z(flwl +2n+lwn+l) +jZ(len+l o Zn+lwl)

l l

alzw) = 3O = 2w+ ) = 3T (E - ) !+ jurt)
1>k 1<k

— Z(lel +2n+lwn+l) _ Z(Z wl + ZnJrl n+l)

1>k 1<k

+jZ(len+l Lnt _] Z n+l P lwl)

1>k 1<k
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q(z,w) — Z(Zl _ Zn-Hj)i(’wl +jw7z+l)
l

_ Z(Zliwl + Zn+l(—j)iwl _ 2n+l(_j)ijwn+l _ Zlijwn+l)
l

— Zi(zlwl _ 2n+lwn+l) _jZ-Z(ZnJrlwl + len+l)
l l

und somit

Q(n) =U(2n) N Spc(2n) = U(2n) N Lg(n) = Spc(2n) N Ly(n)

Q(n, k) = “U(2n,2k)” N “Spc(2n)”
= “U(2n,2k)” N Lg(n) = “Spc(2n)” N Lg(n)

Q-(n) =U(2n,n) N “Oc(2n)”
=U(2n,n) N Lg(n) = “Oc(2n)” N Lg(n)

Warnung: Q(n) wird in der Literatur 6fters auch als Sp(n) bezeichnet. Die ist nicht
die hier definierte Sp(n), welche deshalb dort als Spr(n) bzw. Sp(n,R) bezeichnet
wird!

1.23 Ubersicht

Gruppe |Dim kompakt |komplex |Kurzbeschreibung
GL(n) |n? - - detg # 0
SL(n) |n%?-1 - - detg =1
O(n) [n(n—-1)/2 |+ - sym,lin,pos-def
O(n,k) |n(n—-1)/2 |- - sym,lin def
Sp(n) V) |n(n+1)/2 |- - alt,lin,def
GLc(n) |[2n? - + C-lin, detc # 0
SLc(n) |2n? -2 - + C-lin,det¢c =1
Oc(n) |n(n—1) - + sym,C-lin,def
Spe(n) Y |n(n+1) |- + alt,C-lin,def
U(n) |n? + - konj-sym,pos-def
U(n,k) |n? — — konj-sym,def
SU(n) |n?-1 + - konj-sym,pos-def, detc = 1
SU(n,k) [n?—1 - - konj-sym,def, detc = 1
GLy(n) 4n? - - H-lin, detg # 0
SLy(n) [4n% -1 - - H-lin, detg = 1
Qn) [n@2n+1) |+ — konj-sym,H-lin,pos-def
Q(n,k) [n@2n+1) |- - konj-sym,H-lin,def
Q-(n) [n@2n-1) |- - schief-konj-sym, H-lin,def
D In diesen Fillen ist n = 2m gerade.
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1.24

1.24 Niedere Dimensionen

Gruppe dim n=1 n=2 n=3
SL(n) n?—1 {1} St xcC dim = 8
SO(n) n(n—1)/2 {1} St PSU(2)

S0(n, 1) n(n—1)/2 - R\ {0} PSL(2)
Spn) | mn+1)/2 | - | s'xC -

SLc(n) 2n? —2 {1} dim = 6 dim = 16

SOc¢(n) n(n —1) {1} C\ {0} dim =6

Spc(n) n(n+1) - dim = 6 -

SU(n) n? -1 {1} S8 dim = 8

SU(n,1) n?—1 - Sl xcC dim =8
SLg(n) 4n? —1 S3 dim = 15 dim = 35
Q(n) n(2n+1) S3 dim =10 | dim =21
Q(n,1) n(2n +1) - dim = 10 dim = 21
Q_(n) n(2n —1) St dim =6 dim = 15

dim= 0:

Offensichtlich ist
SL(1) ={teR:t=1}, SOQ1) = {1} C SL(1), SLc(1) = {2 € C: z = 1},
SU(1)={z€C:2=1} C SLc(1), SOc(1) = {1} C SLc(1)

dim=1:

U1)={z€C:z2z=1}=S'CC.

Q_(1) = S', denn Ziw = Azidw = ZX\i\w, genau dann, wenn i = i), oder |\| = 1
und M =i\, i.e. A =a +4b mit a® + 5% = 1.

Die definierende Gleichung der im folgenden gesuchten Untergruppen von SL¢(2)
ist neben detec = 1 durch b(Tz,Ty) = b(z,y) gegeben. Dafiir geniigt es (z,y) :=

(e1,e1), (z,y) := (e1,e2) und (z,y) := (e2, es) einzusetzen, oder wenn b(z,y) =
(Bz,y) ist, die Matrizengleichung T*BT = B zu losen. Da T € SL¢(2) liegt, ist
T = (‘; 2) invertierbar mit inverser Matrix 71 = (flc _ab). Also 148t sich die

Matrizengleichung auch als BT = (T*)~! B schreiben, und liefert uns im Folgenden
die notigen Bedingungen an die Koeflizienten a, b, ¢ und d.

Die Elemente der Abelsch’en unter den folgenden Gruppen G werden wir gemeinsam
diagonalisieren. D.h. fiir jedes T' € G werden wir die Eigenwerte A1 und zugehérige
(von T unabhingige) Eigenvektoren ey bestimmen. Wenn A” die Diagonalmatrix
mit Eintragungen )\JTr und AT ist, und U die Matrix mit Spalten e, und e_ ist,
dh. U(e;) =ey und U(eg) =e_, dannist T-U =U - AT, dh. U™L-T-U = AT.
Die Konjugation mit U bildet also die Gruppe G isomorph auf eine Gruppe von
Diagonalmatrizen in SL¢(2) ab.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2009 25



1.24 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

30(2):{(_% Z) ca,bER, a2+b2=1}u{<3 g) :Aesl}usl,

(1) a®>+c=1 (ber,e1)=1)
2) V*+d*=1 (b(eg,e2) =1
denn ( b) e 502 & | @ (blez,e2) = 1)
d (3) ab+cd=0 (b(er,e2) =0)
(4) ad—bc=1 (det=1)
Dann folgt
d-3)=b-(4): —b=c(d®+b*) =c,
b-3)+d-(4): d=all®*+d*) =a
und somit a? + b?> = 1. Kiirzer folgt das alles auch aus der Matrizengleichung

BT = (T*)"'B, mit B = id.

Die Eigenwerte von T sind Ay = a4 b mit zugehorigen Eigenvektoren ey = (1, £).
Also bildet die Konjugation mit U = (} }i) die Gruppe SO(2) isomorph auf die
Diagonalmatrizen mit konjugiert komplexen Eintragungen vom Betrag 1 ab.

(5 )0 )= %)

g{(a\ 1?)\) :)\GR\{O}}%R\{OL

Analog wie bei der SO(2) folgt die erste Gleichung aus der Matrizengleichung mit
B = (4 %). Der erste Isomorphismus ist dann analog durch Konjugation mit der
Matrix U = ({ ;) der Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay := a & b gegeben.
Konjugieren mit U liefert

()6 D6 )
mit (a +b)(a —b) = 1.
dim= 2

GLc(1) = C,.

SOC(Z) - {(ab 2) :a7b€C7a2—|—b2:1} = {(8 1?(1) ZCLE(C*} %C*)

denn wie fiir SO(2) erhalten erhalten wir die Gleichheit aus der Matrizengleichung

1‘) . Dann ist

070G L)=05" )

und (a + ib)(a — ib) = 1.

. . . et
und den Isomorphismus durch Konjugation mit (z
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dim=3

SL(2) = {(Z Z) ca,b,e,d €R, ad — be = 1}

g{(i 2) cabeC, |a|2—b|2:1}7

wobei der Isomorphismus durch Konjugation mit U := (} 7) geben ist, siehe

[Kri07a, 34.5] und [Kri0O7a, 72.62|, denn

<a b>_U1'<a1+ia2 51+iﬂ2>.U_<a1+ﬁ1 a2—ﬂ2>

c d Bi—if2 a1 —ian —ap— B a1 — B
a+d b—c a—d b+c
@alfT;OZQ* D) 751* D) 7[327* 9

Beachte daf die Quadrik {(a,b) € C? : |al? — |b|? = 1} vermdge (a,b) — (721,
(e

Gruppenstruktur auf S' x C sehr kompliziert aus.

b) =
b) diffeomorph zum “Zylinder” S* x C ist. Allerdings sieht die induzierte

e

Der Tangentialraum der speziellen linearen Gruppe SL(2) bei id ist

{T € L(2) : Spur(T) =0} = {(CCL Z) cd = —a},

Die Exponentialabbildung exp : L(2) = T.aGL(2) — GL(2) bildet T;qSL(2) nach
SL(2) ab, denn det(exp(T)) = e5P(T) und ist ein lokaler Diffeomorphismus bei 0.
Fiir spurfreie T gilt

2 2
a b a® + be 0 .
T* = <c —a) - < 0 a® + bc) = —det(T) -id
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und somit ist
k s T2k s T2k+1

8
S

exp(T')

W L@kl 2 @k L]
(—det T)* i (—det T)k

(2K)! — (2k+1)!

o

el
Il

o

>
Il

0

sinh(v/—detT)
= cosh(v—detT) + ¥ ) p
cosh(V=det T) + =007

sin(vdet T')
=cos(VdetT) + —— T
( ) VdetT

Man beachte, daB keiner der beiden Faktoren coshz := <+f— und Si“;“ =e-C

von der Auswahl des Vorzeichens von z := +/— detT" abhéngt.

Ist det T reell (was z.B. fiir die Untergruppe SL(2) C SLc(2) der Fall ist), dann
gilt:

Ist det T =0, so ist t — exp(tT) = 1 4 tT eine Gerade.

Ist A? :=detT > 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT) = cos(tA) + sin(tA)xT eine
Ellipse mit Achsen id und %T. Insbesonders ist also exp nicht injektiv.

Ist —A? :=det T < 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT") = cosh(tA) + sinh(tA) 1T ei-
ne Hyperbel mit Achsen id und %T. Die Einparametergruppen durch id sind somit
(enthalten in den) Schnitten der von id und T' erzeugten Ebene mit dem “Hyper-
boloid” SL(2) C L(2). Daraus ldfit sich auch erkennen, dafl exp nicht surjektiv
ist,

Sp(2) = SL(2),
denn (Z Z) € Sp(2) &

<(00) =620 )

Sad—bec=1

0 cb —ad
ad — be 0

SU(2,1) = {(‘Z 2) ca,b e C, |a]* —|b* = 1} =~ SL(2),

denn die Gleichheit folgt analog wie bei der SO(2,1) mit B := (§ %) und dem
hermite’schen Produkt. Der Isomorphismus ist durch Konjugation mit U := (1 7%)
geben, siehe [Kri07a, 34.5] und [Kri07a, 72.62], denn

a b\ _ o (aatier Bitif) o, (atb az—f
c d fr—if2  oq —iay —ay =2 o1 —fh
a+d b btec

—c a—d
<~ a1 = 2 , Qg = 9 351: 9 7ﬁ2:_ D)

SU(2) = {(_ag 2) ca,beC, |a|2 + |b\2 = 1} ~ g3
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wobei die Gleichung wieder wie fiir die SO(2) folgt und der Isomorphismus durch
die Darstellung der Quaternionen H als Matrizen in GL¢(2) gegeben ist.

Q(1) = 5%, denn T € Q(1) genau dann, wenn T € GLg(1) = H mit 77T = 1, und

(a+ib+jc+kd)  (a+ib+ je+ kd) = (a —ib— je—kd) - (a + ib+ je + kd)
= (a® + b® + ¢* + d?) + 40 + 50 + kO.

SLy(1) = S3, denn nach ist

ar +iay  —(by +ib2)\ _ ar —b ag —ba\ _ 9 9 19 49
detc (b1 by a1 — iag = det b a +det by ay ) ai+a5+bi+b35
und somit ist detc(q) = ||¢g]|? fiir jede Quaternione q.
SO(3) = PSU(2) = PS3, wobei PG := G/Z(G) fiir jede Gruppe G und Z(G) :=
{g€eG:VheG:g-h=h-g} das Zentrum von G bezeichnet. Jede Einheitsqua-

ternione ¢ = a + ib + jc + kd wirkt orthogonal auf R* = H durch Konjugation und
148t die Zerlegung R x R? invariant, denn ¢~ !-1-¢ = ﬁ -qg=1und

gt paP=( pa) (@' pad=qD

=q¢ ' pPa=1pP

¢ ' pg

<l

also wirkt sie als Drehung am R3 = {0} x R® C H. Der Kern dieses Gruppenho-
momorphismuses H D S% — SO(3) ist offensichtlich Z(S%) = Z(H) N $3 = {£1}.
Somit ist die Abbildung surjektiv, da SO(3) zusammenhingend ist, also SO(3) &
S3/7(83) = PS3.

Geometrisch haben wir das in [Kri07a, 1.3] auch so gesehen: Eine Drehung ist durch
Drehachse und Drehwinkel festgelegt, also durch durch einen Vektor u € D3 welcher
der Drehung mit der Achse u/|u| € S? und dem Drehwinkel 7|u| € [~ 7]/ ~= St
entspricht. Also erhalten wir eine 2-blittrige Uberlagerung S — S3/ ~= D3/ ~22
SO(3) auch aus folgendem Diagramm

id xe'™-

S? x [-1,1] 5% x st

| i

D3HD3/N> rrrrrr > 80(3)7

wobei die linke vertikale Abbildung durch (z,t) — tz, die rechte durch (v, ) —
“Drehung um v mit Winkel ¢” gegeben sind und ~ die von v ~ —v erzeugte
Aquivalenzrelation ist, siche dazu auch [Kri07a, 24.40]. Beachte, daB das Zentrum
Z(SU(2)) von SU(2) durch {£id} gegeben ist und somit PSU(2) := SU(2)/Z(SU(2)) =
Sg/ZQ ist.

SO7(3,1) = PSL(2) wird analog wie fiir SO(3) = PS® gezeigt. Fiir Details dazu
siehe ebenso [Kri07a, 24.40]. Beachte, daf§ das Zentrum Z(SL(2)) von SL(2) durch
{£id} gegeben ist und somit PSL(2) := SL(2)/Z(SL(2)) ist.

1.25 Die SLc(2).

Wegen der Iwasawazerlegung aus ist als Mannigfaltigkeiten

SLe(n) = SU(n) x (Dy.c(n) N SLe(n)) = SU(n) x R s cr=0/2)
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und fiir n = 2 ist SLc(2) & SU(2) x R121 = §3 x R3. Genau wie Sp(2) = SL(2)
in folgt Spc(2) = SLe(2):

Spc(2) = {T € GLc(2) : b(Tz, Tw) = b(z,w)} mit b((z*, 2%), (w',w?)) := 2'w?* — 22w’

(T € GLe(2) : T'IT = J} mit J = <(1’ _01>

Wir wollen nun die folgenden Uberlagerungen, die im Zusammenhang mit der
SLc(2) auftauchen beschreiben:

SL([:(Z) X SL(C(Q)

" T

SU(2) x SL(2) SL(2) x SL(2) SLe(2) SU(2) x SU(2)

/ \
i ~

SU(2)

- SOc(4)
QR-(2) SOT(4,2) SO¢(3) SO(4)

SO*(3,1) S0(3)

Die Uberlagerung SL¢(2) x SLc(2) — SOc(4)

Die Wirkung von p : L¢(2) x Le(2) — Le(Le(2)) durch (T,S) — (R — T RS™1)
eingeschriankt auf SLc(2) x SLc(2) erhilt die quadratische Form dete : Le(2) — C
und somit auch die zugehorige nicht degenerierte symmetrische C-Bilinearform b :
Le(2) x Le(2) — C, b(T, S) := Trace(T - S%4). Es ist SOy(Lc(2)) = SO¢(4). Der
Kern des Gruppen-Homomorphismuses

p:SLc(2) x SLe(2) — SOy (Le(2)) € GL(Le(2))
ist {(T,S): TR=RSY R} = {(I,'T) : T € Z(SLc(2))} = {(Nid, \id) : \? =
1} = {(xid, x£id)}. Die Ableitung von p: L¢(2) x Le(2) — L(Le(2)) ist
p'(id,id)(T,S): R~ TR—RS

und hat Kern {(7,S) : Spur(T) = 0 = Spur(S),TR = RSY R} = {(0,0)}.
Aus Dimensionsgriinden ist somit p ein lokaler Diffeomorphismus mit offenen Bild
in SOy(L¢(2)) und da SO¢(4) zusammenhéngend ist (siehe )7 ist p eine
Uberlagerungsabbildung.

Die Uberlagerung SLc(2) = Spe(2) — SO¢(3) = SO (4,1)

Die Wirkung p eingeschriankt auf die Diagonale SL¢(2) C SLc(2) x SL¢(2) 148t
die Identitit id € L¢(2) invariant und somit auch das Komplement der spurfreien
Matrizen {T € L¢(2) : spure(T) = 0} = C3.
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Die Wirkung p; : SLc(2) x SLc(2) — Le(Le(2)), (T,S) — (R — T RS*) lidfit
ebenfalls detc und somit auch b invariant. Eingeschriankt auf SLc(2) 148t sie den
Teilraum der hermite’schen und der anti-hermite’schen Matrizen invariant. Folgen-
de Matrizen bilden eine Orthonormalbasis von {T' € L¢(2) : T* =T}

O3 G 5 (o) e (5o)

Somit hat die Bilinearform b darauf Signatur 3 und folglich ist
SO,({T € Le(2) : T* =T}) = SO*(4,3) = SO (4,1).

Die Uberlagerung SL(2) x SL(2) — SO*(4,2)

Da das Bild der Wirkung p in L¢ liegt, und die Einschréankung auf die Untergruppe
SL(2) x SL(2) den Real- und den Imaginiirteil invariant 1i8t, ist p eine Komplexifi-
zierung dieser Einschrinkung. Die Form b ist reellwertig auf L(2) und hat Signatur

2. Also ist SOy(L(2)) = SO™(4,2).

Die Uberlagerung SL(2) = SU(2,1) = Sp(2) — SO*(3,1)

Die Einschrinkung der Wirkung auf die Diagonale SL(2) 14t ebenfalls den Re-
alteil invariant. Folgende Matrizen bilden eine Orthonormalbasis von {T € L(2) :

Spur(T) = 0}
((1) 01)’ ((1) (1)) und (01 (1))

Somit hat die darauf reellwertige Form b Signatur 2. Also ist

SO({T € L(2) : spur(T) = 0}) = SO*(3,2) = SO*(3,1).

Die Uberlagerung SU(2) x SU(2) — SO(4)

Der Raum H der Quaternionen ist ein Teilraum von L¢(2) und wird von SU(2) x
SU(2) (wegen S3 =2 SU(2) C H) invariant gelassen. Die Bilinearform b ist positiv
definit auf H und somit ist SO, (H) = SO(4).

Die Uberlagerung SU(2) = SLy(1) = Q(1) = 5% — SO(3)

Die Einschréinkung der Wirkung auf die Diagonale SU(2) 1a8t R C H invariant und
somit auch das b-orthogonale Komplement. Es ist SO, (H/R) = SO(3).

Die Uberlagerung SL(2) x SU(2) — Q_(2)

Esist SU(2,1) ={T € SLc(2) : T*JT = J} = SL(2) und das Bild von SU(2,1) x
SU(2) unter der Wirkung p 148t zusétzlich die Sesquilinearform ¢ : (Ry, R2) —
- spur(J Ry R3) invariant, denn
q(TRS™  TRyS™) = (JTR1 YTRyS™H)%)
r(JT NS TIRET™)
(JTRl(S* )ERT™)
= spur(T JTR1R}) = spur(JR1 R})
= Q(Rla RQ)
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Die Matrizen

S/t oy (i 0o\ (o0 1\ (0 i
=10 1) 27\ \o i) 27{=1 o) BT\ o

bilden eine orthonormal Basis beziiglich ¢. Und somit hat SU(2) x SL(2) Werte in
S50c(4) N Lu(2) = Q-(2).

1.26 Einige transitive Wirkungen

Die Gruppen G der Form Oy(FE), Upy(E) und Qp(E) wirken per Definition auf E
(durch T +— (z +— T(z))) bzw. auch diagonal auf £ x E (d.h. T — ((z,y) —
(Txz,Ty))) und lassen die Niveau-Fliachen E. := {z € E : b(z,z) = ¢} (bzw.
(E X E).:={(x,y) : b(x,y) = c}) fiir jedes ¢ € K invariant. Fiir festes z € E, bzw.
(x,y) € (ExE).seip: L(E) = E.bzw. p: L(E) — (E X E). die durch T — T'(z)
bzw. T — (T'(z),T(y)) gegebenen linearen Abbildungen. Wir werden zeigen, dafl
fiir alle diese Gruppen (bei geeigneter Wahl von ¢) zumindest eine dieser beiden
Abbildung p surjektiv ist, also G auf der Niveaufliche M = G - x transitiv wirkt.
Weiters werden wir zeigen, dafl die Fixpunktgruppe G, eines festen Punkts = in
der Niveaufliche vom selben Typ aber kleinerer Dimension wie G ist. Die daraus
erhaltenen Hauptfaserbiindel
G, —>G—»M

(siehe auch [Kri0O7a, 70.6]) lassen uns dann mit Induktion unter anderem die Ho-
motopiegruppen von GG berechnen.

SO(n) Siehe [1.9]
SU (n) wirkt entsprechend auf C™ mit Orbits {z € C" : h(x,z) = c}, wobei h die
standard Hermite’sche Form ist. Insbesonders wirkt also SU(n) transitiv auf 21
mit Fixgruppe bzgl. 1 = (0,...,0,1) isomorph zu SU(n — 1), d.h. wir haben die
Sequenz:

SU(n —1) — SU(n) — S*" 1,

Q(n) wirkt schlieflich auf H" mit Orbits {x € C" : g(z, z) = ¢}, wobei ¢ die stan-
dard Quaternionisch-Hermite’sche Form ist. Insbesonders wirkt also Q(n) transitiv
auf S4"~! mit Fixgruppe bzgl. 1 = (0,...,0,1) isomorph zu Q(n — 1), d.h. wir
haben die Sequenz:

Q(n—1) = Q(n) » " 1.

SO™ (n,k). Diese Gruppe wirkt fiir k < n transitiv auf {z € R" : b(z,z) = 1} =
R* x $"~%~1 und die Fixgruppe von 1 = (0, ..., 0; 1) ist isomorph zu SOT(n—1, k).
Also haben wir die Sequenz:
SOt (n —1,k) < SO*(n, k) — RF x gn=k~1,
In der Tat {x € R™ : b(x,z) = 1} = {(z,9y) € RF x R" % . —|2]2 + |[y|? = 1}
. k n—k—1 : : 1

{(z,y):x e R* x S }, wobei der Isomorphismus durch (z,y) — (z, \/Wy
gegeben ist. Da 1+ = R"~! ist G; = SO+ (n — 1,k). SchlieBlich folgt die Transiti-
vitét, indem wir fiir  # y mit b(z,x) = 1 = b(y, y) in der z-y-Ebene z in y drehen.
(geht durch Zusammensetzung von zwei Spiegelungen um = — z und y — z, wobei z
ein Vektor in dieser Ebene mit b(z,z) =1 und b(z,z) # 1 # b(z,y) ist).

SU (n,k) und Q(n,k). Hier gehen wir analog vor und erhalten
SU(n —1,k) < SU(n, k) — R x §2n—2k—1
Qn—1,k) = Q(n, k) — R x Sin—-1

1%

~—
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Sp(n) wirkt transitiv auf M := {(z,y) € R*" : b(x,y) = 1} und die Fixgruppe von
(éms €m) ist isomorph zu Sp(n — 2), wobei n = 2m ist. Also haben wir die Sequenz:
Sp(n —2) < Sp(n) — R™ x S"~1,

Dafl Sp(n) transitiv auf M wirkt, konnen wir wie folgt sehen: Fiir b(z,y) = 1 =

b(x',y’) ergéinzen wir  und y zu komplementierten Lagrange Teilriumen L und
M und ebenso 2’ und 3’ zu L’ und M’. Wir kénnen nun z mit Vektoren in y*

zu einer Basis (z,e2,...,¢e,) von L erginzen und in M die via z — b(z,-) dua-
le Basis (y, €m+2,.-.,€2y,) wihlen. Und ebenso erhalten wir zweitens eine Basis
(@', €. .. ey €t -, €5y,) von E. Der Basiswechsel ist klarerweise der ge-

suchte Symplektomorphismus. Schliefilich wollen wir noch {(z,y) : b(z,y) = 1}
bestimmen. Es ist b(z,y) = (Jz,y) und somit erhalten wir eine Kette von Diffeo-
morphismen:

M = {(z,y) €R™ : b(x,y) = (Jo,y) = L=y #0)} via Jx1

= {(2,y) €R* : (z,) = 1} via (2,9) = (z + ﬁy,w

. 1
={(z,y) e R" xR} : (z,y) =0} via (z,y) — (2, M lyl)
= {(z,y,t) € R" x S" ' xR : (z,y) = 0} via (,y,t) — (y,2;Int)
=TS 1 xR via (y,z;t) — (y,2 +ty)
~ gl x R™.
SOc¢(n) und Spg(n). Hier erhalten wir analog
SOc¢(n —1) < SO¢(n) — {x € C" : b(z,x) = 1} =TS !
Spe(n —2) — Spe(n) - {(z,y) € C* x C* : b(z,y) = 1}

und
M :={zxecC":b(z,z) =1} = {(z,y) € R*™ : |2]* — |y|* = 1, (x,y) = 0}
= {(z,y) € "' x R" : (z,y) = 0}
>~ TSt
sowie

M = {(z,w) € C* : b(z,w) = (JZ,w)c = 1} = TS*"*
Q_(n) wirkt transitiv auf {z € H" : ¢(z,2) = ¢} mit Fixpunktgruppe Q_(n — 1)
bzgl. 1:=(0,...,0;1). Also erhalten wir eine Sequenz

Q_(n—1)— Q_(n) » TS /R,

wobei T'S?"~1 /R das (ziemlich nicht triviale) Komplement des durch Multiplikati-
on mit ¢ gegeben trivialen Linienbiindels des Tangentialbiindels 7.5%"! ist, siehe
[Kri07a, 25.2.
In der Tat ist ¢(z,2) = —q(z, ), d.h. ¢(z,z) € {0} x R3, bzw. in Koordinaten

q(z,x) = i(Z(Il)Q F (@2 - (222 - (x3n+l)2)

1
Yy (Z gl p2ntl _ w1x3n+l)
1

12k (Z plp2ntl xn+lx3n+l>.
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Und somit ist

M :={(z,y,z,u) € R" x R" x R" x R" : q(z,z) =i}
={(z,y,z,0) : [2* + |y =1+ |2 + |uf?,
((z,9), (z,u)) = 0,{(z,y), (—u,2)) = 0}

> {(v,w) € "' xC":v Lw,v Liw} = F,
also ist E das orthogonale Komplement des trivialen Linienbiindels
{(v,iv) v e 8N CTS8* ! = {(v,w):ve S vl w}

Die Fixpunktgruppe ist offensichtlich Q_(n), denn 1+ = H"~!. DaB Q_(n) auf
M transitiv wirkt, sehen wir wie folgt: Die Standardbasis e; erfiillt g(e;,ex) =
i0j,. Wir nennen so eine Basis eine Orthonormalbasis fiir ¢. Jeder Vektor f; mit
q(f1, f1) = i 148t sich zu einer Orthogonalbasis (f;) induktiv wie folgt erweitern.
Seien (f;j)j<k bereits gewdhlt. Sei « # 0 in {z : ¢(f;,2) = 0V j < k}. Dann
ist « linear unabhingig von {f1,..., fr}, denn andernfalls ist x = Zj<k fi Aj mit
Aj € H, und 0 = ¢(f;, z) liefert induktiv A; =0, d.h. 2 =0. Da ¢ nicht degeneriert
ist, existiert ein 2’ mit g(z,2') # 0. Dann setzen wir 2" =2’ + > . fjiq(f;, 2')
und es gilt: g(z,2”) = q(z,2’) # 0 und ¢(f;,2") = q(f;,2) + q(fj,2’) i* = 0. Nun
ist gz + 2" Nz + 2" \) = q(z,2) + Aq(a”,x) + q(z,2”") X + Xq(2”,2") \. Wire
also q(z,z) = 0 fiir alle € (fy,..., fr)*, dann wire g(z,2”) X + q(z,2") X = 0
fiir alle A und somit g(z,2”) X € {0} x R? fiir alle A und somit g(z,2”) = 0. Da
A= (A2 - )) transitiv auf {0} x R? wirkt, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf
q(z,x) = i ist, und somit ist x das gesuchte fr11.

Zusammenfassend haben wir also die folgenden Hauptfaserbiindel mit den angege-
benen Dimensionen

SOt (n —1,k) & SOt (n, k) —— Rk x gn—Fk-1

(n—1)(n—2) n(n—1)
2 2

n—1
SU(n —1,k) —= SU(n, k) ——= R2k x §2n—2k—1

n2—2n n?—1 2n—1

Qn—1,k) = Q(n, k) — R4k x Gon—4k—1

(n—1)(2n—1) n(2n+1) 4n—1
Sp(n —2)C Sp(n) R™ x §7—1
(n—2)(n—1) n(n+1) on—1

2 2

S0c(n = 1) —— 50c(n) TSt

(n—1)(n—2) n(n—1) 2n—2

Spe(n — 2) “——— Spc(n) ———— 15271

(n—2)(n—1) n(n+1) 4n—2
Q (n-1)¢ Q_(n) TSR
(n—1)(2n—3) n(2n—1) 4n—3
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1.27 Von den speziellen Gruppen zu den allgemeinen

Der Gruppenhomomorphismus

t 0 ... 0

0 1 0
s:t—

0o o0 ... 1

ist ein Schnitt fiir folgende kurze exakte Sequenzen von Gruppen

det

1 SL(n) ¢ GL(n)

R, ——1

1 S0(n) ¢ o(n) — 7, 1

det

1—=80(n, k) ——= O(n, k) —>Zy —1

detc

1——SL¢(n) ——= GL¢(n) —=C, ——1

detc

1 SU(n) ¢ U(n) St 1

detc

1——=8SU(n, k) ——=U(n,k) —= g1 ——=1

detc

1— 50¢(n) &——= O¢(n) —>=Zy —— 1

und somit semidirekte Produkte

Die Abbildung (t,T) — ¢T liefert exakte Gruppen-Sequenzen
1—=R, xSL(2n+1) ——= GL(2n +1)

1 L, C. x SLc(’n) I GL(C(n) —1

1 —> Ry x SLg(n) —— GLyg(n) — 1,

wobei die erste und die letzte folglich ein Isomorphismen beschreiben. Beachte fiir
die zweite Zeile, dafl

1 1
7 =id & T'= 2 id mit 1 =det(T) = .

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2009 35



2.3 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

2. Lokale versus globale Struktur

2.1 Definition (Lie-Gruppe)

Eine LIE-GRUPPE G ist eine Gruppe, die zugleich C*°-MF ist und deren Gruppen-
multiplikation mult : G x G — G glatt ist.

2.2 Bemerkungen

(1) Die durch L, : h+ g-h, Ry : h — h-g und durch mult(g, inv(g)) := e definier-
ten Abbildungen L, (Linkstranslation), R, (Rechtstranslation) und inv (Inversen-
bildung) sind Diffeomorphismen von G: Klarerweise sind sie bijektiv und haben als
Umkehrabbildungen Lg-1, Ry-1 und inv. Die beiden ersten sowie ihre Umkehrab-
bildungen sind als Einschriankungen der glatten Multiplikation selbst wieder glatt.
Da bei festem h die Identitéit

inv(g) =h™'-h-inv(g) = h™ ! -inv(g-h"') = Lp-1 oinvoR,-1(g)

gilt, gentigt es, die Differenzierbarkeit von inv beim neutralen Element e nachzu-
weisen. O.B.d.A. rechnen wir lokal im R™. Dort ist inv die Lésung der impliziten
Gleichung mult(g,inv-g) = e. Wegen mult(e, g) = ¢ ist die zweite partielle Ablei-
tung von mult bei e die Identitidt und nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist
inv in einer Umgebung von e glatt.

(2) Jede Lie-Gruppe G ist automatisch Hausdorft:
Sei a # b, also mult(a, inv b) # e. Dann gibt es Umgebungen U und V von a und b
mit e ¢ mult(U, inv(V)), also ist U NV = @ und G Hausdorff.

(3) Die Zusammenhangskomponente G von e ist ein Normalteiler von G:

Die Bilder von G unter L, (bzw. R,) sind zusammenhéngend. Da e € Gy, gilt fiir
g € Gp auch g € LGy und also LyGy C Gy. Das gleiche Argument, angewandt auf
die inneren Automorphismen g — h - g - h~1, liefert die Normalteiler-Eigenschaft.

(4) Jede Lie-Gruppe G ist auch parakompakt:

Sei G4 die Zusammenhangskomponente um g, dann sieht man wegen der Stetigkeit
der Linkstranslation leicht ein, dal Gy = G-g. Sei U eine zusammenhéngende, rela-
tiv kompakte Umgebung von e, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei U = U~!
(ersetze U durch U NU™Y). Dann ist H := J,, U™ eine offene zusammenhéngende
Untergruppe von G. Die Teilmenge H ist auch abgeschlossen, denn die offene Ver-
einigung der Nebenklassen gH mit g ¢ H ist das Komplement von H. Also muf}
H die Komponente Gy umfassen, somit ist die Zusammenhangskomponente G
o-kompakt und damit auch parakompakt, siche [Kri07a, 18.4]. Jede andere Kom-
ponente ist von der Gestalt g - Gy, also ebenfalls parakompakt und damit auch

G.

(5) Von MontgomeryZippin und Gleason wurde das 5. Hilbert-Problem 1952 positiv
beantwortet: Jede lokalkompakte, lokal zusammenhéngende, endlich-dimensionale-
nale topologische Gruppe 148t sich auf eindeutige Weise zu einer Lie-Gruppe ma-
chen.

2.3 Definition (Lie-Gruppenhomomorphismus)

Seien H und G zwei Lie-Gruppen. Eine Abbildung f : H — G heifit LIE(GRUP-
PEN)-HoMOMORPHISMUS, falls f glatter Gruppen-Homomorphismus ist. Ein lo-
kal definiertes f heifit LOKALER LIE(GRUPPEN)-HOMOMORPHISMUS, falls es im
Definitionsbereich Dom(f) (einer offenen Umgebung von e) multiplikativ ist, d.h.
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flx-y) = flx)- fly )fur alle z,y € Dom(f) mit = -y € Dom(f). egen e? =e
ist dann f(e) = f(e) also f(e) = e und weiters f(z71) = f(z)~! fir z €
Dom(f) N (Dom(f))~*

2.4 Lemma.
Seien H und G Lie-Gruppen und H zusammenhdngend. Stimmen zwei Lie-Homo-
morphismen von H nach G lokal iberein, so sind sie gleich.

Beweis. Durch die Umgebung, auf der die Homomorphismen {ibereinstimmen, wird
H als Gruppe erzeugt. Da Lie-Homomorphismen insbesonders Gruppen-Homomor-
phismen sind, stimmen sie {iberall iiberein. O

2.5 Lemma (Fortsetzen von Homomorphismen).

Seien H und G wie oben, zusdtzlich sei H einfach zusammenhdingend. Dann lafit
sich jeder lokale Lie-Homomorphismus f : Dom(f) — G mit Dom(f) C H zu einem
Lie-Homomorphismus f auf ganz H fortsetzen.

Beweis. Wir werden den lokalen Lie-Homomorphismus f lings Kurven fortsetzen,
die von e ausgehen. Sei U = U~! eine Umgebung, sodal U? C Dom(f); zu jeder
Kurve ¢ : [0,1] — H gibt es nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue (siehe
[Kri04, 5.1.5]) zur Uberdeckung durch die Mengen U, := {t : ¢(t)"' - ¢(s) € U} mit
s €[0,1] ein d > 0, s.d. jede Menge A C [0, 1] mit Durchmesser kleiner als § in einer
dieser Mengen enthalten ist, also wenn eine Folge (0 =t < - -+ < t,, = 1) so gewé&hlt
ist, daB} |t; 11 — t;| < 6 gilt, dann ist mit c¢(t)~L-c(t') = c(t) "L -c(s) - c(s)"L-c(t) €
U-U~! C Dom(f) fiir alle t,t’ € [t;,t;11]. Wir definieren

fle) == f(c(())’l .c(tl)) -...~f(c(tn_1)’1 -0(1)).

Seien ¢ und d zwei Kurven mit gleichen Endpunkten und mit ¢(t) € d(t) - U. Sei
O=rg<--<rp=1und0=s5 < - - < s = 1sogewihlt, daB c(t)"t-c(t') € U fiir
t,t' € [ri,ripr] und d(t)~1 - d(t') € U fiir t,t' € [si,8i41]. Sei 0 =tg < -+ < t, =1
die gemeinsame Verfeinerung, dann gilt f(c) = f(d), denn mit u; := d(t;) "' -c(t;) €
U gilt:

( (
((d(O) “1(d(t,) ul) ( tu1)tn-1) " (d(L)un))
(ugd©) d(tr)un) - .- f(u;_ld(tn,l)—ld(mn)
= flug")F(dO)7F - d(tr) ) flun) f(ur) ™

- Ftn) 1) (1) (D) F ()
= F(d(O) " +d(s1)) - (i) d(1) = F().

Somit nimmt f auf homotopen Kurven mit gleichen Endpunkten gleiche Werte an
und da H einfachzusammenhéngend ist, hingt f somit nur von den Endpunkten
der Kurven ab. Setzt man also f(g) := f(c), wobei ¢ eine e mit g verbindende
Kurve ist, dann ist f wohldefiniert und glatt, da f lokal bei g gegeben ist durch
f(g’) = f(c) - f(g7! - g') fiir eine Kurve ¢ die e mit g verbindet. Nun miissen wir
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noch nachweisen, dafl f ein Homomorphismus ist. Ist ¢ eine Kurve von e nach g, d
eine von e nach h, so verbindet folgende Kurve cd den Punkt e mit g - h,

_Je(2t) fir t <1/2
ed(t) = {g -d(2t — 1) sonst

Es gilt:

f(g'd) f(d)v da
£((g-dt)™ g~ dltin))) = £(d(t) g gd(ti1)) = £ (d(t) " dltis))

Und somit ist f(g-h) = f(ed) = f(e)f(g-d) = f(e)f(d) = f(9)f(h). u

2.6 Lemma.

Es sei M — B ein Fuaserbiindel mit typischer Faser F. Fualls B und F zusam-
menhdngend sind, dann ist es auch M. Falls B und F einfach zusammenhdingend
ist, so auch M. Allgemeiner hat man die lange exakte Homotopiesequenz einer
Faserung (siehe [Whi78, p.187, IV.8.6])

o (F) — mp (M) — mp(B) =25 mp_ 1 (F) — ...

Beweis der 1. Aussage. Siehe . Ist fiir ein Faserbiindel p : M — B sowohl
die Basis B als auch die typische Faser F' zusammenhéngend, so auch der Totalraum
M . Denn seien U und V nicht leer und offen in M mit UUV = M, dann ist p(U) und
p(V') nicht leer und offen in B mit p(U)Up(V) = B. Weil B zusammenhéngend ist,
gilt p(U)Np(V) # 0, also gibt es einen Punkt x € p(U)Np(V), und UNF und VN F
iiberdecken die Faser F' {iber x mit nicht-leeren Mengen. Da F' zusammenhéngend
ist, haben U und V' nicht-leeren Durchschnitt in F'. Also ist M zusammenhingend.

Die Aussage betreffend des einfachen Zusammenhangs sieht man wie folgt ein:
Sei ¢ : S' — M eine geschlossene Kurve. Da B einfach zusammenhiingend ist
existiert eine Homotopie relativ {1} C S* zwischen poc und der konstanten Kurve.
Nun lifte diese Homotopie zu einer Homotopie relativ {1} mit Startwert c. Der
Endwert der Homotopie ist eine geschlossene Kurve in der Faser und ldt sich
folglich in der Faser zur konstanten Abbildung homotop verformen. Verklebt man
diese beiden Homotopien, so erhilt man eine Homotopie relativ {1}, also ist M
einfach zusammenhéngend.

Die Homomorphismen 7y (F) — 7, (M) und 7 (M) — 7 (B) sind die von der Inklu-
sion F' — M und der Quotientenabbildung M — B induzierten. Der Einhdngungs-
homomorphismusus 0 : 7 (B) — m_1(F) ist wie folgt konstruiert: Sei [p] € mx(B)
mit ¢ : (S¥,1) — (B, by). Zusammensetzen mit S¥~1 x I — Sk~ x [/Sk=1 x {0} =
D* — DF/Sk~1 = GF Jiefert eine Homotopie S¥~! x I — B die zu einer Homotopie
nach M mit vorgegebenen konstanten Anfangswert liftet. Der Endwert des Lifts ist
dann eine Abbildung S*~! — F und reprisentiert somit das gesuchte Element in
7r—1(F). Mit dieser Definition ist es nicht allzu schwer die Exaktheit der Sequenz
zZu zeigen. O

Dies kann verwendet werden, um mehrere der folgenden Lie-Gruppen als (einfach-)zu-
sammenhéngend zu erkennen bzw. deren Homotopiegruppen zu bestimmen.

2.7 Beispiele von Fundamentalgruppen von Liegruppen.
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Wir wenden auf die Sequenzen aus an, die nach und Fa-

serbiindel beschreiben:

SO(n—1) —— S0(n) —— gn—1

SU(n — 1) &= SU(n) g2n—1
Qn—1) ——=Q(n) ——— gin-1
Sp(n — 2) = Sp(n) —=R" x Sn—1
SOc(n — 1) &= SO¢(n) ——= 7571
Spe(n — 2) = Spe(n) — 75201
Q-(n—1)——=Q-(n) —>=T5"""/R

und die Anfangswerte aus | 1.24

Gn Gn/Gn—1 | Startwert m1(Gr)
SO(n) St SO(2) =2 S, SO3) 2 S3/Zsy | Zy (n>3)
SU(n) Sn=1 | SU(1) = {1}, SU(2) = S {1}

Qu | st Q)= st 1}

Sp(n) x S"T1 | Sp(2) = St xC Z

SOc(n) | TSt | SOc(2) = C\ {0} Zs

Spe(n) T8t Spc(2) 53 x R3 {1}

Q_(n) | TSR | Q (1) = Z

Z.B. ist die lange exakte Homotopiesequenz fiir SU folgende:

o M1 (SPT) = T (SU(n = 1)) — m(SU(n)) — me (52771 —

(SU(n—1)) fiir 0 < k <

und, da 7 (S™) = 0 fiir 0 < k < n gilt, ist 7, (SU(n)) = my,
~ .. 2m(SU(1)) = {0} fir

2n — 2, also insbesonders 71 (SU(n)) 2 71 (SU(n—1))
n > 2, d.h. SU(n) ist einfachzusammenhéngend.

Fiir die SO erhalten wir analog:

o= 1 (ST = T (SO(n — 1)) — m(SO(n)) — (ST — ...

und somt ist 7, (SO(n)) = 7, (SO(n — 1)) fiir 0 < k < n — 2, also insbesonders
m(SO(n)) = 71 (SO(n — 1)) = ... 2 11 (SO(3)) fir n > 3. Da Zy — SL(2) —
SO(3) die universelle Uberlagerung ist, ist 71 (SO(3)) = Zs.

Ahnlich geht man in den iibrigen Fillen vor.

Die Iwasawazerlegungen aus

O(n) — GL(n) - D4 (n)
SO(n) = GL4(n) — D4 (n)
SO(n) — SL(n) - Dy(n) N SL(n)
SU(n) — SL¢(n) = Dy c(n) N SLe(n)
Q(n) — SLy(n) - D4 m(n) N SLy(n)
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liefern uns wegen der Kontrahierbarkeit der rechtsstehenden Quotientenrdume fiir
k> 0:

Tk (GL(n)) = m (G Ly (n)) = mx (SL(n)) = m
mk(SLe(n)) = m(SU(n))  und - m(SLu(n)) = m(Q(n))
und wegen GL¢(n) =2 SLe(n) x C, und GLg(n) 2 Ry x §Lk(n) ist fir £ > 0
(G Lc(n)) = m,(SLe(n)) x mx(Cy), also m(GLc(n)) = m(SY) 2 7Z
T(GLu(n)) 2 1 (SLu(n)) x m7(Ry) =2 7, (SLy(n)), also m1(GLg(n)) = {1}.

(50(n)),

2.8 Lemma.

Fulls G eine zusammenhdingende Lie-Gruppe ist, dann ist eine diskrete Untergruppe
H C G genau dann ein Normalteiler, wenn sie im Zentrum Z(G) :={z € G : xz =
zzV x € G} liegt.

Beweis. (<) ist trivial.

(=) Da die Abbildung z +— zzz~! stetig ist und fiir z € H Werte in der diskreten
Teilmenge H hat, ist sie konstant und somit ist gleich zzz~! = exe™! = z, d.h.
x € Z(Q). O

2.9 Lemma (Universelle Uberlagerung einer Gruppe).

Sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe, dann ist die universelle Uberlagerung
G (siehe [Kri07a, 24.30] und [Kri07a, 24.31]) der Mannigfaltigkeit G selbst ei-
ne Lie-Gruppe. Der Kern der Uberlagerungsabbildung ist ein diskreter, zentraler
Normalteiler.

Beweis. Es ist G eine Lie-Gruppe, da die Lifte der Gruppenoperationen glatte
Abbildungen sind (Uberlagerung, einfacher Zusammenhang) und wegen [Kri07a,
24.4] sind die fiir eine Gruppe notigen Glelchungen auch auf G erfiillt: In der Tat
lassen sich stetige Abbildungen (wie G x G %25 G' x G -~ G und G 2> G -
G) von einfach zusammenhingenden Riumen unter Vorgabe von Anfangswerten
eindeutig lings der Faserbiindelabbildung p : G — G liften. Die Gleichungen wie
w(g,v(g)) = e oder u(gi, (g2, 93)) = p(p(gi, g2), gs) lassen sich als Identitéiten von
Zusammensetzungen und Produkten von p, v und id schreiben und gelten wegen
der Anfangsbedingungen pu(e,e) = e und v(e) = e somit auch fiir die Lifte dieser
Zusammensetzungen die gerade die entsprechenden Zusammensetzungen der Lifte
fi, 7 und id = id sind.

Nach Konstruktion der Gruppenoperationen auf G ist p : G — G ein Homomor-
phismus und somit Ker(p) ein Normalteiler. Da p : G — G eine Uberlagerung ist,
ist Ker(p) diskret und liegt nach im Zentrum. O

Beispiele von universellen Gruppen-Uberlagerungen.

R — S, siehe [Kri07a, 3.9].

Allgemeiner: exp : C — C )\ {0}, siehe [Kri07a, 3.5].

SU(2) = $3 — SO(3), siche [Kri0T7a, 24.40).

SU(2) x SU(2) = 83 x §% — SO(4), siehe [Kri07a, 24.40].
Allgemeiner: Spin(n) — SO(n), siehe [KriO7a, 24.43].
Pin(n) — O(n), siehe [Kri07a, 24.43].

SLc(2) — SO¢(3), siehe [Kri0Ta, 24.40].

SLc(2) x SLc(2) — SOc(4), siehe [Kri07a, 24.40].
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2.10 Bemerkung

Zwei zusammenhiingende Lie-Gruppen sind also wegen genau dann als Lie-
Gruppen lokal isomorph, wenn ihre universellen Uberlagerungen isomorph sind.
Alle lokal isomorphen zusammenhingenden Lie-Gruppen erhélt man aus ihren
einfachzusammenhéngenden Représentanten durch HerausHerausfaktorisiereneter
Normalteiler. In vielen Féllen (z.B. bei den halbeinfachen Lie-Gruppen) ist das
Zentrum der universellen Uberlagerung diskret, also erhiilt man alle lokal dazu iso-
morphen Lie-Gruppen durch Herausfaktorisieren von Untergruppen des Zentrums.
Insbesonders kénnen wir danndas ganze Zentrum Herausfaktorisieren und erhalten
die sogenannte adjungierte Gruppe.

3. Infinitesimale Struktur

Wir wollen nun die Gruppenstruktur der Lie-Gruppe benutzen um eine algebraische
Struktur am Tangentialraum zu erhalten. Dazu betrachten wir folgenden wichtigen
Teilvektorraum aller Vektorfelder:

3.1 Definition (Lie-Algebra einer Lie-Gruppe)

Der Teilvektorraum £(G) (oder kurz LG) von X(G) := I'(M — TM) ist definiert
durch

L(G) := {§ € X(G) : € ist L,-verwandt mit £ fir alle g, d.h. TLy,0& =€ o0 Lg}.

Es ist £ € L(G) genau dann, wenn T'Ly () = &nV g,h € G und es geniigt diese
Gleichung fiir h = e zu fordern, denn aus {; = T'Ly(&.) folgt:

TLy(&n) =TLy(TLp(&)) =T (Lgo Ly) (&) = TLyn(&e) = Egn = §(Lg(R)).

Diese Vektorfelder heiflen LINKSINVARIANT.

3.2 Lemma.

Das Tangentialbiindel m : TG — G einer Lie-Gruppe G ist isomorph zu pry :
G x L(G) — G, also ist jede Lie-Gruppe parallelisierbar.

Der Vektorraum T.G ist isomorph zu LG, ist also eine dim(G)-dimensionale Teil-
Lie-Algebra von X(G).

Beweis. Dies haben wir bereits in [Kri07a, 27.9] skizziert. Die Tangentialabbildung
Tu:T(GxG) — G der Multiplikation p : G x G — G liefert eine glatte Abbildung
GxT.G— TG xTG = T(G x G) — TG, welche bei fixen g € G der lineare
Isomorphismus TL, : T.G = {g} x T.G — T,G ist. Also ist (g,&) — TL, - & ein
Diffeomorphismus G' x T.G — T'G mit inverser Abbildung & +— (7(§), T Ly e)-1 - §).

Der Isomorphismus zwischen T,G und LG ist durch { — (g+— T'Ly-€) und € — &
gegeben. Schliefilich ist LG eine Teilalgebra, da fiir L,-verwandte Vektorfelder auch
deren Summe bzw. Lie-Klammer Lg-verwandt ist nach [Kri07a, 29.7]. O

3.3 Folgerung (Lie-Algebra einer Lie-Gruppe).

Es definiert L einen Funktor von der Kategorie der lokalen Lie-Homomorphismen
zwischen Lie-Gruppen in die Kategorie der Homomorphismen zwischen endlich di-
mensionalen Lie-Algebren.
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Beweis. Sei f : G — H ein lokaler Lie-Homomorphismus, dann wird Lf : LG —
LH definiert durch (Lf - &)y, :==TLy, - Tof - &, also durch folgendes Diagramm:

X(G) 2 LG >LH C X(H)
7.6 2 TH
Jedes & € LG ist f-verwandt mit Lf-£ € LH, d.h. folgendes Diagramm kommutiert

TG Lf>TH
€T Tﬁf(ﬁ)
G—I>1,
denn wegen L,y o f = fo L, ist
(Lf &) =Tl Tef & =Tpf -TeLy & =Tpf - &

Offensichtlich ist Lf - £ € LH eindeutig durch diese f-Verwandtschaft bestimmt
und daraus folgt mittels [KriO7a, 29.7] die Homomorphie-Eigenschaft von £f. O

3.4 Lemma.
Jedes £ € LG induziert einen eindeutigen Lie-Homomorphismus

expe : R — G mit explf = { oexpg .

Beweis. Lokal um 0 existiert eine eindeutige Losung exp, dieser Differentialglei-
chung zum Anfangswert expg (0) = e und diese ist ein lokaler Lie-Homomorphismus:
Sei némlich ¢(t) := expg(s) ™" expg(s + t), dann ist leicht nachzurechnen, daf c(t)
ebenfalls Losung dieser Differentialgleichung ist, also ist
exp () = c(t) = expe(s) ™ expe(s + ).
Weil R einfachzusammenhéngend ist, setzt sich exp, zu einem globalen Lie-Homomorphismen

nach fort. Dieser muf} die Losung auf einer offen und abgeschlossenen Menge —
also auf ganz R — sein. O

3.5 Folgerung (1-Parameter Untergruppen).

LG steht in Bijektion zur Menge der 1-PARAMETER, UNTERGRUPPEN von G, d.h.
der Lie-Homomorphismen von R nach G.

Der (globale) Fluf zu € € LG ist FIS(t,g) = g - expgt, d.h. Flf = Rexp, t-

Beweis. Die Abbildung § +— exp¢, LG — Hom(R, G) ist injektiv, denn ¢+ ¢'(0) €
T.G = LG ist ein Linksinverses. Sie ist auch surjektiv: Sei ¢ : R — G ein Lie-
Homomorphismus, dann ist ¢ Losung der Differentialgleichung:

d
CI(S) = % =0 = a =0 C(S) ' C(t) = TLc(s) : C/(O) = gc(s)v

wobei ¢ das linksinvariante Vektorfeld zu ¢/(0) ist. Es gilt auch die behauptete
Formel fiir den Fluf} zu £, denn

9
ot

c(t+s)

(g-c(t) =TLy- d(t) = TLy- &ty
=TLy-TLeyy & =TLgcr) & = Egoc(t)- O
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3.6 Definition (Exponentialabbildung)

Unter der EXPONENTIALABBILDUNG exp; einer Liegruppe G versteht man die Ab-
bildung expg; : LG — G, § — exp,(1) = Flg(l, e).

3.7 Lemma.
Die Exponentialabbildung expq einer Lie-Gruppe G ist glatt und erfillt Ty expg =
idr,q. Es ist also expg : LG — G ein lokaler Diffeomorphismus bei 0.

Beweis. Sei ¥(g,&) := (&,0), dann ist ¢ € X(G x LG) und (¢,§) — (exp(t€),€)
ist die Losung der zu 1 gehorigen Differentialgleichung, also glatt. Somit ist auch

exp glatt, und es gilt: Toexp £ = % L:O exp(tf) = exp'g(O) =¢&.. O

3.8 Folgerung.
Es sei f : G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus, dann kommutiert folgendes
Diagramm:

Lf
LG—LH

expg \L i exp g

G——H

Ist insbesonders G eine Lie-Untergruppe von H, so ist expq die Einschrinkung von

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl ¢ — f(expg(t&.)) die Differentialgleichung fiir
t—expy(t- (Lf)(&)) 16st. In der Tat gilt:

0 0

af(eXPG(tge)) =Tf- ot expg (t&e)
=Tf TLexpgte.) € = TLg(expgte)) - Tf - &e
=T Ly(expgte)) " L£f & U

3.9 Beispiele.

e Es sei G die abelsche Lie-Gruppe R™, d.h. p: G x G — G ist die Addition
(9,h) — g+hund ToLy-v = Oau(g,0) - v = v. Also sind die linksinvarianten
Vektorfelder gerade die konstanten Vektorfelder, und die Lie-Klammer von
solchen ist 0, d.h. die Lie-Algebra LG ist R™ mit der 0-Klammer.

Die Differentialgleichung fiir ¢ : ¢t — expg(t - &) ist %c(t) =&ty = TLegy -
& = & mit Anfangswert ¢(0) = 0, also ist ¢(t) = ¢ - &, und somit exps (&) =
&, die Identitét.

o Seinun G die Lie-Gruppe GL(n). Da G offen in L(n, n) ist, ist T,G = L(n,n)
fir alle g € G. Die Multiplikation ist p : G x G — G ist die Komposition
(9,h) — g o h und hat als Ableitung p'(g,h) - (u,v) = go v+ uo h. Die
linksinvarianten Vektorfelder GL(n) — L(n,n) sind also jene der Form

g vg:=TLgy -v=20(g,0)-v=govmit ve L(R",R").
Deren Ableitung auf der offenen Menge GL(n) C L(n,n) ist

d

v'(g)(h) = T (g+th)ov=houw.

t=0 t=0
Die Lie-Klammer von u,v € T.G = LG ist somit

d
Vg+th = a

[u,v]y :==0"(g9) ~ug —u'(g) vy =ugov—vyou=go(uov—uvou),
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Also ist die Lie-Algebra von G gerade L(R",R"™) mit dem Kommutator.
Die Differentialgleichung fiir ¢ : t — expg (¢ - &) ist

%c(t) =&ot) = T'Le(yy - §e = c(t) 0 &, mit Anfangswert ¢(0) = id,

also ist c(t) = e"%e und somit exp (&) = e<. Das rechtfertigt die Bezeich-
nung Exponentialfunktion fiir allgemeinen Lie-Gruppen.

e Die Exponentialabbildung der SL¢(2). Die Lie-Algebra der speziellen linea-
ren Gruppe SL¢(2) ist

sle(2) ={T € L¢(2) : Spure(T') = 0},
d.h.
T = (”C‘ Z) €sle(2) & d=—a.

Fiir spurfreie T gilt

2 9 2
o f(a b\ [a”+bc 0 _ I
T = (c a) = ( 0 a2 +bc) = —det(T) -id

und somit ist

s k s T2k s T2k+1
exp(T) = — = Z + Z
— k= (2k)! P (2k +1)!
B i (—det T)* i (—det T)k
N prs (2k)! = (2k+1)!

sinh(v/—detT)
= cosh(v—det T) + ¥ ") p
cosh(V=det T) + =007

sin(vdet T')
=cos(VdetT) + —— T
( ) VdetT

Man beachte, dafl keiner der beiden Koeffizienten coshzx := "'2672 und

% =< gi_m von der Auswahl des Vorzeichens von = := +/— det T abhéingt.
Ist det T" reell (was z.B. fiir die Untergruppe SL(2) C SL¢(2) der Fall ist),
dann gilt:

Ist det T =0, so ist ¢t — exp(tT) = 1 + tT" eine Gerade.

Ist A% :=detT > 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT) = cos(tA) + sin(tA)x T
eine Ellipse mit Achsen id und %T. Insbesonders ist also exp nicht injektiv.
Ist —A? :=det T < 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT) = cosh(tA)+sinh(tA) T
eine Hyperbel mit Achsen id und %T.

3.10 Folgerung.
Sind [ und g zwei (lokale) Lie-Homomorphismen mit Lf = Lg, dann ist f = g
lokal um e.

Beweis. Nach ist foexp =expoLlf =expolg = goexp. Da exp nach
ein lokaler Diffeomorphismus ist, stimmen also f und g lokal iiberein. O

3.11 Folgerung.
Jeder stetige Gruppenhomomorphismus zwischen Lie-Gruppen ist bereits glatt.

Beweis. Sei f : G — H ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Zuerst betrachten
wir den Fall G = R. Es gibt ein radiales offenes U C LH um 0, sodafl exp |2y ein
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Diffeomorphismus ist. Sei tg > 0 so gewéhlt, dafl f(t) € exp(U) fiir |t| < tg. Es gibt
somit &y, &’ € U mit f(to) = exp(&o) und f(to/2) = exp(¢’). Dann gilt

exp(2¢') = exp(€)* = f(to/2)* = f(to) = exp() =
= 28" = §o = f(to/2) = exp(§0/2)-

Durch Induktion bekommt man: f(rtg) = exp(ré) fiir alle r = k/2™ mit |k| < 2™.
Da f stetig ist, gilt das fiir alle » mit |r| < 1. Also ist f glatt nahe 0. Sei nun G
beliebig, (&), eine Basis von £LG. Wir betrachten die glatte Abbildung

©:R™ = G, (t1,...,tm) — exp(t1&1) - ... - exp(tm&m)-

Thre i-te partielle Ableitung bei 0 ist £;, somit ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus.
Es ist

(fop)(ts, .. tm) = flexp(t1é1)) - - .- - f(exp(tm&m))
lokal glatt, also auch f. Wegen f = Ly ) o foLg-1 ist f {iberall glatt. O

3.12 Folgerung.

Sind zwei Lie-Gruppen als topologische Gruppen isomorph, so sind sie sogar als
Lie-Gruppen isomorph. D.h. die C°°-Mannigfaltigkeitsstruktur einer Lie-Gruppe
ist bereits eindeutig durch die Topologie festgelegt.

4. Infinitesimale versus lokale Struktur

4.1 Definition (Unter-Lie-Gruppe)

Sei G eine Lie-Gruppe. Eine Teilmenge H heifit UNTER-LIE-GRUPPE von G falls H
Untergruppe von G ist, H eine Lie-Gruppe ist und die Inklusion von H in G glatt
ist. Letztere ist dann sogar eine Immersion und damit £(H) eine Unter-Lie-Algebra
von L(G): Angenommen T incl -§ = 0, dann ist incl(exp(t£)) = exp(t- T incl§) = e,
daher ist incl nicht injektiv (Widerspruch).

Bemerkung: Wir verlangen also nicht, dafl eine Unter-Lie-Gruppe eine (regulére)
Untermannigfaltigkeit sondern nur eine immersive Untermannigfaltigkeit ist. Mit
dieser Definition wird etwa (R, +) mit der diskreten Topologie zu einer Unter-Lie-
Gruppe von (R, +) mit der Standardtopologie.

4.2 Bemerkung

Wir haben in [KriO7a, 28.6] gesehen, dafi Integralkurven von Vektorfeldern nicht
immer global definiert sind. Anschaulich gesprochen sind sie nicht fiir alle ¢ € R
definiert, weil sie bereits in endlicher Zeit nach “unendlich” entweichen. Es sind also
die Losungskurven “zu schnell”; d.h. die Geschwindigkeitsvektoren zu grofi. Wir
konnen aber den Fluf global machen, indem wir seine Geschwindigkeit verkleinern.

Abstrakter:

i) An Stelle von Vektorfeldern betrachten wir eindimensionale Teilrdume E, C
T,M ¥ p € M, also Teilvektorbiindel.

ii) An Stelle von Losungskurven betrachten wir Integralmannigfaltigkeiten, das sind
1-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten N von M, fiir die T, N = FE,, gilt. Wir kénnen
diese Begriffe auch im mehrdimensionalen Fall formulieren:
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4.3 Definition (Integralmannigfaltigkeit)

Es sei E ein Teilvektorbiindel von 7m: TM — M (in der (ilteren) Literatur auch
als DISTRIBUTION bezeichnet). Dann versteht man unter einer INTEGRALMANNIG-
FALTIGKEIT N zu E eine zusammenhingende Mannigfaltigkeitsstruktur auf einer
Teilmenge N C M, sodaf} incl : N — M eine Immersion ist und T'incl : T,N — E,
fiir alle p € N eine Bijektion ist.

4.4 Beispiele

1) Fiir eindimensionale Teilvektorbiindel, die ja lokal von einem Vektorfeld auf-
gespannt werden, existieren immer Integralkurven zu diesem Vektorfeld, und
damit auch Integralmannigfaltigkeiten des Biindels.

Z.B.: Hat ein “konstantes” Vektorfeld am Torus irrationalen Anstieg, dann
liegt jede ihrer Integralmannigfaltigkeiten dicht.

2) Man bemerke allerdings, dafi das Teilvektorbiindel F im allgemeinen nicht
global durch ein VF aufgespannt wird. Ein Beispiel ist das M&biusband, wo
FE alle Vektoren sind, die von Kurven in der Faser herriihren.

3) Im mehrdimensionalen Fall gilt im allgemeinen nicht, dafl jedes Teilvek-
torbiindel eine Integralmannigfaltigkeit erzeugt. Betrachte das folgende Bei-
spiel: M = R? mit E,,, = ({% +y%, 6%}} C T(x,y,z)R?’-
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= =

Sei N eine Integralmannigfaltigkeit durch (0,0,0). Wir betrachten vorerst
den Schnitt NN{(0,y,2) : y, 2 € R}. Wegen Ty N = R?x {0} ist dieser Schnitt
lokal eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Tangentialraum ((0, 1, 0))
in jedem Punkt Punkt, also Teil der y-Achse. Fiir ein fixes yo betrachten wir
nun den Schnitt NN {(z, yo,2) : x,z € R}. Wie zuvor ist dieser Schnitt lokal
eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit nun mit Tangentialraum ((1,0,yo))
in jedem Punkt, also Teil der Geraden (0, y0,0)+R-(1,0,y0) = {(x, yo0, zy0) :
x € R}. Somit ist N lokal durch {(z,y,zvy) : ,y € R} gegeben. Betrachtet
man aber den Tangentialraum in (1,0, 0), so enthilt dieser Vektoren, deren
2. und 3. Komponente # 0 ist: T,y 2,y N = ((1,0,¥), (0,1,2)). Dies stimmt
aber mit E(, , .y nur dort {iberein, wo x = 0. Eine Integralmannigfaltigkeit
durch 0 existiert also nicht.

4.5 Bemerkung

Angenommen E ist ein Teilbiindel von T'M, das durch jeden Punkt eine Integral-
mannigfaltigkeit besitzt. Sei p € M und N die Integralmannigfaltigkeit durch p und
seien &, n Vektorfelder auf M mit &,,n, € FE, fiir alle x. Wegen Lemma [Kri07a,
29.5] existieren Vektorfelder &1,m, auf N, sodaf 1,7, beziiglich incl verwandt sind
mit &, 7. Dann ist [£1,71] ein Vektorfeld auf N und [£1, 7] ist incl-verwandt mit
(€, n]. Wir erhalten [£, 7], = T'incl [, m], € E,.

4.6 Definition (Integrable Teilbiindel)

Ein Teilvektorbiindel F von 7 : TM — M heif3t integrabel, falls fiir alle Vektorfelder
von M die punktweise in E liegen dies auch fiir deren Lie-Klammer gilt. Dies ist
dquivalent dazu, daB fiir eine/jede lokale Basis (e, ..., e,) von Vektorfeldern in F
es Konstanten cf,j fir 4,7,k = 1,...,n mit [e;,e;] = > 1, cf’jek gibt. In der Tat
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seien £ =), &%; und n = > nle; zwei Vektorfelder in E, so ist

[€,m) = Z[ﬁiemjej] = Z(Einj[ei,ej] +E (1) ej — 1 ej(€) ei)

0,J

= Z(fi”j Yo cijen &) e —n ei(€) 6@)
i,J k

=2 (X ety + e et = S eieh)
ko iy

4.8 Lokales Integrabilitidtstheorem von Frobenius.

Es sei E ein Teilvektorbindel von m: TM — M. Dann ist E genau dann inte-
grabel, wenn zu jedem p eine Integralmannigfaltigkeit durch p existiert (genauer: es
existiert eine Karte o mit p(0) = p, sodafl o(R¥ x {a}) eine Integralmannigfaltigkeit
fiir jedes a ist).

Die Bilder p(R* x {a}) heilen auf englisch PLAQUES, also frei {ibersetzt Blittchen.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz einer lokalen Basis (eq,...,e,) von Vek-
torfeldern in E mit [e;,e;] =0 fur alle 1 <i,j < n:
Sei dazu (fi,..., fn) irgendeine lokale Basis von E und (ul u™) lokale Koor-

dinaten von M. Dann ist f; = Y, f/ au] mit Rang((f/ )1<Z<n 1<j<m) = n. Durch

Umordnen der Koordinaten «* kénnen wir erreichen, da§ A := ( f])1§i,j§n inver-
tierbar ist und wenn wir mit (ey,...,e,) die aus (f1,..., fn) durch Transformation
mit A gewonnene Basis von E bezeichnen so ist:

0
ou’

9 .
e; = +Zeg%miteg:MﬂR

j>n

lei, e5] E e,]a—mlte M —R
k>n

leie;] = Zc”ek ZC”(@ k—i—z €k 3 l) mltc” M —R

und somit cﬁj =0, d.h. [e;,e;] =0.

Seien nun lokale Koordinaten (u', ..., u™) gewéhlt mit 5% = €;|p, d-h. 0.B.d.A.
M = R™ und ¢;|o die standard Einheltbvektoren fiir ¢ S n Betrachte nun ¢ : R™ —
R™ gegeben durch

Ot ) = (Flg’; o---oFlf:)(O,...,O,tn+1,...,tm)
Dann ist fiir ¢ < n:

0 o
Oip(t1, ... tm) = a—tFlel((Flfllo...o Flf? o...oFlf:)(O,,,,7O,tn+17,,,7tm)>

= e (FIit (FIff o0 Pl 0 0 FIER) (0,1, 0t o)) )

= €ilo(tr, t)

und somit ¢’(0) = id. Folglich ist ¢ : R™ — R™ ein lokaler Diffeomorphismus und
B = ¢'(t)(R™ x {0}). 0
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4.9 Integrabilititstheorem von Frobenius, globale Version.

Es sei E ein integrables Teilbiindel von TM, dann gilt

1. FEs existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur Mg auf M, sodaf$ die Inklusion
incl : Mg — M eine Immersion ist und T incl(TMg) = E gilt, d.h. Tincl :
TMp — E CTM st bijektiv

2. Sei f: N — M glatt und Tf(TN) C E. Dann ist f : N — Mg glatt, d.h.
Mpg ist feiner als M.

3. Jede Zusammenhangskomponente von Mg (diese heiffen MAXIMALE INTE-
GRALMANNIGFALTIGKEITEN) ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit von M
und ist parakompakt falls M es ist.

4. Ist N eine zusammenhdngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist N eine of-
fene Teilmannigfaltigkeit einer Zusammenhangskomponente von Mp.

In dieser Situation spricht man von der von F induzierten BLATTERUNG (engl.: FO-
LIATION) Mg von M. Die maximalen Integralmannigfaltigkeiten heiflen BLATTER
(engl.: leaves) der Bléatterung (Achtung: Dies ist etwas anderes als die Blétter einer
Uberlagerung).

Beweis. Nach Voraussetzung existieren Karten ¢, soda8 ¢ (R¥ x {a}) eine Inte-
gralmannigfaltigkeit fiir jedes a ist.

///////%
r

7o (ME)

S

-

]Rmk

=

]Rl'ﬂ»

Sei f: N — M glatt, Bild(T'f) C E, f(p) = q und ¢ eine E trivialisierende Karte
um ¢ wie in . Dann liegt f lokal in einer “Schicht” ¢(R* x {a}), denn fiir

fi=¢ tofist
Bild(T, f) € R* x {0}
Ja: f(p) e R* x {a}

(1) Auf der Menge M ist {¢|(ka{a}), @ trivialisiert F wie in , a € Rm_k} ein
Atlas. Dazu ist zu zeigen, dafl der Kartenwechsel auf offenen Mengen definiert ist:

}jBildngk x {a}.

Betrachte @1, 2; a1, az und p € @1 (R* x {a1}) Ngo(R* x {as}). Da 1l (®RFx{ar}) :
R* x {a;} — M eine Integralmannigfaltigkeit ist, liegt nach dem eben gezeigten
Bild(¢1](rF x {a,})) 10kal in @2 (R¥ x {az}). Es ist also

(@2|(R’“X{a2})>71 o (@1|(ka{al}))
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lokal wohldefiniert und als Einschrinkung glatt.

Wir bezeichnen die so erhaltene Mannigfaltigkeit mit Mg. Die Inklusion Mg — M
ist eine Immersion, denn TMg = E da T(o(RF x {a})) = E|o®¥x{a}) ist-

(2) Sei f: N — M glatt und Bild(Tf) € E. Dann liegt f lokal in einer Schicht
©(R* x {a}) und somit ist (¢|(ka{a}))7l o f lokal wohldefiniert und glatt, also
f: N — Mg glatt.

(3) Mit M ist auch Mg ist parakompakt: 0.B.d.A. sei M zusammenhingend, C
sei eine Zusammenhangskomponente von Mpg. Dazu geniigt es z.z., da} C' durch
abzihlbar viele Kartenumgebungen ¢(R* x {a}) iiberdeckt wird.

Seien A eine Menge abzihlbar vieler F trivialisierende Karten, die M iiberdecken;
po € C fix und p € C beliebig: Es existiert also eine Kurve ¢ in C, die pg und
p verbindet. Somit existieren endlich viele Karten ¢1,...,9, € A und ay,...,an,,
sodaf:

po € p1(R¥ x {a1}), p € pn(R* x {a}) und
0i(RF x {a;}) N pip1(R* x {aip1}) # 0.
Zu vorgegebenen ¢;, @; 11, a; gibt es hochstens abzihlbar viele a;41, sodafl
0i(R* x {a;}) N ip1(R* x {aiq1}) # 0,

denn andernfalls giibe es eine Uberdeckung von ¢;(R* x {a;}) N Bild ¢;4; durch
iiberabziihlbar viele disjunkte (in der von (@;|grx(qa)) ' (Bildpir1) € R* indu-
zierten Topologie) offene Mengen ;1 (R* x {a}), welches ein Widerspruch zur
Lindelof-Eigenschaft wire.

Bild(¢i.1)

o (R*xai )

LWL

Also gibt es nur abziihlbar viele endliche Folgen (;, a;);, die der Bedingung ¢; (R¥ x
{a;}) N ir1(RF x {a;11}) # 0 geniigen. Jedes p € C wird durch eine geeignete
Folge erreicht. Also wird C' durch abzihlbar viele Mengen der Form ¢(R* x {a})
iitberdeckt.

Die Zusammenhangskomponente C' ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit: Sei f :
N — C C M glatt. Lokal liegt f in Bild ¢, auflerdem liegt f in C. Da C (als
abzihlbare Vereinigung von Schichten) aber (nach dem eben gezeigten) héchstens
abz#hlbar viele Schichten von ¢ trifft, liegt f lokal in einer Schicht (verschiedene
Schichten héngen nicht zusammen). Somit ist f : N — Mg stetig und damit auch
glatt.

(4) Sei N — M zusammenhiingende Integralmannigfaltigkeit, dann ist incl : N —
Mpg glatt nach (2). Weiters ist incl : N — Mg injektiv und immersiv (da incl :
N — M es ist) und submersiv (da T'incl : T,N — E,, bijektiv ist), also ein lokaler
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Diffeomorphismus. Somit ist incl : N — Mg ein Diffeomorphismus auf eine offene
Teilmenge von Mg. O

4.10 Proposition (Urbilder von Punkten).

Essei f: M — N glatt und x — T, f habe konstanten Rang r. Dann ist Ker(Tf) :=
Ll,cas Ker(Ty f) ein integrables Teilvektorbiindel von TM und die Zusammenhangs-
komponenten der Niveauflichen f=1(q) sind die mazimalen Integralmannigfaltigkei-

ten zu Ker(Tf).

4.11 Satz (Untergruppe zu einer Unteralgebra).

Sei G eine Lie-Gruppe und H Unter-Lie-Algebra von LG. Dann existiert eine ein-
deutige zusammenhdngende Unter-Lie-Gruppe H von G mit LH = H.

Beweis. Die Beweisidee ist die folgende: Falls H eine abgeschlossene Unter-Lie-
Gruppe von G ist, so werden wir in eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf G/H
so definieren, daf die kanonische Quotientenabbildung 7 : G — G/H eine Submer-
sion ist. Die (Zusammenhangskomponenten der) Niveauflichen bilden dann eine
Blitterung mit zugehorigen Teilvektorbiindel F := Ker(Tn) von TG. Es parame-
trisiert H 3 h — g - h die Niveaufliche durch ¢ € G und somit ist By := {{;, =
TLy-& &€ LHY:

0 0
E,:=T,(g-H)= {Ehzog -exp(tv) :veT.Hy ={TL,- &|t=0 exp(tv) :v € T.H}
={TL, - v:veTH} ={L"(g):veT.H}={{:9€ LH}.

Sei nun umgekehrt H ein Unter-Lie-Algebra von £G und das Teilbiindel F von TG
definiert durch E, := {{; : £ € H}. Dann ist E integrabel, denn seien &, € T'(E)
(nicht notwendig links-invariant) und (e;); eine Basis von H (bestehend aus links-
invarianten Vektorfeldern), so haben wir:

§= Zﬁiei, n= Zniei und somit
(€] = [Z Eieuz:??j@j} = Z§inj[ei7€j] + Zfiei(nj)ej - anej(fi)ei € [(E).
] i, i.j

Nach dem Satz von Frobenius existiert eine eindeutige maximale zusam-
menhéngende Integralmannigfaltigkeit H durch e mit TH = E|y. Bleibt zu zeigen,
dafl H Untergruppe ist: Sei dazu h € H, dann folgt e € Lj-1(H) ist zusam-
menhéngende Teilmannigfaltigkeit. Da die Vektorfelder in H linksinvariant sind, ist
L;-1(H) ebenfalls eine Integralmannigfaltigkeit, also Ly-1(H) C H nach .

O

4.12 Satz (Lie-Gruppe zu einer Lie-Algebra).
Sei G eine endlich dimensionale Lie-Algebra. Dann existiert eine (einfachzusam-
menhingende) Lie-Gruppe G mit LG = G.

Beweisskizze. Jede endlich dimensionale Lie-Algebra hat nach dem Satz von Ado
(sieche [HN91, §7.2]) eine treue Darstellung auf einem R™, d.h. G kann als Teilal-
gebra von L(n) = L(GL(n)) aufgefallt werden. Nach obigem Satz existiert eine
zusammenhéngende Unter-Lie-Gruppe G von GL(n) mit LG = G. The universelle
Uberlagerung G ist dann die gesuchte einfachzusammenhéingende Lie-Gruppe mit
Lie-Algebra G. OJ
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4.13 Folgerung.

Seien G und H zwei Lie-Gruppen, § : LG — LH ein Lie-Algebra- Homomorphismus.
Dann ezistiert ein lokaler Lie- Gruppen- Homomorphismus f mit Lf = §. Ist zusdtzlich
G einfachzusammenhdngend, dann kann f global gewdhlt werden.

Beweis. Die Beweisidee ist die folgende: Sei f : G — H ein Homomorphismus.
Dann ist Graph(f) C G x H ein Unterobjekt und f ist die Losung der impliziten
Bedingung (z, f(x)) € Graph(f). Wir konnen also f(x) (lokal) aus den Graphen
berechnen, falls x ein eindeutiges Urbild unter pr; : Graph(f) — G besitzt, und
dann ist f = pry o(pry |Graph(f))_1' Fiir (lokale) Lie-Gruppen-Homomorphismen f :
G — H gilt L(Graph(f)) = Graph L(f), denn (id, f) : G — Graph(f) C G x H ist
ein Lie-Gruppen-Isomorphismus und somit auch £(id, f) : LG — L(Graph(f)) C
L(G x H) und dies ist (id, Lf) vermoge dem Isomorphismus £(G x H) = LG x LH

Umgekehrt sei also K := Graph(f) € LG x LH. Nach existiert zu dieser
Teilalgebra von LG x LH = L(G x H) eine Unter-Lie-Gruppe K von G x H mit
LK = K. Sei j := pryoincl : K — G x H — G, dann ist j ein Lie-Gruppen-
Hormormorphisrus mit £j(¢,(€)) = T pry(Tincl(€, 1(€))) = pry (€, 1(€)) = €. Also
ist £j ein Isomorphismus und j ein lokaler Diffeomorphismus. Sei schliefSlich f :=
pryoincloj =1, dann ist f ein lokaler Lie-Gruppen-Homomorphismus und

Lf(€) = Lpry(Lincl(L51(€))) = pra(€,f(€)) = §(8).

Fiir einfachzusammenhéngendes G folgt die Existenz eines globalen Homomorphis-

muses aus . O

4.14 Zusammenfassung

Somit stellt £ eine bis auf lokale (globale) Isomorphien bijektive Zuordnung zwi-
schen (einfachzusammenhéngenden) Lie-Gruppen und endlich dimensionalen Lie-
Algebren dar.

Genauer: Der Funktor £ ist eine Aquivalenz (d.h. invertierbar bis auf natiirliche
Isomorphismen, siehe [KriO8a, 1.22]) von der Kategorie der Keime lokalen Lie-
Gruppen-Homomorphismen zwischen endlich dimensionalen Lie-Gruppen in jene
der Lie-Algebra-Homomorphismen zwischen endlich dimensionalen Lie-Algebren. In
der Tat existiert nach zu jeder endlich-dimensionalen Lie-Algebra g eine Lie-
Gruppe G mit L(G) = g (d.h. der Funktor ist dicht, siehe [Kri08a, 1.22]). Und zu
jeden Lie-Algebra-Homomorphismus f ein lokaler Lie-Gruppen-Homomorphismus
f mit £(f) = f (d.h. der Funktor ist voll, siche [Kri08a, 1.10]). Ist schlielich
L(f) = L(g) tir f,g : G — H, so ist f = g lokal um e nach (d.h. der
Funktor ist treu, siehe [KriO8a, 1.10]). Rein kategoriell folgt nun die Existenz ei-
nes bis auf Isomorphie inversen Funktors, siehe siehe [KriO8a, 1.22], indem wir
zu jeder Lie-Algebra g eine Lie-Gruppe G mit LG = g wihlen und zu jedem
Lie-Algebra-Homomorphismus § : g — bh den zugehorigen lokalen Lie-Gruppen-
Homomorphismus f zuordnen.

Schrinkten wir £ auf die (volle Teilkategorie) der einfach zusammenhiingenden
Lie-Gruppen ein. So sind die Morphismen nach eindeutig zu global definierten
Lie-Gruppen-Homomorphismen erweiterbar und die Teilkategorie ist dquivalent zur
ganzen Kategorie, denn die universelle Uberlagerung definiert einen Funktor welcher
bis auf natiirliche Isomorphie invers zur Einbettung der Teilkategorie ist.
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4.15 Definition (Gruppen-Wirkung)

Wir wollen nun ein Situation diskutieren, die richtig interpretiert eine Verallgemei-
nerung von auf die unendlich dimensionale Diffeomorphismengruppe H :=
Diff (M) von endlich dimensionalen Mannigfaltigkeiten M ist.

Unter einer glatten (LINKS-)WIRKUNG einer Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltig-
keit M versteht man eine glatte Abbildung ¢ : G x M — M die

ple,z) =z und (g, p(h,z)) = (g h,z) fir alle g,h € G und x € M

erfiillt. Natiirlicher wére es statt dessen die Abbildung ¢ : G — C*(M, M) zu
betrachten. Obige Gleichungen lauten dann

¢(e) = id und (g) o p(h) = ¢(g h),

besagen also, dafi ¢ ein Gruppen-Homomorphismus von G in die Gruppe Diff (M)
der Diffeomorphismen von M ist. Um auch die Glattheit von ¢ in jene von ¢
zu Ubersetzen benétigt man allerdings eine glatte Struktur auf der unendlich-
dimensionalen Gruppe Diff(M). Dies 148t sich auch machen, siehe z.B. [KM97,
43.1].

Was konnen wir als Lie-Algebra von Diff (M) erwarten? Fiir endlich-dimensionale
Lie-Gruppen G war LG = Hom(R, G) via § — (exp; : t — exp(t§)) nach . Die
1-Parameter Untergruppen R — Diff (M) entsprechen nach oben Gesagten aber
gerade den Wirkungen von R auf M, also den Fliissen auf M. Nach [Kri07a, 28.3]
und [Kri07a, 28.6.1] stehen die Fliisse ¢ auf (kompakten) M in Bijektion zu den
Vektorfeldern £ auf M vermoge

0
&Qp(ta JZ) = ftp(t,m) .

Also ist insbesonders a%|t:0<p(t, x) = &, und naheliegenderweise sollte %|t:0¢(x) =
6%|t:0<p(t,a:) sein, d.h. £ der zu ¢ gehorende Tangentialvektor in T, (Diff (M)) und
L(Dift(M)) = X(M).

Was erwarten wir als Exponentialabbildung exp : X(M) = £(Diff(M)) — Diff(M)?
Fiir endlich-dimensionale Lie-Gruppen G war exp(v) als Wert an der 1-Parameter-
Untergruppe Stelle 1 die Ableitung v bei 0 hat. Fiir ein £ € X(M) ist diese 1-
Parameter-Untergruppe gerade der Fluf ¢ — F15 von ¢ und somit exp(¢) = Fl?.
Fiir nicht-kompaktes M haben wir hier allerdings ein Problem, denn der Fluf3 F1¢
zu einen beliebigen Vektorfeld £ muf nicht bis zur Zeit 1 existieren. Entweder be-
trachtet man also nur vollsténdige Vektorfelder (z.B. solche mit kompakten Triger)
oder nur lokale Fliisse.

Wir wollen nun die Lie-Klammer auf L(Diff (M)) bestimmen. Sei dazu £ € X(M)
und L¢ das zugehorige linksinvariante Vektorfeld auf Diff(M). Der Flufl von L¢ ist

nach durch

FIL . (t,g) — goexp(t&) = go FIt = (FI5)*(g)
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gegeben. Nach [Kri07a, 29.10] ist [L¢, L"] = di| (FIL )*(L") und somit
[LE, L") = i|t:0(F1L§)*( |t 0<TF1LtoL" Flf)(id)

|t 0T FIX; (L7 (id o FlLﬁ)) |f oT FIXS (L7 (F15))

@u:oT FIX, (T FIf on) = %It:oT((Flfi)*)(T FIf on)
o (TFIL) (R o) = oo (T(FI) oo FIE,)

d *
= @|t:0(F1£—t) Y = 7[X7 Y]v

wobei wir die hier unbewiesene Tatsache verwendet haben, dafl T'(¢g*) bis auf
natiirliche Isomorphismen (Tg)* ist, siche [KM97, 42.18]. Die Lie-Klammer auf
L(Diff (M)) ist somit das negative jener von X(M).

Um auch den nicht kompakten Fall behandeln zu kénnen definieren wir: Unter einer
LOKALEN WIRKUNG einer Lie-Gruppe G auf der Mannigfaltigkeit M versteht man
eine glatte Abbildung ¢ : G x M O U — M, definiert auf einer offenen Umgebung
U von {e} x M, fiir die obige Gleichungen nur dort wo sie definiert sind gelten.

Solch eine Lie-Gruppen-Wirkung definiert genauso einen Lie-Homomorphismus ¢ :=
Lo: LG — X(M) durch v — (z — T,z - (v,05)).

Es ist ¢V ¢-verwandt zu RY x 0, wobei R"(g) := TR, - v das von v € TG erzeugte
rechts-invariante Vektorfeld ist, denn wegen ¢ o (id XLy) = ¢ o (Ry X id) ist

(C:v © @)(97 .1?)) = T@(Uv Ogo(g,:r)) = (TQO © (ld XTLQ))(Ua OLE)

= (Typo(TRy xid))(v,0,) = Tp(R, x 0,) = (T o (R" x 0))(g,z).
Es ist [RY, R*] = RI"»"l (siehe Proseminar) und somit —¢ ein Lie-Algebra-Homo-
morphismus, denn [¢?, (%] ist p-verwandt mit [(R”,0), (R*,0)] = ([R", R*],[0,0]) =
(R[**] 0) und auch ¢[**] ist damit verwandt, also [¢?, ¢*] = ¢[* oder [—CV, =] =
[C'U’Cw] = C[w’v] = C*[’U,’w] = 74['”’“)].
Und es gilt analog zu folgende Umkehrung:

4.16 Satz.

(Siehe [Var84, 2.16.8] oder [Mic, 6.5])

Sei G eine Lie-Gruppe, M eine glatte Mannigfaltigkeit und —C : LG — X(M)
ein Lie-Algebra-Homomorphismus. Dann existiert eine lokale Liegruppen- Wirkung
w von G auf M mit Lo = (. Ist zusitzlich G einfachzusammenhdngend und ((v)
vollstindig fir alle v € T.G (2.B. wenn M kompakt ist), dann lifst sich ¢ global
wdhlen.

Beweis-Skizze. Die Idee dabei ist, dafl wir ein ¢ aus ( := Ly zuriickgewinnen
konnen, indem wir die Niveaufldchen

¢ ) ={(g,2) g x=y}={(¢g",9-y): g€ G}
betrachten. Da ¢ : G x M — M lings {e} x M die Identitit und somit submersiv
ist, definiert die Blatterung durch Niveauflichen eine integrables Teilbiindel E von
TG x TM. Es ist

_ 0 _ _
T(gfl,gy)(@ 1(y)) = {Eh:o(g . (exp tv) 1,exp(tv) g y) RS TeG}

={(L7"(g7"),¢"(g-y) : v € T.G}
={(L(g™"),~C"(g ) : v e T.G}
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also Ep ) = {(LY(h), =C"(y)) : v € T.G}.

Sei also umgekehrt E ) = {(L"(h),—("(y)) : v € TeG}. Dann ist E ein inte-
grables Teilbiindel von T(G x M) — G x M, denn die Lie-Klammern der Basis-
Vektorfelder L' x (7" liegt ebenfalls drinnen. Seien N, .y die maximalen Inte-
gralmannigfaltigkeiten.

Es erhélt L, x id das integrable Teilbiindel und somit ist (Lg x id)N(p o) = N(g.h,v)>
da (g . h,?)) S (Lg X id)N(hﬁ,U).

Wir definieren die Wirkung ¢ durch N, 4.,y = N( also

g,)>

g-x:=¢(g,z) = (pr2 o(pry |N<g,z))_1) (e).

Es ist ¢ lokal wohldefiniert und glatt, da pry = T'pry : TNy 5y — T'G invertierbar
ist.

Weiters ist ¢ eine lokale Gruppenwirkung:

Nie,g-a) = Nig,a) | (Ly1 x id)-
= Ng-1ega) = Nig- = N(e,r) | (Lp, x id)-

9 tg,x)
= Ning-1.g2) = Nina)

= Nign)-1,(gh)a) = Nea) = Nn-1ha) = N1 g-1,g-(ha)) = Ni(gh)~1,9-(h-z))
= (gh)-x=g-(h-x).

Es ist L(¢) = (:

(exp(tv)*l,exp(tv) -x) € N(e,z) = (%\tzo exp(tv)*l, %hzo exp(tv) x) € Ee )
= (—v, L()(v)(x)) € {(w, —CY(x)tw e TeG}
= L(p)(v)(x) = ¢"(2).

O]

4.17 Integration auf Lie-Gruppen

In diesem Abschnitt sei G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe. Sei weiters A eine
Determinantenfunktion auf LG = T.G, dann definiert Ay(&y,...) := A(TLy-1 -
&1, .. .) eine linksinvariante nirgends verschwindende Differentialform auf G, welche
verwendet werden kann, um Funktionen zu integrieren. Es gilt dann:

Jtrorya=[1y0-a= [Lr- @y @)

— s @=[ra

Also ist das zugehorige Integral ebenfalls linksinvariant. Man kann zeigen, das es
bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt ist: Sein namlich v ein weiteres
linksinvariantes Ma8 auf G und f € Co(G) mit u(f) := [ f- A # 0. Dann ist
Ay 1 G =R z— ﬁy(Rz(f)) stetig. Sei g ebenfalls in C.(G), dann hat auch
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(x,y) — f(x) g(x~'y) kompakten Triger und mit S(g) : @ — g(z~1) gilt:

u(H) (80 = [ 10 r(S@) M) = [ fa)r(L(5(0)) A
_ / / F(@) Lo-1(S(9))(y) dv(y) Alx)
GJG
://f(x)g(y’lw)dV(y)A(x)

“la) Adw) du(y)

=[]
L[ ) ot o) A vty
/?/

) Aw) = [ g@) [ fya)aviy) Aw)
Ap) = p(f) - (g - Ag)-
Also ist v(g) = u(S(g) - A\y) und damit Ay unabhéngig von f > 0. Nach Definition
ist A(1) u(f) = v(f) und A(1) > 0. Wann ist es zusétzlich rechtsinvariant? Eine
einfache Rechnung zeigt, dal Ry A linksinvariant ist. Also ist RyA = A(g) - A fiir
ein A\ : G — R. Esist A : G — R* ein stetiger Gruppen Homomorphismus, denn
Ry o Ry = Ry, Wegen M(g™') = A(g) ™" gilt

[worna= [mr@n= [1ra@)= [ ha=20" [ ra

Man nennt G UNIMODULAR, falls A(g) = 1 fur alle g. Ist G kompakt, so existiert
J 1A und es gilt: [1A = [(1o Ry)A = X(g)~* - [ 1A, also ist G unimodular.

Falls die Kommutatoruntergruppe G’ := [G G) == {(ghg ™ *h7 ' : g,h € G)Gruppe
dicht in G liegt, so ist G unimodular, denn A(G’) C [R*,R*] = {1} liegt dann dicht
in A(G), also ist A(G) = {1}.

Proposition.
G ist genau dann unimodular, wenn [, S(f) = [, f =: u(f) gilt.

Beweis. (<) Falls u(f) = u(S(f)) so ist p rechtsinvariant, da po S es ist, also ist
G unimodular.
(=) Sei umgekehrt A = 1, also auch S(A) = 1. Dann ist

p(f) = n(f- (/\)) u(S(f)),
da p(f) = p(S(f) - S(A)): Sei namlich v(f) := p(S(f) - S(A)), dann ist

v(Lyf) = n(S(Lyf) - SO)) = (B (S(1) - 5SO)
p(By (S() - Ry (500) - 5O (o)
SN(a) - 1By (S() - SO))

Mo)™ - Mg) - (S - SW)

= u(S(H) -5 =v()

also v = cp mit ¢ > 0. Lokal ist |\ — 1] < € und fiir symmetrisches g > 0 mit
Tréger in dieser Umgebung ist somit |g(z) — S(g)(z) S(N\)(x)| < eg(z) fir alle z,
also |1 —¢f - u(g) = |u(g) — u(S(9) - SN))| < ullg — S(g) SN)|) < - plg), also
c=1 0
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5. Untergruppen

5.1 Lemma.
Sei H eine separable Unter-Lie-Gruppe von G, dann ist H initial (siehe [Kri07a,
21.7]) in G.

Die Separabilitit von H ist dabei essentiell, denn R mit der diskreten Topologie ist
nicht initial in R.

Beweis. Da LH Unter-Lie-Algebra von LG ist, existiert nach eine eindeutige
zusammenhéngende Unter-Lie-Gruppe K von G mit LK = LH. Diese ist als maxi-
male Integralmannigfaltigkeit nach initial in G. Da die Lie-Algebren gleich

sind, muf} die Zusammenhangskomponente Hy von H nach offen in K sein,
somit als Untergruppe auch abgeschlossen und daher mit der zusammenhéngenden
Gruppe K iibereinstimmen.

Es besitzt H als separable Mannigfaltigkeit aber nur abzéhlbar viele Zusammen-
hangskomponenten, die also maximale Integralmannigfaltigkeiten sind. Glatte Ab-
bildungen f : M — G die (lokal) nur abzihlbar viele Blétter treffen liegen lokal in
einem Blatt und sind somit glatt nach H. Also ist H eine initiale Teilmannigfaltig-
keit. O

5.2 Lemma.

Sei M lokalkompakt, G eine o-kompakte lokalkompakte topologische Gruppe und
v : Gx M — M eine stetige transitive Gruppenwirkung. Dann ist G, := {g €
G :g-x = x} abgeschlossen in G fiir alle x € M abgeschlossen und die Abbildung
G/Gy — M, g-G, — g-x ist ein Homdomorphismus.

Beweis. Da R, : G — M, g — g - x stetig ist, ist G, := (R,) (x) abgeschlossen
in G. Somit ist die nach induzierte bijektive Abbildung G/G, — M stetig.

Bleibt zu zeigen, dafi R, offen ist, d.h. R, (U) =U -2 = {g-x : g € U} offen in
M ist fiir alle offenen U C G: Sei dazu gy € U. Dann ist g, LU eine offene Umge-
bung von e. Sei V eine symmetrische kompakte Umgebung von e mit V2 C g7 u.
Dann existiert eine Folge g, € G mit G = (J,,cy9nV, denn nach Voraussetzung
existieren kompakte Teilmengen K, C G mit (J,.yKn = G = UgEG gV?° und
somit existieren fiir jedes n endlich viele g,; € G mit K, C [, gn,;V°, also
G = Un K, C Und gn’jvo - Un,j gn,jv'

Somit ist M = J,, gnV -« und da M lokalkompakt und somit Baire’sch ist nach
[Kri99, 3.2.4], existiert nach [Kri99, 3.2.1] ein n so, dafl das Innere von g,V - x
nicht leer ist. Sei also g,k - mit h € V ein innerer Punkt. Dann ist = ein innerer
Punkt von (g,h) " 'g, V-2 =h"'V.2 CV-V .2 C g;'U- 2, also go- = ein innerer
Punkt von U - z. O

5.3 Satz iiber offene Abbildungen.
Seien G und H zwei lokalkompakte topologische Gruppen und ¢ : G — H ein steti-
ger surjektiver Gruppen-Homomorphismus. Falls G o-kompakt ist, so ist @ offen.

Beweis. Wir betrachten die Wirkung von G auf H welche durch g - h = p(g)h
gegeben ist. Offensichtlich ist diese stetig und sie ist transitiv, da ¢ surjektiv vor-
ausgesetzt ist. Der Stabilisator G, := {g € G : ¢(g)e = e} = Ker(yp) und somit

G/Ker(p) — H, g Ker(¢) — p(g9) e = ¢(g) ein Homdomorphismus nach , also
¢:G — H offen, da 7 : G — G/ Ker p offen ist. O
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5.4 Satz.

Sei H eine separable Unter-Lie-Gruppe von G. Dann ist H genau dann reguldre
Teilmannigfaltigkeit (siehe [KriOTa, 21.12]) von G, wenn H abgeschlossen in G
15t.

Beweis.

(<) Wir wenden auf die Identitdt von H mit der Lie-Gruppen-Topologie
nach H mit der Spurtopologie an; letztere ist auch lokalkompakt, wenn H in G
abgeschlossen ist.

(=) Als regulire Teilmannigfaltigkeit ist H lokal abgeschlossen in G, demnach ist
H offen und somit abgeschlossen im Abschlufl H, also H = H abgeschlossen. [

5.5 Satz (Abgeschlossen Untergruppen).

Jede abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe ist selbst eine Lie-Gruppe.

Dieser Satz wurde zuerst durch VonNeumann fiir G = GL(n) und dann von Cartan
fiir beliebiges G bewiesen.

Beweis. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G. Wir setzten
H = {d(0) : c € C*([R, H),c(0) = e}. Dann ist H ein Teilvektorraum von LG:
Seien ¢}(0) € H und ¢; € R, definiere c(t) := c¢1(t1¢) - ca(tat), dann gilt ¢/(0) =
t1 - 1 (0) + t2 - c4(0).

Behauptung: H = {|exp(t - £) € H fiir alle ¢}.
(D) ist klar.
(©) £:=(0), sei v: R — LG so, daf v(0) = 0 und exp(v(t)) = c(t). Es gilt:

£=c(0) = 7|y exp(v(t)) = Toexp(v'(0)) = v'(0) = lim n-v(L)
t= n— o0
Setzen wir ¢, := 1/n und v, = n - v(t,), so ist t,v, = v(1/n) und exp(t,v,) =

exp(v(1l/n)) = ¢(1/n) € H. Aus der nachfolgenden Behauptung ergibt sich dann
exp(t§) € H.

Behauptung: Seien vy € LG, 0 # t, — 0, vy — v, exp(tgvg) € H. Dann ist
exp(tv) € H fiir alle ¢.

Da exp(tivr) ! = exp(—tyvy) ist, konnen wir uns auf positive ¢, beschrinken. Sei
t € R beliebig und k,, € Z maximal mit k, < t/t,. Dann ist t — ¢, < kpt, <t und
somit konvergiert k,t, — t und exp(tv) « exp(knt,v,) = exp(t,v, )" € H.

Behauptung: Es existiert eine offene 0-Umgebung U’ C H* mit exp(U') N H =
{0}.

Anderenfalls existieren vy, € HL, vy, — 0, exp(vg) € H. Setzen ty, := 1/|vg|, 0.B.d.A.
konvergiert v, — v € H*. Dann ist exp(tpvr/tr) = exp(vy) € H und 1/t;, — 0.
Mit der vorigen Behauptung folgt exp(tv) € H und somit v € H, ein Widerspruch.

Behauptung: Eine offene 0-Umgebung U C LG existiert mit exp(UNH) = expUN
H:

(9) Klar fiir jedes U.

(D) Sei a € exp(U) N H. Dann ist a = exp& - expn mit & € H und n € H* fiir
U geniigend klein (da (§,n) — exp& - expn ein lokaler Diffeomorphismus ist). Es

gilt expn € H (da a,exp& € H), und nach der vorigen Behauptung ist n = 0, also
a=-exp&mit{ e HNU.
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Somit ist exp : H — H ein lokaler Diffeomorphismus bei 0, also bildet {L; oexp |H :
h € H} einen Atlas fiir H. Die Kartenwechsel

(Lpoexp)™! o Ly oexp =exp ' oLp-144 0 exp

sind dort glatt, wo sie definiert sind, und bilden wegen obiger Eigenschaft einen
Teilmannigfaltigkeits- Atlas. O

5.6 Proposition.
[Yam50] Sei H eine wegzusammenhingende Untergruppe einer Lie-Gruppe G.
Dann ist H eine Unter-Lie-Gruppe von G.

Fiir einen Beweis siehe z.B. [HN91, 1.6.1]

6. Homogene Riume und Gruppenwirkungen

Wir wollen nun Orbitrdume X/G von Gruppenwirkungen G x X — X insbeson-
ders im Fall von G eine Untergruppe einer Gruppe X ist und auf dieser durch
links-Multiplikation wirkt. Die zwei extrem Félle dabei sind einerseits jene dis-
kreter Untergruppen (oder allgemeiner strikt diskontinuierlicher Wirkungen, siehe
[KriO7a, 24.15]) und andererseits jener zusammenhingender Untergruppen (siehe
[Kri07a, 4.12]). Die allgemeine Situation der Wirkung einer Lie-Gruppe G kénnen
wir darauf zuriickspielen, indem wir die Zusammenhangskomponente Gy von G
betrachten. Diese ist ein Normalteiler und G/Gy ist diskret. Allgemein gilt:

6.1 Lemma (Zweiter Isomorphiesatz der Gruppentheorie).

Sei G x X — X eine Gruppen-Wirkung und N <@ G ein Normalteiler. So induziert
die Wirkung von G auf X eine solche von G/N auf X/N und eine Bijektion X/G —
(X/N)/(G/N).

Es wirke eine Gruppe G auf einem topologischen Raum Y derart, daf§ die kano-
nische Quotientenabbildung 7 : ¥ — Y/G eine Uberlagerungsabbildung ist. Also
existiert eine Uberdeckung von Y/G mit offenene Mengen V, s.d. 7=1(V) disjunk-
te topologische Vereinigung Leru U von Mengen U, fiir welche 7|y : U — V ein
Homdomorphismus ist. Somit ist V = 7(U) und G-V = 7~ (n(V)) = Uy U
und U C 7= 1(V) C Y offen. Damit 7|y : U — V injektiv ist, muB fiir {z} =
7r|[}1(77(x)) =GrNU fir x € U gelten, also x =yausy =¢g-x € U mit z € U
und g € G folgen, d.h. y € G-UNU = y = g -y, und damit ¢ = e unter der
Voraussetzung G, = {e}.

Wir sagen, daf§ eine Gruppe G auf einem topologischen Raum Y STRIKT DISKON-
TINUIERLICH wirkt, falls fiir jedes y € Y eine Umgebung V von y existiert mit
g- VNV #D= g=e. Jede strikt diskontinuierliche Wirkung ist eine FREIE WIR-
KUNG, d.h. G, = {e} fir alle y € Y, denn fiir g € G, ist y € g- VNV fiir jede
Menge V > y.

6.2 Proposition.

Es sei G eine Gruppe, welche strikt unstetig auf einem topologischen Raum Y
wirkt. Dann ist p 'Y — Y/G eine Uberlagerungsabbildung. Wenn Y wegzusam-
menhdngend ist, so ist G die Gruppe Aut(p) := {f € Homéo(M) : po f = p}
der Decktransformationen von p. Ist Y zusdtzlich eine C°°-Mannigfaltigkeit und G
wirke durch Diffeomorphismen, dann ist auch Y/G eine C*°-Mannigfaltigkeit (die
nicht Hausdorff zu sein braucht) und p: Y — Y/G eine C*-Uberlagerunyg.

Beweis. Wir bezeichnen mit p : ¥ — Y/G die Quotientenabbildung. Im ersten
Schritt versuchen wir p : ¥ — Y/G zumindest mengentheoretisch als Uberlagerung
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zu erkennen. Fiir jeden Punkt p(y) := Gy € Y/G existiert nach Voraussetzung eine
offene Umgebung V von y in Y mit gV NV = 0V g # e. Also ist

(V) =GV =] gV,

geG

und jedes gV ist offen in Y und damit ist p(V') offen in der Quotiententopologie.
Weiters ist plyv : gV — p(V) offensichtlich bijektiv und nach dem eben gezeigten
eine offene stetige Abbildung, also ein Homémorphimsus. Folgende kommutative
Diagramm

Y%Dp 7LIQ€G9VHI_IQGGPV)
V)G p(V

identifizert 7 : Y — Y/G als Uberlagerungsabbildung mit trivialisierenden Mengen
p(V) und zugehorigen Blittern gV fir g € G.

Offensichtlich wirkt jedes g € G als Decktransformation. Umgekehrt sei v : Y — Y
eine Decktransformation. Sei y € Y fix gewiihlt. Dann gilt p(y) = p(v(y)) und daher
gibt es irgendein g, € G mit g, -y = y(y). Da Y zusammenhéngend ist und die zwei
Abbildungen v und g, die Identitét iiberdecken und bei y tibereinstimmen, sind sie
gleich.

Es wirke nun G auf der C°°-Mannigfaltigkeit ¥ durch Diffeomorphismen. Wir
konnen 0.B.d.A. annehmen, daf} obiges V' Bild einer Karte R™ C V. % VCY
ist.

Als Karten von Y/G verwenden wir nun die Bijektionen R™ C V —£— V —£—
p(V)CY.

Der Kartenwechsel fiir zwei derartige Karten pop : V. — p(V) und potp : W — p(W)
ist auf der Menge

{z e Viplp(z)) e p(p(W))} ={z € V. : p(x) € G(H(W))}
={reV:3geG, IyecWmit p(x)=g((y)}

Da ¢, ¥ und ¢ Homéomorphismen sind, ist diese Menge offen. Und die Karten-
wechselabbildung (p o 9)™! o (p o ¢) ist gerade durch x +— y gegeben, d.h. durch
"1 o g1 o und ist somit glatt.

In der durch diesen Atlas definierte Mannigfaltigkeit Y/G sind folglich die Kar-
tenbilder p(V) offen, und p|ly : V. — p(V) ein Diffeomorphismus. Somit auch
pog:V — gV — p(V), also ist p : ¥ — Y/G eine Uberlagerungsabbildung
und die Mannigfaltigkeitstopologie von Y/G die Qutiententopologie, da sich die
entsprechende Uberdeckungseigenschaft offensichtlich iibertrégt.

Wenn Y Lindelsf ist und Y/G Hausdorff, dann ist auch Y/G Lindelsf. O

6.3 Gegenbeispiel.
Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung

dzr 9
cos” x

dz _ dy
dt Tdt

=sinx.
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'
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Da dieses Vektorfeld beschriankt ist, existieren die Losungen global und wir erhalten
eine glatte Funktion ¢ : R x R? — R? welche zu jedem t € R und (z,y) € R? die

Losung mit Werten (z,y) bei 0 zur Zeit t assoziiert.
Wenn der initiale Wert cos? z = 0 erfiillt, dann ist die Losung y(t) = y(0) +¢-sinz.

Andernfalls haben wir g—g = % = %Cols —, daher muf} sie enthalten sein in
Translaten von {(y,z) : y(z) = ——}. Weiters ist die Zeit, die man bendtigt um
von x = xg zu & = x7 zu gelangen, durch ¢(z1) —t(xg) = f;ol 4y = ;Ol —L—dz =
tanz|7L, gegeben.

Man kann diese Differentialgleichung sogar explizit 16sen, denn

d d
@ _ cos?x = dtanz = e dt
dt cos?
= tanxz(t) =t + ¢ = z(t) = arctan(t + ¢1)
dy tan(t + c)

— =sinx = sin(arctan(t +c1)) = £
dt ( ( ) 1+ tan?(t + c1)

= y(t) =co£ 1+ (t+c1)?

Beachte, dafl der Quotientenraum R?/R nicht Hausdorff ist. Er besteht aus einer
abzihlbaren Vereinigung | |, R von R’s zusammen mit den Punkten 7/2 + 7 - Z.
Ein Umgebungsbasis von 7/2 + kr wird durch Endintervalle der zwei umgebenden
R’s gegeben.

Eine strikt diskontinuierliche Wirkung mit nicht-Hausdorff Orbitraum:
Wenn wir die Wirkung der Untergruppe Z C R auf R? betrachten, dann ist diese
strikt diskontinuierlich, denn hinreichend schmale Streifen, welche keine der Achsen
x = § + kn fiir k € Z enthilt werden unter dieser Wirkung nach rechts verscho-
ben. und hinreichend kleine Bélle um Punkte auf diesen Achsen werden vertikal
verschoben und nach rechts verzerrt.

Der Orbitraum R?/Z ist allerdings nicht Hausdorff, denn [(—7/2,0)] und [(7/2,0)]
lassen sich nicht trennen.
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Eine diskrete Gruppe mit abgeschlossenen Orbits die nicht strikt unste-
tig wirkt:

Wir kénnen den Raum X := ([-7/2,7/2] x R)/ ~ bilden, wobei (—7/2,t) ~
(m/2,—t). Da die Wirkung von R vertriglich mit dieser Aquivalenz-Relation ist,
wirkt R ebenso fixpunktfrei auf diesem Mobiusband X. Die Bahnen der diskre-
ten Untergruppe Z C R sind offensichtlich abgeschlossene Teilmengen. Jedoch ist
die Wirkung nicht strikt unstetig, da fiir jede Umgebung von [(7/2,0)] irgendein
Translat um ¢ € Z es wieder trifft.

6.4 Lemma.

Sei G eine Gruppe die strikt diskontinuierlich auf einer Mannigfaltigkeit M wirkt.
Dann sind die Orbits Gz diskrete Teilrdume von M. Und die Topologie von M /G
ist genau dann regulir (oder Hausdorff), wenn {g € G : gK N K # 0} endlich ist
fiir jede kompakte Menge K C M.

Beweis. Wenn G strikt diskontinuierlich wirkt, dann ist der Orbit Gz eine diskrete
Teilmenge, da aus gU NU = OV g # e folgt, daB U N Gz = {z}, also ist jeder
Punkt in Gz offen. Insbesonders ist fiir jede kompakte Menge K die Menge Gx N K
diskrete und kompakt also endlich.

(=) Sei K C M kompakt. Wir behaupten, daf} jeder Punkt € M eine Umgebung
U, C U besitzt, s.d. {g € G: gU, N K # (J} endlich ist. Sei {g € G: gx N K # ()} =
{91,...,gn} und K" := K\ J._, ¢;U. Dann ist K’ kompakt und Gz N K’ = ), also
p(z) ¢ p(K'). Wenn M/G regulir ist, so finden wir eine offene Umgebung V' von
p(z), die p(K') nicht trifft. Dann ist U, := U N p~1(V) die gesuchte Umgebung,
denn fiir alle g € G trifft gU, C p~!(V) die Menge K’ nicht und fiir g ¢ {g1,...,9n}
trifft gU, C gU die Menge |J-_, ¢;U nicht also auch nicht K € K’ UJ}"_, ¢;U.

Die Familie {U,, : € K} bildet eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K,
also reichen endlich viele, sagen wir {Uy,,...,U,, }, aus. Dann ist

{9€G:gKNK#0}C{geG:g(|JU.)NK #0} =
=1
= LnJ{ge G :g(Ug,) N K # (0} endlich.

i=1

(<) Da M /G nach eine Mannigfaltigkeit ist miissen wir wegen [KriO7a, 19.5]
nur zeigen, dafl M/G Hausdorff ist. Sei dazu y; # yo in N := M/G. Falls y1, yo
in einer trivialisierenden Menge V' C N liegen, dann kénnen wir ein Blatt U iiber
V withlen, die beiden Punkte z; := (p|y)~!(y1) und 22 := (p|y)~!(y2) dort durch
offene Umgebungen trennen, und da ply : U — V ein Homoomorphismus ist,
trennen die Bilder y; von y,. Falls yo nicht in einer trivialisierenden Umgebung
V von y; liegt. Dann wéhlen wir ein Urbild x; von y; und eine relativ kompakte
Umgebung U; von x1, deren Abschlufl K := U; im Blatt iiber V von z; enthalten
ist. Dann ist G- K abgeschlossen: Sei ndmlich = ¢ G- K, dann existiert eine (relativ
kompakte) Umgebung U von z, s.d. {g € G : gU N K # 0} endlich ist, denn nach
Voraussetzung ist {g € G : gUNK # 0} C{g € G: gUUK)N(UUK) # 0}
endlich. Wenn wir fiir diese endlich vielen g; € G, die Menge U nun so verkleinern,
dal g;UNK = (geht, da g;x ¢ K), so ist GUNK = () und damit auch UNGK =
(. Somit ist Us := M \ GK offen und disjunkt von GU; C GK und die Bilder
Vj := p(U;) sind offene Mengen, die y; und y, trennen. O

Wir haben in ein Beispiel angegeben, welches zeigt, dafl es nicht geniigt zu
fordern, daf§ die Bahnen diskret sind (und die g # e fixpunktfrei sind) um eine
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Uberlagerung zu erhalten und es auch nicht geniigt, dal G strikt diskontinuierlich
wirkt um einen Hausdorff-Quotienten zu erhalten.

In den meisten unserer Beispiele ist aber M eine Lie-Gruppe und G eine Unter-
gruppe von M, die durch Linksmultiplikation auf M wirkt. In dieser Situation gilt:

6.5 Lemma.
Es sei M eine lokalkompakte Gruppe und G < M eine Untergruppe. Dann sind
dquivalent

1. G ist diskret;
2. G wirkt auf M durch Linksmultiplikation strikt diskontinuierlich;
3. {g: gKNK # 0} ist endlich fiir alle kompakten K C M.

Beweis. (1=3) Sei K C M kompakt. Da (g,h) — gh~! stetig ist, ist K K~! :=
{k'k=! : K’k € K} kompakt und somit der Durchschnitt mit der diskreten Teil-
menge G endlich. D.h. {g€ G:ge KK~} ={g€G:gKnNK # (0} ist endlich.
(2<=3) Sei K eine kompakte Umgebung von x. Dann existieren nur endlich viele
g € G mit gK N K # () und wir kénnen K so verkleinern, daf§ gK N K = () fiir alle
diese g # e.

(1«<2) Sei U eine Umgebung von e in M mit gU NU = ( fiir alle g # e. Dann ist
g € gU und somit nicht in U fiir g # e, also U NG = {e}, d.h. {e} ist offen in
G. O

Wir kommen nun zum anderen Extrem, wo die wirkende Gruppe zusammenhéngend
ist.

6.6 Definition (Regulidres Teilbiindel)

Man nennt ein integrables Teilvektorbiindel REGULAR (bzw. die zugehérige Blétterung
regulér), wenn trivialisierende Karten existieren, die jede (maximale) Integralman-
nigfaltigkeit hochstens einmal treffen. Diese heiflen REGULARE KARTEN. Die Blatterung
des Torus mit irrationalen Anstieg ist klarerweise nicht regulér. Hingegen sind die
Bléatterungen aus offensichtlich regulér.

Wir zeigen nun, dafl die reguléren Blatterungen genau jene aus sind.

6.7 Satz (Raum der maximalen Integralmannigfaltigkeiten).

Es sei E ein reguldres integrables Teilvektorbiindel. Dann existiert am Raum al-
ler mazimalen Integralmannigfaltigkeiten (also dem Raum mo(Mg) der Zusammen-
hangskomponenten von Mg) eine (nicht notwendig Hausdorff’sche) Mannigfaltig-
keitsstruktur, sodaf m: M — wo(Mg) mit p — (maz. Integralmannigfaltigkeit durch
p) eine Submersion mit Ker(T'n) = E ist.

Beweis. Es sei p : R¥ xR"~* — M eine regulire Karte von M fiir E. Man definiert
dann eine Karte ¢ fiir mo(Mpg) wie folgt:

M WQ(ME)
A
@T oE
Rk % Rn—k Prz Rn:—k

Offensichtlich ist ¢ : R"™* — 719(Mg) wohldefiniert und injektiv, also ¢ bijektiv
auf das Bild. Es bleibt z.z., daf§ der Kartenwechsel glatt ist. Seien ¢ und 1 regulére
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Karten und C' ein Punkt (d.h. eine maximale Integralmannigfaltigkeit) im Bild von
or und Y, dh. CNBildp # 0 # C N Bild .

Wir betrachten zuerst den Spezialfall, wo Bild ¢ N Bild ¢ N C' nicht leer ist. Sei p
ein Punkt in diesem Durchschnitt.

<

o (M)
JT
EEE——

-

pro
—>

=
S

Wegen z/@l OWgEOPry = wgl omop=pryoth Loy ist 1/&51 o pg als Einschrankung
eines Diffeomorphismuses lokal um pry(¢~*(p)) ein Diffeomorphismus.

Nun zum allgemeinen Kartenwechsel 1/)]51 o @p: Wir definieren eine Aquivalenzrel-
ation auf der Menge der reguldrer Karten ¢ die C treffen:

¢ ~ 1 < Pt o pp ist Diffeomorphismus offener Umgebungen von ¢! (0).

Seien A, B Aquivalenzklassen, dann gilt: R(A) := UweA Bild ¢ N C ist offen in C.
Falls R(A) N R(B) nicht leer ist, so gilt A = B, denn wenn ¢ € A und ¢ € B
ist mit p € Bild p N Bildy N C, dann ist wgl o g ein Diffeomorphismus lokal um
pra(p 1 (p)) = ¢5'(C) nach dem zuvor gezeigten, d.h. ¢ ~ ¢ also A = B. Die Ver-
einigung |J 4 R(A) ist somit eine disjunkte Uberdeckung von C mit offenen Mengen.
Daraus und weil C' zusammenhingend ist, folgt, es gibt genau eine Aquivalenzklasse
A. Somit ist 1/)]51 o g fiir je zwei Karten ¢ und ¢ mit C' € Bild ¢ N Bild g lokal
um ¢ (C) glatt also mo(Mp) eine C*-Mannigfaltigkeit.

Die Behauptung Ker(T'7) = E folgt daraus, daf die Kartendarstellung von 7 bzgl.
der Karten ¢ und g durch pr, gegeben ist und somit Ker(T'w) via Ty faserweise
durch R¥ x {0}, also gleich E ist. O

6.8 Gegenbeispiel

Nicht jede 7o (M) ist Hausdorff, wie das Beispiel M = R2\{0}, £(,.,) = (22+y?) 2
und E(w,y) =R S(L,y) Zeigt.
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pry

6.9 Satz (Homogene Riume).

Sei H eine abgeschlossene Unter-Lie-Gruppe von G. Dann existiert auf der Menge
der rechten Nebenklassen G/H := {gH : g € G} eine eindeutige C°°-Mannigfaltig-
keitsstruktur, fir die G — G/H eine Submersion ist. Es ist dann G — G/H sogar
ein H-Hauptfaserbiindel.

Beweis. Wir beweisen dies in zwei Teilen: Im ersten Schritt bilden wir die Faktor-
gruppe nach der Zusammenhangskomponente Hy von e, im zweiten faktorisieren
wir die diskrete Wirkung von H/Hj heraus.

G — G/Hy — (G/Ho)/(H/Ho) = G/H
Durch Eg := TLy(T.H) wird ein integrables Teilvektorbiindel mit den Hy-Neben-
klasse gHy als maximalen Integralmannigfaltigkeiten (nach dem Beweis von )
definiert. Dieses ist reguldres nach reguldr. In haben wir gezeigt, dafl
in so einer Situation G/Hj eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur trigt, sodafl
m: G — G/H, eine Submersion ist. Da H, ein Normalteiler von H ist, ist H/H
selbst eine (diskrete) Gruppe, und diese wirkt strikt diskontinuierlich auf der Man-
nigfaltigkeit G/Hy durch (hHy) - (gHo) := gh™ Hp: Sei nidmlich U offen in G mit
U~'UNH C Hyund h ¢ Hy, dann ist ((hHp) - 7(U)) Nw(U) = 0, denn andernfalls
wire ) # uh~1Hy N u'Hy fiir gewisse u,v’ € U und somit (v/)"!-u=h"-h e H
mit einem k' € Hy, also b’ - h € U"'UN H C Hy und somit h € Hy. Aus
folgt nun, daB8 G/H = (G/H,)/(H/Hy) eine Mannigfaltigkeit und G/Hy — G/H =
(G/Hy)/(H/Hy) eine Uberlagerung ist. Es bleibt die Faserbiindelstruktur zu be-
weisen: Da p : G — G/H als Zusammensetzung von Submersionen ebenfalls ei-
ne ist, finden wir einen lokalen Schnitt s : U — G nach [KriO7a, 22.1]. Dann
ist U x H — p U, (u, h) s(u) - h eine Trivialisierung mit inverser Abbil-
dung g — (p(g),s(p(g9))”"9): Es ist p(s(u) - h)—p(())—ueUundP()
p(s(p(g))) also g = s(p(g)) - h fiir ein h € H, d.h. s(p(g))~tg = h € H. Weiters
ist (u, h) > 5(h) - b — (u, s(u)~L(s(u) - b)) = (u,h) und g — (p(g).s(p(g))"1g) —
s(p(9)) - (s(p(9))~'9) = g.

Beachte, daf§ die Wirkung von H auf G von rechts als Orbits genau die Neben-
klassen besitzt und auf diesen transitiv und frei wirkt, also ist G — G/H ein
H-Hauptfaserbiindel in der Terminologie von .

Beachte, dafi G/H Hausdorff ist, denn sei z, 2’ € G mit 7(x) # w(2’), i.e. ' ¢ vH.
Wiihle eine e-Umgebung U mit U~*Uz’NH = (). Dann sind Uz H und Ux’ H offene
H-invariante disjunkte Umgebungen von 2 H und zH'. O

6.10 Bemerkungen

1. Ist H zusitzlich normal in G, dann ist G/H eine Lie-Gruppe und G — G/H
ein Lie-Gruppen-Homomorphismus.
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2. Die Gruppe G wirkt transitiv auf M := G/H und die Fixgruppen Gy =
{keG:k-g=g} fir g € M sind konjugiert zu H, denn

plg)=g=k-g=k-plg)=plkg) < IheH: kg=ghekecgHg '

6.11 Definition. Hauptfaserbiindel.

Es sei G eine Lie-Gruppe. Unter einem G-HAUPTFASERBUNDEL versteht man ein
Faserbiindel p : P — M mit einer rechts-Wirkung von G auf P welche die Fasern
invariant 148t und transitiv und frei auf ihnen wirkt.

Man braucht dabei gar nicht voraussetzen, dafl p ein Faserbiindel ist, sonder es
geniigt surjektiv und submersiv zu verlangen, denn dann existieren lokale Schnitte
o: M DU — p~}(U) C P und diese liefern Faserbiindelkarten ¢ : U x G — p~1(U)
definiert durch ¢(z,g) — o(x) - g: Es ist p(p(z,9)) = p(o(z) - g) = p(o(x)) = x =
pry(z,g) und somit (U x G) C p~}(U). Es ist ¢ : U x G — p~1(U) bijektiv,
denn fiir y € p~1(U) ist # := p(y) € U und somit existiert ein eindeutiges g €
G mit y = o(x) - g. Die Tangentialabbildung von ¢ ist ({,79) — TRy - & +
T ev, 14, also surjektiv und aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus, d.h. die ¢
sind Faserbiindelkarten.

6.12 Satz.

Wirkt eine separable Lie-Gruppe G transitiv auf einer Mannigfaltigkeit M und sei
G, ={9 € G:g-x = z} fir ein belicbiges x € M, dann gilt: G, ist eine
abgeschlossene Untergruppe von G und G /Gy, ist diffeomorph zu M vermége G, —
gx. Der Wirkung von G auf M entspricht dabei die Linksmultiplikation auf G/G,.

GxC_>GCﬂ»G.x

(\ Am
A,

G/G,

M

Beweis. Nach ist die vertikale Abbildung g G, — gz eine bijektive glatte
Abbildung, die mit der Wirkung von G auf G/G, und auf M vertauscht. Sie ist
auch eine Immersion, denn dazu geniigt es die Injektivitit der Tangentialabbildung
bei e G, € G/G, nachzuweisen. Sei dazu 0 = T.ev, - v = %\tzo (exp(tw) - x) fiir ein
v € T.G, dann ist

4 (exp(tv) - x) =40 (eXp((t + s)v) - J:) o A (exp(tv) -exp(sv) - x)

=T Lexp(tv) <%|S:0 (exp(sv) : x)) =0

fiir alle ¢, also exptv -« = z, i.e. exptv € G, und somit v = 0 in T(G/Gy).

Eine bijektive Immersion ist aber bereits ein Diffeomorphismus: Es geniigt dazu
die Submersivitit nachzuweisen. Angenommen, die Dimension des Zielraums ist
grofler, dann gibt es auf Grund des Rang-Satzes [Kri07a, 21.2] zu jedem Punkt eine
Umgebung, deren Bild nirgends dicht ist. Abzé&hlbar viele dieser Bilder iiberdecken
dann das Bild (da G als Lie-Gruppe parakompakt ist nach und wegen der
Separabilitdt nur abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten besitzt und somit
Lindelsf ist nach [Kri07a, 19.6]), was ein Widerspruch zur Baire’schen Eigenschaft
(des lokalkompakten Raums M, siche [Kri99, 3.2.4]) ist. O

6.13 Bemerkung.
Fiir Haupfaserbiindel wird durch (y,y - ¢g) +— ¢ eine glatte Abbildung 7 : P X
P = {(,y) : p(v/) = p(y)} — G definiert: Da p : P — M submersiv ist, ist
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pXp:PxP— Mx M transversal zu A := {(z,z) : € M} und somit P x s P
eine regulire Teilmannigfaltigkeit von P x P nach [KriO7a, 21.22], oder benutze
direkt [Kri07a, 21.23]. Es ist 7(y, y’) durch die implizite Gleichung ¢’ =y - 7(y,y’)
gegeben und da G frei wirkt, ist Tev, : TG — T(y-G) € TM injektiv nach .
Der implizite Funktionensatz liefert somit die Glattheit von 7.

Im Allgemeinen kénnen wir nicht erwarten, dafi M/G eine Mannigfaltigkeit ist.
Probleme machen insbesonders Fixpunkte. Z.B. wirkt SO(n) auf R” mit Fixpunkt
0 und R"/S™ = {r € R : r > 0} vermoge SO(n) - & — ||z||. Betrachten wir aber

freie Wirkungen, dann kénnen wir die Konstruktion aus verallgemeinern:

6.14 Satz (Mannigfaltigkeit der Orbits).
Die separable Lie-Gruppe G wirke frei auf der Mannigfaltigkeit M. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

1. M/G besitzt eine (eindeutige) Mannigfaltigkeitsstruktur, sodaf8 @ : M —
M/G eine Submersion ist. Dies ist dann sogar ein G-Hauptfaserbindel.

2. Die Abbildung G x M — M x M mit (g,z) — (g-x,x) ist eine topologische
Einbettung (oder dquivalent: die Abbildung M x M D {(y,x): 3¢9 € G,y =
g -z} — G, (g-x,x)— g ist stetig).

Beweis. Die Aquivalenz der beiden Bedingungen in (2) is klar, denn (g,z) —
(g9-z, ) ist injektiv (da die Wirkung frei ist) mit Umkehrabbildung (g-z, x) — (g, )
definiert am Bild.

(1 = 2) Wir zeigen zuerst, daf§ die Submersivitdt von 7 : M — M /G bereits die
Haupt-Faserbiindel-Eigenschaft impliziert: Sei dazu s : M/G 2 U — M ein Schnitt
auf einer offen Menge U. Dann ist ¢ : U x G — 71U, (u,g) — g - s(u) glatt und
bijektiv mit inverser Abbildung z — (7(x), g), wobei g definiert durch g-s(7(x)) = x
ist. Weiters ist ¢ immersiv, da s(U) transversal zu den Orbits liegt. Genauer: Es
geniigt die Immersivitit von ¢ : (u, g) — g - s(u) bei (u, e) nachzurechnen:

0= Tu,e(p . (f,’U) =Tyus- E + T EVs(u) U € Ts(u)(s(U)) + Tﬁc(G ' 1‘) =
0= TW(Tus T evy -v) =Ty(mros) - §+T(moevyy)) - v
=T, id-{ +Te(s(u)) - v=E+0=

0 =T, evy(u) v Do von v € TuGy) = {0}.

Nach dem Beweis von ist ¢ somit eine glatte Trivialisierung. Die rechts-
Wirkung von G auf M ist durch z - g := g~ ! - x gegeben. Diese ist offensichtlich
transitiv und frei auf den Fasern G - z.

Es konvergiere (g;2;, ;) — (Goo®oos Too) in M x M. Es geniigt zu zeigen, dafl g; —
Joo- O.B.d.A. sei go, = e (ersetze dazu glg; durch g;). Sei s: M/G D U — M mit
7(Zoo) € U wie zuvor ein glatter lokaler Schnitt. Dann ist U x G — 7~ 1(U) C M,
(x,h) — hs(x) ein lokaler Diffeomorphismus und somit 7=1(U) > z; = h; s(i;) fiir
z; := 7(x;) und eindeutige h; — e. Wegen ¢;h; $(Z;) = ¢i%i — JooToo = € 5(T(Zo0))
in 77Y(U) gilt g;h; — e und somit g; — e.

(1 <= 2) Wie im Beweis von stellen wir 7 als Zusammensetzung dar:
Fiir die erste Abbildung definieren wir E, := T ev,(T.G) C T, M, wobei ev, : G —
G-z C M, g+ g-x ein Diffeomorphismus ist nach und weil g — g - x eine

topologische Einbettung nach Voraussetzung (2) ist. Dies ist ein integrables Teil-
vektorbiindel mit maximaler zusammenhéngender Integralmannigfaltigkeit Gy - «
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durch z € M. Es ist F regulir, da Gy - nach Voraussetzung (2) regulire Teilman-
nigfaltigkeit von M ist:

G x M€ M x M

Go X {2} Gox x {z}C = M x {z}
Also kénnen wir wieder anwenden und erhalten, dal M — M/Gy eine Sub-

mersion ist.

Fiir die zweite Abbildung beachten wir, dal G/Gq auf M /Gy verméoge gGo - Gox :=
Gogx wirkt. Die Wirkung dieser diskreten Gruppe ist strikt diskontinuierlich: Sei
(9Go-GoU)NGU # () fiir eine offene Umgebung U von x in M, dann ist gu = g'u’
mit ¢’ € Go und u,u’ € U. Es folgt uw = g~ '¢’u/ und somit h := g~'¢’ € Gy fiir
hinreichend kleines U (andernfalls existieren u; — o in M und h; € G\ Gy mit
hiu; — Too und somit h; — e wegen (2), ein Widerspruch zu h; ¢ Gy), also ist
g € Gy. O

6.15 Definition. Adjungierte Darstellungen.
Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Wir betrachten folgende Abbildungen:

konj: G — Aut(G), g+ (h—g-h-g %)
Ad:G — GL(g), g+ L(konj,)=T.konj, =TLyoTR;+ =TR;10TL,
ad:g — L(g,g), X (Y= [X,Y])

Man bezeichnet Ad als die ADJUNGIERTE DARSTELLUNG DER LIE-GRUPPE und ad
als die ADJUNGIERTE DARSTELLUNG DER LIE-ALGEBRA.

6.16 Proposition.

Fiir jede Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra g sind konj : G — Aut(G) und Ad : G —
Aut(g) C GL(g) Gruppen-Homomorphismen, ad : € — Der(g) C L(g) ist ein Lie-
Algebra-Homomorphismus und es gilt

L(Ad) = ad und Adoexpg = expgp,(q) ©ad,

d.h.
g > L(g, g)
expcl \LCXPGL(E)
G —ad GL(g)

Beweis. Offensichtlich ist ad ein Lie-Algebra-Homomorphismus und konj ein Grup-
pen-Homomorphismus und weil £ funktoriell ist auch Ad : G =22, Aut(G) —£-
Aut(g) € GL(g) ein Gruppen-Homomorphismus. Letzterer ist glatt, denn Ad :
G x g — g ist es. Wegen bleibt nur noch £(Ad) = ad zu zeigen. Fiir X,Y € g
ist

ad(X) (V) = [x,y] £ 210

Lx(¥V) = o | () (),

8 X
- ot li=o TFLt'YFlf((E)
0 9
ot (tzo TResp(-1x) * TLexpux) -V = L=o Ad(exp(tX))(Y)
B)
=T Ad( tX))(Y) =T, Ad(X)(Y). O
(015 t:(]exp( ))( ) (X)(Y)
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Die Argumentation im Beweis von zeigt, dafl das Differential einer G-Wirkung
auf M mit Fixpunkt z eine DARSTELLUNG von G auf T, M definiert, d.h. eine
Wirkung G x T, M — T, M, die in der zweiten Variable linear ist, also einen Lie-
Gruppenhomomorphismus G — GL(T, M) induziert.

6.17 Local Linerization Theorem.

Sei G eine kompakte Lie-Gruppe die auf einer Mannigfaltigkeit M wirkt, sei weiters
x € M ein Fizpunkt. Dann existiert ein G-dquivarianter Diffeomorphismus von
einer Nullumgebung in T, M auf eine Umgebung von x € M.

Beweis. Sei U eine G-invariante Umgebung von = und f : U — T, M glatt mit
T.f =id. Sei f(y) .= [, 9 f(g~" - y)dg, wobei dg das invariante Haarma$ auf G
bezeichnet. Dann ist f U — T, M glatt, G-dquivariant und 7T f =id:

f(h~y)=/Gg-f(g‘lhy)dg=h-/Gh‘1g~f((h‘1g)‘1y)dg
=h-/g-f(y‘1y)dg=h-f(y)
G
(ToP)0) = Gle-ofelt) = oo [ 977" () dg
= [ 7L Gheofla et dy

= / TLy -Ty-1,f -TLy—-c'(0)dg =c'(0)=v
G

Die lokale Inverse ist dann der gesuchte Diffeomorphismus. O

6.18 Bemerkung. Orbitrdume welche Faserbiindel sind.

Es wirke eine Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M. Angenommen 7 : M —
M/@ ist ein Faserbiindel mit typischer Faser 77 1({G -z}) = G -2 =2 G/G,, d.h. es
existiert eine Uberdeckung von M /G mit offenen Mengen V' und Diffeomorphismen
Y :Vx(G-2)— 7 1(V) mit 7ot = pr; und id = Vlicayx(Ga) : G-v — G- 2.
Dann ist U := 7~ 1(V) offen in M und G-invariant. Wir haben somit sowohl auf U
als auch auf V' x (G - x) eine G-Wirkung und es ist naheliegend zu verlangen, dafl
¥ G-Aquivariant ist. Dann ist ¢~ = (7,p) : U — V x (G - ) mit G-dquivarianten
p:U — G-z und plg., = id. Sei S := (V x {x}) das diffeomorphe Bild von
Vx{z}=2V CM/GinU, dh.

S=9(V x{a}) = (m,p) 7 (Vx{a}) =7 (V) np~ ({z}) = p~ ' ({=}).

Definition. Aquivariante tubulire Umgebungen und Scheiben.

Es wirke G auf einer Mannigfaltigkeit M. Unter einer AQUIVARIANTEN TUBULAREN
UMGEBUNG eines Orbits Gz versteht man eine G-dquivariante Retraktion p: U —
Gz von einer G-invarianten offenen Umgebung U von Gz in M auf Gz. Es heifit
dann S := p~!({z}) SCHEIBE (engl.: slice) der Gruppenwirkung bei x.

6.19 Bemerkung. Wirkungen mit Scheiben.

Was folgt umgekehrt, wenn eine G-dquivariante tubuldre Umgebung p : M 2O
U — Gz von Gz gegeben ist? Offensichtlich ist dann (m,p) : U — w(U) x Gz
G-#quivariant und pr; o(w, p) = w. Weiters gilt:

1. Es ist p eine surjektive Submersion und S := p~!({z}) eine abgeschlossene
Teilmannigfaltigkeit von U, denn id = poincl: Gx — U — Gzx.
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2. FirgeGgilt: SNgS#0 < geG, & g-SCS:
(1 =2) Seiy € SNgS, dann ist y = g -y fiir ein y’ € S. Somit ist z =
p(y)=plg-y)=g ply) =gz, also g € G,.
(2=3) Seig € G, und y € S. Dann ist p(g-y) =g - p(y) =gz =z, also
g-y€pt({z}) =S5
(1 «<3) ist trivial, da S # 0.

3. U=G-S:
G-S=G pt({x}) =p Y G x) =U,dap: U — S surjektiv ist und
yep NG a)eply) eGre IgeG g ply) =z yeGpt({z})

4. Esist (m,p) : U — 7(U) x Gz surjektiv:
Sei (z,g9x) € m(U) x Gz. Dann existiert ein y € U mit z = w(y). Somit ist
p(y) € Gz, also existiert ein h € G mit p(y) = haz. Nun ist (m, p)(gh~ty) =
(m(gh~"y),gh~ " p(y)) = (7(y), gh~"hzx) = (2, gx).

5. Hingegen ist (m,p) : U — 7(U) x Gz nicht notwendig injektiv!
Es wirkt z.B. SO(2) = S! auf R? mit Orbitraum R?/S' = R* via der
Abbildung SO(2) - v + |jv||. Die invarianten offenen zusammenhéngenden
Umgebungen von 0 € R? sind genau die offenen Bille U um 0 und die
einzige Retraktion U — G -0 = {0} die konstante Abbildung. Somit ist
7(U) x G-0=2RT x {0} nicht homdomorph zu R2.
Wir wollen trotzdem versuchen die invariante Umgebung U = G - S besser
zu beschreiben.

6. GXxS—G-S, (9,y) — gy induziert eine G-dquivariante Bijektion G X ¢,

S :=(GxS8)/G, — G -85, wobei die (rechts-)Wirkung von G, auf G x S
durch (g,y) - h = (gh, h~'y) gegeben ist:

gy=¢ v =>y=g "¢y mity,y € Sund g ¢’ € G (=2>) h:=g¢g1¢ € G,
= (¢',y') = (gh, h~'y). Umgekehrt ist offensichtlich (gh) - (h= y) =g - y.

. Esist G xg, S — G- S ein Diffeomorphismus:

Nach (3) ist G- S = U, also eine offene Teilmannigfaltigkeit von M. Wei-
ters ist G xX¢g, S — G/G, das Faserbiindel mit Faser S und Struktur-
gruppe G, welches vermoge der Wirkung von G, auf S assoziiert ist zum
G, -Hauptfaserbiindel G — G/G,, und somit G x S — G x¢g, S ein G,-
Hauptfaserbiindel nach . Die universelle Eigenschaft liefert, dal G x g,
S — G- S glatt ist. Sie ist submersiv,da p: Gx S — G- S, (g,y) — g-y es
ist:

Tu(T.G x TS) = Tevy (ToG) + TLe (ToS) = To(G - 2) + TpS = T, M,

somit ist T{. ) surjektiv fiir alle y € S nahe x und durch Verkleinern von S
konnen wir as fiir alle y € S erreichen. Damit ist

Bild(T(g,4)1) = T'Lg(Bld(T(c,yyp1)) = TLg(Ty M) = Ty M.
Aus Dimensionsgriinden ist sie somit ein Diffeomorphismus, denn
dim(G xg, S) = dim(G) + dim(S) — dim(G,) = dim(G/G,) + dim(S)
= dim(Gz) + dim(S) = dim(M).

8. Es ist S lokal diffeomorph zu T, M /T, (G ) und wenn G, kompakt ist, kann

dieser Diffeomorphismus G -invariant gew#hlt werden.

Durch Differenzieren von y — ¢-y bei « fiir g € G, erhalten wir eine Darstel-
lung von G, auf T, M fiir welche T,,(Gzx) und T,.S nach (2) invariant sind.
Somit ist der lineare Isomorphismus T, S = T, M /T, (G - ©) G,-dquivariant
und S = T,S = T,M/T,(G x) lokal als Mannigfaltigkeiten. Falls G, kom-
pakt ist, so zeigt , daf} der erste Diffeomorphismus auch G, -dquivariant
gewahlt werden kann.

70
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6.20 Proposition. Assoziierte Biindel.

Sei p : P — M ein G-Hauptfaserbindel und \ : G x S — S eine glatte links-
Wirkung. Dann wirkt G von rechts auf P x S durch (p,s) -g == (p-g,97 ' - 5)
und der Orbitraum P xg S = (P x S)/G ist eine C*°-Mannigfaltigkeit, sodafl
P xS — PxgS ein G-Hauptfaserbiindel und S — P xg S — M ein Faserbiindel
mit typischer Faser S und Strukturgruppe G ist.

Definition. Faserbiindel mit Strukturgruppe.

Man sagt ein Faserbiindel p : P — M mit typischer Faser .S habe STRUKTURGRUP-
PE G, wenn eine links-Wirkung von G auf S so existiert, dafl die Transititionsfunk-
tionen zu glatten Abbildungen mit Werten in G faktorisieren welche die iibliche
Kozyklen-Bedingung (siehe [Kri07a, 25.7.3]) erfiillen.

Beweis. Klarerweise ist (p,s) - g := (p-g,9~' - s) eine rechts-Wirkung von G auf

P xS.Seio: M DU — P ein lokaler glatter Schnitt des G-Hauptfaserbiindels
p: P — M. Dann betrachten wir folgends Diagramm:

/\

PxS

T U S

//

XS—»W

J
;

Es existiert ¢ als surjektive Abbildung, da 7 o pr; konstant auf den G-Orbits von
P x S ist: w(pry(yg,9712)) = n(yg) = w(y) = w(pry(y,2)). Die linke vertikale
Isomorphismus ist durch (y,z) — (y,7(c(7(y)),y) '2) gegeben, wobei das nach

glatte 7: P xpy P — G gegeben ist durch (y - g,y) — g.

Der vertikale Pfeil & ist durch & := po (0 x S) gegeben. Er macht das linke Fiinfeck
kommutativ, denn

(G o(mx8))(y,2) = (po(ox8)o(mxS9)))(y,z2) =plomy,z)

=p(y - 7(y,omy), 2) = ply, T(omy, y) ' - 2).
Weiters macht er das rechte Quadrat kommutativ, denn 7 x S ist surjektiv und der
Rand des Diagramms kommutiert offensichtlich. Wir kénnen ihn als Faserbiindel-

karte verwenden um P XS zu einem Faserbiindel mit typischer Faser S zu machen,
denn ¢~ Y(U) = p(r=2(U) x S) = 5(n(r~1(U)) x S) =&(U x 9).

Die Transitionsfunktionen der & sind durch (x,z) +— (671 0 &')(z,2) =: (2, 2')
gegeben, d.h. p(o(2’),2") = a(a’,2") = ¢'(x,2) = p(c’'(x),z). Somit existiert ein
g€ Gmit o(x')=0'(z)-gund 2/ = g1 2, also ist = 2’ und g = 7(0’(2), 0 ()),
und damit 2’ = 7(o(x), 0’ (x)) - z. Das bedeutet, dal P x¢ S — M ein Faserbiindel
mit Strukturgruppe G ist. Beachte dabei, dal diese Rechnung auch zeigt, dal &
injektiv ist.

Nach Konstruktion sind die G-Orbits in P x S genau die Fasern von p: P x S —
P xS und da G frei auf P wirkt gilt selbes auch fiir die Wirkung auf P x S, also
ist Px S — P xg S ein G-Hauptfaserbiindel.

O
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6.21 Beispiel.

Die Standard-Wirkung von SO (3,1) auf R? liBt per Definition die Niveauflichen
M, := {v : b(v,v) = c} fiir jedes ¢ € R invariant, wobei b : R?® x R? — R die
symmetrische Standard-Form mit Signatur 1 bezeichnet. In Aufgabe wurde
gezeigt, dal SOT(3,1) transitiv auf M; wirkt und folglich auch auf allen M, mit
¢ > 0. Auf dem positiven Lichtkegel

M = {v € R?*: b(v,v) = 0 und pry(v) > 0} C M,

wirkt SOT(3,1) ebenfalls transitiv, denn durch Drehungen um die z-Achse kénnen
wir (x,y,2) € M~ auf (2,0, 2) abbilden und durch

2Z2+1 0 22-1

% 0 2z 0 € S0 (3,1)
\P2-1 0 22+1

kénnen wir (1,0, 1) auf (2,0, z) abbilden.

Diese Wirkung besitzt keine Scheibe fiir den Orbit M, denn jede invariante Um-
gebung U von MO+ enthélt die Orbits M, fiir alle kleinen ¢ > 0. Eine dquivariante
Retraktion 7 : U — M{ wiirde aber eine Retraktion einer hinreichend kleinen
Schreibe {(z,y,¢) : 22 +y? <2} CU — My &z, {(z,y,€) : 2% + y? = €2} auf
ihren Rand liefern.

1

6.22 Bemerkung. Vektorbiindel versus Rahmenbiindel.

Falls p: P — M ein G-Hauptfaserbiindel ist und X\ : G — GL(k) eine Darstellung
ist. So ist das assoziierte Biindel P x g R* ein Faserbiindel mit typischer Faser R*
und Strukturgruppe GL(k) bzgl. der standard Wirkung, also ein Vektorbiindel nach
[Kri07a, 25.7.6].

Umgekehrt kénnen wir jedes Vektorbiindel p : E — M mit Faserdimension k so er-
halten, indem wir das zugehérige Rahmenbiindel GL(R*, E) — M betrachten. Da-
bei ist GL(RF, E) := {f € L(M x R¥ E) : f ist faserweise invertierbar} eine offene
Teilmenge des Vektorbiindels L(M x R¥, E) — M. Dessen Fasern sind die linearen
Isomorphismen R* — E, (oder auch die Basen in E,) und die rechts-Wirkung von
GL(k) auf diesenn ist durch Umparametrisieren f — f o g gegeben. Es ist dann
E = GL(R*, E) X GL(k) R*: Die Evaluationsabbildung ev : GL(R¥, E) x R* — E,
(f,v) — f(v) ist surjektiv, GL(k)-invariant und hat lokale Schnitte gegeben durch
lokale Trivialisierungen von E — M. Sie induziert somit eine surjektive faserwei-
se lineare Submersion GL(R*, E) X GL(k) R* — E. Aus Dimensionsgriinden ist sie
somit ein Vektorbiindel-Isomorphismus.

6.23 Definition.

Sei ¢ : G x M — M eine stetige Wirkung einer topologischen Gruppe G auf einem
topologischen Raum M. Die Wirkung heifit PROPER falls folgende &quivalenten
Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Abbildung (p,pry) : G x M — M x M ist PROPER, d.h. Urbilder kom-
pakter Mengen sind kompakt;
2. Falls K1, Ko C M kompakt sind, so ist {g € G : K1 Ng- K3 # 0} kompakt.

Beweis. (1=2) Nach Voraussetzung ist (¢, pry) (K1 x K2) € G x M kompakt
und somit auch
pry (¢, pry) T (K x K2)) = {g € G+ Ja € M : (p,pr5)(9,2) € K1 x Ka}
={geG:3FJxeKy:g-z€ K}
={geG:KiNng-Ksy#0}.
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(1«<2) Sei K C M x M kompakt, also K C pry (K ) x pry(K) mit K; := pr,;(K) C M
kompakt fiir i € {1,2}. Dann ist (o, pry) 1 (K) abgeschlossen in (g, pry) 1 (K X
Ky) ={(g,2) e GXxM:g-z € Ky, € Ko} C L x Ky, wobei L := {g € G :
KiNg- Ky # 0} nach Voraussetzung kompakt ist. O

Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen Hausdorfl-R&umen heifit PERFEKT
falls sie abgeschlossen ist und kompakte Fasern f~!({y}) hat. Solche Abbildungen
haben sehr gute Stabilitéitseigenschaften, siehe z.B. [Kri99, 3.3.10].

Lemma.
Sei f: X —Y eine stetige Abbildung zwischen Hausdor[f-Rdumen.

1. Falls f perfekt ist, so ist f proper.
2. Falls Y kompakt erzeugt ist, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. (1) Sei K C Y kompakt und U eine offene Uberdeckung von f~1(K).
Sei F die Menge der endlichen Teilmengen von U. Fiir jedes y € K ist f~1({y})
kompakt und somit Teilmenge von |J F fiir ein F' € F. Damit ist y ¢ f(X \UF)
und somit K C Jpcr (Y \ fF(X\UF)). DaY \ f(X \UF)) offen ist, existieren
endlich viele Fy,...,F, € Fmit K CJ;_, (Y \ f(X \UF;)) und somit ist

e Jrrionrx\Ue) = UX\f’l(f(X\UFi))

gUX\(X\UFi):UUFizLJUFi.

(2) Sei f: X — Y stetig, proper und Y ein kompakt erzeugter Raum, d.h. er trigt
die finale Topologie bzgl. seiner kompakten Teilmengen. Sei A C X abgeschlossen.
Fiir alle kompakten L C Y ist f~}(L) C X kompakt und somit auch AN f~1(L)
und, da Y Hausdorff ist, auch f(AN f~1(L)) = f(A) N L, also abgeschlossen und
damit auch f(A) abgeschlossen, da Y kompakt erzeugt ist. O

6.24 Lemma.

Sei o : G x M — M eine propere Wirkung auf einem lokalkompakten Raum M.
Dann sind fir x € M die Isotropiegruppen G, kompakt, die Orbits G - x sind
abgeschlossen und M /G ist vollstindig reguldr.

Zu jeder Umgebung W von G, in G ezistiere eine Umgebung V von x in M mit
{geG:VNg-VAOCW.

Fulls die Wirkung glatt ist, so sind die Orbits G - x Teilmannigfaltigkeiten von M
und diffeomorph zu G/Gy.

Beweis. Es ist G, = {g € G : {z} Ng- {z} # 0} und somit kompakt.
Nach Voraussetzung ist (¢, pry) proper und somit eine abgeschlossene Abbildung.

Damit ist aber G-z x {x} = (¢, pry)(G x {z}) C M x {z} abgeschlossen in M x M,
also auch in M x {z}, d.h. G - z ist abgeschlossen in M.

Folglich ist ev, : G — G -« proper und somit die induzierte Abbildung G/G, —
G - = eine propere bijektive Immersion (nach dem Beweis von ) fiir glatte
Wirkungen, und somit eine Einbettung einer Teilmannigfaltigkeit.

Es ist M/G Hausdorff, denn sei z,y € M mit Gz # Gy, also z ¢ Gy. Da Gy
abgeschlossen ist existiert eine offene Umgebungen U von z mit U N Gy = (). Sei
V eine offene Umgebung von y mit V N U = @. Durch Verkleinern kénnen wir
annehmen, dafl U und V kompakte Umgebungen sind. Nach Voraussetzung ist
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K :={g€G:UnNgV # 0} kompakt. Fiir g € K existieren Umgebungen W9 von
g in G und V9 von y in M mit U N (W9 -V9) = (. Da K kompakt ist existieren
endlich viele gq,...,¢9, € K mit K C [J;_, W9%. Sei nun Vy := V N, V9.
Dies ist eine Umgebung von y mit U NgVy C U N gV = ( fiir alle g ¢ K und
UNgVo CUNGV9% CUN(WY-V9%) = () fiir g € K und 7 so gewihlt, dal g € W9:.
Also ist GUNGVy = () und somit 7(U) und 7(Vp) trennende Umgebungen in M/G.

Da die Quotientenabbildung M — M/G einer stetigen Gruppenwirkung offen ist
ist M/G lokalkompakt (siehe [Kri99, 2.2.8]) und damit vollstéindig regulér (siehe
[Kri99, 2.2.2)).

Sei nun W eine offene Umgebung von G, in G. Wir miissen eine Umgebung V' von
x konstruieren mit {g € G: VNg-V # 0} CW,ie. VN(G\W) -V = (. Da
(G\W) -z x {z} = (¢,id)((G\ W) x {z}) als Bild einer abgeschlossenen Menge
unter einer abgeschlossenen Abbildung abgeschlossen ist, ist M\ ((G\ W) - x) offen.
Sei V! C M\ ((G\ W) - z) eine kompakte Umgebung von = ¢ (G \ W) - z. Da
G proper wirkt ist K :={g € G:V'Ng-V'# 0} \ W kompakt. Wegen K -z C
(G\W)-2 C M\V' und weil M\V’ offen ist, existiert fiir jedes g € K eine Umgebung
U9 von g in G und eine Umgebung V9 von z in V' mit U9 - V9 C M\ V'. Da K
kompakt ist existiert eine endliche Teiliiberdeckung {U¥% : i =1....,n}. Die Menge
V :=(_, V¥ hat dann die gewiinschte Eigenschaft, denn K-V C M\V' C M\V
und somit ist VNg-V =0 fiir alle g ¢ W. O

6.25 Beispiel.
Die Wirkung von SL(2) auf R? hat die Orbits {0} und R?\ {0} und ist wegen
somit nicht proper.

6.26 Equivariant Tubular Neighborhood Theorem.
Seip: Gx M — M eine glatte Wirkung, © € M mit kompakter Isotropiegruppe
Gy und zu jeder Umgebung W von G, in G existiere eine Umgebung V wvon x in

M mit{geG:VNg - V#0} CW. Dann existiert eine Scheibe bei x.

Diese Voraussetzungen sind nach| 6.24 | insbesonders dann erfillt wenn p : GXx M —
M eine propere glatte Wirkung und x € M beliebig ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist G, kompakt und somit existiert nach ein
lokaler G,-dquivarianter Diffeomorphismus ¢ : T, M — M bei 0 mit ¢(0) = 2 und
To = id. Sei F das orthogonale Komplement von T, (G- x) in T,, M beziiglich einem
G -invarianten inneren Produkt (mittle irgend ein inneres Produkt iiber G,). Dann
ist ®: Gxg, F— M, ®([(9,v)]) :== g-¢(v) ein lokaler Diffeomorphismus bei [(e, 0)],
denn nach ist G/G, x F' lokal diffeomorph zu G x¢, F via po (¢ x F') und
somit hat ® unter diesem Diffeomorphismus die partiellen Darstellungen ® (-, x) :
G/Gy =2 G-z C M und @(e,.) = ¢|g.

GXp

GxT,M GxM

o

GxF Gxg, F— M

oxX F T

o

G/GZXF;Gx:xF

Wegen der G-Aquivarianz ist ® auch ein lokaler Diffeomorphismus bei [(g,0)] fiir
jedes g € G. Bleibt zu zeigen, dafl ® injektiv auf einer Umgebung von G x¢,
{0} ist: Andernfalls existieren v,, — 0 und v, — 0 in F und g,,¢9, € G mit
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[(gn,vn)] # [(gh,v5)] und g, - ©(v,) = g, - ¢(v,). Durch Anwenden von (g/,)~*

koénnen wir g/, = e voraussetzen. Somit konvergiert g, - p(vy,) = @(v),) — ¢(0) = .
Fiir jede (kompakte) Umgebung W der kompakten Teilmenge G, existiert nach
Voraussetzung eine Umgebung V von x mit {g € G: VNg-V £ 0} CW. Es liegt
o(vp) € V und gy, - ¢(v,) € V und somit g, € W fir alle hinreichend grofien n.
Also konvergiert eine Teilfolge der g, gegen ein g, € G, im Widerspruch dazu, dafl
® ein lokaler Diffeomorphismus bei [(goo,0)] ist. Nun ist go®~! : M — G xg, F —
G/G, = G - x die gesuchte dquivariante Retraktion. O

Folgerung. Invariante Partitionen der 1.

Es wirke G proper und glatt auf M. Dann existiert zu jeder Uberdeckung von M
mit offenen G-invarianten Mengen eine untergeordnete Partition der 1 mit G-
invarianten glatten Funktionen.

In dieser Situation existiert eine glatte G-invariante Riemann-Metrik auf M.

Beweis.

Beh.: Sei p: U — G - x eine dquivariante tubuldre Umgebung. Dann existiert eine
G-invariante glatte Funktion f : M — R mit Triger in U und f|g.. = 1.

Sei S := p~1(x) die zugehorige Scheibe und fy : S — R eine glatte Funktion mit
kompakten Trager in S. Die gemittelte Funktion f; : = — me folg - ) dg, wobei
dg das invariante Haar-Maf} auf der kompakten Gruppe G, bezeichnet, ist dann
eine G -invariante glatte Funktion mit kompakten Triger G, - Trg(fo). Somit ist
f2: (g, 2) — f1(z) eine G -invariante glatte Funktion, die zu einer glatten Funktion
f:U=G-5=G xqg, S— R faktorisiert. Da fo auch invariant bzgl. der Links-
Wirkung von G ist, gilt gleiches auch fiir f. Wegen Trg(f) = G - Trg(f1) C U lafit
sich f durch 0 zu einer glatten G-invarianten Funktion auf M fortsetzen.

Nun kénnen wir wie in [Kri07a, 18.2] verfahren: Zur gegebenen Uberdeckung mit
G-invarianten offenen Teilmengen existiert nun eine Verfeinerung bestehend aus
Carrier-Mengen von G-invarianten glatten Funktionen. Da M Lindel6ff vorausge-
setzt ist, reichen abzdhlbar viele solche Funktionen f,. Sei h € C*(R,R) mit
h=1(0) = R_, dann ist hy, : @ — h(fo(2)) - [1;cn R(: — fi(z)) G-invariant und
die Mengen carr(hy,) bilden eine lokalendliche Verfeinerung. Also ist hy,/ >, hy die
gesuchte Partition der 1.

Auf jeder dquivarianten tubuliren Umgebung p : U — Gz konnen wir eine G-
invariante Riemann-Metrik v finden, indem wir eine Metrik auf S = p~!(x) wihlen
und diese iiber die kompakte Gruppe G, mitteln und die Zusammensetzung mit
pry : G x § — S faktorisiert dann zu einer G-invarianten Metrik auf U. Mittels
der vorher konstruierten Partitionen der 1 kénnen wir diese Riemann-Metriken zu
einer auf ganz M verkleben. O

6.28 Peter-Weyl Theorem.
Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ist der Raum der Matriz-Koeffizienten

{g— v (p(g)w) : p: G — L(E) ist endl.dim. Darstellung, v € E*, w € E}
dicht in C(G) bzgl. der Supremumsnorm.

Beweis. Sei fo € C(G) und € > 0. Dann ist f gleichmiifig stetig bzgl. der Unifor-
mitét von G, also existiert eine offene Umgebung U von e in G mit | fo(g) — fo(g')| <
e fiir alle g, ¢’ € G mit g~ '¢’ € U.
Wiihle ein glattes « € C°°(G,R) mit k > 0, Trg(k) C U, [, =1 und k(g~') =
k(g) fiir alle g € G. Und definiere

K:C(G) — C(G) durch Kf := f*k
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also (vgl. mit [Kri05, 10.45] und [Kr105 10.49))

/ e - /G w(z1y) () dy,

wobei dy das invariante Mafi auf G mit u(G) = 1 bezeichnet. Dann ist K eine
wohldefiniert Kontraktion:

[ e s <1l | sty =1l [ w)dy = 1l
Es ist
(U fo = F)@) < [ o) wty™2) = fo(o) nta'o)|dy

< / Molt) = fola) sy~ a) dy < ¢ / Ry~ ) dy = .

G
Weiters ist K ({f : || fll2 < 1}) gleichgradig stetig, denn fiir z712’ € U,, ist

[Kf(x) - Kf(2)] S/Glf(y)llﬁ(y’lx)*ff( “la)dy <ellfln < el fla-

Nach Ascoli-Arzela (siche [Kri06, 6.4.4]) ist somit K : L*(G) — C(G) — L*(G)
ein kompakter Operator und wegen x(g~1) = x(g) ist er selbstadjungiert:

(K. 9) //f oy~ ') dyg(a dx—/f / w(y~1z) g(@) du dy = (f, K g).

Nach dem Spektralsatz (siehe [Kri06, 6.5.4]) ist Kf = >, Ai(f, u;)u;, wobei die

A; — 0 Eigenwerte sind mit orthonormalen Eigenvektoren u; mit endlich-dimensionalen
Eigenrdumen. Bleibt nur noch zu zeigen, dafi die Eigenvektoren u; Matrix-Koeffizienten
endlich dimensionaler Darstellungen sind.

Es ist G x C(G) — C(G), (g, f) — (z — f(g~ ' x)), eine stetige Wirkung auf dem
Banach-Raum C(G), denn

[flg™ ) = F'((g) o)l < 1f (g7 ) = f (g™ )| + 1 (97 ) = f((g") " o)
< Hf_ f/HOO + &,
falls g~'g' = (97 ') ((¢') *o) ™! € Ug(yry. Weiters gilt

(9~K(f))(w)=/Gﬁ(sc‘lgy)f(g‘lgy)dy=/fo(:v‘ly)f(g‘ly)dy=K(g-f)($)~

Sei F; der (endlich dimensionale) Eigenraum von K zum Eigenwert A; # 0. Dann
ist E; G-invariant, denn fiir f € E; ist

K(g-f)=g-Kf=g-Nf=X(g-])
und somit p : G — GL(FE;) eine endlich dimensionale stetige (und nach
glatte) Darstellung. Es ist ev, : C(G) — C stetig linear, also v} := ev. |g, € (F;)*
und mit u; € E; ist v} (p(g)(u;)) = p(g)(wi)(e) = u;(g7te) = u;(g71), also S(u;) ein

inv

Matrix-Koeffizient dieser Darstellung und damit u; einer der Darstellung G ———
G - L(E;) 9 L(E}). O

Folgerung.
Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ist G isomorph zu einer abgeschlossenen
Untergruppe von U(n) fir ein geeignetes n.

Beweis. Fiir jedes e # g € G existiert eine stetige Funktion f € C(G,C) mit
flg) # f(e) und nach eine endlich dimensionale Darstellung ¢, : G —
GL(E,) mit ¢4(g) # @g(e) = id. Falls die abgeschlossene und somit kompakte
Untergruppe Ker p, # {e} ist, so wihlen wir ein e # ¢’ € Ker p;, und betrachten
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(pgspg’) + G — GL(Ey) x GL(Ey) C GL(E4 x Ey). Der Kern dieser Darstel-
lung ist dann eine kompakte Untergruppe von Ker p, mit kleinerer Dimension oder
zumindest weniger Zusammenhangskomponenten. Durch Induktion erhalten wir
schlieBlich eine treue Darstellung p : G — GL(FE). Indem wir ein inneres Produkt
auf F iiber die Gruppenwirkung mitteln, erhalten wir eine unitéire Darstellung. Da
G kompakt ist, ist p ein Homdomorphismus auf eine abgeschlossene Untergruppe
von U(FE) und somit ein Isomorphismus nach . O

6.29 Mostow-Palais Einbettungssatz.

Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit auf welcher eine kompakte Lie-Gruppe G
glatt wirkt. Dann existiert eine dquivariante Finbettung von M in eine endlich-
dimensionale lineare Darstellung von G.

Jede kompakte Lie-Gruppe ist isomorph zu einer abgeschlossene Untergruppe einer
orthogonalen Gruppe.

Beweis. Die Wirkung von G auf M induziert eine Darstellung von G auf den un-
endlich dimensionalen Fréchet-Raum C°(M,R) vermoge g - f : x — f(g~'x) fiir
g € G, feC®MR)und x € M. Nach dem Beweis des Peter-Weyl Theorems
sind die v € C(G,R), fiir welche das lineare Erzeugnis E, von G - u end-
lich dimensional ist, dicht in C(G,R). Faltung mit glatten Funktionen f auf M
liefert Funktionen auf M mit der gleichen Eigenschaft und somit sind diese dicht
in C°(M,R): Fiir u € C(G,R) und f € C°(M,R) sei

wi f iz / ulg) f(g~ ) dg,
G
dann ist

(g (ux F)(@) = (ux f)(g~'a) = / u(h) f(h~"g ™ z) dh
G
- /G u(g™"gh) f((gh) ) dh = / u(g ™ h) f(h w) dh = (g u) * .

G
und somit
Eueg = (G (ux £)) = (G- w) s f) = Bux f.
Die Abbildungen ev, : C*°(M,R) — R liefern eine dquivariante Abbildung M —
C*°(M,R)* und damit auch nach E%. Nach [Kri07a, 21.13] 18t sich M glatt in
einen R" einbetten. Die Komponenten der Einbettung kénnen wir C'*°-approximieren

durch f; mit endlich dimensionalen Ey,. Somit induziert die Einbettung (f1,..., fn) :
M — R™ eine dquivariante Einbettung M — E := E} x ... x E} (die Zusammen-

setzung mit (evy,,...,evy, ) ist (f1,..., fn))-

Falls G auf M effektiv wirkt, d.h. g-x = ¢ -2V 2z = g = ¢/, so gilt gleiches fiir
die Darstellung auf E. Wir kénnen letztere noch orthogonal machen, indem wir ein
inneren Produkt iiber die Gruppe mitteln. O

7. Auflésbare Lie-Gruppen und Lie-Algebren

7.1 Algebraischen Struktur von G versus jener von L(G)

Im Folgenden sei G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe, G := LG die zugehorige
Lie-Algebra und exp : G — G die Exponentialabbildung. Wir wissen bereits, dafl
die Unter-Lie-Gruppen von G via £ den Teil-Lie-Algebren von G entsprechen. Es
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stellt sich natiirlich die Frage nach dem genauen Zusammenhang zwischen der Mul-
tiplikation in G und der algebraischer Struktur von G. Eine direkte Rechnung zeigt:

exp(t) -exp(tn) = € +n =" |  explte + tn).

dt li=o dt lt=0

Wenn G Abelsch ist, dann sind exp(¢(£ +1)) und exp(t€) - exp(tn) 1-Parameter Un-
tergruppen und stimmen also iiberein. Das heifit, die Multiplikation in G entspricht
vermittels der Exponentialabbildung der Addition in G. Im allgemeinen Fall kann
das natiirlich nicht stimmen. Ein weiterer Zusammenhang ergibt sich aus dem in

2
[Kri07a, 29.13] bewiesenen: [£,n] = (%) lt=o(F_¢ o G_; o F; 0 Gy), wobei F und

G die Fliisse zu £ und 7 sind. Im Falle linksinvarianter Vektorfelder haben wir also:

e = (G ) limoexp(—16) exp(—n) explee) exp(tn)

Definiert man den Kommutator in G' als [a,b] := a~'b~ab, dann ist
d\? d d
g ) le=olexp(t€), exp(tn)] = (€] = | — L:O exp(t), = ‘t:O exp(tn) | -

Der vollstdndige Zusammenhang zwischen Gruppenmultiplikation und Lie-Algebra-
struktur wird durch die CAMPBELL-BAKER-HAUSDORFF FORMEL geliefert, die wir
im folgenden Abschnitt herleiten.

7.2 Lemma.

Es sei f : E — G eine glatte Funktion auf einen Vektorraum E mit Werten in
einer Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra g. Dann ist die linkslogarithmische Ableitung
6f + E — L(E,g) definiert durch 0f(x) := TLygy-1 o T, f. Falls g : E — G eine
zweite solche Funktion ist, dann g¢ilt die Produktregel:

3(f - 9)(x) = dg(x) + Ad(g(x)™") 0 0 (x).

Beweis. Wir rechnen wie folgt:

6(f - 9)(@) = TL(f(2)-g(x))-1 © Tu(f - 9)
=TLy@)-1 0 TLj@)-1 0 Ts @)@t © (Lo f; Tag)
=TLyzy1 0TLjgy1 0 (TRyyoTof +TLjyyoTrg)
=TLyy-1 0TLjzy-1 0 TRy o Ty f+
+TLyy-10TLyg)y-10T Ly 0Ty

= Ad(g(2)™") - 0f () +dg(z) O

7.3 Proposition.
Die linkslogarithmische Ableitung § exp der Exponentialfunktion exp einer Lie-Gruppe
G hat folgende Gestalt:

dexp(X) = T Lexp(—x) - Tx exp = g(ad(X)),

1

wobei die analytische Funktion g : L(g) — L(g) durch g(z) := %ﬁ gegeben ist.
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Beweis. Fiir X,Y € g definieren wir eine glatte Kurve ¢ : R — g durch ¢(¢) :=
t dexp(tX)(Y). Es gilt ¢(0) = 0 und

c(t+s) = (t+s)dexp((t + 5)X)(Y) = d(exp((t + 5)-))(X)(Y)

= d(exp(t-) - exp(s-))(X)(Y)

= 5(exp(s)(X)(Y) + (Ad(exp(sX) ") o (exp(t-) (X)) ) (V)
= sdexp(sX)(Y) + Ad(exp(—sX))(tdexp(tX)(Y))
(-

= ¢(s) + Ad(exp(—sX))(c(t))
Es ist
/ 9 0
d(0)=— . tdexp(tX)(Y) = dexp(0X)(Y)+0- TR dexp(tX)(Y) =Y,
t= t=
und durch Differenzieren obiger Gleichung nach s bei s = 0 erhalten wir
d(t) =7 (0)+ % Y Ad(exp(—sX)) - c(t)
6.16
C/(0) + % B esad(=X) C(t)

= (0) +ad(—X) - c(t)
(0) = [X, c(t)].

Dies ist eine inhomogenen linearen Differentialgleichung. Die allgemeine Losung der
homogenen Differentialgleichung

¢(s) = —[X, ()
ist ¢(s) = Ad(exp(—sX)) - co, denn

0
/ —_
C(S)_at t=

Mittels einem Ansatz s — Ad(exp(—sX)) - ¢(s) durch Variation der Konstanten
erhalten wir die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung als

, Ad(exp(=tX)) Ad(exp(—sX)) co = —ad(X)(c(s)) = ~[X, e(s)].

c(s) = Ad(exp(—sX)) /S Ad(exp(tX))(Y) dt.
0
Somit ist
dexp(X)(Y) =¢(1) = Ad(exp(— / Ad(exp(tX))(Y) dt
= e 24 /1 e 10 dt (V) = g(ad(X))(Y),
0

denn

1 _
e_Z/ etzdt:e_zez_lzl_e z. O
o z z

7.4 Theorem, Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel.
Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann ist

1
epr-epr:exp(X—l—/ ferdX et adY)-Ydt),
0

wobei f: L(g) — L(g) gegeben ist durch f(z) := zzhl(f)'

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2009 79



7.4 7. AUFLOSBARE LIE-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN

Beweis. Fiir fixes X,Y € g sei ¢(t) := exp ! (exp(X) - exp(tY)) € g. Dann ist

d(expoc)(t) = dexp(c(t)) - ¢ (t) = g(ad(c(t))) - ¢/(t) nach . Andererseits ergibt
sich wegen exp(—c(t)) = exp(c(t)) ™t = exp(tY) ™! - exp(X)~! folgendes:

0
d(expoc)(t) = T Lexp(c(t))1 - a(exp(c(t))

= szexp(tY)_l-exp(X)_1 . ) (exp(X) : exp(tY))

t
0

- TLexp(tY) 1 TLexp(X) 1 TLexp(X) 8 exp(tY)

_— exp(tY)—1* TLexp(tY) Y =Y,

und somit ist Y = §(expoc)(t) = g(ad(c(t))) - ¢/(t). Es ist

e2d(e(?)) _

Ad(exp(c(t))) = Ad(exp(X) - exp(tY)) =

6

&
o

ad(X) ad(tY)

€ ce

Ad(exp(X)) o Ad(exp(tY))
und somit ist ad( (t)) = In(e2(X) o 2d(?Y)) und
= g(ad(c(1))) - () = g(In(e™!) 0 1)) - (1),

Es sei f: GL(g) — L(g) durch f(z) := Zln(z) definiert. Dann ist f(e®) - g(z) = 1
und somit f(e2d(¢®)) .y = f(ead(c(t) (ad( (1)) - ¢ (t) = ¢(t), also ist

1
exp '(exp X -expY) = ¢(1) = ¢(0) —|—/ J(t)dt
0
1
:X+/ f(erdX et adYyy)at. O
0

Wenn man sukzessive die auftretenden Funktionen in Potenzreihen entwickelt, so
erhélt man

1—e™ > 2 (—2)F
o) = ——=1 Z =0 - =2 G

k=1 k
 (—1)F(z —1)F
fi= 5 EIED

so erhélt man

1
[) f(eadX~€tadY)(Y) di =

1 o k(,ad X | jtadY k
1 : -1
:/ ( ) (6 € ) .eadX .etadY .Y dt
0 Z k11

I ) N
/ZkH ad(X)*-ad(Y)) Xy dr
0 .

lel
z+j>1
Z Z (ad X)“(ad V)71 ... (ad X)* (ad Y)7* (ad X)™ v
k+ i (A k) ml

k‘>0 1,1 ..... ZkZO
Jiseeje >0
i+ >1
m>0
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Sortieren nach der Gesamtzahl von ad’s liefert die Baker-Campbell-Hausdorff Reihe

exp X -expY =exp(X +Y + %[X,Y] + %([X, XY+, X)) + )

7.6 Lemma.
Die diskreten Untergruppen von R™ sind genau die von linear unabhdngigen Vekto-
ren erzeugten Untergruppen.

Beweis. Wir beweisen das mittels Induktion nach n. Fiir n = 0 ist es trivial.
Sei nun n > 0 und H eine diskrete Untergruppe. Wir wihlen eine maximal line-
ar unabhingige Teilmenge Hy := {h1,...,hr} von H. Falls k < n ist, dann liegt
H in der von Hy aufgespannte Hyperebene, und ist wird somit nach Induktions-
voraussetzung von linear unabhéngigen Vektoren erzeugt. Andernfalls ist k = n
und wir betrachten die von {hq,...,h,—1} aufgespannte Hyperebene E. Dann ist
H N FE eine diskrete Untergruppe von £ und wird somit nach Induktionsvorausset-
zung von linear unabhéngigen {h},...,h},} (mit & <n — 1) erzeugt. Da die Basis
{hj : j < n} von E in H liegt, mul ¥’ = n — 1 sein, und wir kénnen o.B.d.A.
annehmen, dafl die {hq,...,h,_1} diese Erzeuger sind. Sei nun @ der kompakte
Quader {>_,,, t;h; : 0 <t; < 1}. Dann ist H N Q endlich, und wir wihlen ein
Wo=3 t;h; € H N Q mit minimalen ¢, > 0 (solche gibt es, z.B. h,). Wir
behaupten, dafl H von der linear unabhéngigen Menge {h1,...,h,—1,h'} erzeugt
wird. Jedes h € H lafit sich natiitlich als h = 3, sjh; + sph’ schreiben mit
s; € R. Fiir geeignet gewéhlte k; € Z betrachten wir

H 5 W = b= > kihy = Kl = 3 (55 = )y + (s = k) (3 515

j<n j<n i<n
=3 (55 = ks + (50 = Fn)ts ) g + (50 = kn)tnbin.
j<n
Wenn wir k,, := [sp] und k; := [s; + (sp, — kn)t;] setzen, dann ist A" € @ und der

Koeffizient von h,, kleiner als jener von A/, also muf er 0 sein, d.h. s,, € Z. Dann
ist aber auch h — s, € H N FE und somit nach Induktionsvoraussetzung auch alle
anderen s; € Z. O

7.7 Folgerung.
Jede n-dimensionale zusammenhdngende Abelschen Lie-Gruppe ist isomorph zu
(SH* x R** fiir ein 0 < k < n.

Beweis. Da exp : g — G fiir abelsche zusammenhéngende Liegruppen G eine Grup-
peniiberlagerung ist, ist G ist von der Form R™ /D, mit einer diskreten Untergruppe
D, d.h. D wird nach von k linear unabhéngigen Vektoren erzeugt wird. Nach
Anwenden eines linearen Isomorphismuses (uns somit eines Gruppenautomorphis-
muses) koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, da D = (ej,...,ex)qr = ZF x {0} ist,
und somit ist G = R"/D = (R* x R**)/(Z* x {0}) = (R¥/ZF) x (R*~*/{0}) =
(SHF x Rn—*, O

7.9 Definition. Derivierte- und Zentralreihen

Fiir das Weitere noch einige gemeinsame Definitionen fiir Lie-Gruppen und Lie-
Algebren: Sei dazu X eine (Lie-)Gruppe oder eine Lie-Algebra und sei Y; entspre-
chend eine Untergruppe oder Teilalgebra.

Fiir 9, z in einer Gruppe G bezeichnen wir den Kommutator mit [y, 2] := y~ 127 1yz2.
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Mit [Y7, Ya] bezeichnen wir die von allen Kommutatoren aus Y7 und Y3 aufgespannte
(abgeschlossene) Untergruppe oder Teilalgebra von X.

Mit Z(X):= {y : [z,y] = O fiir alle z} bezeichnet man das ZENTRUM von X. Fiir
Lie-Gruppen G ist Z(G) eine Abelsche abgeschlossene Untergruppe.

Die DERIVIERTE REIHE ist rekursiv definiert durch X(© := X und X0+ .=
[X(T)7 X(T)] und wir schreiben auch X' fiir X,

Die ABSTEIGENDE ZENTRALREIHE ist rekursiv definiert durch X° := X und C"+1 X :=
X+ = [X, X7,

Die AUFSTEIGENDE ZENTRALREIHE ist rekursiv definiert durch CyX := 0 und
Cri1(X) =p Y Z(X/C, X)), wobei p: X — X/C,(x) die kanonische Quotienten-
Abbildung und 0 das 1-elementige Objekt bezeichnet.

Es steht Y < X fiir Y ist ein (abgeschlossener) Normalteiler bzw. ein Ideal in X.
Klarerweise gilt:

1 X ist Abelsch & X' = [X, X]=0& Z(X) = X.
2V C Z(X) & [X,Y] =0.
3 Fiir Unterobjekte YV gilt: Y < X < [X, Y] C Y.

7.10 Lemma. Normalisatoren.

Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und b C g ein linearer Teilraum. Dann ist
der Normalisator Ng(bh) :={g € G : Ad(g)h C b} eine abgeschlossene Untergruppe
von G mit Lie-Algebra Ng(h) :={X € g :ad(X)h C b}.

Beweis. Da Ad : G — GL(g) stetig ist, ist K := Ng(h) abgeschlossen. Sei X € LK,

d.h. exp(RX) C Ng(h), und Y € h. Dann ist [X,Y] = %h:oetadXY
4|,_o Ad(exp(tX))Y € b und damit X € Ngh.

Umgekehrt sei X € Ngh. Dann folgt induktiv, daB (ad X)"h C b und somit
Ad(exptX)h = et®Xp C b, also exptX € Ng(h) =: K fiir alle t und damit
X:%\tzoexthEEK. O

Nach entsprechen die Unter-Lie-Algebren von g := LG in eindeutiger Weise
den zusammenhéngenden Unter-Lie-Gruppen (siehe ) von G.

7.11 Proposition. Normalteiler versus Ideale.
Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, weiters b eine Teil-Lie-Algebra von g mit
zugehdriger Unter-Lie-Gruppe H = (exp h). Dann sind dquivalent:

- h<g;

e XpCh VX eg;
. Ad(Go)bh C b;

. H <1 Gy.

W N =

Beweis. (1=2) h < g = g = Ny(h) = L(Ng(h)) VX eg:expX € Ng(h),

i.e. erdXph == Ad(exp X)h C b.
(2=3) da e = Ad(exp X) und {exp LG) = G.
(3=4) H := (exph) ist zusammenhéngend, also H C Gy. Fiir g € Gy ist

konj, (H) = (konj,(exph)) {exp(Te konj, -h)) = (exp(Ad(g)h)) C (exph) = H.
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A=1)Yeh={Yeg:expRY CH}, X € LG =
exp(Re®?XY") = exp(R Ad(exp X)Y) = (exp o Ad(exp X))(RY)

6.15

(exp oL(konjey, x )(RY') = (konj.y, x o exp)(RY)

= konjepr(eXp RY) C konjepr(b) - <epr> = Ha
also e24Xph C h. Fiir Y € b ist somit [X,Y] = %h:oea‘“XY €bh. O
7.12 Lemma. Der Kern der adjungierten Darstellung Ad.

Fiir Lie-Gruppen G ist Ker Ad = Z(Go,G) :={9€ G: VheGy:|g,h] =e}, der
Zentralisator der Zusammenhangskomponente Gg von e in G.

Beweis. (C) Fiir g € Ker Ad ist konj,(exp X) = exp(Ad(g)X) = exp X fiir alle
X € LG und, da Gy von exp LG erzeugt wird, gilt g € Z(Gy, G).
(2) g € Z(Go, G) = konj, |G, = id = Ad(g) = T. konj, = id, i.e. g € KerAd. [

7.13 Proposition. Das Zentrum.
Sei G eine Lie-Gruppe.

1. Fiir Lie-Gruppen-Homomorphismen [ : G — H ist L(Ker f) = Ker Lf.
2. Fiir zusammenhingendes G ist L(Z(G)) = Z(L(G)).

Beweis. (1) X € L(Ker f) & {e} = f(exp(RX)) = exp(Lf(RX)), also Lf-X = 0.
(2) Wegen Z(G,G) = Z(QG) ist

L(Z(G)) = L(Z(G, @) L(Ker Ad) 2 Kerad = Z(£G). O

7.14 Erweiterungen

Eine Methode aus Objekten neue zu machen ist mittels Erweiterungen, also kurzen
exakten Sequenzen:
0—-27Z- X227 —0.

Im Falle von Gruppen, setzen wir die Pfeile als Gruppen-Homomorphismen voraus
mit ¢ injektiv, p surjektiv und Bildi = Ker p. Im Falle von topologischen Gruppen
soll zusétzlich 7 eine topologische (abgeschlossene) Einbettung und p eine Quotien-
tenabbildung sein. Im Falle von Lie-Gruppen, soll zusétzlich ¢ Einbettung einer (ab-
geschlossenen) Untergruppe und p eine surjektive Submersion sein. Im Falle von Lie-
Algebren, soll i ein injektiver und p ein surjektiver Lie-Algebra-Homomorphismus
mit Bild i = Ker p sein. Man sagt in diesen Situationen, dal X eine ERWEITERUNG
von Z mit Y ist. Man sagt, die Erweiterung SPALTET AUF, falls p einen rechtsin-
versen Homomorphismus s besitzt. Genau in dieser Situation ist X semidirektes
Produkt von Z mit Y. Beachte dabei, dafl bei Lie-Algebren ein solches durch einen
Lie-Algebra-Homomorphismus p : Y — Der(N) beschrieben wird.

Ein Objekt heifit AUFLOSBAR, falls es durch endlich viele Erweiterungen aus Abel-
schen Objekten gewonnen werden kann.

Es heifit NILPOTENT, falls es durch endlich viele zentrale Erweiterungen (d.h. Bild (i) C
Z(X)) aus Abelschen Objekten gewonnen werden kann.

7.15 Proposition. Auflésbare Gruppen.
Fiir Gruppen X sind folgende Aussagen dquivalent:

1. X ist auflosbar;
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2. In: XM =0;

3. 1X;: X=Xo> X1 ---> X, =0 mit Xi/Xi-i-l Abelsch (und X; <]X),‘

4. Jhp: X s yy L2y ha Y — 0 Homomorphismen mit Abelschen
Kernen (und h; surjektiv).

Beweis. (1=2) Die Klasse der Objekte die (2) erfiillt enthélt die Abelschen (mit
n = 1) und ist stabil unter Erweiterungen: Seien ndmlich N < X und Y := X/N wie
in (2), d.h. 30,k mit N =0 und Y* = 0. Dann ist 7(X’) € Y’ und induktiv
7(X®F) CY*) =0, also X*) C Ker(r) = N. Somit ist X*+7) C N = 0.

(2=4) Die Homomorphismen
X=X/0-X/X"Y ... 5 X/X' - X/X=0
haben Abelsche Kerne X () /X (+1),

(4=-3) Indem wir in der Sequenz aus (4) alle Y; durch die Bilder der davorliegenden
Zusammensetzungen ersetzen, diirfen wir annehmen, dafl diese Homomorphismen
surjektiv sind. Dann ist X;_; := Ker(h;—j0- - -ohy) Normalteiler in X; und h;_j0- - -0
hy : X — X;_; induziert einen Isomorphismus X;/X; 1 = Ker(h;) mit Abelschen
Bild.

(3=1) Seien X; wie in (3). Dann ist X;_; eine Erweiterung von X; mit Abelschen
Quotienten und somit X; auflésbar mittels Induktion. O

7.16 Proposition. Auflésbare topologische Gruppen.
Fiir topologische Hausdorff Gruppen X sind dquivalent:

1. X ist als Gruppe auflosbar;

2. X ist als topologische Gruppe aufiésbar, d.h. durch endlich viele topologische
Erweiterungen (d.h. bzgl. abgeschlossener Normalteiler und Quotientenab-
bildungen) aus den Abelschen erreichbar;

3. 3 n: X =0, wobei X' den Abschluff der Kommutator-Untergruppe be-

zeichnet.

4. 3X;: X =Xo> X5 > - > X, =0 mit X;/ X1 Abelsch und abgeschlos-
senen X;;

5. ki X sy, “he sty — () yon Quotientenabbildungen mit

Abelschen Kernen.

Beweis. (2&3<445) folgt wie in .

(1<=3) ist offensichtlich, da die algebraischen X () in den topologischen X () ent-
halten sind.

(1=4) Sei X > X' > --- > X = 0 die algebraisch abgeleitete Reihe und X;
der Abschlul von X @), Dann ist X;,; ein abgeschlossener Normalteiler in X; und
Xi/X;11 Abelsch: Sei ndmlich p; : X — X/X;41 die kanonische Projektion, dann
ist p;(X @) Abelsch und somit auch p;(X®) D p;(X®) = X; /X, 1.

Mittels Induktion folgt, dafl die i-te topologische Kommutatoruntergruppe in X;
enthalten ist, also sind sogar die entsprechenden Léngen n gleich sind. O

7.17 Proposition. Auflésbare Lie-Algebren.
Fiir endlich dimensionale Lie-Algebren X sind folgende Aussagen dquivalent:

1. X st aufldsbar;
2. In: XM =0;
33X X=Xo> X1 > - > X, =0 mit X;/X;11 Abelsch (und X; <X);
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4. A h;: X hy Yi he o —In Y, = 0 mit Abelschen Kernen (und h;
surjektiv);
5. E'XZXZXQDX1|>DXmZOmthlmXZ=1+dlle+1

Beweis. (12&344) folgt wie in | 7.15].

(5<=3) Seien die X; wie in (3). Da X,/ X, 1 Abelsch ist, ist [X;, X;] C X, 11, Also ist
jeder Teilraum von X; der X1 erhélt ein Ideal. Indem wir Teilrdume mit jeweiliger
Kodimension 1 einschieben erhalten wir das Gewiinschte. O

7.18 Folgerung. Auflésbarkeit von Lie-Gruppen versus Lie-Algebren.
Eine zusammenhdngende Lie-Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es ihre Lie-
Algebra g ist.

Beweis. (=) Sei G = Gy > G1 > --- > G, = 0 eine Reihe abgeschlossener
Normalteiler mit Abelschen Quotienten. Dann ist g = LGy > LGy > -+ - > LG, =
0 eine Reihe von Idealen nach mit Abelschen Quotienten L£G;/LGi11 =
L(G;/Giy1), also ist g auflosbar.

(<) Wir zeigen mittels Induktion nach n, daB G auflésbar ist, falls g™ = {0}.
Die abgeschlossene Hiille H des Erzeugnisses von exp(g("~1)) ist nach ein
Abelscher Normalteiler von G und somit § := LH D g(”’l) ein Abelsches Ide-
al in g. Wegen (g/g"~V)(=1) = {e} gilt gleiches auch fir £L(G/H) = g/h =
(g/g=1)/(h/g™=1) und somit ist G/H auflésbar nach Induktionsannahme. Da-
mit ist aber auch G auflésbar weil H Abelsch ist. O

7.19 Proposition. Nilpotente Gruppen.
Sei X eine Gruppe. Dann sind dquivalent:

1. X ist nilpotent.

2. E'XZX:X0[>X1|>DXnZOm’LLL[X,XZ]gX1+1,

3. dn: X" =0;

4. In: Cp(X) = X, wobei CoX :=0 und Ci(X) :=p 1 (Z(X/Ci_1X)).

Ist X eine topologische Gruppe, so kénnen alle X* und C; X durch ihre Abschliisse
ersetzt werden.

Beweis. (1=3) Abelsche Gruppen erfiillen (3) mit n = 1. Sei N — X — Y kurz
exakt mit N C Z(X) (und damit Abelsch) und Y* = 0. Dann ist p(X’) C Y’
und somit mittels Induktion p(X*) C Y* = 0. Damit ist X¥ C N also Xk =
[Xan] - [X7N] =0,da N C Z(X)

(1«<=3) Induktion: X' = 0 = X Abelsch. Sei 0 = X" = [X, X"] also X" C
Z(X) und damit Abelsch. Es ist (X/X")" = X’/X™ und induktiv (X/X")iT! =
[X/X7, (X/X")] = [X/X", X{/X"] = [X, X{]/X" = Xi*+1/X" firr i < n. Insbe-
sonders (X/X™)™ = 0 und somit nach Induktionsannahme auch X/X" nilpotent.
Wegen der zentralen Erweiterung X™ «— X — X/X™ ist auch X nilpotent. Wir
haben dabei Aufgabe benutzt.

(2=-3) mittels Induktion zeigt man X; D X’ := CX.
(3=2) setzte X; := X*.

(2=>4) X, =0 C C()X Sei Xn_i C CZX dann ist [X/C,LX, anifl/CiX] -
Xn_i/CiX - ClX/sz =0, also X,,_;_1 C p_l(Z(X/CzX)) = i+1X fir die
kanonische Projektion p : X — X/C;X. Und somit ist nach Induktion X = X, C
C,X CX.
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(4=2)
[)(7 CZX]/OIL_lX - [X/C’i_lX, OZX/CZ_1X] =0= [X, CZX] CC; 1 X

Fiir topologische Gruppen beachte, da8 [X, X;] € X;1. O

7.20 Satz. Nilpotente Lie-Algebren.
Sei X eine Lie-Algebra. Dann sind dquivalent:

1. X st nilpotent.

2. E'Xi.'XZX0l>Xl|>"'>Xn20mit[X,Xi]gXi+1,'

3. In: X" =0;

4. In: Cp(X) = X, wobei CoX := 0 und C;i(X) :=p 1 (Z(X/Ci_1X)).
5. dn:xy,...,2p € X = ad(zy) o+ oad(z,) =0.

Beweis. (1<2<3<4) zeigt man wie .
(3<5), da C*X = X* von (ad(x1) o ---oad(zy))y mit x;,y € X erzeugt wird. O

Nur fiir Lie-Gruppen G mit Abelscher Zusammenhangskomponente G von e ist
exp : (LG,4+) — G ein Gruppen-Homomorphismus, denn aus exp(X)exp(Y) =
exp(X+Y) = exp(Y+X) = exp(Y) exp(X) folgt, daB (Gy)" = 0 ist. Wir wollen nun
fiir nilpotente Lie-Gruppen G eine Gruppen-Operation x auf g := LG so definieren,
dafl exp : (g,x) — G ein Gruppen-Homomorphismus wird, also exp(X xY) =
exp(X)exp(Y) fir X,Y € g ist. Dazu muf} folglich X xY durch die Campbell-
Baker-Hausdorff-Reihe aus gegeben sein.

7.21 Proposition.

Sei g nilpotent. Dann definiert die Campbell-Baker-Hausdorff-Reihe eine polyno-
miale Multiplikation x, die g zu einer einfach zusammenhdngenden nilpotenten
Lie-Gruppe mit Lie-Algebra L(g,*) = g und Ezponentialabbildung exXp(g ) = idg
macht.

Beweis. Da g™ = {0} fiir ein n € N ist, bricht die Campbell-Baker-Hausdorff-Reihe
bei der n-ten Ordnung ab, also ist die dadurch definierte Multiplikation

. (—1)* (ad X)) (adY)t ... (ad X)* (ad Y)7* (ad X)™
(X’Y)'_)X+Zk+1 Z 71! arliq! '|(1_|_'_|_..._|_') m)! Y
k>0 e >0 1eee - J1e e Ikt Al Jk !
Iy dk 20
i+j12>1
m>0

polynomial und somit global definiert. Klarerweise ist 0 x X = X = X %0 und
X*x(—X) =0 = (—X)+ X. Sei G die einfachzusammenhéngende Lie-Gruppe
mit £(G) = g. Nach der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel ist exp(X *Y) =
exp(X) exp(Y) fiir X und Y nahe 0. Also ist

gxg— G, (XY)— exp(X *Y)exp(—Y)exp(—X)

(lokal) konstant e. Analog folgt X % (Y *Z) = (X xY)*Z (lokal). Somit ist (g, *) eine
Lie-Gruppe und exp; : (g,*) — G ein Lie-Gruppen-Isomorphismus nach Definition
von *. Insbesonders ist Lexpy @ L(g,*) = LG = gund id : g = L(g,*) — g die
zugehorige Exponentialfunktion eXP(g,4):

oy

E(g7 *) Lexpg g
€XP(g,+) lexPc
Xpg
(9.4) —————G O

86 andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2009



7. AUFLOSBARE LIE-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN 7.26

7.22 Folgerung. Universelle Uberlagerung nilpotenter Lie-Gruppen.
Sei G eine zusammenhdngende nilpotente Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann ist
exp : (g,*) — G die universelle Uberlagerung (und insbesonders surjektiv).

Beweis. Sei g := LG. Wegen ist (g, ) die einfach zusammenhéngende Lie-
Gruppe mit Lie-Algebra £(g,*) = g und expg : (g,%) — G ein (lokaler und wegen
der Analytizitdt von G somit globaler) Lie-Gruppen-Homomorphismus. Als lokaler
Diffeomorphismus ist Kerexp diskret und damit exp eine Gruppen-Uberlagerung

nach und . O

7.23 Proposition. Nilpotenz von Lie-Gruppen versus Lie-Algebren.
Eine zusammenhdngende Lie-Gruppe ist genau dann nilpotent, wenn es ihre Lie-
Algebra g ist.

Beweis. (=) Sei G = Go > --- > G, = 0 eine Reihe abgeschlossener Normal-

teiler mit [G,G;] C G;41 nach . Dann ist g = LGy > -+ > LG, = 0 eine

Reihe von Idealen nach [7.11]. Fiir X € g, Y € £G; (nahe bei 0) ist [X,Y] =
2

(&) [i=olexp(tX),exp(tY)] € LGiy1.

(<) Wegen geniigt es zu zeigen, daf (g,*) nilpotent ist und somit expq :
(g, %) — G eine Lie-Gruppen-Uberlagerung ist: Sei dazu g = go > --- > g, = 0 eine
Reihe von Idealen mit [g, g;] C g;+1 nach . Dann sind die g; auch Untergruppen
von (g, *) und fiir X € gund Y € g; nahe 0 ist [X, Y] (g ,) := X*Y *(=X)*(—Y) eine
endliche Summe (beginnend mit [X,Y]) von Kommutatoren welche Y enthalten,
also liegt dieser Kommutator in £G;41 und somit ist (g, ) nilpotent nach . O

7.24 Lemma.
Fiir nilpotente Lie-Algebren g ist Z(g) auch das Zentrum von (g, *).

Beweis. Offensichtlich ist Z(g) C Z(g,*), denn fir X € Z(g) und Y € g gilt
X+xY=X+Y=Y*X.
Umgekehrt, sei X € Z(g, ). Dann ist idg = T, konj,,, x = Ad(exp X) = ¢*¥ nach

und weil ad X nilpotent ist, ist somit ad X = 0 (bringe ad X auf Jordan’sche
Normalform), also X € Ker(ad) = Z(g). O

7.25 Folgerung.
Das Zentrum nilpotenter Lie-Gruppen ist zusammenhdngend.

Beweis. Nach ist exp : g — G eine Uberlagerungsabbildung und nach Aufga-
be [Kri08b, 15] ist exp(Z(g,*)) = Z(G). Nach ist schliefflich Z(g,x) = Z(g),

ein Teilvektorraum. O
Bemerkung.

Fiir auflosbare Lie-Gruppen ist d_ies nicht der Fall, wie das semidirekte Produkt
G = C x, R mit p(t)(z) := ez zeigt. Fiir diese einfach zusammenhéngende

auflosbare Gruppe ist Z(G) = {0} x Z, weiters ist G/Z(G) die Gruppe der Bewe-
gungen von C und exp ist nicht surjektiv, siche [HN91, m

7.26 Proposition. Struktursatz nilpotenter Lie-Gruppen.

Sei G eine zusammenhdngende nilpotente Lie-Gruppe. Dann existiert ein zentra-
ler Torus K C G (d.h. eine kompakte Abelsche Untergruppe) mit G/K einfach
zusammenhdngend und G diffeomorph (aber nicht isomorph) zu T x G/K.
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Beweis. Es ist exp : (g,x) — G die universelle Uberlagerung nach . Somit

ist D := Ker(exp) C Z(g,*) = Z(g) eine diskrete Untergruppe nach . Sei
t C Z(g) das linear Erzeugnis von Ker(exp). Dann ist ¢/ Ker(exp) = exp(¢) =: K
ein zentraler Torus. Nun betrachte das Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten.

D ——>

11

(g ——g/t

|

Nach dem Isomorphiesatz existiert der punktierte Pfeil G = g/D — G/K =
(g/D)/(¢/D) = g/t und macht auch die letzte Zeile exakt. Da dieser offensicht-
lich eine glatten Schnitt besitzt ist G = K x (g/t) =2 K x (G/K). O

7.27 Theorem. Struktursatz auflésbarer Lie-Gruppen.

Sei G eine zusammenhdngende auflosbare Lie-Gruppe. Dann ist G als Mannig-
faltigkeit diffeomorph zu (SY)F x R"=F. st G zusitzlich einfachzusammenhdingend,
so ist k= 0.

Der Beweis dieses Theorems ist viel aufwendiger als , siche z.B. [HN91,
S.287-169).

7.28 Strukturtheorie von Lie-Algebren

7.29 Bemerkung. Kern der adjungierten Darstellung ad.

Sei g eine Lie-Algebra. Die adjungierte Darstellung ad : g — L(g), X — (Y —

[X,Y7]) ist ein Lie-Algebra Homomorphismus mit Kern Ker(ad) = Z(g) und Bild
ad(g) = Bild(ad) C Der(g) := {9 € L(g) : 9([X, Y]) = [0(X), Y] + [X, 0(Y)]}

Insbesonders ist Z(g) — g — ad(g) eine zentrale Erweiterung. Um g als nilpotent
oder auflésbar zu erkennen, geniigt es somit dies fiir ad(g) C Der(g) C L(g) zu
zeigen.

7.30 Lemma.
Sei V #£ 0 ein Vektorraum und g ein Teil-Lie-Algebra von L(V) und X € g. Falls
X nilpotent ist, dann ist es auch ad(X).

Beweis. Es ist ad(X) = Lx — Rx und somit
2n—1

2n —1
ad(X)™ 7t =} ( " )(—1)’%%?—1—’%’;( =0,
k=0
denn in jedem Summanden ist eine der beiden Exponenten mindestens n. O

7.31 Lemma.
Sei V # 0 ein Vektorraum und g ein Teil-Lie-Algebra von L(V'). Falls alle X € g
nilpotent sind, so ist Ker g := [y, Ker X # {0}.

Beweis. Induktion nach dim g: Fiir dimg = 1 ist g = KX fiir ein 0 # X, € g. Sei
n > 0 minimal mit und X§ = 0, dann existiert ein v € V mit v; := X 'v # 0
und Xovq, = XJv = 0. Damit ist vy € ﬂXGg Ker X.
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Sei nun b ein echte Teilalgebra maximaler Dimension und p : § — L(g/h) gege-
ben durch p(X)(Y + §) := [X,Y] + h. Dann ist p ein wohldefinierter Lie-Algebra-
Homomorphismus und somit p(X) nilpotent fiir alle X € § nach . Nach In-
duktionsannahme fiir g/h existiert ein Xy € g\ b mit p(h)(Xo + h) = {h}, d.h.
[h, Xo] C . Damit ist auch KX + b eine Teilalgebra von g. Also ist wegen der Ma-
ximalitit KXo +h = g und h < g mit Kodimension 1. Nach Induktionsannahme fiir
b existiert ein 0 # v € V mit h(v) = {0}, d.h. Vi :={w € V : h(w) = {0}} # {0}.
Es ist g(Vo) C Vo, denn fiir X € g, Y € h und w € Vj ist

(Y X)(w) = (XY)(w) = [X,Y](w) € (Xb)(w) = h(w) = {0}

Fiir X € g\ hist g = h + KX und X|y, nilpotent. Wie beim Induktionsanfang
existiert somit ein 0 # vy € Vp mit X (vg) = 0. Insgesamt ist also g(vo) = h(vg) +
KX (vo) = {0}. O

7.32 Folgerung. Satz von Engel.
Fine Lie-Algebra g ist genau dann nilpotent, wenn ad(X) nilpotent fiir alle X € g
15t.

Beweis. (<) Induktion nach dim(g): Nach angewandt auf ad(g) existiert
ein 0 # X € g mit [g, X] = {0}, d.h. Z(g) # {0}. Es besteht die Lie-Algebra
9/Z(g) = ad(g) nur aus nilpotenten Elementen und dim(g/Z(g)) < dimg. Nach
Induktionsannahme ist somit g/Z(g) nilpotent und damit auch die zentrale Erwei-
terung g.

(=) Sei g nilpotent, also g” = 0 fiir ein n. Dann ist ad(z)™ = 0 nach . O

7.33 Folgerung. Struktursatz nilpotenter Lie-Algebren.

Sei V£ 0 ein Vektorraum und g ein Teil-Lie-Algebra von L(V'). Falls alle X € g
nilpotent sind, so existiert eine Fahne {0} =V, C ... CV, =V mit dim(V}) = k
mit g(Vi) C Vi—1. Also existiert eine Basis von V, bzgl. wessen alle X € g strikt
obere Dreiecksgestalt haben.

Beweis. Nach existiert ein 0 # v; € V mit g(vy) = {0}. Sei V4 := Kv; dann
ist o: g — L(V/V1), X — (v+ V1 — X (v)+ V1) ein Lie-Algebra-Homomorphismus
wie im Beweis von und ¢(g) besteht nur aus nilpotenten Elementen. Nach
Induktionsannahme besitzt V/V; eine Fahne fiir ¢(g). Die Urbilder unter 7w : V —
V/Vi zusammen mit Vj := {0} bilden dann die gesuchte Fahne fiir g.

Insbesonders ist g nilpotent. O

7.34 Lemma.

Sei V £ 0 ein komplexzer Vektorraum und g < L(V) eine auflésbare komplexe Teil-
Lie-Algebra. Dann existiert ein 0 # v € V. mit g(v) C C- v, also ein gemeinsamer
Eigenvektor.

Beweis. Induktion nach dim g. Fiir dim g = 1 kénnen wir als v einen Eigenvektor
eines Erzeugers nehmen. Allgemein sein h O ¢’ eine komplexe Hyperebene in g.
Somit ist h < g nach und nach Induktionsannahme existiert ein v € V' mit
h(v) C Cu, d.h. fiir jedes Y € b existiert ein eindeutiges £(Y) € C mit Y (v) = £(Y)v.
Offensichtlich ist £ : h — C linear und v € V; :=={w € V: VY € h: Y(w) =
LY )w}.

Beh.: V; ist g-invariant:
FirweV,, X egund Y € ist

(Y X)(w) = (XY)(w) = [X, Y](w) = (V)X (w) = £([X, Y])(w).
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Sei Wk = 328 CX(w). Wegen (YX*)(w) = (XV)(X* 1w) — [X,YV](X* 1),
X(Wk=1 € W* und Y (w) = £(Y)wY Y € b folgt h(W*) C W* mit Induktion.
Sei ko maximal fiir: (ij)fozo ist Basis von W*0. Dann ist Wk = Wko fiir alle
k> kound {0} CCw=W"C...C Wko ist eine h-invariante Fahne. Damit ist
Y |wro eine obere Dreiecksmatrix bzgl. der angegebenen Basis fiir jedes Y € h. Die
Diagonalelemente sind gleich ¢(Y'), denn aus Y (w) = (Y )w folgt

(YXNw = [Y, X] X" 'w+ XY XTI
= [V, X] X7 tw + X[V, X] X7 2w + X?Y X7 2w
=V, X| X7 tw+ -+ XITHY, Xw + XY w € (V)X w+ Wi

Somit ist (ko + 1)4([X,Y]) = Spur([X, Y]|yx ) = 0, also £([X,Y]) = 0 und damit
X(w) € V.

Wie beim Induktionsanfang existiert zu Y € g\ h ein 0 # vy € V; mit Y (vy) € Cuy,
also g(vg) = (h+ CY')(vg) C Cuy. O

7.35 Folgerung. Satz von Lie.
Sei V' ein C-Vektorraum und g < L(V') auflosbar. Dann existiert eine g-invariante
Fahne.

Beweis. Induktion nach dimg: Nach existiert ein 0 # v € V mit g(v) C
Cv =: V4. Die Abbildung ¢ : g — L(V/V1), X — (v+ Vi3 — X(v) + V;) ist dann
ein wohldefinierter Lie-Algebra-Homomorphismus und somit ¢(g) auflésbar. Nach
Induktionsannahme existiert eine ¢(g) invariante Fahne von V/V; und deren Urbild
unter 7 : V. — V/V} zusammen mit V; := {0} ist dann die gesuchte Fahne fiir g. O

7.36 Folgerung.
Vgl. [KriO7a, 71.9]. Fine Lie-Algebra g ist genau dann auflésbar, wenn g’ nilpotent
15t.

Beweis. (<) Sei ¢’ nilpotent und somit auflosbar, also g™ = (g")(") = {0} fiir
ein n, d.h. g ist auflosbar.

(=) Sei nun g auflsbar. Falls K = R ist, so sieht man leicht, daB dann auch die
Komplexifizierung gc := C ®g g auflosbar ist. Sei also 0.B.d.A. g eine komplexe
auflosbare Lie-Algebra. Nach besteht ad(g) aus oberen Dreiecksmatrizen und
damit

ad(g’) = (ad(g))’

aus strikt oberen Dreiecksmatrizen. Nach ist somit g’ nilpotent (und falls
notig damit auch der Realteil). O

7.37 Definition. Halbeinfache Operatoren.
Sei V' ein Vektorraum, T" € L(V) und A € K. Es heifit V\(T) :=={v € V : I n:
(T'— N)"v = 0} VERALLGEMEINERTER EIGENRAUM.

Der Operator T" heifit ZERFALLEND, falls V = @, Vi (T'). Fiir solche Abbildungen
sei St|v,(ry := A der HALBEINFACHE und N7 = T'— St der NILPOTENTE TEIL von
T. Ein Operator T hei3t HALBEINFACH falls T' = St gilt.

7.38 Proposition. Jordan-Zerlegung.
Es sei T € L(V) zerfallend. Dann gilt:

1 STNTZNTST.
2T=Npr< dn:T"=0.
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3T =S4 N mitS halbeinfach und N nilpotent und SN = NS = N = Nr
und S = St.
5 T(Wl) cCW = ST(Wl) - T(W1) und NT(Wl) - T(Wl)

Beweis.

1. Offensichtlich ist V\(T) invariant unter 7' und Sz und damit auch unter Nr.
Somit ist fiir v € V) (T'):

NTSTU = NT)\U = )\NT’U = STNTU.

2. Fiir v € VA(T) ist (T — \)"v = (T — Sp)"v = Njwv. Sei v; := Nj~'v # 0
und Tnxvi; = 0. Dann ist Tv, = Npvy + Avy = g
Aus TF = 0 folgt somit \* = 0, also V = V(7). Damit ist Spv = Ov = 0 fiir
alle v, also Np =T — S =1T.

Umgekehrt folgt aus St = 0, da V = V(T), also Vv I n: T"v = 0. Und
wegen dim V' < oo ist T™ = 0 fiir ein n.

3. Fiir v € V,(S) und hinreichend grofie n ist (T —\)"v = (T'—5)"v = N™v = 0,
also V(S) C VA(T), also wegen Y, VA(T') =V =3, ViA(S) sogar V)(S) =
VA(T). Somit ist St|y, 1y = S|v,(r) und damit auch Ny =T — Sy = Ts =
N

4. AoT =ToA= (T-XN"Av=AT - N"v=0= AV\(T) CWW(T) =
AST = STA = ANT = NTA

5. T|w, ist zerfallend, da die Eigenwerte von Ty, auch solche von T sind.
Es ist Va(T'|lw,) = VA(T) N Wy, also Wy = >, Va(T) N W. Sei A # 0 und
v € VA(T) N W1. Dann existiert ein n mit (7 — X)"v = 0. Wegen

n

— A" = _\\k n nfk,U )" 1
(T —\) kZ:O( A) (k>T € (=N +TW

ist VA(T)NW1 € TW und somit Wy = Vo(T)NW1+TWi. Aus Stlv, (r)nw, =
A folgt SpW7 C TW; und somit

NrW; = (T — ST)Wl CTWy+SrW, CTWw,. O

7.39 Proposition.
Sei X € L(V) zerfallend. Dann ist ad(X) zerfallend mit ad(Sx) = Saa(x) und
ad(Nx) = Nada(x)
Beweis. Es ist ad(X) = Lx — Rx und somit
ad(Nx)ad(Sx) = (Lny — Rny) o (Lsx — Rsy)
= LNxSX + RSxNX - RNXLSX - RSXLNX
= (Lsx — Rsy) o (Lny — Rny) = ad(Sx) ad(Nx)

Da Sx halbeinfach ist, existiert eine Basis (vy,...,v,) von Eigenvektoren von Sx
mit zugehorigen Eigenwerten );. Es bilden die E%7(v;) := 4, v; eine Basis von
L(V) mit

(ad(Sx)(E™))(vk) = Sx B (vy) — E*7 Sx (vg)
= N6 v — 8 kv = (N — X)) E™ (vy),

d.h. ad(Sx)(E™) = (A — A\j) E*/ und somit ad(Sy) diagonalisierbar, also halbein-
fach.

Nach ist ad(Nx ) nilpotent und somit ad(Sx ) = Saa(x) und ad(Nx) = Nag(x)

nach . O
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7.40 Folgerung.
Seien Wy C Wy Teilrdume von L(V) und X € M :={Y € L(V) : [Y,W;] C Ws}
mit Spur(XY) = 0 fiir alleY € M. Dann ist X nilpotent.

Beweis. Mit X € M ist auch Sx, Nx € M nach . Wir miissen Sy = 0
zeigen. Seien A1, ..., A, die Eigenwerte von Sx und ey, ..., e, eine zugehorige Basis
von Eigenvektoren. Sei ) der von den \; erzeugte Q-Vektorraum in C und g € Q*.
Dann ist g(Sx) diagonalisierbar mit den gleichen Eigenvektoren e; und Eigenwerten
g(X;). Sei p das Lagrange-Interpolations-Polynom mit p(A; — A;) := g(\; — Aj) =
g(Xi)—g();). Die Rechnung im Beweis von zeigt, daBl ad(g(Sx)) = p(ad(Sx)).
Somit ist Y := ¢g(Sx) € M wegen p(0) = 0, also 0 = Spur(XY) = Spur(NxY) +
Spur(SxY) = 0+ 3. A\ig(X;) und weiters 0 = g(zz )\ig()\i)) = >, 9(N)?, also
g(Ai) = 0 wegen g(A;) € Q C R. Da die g € Q* Punkte trennen ist A\; = 0 und
somit Sx = 0, also X = Ny nilpotent. O

7.41 Proposition. Cartan-Kriterium.
Sei g < L(V). Dann ist g genau dann auflésbar, wenn Spur(XY) = 0 fir alle
Xeg undY €g.

Beweis. (<) Wegen geniigt g’ nilpotent nachzuweisen. Wegen miissen
wir nur die Nilpotenz von X € g’ zeigen. Dies folgt aus angewandt auf
Wyi=g, Woi=g und M :={Y € L(V) : [V,g] C ¢’} D g: Sei dazu X = [X1, X5
mit X7, X2 € gund Y € M. Wegen [X5,Y] = —[Y, X3] € g’ ist nach Voraussetzung
Spur(X;[X2,Y]) = 0 und somit
Spur(XY) = Spur(X; X0V — X2 X 1Y) = Spur(X; X0V — XY Xo)
= Spur(X;[Xs,Y]) = 0.

(=) 0.B.d.A. ist K = C. Nach existiert eine Basis von V s.d. alle X € g obere
Dreiecksmatrizen sind. Das Produkt einer oberen Dreiecksmatrix mit einer strikt
oberen Dreiecksmatrix ist aber eine strikt obere Dreiecksmatrix und hat somit Spur
0. O

7.42 Folgerung.
Fine Lie-Algebra g ist genau dann auflosbar, wenn Spur(ad(X)ad(Y)) = 0 fir alle
Xeg undyeg.

Beweis. (<) Nach ist ad(g) = g/Z(g) auflosbar und somit auch g auflésbar.
(=) Mit g ist auch ad g auflésbar und damit Spur(ad(X)ad(Y)) = 0 nach .
O

8. Halbeinfache Lie-Gruppen und Lie-Algebren

8.1 Definition. Halbeinfache Lie-Algebren.
Im Gegensatz zu den auflésbaren Objekten, die ja sehr viele Normalteiler bzw.
Ideale besitzen, wollen wir nun Objekte mit wenigen Idealen studieren.

Eine Lie-Algebra g heifit EINFACH, falls dimg > 1 ist und sie nur die Ideale g
und 0 besitzt. Sie heifit HALBEINFACH, falls 0 ihr einziges auflésbares Ideal ist. Jede
einfache Lie-Algebra ist halbeinfach, denn andernfalls wire sie auflésbar und wegen
g’ <0 g auch Abelsch, besifle also wegen dim g > 1 eindimensionale Ideale.
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Die Summe by + ho auflosbarer Ideale h; < g ist ebenfalls auflésbar, denn mit
by ist auch b1/(h1 Nh2) = (b1 + ha)/h2 auflésbar und somit auch hy + h. Folglich
besitzt jede Lie-Algbra g ein eindeutiges maximales auflosbares Ideal, das RADIKAL
Rad(g) von g, und g ist genau dann halbeinfach, wenn Rad g = 0 gilt. Weiters hat
g/ Rad g keine nichttrivialen auflésbaren Ideale ) und ist damit halbeinfach, denn
das Urbild 7=1(h) in g wire eine Erweiterung Radg < 7~1(h) — b von Rad g mit
dem auflésbaren Ideal also selbst ein auflosbares Ideal.

Da Rad g auflosbar ist, existiert ein minimales n mit (Rad g)(”) = 0 und damit ist
a:= (Radg)® Y ein CHARAKTERISTISCHES IDEAL (d.h. invariant unter Derivatio-
nen) in Rad g und damit ein Abelsches Ideal in g. Somit ist eine Lie-Algebra genau
dann halbeinfach, wenn sie nur 0 als Abelsches Ideal besitzt.

Die KiLLING-FORM & : g X g — K einer Lie-Algebra g ist die symmetrische Biline-
arform (X,Y) — Spur(ad(X)ad(Y)). Sie erfilllt x([X,Y],Z) = (X, [Y, Z]), denn
(vgl. mit dem Beweis von )

k([X,Y],Z) = Spur(ad([X Y)), ad(Z)) - Spur((ad(X) ad(Y) — ad(Y) ad(X)) ad(Z))
( Y)ad(Z )) —Spur(ad(Y) ad(X) ad(Z))

(ad ) - Spur(ad X)ad(Z) ad(Y))

Spur (ad(X) (ad(Y) ad(2) — ad(2) ad(Y)) ) = (X, [Y, Z]),

oder dquivalent

0=r(ad(Y)X,Z)+ r(X,ad(Y)Z).
Man sagt dazu auch: x ist ad-invariant. Wir werden X 1 Y fir x(X,Y) = 0
schreiben.

8.2 Bemerkung.

Das Cartan-Kriterium angewandt auf ad g besagt (siehe ): Eine Lie-
Algebra g ist genau dann auflésbar, wenn g’ L g, d.h.

¢ CRad(k) :=Ker(k) =gt :={X €g: X LY =0VY}.
8.3 Lemma.
Sein < g. Dann ist Radn = nnRadg.

Beweis. Es ist Rad(n) ein auflosbares charakteristisches (siehe [HN91, I1.7.4])
Ideal in n < g und somit auch in g, also Radn C Rad g. Umgekehrt ist n N Rad g
ein auflosbares Ideal in n, also nN Radg C Radn. O

8.4 Lemma.
Die Killing-Form eines Ideals ist die Einschrinkung der Killing-Form.

Beweis. Fiir X € n < g ist die Matrixdarstellung von ad(X) bzgl. einer linearen
Zerlegung g = n @ R* von der Form

ad(X)|,
0 0
und somit ist fir X,Y € n:

kg(X,Y) = Spur(ad(X) ad(Y)) = Spur(ad(X)[s ad(Y)|n) = £a(X,Y).
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8.5 Theorem.
Eine Lie-Algebra g # 0 ist genau dann halbeinfach, wenn k nicht ausgeartet ist,
d.h. Rad(k) := g+ = {0} ist.

Beweis. (<) Falls g nicht halbeinfach ist, so besitzt g ein abelsches Ideal a nach

. Fir0# X €eaund Y, Z € g ist

(ad(X) ad(Y))2(2) = [X, [V, [X, [V, Z]]] = 0, da [Y,[X,[Y, Z]] € a.
Somit ist ad(X)ad(Y") nilpotent und damit x(X,Y") = Spur(ad(X)ad(Y)) = 0.
(=) Sei a := g+ # 0 der Kern der Killing-Form. Dann ist a < g, denn fiir X € a,
Y,Z € gist (Y,[Z,X]) = k([Y,Z],X) = 0. Es ist ad(a) eine Lie-Algebra mit
Spur(XY) = 0 fir alle X, Y € ad(a). Wegen und dem Cartan-Kriterium

ist ad(a) auflésbar und da der Kern von ad das Zentrum und somit Abelsch
ist, ist a auflésbar und somit g nicht halbeinfach. O

8.6 Proposition. Halbeinfache als Summe einfacher.
FEine Lie-Algebra g ist genau dann halbeinfach, wenn einfache Lie-Algebren g; exi-
stieren mit g = Hle gi

Jedes Ideal in Hle gi ist von der Form [[,c; g fiir eine Teilmenge I C {1,...,k}
Sei g halbeinfach. Dann gilt:

1. g=g¢g.
2. Ideale und homomorphe Bilder von g sind halbeinfach.

Beweis. (=) Falls g einfach ist, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei a # 0
ein minimales Ideal in g und at das orthogonale Komplement bzgl. der Killing-
Form. Dann ist at ebenfalls ein Ideal (wegen x(Y,[Z, X]) = x([Y, Z], X)). Es ist
anat =0 (und somit g = a @ at), denn wegen der Minimalit#t ist andernfalls
a = anat C o’ und somit a auflssbar nach Cartan’s Kriterium (siche

)7 ein Widerspruch. Es sind @ und a’ halbeinfach nach und somit folgt
das Resultat mittels Induktion nach dim g.

Sein < Hle g; =: g. Es ist pr;(n) < g;, also entweder 0 oder g;. Im letzteren Fall
ist g = g}, = [gr,me(n)] = [gr,n] € n und somit n = [[;.; g; wobei I := {i :

pr,(n) £ 0}.
Da g; einfach ist, ist [g;, g;] = g; und somit

o8] = loig] =D o0l =D 0 =g

1,7 Q
(<) Das Radikal von [, g, ist also Ideal von der Form [[,; g; und wegen (]],c; 8:) =
[Licr 9 = I[1ics 9i (siehe 8.6.1)) nur dann auflssbar, wenn I = ().

Nach Obigem ist jedes Ideal h < g von der Form h = > jes 9 fiir eine
Teilmenge J und somit b und g/h = Zi¢ 7 @i halbeinfach. O

8.7 Satz.
Sei g halbeinfach, dann ist g = ad(g) = Der(g).

Beweis. Es ist Kerad = Z(g) ein Abelsches Ideal und somit 0, also g = ad(g).
Nach ist ad(g) C Der(g) halbeinfach. Weiters ist ad(g) < Der(g), denn fiir
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0 € Der(g) und X,Y € g ist
[0,ad(X)](Y) = (Doad(X) —ad(X) 0 d)(Y) = 9([X,Y]) — [X,0Y]
=[0X, Y]+ [X,0Y] - [X,0Y] =[0X,Y] = ad(0X)(Y).

Sei k die Killing-Form von Der(g), dann ist ad(g)* < Der(g). Da x auf ad(g) nach

und nicht-degeneriert ist, ist 0 = ad(g)* N ad(g) 2 [ad(g)*, ad(g)] und
somit ad(0X) = [9,ad(X)] = 0 fiir alle d € ad(g)* und X € g, d.h. X € Kerad =
{0}, also @ = 0. Somit ist ad(g)* = 0 und ad(g) = Der(g). O

8.8 Lemma.

1. n<g, g/n halbeinfach = Radg C n.
2. m:g9 — b = w(Radg) = Rad(h).

Beweis. (1) Rad g auflssbar = w(Rad g) auflésbar = w(Radg) =0 = n D Rad g.
(2) Radg < g auflssbar = w(Radg) < h auflosbar = w(Rad g) C Radh. Im dem

Diagramm

Rad g€ g g/Radg

N

m(Rad g)——— h —= b/m(Rad g)

ist g/ Rad g und damit auch h/7(Rad g) halbeinfach, also m(Rad g) 2 Radh nach
(1). O

8.9 Proposition.

Sei g — L(V) ein Darstellung (man sagt auch V ist ein g-Modul) einer halbein-
fachen Lie-Algebra. Dann besizt jeder invariante Teilraum W <V ein invariantes
Komplement.

Fiir einen Beweis sieh z.B. [FH91, C.15].

8.10 Satz von Levi.
Sei g eine Lie-Algebra. Die Lie-Algebra-Sequenz Rad(g) — g — g/ Rad(g) splittet,
d.h. es existiert ein Lie-Isomorphismus o : g/Rad(g) — s C g auf eine (halbein-
fache) Teil-Lie-Algebra s von g mit po o = id. Solche Teil-Lie-Algebren s heiffen
LEVI-TEILALGEBREN.

Beweis. O.B.d.A. existiert kein in Rad g enthaltenes nicht-triviales Ideal von g.
Wiire nédmlich n so ein Ideal, dann wire (Radg)/n = Rad(g/n) nach und
(Rad g)/n = Rad(g/n) — g/n — g/Rad g wiirde nach Induktion splitten und das
Urbild einer komplementiren Algebra in g/n wire dann auch eine in g.

Folglich ist 0.B.d.A. Rad g Abelsch, denn andernfalls wire (Rad g)’ ein echtes cha-
rakteristisches Ideal in Rad g und damit auch in g. Weiters wiire [g, Rad g] = Rad g,
denn [g, Rad g] = 0 hitte zur Folge, daf§ ad iiber das halbeinfache g/ Rad g faktori-

siert und somit hétte Rad g in g ein Komplement als g-Modul nach und damit
auch als Lie-Algebra.
SeiV :=L(g). Fir X e gund T € Vsei X T := [ad(X),T] = ad(X)oT —Toad(X),
d.h.

(X -T)Y):=[X,TY] - T([X.Y)) fiir alle Y € g.
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Sei nun

Wy :={ad(X): X € Radg} CV,
Wy ={T €V :T(g) CRadg und T'(Rad g) = 0} D Wy und
Wy = {T ev: T(g) - Radg und T|Radg S K} > Wh.

Die W; sind g-invariante Teilrdume von V. Es ist Wa/W; = C vermége T +— A mit
T|radg =: A € K, denn Wy # Wh, da T € V existiert mit T'|gaag = id und 0 auf
einem linearen Komplement.

Beh.: g- W5 C Wi und Radg- W C Wy:

Sei T' € Wy mit T|gadg = A. Fiir X e gund Y € Radgist (X -T)(Y) = [X,\Y] —
AMX,Y] = 0 und somit X - T € Wj. Fiir X € Radgund Y € g ist [X,TY] €
(Radg) = 0, also (X - T)(Y) = -T([X,Y]) = [-AX,Y] und damit X - T =
ad(—\X) € W,.

Also ist Wo /Wy — Wo /W7 22 C ein surjektiver g/ Rad g-Modul Homomorphismus
und splittet somit nach da g/ Rad g halbeinfach ist, d.h. es existiert ein T' € W5
mit T'|gaag = id und g -7 € Wy. Dann ist h := {X € g: X - T = 0} eine Lie-
Teilalgebra von g. Es ist gNh = 0, denn andernfalls existiert 0 #£ X € gNh existiert
und nach obigen ist dann 0 = X - T = ad(—X), also [g, X] = 0 und somit C - X
eine echtes Ideal in Rad g, ein Widerspruch. Sei nun X € g und damit X - T € Wy,
also X - T = ad(Y) fiir ein Y € Rad g. Nach obigem ist ad(Y) = —Y - T' und somit
(X4Y) - T=0,also X +Y € bhund damit X = (X +Y) + (-Y) eine Zerlegung
in h x Rad g. O

8.11 Proposition.
Jede kurze exakte Sequenz n — g — h mait halbeinfachen § splittet.

Beweis. Sei

n——g-—-"-§H

kurz exakt und € = Hle €; ein Levi-Komplement fiir g mit einfachen ¢; < €. Es ist
m(Rad g) < b auflésbar und somit Rad g C n also

nOE—ts T

kurz exakt und Ker 7|e = [ [, & fiir eine Teilmenge I C {1,...,k} nach . Also
ist b = Hie ; € und die beiden exakten Sequenzen splitten. O

8.12 Die einfachen Lie-Algebren

Bleibt also eine Klassifikation einfachen Lie-Algebren anzugeben.

In der folgenden Tabelle steht in der ersten Spalte die eingebiirgerte Abkiirzung
fiir die entsprechende einfache komplexe Lie-Algebra, ihre Dimension ist dim, eine
zugehorige Lie-Gruppe ist G, die universellen Uberlagerung G und deren Z(G).
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Typ dimd G G Z(G)
A, (n>0)| n(n+2) | SLc(n+1) SLe(n+1) Y/
B, (n>1)|n2n+1)| SOc(2n+1) | Spinc(2n+ 1) Zs
Cp(n>2) | n2n+1) Spc(2n) Spe(2n) Zo
) Zy (n=0(2))
D, (n>3)|n2n—-1)| SOc(2n) Sping(2n) {Zg < Zy (n=1(2)
Eeq 73 Zs
by 133 Zo
FEs 248 0
Fy 52 0
Gy 14 Aut(@(c) Aut(@(c) 0

Dabei ist O¢ die ALGEBRA DER OKTAVEN mit komplexen Koeffizienten, d.h. ein
komplex 8-dimensionaler Vektorraum, mit folgender Multiplikation fiir die Basis

(Ler,...,e7):
1-1=1,1-¢,=¢;=¢;-1, e?:—l, e;-e; =—ej-e; fir i #j,

e1 =eg -6 = e3-e4 = e5 - e7, sowie zyklische Vertauschungen hiervon.

Definition. Zerlegung in Wurzelrdume.

Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra. Wir versuchen moglich grofie Abel-
sche Teilalgebren h von g zu finden, welche via ad : g — L(g) auf g diagona-
lisierbar wirken, fiir welche also eine Basis von Vektoren X € g existiert mit
ad(H)X = AM(H)X fiir ein AM(H) € C zu jedem H € §. Diese Teilalgebren heiflen
CARTAN-ALGEBREN. Fiir eine Definition im Falle nicht halbeinfacher nicht not-
wendig komplexer Lie-Algebren siche [HN91, 11.3.15]. Offensichtlich ist A : h — C
linear und wir erhalten eine sogenannte WURZELRAUM-ZERLEGUNG

g= @D g mit gy = {X cg:ad(H)X = NH)XY H € h}.
A€h*
Die A € h* mit gy # 0 heiBen WURZELN und die gy WURZELRAUME. Wir schreiben
R fiir die Menge der Wurzeln. Fiir jede Wurzelraum-Zerlegung ist h C go, da b
Abelsch ist, und fir H € b ist weiters go := {X : [h,X] =0} C{X : [H, X] =
0} =: Kerad H. Um also ein moglichst grofies Abelsches und diagonalisierbar wir-
kendes b zu finden, sollten wir H € g mit diagonalisierbaren ad(H) und minimalen
dim Ker ad H suchen. Dazu definiert man den RANG von g als

rang(g) := min{dim Kerad H : H € g und ad(H) halbeinfach}.

Ein Element H € g mit halbeinfachen ad(H) heifit REGULAR, wenn dim Kerad H =
rang(g). Falls H regulér ist, so lift sich nicht allzuschwer zeigen, dafl h := Kerad H
eine Cartan-Algebra und h = gg ist und man kann weiters zeigen, dafl jede Cartan-
Teilalgebra von dieser Gestalt ist, siche z.B. [FH91, D.3] oder [HN91, I1.3.19].

Beweisidee der Klassifizierung.
Man zeigt nun folgende elementare Eigenschaften:

LA peb® = [gx 04 C garp:
Xeg\nYeg, =
ad(H)[X,Y] = [ad(H)X,Y] + [X,ad(H)Y] = (\(H) + p(H))[X,Y].

2. 0hpeb, A+u#0=>gxLgu
X egnYeg, = adX)ad(Y)g, C guyap = ad(X)ad(Y) ist nilpotent
= k(X,Y) = Spur(ad(X)ad(Y)) = 0.
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3.AER=-NeR:
ANeER, —N¢ R= g\ Lg,Vpu, ein Widerspruch zu « ist nicht degeneriert.
4. k ist nicht-degeneriert auf b:
k nicht degeneriert auf g = Fiir 0 # H € h existiert X € g mit x(H,X) =0
; X € go = f)
5. =bh*:
SelXGf]mlt/\( )=0VAeR=[X,Y]=0VY egy= XeZ(g =0.
6. Xegn,Yeg_y, Heh=r(HI[X,Y]) =x(H X],Y)=AHkrXY).
7. O#AER:> [g,\,g,A] 750.
Denn die rechte Seite von @ kann nicht identisch verschwinden.
8. JIThehVHeh:w(H,Ty) = NH). Weiters ist [X,Y] = v(X,Y)T\V X €
g Y € g
= & induziert Isomorphismus h — h* = VA e h* I T\. Fir VH € h
gilt somit:
k(H,k(X,Y)Ty) = k(H,T\)c(X,Y) = A(H)k(X,Y) @ k(H,[X,Y))
9. 0£X € R = \NT)) #0:
Nach [7] 3 X € gy, YV € gy mit [X,Y] # 0 = [X,Y] = ¢T) mit ¢ =
K(X,Y) # 0 nach [8] = b := {X,Y,Tn}) < g, denn [Ty, X] = MTH)X
und [Ty, Y] = —A(T))Y. Angenommen A(Ty) = 0 = b auflosbar, [X,Y] €
b = (T)) = ad([X,Y]) nilpotent = ad(T) nilpotent, T, € h = ad(T))
diagonalisierbar = ad(Ty) =0 = T, = 0.
10. 0# XA € R = [[gx, g2, 95] # O
(9] = [[X,Y], X] = ¢[Th, X] = ¢ AM(Th) X #0.
11. 0 # X € R = dim(gy) = 1:
Dies benétigt etwas Darstellungstheorie, siehe z.B. [FH91, S.491].
12. Die Lie-Algebra sl¢(2) := L(SLc(2)) hat als Basis
0 1 0 0 1 0
X = (0 0>7 Y = (1 0)’ und H := (O _1>
mit [H, X] = 2X, [H,Y] = —2Y und [X,Y] = H.
13. 0£ANER=s):=gx+9g-x+ [0 0-2] Zslc(2):
s ist eine Teilalgebra von g, da [gx, g—x] € go = h. Wiihle nun X € g, und
Y\ € gy mit 0# Hy :=[X,,Y)] € h und A(H)) = 2. Dann ist s) = slc(2).
14. Alle Eigenwerte der Wirkung von H, auf g sind ganzzahlig und somit ist
,u(H)\) € Z:
Dies folgt aus der Darstellungstheorie von sl¢(2), siehe z.B. [FH91, S.149,
(11.7)].
15. Die Killing-Form auf h* ist definiert via dem Isomorphismus A — T, h* = bh:
Also k(A p) = K(T, T,).
16. h* = b via der Killing-Form, A — T = mfb‘:
VHEKHT, =MNH)und x(H,Hy, H) = \(H,[X,,Y,]) = «([H, X,],Y)) =
Ii(/\(H)X)\,Y,\) = )\(H)H(X)\,Y)\) = K(H,\7HH) == )\(H)\)R(X)\,Y)\) 75 07
da x nicht-degeneriert ist = Ty = mH,\ = m]{* nach fiir
X = X,\, Y = Y,\ und H,\ = [X)UY,\].
17. Sei Wy : h* — b* die Spiegelung an der Hyperebene pu* (=Eigenraum zum
Eigenwert 1 und Wy (A\) = —\).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Wa(p) = p— 5PN = 5 — p(H)A:

Da Wi () = p — 2L\ st gilt
K(p, A)
K(AA)

Die von den {Wy : 0 # A € R} erzeugte Gruppe W heift WEYL-GRUPPE

von g. Man kann zeigen, dal die Wurzeln durch die Weyl-Gruppe permutiert
werden, siche z.B. [FH91, D.25]

Fir A\, € R sei ¥ := <Ay, dann ist ny , := 2cos(?) H’;‘l = u(H)) € Z nach

und somit ny ,n,\ = 4cos(9)? € Z N [0,4]. Somit gibt es nur folgende
Félle:

= ,LL(H)\) eZ.

cos ¢ Y N | T H
T [«CFD | 22 [ 21
3  r(dFhy | £3 | 1 | V3
i? w(% F %) +2 | 41 | V2
I lzdsh w1 | 21 |1
0 T 0 0 | -

Wegen A € R = —\ € R wihlt man ein lineares Funktional auf h* welches
auf R nicht verschwindet. Und nennt die Wurzel welche auf positive Werte
abgebildet werden POSITIVE WURZELN. Eine positive Wurzel heifit EINFACH,
falls sie nicht Summe zweier positiver Wurzeln ist. Die einfachen Wurzeln
sind linear unabhéngig (siehe z.B. [FH91, S.324]) und genau rang(g) viele
(siehe z.B. [FH91, S.325]) . Jede positive Wurzel ist eine eindeutige Li-
nearkombination mit Koeffizienten in N der einfachen Wurzeln (siehe z.B.
[FH91, S.325)).

Das DYNKIN-DIAGRAMM des Wurzelsystems erhélt man, wenn man fiir jede
einfache Wurzel einen Knoten zeichnet, und je zwei Knoten mit n-Kanten
verbindet (fiir n > 2 vom gréfleren zum kleineren Eigenwert), wobei n =
0,1,2,3 falls der Winkel zwischen den beiden Wurzeln 7, %’r, %”, %’T ist (spit-
ze Winkel kénnen nicht auftreten, siehe z.B. [FH91, S.324]).

Das Wurzelsystem ist irreduzibel genau dann, wenn das Dynkin-Diagramm
zusammenhéngend ist (siehe z.B. [FH91, S.325]).

Die zusammenhéngenden Dynkin-Diagramme lassen sich nun leicht mittels
Euklidischer Geometrie wie folgt klassifizieren (siehe z.B. [FH91, §21.2]):

4) o0 0
(B) 0 o  e——=0
(C) o o o=

0
(Dy) o o 6
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o

(Es) o o o o o
o

(E7) o o o o o o
o

(Es) o o o o o o o

(Fy) o o—=o o

(G2) o —e

24. Umgekehrt 148t sich zu jedem Dynkin-Diagramm eine endlich dimensio-
nale halbeinfache Lie-Algebra konstruieren: Dazu betrachtet man die freie
Lie-Algebra mit Erzeugern H;, X;,Y; fir ¢ = 1,...,n und dividiert (nach
[Ser87]) das Ideal heraus, welches durch folgende Relationen gegeben ist:

[X;,Y;] =0fiiri#j
(X3, Yi] =
[H;, Hj
[Hi, Xj] =n;;X; fur i # j
[H;,Y;] = nHY fiir i # 5
il
]
I =

(X, X;]=0=1[Y;,Y;] falls n; ; =0
(X5, [ X5, X5 =0=[Y;,[V;,Y;]] falls n; ; =1
(X, [Xa, [X, X5]]] = 0 = [i, [V, [Ye, Y3]]] falls n; j =2
(X, [ X5, [X, [Xo, X)) = 0 = [V5, [Y5, [Y5, [Y5, Y]] falls n; 5 =3

Die Cartan-Teilalgebra ist von den H; erzeugt und deren Wurzelsystem ist
jenes des Dynkin-Diagramms, siehe z.B. [FH91, 337].

Bemerkung.

Aus der Klassifizierung der komplexen einfachen Lie-Algebren 148t sich auch einer
der reellen einfachen Lie-Algebren erhalten:

Und zwar ist die Komplexifizierung jeder (halb)einfachen reellen Lie-Algebra eine
komplexe halbeinfache Lie-Algebra (siehe z.B. [Tit83, S.217, Lemma 2]). Erstere
heiffit dann REELLE FORM der letzteren. Jede reelle einfach Lie-Algebra ist entwe-
der eine reelle Form oder die zugrundeliegende reelle Lie-Algebra einer komplexen
einfachen Lie-Algebra (siehe z.B. [Tit83, S.217, Satz 3]).

A. Weil hat gezeigt: wenn von zwei lokal isomorphen, zusammenh#ngenden, reellen,
halbeinfachen Lie-Gruppen eine kompakt ist, dann auch die andere. Kompaktheit
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ist also eine lokale Eigenschaft halbeinfacher Lie-Algebren, und es kann gezeigt
werden, dal zu jeder komplexen halbeinfachen Lie-Algebra genau eine kompakte
reelle Form existiert.

Die folgende Tabelle listet alle reellen Formen der einfachen komplexen Lie-Algebren
auf (siehe z.B. [Tit83, S.225]):

G ist reelle Form von | kompakte Form ist
n>1 SL(H) A,y
n>1 2k<n SU(n, k) An_q SU(n)
n>0 SLH(’H,) Agp_1
n>1 SLc(n) A1 x A1
n>1,k<n | SO(2n+1,k) B, SO(2n+1)
n>1 SOc(2n+1) B, x B,
n>2 Sp(2n) Cn
n>2 2k<n Q(n, k) Cn Q(n)
n>2 Spc(2n) C, xC,
n>3 k<n SO(2n, k) D, SO(2n)
n>3 Q_(n) D,
n>3 SOc¢(2n) D,, x D,,
k=1,...,6 Eg
k=1,...,5 E;
k=1,...,4 Eg
k=1,...,4 7y
k=1,...,3 Ga

Dabei wurde wieder folgende Bezeichnungsweise verwendet:

SOc(n):={A€GLc(n): A'A=1,A"JA=J}
Sp(2n) : = {A € GL(2n) : A'JA = J}
Sp@( n):={A€GLc(2n): A'JA = J}
SO(n,k): ={A € SL(n): A'JL A= J}
SU(n, k) : ={A € SLc(n) : A'J A = Ji}
Q(n, k):={A€GLu(n): A'J,A=J.}
):

Q_(n):={A € GLy(n): AlaA =a}

(0 id) . fidpe 0
T={_i 0)’ Jk_( 0 —idk)’ a=i-id

8.13 Definition. Halbeinfache Lie-Gruppen.
Naheliegenderweise iibersetzt man nun die Eigenschaft (halb-)einfach zu sein von
Lie-Algebren auf Lie-Gruppen durch:

Eine Lie-Gruppe heifit HALBEINFACH falls ihre Lie-Algebra halbeinfach ist, oder
dquivalent falls sie keine zusammenhéngende auflésbare Normalteiler besitzt.

Eine Lie-Gruppe heifit EINFACH falls ihre Lie-Algebra einfach ist, oder dquivalent
sie nicht-Abelsch ist und keine nicht-trivialen zusammenhéngenden Normalteiler
besitzt.
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9. Weiterfithrendes

Wir wollen abschlieflend exemplarisch ein paar Themen angeben, die fiir ein wei-
tergehendes Studium der Lie-Theorie interessant sein kénnten.

Wir haben in Gramm-Schmidt Orthonormalisierung und Polarzerlegung ver-
wendet um GL(n) als Produkt von O(n) und R™"+1/2 darzustellen. Dies ist auf
halbeinfache Lie-Gruppen verallgemeinerbar:

9.1 Definition.

Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra mit Killing-Form . Eine CARTAN-INVOLUTIONON
von g ist ein Automorphismus 7 von g mit 72 = id und so, daB s auf den Ei-
genrdumen zu +1 negativ und zu —1 positiv definit ist.

9.2 Theorem. Cartan-Zerlegung.

Sei G eine reelle halbeinfache zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g.
Dann ezistiert eine Cartan-Involution T von g. Sei ¢ :== {X € g : 7(X) = X},
p={X €eg:7(X)=—-X} und K := (expt). Dann ist (k, P) — kexp(P) ein
Diffeomorphismus K x p =2 G und K = Ng(K). Jede kompakte Untergruppe ist in
einer zu K konjugierten Untergruppe enthalten.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.6.7 und II1.6.21].

9.3 Theorem. Iwasawa-Zerlegung.

Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra, g = €+ p eine Cartan-Zerlegung, a eine
mazimal Abelsche Teilalgebra von p, gy :={X € g: [Z,X] = N2)XV Z € a} fir
Aear, A:={0# X €a*:gy# 0} die Wurzeln, AT die positiven Wurzeln,
ni=3% \ca+ O und b:=a+n. Dann ist g = €D a®n und n nilpotent, b auflosbar.
Sei G eine zusammenhdingende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, K := (exp®), A :=
exp a und N := expn. Dann ist (k,a,n) — kan ein Diffeomorphismus K x AX N —
G und A und N sind einfach zusammenhdngende Gruppen.

Sei B := (exphb), P:=expp und ¥ : G — G, k exp(P) — kexp(—P) die Cartan-
Involution von G. Dann ist b — 9(b)b~', B — P ein Diffeomorphismus.

Fiir einen Beweis sieche [HN91, II1.6.32 und II1.6.33]

9.4 Definition. Kompakte Lie-Algebren.
In umgekehrter Vorgehensweise zu halbeinfachen Objekten iibersetzt man die Ei-
genschaft kompakt zu sein von Lie-Gruppen auf Lie-Algebren durch:

Ein Lie-Algebra g heifit KOMPAKT, wenn eine positiv definite invariante Form exi-
stiert.

Ein Lie-Algebra g heifit REDUKTIV, wenn sie direkte Summe einer Abelschen und
einer halbeinfachen Lie-Algebra ist.

Kompakte Lie-Algebren sind reduktiv, siche [HN91, II1.5.2].

Wir haben bereits erwdhnt, dafl kompakte reelle Formen der halbeinfachen Lie-
Algebren eine besondere Rolle spielen. Einige Sétze in diesen Zusammenhang sind
z.B.:

9.5 Satz.
Fiir Lie-Algebren g sind dquivalent:

1. g ist kompakt;
2. g = LG fiir eine kompakte Lie-Gruppe G;
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Fiir einen Beweis sieche [HN91, II1.5.4].

9.6 Theorem.
Sei G eine zusammenhdngende halbeinfache Lie-Gruppe und LG kompakt. Dann
ist G kompakt und Z(G) endlich.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.5.13].

9.7 Lemma.
Die Cartan-Algebren einer kompakten Lie-Algebra sind genau die maximal Abel-
schen Unteralgebren. Je zwei Cartan-Algebren sind zueinander konjugiert.

Fiir einen Beweis siehe [HN91, II1.5.15].

9.8 Proposition. Maximale Tori kompakter Lie-Gruppen.
Sei G eine kompakte zusammenhdngende Lie-Gruppe.

1. Die Lie-Algebren der mazimalen Tori sind genau die Cartan-Algebren von
LG.

2. Je zwei mazxmale Tori sind zueinander konjugiert.

3. Die maximalen Tori iberdecken G.

Fiir einen Beweis siche [HN91, I11.5.16].

9.9 Folgerung.
Fiir zusammenhdangende Lie-Gruppen mit kompakter Lie-Algebra ist exp surjektiv.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.5.17].

9.10 Folgerung.
Das Zentrum jeder zusammenhdngenden kompakten Lie- Gruppe ist der Durchschnitt
der maximalen Tori.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.5.18].

9.11 Satz von Scheerer.

Jede zusammenhdngende kompakte Lie-Gruppe besitzt einen Torus A C G so, daf
G=G x A.

Fiir einen Beweis siche [HN91, I11.5.19].

9.12 Hauptsatz iiber maximal kompakte Untergruppen.

Jede zusammenhdngende Lie-Gruppe G enthdlt eine kompakte Untergruppe K so,
daf$ jede kompakte Untergruppe in einer zu K konjugierten Gruppe enthalten ist.
K ist zusammenhdngend und mazimal kompakt.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.7.3].

9.13 Folgerung.
Die mazimalen Tori jeder zusammenhdngenden Lie-Gruppe sind zueinander kon-
jugiert.

Fiir einen Beweis sieche [HN91, II1.7.4].

9.17 Theorem.
Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe, € C g eine mazximal kompakt eingebet-
tete Teil-Lie-Algebra, K := (expt) und T C K eine maximal kompakte Untergrup-
pe in K. Dann ist T maximal kompakt in G und es existiert eine abgeschlossene
Teilmannigfaltigkeit R™ = M C G so, daff (z,y) — xy ein Diffeomorphismus
M xT =G ist.
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Fiir einen Beweis siehe [HN91, II1.7.21].

Eine Antwort auf die Frage welche Lie-Gruppen denn Matrizengruppen sind liefert:
9.18 Proposition.

Eine zusammenhdngende Lie-Gruppe G besitzt genau dann eine endlich-dimensionale

treue Darstellung, wenn G = B x H mit einfach zusammenhdngenden auflosbaren
B und reduktiven H ist.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.10.8].

Wie wir bei den halbeinfachen Objekten schon gesehen haben spielen Darstellungen
eine grofie Rolle, siche dazu [FH91] .

In Analogie zur Kohomologie von Gruppen, die wir in ‘ A.7|und ‘ A.10 ‘ angerissen
haben, kann man die (Chevalley-) KOHOMOLOGIE EINER LIE-ALGEBREN bzgl. einer
Darstellung definieren und dafiir u.a. folgendes zeigen:

9.19 Lemmas von Whitehead.
Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra und p : g — L(V') eine Darstellung. Dann gilt:

1) —
1. Hg(g) =0.
2. H;(g) =0.

Fiir einen Beweis siche [HN91, I1.5.13 und I1.5.14].

Die Lie-Algebra von Matrizengruppen haben wir in iitber den Kommutator
der assoziativen Algebra L(n) beschrieben. Es dringt sich also die Frage auf, ob
jede Lie-Algebra auf diese Weise durch eine assoziative Lie-Algebra beschrieben
werden kann, d.h. man sucht einen universellen Pfeil fiir den Funktor, der assoziative
Algebren zu Lie-Algebren mittels Kommutator macht. Die Losung diese universellen
Problems existiert und heifit UNIVERSELLE EINHULLENDE. Fiir sie gilt:

9.20 Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt.

Sei g eine Lie-Algebra und {Xy,...,X,} eine Basis des Vektorraums X. Dann ist
{Xf oo Xt > 0} eine Basis der universell einhiillenden (assoziativen)
Algebra.

Fiir einen Beweis sieche [HN91, I1.6.8].

Zur weiterfithrenden Literatur iiber Lie-Algebren und Lie-Gruppen seien die fol-
genden Biicher empfohlen: [Hel78|, [HN91], [Tit83], [Var84] und [War71].
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A. Appendix iiber Gruppenerweiterungen

Wir werden im néchsten Abschnitt eine Vielzahl von Beispielen von Lie-Gruppen
geben. Einige dieser Gruppen werden wir aus Gruppenerweiterungen erhalten und
dazu rekapitulieren wir in diesem Abschnitt diese Konstruktionen aus der Grup-
pentheorie.

A.1 Erweiterungen und Schnitte

Unter einer GRUPPENERWEITERUNG versteht man eine KURZE EXAKTE SEQUENZ
VON GRUPPEN

1-N-“%5G-2H—1,

d.h. alle Pfeile sind Gruppenhomomorphismen und fiir je zwei aufeinanderfolgende
Pfeile o i o L1 o gilt Bild(f;) = Ker(fi11). Im Detail bedeutet also Exaktheit
bei

(N) Die Abbildung i ist injektiv (wir kénnen also N als Untergruppe ¢(N) von
G auffassen);

(G) Es gilt Ker(p) = Im(4), d.h. diese Untergruppe (V) ist sogar ein Normaltei-
ler und nach dem Homomorphiesatz ist Bild(p) = G/ Ker(p) = G/i(N);

(H) Die Abbildung p ist surjektiv, d.h. H = Bild(p) = G/i(N).

Bis auf die Isomorphismen ¢ : N = §(N) und Bild(p) = G/ Ker(p) ist eine kurze
exakte Sequenz also nichts anderes als eine Gruppe G mit Normalteiler ¢(N) und
Quotient G/i(N).

Sei s : H — G eine rechtsinverse Abbildung zu p : G — H (erhalten z.B. durch
Wahl von Urbildern). Dann ist G =2 N x H als Menge vermoge der Abbildungen

G—NxH, g~ (g-s(p(9)) " plg) und
NxH—G, (n,h)—in)-sh).

In der Tat zeigt eine einfache Rechnung, daf§ die beiden Abbildungen invers zuein-
ander sind. Wir wollen nun die Gruppenmultiplikation von G in N x H ausdriicken,
d.h. durch das folgende kommutative Diagramm

(NxH)x(NxH)>NxH

Nl lN

G x @G G

Also gilt:
(nl,hl) . (n27h2) = (z(nl) . S(hl) . Z(TLQ) . S(hg) . S(h1 . hg)_l,hl . hg)

Wir bezeichnen N x H mit dieser Gruppenstruktur als N x4 H. Wenn wir die
Abbildungen

c:HxH— N, c(hh):=sh)-s(h)-s(h-h)"' und

p: H— Aut(N), p(h)(n):=s(h)-n-s(h)"!,
verwenden (wobei wir mit Aut(N) die Gruppe aller Gruppenisomorphismen N —
N (also Gruppenautomorphismen von N) mit der Komposition als Operation be-

zeichnen), dann kénnen wir die Multiplikation auf N x ¢ H auch wie folgt aufschrei-
ben

(n,h) - (0, 1) = (- p(R)(n) - (1), B - ).
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Wir haben somit folgendes kommutatives Diagramm:

i

1 N G———>H 1
A
v proy

1 — N2 N B g

Eine weitere Abbildung s’ : H — G ist genau dann ebenfalls ein Schnitt, wenn
eine (eindeutig bestimmte) Abbildung 7 : H — N existiert mit s’(h) = 7(h) - s(h)
fir alle h € H; denn 7(h) := s'(h) - s(h)~! hat genau dann Werte in N, falls
p(r(h)) = p(s'(h) - s(h)") = p(s'()) - pls(h) " = h-h~' = 1 gilt. Fiir die
assoziierten Abbildungen ¢’ : H x H — N und p’ : H — Aut(N) heiit das

p'(h)(n) = 7(h) - p(h)(n) - 7(h)~*
c(h, 1"y = 7(h) - p(h)(r(h')) - c(h, h') - m(h- 1)~

Falls zwei exakte Sequenzen isomorph sind, d.h. ein Gruppenisomorphismus ¢ exi-
stiert, der folgendes Diagramm kommutativ macht,

1 N——=Gg——=H
A
N—sqg -LsH

1 1

dann ist fiir Schnitte s: H - Gvonp: G —- Hund s’ : H— G vonp' :G' — H
auch pos : H— G’ — G ein Schnitt von p : G — H und somit von der Form
pos’ =ior-sfiir eine Abbildung 7 : H — N. Mittels 7 kénnen wir ¢ als Abbildung
von N Xy H = G’ nach N x, H= G nun wie folgt darstellen:

p(n,h) = p(i'(n) - s'(h)) = ¢(i'(n)) - (s (h))
= i(n) - i(r(h)) - s(h) = i(n-7(h)) - s(h) = (n-7(h), h).

Wir werden in den folgenden Abschnitten nun untersuchen, welche Eigenschaften
c:HxH— N,p: H— Aut(N) und 7 : H — N in diversen Spezialfiillen besitzen
miissen.

A.2 Triviale Erweiterungen

Gehen wir als erstes der Frage nach, wann die Gruppenstruktur N x, H genau die
des Produktes ist, d.h.

’L(n1> . Z(TLQ) = Z(TLl . TLQ) ; Z(’I’Ll) . S(hl) . ’L(ng) . S(hQ) . S(hl . hg)il,
gilt. Wahlen wir n; = 1, so verkiirzt sich die Bedingung auf
’L(ng) . S(hl . hz) . S(hg)_l = S(hl) Z(’I’Lg)

Dies impliziert, dal s : H — G ein Gruppenhomomorphismus ist (setze ny = 1)
und s(h) mit i(n) fiir alle h € H und n € N kommutiert (setze hy = 1). In diesem
Fall ist also sowohl ¢(h,h’) =1 als auch p(h) = 1. Die Umkehrung gilt klarerweise.

In den néchsten beiden Abschnitten betrachten wir nun die Félle, wo nur eine der
beiden Bedingungen ¢ = 1 oder p = 1 erfiillt ist.
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A.3 Semidirekte Produkte

Sei der Schnitt s : H — G ein Gruppenhomomorphismus (dies lé8t sich nicht immer
erreichen, betrachte z.B. 2Z — Z —» Zo := Z/27). Dann ist ps : H — Aut(N),
h— (n— i7Y(s(h) -i(n) - s(h)~1)) ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus,
weiters ist ¢ = 1 und die Multiplikation auf N x H somit durch

(n1,h1) - (n2, h2) == (n1 - p(h1)(n2), hi - ho)

gegeben. Andererseits liefert jeder Gruppenhomomorphismus p : H — Aut(N) auf
diese Weise eine Gruppenstruktur G auf N x H und eine kurze exakte Sequenz
1—-N—-s G-25 H —1,wobeii: N — N x H die Inklusion auf den ersten Faktor
und p : N x H — H die Projektion auf den zweiten Faktor ist. Als Schnitt s konnen
wir die Inklusion auf den zweiten Faktor verwenden. Man sagt in dieser Situation,
dafl G das SEMIDIREKTE PRODUKT N X, H mit Normalteiler N und Untergruppe
H ist:

Damit (1,1) das neutrale Element ist, mufl p(1)(n) = n und p(h)(1) = 1 gelten.
Fiir das Assoziativgesetz benotigt man

p(h)(n') - p(hh')(n") = p(h)(n" - p(R')(n"))
und wenn wir n’ = 1 wihlen, folgt p(hh')(n") = p(h)(p(h')(n")), und mit A’ =
folgt p(h)(n') - p(h)(n") = p(h)(n' - n”). Es ist also notwendig und hinreichend
dafiir da8 N x, H eine Gruppe wird, da8 p eine Darstellung von H auf N (d.h.
Gruppenhomomorphismus H — Aut(V)) ist.
Es ist (n,h)~! = (p(h)"Y(n~1),h™1) und somit ist (1,h) - (n,1) - (1,h)"1 = (1-
p(R)(n),h-1) - (p(h)~1(1),h™1) = (p(h)(n),1), d.h. p ist gerade die vom Schnitt
s : h+— (1, h) induzierte Darstellung.

A.4 Getwistete Homomorphismen

Sei nun s’ := 7-s5: H — G ein zweiter Schnitt, der auch ein Gruppenhomomorphis-
mus ist. Aus s'(h-h') = s'(h)-s'(h) folgt 7(h-h')-s(h)-s(h') = 7(h)-s(h)-T(h')-s(h),
und somit 7(h - h') - s(h) = 7(h) - s(h) - 7(h'), oder dquivalent

7(h-h') =7(h) - p(h)(7(h))

Also ist 7 : H — N ein beziiglich p GETWISTETER GRUPPENHOMOMORPHISMUS
mit

P (1)) = &' (h) -~ ' ()" = 7(h) - s(h) - - s() ™" ()"
— 7(h) - p(h)(n) - 7(h) "

Umgekehrt definiert jeder beziiglich p getwistete Gruppenhomomorphismus 7 :
H — N eine neue Darstellung p’ durch

p'(R)(n) = 7(h) - p(h)(n) - ()",
denn
pwrwww:rhwvame>rm B!
(T(h")) - p(h)(p(h') (n)) p(h)(r(h")) = - 7(h)~}
(T(h) - p(h)(n) -
)
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Wir wollen nun zeigen, dafl wir genau dann zwei isomorphe exakte Sequenzen er-
halten, wenn p und p’ mittels so einem 7 in Beziehung stehen. Es existiere also ein
Gruppenisomorphismus ¢ : G’ — G, der folgendes Diagramm kommutativ macht:

N——=Gg——=H
A

“”

N—>a H

, P

1 1

1 1
Dann ist sowohl s : H — G := N x, H, gegeben durch h — (1,h), als auch

die Zusammensetzung p o s’ : H — G’ — G ein Schnitt fiir G, wobei s’ : H —
G’ := N, H der Schnitt h — (1, h) sei. Also existiert nach Obigem ein beziiglich p
getwisteter Gruppenhomomorphismus 7 : H — N (d.h. 7(h-h") = 7(h)-p(h)(7(R")))
mit ¢(s'(h)) = 7(h) - s(h) und somit ist
P (h)(n) = ¢(p'(h)(n)) = ¢(s'(h) -n-s'(h) ™)

= @(s'(h)) - n- (s’ ()~

=7(h)-s(h)-n-sh)"t-7(h)~*

=7(h) - p(h)(n) - ()",
da ¢ nach Voraussetzung auf N als Identitéit wirkt. Insbesonders besagt die Get-
wistetheit auch, daf

T(h- ') = 7(h) - p(h)(r(W)) = T(h) - T(h) =" - p' (h)(r(R')) - 7(R)
=p'(h)(r(W)) - 7(h).
Nach konnen wir ¢ mittels 7 als ¢(n, h) = (n - 7(h), h) darstellen.

Umgekehrt konnen wir durch diese Formel mittels 7 nun einen Gruppenisomorphis-
mus ¢ : G’ — G definieren, denn

p(n,h) - p(n',1') = (n-7(h), k) (n" - 7(K'),h)
= (n-7(h)- p(h)(n" - 7(h)), h-h')
= (n-7(h)-7(R)~ - p'(R)(n" - T(R)) - 7(h), - 1)
= (n-p'(h)(n" -7(K))-7(h),h-h')

—~

n-

(n-p'(h)(n), b h') = ((n, h) - (n', b))

S

Also stehen die Isomorphieklassen von Gruppenerweiterungen, die einen Gruppen-
homomorphismus als Schnitt zulassen, in bijektiver Beziehung zu

Hom(H, Aut(N))/ ~,

wobei zwei Darstellungen p’ und p dquivalent heiflen, wenn ein beziiglich p get-
wisteter Gruppenhomomorphismus 7 : H — N existiert, welcher sie wie oben
beschrieben ineinander iiberfiihrt.

Beispiele.
Wir haben folgende kurze exakte Sequenz von Gruppen

1 — GLy(R") — GL(R") —Sienedet , 7, 1,
wobel wir Zg als {£1} multiplikativ schreiben. Ein Schnitt s : Zy — GL(R"™) ist

z.B. durch
+1 0
= ( 0 ian_l)
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gegeben. Somit ist GL(R™) 2 GL; (R™) X Zsy ein semidirektes Produkt.

Sei G die Gruppe der affinen Bijektionen z — A-z+b (mit A € GL(E) und b € E)
des euklidischen Raums E. Diese wird auch als Az + b-GRUPPE bezeichnet. Sie hat
als Untergruppe die Gruppe E der Translationen = — x + b mit b € E, welche der
Kern des Gruppen-Epimorphimus G — GL(E) gegeben durch (z — Az +b) — A
ist. Ein Schnitt zu diesen Epimorphismus ist die Inklusion GL(E) — G. Somit ist
auch G 2 FE x GL(E) ein semidirektes Produkt.

A.5 Zentrale Erweiterungen

Betrachten wir nun den zweiten Fall, wo fiir den Schnitt s : H — G folgendes (also
p=1) gilt:
i(n) - s(h) = s(h)-i(n) fir allen € N, he H

Damit das unabhingig von s gilt, fordern wir, dal i(N) im Zentrum Z(G) := {g €
G:g-9g=¢g gV ¢ € G} von G enthalten ist. So eine Erweiterung 1 - N — G —
H — 1 (mit 9(N) in G zentral) heifit eine ZENTRALE ERWEITERUNG. Insbesonders
ist dann N abelsch. Die Gruppenmultiplikation auf N x H ist also nach Ausniitzen
der Zentralitdt durch

(n1,h1) - (ng, he) = (n1 - na - c(hy, ha), h1 - ha)
gegeben, wobei ¢ : H X H — N definiert ist durch
c(h1, h) == s(hy) - s(hg) - s(hy - ha) L.
Die beiden Seiten des Assoziativgesetzes sind nun:
((n1,h1) - (na, ha)) - (n3, hs) = (ng - ng - ¢(hy, ha), hy - ha) - (ns, h3)
= (n1 - ng2 - c(hy,he) - ng - c(hy - ha, hg),hq - ha - hs)
(n1,h1) - ((na, ha) - (n3, h3)) = (n1, h1) - (n2 - ns - c(ha, hs), ha - h3)
= (ny -n2 - ng - c(ha, hs) - c(h1, ha - hs), hy - ha - h3)

Es liefert also ¢ genau dann eine assoziative Struktur, wenn die folgende “Kozykel”-
Gleichung erfiillt ist

C(hl7 h2) . C(h1 . hQ, hg) = C(hg, hg) . C(hl, hQ . hg),
oder nach Ausniitzung der Kommutativitat
8c(h1, hg, hg) = C(hg7 hj) . C(hl . h2, hg)_l . C(hl, hg . hs) . C(hl, hz)_l = ].

Da wir s(1) = 1 immer erreichen kénnen, indem wir s durch s'(h) := s(h) - s(1)
setzen, diirfen wir annehmen, daf ¢(1,1) = s(1) = 1 gilt und weiters:

1=0c(1,1,h) = c¢(1,h) - c(1,h) " - e(1,h) - e(1,1) 7" = ¢(1, h)
1=0c(h,1,1) = c(1,1) - c(h, 1) - ¢c(h,1) - ¢(h, 1) = ¢(h, 1)
1=09c(h,h"*,h) =c(h™ ' h) - c(1,h) " - c(h,1) - c(h,h ") =c(h™* h) - c(h,h 1) ~?

Dies zeigt, dafl eine Abbildung ¢: H x H — N in eine Abelsche Gruppe N, welche
die Kozykelgleichung und ¢(1,1) = 1 erfiillt eine Gruppenstruktur auf G := N x H
durch

-1

(n,h)-(n',h):=(n-n"-c(h,h),h-1)
(n,h) b=t e(h,h”H)"H Y
festlegt, und zwar so, da 1 — N — G —2» H — 1 eine Erweiterung ist, wobei

it: N — G durch n — (n,1) und p durch (n,h) — h gegeben sind. Dies ist eine
zentrale Erweiterung, denn (n, 1)-(n’, h') = (n-n'-c¢(1, '), h") = (n’-n-c(h’,1),h") =
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(n',h') - (n,1). Weiters ist s : H — N x H gegeben durch h — (1,h) ein Schnitt
und es gilt

s(h)-s(h')-s(h-h" )"t =(1,h) - (1,A) - (1, h-H)~*
(c(h, ) -e(h -0 (h-R)"H) 7 e(h- W (bR 71, 1)
(h,h'),1)

A.6 Gruppen-Kozykeln

Wieder fragen wir danach, welche Kozykeln ¢ isomorphe Gruppen liefern. Sei dazu
vorerst s’ ein zweiter Schnitt (mit s'(1) = 1). Dann ist s'(h) = 7(h)-s(h) = s(h)-7(h)
fiir eine Abbildung 7 : H — N, welche 7(1) = 1 erfiillt. Eine direkte Rechnung
(siehe ) fiir die assoziierten Kozykel ¢ und ¢’ ergibt
(k') =0r(h, 1) -c(h,h'), mit
Or(h,h') ;= 7(B)-7(h-h)~" -7 (h).

Sei nun ¢ : G’ — G ein Gruppenisomorphismus, welcher das folgende Diagramm
kommutativ macht:

1 1

wobei G = N x H die vom Kozykel ¢ induzierte Gruppenstruktur, und G’ = N x H
die von ¢’ induzierte Struktur sei. Wieder erhalten wir zwei Schnitte s und pos’ fiir
p: G — H, welche durch ein 7 : H — N wie folgt ineinander umgerechnet werden
konnen:

(s'(h)) = 7(h) - s(h).
Fiir die Kozykeln liefert eine kurze Rechnung:
d(h,h')=0r(h,h') - c(h,h').

Umgekehrt 148t sich mittels 7 : H — N ein Gruppenisomorphismus ¢ : G/ — G
wie bei semidirekten Produkten durch cp(n h) := (n-7(h),h) definieren, denn

o(n,h)-p(n, ') = (n-7(h)-n"- (1) - c(h, 1), h- )

= (n-7(h)-n'-7(h')-Or(h,W')~" - (A, 1), b I)

=(m-n"-7(h-h) c(h,h),h-1)

= ¢((n, h) - (n', "))
Wir erhalten also, daf§ die Isomorphieklassen von zentralen Erweiterungen in bijek-
tiver Beziehung zu {c € N*H : 9c = 0}/{07 : 7 € NH} stehen. Dieser Quotient
macht Sinn, da 9?7 = 0 fiir alle 7 : H — N. Man beachte, da die Bedingun-
gen ¢(1,1) = 1 und 7(1) = 1 weggelassen werden kénnen, da d7(1,1) = 7(1) und
dc’ = dc-c(1,1)71, wobei ¢/ (h,h’) := c(h,h') - c(1,1)"t = c(h, h') - O7(h, h') ist mit
T:he(l1,1)71

Beispiel.
Die Heisenberggruppe H ist durch die zentrale Erweiterung
1-R—-H—-F—1

beziiglich des Kozykels ¢ : E x E — R, welcher eine symplektische (d.h. bilineare,
schief-symmetrische und nicht degenerierte, siehe ) Form ist, gegeben. Wir
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werden in zeigen, dafl dazu E gerade dimensional (also £ = F' x F') sein muf}
und jede symplektische Form von der Gestalt c(z1,y1;x2, y2) := (@1, Y2) — (T2,91)
ist.

A.7 Kohomologie von H mit Werten in einer Abelschen Gruppe

Man kann das 9, welches bei zentralen Erweiterungen aufgetaucht ist auch verall-
gemeinern, indem man fiir eine Gruppe H und eine Abelsche Gruppe N (die wir
der Einfachheit halber additiv schreiben) wie folgt definieren:

C*(H,N) := {c: H*' = N}
d:C*YH,N) — CF(H,N)
dc(hy, ... hggr) =

(=17 c(hay .oy hy hjsrs oo higr) + (=) e(hy, ..o hy)
1

= c(h27 ceey hk+1) +

k
j=

Eine direkte Rechnung zeigt 9% = 0 und somit kénnen wir die KOHOMOLOGIE von
H mit Werten in N als

HY(H;N) :=
= Ker(9 : C*(H,N) — C*Y(H,N))/Bild(d : C*~*(H,N) — C*(H, N))

definieren. Es beschreibt also H'(H; N) die Isomorphieklassen von zentralen Er-
weiterungen von H mit zentraler Untergruppe N nach und es ist

HY(H;N) =Ker(d: C°(H,N) — C*(H,N)) = Hom(H, N)

A.8 Abelsche Erweiterungen

Betrachten wir nun den Fall, wo IV abelsch ist, aber nicht notwendig im Zentrum

von G liegt, also sogenannte ABELSCHE ERWEITERUNGEN N — G — H. Dann

konnen wir eine Wirkung p von H auf N durch
p(p(9)(n) =g -n-g~"

definieren, d.h. das in definierte p héngt nun nicht vom Schnitt s ab. In

der Tat folgt aus p(g) = p(g’), daB g~ - ¢’ € N und somit ist ¢’ - n - (¢/)~* =

1 1 1

g9 tg n-(¢)t-g-g7! =g-n-g~! und somit macht die Definition von p Sinn
und ist eine Darstellung, da konj : G — Aut(N) eine ist.
NG —"H
konji - -
L
Aut(N)

Ist nun s : H — G irgendein Schnitt, dann ist die Gruppenmultiplikation auf N x H
durch

(n1, h1) - (n2, he) = (n1 - p(h1)(n2) - c(hi, ha), b1 - h2)

gegeben, wobei ¢ : H x H — N wie bei zentralen Erweiterungen in oder wie
in definiert ist durch

C(hl, h2) = S(hl) . S(hg) . S(hl . hg)il.
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Die beiden Seiten des Assoziativgesetzes sind nun:
((n1,h1) - (n2, h2)) - (n3, hs) =
= (n1 - p(h1)(n2) - c(ha, ha), by - ho) - (n3, hs)
= (n1 - p(h1)(n2) - c(ha, ha) - p(h1 - ha)(n3) - c(hy - ha, hg), ha - ho - h3)
(n1,ha) - ((n2, he) - (n3, hs)) =
= (n1,h1) - (n2 - p(h2)(ns) - c(ha, h3), ha - hs)

= (n1 . p(h1)(n2 . p(hg)(’ﬂg) . C(hg, hg)) . C(hl, h2 . hg), h1 . hg . hg)

Es liefert also ¢ (zusammen mit p) genau dann eine assoziative Struktur, wenn
(nach Ausniitzung der Kommutativitdt von N) die folgende “Kozykel”-Gleichung
erfiillt ist

C(hl7 hg) . C(hl . h2, hg) = p(hl) (C(hg, hg)) . C(hl, hg . hg),
bzw.
apc(hl, hQ, h3) = p(hl) (C(hg, hg)) . C(h1 . hg, h3>_1 . C(hh h2 . hg) . C(hl, hg)_l =0.

Da wir s(1) = 1 immer erreichen kénnen, indem wir s durch s'(h) := s(h) - s(1)~*
setzen, diirfen wir annehmen, daf ¢(1,1) = s(1) = 1 gilt und weiters:

1=0,c(1,1,h) = p(1)(c(1,h)) - c(1,h) " - e(1,h) - e(1,1) "t = ¢(1, h)
1= Bpelh, 1,1) = p()(e(1, 1)) - ey 1)~ - e, 1) - el 1) = e, 1)
1 =0,c(h, k"t h) = p(h)(c(h™*, ) - e(1,h) " - c(h,1) - c(h,h~1)~?

= p(B)(c(h™1, 1)) - e(h, A1)

Dies zeigt, dafl eine Abbildung ¢ : H x H — N, welche die Kozykelgleichung und
¢(1,1) = 1 erfiillt, eine Gruppenstruktur auf G := N x H durch

(n,h) - (n',h') == (n - p(h)(n') - c(h, B), b~ 1)
(n,h)™ = (e(h™ h) ™ p(h™ ) (1), AT
definiert und zwar so, da 1 — N -4 G —2— H — 1 eine abelsche Erweiterung

ist, wobei i : N — G durch n — (n,1) und p durch (n,h) — h gegeben sind. Es ist
s: H— N x H gegeben durch h +— (1,h) ein Schnitt und es gilt

s(h)-s(h')-s(h-h)"t=(1,h) - (1,A) - (1, h-B)"t = (c(h,h'),1).

A.9 Isomorphieklassen abelscher Erweiterungen

Wieder fragen wir danach, welche Kozykeln ¢ bei gleicher Wirkung p isomorphe
Gruppen liefern. Sei dazu vorerst s’ ein zweiter Schnitt (mit s’(1) = 1). Dann ist
s'(h) = 7(h) - s(h) fiir eine Abbildung 7 : H — N, welche 7(1) = 1 erfiillt. Die
folgende direkte Rechnung fiir die assoziierten Kozykeln ¢ und ¢’ ergibt

d(h,h)=5s'(h)-s'(W)-s'(h-h)"?

=1(h)-s(h)-7(h)-s(h)-s(h-h)"t-r(h-h)?
=71(h)-s(h)-7(h')-s(h)~t-s(h)-s(h')-s(h-h)"t-7(h-B)"?
=7(h) - p(h)(7(K)) - c(h, 1) - T

= c(h,h') - 7(h) - p(h)(T(R')) - 7(h -
= 0,7(h, 1) - (R, 1)

wobei 9,7 (h, 1) == p(h) (T(h/)) cr(h-B)~1 -7 (h) ist.
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Sei nun ¢ : G’ — G ein Gruppenisomorphismus, welcher das folgende Diagramm
kommutativ macht:

1 1

wobei G = N x H die vom Kozykel ¢ induzierte Gruppenstruktur, und G' = N x H
die von ¢’ induzierte Struktur sei. Wieder erhalten wir zwei Schnitte s und pos’ fiir
p: G — H, welche durch ein 7 : H — N wie folgt ineinander umgerechnet werden
konnen:

o(s'(h)) = 7(h) - s(h).
Fiir die Kozykeln liefert eine kurze Rechnung erneut:
d(h,h') = 8,7(h, ') - c(h, ).

Umgekehrt 148t sich mittels 7 : H — N ein Gruppenisomorphismus ¢ : G' — G
wie bei semidirekten Produkten durch ¢(n,h) := (n - 7(h), h) definieren, denn

e(n,h) - o(n, k') = (n-7(h) - p(h)(n' - 7(K')) - c(h, k), h - W)
= (n-p' (W) (1) - p'(h)(r(h')) - 7(h) - Bpr (b, W) ~H - (h 1), b 1Y)
= ¢((n,h) - (n', 1))
Wir erhalten also, dafl die Isomorphieklassen von Abelschen Erweiterungen bzgl.
einer Darstellung p : H — Aut(NN) in bijektiver Beziehung zu {c € N#*# : §,c =
0}/{8,7 : 7 € N} stehen. Dieser Quotient macht Sinn, da 937 = 0 fiir alle 7 :
H — N. Man beachte, daf} die Bedingungen ¢(1,1) = 1 und 7(1) = 1 weggelassen

werden konnen wie in .

A.10 Kohomologie beziiglich einer Darstellung p : H — Aut(N)

Man kann das d,, welches bei abelschen Erweiterungen aufgetaucht ist auch verall-
gemeinern, indem man fiir eine Gruppe H und eine Abelsche Gruppe N (die wir
der einfachheithalber additiv schreiben) und eine Darstellung p : H — Aut(N) wie
folgt definieren:

C*(H,N):= {c: H*' = N}
9,: CF"Y(H,N) — C*¥(H, N)
8pc(h1, . ,hk+1) = p(hl)(c(hg, ey hk+1))+

k
Y (=1 e, hy - hygas ) + (D) e, he)

J=1

Eine direkte Rechnung zeigt 97 = 0 und somit kénnen wir die KOHOMOLOGIE von
H mit Werten in N als

HY(H;N) :=
=Ker(d, : C*(H,N) — C*™'(H,N))/Bild(d, : C*"'(H,N) — C*(H, N))

definieren. Es beschreibt also H;(H ; N) die Isomorphieklassen von Erweiterungen
von H mit Wirkung p : H — Aut(N) und es ist

H)(H;N) = Ker(d, : C°(H,N) — C'(H,N)) = Hom(H, N)
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A.11 Transitive Gruppenwirkungen

Wir wollen zuletzt noch die Situation untersuchen, wo N nur eine Untergruppe (und
nicht ein Normalteiler) von G ist. Dann kénnen wir zwar wieder die Menge G/N der
(rechten) NEBENKLASSEN {g- N : g € G} betrachten. Es ist p(¢’) = p(g) & g7 '¢' €
N, denn aus ¢'N = gN folgt g~ '¢’1l € N und umgekehrt sei n:= g~ !¢’ € N, dann

ist ¢’ N = gnN = gN, also p(¢') = p(g).

Hier ist G/N keine Gruppe mehr, allerdings haben wir eine Wirkung von G auf
G/N durch

g - gN = (g'g)N,
denn

(9192) - N = ((9192)9)N = (91(929))N = g1 - (929)N = g1 - (92 - gN).
Offensichtlich ist diese Wirkung TRANSITIV, d.h. fiir je zwei Nebenklassen gg N und
g1 N existiert ein g € G mit g- goN = g1 N (wihle g := g1g5 ).

Allgemein sagt man, dafl eine Gruppe G (von links) auf einer Menge X wirkt,
wenn eine Abbildung A : G x X — X (genannt LINKS-WIRKUNG) gegeben ist,
die A(e,z) = z fiir alle z € X und A(gh,x) = A(g, A(h,x)) fiir alle g,h € G und
z € X erfiillt, d.h. wo die assoziierte Abbildung A : G — Bij(X) definiert durch g —
(x — A(g,x)) ein Gruppen-Homomorphismus ist. Unter einer RECHTS-WIRKUNG
einer Gruppe G auf einer Menge X versteht man eine Abbildung p: X x G — X,
welche p(z,e) = z fir alle z € X und p(z,gh) = p(p(z,g),h) fir alle g,h € G
und z € X erfiillt. Es ist p: X x G — X genau dann eine Rechts-Wirkung, wenn
A:G x X — X, definiert durch \(g,z) := p(x,g~1), eine Links-Wirkung ist, oder
auch genau dann, wenn G°° x X — X, (g, m) — p(m,g) eine Links-Wirkung der
Gruppe G°P, die als Menge G ist und die Multiplikation e°? durch g e°? h:=heg
gegeben ist. Letztere Aquivalenz folgt, da v : G — G°P, g — ¢~ ! ein Gruppen-
Homomorphismus ist.

Umgekehrt wirke G auf einer Menge H transitiv (das kénnen wir immer errei-
chen, indem wir uns auf einen Orbit G - hy beschrinken). Und sei hg € H fix.
Dann ist Gp, := {g € G : g hg = ho} eine Untergruppe von G, die sogenannte
ISOTROPIE(UNTER)GRUPPE bei hg, und G/Gp, ist isomorph zu H als G-Raum,
d.h. es gibt eine Bijektion ¢ : G/Gp, — H, welche mit der Wirkung vertauscht
(p(g-x) =g-e(x)). In der Tat ist ¢ durch ¢(gGp,) := g - ho gegeben und einfache
Rechnungen zeigen die behaupteten Eigenschaften.

Beachte, daf je zwei Isotropiegruppen G, und Gp, konjugiert zueinander sind,
denn sei h1 = g7 - hg, dann ist

Ghn,={9:9-hi=hi}={9:9-g1-ho=9g1 - ho}={9:97" 991 € Gpo}

Weiters existiert genau dann ein Schnitt s : H — G mit s(p(1)) =1vonp: G - H
wenn eine Abbildung ¢ : G — N existiert mit goi =idy : N — G — N und welche
mit der rechts N-Wirkung vertauscht:

(=) Aus pos = idy folgt p(9) = p(s(p(g))) und somit existiert ein n, € N
mit g = s(p(g)) - ny. Also ist ¢ : g — s(p(g))~" - g eine wohldefinierte Abbildung
g : G — N. Es gilt q|y = idy, denn s(p(n)) = s(p(1)) = 1, und ¢(g - n) =
s(p(g-n)~"-g-n=s(p(g)"-g-n=aqlg) n.

(<) Umgekehrt sei ¢ : G — N mit ¢|y = idy. Wir definieren s : H = G/N — G
durch s(g- N) := g-q(g)~!. Dann ist s wohldefiniert, denn

1

~—
L
|
»
—~
)
~—

s(grm)=g-n-qlg-n) " =g-n-(qlg)-n) " =g-n-n""qlg .
Weiters ist s(1- N) = g-¢g~' = 1 und p(s(g - N)) = p(g - a(9)~") = p(g), denn
97" g-q(9) =q(g) € N.
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