2. Hfb und assoziierte Faserbiindel

Definition 2.4. Hfb als Faserbiindel mit Lie-Gruppe als Faser. [Bau09,
S.484+10] Ein G-Hfb ist ein Faserbiindel 7 : P — M mit einer fasertreuen, ein-
fach transitiven rechts-Wirkung der Lie-Gruppe G auf P mit G-dquivarianten Fa-
serbiindelkarten.

Beispiel 2.6. Homogene Riume als Hfb. [Bau09, S.50+10] Sei G eine Lie-
Gruppe, H C G eine abgeschlossene Untergruppe und G/H der homogene Raum.
Dann ist G — G/H ein H-Hfb.

Beispiel 2.8. Stiefelmannigfaltigkeit als O(k)-Hfb iiber der Grassmann-
Mannigfaltigkeit. [Bau09, S.51+10]

Beispiel 2.9. Reperbiindel als GL(n)-Hfb. [Bau09, [S.51+10]
GL(M) — M, wobei GL(M), := {(v1,...,vm) : (v1,...,Um) ist Basis in T, M} =
Iso(R™, T, M).

Satz 2.6. Trivialitat via globalen Schnitt.

Satz 2.7. Zu Hfb assoziierte Faserbiindel. [Bau09, [S.53+10] Seiw: P — M
ein G-Hfb und G wirke von links auf einer Mannigfaltigkeit F'. Dann ist P xg F :=
(Px F)/G — M ein Faserbiindel mit typischer Faser F, wobei G auf P X F durch
(p,v)-g=(p-g,9~ " v) von rechts wirkt und die Projektion P xg F — M gegeben
ist durch [(p,v)] — m(p).

Definition 2.7. G-Aquivariante Schnitte. Sei 7 : P — M ein G-Hfb und F :=
P xg F — M das assoziierte Faserbiindel bzgl. einer links-Wirkung von G auf F.
Firz € Mund p € P, sei [p] : F — P, xg F = E,, v — [(p,v)] der durch p
definierte Faserdiffeomorphismus.

Mit C*(P, F)¢ bezeichnet man die glatten G-iquivarianten (d.h. s(z-g) = g7'-
s(z)) Abbildungen P — F.

Satz 2.9. Glatte Schnitte des assoziierten Biindels. [Bau09, S.55+10] Fs
ist C°(M «— P x¢ F) = (E) = C>(P, F)C.
Satz 2.11. Vektorbiindel sind assoziierte Biindel. [Bau09, [S.62+10)]

1. Jedes reelle Vektorbiindel ist assoziiert zu einem O(m)-Hfb.
2. Jedes komplexe Vektorbiindel vom Rang m ist assoziiert zu einem U(m)-Hfb.



2. Hfb und assoziierte Faserbiindel 2

Definition 2.11. A\-Reduktion. [Bau09, S.63+10] Sei 7 : P — M ein G-Hib
und X : H — G ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Eine A-Reduktion von 7 ist
ein H-Hfb 7 : Q@ — M zusammen mit einer Faser-erhaltenden glatten Abbildung
f:Q — P die H-#quivariant in folgenden Sinn ist: f(q-h) = f(q) - M(h).
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Satz 2.14. Existenz von A-Reduktionen. [Bau09, S.66+10] Ein G-Hfb « :
P — M st genau dann auf eine abgeschlossene Untergruppe H C G reduzierbar,
wenn das assoziierte Faserbiindel m : E := P xg G/H — M mit typischer Faser
G/H einen globalen glatten Schnitt besitzt.

Satz 2.16. Existenz der Reduktion auf maximal kompakte Untergruppen.
[Bau09, S.67+10] Sei G eine zusammenhdngende, nicht-kompakte Lie-Gruppe und
w: P — M ein G-Hfb. Dann lifit sich P auf jede mazimal-kompakte Untergruppe
K C G reduzieren. Z.B. O(k) C GL(k).

Satz 2.17. Isomorphie assoziierter Biindel. [Bau09, S.68+10] Sei\: H — G
ein Lie-Gruppen-Homomorphismus und p : G — GL(V) eine Darstellung. Seit
m: P — M ein G-Hfb und Q@ — M mit f eine A-Reduktion von P. Dann sind die
assoziierten Vektorbiindel P X (g, V und Q X (g pox) V' isomorph.

Definition 2.13. A-Erweiterung. [Bau09, S.68+10] Sei 7 : Q@ — M ein H-
Hfb, A : H — G ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Dann ist Q xg G — M ein
Faserbiindel mit typischer Faser G, wobei die Wirkung von H auf G durch links-
Multiplikation mit dem A-Wert gegeben ist. Dieses Biindel heifit \-ERWEITERUNG
von Q — M.

Satz 2.18. Die \-Erweiterung als Hfb mit Reduktion. [Bau09, [S.68+10]]
Die \-Erweiterung ist ein G-Hfb und Q ist eine A-Reduktion vermdége f : Q — P :=
Q xu G, g [(g,e)]. Jedes Hfb ist isomorph zur Erweiterung jeder A-Reduktion.



3. Zusammenhinge in Hfb

Definition. Der VERTIKALE TANGENTIALRAUM Tv, P := T,(P,) C T, P fiir u €
7~ 1(z) einer Submersion 7 : P — M.

Proposition 3.1. [Bau09, S.74+10] T, P = ker(Tym) und g = Tv, P vermdge
X X(u) = 24|—o(u-exp(tX)).

Definition 3.1. [Bau09, S.75+10] ZUSAMMENHANG auf einem G-Hfb 7 : P — M
ist rechtsinvariantes (d.h. TRy(ThyP) = Thy.qP) Teilbiindel Th C TP dessen
Fasern Komplemente zu TvP.

Definition 3.2. [Bau09, S.75+10] Eine ZUSAMMENHANGSFORM auf einem G-Hfb
m: P — M ist ein A€ Q'(P,g) mit R?A=Ad(g7") o Aund A(X) = X.

Satz 3.2 [Bau09, S.75+10]. Zusammenhinge und Zusammenhangsformen auf
einem Hfb stehen in Bijektion zueinander vermdge
Th— (A:u— Ay(X(u) ®Yy) = X) VY, € Th,P
A€ QYP,g)— (Th:ur ker A,).

Satz 3.3 [Bau09, S.77+10]. Zusammenhinge und lokale Zusammenhangsformen
auf einem Hfb stehen in Bijektion zueinander vermdge
Ac QNP g)— A® :=5"(A) Vsec C®(U «— 7 Y(U)CP)

Beispiel 3.1. Kanonische flache Zusammenhang. [Bau09, S.80+10] Tv(, 4P =
Tia, ({7} X G) ZTyG Thy g)P = T(z,g)(M x {g}) = T, M mit Zusammenhangs-
form A: T,M & T,G> X +U—TLy1Y = pg(Y).

Beispiel 3.2. [Bau09, S.80+10] Linksinvariante Zusammenhinge auf re-
duktiven homogenen Riumen. Sei H < G abgeschlossene (Lie-)Untergruppe.
G/H heifit REDUKTIV, falls Im: g =h S m mit Ad(Hm Cm. 7: G — G/H ist H-
Hfb. Fiir z € b ist das fundamentale Vektorfeld X = TL,X. TvG =TLgh CT,G.
g+ ThyG :=TLgy(m) ist Zusammenhang.

Beispiel 3.4. Zusammenhinge auf dem Reperbiindel. [Bau09, S.82+10]
Die kovarianten Ableitungen auf T'M stehen in Bijektion zu den Zusammenhéngen
am Reperbiindel GL(M) vermdoge:

A= Zwij Biyj = VXSk = Zwik(TSX) S;
ij %
(V LS iji ®Sj) = AS = ZBi’j
J 2

Wobei B;; die kanonische Basis von L(n) ist und s = (s1,...,8p).

3
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Satz 3.4. [Bau09, S.84+10] Jedes Hfb besitzt Zusammenhang.

Definition 3.3. [Bau09, [S.86+10] Sei 7 : P — M ein G-Hib, p : G — GL(V)
eine Darstellung und F := P X V das assoziierte Vb.

Eine k-Form w € QF(P, V) heifit

e HORIZONTAL, falls w,(X7,..., X)) =0 falls ein X; € T,,P vertikal ist.
e voM TYP p, falls Riw = p(a™!) ow Va € G (G-iiquivariant).

Sei QF (P, V)(@») die Menge der horizontalen k-Formen vom Typ p. Die Menge
aller Zusammenhinge C(P) ist ein affiner Raum mit Q} (P, g)¢*4 als assoziierten
Vektorraum.

Satz 3.5. [Bau09, S.86+10] QF(M, E) =y QF, (P, V)(Er),

hor

Definition 3.4. [Bau09, S.88+10] Sei X € X(M). Dann heifit ein X* € X(P)
HORIZONTALER LIFT von X falls

1. X*(p) € Thy(P)
2. T,m(X*(p)) = X(n(p)) Vp € P.

Theorem 3.6. [Bau09, [S.88+10]

1. Jedes X € X(M) besitzt einen eindeutigen horizontalen Lift X* € X(P) und
dieser ist rechtsinvariant.

2. Jedes horizontale rechtsinvariante Vektorfeld in X(P) ist horizontaler Lift
eines eindeutig bestimmten Vektorfelds X € X(M).

3. Fir X,Y € X(M) und f € C>°(M,R) ist

X 4Y*=(X+Y), (fX)*=(fomX*, und [X,Y]"=pr,(X*,Y*]).

4. Sei Z ein horizontales und B ein fundamentales Vektorfeld auf P und X €
X(M). Dann ist [B, Z] horizontal und [B, X*] = 0.

Definition 3.5. [Bau09, S.89+10] Ein Weg +* : I — P heifit HORIZONTALER
LIFT eines Weges v : [ — M falls

1. mtoy* =1
2. 4*(t) horizontal Vt € I.

Satz 3.7. [Bau09, S.89+10] Seiy: I — M ein Weg, to € I, u € Py,). Dann
existiert ein eindeutiger horizontaler Lift v : I — P mit ) (to) = u.

Definition 3.6. [Bau09, S.90+10] Sei v : I — M ein Weg. Die Abbildung
P;‘ : Pyay — Py, u — 75 (b) heifit PARALLELVERSCHIEBUNG in P lings vy bzgl.
des Zusammenhangs A.

Mit g : [0,1] — M bezeichnen wir die Verkettung von v gefolgt von p und mit
v~ :[0,1] — M den verkehrt durchlaufenen Weg.

Satz 3.8. [Bau09, S.91+10]

1. Seien v und p verkettbare Wege in M. Dann ist P/ﬁv = Pf o Pf.
2. Pf ist ein Diffeomorphismus mit (P:;‘)’l = Pf_.

3. Pf is G-dquivariant, d.h. Pj‘ oRy=Ryo0 Pf Vg € G.
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Satz 3.9. [Bau09, S.92+10] Sei M zusammenhingend und der Paralleltransport
wegunabhingig. Dann ist (P, A) isomorph zum trivialen Hfb (M x G, Ag) mit dem
kanonischen flachen Zusammenhang.

Die Parallelverschiebung im Hfb P induziert eine Parallelverschiebung in den asso-
zilerten Faserbiindeln (mit G-Wirkung auf F') gegeben durch:

Pf’A :(p,v)] — [(Pf(p),v)]-
Es ist Pf’A = [v*(b)] o [v*(a)] .

Definition 3.7. [Bau09, S.94+10] Eine lineare Abbildung V : T'(E) - T'(T*M ®
E) heifit KOVARIANTE ABLEITUNG in A falls

V(fe)=df @ e+ f - Ve fiir alle f € C°°(M) und e € T'(E)

Das Differential einer horizontalen k-Form mufl nicht horizontal sein: Sei M =
R, G = (R,+) und P = R x R das triviale G-Hfb mit dem kanonischen flachen
Zusammenhang. Fiir f € C*(P,R) ist durch wy ) = f(t,s)dt eine horizontale
1-Form auf P definiert. Deren Differential dw ist genau dann horizontal wenn w
geschlossen ist.

Definition 3.8. [Bau09, [S.95+10] Es sei das durch A INDUZIERTE ABSOLUTE
DIFFERENTIAL Dy : QF(P, V) — QFFY(P V) auf P definiert durch

(Daw)p(to, .- - tx) == dw(pry(to), . .., pry(te))

Satz 3.10. [Bau09, S.95+10] Das durch A induzierte absolute Differential bildet
horizontale Differentialformen von Typ p auf solche ab. Fiir w € Q’fwr(P7 V)(G’p)
qgilt:

Daw = dw+ p.(A) ANw,

wobei
k
(p(A) Aw)(to, - tk) = > pulAlti)) (w(to, .., T 1))

=0

D, induziert eine lineare Abbildung ds : QF(M,E) — QFY(M,E) mit daw =
D 4w wobei & € QF (P, V)(@r) = QF(M,E) 5 o ist.
Definition 3.9. [Bau09, S.98+10] Es heifit

vA = dA|QO(M7E) : F(E) — F(T*M ® E)

die von A INDUZIERTE KOVARIANTE ABLEITUNG auf E.
Satz 3.14. [Bau09, S.100+10] Seie € I'(E), X € X(M). Dann ist

(Vo)) = o (PEA(e(2(1)) ) lizo

wobei vy eine Kurve in M mit v(0) = x und 4(0) = X, ist.
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Definition 3.10. [Bau09, S.101+10] Die 2-Form F4 := DA € Q%(P,g) heifit
KRUMMUNGSFORM von A. Diese ist horizontal und vom Typ Ad. Seis: M DU —
P ein lokaler Schnitt. Dann ist F* = s*(F4) = FA(Ts(.),Ts(2) € Q*(U,g) die
LOKALE KRUMMUNGSFORM bzgl. s. Die Transformationsformel lautet:

FT=Ad(g Y )oFsfirt=s-g

Sei N eine Mannigfaltigkeit, g eine Lie-Algebra mit Basis (ay,...,a,). Jede k-Form
w € QF(N, g) 1Bt sich als w = >, w'a; darstellen mit w® € QF(N). Es sei

w, 7] = > (W' AT)[ai, a;]q € Q*(N, g).

2%
Bs gilt fiir [, ] : QF(N, g) x QYN g) — QFH(N, g):
L [w,7] = (=1)¥[r,w].
dlw, 7] = [dw, 7] + (—

w(Y)], fiir w € Q1(N, g).

Satz 3.15. [Bau09, S.102+10] Sei F4 € Q*(P,g) die Krimmungsform des Zu-
sammenhangs. Dann gilt:

o Strukturgleichung: F4 = dA + %[A, Al.

e Bianchi-Identitit: DsF4 = 0.

e DaDaw = p.(FA) Aw Yw e QF (P, V)G,

FAc Q2 (Pg)&r) =Q2(M,Ad(P)). Sei p, : Ad(P) — End(E, E) definiert durch

hor
p«(@)e = [(p, po(X)0)],
wobei ¢ € Ad(P),, e € Ey, p € P, und somit ¢ = [(p, X)] mit X € g und
e = [(p,v)] mit v € V ist.
Sei A : QF(M, Ad(P)) x QY(M, E) — Q¥*(M, E) definiert durch

1
(0A@)a(tr, - tit) = 2 > sen(1)pu(0a(tr)s - o tr() Wa(tr(ratys - s Er(itn))-

Satz 3.18. [Bau09, S.105+10]

1. Das vertikale Tangentialbiindel TvP C TP ist involutiv.
2. Das horizontale Tangentialbiindel ThP C TP ist genau dann involutiv, wenn
FA =0 ist.

Fiir das triviale G-Hfb mit kanonischen flachen Zusammenhang A ist M x {g} die
maximale Integralmannigfaltigkeit von ThP, also F4 = 0.

Definition 3.11. [Bau09, S.105+10] Ein Zusammenhang Th (bzw. A) heifit
FLACH, falls F4 = 0 ist.

Satz 3.19. [Bau09, S.106+10] Es sind dquivalent:

1. A ist flach, d.h. FA =0.

. Th ist integrierbar.

. Lokal ist P isomorph zum flachen trivialen Hfb.

. Lokal existieren A-horizontale Schnitte.

. Lokal ist die Parallelverschiebung wegunabhdngig.

T W N

Satz 3.20. [Bau09, S.106+10] Sei 7 : P — M ein G-Hfb mit Zusammenhangs-
form A und einfach zusammenhingenden M. Dann ist F4 =0 genau dann, wenn
P isomorph zu flachen trivialen Hfb ist.
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Definition 3.12. [Bau09, S.107+10] Sei V : I'(E) — I'(T*M ® E) eine ko-
variante Ableitung auf dem Vb E. Dann ist der KRUMMUNGSENDOMORPHISMUS
RY € T(A*(T*M) ® End(FE, E)) definiert durch

RY(X,Y):=VxVy —VyVx — Vixy] VX,Y € X(M)

Satz 3.21. [Bau09, S.107+10] Sei p € P, und [p] : V — E, der assoziierte
Isomorphismus. Dann gilt:

RY(X,Y) = [p] o pu (BN X", Y ) o [p] 7,
wobei X,Y € T, M und X*,Y* € T,P horizontale Lifts sind.
Fir H € QF(M,End(E)) und w € QY(M, E) sei

(HAw) (X1, ..., Xpyt) = ﬁ > sen(r)H (X1, ) (@(Xr (g, - ))-

Es ist N
dadaw =RV AwVw e QF(M, E)



4. Holonomietheorie

Satz 4.1. [Bau09, S.119+10] Sei @ : P — M ein G-Hfb, A\ : H — G ein
Lie-Homo, (7 : Q — M) eine A-Reduktion von P via f : Q — P, A eine Zusam-
menhangsform auf Q.

Dann existiert eine eindeutige Zusammenhangsform A auf P mit

T, f(ThyQ) = Thi,P.
Weiters gilt:
f*A= X 0A,
f*FA =\, o FA

Definition 4.1. [Bau09, S.119410] A heift A-ERWEITERUNG VON A und A heift
A-REDUKTION VON A (letztere miissen nicht notwendig existieren).

Satz 4.2. [Bau09, S.121+10] Sei H C G eine abgeschlossene Lie-Untergruppe
und G/H reduktiv. Sei P ein G-Hfb und Q@ C P eine H-Reduktion. Sei A eine
Zusammenhangsform auf P.

Dann ist A := pry O/I\TQ :TQ — b eine Zusammenhangsform auf Q.

Definition 4.2. [Bau09, S.122+10] Sei 7 : P — M ein G-Hfb, M zusam-
menhéingend und A eine Zusammenhangsform. Fiir Wege v : [0,1] — M sei
P:/“ : Pyoy — P,(1) der Paralleltransport lings . Fiir x € M sei
Q(x) := {7 : v ist geschlossener Weg in M mit (1) = =}
Qo(z) := {v € Q(x) : v ist 0-homotop}

Fiir u € P, seien die (REDUZIERTE) HOLONOMIEGRUPPE definiert durch:

Hol,(A) :={g e G:Ty € Q(x): Pf(u) = ug}
Hol®(A) :={g € G : 3y € Qo(x) : Pj{q(u) =ug}

Satz 4.3. [Bau09, [S.122+10] Es ist Hol, (A) eine Lie-Untergruppe von G. Weiters
ist Hol% (A) die Zusammenhangskomponente von e € G. Falls M einfach zusam-
menhdngend ist, so ist Hol,(A) zusammenhingend.
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Satz 4.4. Reduktionssatz der Holonomietheorie. [Bau09, S.123+10] Sei
(m: P — M,QG) ein G-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhangsform A dber einer
zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit M und w € P ein fizierter Punkt. Es sei
PA(u) :={p € P:3y:[0,1] — P horizontal von u nach p}. Dann gilt:

1. w: PA(u) — M ist Hol,(A)-Hfb.
2. m: PA(u) — M ist Reduktion von P und der Zusammenhang von P reduziert
sich darauf.

Definition 4.3. [Bau09, S.123+10] Das Hol,(A)-Hfb 7 : PA(u) — M heifit
HOLONOMIEBUNDEL von A durch .

Definition 4.4. [Bau09, S.125+10] Sei 7 : P — M ein G-Hfb und M zusam-
menhéngend. Ein Zusammenhang A auf P heiit IRREDUZIBEL, falls er sich nicht
auf eine echte Lie-Untergruppe reduzieren l&f3t.

In Aufgabe 4.4 wird gezeigt, da P4 (u) die minimale Reduktion von P ist, also ist
A genau dann irreduzibel, wenn P = P4(u) und G = Hol, (A) fiir alle u € P gilt.

Satz 4.5. Holonomietheorem von Ambrose und Singer, [Bau09, [S.125+10
. Seiw: P — M ein G-Hfb iber einer zusammenhingenden Mannigfaltigkeit M
und A eine Zusammenhangsform auf P mit der Krimmungsform FA = D4A.
Dann gilt fiir die Lie-Algebra hol,(A) der Holonomiegruppe Hol,(A) von A bzgl.
u € P:

hol, (4) = span{F; (X,Y)|p € P*(u); X,Y € Th{!P} C g.

Ist G zusammenhdngend und M einfach-zusammenhdngend, so ist A genau dann
irreduzibel, wenn

g =span{F(X,Y)|p € P*(u); X,Y € Th) P}.

Definition 4.5, [Bau09, S.127+10]. Sei V eine kovariante Ableitung auf einen
vektorbiindel £ — M.

Hol, (V) := {P) |y € Q(x)} € GL(E,)
Hol)(V) := {PY |y € Qo(2)} € GL(E,)

Satz 4.6, [Bau09, S.127+10]. Sei P ein G-Hfb iber M, p : G — GL(V) eine
Darstellung von G und E := P xg V das assoziierte Vektorbiindel. Sei weiterhin
A eine Zusammenhangsform auf P und V4 die assoziierte kovariante Ableitung in
E. Fiir u € P, bezeichne [u] : V — E, den durch u gegebenen Faserisomorphismus.
Dann gilt fir die Holonomiegruppen

Hol, (V) = [u] o p(Hol, (4)) o [u] L.
Insbesondere sind die Holonomiegruppen Hol, (A) und Hol,(VA) isomorph, falls p
injektiv ist. Sei R der Krimmungsendomorphismus von V4 und P, = PyA die

durch V4 definierte Parallelverschiebung in E. Dann gilt fir die Lie-Algebra der
Holonomiegruppe Hol, (V4):

hol, (V*) = span{P, o RyvA (v,w) o Pylv,w € T, M,~ ein Weg von = nach y}.
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Satz 4.8, Holonomieprinzip [Bau09, [S.130+10]. Es existiert eine bijektive
Abbildung zwischen dem Raum der parallelen Schnitte in E und der Menge der
holonomieinvarianten Vektoren in V :

Par(E, V) = {v € V|p(Hol,(A))v = v}
= {v € Vl|p«(hol,(A))v = 0}, falls m (M) = 0.



5. Holonomiegruppen Riemannscher
Mannigfaltigkeiten, [Bau09, S.144]

Satz 5.1, [Bau09, S.135+10]. Die Holonomiegruppe Hol,(M,g) ist eine Lie-
Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(T, M, g, ). Die reduzierte Holonomiegruppe
Hol (M, g) ist die Zusammenhangskomponente des 1-Elementes in Hol, (M, g). Ins-
besondere ist die Holonomiegruppe einfach-zusammenhdngender Mannigfaltigkeiten
zusammenhdngend.

Beispiel 5.1, [Bau09, |S.135+10]]. Die Holonomiegruppe des (pseudo-)Euklidischen
Raums ist trivial.

Beispiel 5.2, [Bau09, [S.135+10]. Die Holonomiegruppe der S™ ist SO(T,S™).

Satz 5.2. Holonomietheorem von Ambrose und Singer, [Bau09, [S.137+10
|. Die Lie-Algebra der Holonomiegruppe von (M, g) ist gegeben durch

hol, (M, g) = span {(yv*R?),(v,w) : v,w € T, M,~ ist Weg mit Anfangspunkt x}

Satz 5.3. Holonomieprinzip, [Bau09, S.138+10]. Sei (M, g) eine zusammenhingen-
de pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit, T ein Tensorbindel iber M und x € M.

1. Sei T € T(T) ein Tensorfeld mit VIT = 0. Dann gilt Hol, (M, g)T (z) =
T(z), wobei die Wirkung der Holonomiegruppe auf kanonische Weise auf
die Tensoren T, fortsetzt wird.

2. Sei T,, € T, ein Tensor mit Hol,(M,g)T, = T,. Dann ezxistiert genau ein
Tensorfeld T € T'(T) mit VIT = 0 und T(x) = T,. Dieses Tensorfeld
erhdlt man durch Parallelverschiebung von T, d.h., T (y) := Pyg (T,) , wobei
y € M und ~y eine beliebige Kurve ist, die x mit y verbindet.

Satz 5.4, [Bau09, [S.139+10].

1. Seim: (M,§) — (M,g) die universelle semi-Riemannsche Uberlagerung von

(M,g) und £ € M. Dann gilt
Hol3 (M, g) = Holz(M, 3) = Holy 5 (M, ).

2. Ist (M, g) = (M, g1)x(Ma, g2) ein semi-Riemannsches Produkt und (x1,x2) €
My x My, dann gilt Hol(y, 5,y(M, g) = Hol,, (M1, g1) x Hol,,(Ma, g2).

Definition 5.1, [Bau09, S.140+10]. Die Holonomiedarstellung Hol,(M,g) —
O(T,M,g) heifit IRREDUZIBEL, wenn es keinen echten invarianten Teilraum von
T, M gibt. Sie heiflt SCHWACH IRREDUZIBEL, wenn es keinen echten, nichtausgear-
teten invarianten Teilraum von T, M gibt.

Fiir Teilriume E C T, M sei E+ := {v € T, M : g,(v,w) = OVw € E}.

11



5. Holonomiegruppen Riemannscher Mannigfaltigkeiten, [Bau09, S.144] 12

Definition 5.2, [Bau09, S.141+10]. Eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit
(M, g) heifit (SCHWACH) IRREDUZIBEL, falls die Holonomiedarstellung (schwach)
irreduzibel ist.

Beispiel 5.4, [Bau09, S.141+10]. Jede pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit
(M, g) mit konstanter Schnittkriimmung K # 0 ist irreduzibel.

Beispiel 5.5, [Bau09, S.142+10]. Eine schwach irreduzible nicht irreduzible Man-
nigfaltigkeit.

Satz 5.5, [Bau09, S.145+10]. Sei E C T, M Holonomie-invariant. Die Holono-
miedistribution € C TM, y+— PI(E) (wobei o ein Weg in M ist, der x und y ver-
bindet) ist involutiv. Die mazimalen zusammenhdingenden Integralmannigfaltigkei-
ten von E sind total-geoddtische Untermannigfaltigkeiten von (M, g), die geoditisch
vollstindig sind, falls (M, g) geoditisch vollstindig ist.

Satz 5.6, [Bau09, S.146+10]. Sei (M, g) eine n-dimensionale, semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit, deren Holonomiedarstellung einen k-dimensionalen, nichtausge-
arteten invarianten Teilraum besitzt. Dann ist (M, g) lokal isometrisch zu einem
semi-Riemannschen Produkt, d.h., zu jedem Punkt p € M existieren eine Umge-
bung U(p) und zwei semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten (U1, g1) und (Ua, g2) der
Dimension k bzw. n — k, so dass (U(p), 9) Zisometr. (U1, 91) X (U2, g2).

Satz 5.8, [Bau09, S.150+10]. Sei (M, g) eine geoditisch vollstindige, einfach-zu-
sammenhdngende semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und TM = E1® Fy eine Zer-
lequng des Tangentialbiindels in zwei nichtausgeartete, zueinander orthogonale, par-
allele Distributionen. Firp € M bezeichne M;(p) die mazimale zusammenhingende
Integralmannigfaltigkeit der Distribution E; durch den Punkt p. Dann ist (M, g) iso-
metrisch zum Produkt der Mannigfaltigkeiten (Mi(p), g1) und (Ma(p), g2), wobei g;
die durch g induzierte Metrik auf M;(p) bezeichnet:

(M, g) = (My(p), 91) x (Mz(p), g2)-

Satz 5.9 (Cartan-Ambrose-Hicks), [Bau09, S.152+10]. Es sei (N,h) eine
einfach-zusammenhdingende und (M, g) eine geoditisch vollstindige semi- Riemannsche
Mannigfaltigkeit und L : TyN — T,M eine lineare Isometrie. Fir jede gebrochene
Geodite 7 : [0,1] = N mit dem Anfangspunkt ¢ € N gelte

L.Y(R,YN(Z)(u,v)w) = R%(l)(Lv(”)va(w))Lv(w> Vu,v,w € Tyq)N.

Dabei ist Ly := L,, wobei Ly := Py oL;o0 (Pyj\j,l)_l- Dann existiert eine lo-
kale Isometrie ¢ : N — M mit p(q) = p und Ty = L. Sind sowohl (N, h) als
auch (M, gq) einfach-zusammenhingend und geoditisch vollstindig, so ist ¢ eine
Isometrie.

Satz 5.10 (Zerlegungssatz von de Rham und Wu), [Bau09, S.158+10]. Es
sei (M, g) eine einfach-zusammenhdngende, geoditisch vollstindige semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Dann ist (M, g) isometrisch zu einem Produkt einfach-zusammen-
héingender, geoddtisch vollstindiger semi-Riemannscher Mannigfaltigkeiten (M, g) =
(Mo, go) X (M1, 1) %X ... X (My,gr), wobei (Mp,go) ein (evtl. null-dimensionaler)
(pseudo-)Euklidischer Raum ist und (My,q1),..., (Mg, gx) unzerlegbar und nicht
flach sind.
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Definition 5.3 [Bau09, S.160+10]. Eine zusammenhéngende, semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit (M, g) heifit SYMMETRISCHER RAUM, wenn es zu jedem Punkt
x € M eine Isometrie s, : M — M mit dem Fixpunkt x und dem Differential
TwSz|T, 0 = —idg, ar gibt. Die Isometrie s, heifit SYMMETRIE des Punktes x.

Beispiel 5.6 [Bau09, S.160+10]. Der euklidische Raum ist symmetrisch.
Beispiel 5.7 [Bau09, S.160-+10]. Die n-Sphére ist symmetrisch.

Beispiel 5.8 [Bau09, S.160+10]. Jede Lie-Gruppe mit biinvarianter Metrik ist
symmetrisch.

Beispiel 5.9 [Bau09, [S.160+10]. Sei K eine zusammenhéngende Lie-Gruppe
o : K — K ein involutiver Automorphismus und L C K° := {a € K : 0a = a} eine
abgeschlossene Untergruppe mit (K?)° C L. Dann ist K/L symmetrisch fiir jede
K-invariante Metrik.

Satz 5.11 [Bau09, [S.161+10]. Jeder symmetrische Raum (M, g) ist geoditisch
vollstindig, lokalsymmetrisch und homogen.

Dabei heifit eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) HOMOGEN, wenn ihre
Isometriegruppe transitiv auf M wirkt. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit parallelem Kriimmungstensor R9, d.h. mit VIRY = 0, nennt man LOKAL-
SYMMETRISCH.

Satz 5.12 [Bau09, S.162+10]. Eine einfach-zusammenhdingende, geoditisch voll-
stindige, lokalsymmetrische semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist symme-
trisch.

Definition 5.4 [Bau09, S.164+10]. Ein Paar von Lie-Gruppen (G, H) heifit zum
symmetrischen Raum (M, g, 0) (mit 0 € M) ASSOZIIERTES SYMMETRISCHES PAAR,
wenn Folgendes gilt:

1. G ist eine zusammenhéngende, o-invariante Lie-Untergruppe der Isometrie-
gruppe von (M, g), die transitiv auf M wirkt, wobei o(f) := s, 0 f 0 s,.
2. H C G ist der Stabilisator des Punktes o, d.h. H = {a € Gla(o) = o}.

Satz 5.14 [Bau09, S.164+10]. Sei (G, H) ein symmetrisches Paar zum symme-
trischen Raum (M, g,0). Dann gilt (G°)° C H C G. Der durch die Involution
o : G — G auf der Lie-Algebra g induzierte Isomorphismus o, : g — g hat die
Eigenwerte +1 und -1. Die Eigenrdume von o, haben folgende Figenschaften:

1. h={X e glo.(X) = X}.

2. m:={X € glo.(X) = —X} ist ein Ad(H)-invariantes algebraisches Kom-
plement von h C g. Insbesondere ist G/H ein reduktiver homogener Raum.

3. Fiir die Zerlegung g = h ® m gilt:

(0,51 € b, [p,m] Cm, [mm]Ch

Definition 5.5 [Bau09, S.165+10]. Sei g eine Lie-Algebra. Eine Zerlegung g =
h @& m in Unterrdume mit

(0,01 € b, [p,m] Cm, [mm]Ch

nennen wir eine symmetrische Zerlegung von g.
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Definition 5.6 [Bau09, S.166+10]. Die Darstellung der Stabilisatorgruppe H auf
dem Tangentialraum T, M

AN H— GL(T[S]G/H) ~ GL(T,M)
h+— T[e]lh = Toh

heifit ISOTROPIEDARSTELLUNG des symmetrischen Raumes (M, g,0) bzgl. des as-
soziierten symmetrischen Paares (G, H).

Definition 5.7 [Bau09, [S.170+10]. Sei (M, g) ein symmetrischer Raum. Dann
heifit die von den Isometrien s; o s, erzeugte Untergruppe

G(M) := ({52 0 sylz,y € M}) C Iso(M, g)

TRANSVEKTIONSGRUPPE von (M, g).

Satz 5.17 [Bau09, [S.170+10]. Die Transvektionsgruppe eines symmetrischen
Raumes (M, g,0) hat folgende Eigenschaften:

1. G(M) wirkt transitiv auf M.

2. G(M) ist invariant gegeniiber der Involution o = Ly, o Ry! auf Iso(M, g).

3. G(M) ist die kleinste Untergruppe von Iso(M,g), die transitiv auf M wirkt
und invariant unter o ist.

4. G(M) ist eine zusammenhdngende Lie-Untergruppe von Iso(M, g).

5. Fiir die durch o definierte symmetrische Zerlegung g(M) = H(M) @ m der
Lie-Algebra von G(M) gilt zusdtzlich [m,m] = h(M).

6. Die Lie-Gruppe G(M) wird von exp(m) erzeugt.

Folgerung 5.3 [Bau09, S.172+10]. Sei (M, g) ein symmetrischer Raum, G(M)
seine Transvektionsgruppe mit der Lie-Algebra g(M) und H(M) = G(M), der
Stabilisator von o € M mit der Lie-Algebra bh(M).

1. Fiir die Holonomiealgebra von (M, g) gilt:
hol, (M, g) = ad(h(M)) = b(M).

2. Sei R, :=span{RI(X,Y)|X,Y € T,M}. R, ist eine Lie-Unteralgebra von
gl(To M) und die Lie-Algebra g(M) ist isomorph zur Lie-Algebra § := R, &
T,M mit dem Kommutator
[RI(X,Y), R{(U, V)] := R}(X,Y) o RI(U,V) — R(U,V) o RJ(X,Y),

[RI(X,Y),U] := RIX,Y)U,
[U,V] := RIU,V).

Satz 5.20 [Bau09, S.177+10]. Sei (M, g,0) ein symmetrischer Raum und G(M)
seine Transvektionsgruppe. Mit X : H(M) — GL(T, M) bezeichnen wir die Isotro-
piedarstellung des Stabilisators H(M) := G(M),. Dann gilt

A(H(M)) = Holo(M, g).

Insbesondere ist die Holonomiegruppe Hol,(M,g) isomorph zur Stabilisatorgruppe
H(M), und die Holonomiedarstellung p geht bei diesem Isomorphismus in die Iso-
tropiedarstellung \ diber.
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Definition 5.8 [Bau09, S.178410]. Ein Paar (g = h & m, B) heifit METRISCHE
SYMMETRISCHE LIE-ALGEBRA, wenn Folgendes gilt:

1. g ist eine Lie-Algebra und § und m sind Unterrdume von g mit [, h] C b,
[h,m] Cm und [m,m] =h.

2. Bist ein ad(g)-invariantes Skalarprodukt auf g, d.h. B([X,Y], Z)+B(Y, [X, Z]) =
0 fur alle X, Y, Z € g.

3. B(h,m) =0.

Zwei metrische symmetrische Lie-Algebren (g1 = by @ my, B;) und (g2 = ha @
ms, Bs) heiffen isomorph, wenn es einen Lie-Algebren-Isomorphismus ¢ : g1 — go
gibt mit p(h1) = ba, p(my) = my und p*(Bs) = By.

Satz 5.21 (Riemannsche Berger-Liste) [Bau09, S.183+10]. Es sei (M™,g)
eine n-dimensionale, einfach-zusammenhdngende, irreduzible Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, die nicht lokal-symmetrisch ist. Dann ist die Holonomiegruppe bis auf
Konjugation in O(n) entweder SO(n) oder eine der folgenden Gruppen mit threr
Standarddarstellung:

n Holonomiegruppe | spezielle Geometrie
2m >4 | U(m) Kdhler-Mannigfaltigkeit
2m >4 | SU(m) Ricci-flache Kdihler-Mannigfaltigkeit
4dm > 8 | Sp(m) Hyperkdihler-Mannigfaltigkeit
4m > 8 | Sp(m) - Sp(1) quaternionische Kdihler-Mannigfaltigkeit
7 Go Go-Mannigfaltigkeit
8 Spin(7) Spin(7)-Mannigfaltigkeit

Definition 5.9 [Bau09, S.184+10]. Ein Vektorbiindel-Homomorphismus J :
TM — TM heifit FAST-KOMPLEXE STRUKTUR auf M, wenn J2 = —Idpy; gilt. Ist
(M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und J eine orthogonale fast-komplexe
Struktur, d.h. eine fast-komplexe Struktur mit

g(JX,JY) =g(X,Y) fiir alle Vektorfelder X und Y,

so nennt man (M, g, J) FAST-HERMITESCHE MANNIGFALTIGKEIT.

Definition 5.10 [Bau09, S.185+10]. Eine KAHLER-MANNIGFALTIGKEIT ist eine
fast-hermitesche Mannigfaltigkeit (M, g, J), deren fast-komplexe Struktur J parallel
ist, d.h., fiir die V9J = 0 gilt.

Definition 5.11 [Bau09, S.189+10]. Eine FAST-QUATERNIONISCHE STRUKTUR
auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein Tripel J = (J1, Ja, J3) von anti-kommutierenden
fast-komplexen Strukturen mit JyJo; = Js. Sind die fast-komplexen Strukturen
J zusitzlich orthogonal beziiglich einer Riemannschen Metrik ¢, so nennt man J
orthogonale fast-quaternionische Struktur auf (M, g). Eine FAST-HYPERKAHLER-
MANNIGFALTIGKEIT ist eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit einer ortho-
gonalen fast-quaternionischenen Struktur J.

Definition 5.12 [Bau09, S.190+10]. Eine fast-quaternionische Struktur (Jy, Ja2, J3)
auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) heifit PARALLEL, wenn V9J, = 0
fir o =1, 2,3 gilt. Eine HYPERKAHLER-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit (M, g) der Dimension 4m > 8 mit einer parallelen orthogonalen
fast-quaternionischen Struktur (Jy, Jo, J3).
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Definition 5.13 [Bau09, S.191+10]. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
der Dimension 4m > 8 heifit FAST-QUATERNIONISCHE KAHLER-MANNIGFALTIGKEIT,
wenn ein 3-dimensionales Unterbiindel E C so(TM, g) existiert, das lokal durch
fast-quaternionische Strukturen erzeugt wird. Fiir jeden Punkt = € M gibt es al-
so eine Umgebung U und eine orthogonale fast-quaternionische Struktur J; =
(J1,J2, J3) auf (U, g|y) mit E|y = spang(J1, Ja, J3). Ist das Biindel E parallel, so
heifit (M, g, E) QUATERNIONISCHE KAHLER-MANNIGFALTIGKEIT.

Definition 5.14 [Bau09, S.193+10]. Eine 3-Form w € Q3(M) auf einer orientier-
ten 7-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M7, g) heifit ZULASSIG, wenn
x € F2M fur alle x € M.

Definition 5.15 [Bau09, S.194+10]. Eine 7-dimensionale, orientierte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit (M7, g) heifit Go-MANNIGFALTIGKEIT, wenn sie eine parallele
zuléssige 3-Form w besitzt.

Definition 5.16 [Bau09, S.195+10]. Eine 4-Form o € Q*(M) auf (M8, g) heifit
ZULASSIG, wenn z € FaM fiir alle z € M. Eine 8-dimensionale, orientierte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit (M?, g) heifit Spin(7)-MANNIGFALTIGKEIT, wenn auf
ihr eine parallele zuldssige 4-Form o existiert.

Satz 5.29 (Bergers Holonomietheorem) [Bau09, S.198+10]. Wirkt die re-
duzierte Holonomiegruppe Holg (M, g) einer irreduziblen Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) nicht transitiv auf der Einheitssphdre des Tangentialraumes T, M, so
ist (M, g) lokal-symmetrisch.

Satz 5.31 (Pseudo-Riemannsche Berger-Liste) [Bau09, S.201+10].

Sei (M™*, g) eine einfach-zusammenhingende, irreduzible pseudo-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Signatur (r,s), die nicht lokal-symmetrisch ist. Dann ist die Holo-
nomiegruppe von (M, g) bis auf Konjugation in O(r, s) entweder SO°(r, s) oder eine
der folgenden Gruppen mit ihrer Standard-Darstellung:

Dimension | Signatur | Holonomiegruppe
2m > 4 (2p,2q9) | U(p, q)undSU(p, q)
2m >4 (ryr) SO(r,C)
4m > 8 (4p,4q) | Sp(p, q)undSp(p,q) - Sp(1)
dm > 8 (2p,2p) | Sp(p,R) - SL(2, R)
4m > 16 (4p,4p) | Sp(p,C) - SL(2,C)
(
(
(
(

7 ) G2(2)
14
8
16

3
7| Ge2

,4) | Spin(4,3)
8) | Spin(7,C)

Satz 5.34 (Die Holonomiegruppen von Lorentz-Mannigfaltigkeiten) [Bau09,
S.202+10]. Sei (MYt g) eine n-dimensionale, einfach-zusammenhdingende, un-
zerlegbare, nicht-irreduzible Lorentz-Mannigfaltigkeit. Dann ist der orthogonale Teil
G C SO(n—2) von Hol, (M, g) die Holonomiegruppe einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit und Hol, (M, g) hat eine der folgenden Formen:
1. (R* x G) x R"2,
2. G x R" 2,
3. L-G'xR"2 wobei L die Lie-Gruppe mit Lie-Algebra | := {(o(X), X,0)|X €
3(g)} fir einen surjektiven Lie-Algebren-Homomorphismus ¢ : 3(g) — R ist.
4. L-GxR"27™ wobei L die Lie-Gruppe mit Lie-Algebra | := {(0, X, ¢(X))|X €
3(g)} fir einen surjektiven Lie-Algebren-Homomorphismus ¢ : 3(g) — R™
15t.
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