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1. Konvexe Hiille

Typische Probleme [dBvKOS97,/S.10]

e Bestimmung der nichsten Apotheke liefert eine Unterteilung, ein sogenanntes
Voronoi-Diagramm.

e Kiirzeste Verbindung mit Hindernissen (Robotik, Routenplaner).
e Schnittpunkte von Karteniiberlagerungen.

Anwendungsbereiche [dBvK0S97, S.19]-[dBvKOS97, S.20]
e Computer Graphik (von Vektorgraphik bis photorealistische Darstellungen), sie-
he Kapitel 6, 10 und 16 fiir 2 — D, Kapitel 12 fir 3 — D.
Robotik (Bewegungs Planung) siehe Kapitel 13 und 15.
GIS, siehe Kapitel 6, 10 und 16 sowie 2, 7 und 9.
CAD und CAM, siehe Kapitel 14 und 4.
e Muster Erkennung

Nicht-geometrische Probleme, siche Kapitel 5.

Konvexe Menge K [dBvKOS97,S.11]
Mit z,y e Kist Tg:={a+ XMy —2): 0< A <1} C K.

Konvexe Hiille einer Menge P [dBvKOS97,S.11]

e Durchschnitt aller konvexen Obermengen

e Kleinste konvexe Obermenge

e Menge aller endlichen Konvexkombinationen Zk Akpr mit pr € P, A\x > 0 und
Zk A= 1.

e Gummibandmethode (im Zweidimensionalen).
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Konvexes Polygon [dBvKOS97, S.11]

Sei P C R? endlich. Dann ist die konvexe Hiille von P ein konvexes Polygon (be-
schrieben durch Folge der Ecken) zusammen mit der inneren Komponente.

Naheliegende Algorithmus [dBvKOS97,S.12]

Die Seitenkanten des orientierten konvexen Polygons sind genau jene orientierte
Strecken, so dafl alle anderen Punkte links von ihnen liegen. Schlielich sortiere man
diese. Fiir Pseudocode, siehe [dBvKOS97, S.12].

Korrektheit [dBvKOS97,S.12]

e Jede Kante des Randes der konvexen Hiille hat diese Eigenschaft.
e Jede Strecke mit dieser Eigenschaft liegt am Rand der konvexen Hiille.

Laufzeit [dBvKOS97, S.13]

e Anzahl der orientierten Strecken ...n(n — 1)

e Anzahl der Tests pro Strecke ...n — 2

e Sortieren ...0+14+2+---4+(n—1) = (";1) (verbesserbar zu n - log(n))
Insgesamt O(n?).

Degenerierte Fille [dBvKOS97, S.14]

Was passiert, wenn ein Punkt auf der Verbindungsgerade liegt? - Dann sollte der
Test auch erlauben, dafl er auf der Verbindungsstrecke liegt.

Robustheit [dBvKOS97,S.14]

Was passiert, wenn Rundungsfehler auftreten:
Z.B. wenn pq, gr und pr alle (oder keiner) den Test bestehen.

Verbesserter rekursiver Algorithmus und Pseudocode [dBvKOS97,S.15]

1: Sortiere Punkte nach der z-Koordinate.

2: Bestimme oberen und unteren Rand getrennt jeweils rekursiv.

3: Induktionsschritt fiir oberen Rand: Fiige nichsten Punkt hinzu (dieser gehort zum
Rand) und entferne vorige Punkte des alten Randes solange dort ein links-Knick
ist.

4: Analog fiir unteren Rand.

5: Flige beiden Rénder aneinander.

Korrektheit [dBvKOS97,[S.16]

e Keine lineare Ordnung, darum Drehung oder lexikographische Ordnung.
e Falls aufeinanderfolgende Kanten kollinear sind, so entferne mittleren Punkt.
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Robustheit [dBvKOS97,S.16]

Ergebnis ist ein (fast konvexes) Polygon und alle Punkte liegen (fast) im Inneren.

1.1 Theorem [dBvKOS97, S.17].
Die konveze Hiille von n Punkten kann in O(n log(n))-Zeit bestimmt werden.

Beweis [dBvKOS97, S.17]

Korrektheit durch Induktion nach n. Laufzeit: Lexikographisch sortieren in
O(n log(n))-Zeit, for-Schleife in O(n)-Zeit, while-Schleife insgesamt < n-mal, da je-
desmal ein Punkt entfernt wird. 0

Nachbemerkungen zur Vorgehensweise [dBvKOS97,S.17]

1. Vernachléssige vorerst degenerierte Félle um den Algorithmus zu finden.

2. Modifiziere den Algorithmus, so dafl er auch diese Félle inkludiert. Besser
nicht durch Fallunterscheidungen sondern wenn moglich durch direkte Adap-
tion [dBvKOS97, S.18]].

3. Tatséchliche Implementation: U.a. geometrische Figenschaften in berechenbare
Ausdriicke {ibersetzen (Software libraries).

4. Robustheits Uberlegungen (Exakte Arithmetik, Absturz-Vermeidung).

Weiterfithrende Bemerkungen [dBvKOS97,S.22]

e Obige Algorithmus ist von [Graham, 1972] modifiziert durch [Andrew, 1979].

e Untere Schranke ist O(n log(n)).

e Verbesserung durch [Kirkpatrick and Seidel, 1986] sowie durch [Chan, 1995] auf
O(n log(h)) wobei h die Komplexitiat (Anzahl der Punkte) der konvexen Hiille
bezeichnet.

Sortieralgorithmen

2 Insertions Sort

Sortiere‘r‘ekursive die Elemente nach und nach in die bereits sortierten ein. Runtime:
O(n?) 9 Animation

9 Quick Sort
Methode: Teile und Erobere (divide and conquer)!

1. Wihle ein Element (pivot).
2. Teile die iibrigen in jene die kleiner und jene die grofler sind.
3. Fahre mit diesen Teilen rekursiv fort bis diese 1-elementig sind.

Benotigt O(n) extra Speicherplatz. Ist stabil. Im Mittel O(nlogn) Laufzeit. Im
schlechtesten Fall O(n?) Laufzeit.

. .
Verbesserte Version =

Subroutine PARTITION( array, left, right, pivot ):
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swap array[pivot] and array[right]
newpos = left
for i from left to right-1 do
if arrayli] < array[right] then
swap arrayli] and array[newpos]
increment newpos
5: swap array[newpos] and array[right]
6: return newpos

Dies bringt array[pivot] an die korrekte Stelle (newpos) und sortiert die kleineren nach
links und die gréfleren nach rechts.
Bendétigt nur O(logn) extra Speicherplatz.

2 Merge Sort
1. Teile in zwei anndhernd gleich grofle Teile.
2. Verfahre mit den Teilen rekursiv.
3. Sortiere die beiden (sortierten) Teile zusammen. Laufzeit O(n).

Gesamtlaufzeit maximal O(n log(n)) folgt aus T'(n) = 2T'(n/2) + n, sieche D Master
Theorem (Hauptsatz der Laufzeitfunktionen):

T(n) = aT(%) + f(n) mit f(n) = OM°®@), a>1,b>1=
= T(n) = O(n'% log, (n)).

Zusétzlicher Speicherbedarf O(n).

D Binary Tree

Ein Baum wo jeder Knoten hochstens zwei Kinder hat.

Dieser heifit balanziert, falls die Tiefe der Teilbdume je zweier Geschwister sich héch-
stens um 1 unterscheiden.

Vorteilhaft fiir Suche.

9 Binary Heap (Haufen)

Ein (balanzierter) bindrer Baum wo alle Ebenen bis auf die letzte vollstédndig sind
und die letzte von links beginnend ohne Liicken ist. Jeder Knoten ist grofier (oder
gleich) als jedes seiner beiden Kinder. Kann in einem Array gespeichert werden.
Einfiigen in einen Heap durch sift-up (hinauf sichten) (Laufzeit O(log(n))): Ans
Ende anfiigen. Tausche rekursiv wenn notig mit Eltern.

Entfernen der Wurzel durch sift-down (Laufzeit O(log(n))): Tausche mit letztem
Element und dann rekursiv wenn nétig mit grofiten Kind.

D Step by Step Animation.

Laufzeit O(nlog(n)) fir das Erzeugen eines bindren Heaps durch rekursives Ein-
fiigen; Verbessert O(n> ;7 4) = O(n) durch rekursives von unten beginnendes

Heapifizieren der Teilbdume 9:
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Sei 2 < n < 281 Die Anzahl der Teilbdume der Tiefe j ist maximal 2¥+1=7. root
sift-down braucht jeweils hochstens j — 1 Schritte. Also Gesamtschritte

k k=1 .
: k+l—j _ ok J _ ok k+ k+1
Z(]*1)2 7=2 227*2 <22k_1)§2 SQTL

=1 =0

9 Heap Sort

1. Verwandle Liste in Heap. ...O(n)

2. Entferne rekursiv die Wurzel des verbleibenden Baums und speichere diese in
die sortierte Liste: n-mal sift-down a O(log(n))

Laufzeit also O(n log(n)). Stabil. Konstanter zusétzlicher Speicher.

2. Schneiden von Geradensegmenten

Information in Layer[dBvK0S97,S.27|

GIS organisieren die Daten in Layer (Schichten). Jeder Layer fiir eine Art von In-
formation (z.B. Strafien, Stadte, Fliisse, ... ,Bevolkerungsdichte, Vegetationstyp,. .. ).
Benutzer wéhlt die gewiinschten Kategorien. Wichtig sind die Schnittpunkte der ver-
schiedenen Layer, z.B. Strafilen N Fliisse = Briicken oder Hohenbereich N Vegetati-
onsform.

Schnittpunkte von Geradensegmenten [dBvKOS97, S.28]|

Bestimme alle Schnittpunkte von jeweils einem Segment des einen Layers mit einem
Segment des anderen. Zwecks Vereinfachung vereinigen wir die beiden Layer zu einem.
Suchen also auch Durchschnitte von Segmenten des gleichen Layers. Diese filtern wir
nachher aus.

Naiver Algorithmus[dBvKOS97,S.29]

Wihle alle (%) Paare von Strecken und bestimme (so vorhanden) deren Schnittpunkt.
Laufzeit ist O(n?). Nicht verbesserbar, wenn sich alle schneiden.

Verbesserung [dBvK0S97,S.29)]

Oft werden sich viele Segmente gar nicht schneiden. Brauchen Verbesserung in Ab-
héngigkeit der Komplexitéit der Ausgabe (Anzahl der Schnittpunkte). Dazu vermeiden
wir jene Segmente zu testen die weit voneinander entfernt sind.

Projektion [dBvKOS97,S.29]

Segmente die disjunkte Projektion auf einer Achse haben scheiden aus. Betrachten
nur jene Paare die beide von horizontalen Geraden getroffen werden.

Plane sweep (fegen) algorithm [dBvKOS97,S.30]
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Verschieben eine Gerade (sweep line) tiber die Ebene. Untersuchen den Status, d.h.
die sie treffenden Segmente. Dieser dndert sich nur bei Randpunkten der Segmente
(Eventpunkte).

Testen bei Eventpunkten [dBvKOS97, S.30]

Falls der Eventpunkt ein oberer Randpunkt eines Segments ist, so testen wir dieses
auf Durchschnitt mit den anderen Segmenten des Status und fiigen es zum Status
hinzu. Falls der Eventpunkt ein unterer Randpunkt eines Segments ist, so entfernen
wir es aus dem Status.

Das ist nicht gut genug, also verbessern [dBvKOS97, S.30|

Laufzeit ist noch immer O(n?), z.B. wenn alle Segmente die z-Achse treffen. Soll-
ten nur horizontal nahe liegende testen. Dazu ordnen wir die Segmente des Status
nach der z-Koordinate des Schnittes mit der sweep line. Diese Ordnung &dndert sich
in Schnittpunkten. Wir miissen also auch die Schnittpunkte als Eventpunkte bertick-
sichtigen. Um die Schnittpunkte zu erhalten testen wir in oberen Randpunkten nur
benachbarte Segmente des Status auf darunterliegende Schnittpunkte und fiigen diese
(wenn nicht schon dort) den Eventpunkten hinzu. In diesen Schnittpunkten tauschen
wir die Position der Segmente im Status und testen beide auf Schnitt mit ihren neuen
Nachbarn. Bei unteren Randpunkten miissen wir deren beiden Nachbarn auf Schnitt-
punkt priifen.

Nicht-Degeneriertheitsannahme: [dBvKOS97, S.30]

Segmente nicht horizontal und nicht iiberlappend.

2.1 Lemma [dBvKOS97,S.31].

Falls sich zwei nicht-horizontale Segmente in einem einzigen Punkt p treffen und kein
weiteres Segment zwischen ihnen durch p geht, so gibt es einen oberhalb liegenden
Eventpunkt in welchem die beiden Segmente benachbart sind.

Beweis. Wenn die Sweepline knapp oberhalb p ist, so schneiden die beiden Segmente
diese in benachbarten Punkten. Somit existiert oberhalb ein Eventpunkt ¢ in welchem
sie getestet werden. O

Erlauben Degeneriertheit [dBvKOS97, S.32|

Merken uns zu jedem Schnittpunkt alle Segmente die ihm treffen. Uberlappung schlie-
Ben wir nach wie vor aus.

Datenstruktur des Algorithmus [dBvKOS97,S.33]

e Eventqueue (Warteschlange) @: Eventpoints (gespiegelt) lexikographisch sor-
tiert (horizontale Segmente erlaubt) und in bindren Suchbaum gespeichert. Zu
jedem Eventpoint p speichern wir die Liste U(p) der Segmente, die ihm als obe-
ren Endpunkt haben.

Suchen des Nachfolgers, Einfligen und Entfernen eines Eventpoints benétigt
bei hinreichend balanzierten Suchbaum O(logn) Zeit, siche “DAVL-Baum und
DAVL-Tree.
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e Status T: Die geordnete Folge der Segmente welche die Sweepline treffen. Eben-
falls als Blétter in einem (balanzierten) bindren Suchbaum gespeichert. Bei den
inneren Knoten speichern wir das Segment des am weitesten rechts liegenden
Blattes des linken Teilbaums.

e Suche in 7" nach unmittelbar links von Eventpunkt liegenden Segment: Folgen in
inneren Knoten den li/re Ast falls Segment li/re von dem im Knoten ist. Dann ist
(das Endblatt oder) das unmittelbar links liegende das gesuchte. Suche in T nach
unmittelbar rechts von Eventpunkt liegenden Segment ist analog. Nachbarsuche
somit ebenfalls in O(logn) Zeit.

Algorithmus FindIntersections [dBvKOS97,S.33|

Input: Liste von Geradensegmenten (Paare von Randpunkten)
Output: Liste von Schnittpunkten jeweils mit Liste der involvierten Segmente.
1: Q := Liste der Endpunkte (und fiir die oberen unter ihnen) jeweils mit den zuge-
horigen Segmenten.
2: T:= {}
3: while Q nicht leer do
4:  Entnehme néchsten Eventpunkt p von  und HANDLEEVENTPOINT(p).

Subroutine HandleEventPoint(p) [dBvKOS97, S.34]

1: Sei U(p) die Liste der Segmente mit oberen Randpunkt p.

2: Finde (zueinander benachbarte) Segmente in T' die p enthalten und liste diese in
L(p) falls p unterer Randpunkt und in C(p) falls p innerer Punkt ist.

3: if L(p) UU(p) U C(p) mindestens 2-elementig then

Ausgabe dieses Schnittpunktes p zusammen mit L(p), U(p), C(p).
4: Entferne die Segmente in L(p) U C(p) aus T.
5: Ordne die Segmente aus U(p) UC(p) in T ein, nach ihren Schnittpunkt mit einer
unmittelbar unterhalb liegender Sweepline. // Die Ordnung von C(p) wir dadurch
umgekehrt
6: if U(p)UC(p) =0 then
FINDNEWEVENT(s_,$4,p) mit linken und rechten Nachbarn s_ und s.

7: else

8:  FINDNEWEVENT(s;,s’,p) mit dem linkesten Segment s’ von U(p) U C(p) und
dessen linken Nachbarn s; in T'.

9:  FINDNEWEVENT(s”,s,,p) mit dem rechtesten Segment s” von U(p) UC(p) und
dessen rechten Nachbarn s, in T'.

Subroutine FindNewEvent(s;,s,,p) [dBvKOS97, S.35]

1: if s; und s, treffen sich lexikographisch nach p (d.h. unterhalb oder auf gleicher
Hohe rechts) und der Schnittpunkt ¢ ist noch nicht in @ then
Fiige ¢ zu @ hinzu.
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2.2 Lemma. Korrektheit [dBvKOS97,S.35].
Der Algorithmus FINDINTERSECTIONS findet alle Schnittpunkte mit zugehorigen Seg-
menten korrekt.

Beweis. Induktion nach der Reihenfolge der Eventpunkte: Sei p ein Eventpunkt
(Rand- oder Schnittpunkt), sodaf§ alle vorigen Schnittpunkte und die zugehorigen
Mengen U(p), L(p) und C(p) richtig bestimmt wurden.

Falls p ein Randpunkt eines Segments ist, dann ist p € @) beim Start und die Segmen-
te in U(p) sind bereits gespeichert. Die Segmente von L(p) und C(p) sind in T' zum
Zeitpunkt p, werden also in Zeile 2 von HANDLEEVENTPOINT identifiziert. Somit ist
der Algorithmus in diesem Fall auch bei p korrekt.

Falls p kein Randpunkt ist, so miissen wir zeigen, daf} p irgendwann nach ¢ kommt.
Seien s’ und s” zwei benachbarte Segmente durch p. Nach Lemma 2.1 (verallgemei-
nert auf moglicherweise horizontale Segmente) werden diese benachbart in T in einem
Eventpunkt vor p, also ihr Schnittpunkt p gefunden und damit zu @ hinzugefiigt. U

2.3 Lemma. Laufzeit [dBvKOS97, S.36].
Die Laufzeit von FINDINTERSECTIONS bei n Segmenten und i Schnittpunkten ist
O((n +1) logn)

Beweis.

e Erzeugen von (balanzierten bindr-Baum) @ benétigt O(n logn) Zeit.
e LEvents:

— Delete p von Q in Zeile 4 von FINDINTERSECTIONS in O(logn) Zeit.

— 1-2 Aufrufe von FINDNEWEVENT in Zeile 6,8,9 von HANDLEEVENTPOINT
fiigen maximal 2 Eventpunkte zu @ hinzu (4 O(logn) Zeit)

— Einfiigen, Loschen, Nachbarn finden fiir 7" in Zeile 2,4,5,6,8,9 von HAND-
LEEVENTPOINT (4 O(logn)). Anzahl der Operationen ist linear in der
Anzahl m(p) von L(p) UU(p) U C(p).

— Seim =3} .om(p), dann ist die Gesamtlaufzeit O(mlogn).

— Klarerweise ist m = O(n + k), k die Grofie des Outputs, denn Segmente
die bei anderen p als den Endpunkten auftreten werden dort in Output
ausgegeben. Wollen aber m = O(n + i): Betrachte Segmente als Graph,
m(p) < degp = m < > deg(p) = 2n., wo n. die Anzahl der Kanten und

ny < 2n + i die Anzahl der Ecken ist. Mittels Euler’s Formel (siche @)
erhalten wir (siehe [dBvK0S97,S.36]):

2
2§nv—ne+nfS2n+i—ne+§n€:>m§2n6§2-3(2n+z’—2). O

Beweis der Eulerformel. Induktion nach der Anzahl der Kanten n..

(ne =0) = ny =1 und n, > 1 (Graph# 0) = n, —ne +ny > 2.

(ne > 0) Entferne eine Kante n, — m. — 1. Falls diese zwei Endpunkte hat, so
identifiziere diese. Also dann n, — n, — 1. Andernfalls schliefit sie eine Flache ein.
Also ny — ny — 1. Dies zeigt auch, dafl wenn der Graph zusammenhéngend ist, so
gilt Gleichheit. O

2.4 Theorem. Speicherbedarf [dBvKOS97, S.37].
Der Speicherbedarf von FINDINTERSECTIONS st O(n) bei n Segmenten.
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Beweis.

e In T kommt jedes Segment hochstens 1x, also O(n) Speicher.

e () = O(n+1i), aber wollen besseres: Speichern nur jene Schnittpunkte von gerade
benachbarten Segmenten. Damit ist der Speicherbedarf O(n). Allerdings miissen
Schnittpunkt entfernt werden, wenn ihre Segmente nicht mehr benachbart sind,
was nichts an der Laufzeit-Abschétzung dndert. Diese Schnittpunkte werden
automatisch rechtzeitig wieder aufgenommen.

O

Binare Suchbiaume

Biniirer Suchbaum 9 9 s @j-Algo

Ein bindrer Baum in welchem der Wert jedes Knoten grofler aller Werte im linken
Teilbaum und kleiner (oder gleich) aller Werte im rechten Teilbaum ist. Die Hohe h
eine Baums ist die maximale Lénge seiner Zweige.

Einfiigen und Loschen s

Einfiigen: Suche nach dem einzufiigenden Element im Baum. Falls dieses nicht ge-
funden wird, so fiige man es als entsprechendes Kind an den letzten besuchten Knoten
an.

Entfernen: Falls dieser Knoten ein Blatt ist, so entferne es. Besitzt er genau ein
Kind, so ersetze ihn durch dieses. Besitzt er 2 Kinder, so ersetze ihn durch das grofite
Element des linken Teilbaums. Da dieses seinerseits hochstens ein Kind hat, kann es
wie zuvor gesagt von seiner urspriinglichen Stelle entfernt werden.

Suche im binaren Suchbaum

Ausgehend vom Stamm gehe jeweils zum linken/rechten Kind eines Knotens, wenn
der Suchwert kleiner/gréBer als jener des Knoten ist. Benotigt maximal O(h)-Zeit.
Ziel ist es also h moglichst klein zu halten (Balanziertheit).

Adelson-Velsky Landis-Baum ) 9

Das ist ein bindrer Baum bei welchen sich die Hohe des linken und des rechten Astes
jeweils hochstens um 1 unterscheiden. Dementsprechend markieren wir den Knoten
mit /= —1, <=0 und \ = +1, je nachdem welcher Teilbaum lénger ist.

Hohenabschitzung h = O(logn) [Jia09, S.42]]

(Fibonacci-)Baume Fj, der Héhe h mit minimal vielen n Knoten erhalten wir rekursiv
durch Anhéngen von Fj,_o und Fj_; an den neuen Stamm. Sei n; die Anzahl der
Knoten von Fp, d.h. ny = 1, no = 2 und rekursiv np, = np_o + 1 + np_1. Setzen wir
fni=np_o+1lsoist f3=2, fy =3 und frio = fn+ fna1, also fp, die Fibonacci-Folge
mit fo =0 und f]_ =1.
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Beweis. Der Ansatz fj, = A" liefert: A2 = A* £ A1 "also A2 — A\ —1 = 0 und somit
A= %‘/‘F’ Die Losung mit obigen Anfangswerten erhalten wir als Linearkombination

h=a (1+T\/5>h+b (%)h aus

0=fo=a+b (=b=—a), 1f1a<1+\/51\/5) (=a=

2 2

Sl

Somit ist

nh:fh+2_1:% ((1+2\/5>h+2_<1_2\/5)h+2>_1
S

2

und damit ist

1
h < alogy(n+2)+ b mit a = 1/log, <+2\/5> und b = glog2(5) —-2. 0O

Rebalanzieren ® @ @

Dazu verfolgen wir den Ast beginnend beim eingefiigten oder geléschten Blatt Rich-
tung Stamm bis wir auf einen Knoten « stoflen, welcher die AVL-Bedingung verletzt.
Sei y dessen Kind mit dem langeren Teilbaum und z das Kind von y mit dem langeren
Teilbaum. Im Fall des Einfiigens ist damit die AVL-Bedingung des gesamten Baums
wiederhergestellt, da height(z) vor dem Einfiigen gleich height(z) nach der Rotation
ist. Im Falle des Loschens diese Hohe um 1 kleiner sein und wir miissen den Ast weiter
verfolgen. Falls y und z beide linke (oder beide rechte) Kinder sind, so geniigt eine ein-
fache “Rotation” um die AVL-Bedingung wiederherzustellen. Andernfalls benétigen
wir eine doppelte “Rotation”. Die Laufzeit ist jedenfalls O(h).

Restrukturieren, einfache und doppelte Rotation 9 [Jia09, S.20] P
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Uberlagerungen von Zerlegungen

Gemeinsame Verfeinerung [dBvKOS97, S.37|

Wir wollen zwei Unterteilungen (z.B. nach Niederschlagsmengen und nach Vegetati-
onsformen) tberlagern, also die gemeinsame Verfeinerung (das Overlay der beiden)
bestimmen.

Unterteilung [dBvKOS97, S.38]

Betrachten Unterteilung der Ebene durch lineare Graphen (mit Ecken und (offenen)
Kanten). Flachen der Unterteilung sind Zusammenhangskomponenten des Komple-
ments, also (moglicherweise unbeschrankte) offene “polygonale Bereiche” mit Kanten
und Ecken der Unterteilung als Rand. Komplexitdt der Unterteilung ist die Summe
der Anzahlen der Ecken, der Kanten und der Fliachen.

Methoden [dBvKOS97,S.39]

Wir wollen z.B. den Rand einer Flache orientiert durchlaufen kénnen oder auch die
(beiden) an eine Kante angrenzenden Flichen bestimmen konnen, oder alle Kanten
mit gegebener Ecke bestimmen kénnen.

Doppelt-verbundene Liste [dBvKOS97,S.39]

Diese soll Eintragungen fiir jede Ecke, jede (orientierte) Kante und jede Fliche enthal-
ten; und fiir jeden Eintrag einerseits Attribut-Informationen und andererseits folgende
geometrisch-topologische Informationen:
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e Zu jeder Kante € haben wir den umgekehrt orientierten Zwilling Twin(€), so-
wie die links liegende Fliche IncidenceFace(€) und Next(€) und Prev(€é) fir die
néchste bzw. vorige Kante des Randes von IncidenceFace(€). Sowie einen Pointer
zum Anfangspunkt Origin(€) der Kante.

e Achtung: Der Rand muf nicht zusammenhéngend sein (bei Lochern in der Fla-
che) darum orientiert man den Rand bei Lochern umgekehrt. Fir jede Fla-
che f benétigen wir Pointer in jede Zusammenhangskomponente des Randes:
(OuterComponent(f) in die duBere oder nil falls unbeschrankt) und die Liste
InnerComponents(p) der tibrigen. Annahme: Keine isolierten Ecken.

e Fiir jede Ecke wv speichern wir die Koordinaten und einen Pointer
IncidenceEdge(v) zu einer Kante mit diesem Anfangspunkt.

Der Speicherbedarf hierfiir ist linear in der Komplexitat. Achtung die Lénge von
InnerComponents(f) ist nicht konstant in f, aber jede orientierte Kante kann hoch-
stens fiir ein f durch InnerComponents(f) referenziert werden.

Bemerkung [dBvKOS97, S.41]

Falls die Ecken keine Attribut-Information haben, konnen wir sie weglassen. Wir
diirfen auch annehmen, da der Graph zusammenhéngend ist, andernfalls verbinden
wir die Komponenten durch Kanten und dann gibt es keine InnerComponents.

Gemeinsame Verfeinerung zweier Unterteilungen [dBvKO0S97,S.41]

Wir wollen aus zwei doppelt-verbundenen Unterteilungen S und Ss die gemeinsame
Verfeinerung O(S7, S3) bestimmen, die als Flichen f die Zusammenhangskomponen-
ten von f1 N fy fiir beliebige Flichen f; € S; hat. Dabei soll zu jede ihrer Flichen
f = fiN fa die zugehorigen Fliachen f; und fy zwecks Attribut-Information ausgege-
ben werden.

Wiederverwertung von Information [dBvKOS97, S.42]

Alle Kanten bis auf die sich-schneidenden kénnen weiter verwendet werden. Wir be-
ginnen also mit der Vereinigung der Kantenlisten von S; und S, als neue Kantenliste.
Ziel ist es daraus eine giiltige Unterteilung zu machen.

Schneidende Kanten [dBvKOS97, S.42]

Verwenden den Plane-Sweep Algorithmus fiir S; U S;. Neben den dort beschriebenen
Daten T und @ sei D die Vereinigung der beiden gegebenen doppelt-verbundenen
Listen. Bei Eventpunkten p wird 7" und @ upgedated. Falls p nur auf Kanten einer
Zerlegung liegt ist nichts weiter zu tuen. Andernfalls zerlege Kanten e in die beiden
Teile und adaptiere die Twin, Next und Prev Pointer (Details siehe [dBvK0S97,S.43
]). Braucht alles konstante Zeit, bis auf Lokalisieren der Nachbarn der Kante € wofiir
lineare Zeit im Grad m der Ecke benéttigt wird.

Laufzeit [dBvKOS97, S.44]

Laufzeit fir Bestimmung der Kanten-Daten ist O((n + k) logn) wobei n die Summe
der Komplexitdten der beiden Unterteilungen und %k die Komplexitit des Overlays
ist, siche Lemma 2.3.
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Fliachenbestimmung [dBvKOS97, S.44]

Anzahl der Fldchen ist Anzahl der dufleren Rander + 1. Diese Zyklen werden an
Linksknick bei der linkesten Ecke erkannt.

2.5 Lemma [dBvKOS97, S.45].

Jeder Zykel C definiert eine Ecke eines neuen Graphens G. Fine weitere Ecke steht
fiir den Rand bei co. Kante von C nach C' in G, falls eine Kante von C unmittelbar
links von der linkesten Ecke von C' und C' ein Loch (also im Uhrzeigersinn orien-
tiert ist) beschreibt. Die (initialen Ecken der) Zusammenhangskomponenten von G
entsprechen genau den Zyklen welche duflerer Rand eine Fldche sind.

Beweis. Offensichtlich begrenzen die Zyklen, welche Ecken einer Zusammenhangs-
komponente von G entsprechen, die gleiche Flache. Es kann also héchstens einen
aueren Zykel pro Zusammenhangskomponente geben. Umgekehrt beschreibt jede in-
itiale Ecke offensichtlich einen dufleren Rand. O

Bestimmung von G [dBvKOS97,S.46]

Wir brauchen also fiir die Flachendaten des Overlays nur G zu bestimmen: Ecken in
O(k)-Zeit sind klar. Kanten indem wir die urspriinglichen Kanten unmittelbar links
von der linkesten Ecke beim Plane-Sweep bestimmen. Dazu Pointer von allen ur-
spriinglichen Kanten zu der zugehérigen Ecke in G in O(k)-Zeit. Flachenbestimmung
bendtigt also zusétzlich zum plane-sweep O(k) Zeit.

Pointer auf urspriingliche Fliachen [dBvKOS97, S.46]|

Wir wéahlen eine Ecke der Flache. Falls die angrenzenden Randkanten von beiden
Zerlegungen stammen, sind die urspriinglichen Flachen klar. Andernfalls nur eine
Flache klar und wir brauchen noch die Fliche der anderen Zerlegung welche die
Ecke enthélt. Dies wird uns auch durch den plane-sweep geliefert! Dies benotigt also
insgesamt O((n + k) log n)—Zeit nach Lemma 2.3.

Zusammenfassung: Algorithmus MapOverlay [dBvKOS97, S.46]

Input: Zwei Zerlegungen S; und So
Output: Overlay von S; und Ss
1: Kopiere die doppelt-verbundenen Listen von S7 und Sz nach D. // O(n)
2: Bestimme die Kantenschnitte mittels Plane-Sweep. Zusétzlich:
e Verdndere D wie oben beschreiben, falls sich Kanten von verschiedenen S;
schneiden.
e Speichere die unmittelbar links von Eventpunkt liegende Kante zu dieser
Ecke in D.
// O((n + k)logn) nach 2.3.
// Nun ist D eine doppelt-verbundene Liste mit Ausnahme der Flichen.
3: Bestimme die Randzyklen durch Abgehen von D. // O(k)
4: Konstruiere den Graphen G und seine Zusammenhangskomponenten. // O(k)
5: for Zusammenhangskomponenten von G do
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Sei C' der eindeutige duflere Randzykel der Komponente von G und f die zu-
gehorige Flache. Erzeuge einen record fiir f. Setze OuterComponent(f) und
konstruiere die Liste InnerComponent(f). Setze die IncidenceFace pointer der
involvierten Kanten. // O(k)
6: Beschrifte jede Flache mit den Namen der Fléchen in S; und S5 die sie als Durch-
schnitt beschreiben. // O((n + k)logn)

2.6 Theorem. Laufzeit [dBvKOS97, S.47].
Seien S; Unterteilungen der Komplexitit n;, weiters n = ni+nq und k die Komplezitdt
des Owerlays. Dieses kann in O((n + k) log n) -Laufzeit bestimmt werden.

Beweis. Zeile 1 braucht O(n) Zeit; Zeile 2 braucht O((n + k)logn) Zeit nach 2.3.
Zeile 3-5 braucht O(k) Zeit. Zeile 6 braucht O((n + k) logn) Zeit. O

Boolsche Operatoren [dBvKOS97,S.47]

Um Boole’sche Operationen auf Polygone anzuwenden betrachten wir diese als Un-
terteilungen und filtern aus dem Overlay die (polygonalen) Flidchen mit der entspre-
chenden Operation heraus.

2.7 Folgerung [dBvKOS97, S.48].

Seien P; einfach geschlossene Polygone mit n; Ecken. Sei n = ni + no, dann ldft
sich PN Py, PyUP, und P\ P2 in O((n +k)log n) Laufzeit bestimmen, wobei k die
Komplezitit des Outputs ist.

Nachbemerkungen [dBvKO0S97,S.48]

Der Algorithmus zur Overlay-Bestimmung mit O((n + k) log n) Laufzeit stammt von
[BOT9]. Kann zu O(nlogn + k) mit Speicherbedarf O(n) verbessert werden, siehe
[Bal95).

3. Polygon-Triangulierungen (Galerieiiberwachung)

Galerieiiberwachung [dBvKOS97, [S.52]

Wieviele drehbare Kameras sind notwendig um alle Wande einer Gallerie zu iiberwa-
chen und wo missen diese positioniert werden? Der Einfachheit halber modellieren wir
die Wénde der Gallerie als einfach geschlossenes Polygon, also keine unzusammenhén-
genden Wande (wie z.B. Séulen). Kamerapositionen sind Punkte p im Inneren K des
Polygons und der jeweils iberwachte Bereich ist die maximale sternformige Teilmenge
mit diesen Zentrum, d.h. {z : Tp C K}. Wollen die Anzahl der nétigen Kameras als
Ausdruck in der Anzahl der Ecken des schlimmsten Polygons (bei konvexen Polygo-
nen reicht eine Kamera). Das (schwierigere) Problem zu einem gegebenen Polygon
die minimale Anzahl der Kameras zu finden ist NP-hart.
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P=NP?

Komplexititsklassen )

Probleme der Klasse P sind jene Entscheidungsprobleme, welche durch einen
Algorithmus (genauer eine deterministische Turingmaschine) in polynomialer Zeit,
d.h. in O(n*)-Schritten fiir ein k¥ € N in Abhéngigkeit von der Eingabelinge n, 16sbar
sind.

Probleme der Klasse NP sind jene, deren Losungen in polynomialer Zeit durch
einen Algorithmus iiberpriift werden kénnen, z.B. “ subset sum problem.
NP-vollstindige “? Probleme sind die “schwierigsten” in NP, also jene
Probleme in NP auf die sich jedes andere in polynomialer Zeit reduzieren
1a8t, z.B. D Erfilllbarkeitsproblem der Aussagenlogik D Satz von Cook(-Levin),
D Liste, ) Lateinische Quadrate & Sudokus, ) Problem des Handlungsreisenden,
D Rucksackproblem (Maximierung mit Nebenbedingung).

NP-harte Probleme sind jene (nicht notwenig in NP liegende Probleme), fiir die ein
NP-vollstandiges Problem existiert welches auf sie in polynomialer Zeit reduzierbar
ist D (und somit auch jedes Problem aus NP), z.B. sind alle NP-vollsténdigen auch
NP-hart. Das “9 Halteproblem ist NP-hart aber nicht in NP, da algorithmisch nicht

entscheidbar [Tur36]. Siehe auch ®.

Beweis, sieche auch ®. Wire das Halteproblem algorithmisch entscheidbar, so auch
das Selbstanwendbarkeitsproblem und dann kénnten wir das Programm Py betrach-
ten, welches auf ein P genau dann anwendbar ist, wenn P nicht auf sich selbst an-
wendbar ist. Dieses Py kann nun weder auf sich anwendbar noch nicht anwendbar
sein. O

Folgerung. Schwache Version von Godels Unvollstandigkeitssatz.
Die giiltigen Sdtze (der Aussagenlogik 1. Stufe) iber die natiirlichen Zahlen lassen
sich nicht vollstindig axiomatisieren. Vgl. [G6d31].

Beweis. Andernfalls kénnten wir die giiltigen Sétze (= herleitbaren Sétze) algorith-
misch aufzéhlen. Die Aussage, daf3 P auf i anwendbar ist, kann als Aussage iiber Paare
natiirlicher Zahlen aufgefafit werden, also kommt entweder sie oder ihre Negation in
der Liste der giiltigen Satze vor, und somit kénnen wir sie entscheiden. O

NP-Hard NP-Hard

A Millenium Prize Problem
(von 1 Million US-Dollar)

P=NP= des Clay Institutes

NP-Complete

P = NP P=NP
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Triangulierung

[dBvKOS97, S.53] Wir versuchen des Innere des Polygons zu triangulieren, d.h. in
Dreiecke zu zerlegen, denn jedes Dreieck kann offensichtlich durch eine Kamera iiber-
wacht werden.

3.1 Theorem [dBvKOS97, S.54].
Jedes einfach geschlossene Polygon mit n Ecken besitzt eine Triangulierung mit n — 2
Dreiecken.

Beweis. Induktion nach n. (n = 3) ist trivial. (n > 3) eine Diagonale existiert,
denn sei v die lexikographisch kleinste Ecke und v_ und v seine beiden Nachbarn.
Falls 7—v1 in Inneren des Polygons liegt so ist es eine Diagonale, andernfalls ist die
Strecke von v zu der am weitesten von v_v; entfernten Ecke im Dreieck vv_vy eine
Diagonale. Nun wenden wir die Induktionsannahme auf die beiden Teilpolygone mit
ny und n —ny + 2 viele Ecken und erhalten somit eine Triangulierung mit (n; — 2) +
(n —ny + 2 —2) = n — 2 vielen Dreiecken.

Daf} jede Triangulierung aus genau n — 2 Dreiecken besteht, folgt ebenso da obige
Rechnung fir jede gewéhlte Diagonale funktioniert. O

Folgerung [dBvKOS97, S.54].
Jedes einfach geschlossene Polygon mit n Ecken kann durch n — 2 Kameras (im In-
neren der Dreiecke plaziert) iberwacht werden.

Wenn wir die Kameras auf Diagonalen plazieren, sollten wir mit f"T_21 auskommen.
Noch besser ist sie in den Ecken zu plazieren. Dazu brauchen wir eine Auswahl von
Ecken, sodafl jedes Dreieck eine Ecke in dieser Menge hat. Dazu farben wir die Ecken
mit 3 Farben, so dafl die Randpunkte von Kanten der Triangulierung verschiedene
Farben haben. Die |n/3| Ecken (der seltensten) Farbe konnen dann als Kamerapo-
sitionen verwendet werden. Besser geht es nicht [dBvKOS97, S.55], wie das Beispiel
eines Kammes mit |n/3| Zahnen zeigt.
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Existenz einer 3-Farbung [dBvKOS97, S.54|

Betrachten dualen Graphen 7¢, d.h. jeder (beschrinkten) Fliche f von 7 entspricht
eine Ecke f¢ von 77 Gemeinsame Kanten (also in unserem Fall Diagonalen) von
f1 und f, entsprechen Kanten zwischen f{ und f¢. Es ist 7% ein Baum (d.h. keine
geschlossenen Wege), denn Entfernung eine Kante 148t ihm zerfallen.

Tiefensuche: Beginnen bei einer Ecke f¢ von 7¢ und Farben die Ecken von f. Wenn
wir f¢ von f{ iiber eine Kante erreichen, dann haben f; und f, eine gemeinsame
Kante und somit die Farbe fiir den 3. Punkt klar. Da 7¢ ein Baum ist, sind die
anderen mit f§ verbundenen Ecken noch nicht besucht worden.

Tiefensuche “) — Depth-first Search =)
Algorithmus DFS(v)
1: Markiere v als besucht.
2: for Kante e von v zu unbesuchten v do
DFS(v’)
3: Markiere v als erledigt.
Benotigt O(n. + n,)-Laufzeit (besucht eventuell fiir jeden Knoten alle Kanten) und

O(ne)-Speicherplatz (fir die Ecken am aktuellen Suchpfad und die bereits gefunde-
nen).

3.2 Art Gallery Theorem [dBvKOS97, S.55].
FEine einfach geschlossenes Polygon mit n-Ecken kann durch |n/3| Kameras tber-
wacht werden, und im allgemeinen nicht mit weniger. [

Effektiver Algorithmus [dBvKOS97, S.55]
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Brauchen eine effektiven Algorithmus der die Triangulierung (als doppelt-verbundene
Liste) liefert. Wir werden im Folgenden zeigen, daf dies in O(nlogn)-Zeit geht. Da-
nach benotigen wir lineare Zeit (fiir die Tiefensuche) um die Farbung vorzunehmen.
Somit folgt dann:

3.3 Theorem [dBvKOS97, S.56].
Eine Liste von |n/3] Kamera-Positionen zur vollstindigen Uberwachung eines einfach
geschlossenes Polygon mit n-Ecken kann in O(nlogn)-Zeit bestimmt werden.

Partitionieren eines Polygons in monotone Teile

Finden einer Diagonale [dBvKOS97, S.56)

FINDDIAGONAL

1: Suche linkeste (genauer lexikographisch kleinste) Ecke, O(n).
2: Bestimme Nachbar Ecken, O(1).
3: Finde wenn notig passende Ecke im Inneren des so erhaltenen Dreiecks, O(n)

Rekursionsschritt fiir Bestimmung der Triangulierung: Spalte Polygon lédngs der Dia-
gonale in zwei Teile. Schlimmstenfalls n — (3,n — 1), also insgesamt O(n?)-Zeit.
Bei konvexen Polygonen hingegen geht das Triangulieren in O(n)-Zeit. Idee: Poly-
gon in konvexe Teile spalten — aber das ist genauso schwierig wie das Triangulieren.
Darum spalten wir es in sogenannte monotone Teile. Ein Polygon heiit monoton
bzgl. y-Geraden (kurz y-monoton) wenn die dazu orthogonalen Geraden das Inne-
re des Polygons in zusammenhadngenden Mengen schneiden. Dies ist genau dann der
Fall wenn wir entlang des Randes von der hochsten Ecke zur niedrigsten niemals ein
Schritt hinauf machen. Ein Umdrehpunkt (turn vertex) ist eine Ecke wo die Kante-
folge zwischen auf und ab wechselt. Diese miissen wir loswerden indem wir dort eine
Diagonale einfiigen. Verwenden der lexikographische Ordnung statt auf/ab vermeidet
Degeneriertheitsprobleme.

Eckenklassifizierung [dBvKOS97, S.57]

A& Start-Ecke ...beide Nachbarn unterhalb und links-Knick (Innere ist unten).
A Split-Ecke .. .beide Nachbarn unterhalb und rechts-Knick (Innere ist oben).
(O Regulédre-Ecke . ..ein Nachbar unterhalb und einer oberhalb.

v Merge-Ecke ...beide Nachbarn oberhalb und rechts-Knick (Innere ist unten).
O End-Ecke ...beide Nachbarn oberhalb und links-Knick (Innere ist oben).

Wenden Plane-Sweep an.
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3.4 Lemma [dBvKOS97, S.57].
Polygone sind genau dann y-monoton, wenn sie weder Split- noch Merge-Ecken be-
sitzen.

Beweis. (=) denn bei einer Split- oder Merge-Ecke liegen benachbart zwei Zusam-
menhangskomponenten.

(<) Falls es nicht y-monoton ist, so existiert eine sweepline mit nicht zusammenhén-
genden Durchschnitt mit dem Inneren. O.B.d.A. ist die linkeste Zusammenhangskom-
ponente des Durchschnitts kein isolierter Punkt. Seien p < ¢ die beiden Randpunkte
dieser Komponente. Wir folgen dem Polygon von ¢ an (aufwérts) bis wir wieder auf
die Sweepline in einen Punkt r treffen, sieche [dBvKOS97, S.58]. Falls r > ¢ so ist
der hochste Punkt dazwischen eine Split-Ecke (und keine Start-Ecke), andernfalls ist
r = p und wir finden einen Merge-Punkt von ¢ aus abwérts. O

Entfernen von Split-Punkten [dBvKOS97,S.58]

Speichern die Ecken (Eventpoints) in einer event queue lexikographisch geordnet nach
der Hohe in O(nlogn)-Zeit. Sei A eine Split-Ecke und e_ und e; die benachbarten
Kanten auf der sweepline. Wahlen die Diagonale zu dem niedrigsten Punkt zwischen
e_ und e; oberhalb der sweepline so dieser existiert, oder den oberen Endpunkt
von e_ oder von ey. Mit helper(e) bezeichnen wir die niedrigste Ecke oberhalb der
sweepline fiir welche das horizontale Segment welches sie mit der Kante e verbindet im
Polygon liegt. Wir zerteilen das Polygon ldngs der Diagonale von A nach helper(e_).

Entfernen von Merge-Punkten [dBvKOS97,S.59]

Sei v = V ein Merge-Punkt und e_ und e die benachbarten Kanten auf der sweepline.
Beachte, dal v = helper(e_). Sobald wir auf eine Ecke v’ stoflen, die neuer helper(e_ )
wird, kénnen wir vv’ als Diagonale verwenden.

Zusammengefafit [d{BvKOS97,S.59)

D.h. wann immer der Helfer einer Kante e_ sich dndert, so verbinden wir die beiden
Helfer durch eine Diagonale falls der alten Helfer eine Merge-Ecke oder der neue eine
Split-Ecke ist. Falls ein Helfer sich nicht mehr &ndert, so verbinden wir ihn mit dem
unteren Endpunkt von e_.

Implementierung [dBvKOS97, S.59]

Status: Speichern die Kanten welche die Sweepline treffen zusammen mit ihren jewei-
ligen Helfer in den Bléttern eines bindren Suchbaums 7" und (da wir nur an Kanten
links von Split- und Merge-Ecken interessiert sind) zwar nur jene, die das Innere
des Polygons rechts (im Sinne der lexikographischen Ordnung) haben. Speichern die
(Teil-)Polygone in doppelt-verbundener Liste D. Weiters Pointer zwischen Kanten in
T und in D.

Algorithmus MakeMonotone(D) [dBvKOS97,S.60]
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Input: Ein einfachgeschlossenes Polygon als doppelt-verbundene Kantenliste D.
Output: Eine Zerlegung in monotone Teilpolynome (gespeichert in D)
Sortiere die Ecken lexikographisch in eine Queue Q.
Binére Suchbaum 7' := {}.
while Q # 0 do
Entferne die oberste Ecke v von Q.
Rufe die den Typ von v entsprechende Routine HANDLESPLITVERTEX, HAND-
LEMERGEVERTEX, HANDLESTARTVERTEX, HANDLEENDVERTEX, HANDLERE-
GULARVERTEX auf.

Subroutine HandleStartVertex(v) [dBvKOS97, S.60|
1: Flge die bei v startende Kante e in T ein und setze helper(e) := v.
Subroutine HandleEndVertex(v) [dBvKOS97, S.60]

1: Sei e die bei v endende Kante.
2: if helper(e) ist MergeEcke then

Fiige die Diagonale von v nach helper(e) in D ein.
3: Entferne e von T.

Subroutine HandleSplitVertex(v) [dBvKOS97, S.61]

: Suche den linken Nachbarn e_ von v in 7.

: Flige die Diagonale von v nach helper(e_) zu D hinzu.

: helper(e_) := v.

: Flige die bei v startende Kante e in 7' ein und setze helper(e) := v.

=W N

Subroutine HandleMergeVertex(v) [dBvKOS97,S.61]

Sei ¢’ die bei v endende Kante.
if helper(e’) ist Merge-Ecke then

Fiige die Diagonale von v nach helper(e’) zu D hinzu.
Entferne €’ von T.
Suche den linken Nachbarn e_ von v in T
if helper(e_) ist Merge-Ecke then

Fiige die Diagonale von v nach helper(e_) zu D hinzu.
helper(e_) :=v.

Subroutine HandleRegularVertex(v) [dBvKOS97,S.61]

1: if Innere des Polygons liegt rechts von v then

2:  Sei ¢ die bei v endende Kante.

3: if helper(e’) ist Merge-Ecke then

4: Fiige die Diagonale von v nach helper(e’) zu D hinzu.
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5:  Entferne ¢’ von T.

6:  Fiige die bei v startende Kante e in T ein und setze helper(e) := v.
7: else

8:  Suche den linken Nachbarn e_ von v in T'.

9: if helper(e_) ist Merge-Ecke then

10: Fiige die Diagonale von v nach helper(e_) zu D hinzu.

11:  helper(e_) :=v

3.5 Lemma [dBvKOS97,S.61].
Der Algorithmus MAKEMONOTONE zerlegt das Polygon durch Hinzufiigen von sich
nicht-schneidenden Diagonalen in y-monotone Teil-Polygone.

Beweis. Klarerweise besitzen die Teil-Polygone keine Split-Ecken. Auch die Merge-
Ecken v wurden alle entfernt sobald sich helper(e_) gleich v wird. Also sind sind diese
Polygone nach Lemma 3.4 monoton. Bleibt zu zeigen das jede hinzugefiigte Diago-
nale weder Kanten des Polygons noch zuvor bestimmte Diagonalen echt schneidet.
Fiir HANDLESPLITVERTEX (und analog fiir andere): Sei v’v die aktuelle Diagonale
und e_ die links benachbarte und e die rechts benachbarte Kante von v. Somit ist
helper(e_) = v" wenn wir v erreichen. Keine Ecken liegen im Inneren des Vierecks Q
mit den Seiten e_, e; und den Horizontalen durch v und v’. Angenommen eine Kante
e trife die Diagonale und somit auch eine der beiden horizontalen von e_ nach v oder
v’, was ausgeschlossen ist. Jede zuvor bestimmte Diagonale mufl beide Endpunkte
oberhalb von v und nicht in @ haben und trifft nach den eben gezeigten e_ und e
nicht, kann also auch die Diagonale nicht treffen. O

Laufzeit [dBvKOS97, S.62]

e Erzeugen von @ aus D: O(nlogn).

e Erzeugen von T = ): O(1).

e In jedem (der n) Eventpunkt(e): Eine Operation in @, hochstens eine Nach-
barbestimmung, ein Einfiigen und ein Entfernen von T' (4 O(logn)). Hochstens
2 Diagonalen einfiigen (O(1)).

Insgesamt also O(nlogn) Laufzeit.

Speicherbedarf [dBvKOS97, S.62]

e Jede Ecke wird hochstens einmal (in Q) gespeichert.
e Jede Kante (mit ihren Helper) wird hochstens einmal (in T) gespeichert.
e Anzahl der zu D hinzugefiigten Diagonalen ist < n — 3 (Induktion oder 3.1).

Insgesamt also O(n) Speicherbedarf.

3.6 Theorem [dBvKOS97, S.62].
Ein einfach geschlossenes Polygon mit n-Ecken kann in y-monotone Polygone in
O(nlogn)-Laufzeit mit O(n)-Speicher algorithmisch zerlegt werden. O

Triangulierung eines monotonen Polygons [dBvKO0S97, S.63]

Ordne die Ecken lexikographisch nach der Hohe. Einrichten eines lifo-stack (Stapel)
mit den Ecken die bereits behandelt wurden aber noch Diagonalen benétigen als zu-
sdtzliche Datenstruktur. Die Ecken am Stapel schauen dabei wie eine Angel aus, d.h.
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eine Kante (die Angelrute) gefolgt mit einem konvexen Winkel von konkav verbun-
denen Kanten (der Angelschnur). Bei jeder weiteren Ecke v versuchen wir so viele
Diagonalen wie moglich zu Punkten im Stapel zu machen, dabei gibt es zwei Fille:
Falls v gegeniiber dem konkaven Teil liegt, also die untere Ecke der Angelrute ist,
so verbinden wir diese mit allen Punkten auf der Angelschnur und entfernen letztere
vom Stapel. Die unterste Ecke auf der Angelschnur und danach v kommen auf den
Stack. Andernfalls verbinden wir v solange wir moglich mit Ecken die wir vom Stapel
pop’en. Die letzte verbundene Ecke und danach v kommen auf den Stack.

Algorithmus TriangulateMonotonePolygon [dBvKOS97,S.64]

Input: Ein monotones Polygon als doppelt-verbundene Liste.
Output: Eine Triangulierung des Polygons als doppelt-verbundene Liste.
1: Sortiere die Ecken des Polygons lexikographisch: vy, v, ..., v,. // O(n)
2: Stapel S := (). Push’e die ersten beiden Ecken v; und vy auf S. // O(1)
3: for j:=3ton—1 do
// Gesamtzeit O(n): Pro Schleife jeweils zwei push.
// Insgesamt 2(n — 3) push (and hochstens so viele pop).
4:  if v; und letzte auf den Stapel ge’push’te Ecke auf verschiedenen Seiten des
Randes then
5: Pop’e alle Ecken von S und fiige Diagonale von v; zu jeder ge’pop’ten Ecke
bis auf die letzte zu D hinzu.
Push’e v;_; und v; auf S.
else
Pop’e eine Ecke von S.
Pop’e Ecken von S so lange die Diagonalen von v; zu ihnen im Polygon liegen.
Fiige diese Diagonalen zu D hinzu.
10: Push’e die letzte ge’pop’te Ecke und v; auf S.
11: Fiige Diagonalen zu allen Ecken am Stapel bis auf der ersten und letzten zu D

hinzu. // O(n)

3.7 Theorem [dBvKOS97, S.65].
FEin monotones Polygon mit n Ecken kann in O(n)-Zeit trianguliert werden. O

3.8 Folgerung [dBvKOS97, S.65].
FEin einfach geschlossenes Polygon kann in O(nlogn)-Zeit und mit O(n)-Speicherplatz
trianguliert werden.

Beweis. Zuerst zerlegen wir nach Theorem 3.6 das Polygon in monotone Teil in
O(nlogn)-Zeit. Dann triangulieren wir jeden monotonen Teil in linear Zeit. Die Sum-
me der Ecken aller Teile ist O(n): Denn nach 3.5 wurden hoéchstens n — 3 Diagonalen
zum Teilen verwendet, und jede Ecke gehort zu 1 + Anzahl der dort endenden Dia-
gonalen vielen Teilen, also ist die Summe all dieser Vielfachheiten < n + 2(n — 3).
Somit die Gesamtzeit dieses Schrittes ebenfalls O(n). O

Verallgemeinerung [dBvKOS97,S.65]

Fiir Polygone mit Lochern gilt Theorem 3.8 genauso.
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Beweis. Beachte, daB MAKEMONOTONE und seine Subroutinen nirgends verwen-
det haben, dafl der Rand zusammenhéngend ist also auch fiir Polygone mit inneren
Randkomponenten funktionieren. Da dabei die oberste/unterste Ecke jeder inneren
Randkomponente ein split- bzw. ein merge-Punkt ist werden diese durch Diagonalen
miteinander und schliefSlich mit dem &ufleren Rand verbunden. Also haben die ent-
stehenden Teilpolygone keine Locher mehr und wir kénnen auf diese jeweils TRIAN-
GULATEMONOTONEPOLYGON anwenden. Abschéitzung der Anzahl der Diagonalen:
Dazu triangulieren wir den polygonalen Bereich und auch jedes seiner Locher. Nach
der Eulerschen Formel ist 1 = n — (n 4+ d) + ny, wobei d die Anzahl der Diagonalen
bezeichnet und bei jeder Ecke genau eine der (passend orientierten) urspriinglichen
Seiten endet. Weiters ist 3ny = 2(n + d) — ng, wobei ng die Anzahl der Kanten am

2(n+d)—ng
3

auleren Rand ist. Also erhalten wir 1 = —d + und somit d = 2n —ng — 3

und ny = 2nt2n-no=3)=m0 _ 95 _ py — 2 (Dies verallgemeinert Theorem 3.1). So-
mit ist die Anzahl der verwendeten Diagonalen ein O(n) und analog zum Beweis von
Theorem 3.8 die Gesamtanzahl der Ecken wieder ein O(n). Damit gelten auch hier

obige Abschétzungen fir Laufzeit und Speicherbedarf. 0

Noch allgemeiner konnen wir damit sogar Zerlegungen triangulieren (wobei wir diese
in ein grofes Rechteck einschreiben).

3.9 Theorem [dBvKOS97, S.66].
Fine Zerlegung mit n Ecken der Ebene kann in O(nlogn)-Zeit und mit O(n)-
Speicherbedarf trianguliert werden.

Beweis. Aus der Zerlegung erhalten wir die (durch Polygone berandeten) Zusammen-
hangskomponenten auf die wir die vorige Verallgemeinerung anwenden konnen. Die
Abschétzungen fir Laufzeit und Speicherbedarf gelten wie zuvor, denn die Anzahl
der Kanten einer Triangulierung mit n Ecken und ng dufleren Kanten ist wie eben
3n — ng — 3 und somit die Gesamtanzahl der bei allen Zusammenhangskomponenten
verwendeten Ecken < 2(3n —ng — 3) — ng also wieder ein O(n). O

Bemerkungen und Kommentare [dBvKOS97, S.66]

Dieses Kunst-Gallerie-Problem wurde von Victor Klee 1973 gestellt und [Chv75] gab
den ersten Beweis fiir [n/3| Kameras. Der viel einfachere Beweis hier ist von [Fis78]
und basiert auf dem ® zwei-Ohren Theorem von [Mei75]. Der hier beschriebene Al-
gorithmus fiir die Triangulierung monotoner Polygone stammt von [LP77].

In [TVWS8S8] wurde ein O(nloglogn)-Algorithmus fiir einfach geschlossene Polygone
beschrieben und in [Cha90a] und [Cha91] wurde schliefllich ein komplizierter O(n)-
Algorithmus beschrieben.

DaB die Fragestellung nach der Minimalanzahl von Uberwachungskameras fiir gege-
bene einfachgeschlossene Polygone NP-hart ist, stammt von [Agg84] und [LL86].
Das 3-dimensionale Problem einen Polyeder in Tetraeder zu zerlegen ist viel kompli-
zierter. Man benotigt bisweilen zusétzliche Ecken nach [Cha84], einfachstes Beispiel ist
das @ Schénhardt Polyeder. Und die Frage, ob diese bei einem allgemein gegebenen
Polyeder wirklich nétig sind, ist N P-vollstdndig nach [RS92].

4. Lineares Programmieren (Guf3formen)

Gieflen [dBvKOS97, S.69]
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Dabei geht es um das Problem, ob und wie ein gegossenes Objekt aus seiner Gufiform
entfernt werden kann ohne diese zu zerstoren.

Voraussetzungen: Objekte sind Polyeder. Guiformen bestehen nur aus einen Teil.
Entfernen soll durch eine einzelne Translation geschehen. Oberste Flache muf3 hori-
zontal sein, also so viele mogliche Positionierungen wie Seiten des Polyeders.

Definition [dBvKOS97, S.70]

Wir nennen ein Polyeder gielbar, wenn es eine Positionierung gibt, sodafl er wie
oben beschrieben aus seiner Gufiform entfernt werden kann. Das Polyeder soll im
Halbraum z < 0 positioniert werden. Die Gufiform ist das Komplement des Objekts
im Halbraum. Alle Seiten bis auf die in z = 0 liegenden heiflen gewthnliche Seiten.

Eigenschaften der Translationsrichtung [dBvKOS97, S.70]

Gesucht ist eine Richtung d = (z,y, 2) mit z > 0, sodal das Polyeder in Richtung d
beliebig verschoben werden kann ohne die Gufiform zu treffen. Fiir jede gew6hnliche
Seite f mufl das Objekt von der entsprechenden Seite f der Gufiform entfernt oder
entlang dieser bewegt werden.

4.1 Lemma [dBvKOS97, S.71]].

Ein Polyeder kann genau dann von seiner Gufiform in Richtung d entfernt (bzw. ein
wenig in dieser bewegt werden), wenn der Winkel zwischen d und der nach aufSen
weisenden Fldchennormale auf jede gewdohnliche Seite ein stumpfer ist.

Beweis. (=) Wire einer dieser Winkel spitz, so wiirde schon eine kleine Translation
in Richtung d die entsprechende Seite in die Gufform verschieben.

(<) Angenommen eine Translation um ¢-d mit ¢ > 0 wiirde zu einer Kollision fithren.
Sei p+td mit ¢ > 0 im Inneren der Form F und (0.B.d.A.) p im (Inneren des) Objekt(s)
P. Sei g der zugehorige Eintrittspunkt am Rand der Form, d.h. ¢ = p+ tod € 9P,
sodal p+tgd € F fur alle t > tg nahe tg. Da P 3-dimensional ist diirfen wir 0.B.d.A.
annehmen, dafl ¢ im Inneren einer Seite f von F' liegt. Dann mufl d mit der ins Innere
von F' weisenden Flachennormale an f , also der nach auflen weisenden Flachennormale
an f, einen spitzen Winkel bilden. O

Folgerung [dBvKOS97, S.71].
Wenn das Objekt mittels endlich vieler kleiner Translationen entfernt werden kann,
dann auch mit einer einzigen.

Beweis. Fanden wir keine einzelne Translations, so wére nach 4.1 fiir jedes d einer der
Winkel spitz und somit kénnten wir das Objekt nicht einmal ein wenig bewegen. [

Bestimmen einer moglichen Richtung [dBvKOS97, S.71]

Sei 0.B.d.A. d = (d,d,,1). Dann ist der Winkel zwischen d und einer Flachennormale
n = (ng,ny,n;) genau dann stumpf, wenn (d|n) = dyng, + dyn, +n, < 0 ist. Dies
beschreibt eine Halbebene (d.h. die Punkte die auf einer Seite einer Geraden liegen)
in der Ebene d, = 1. Ausnahme ist n, = 0 = n,, dann ist die Bedingung automatisch
erfiillt (n, < 0) oder unerfillbar (n, > 0). Die moglichen Richtungen d sind also
genau jene im (konvexen) Durchschnitt dieser Halbebenen in d, = 1.
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Wir werden folgendes zeigen:

4.2 Theorem [dBvKOS97, S.72].

Fiir Polyeder mit n Seiten kann in erwarteter O(n?)-Zeit und O(n)-Speicherbedarf
entschieden werden, ob sie gief$bar sind und falls ja auch eine geeignete Richtung
berechnet werden.

Durchschnitte von Halbebenen [dBvKOS97, S.72|

Sei H = {h1,...,h,} eine endliche Menge linearer Ungleichungen der Form a;z +
biy < ¢; mit (a;,b;) # 0. Gesucht sind die Punkte (x,y) die gleichzeitig alle diese
Bedingungen erfiillen. Dieser konvexe Bereich (so er nicht leer ist) wird von héchstens
n Kanten berandet. Er kann auch unbeschrankt sein oder zu einen Punkt oder einer
Kante degenerieren.

Mittels “Teilen und Erobern” beschreiben wir einen Algorithmus zur Bestimmung
dieses Durchschnitts.

Algorithmus IntersectHalfPlanes [dBvKOS97, S.73]

Input: Eine endliche nicht-leere Liste H von n Halbebenen.
Output: Der konvexe polygonale Bereich C' = (1, o h.
1: if n=1 then
2:  C:=h wobei H = {h}.
3: else
4: Zerlege H in Teile H; und Hy mit [§] und [ %] vielen Elementen.
5 C1 :=INTERSECTHALFPLANES(H}).
6 Cy :=INTERSECTHALFPLANES(H3).
7. C :=INTERSECTCONVEXREGIONS(C1, Cs).

Algorithmus IntersectConvexRegions [dBvKOS97, S.73|

In Korollar 2.7 haben wir gezeigt, dal der Durchschnitt zweier Polygone in O((n +
k)log n)-Zeit bestimmt werden kann, wobei n die Gesamtanzahl der Kanten der bei-
den Polygone und k jene des Durchschnitts ist. Hier nun ist der Rand der konvexen
Bereiche nicht notwendig ein Polygon, weshalb einfache Modifikationen notwendig
sind.

Laufzeit von MapOverlay [dBvKOS97,S.74|

Der Algorithmus MAPOVERLAY aus Kapitel 2 berechnet nach 2.6 die gemeinsame
Verfeinerung in O((n+k) log n)-Zeit wobei k die Anzahl der Schnittpunkte von Kanten
von C7 mit solchen von Cj ist. Da die Schnittpunkte Ecken von C7 N Cs sein miissen,
dies aber hochstens n Kanten und somit auch héchsten n Ecken haben kann, ist
k < n. Und somit die Gesamtlaufzeit von INTERSECTHALFPLANES rekursiv durch

T(n) = T([g]) + TQ%J) + O(nlogn)

fiir n > 1 gegeben. Dies ergibt T'(n) = O(n (logn)?) wie wir gleich zeigen.
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Betrachten wir also folgende Rekursionsformel fir f bei gegebenen monoton wach-
senden g:

f(n) = f({g—‘) +f({gJ) + g(n) fir alle 2 <n € N.
Sei (k) = max{f(n) in < 2’“}.
Offensichtlich ist ¢(0) = f(1) und zu k € N existiert ein n < 2¥ mit

ek) = 1) = £([5]) + £(|5]) + 900 < 200k = 1) + g(2").

Um diese inhomogene lineare Rekursionsungleichung zu 16sen, betrachten wir vorerst
die zugehorige homogene lineare Rekursionsgleichung ¢(k) = 2 p(k — 1) und bestim-
men eine Losung mit den iiblichen Ansatz (k) := \¥, also A\¥ = p(k) = 2¢p(k — 1) =
2 \*~1 und somit ist A = 2.

Die Losung der inhomogenen (Un-)Gleichung bestimmen wir durch Variation der
Konstanten, also den Ansatz ¢(k) := c(k)2*. Damit ist c(0) = »(0) = f(1) und
c(k)2F < 2¢(k — 1) 281 4 g(2%), also

9(2)

k
clk)<elk—-1)+ 9(2%) und somit rekursiv  ¢(k) < f(1) + 57

9k

k

Jj=1

Folglich ist fiir 281 < n = 2°82(") < 2% (also k — 1 < logy(n) < k):

Sei nun vorerst g(k) < Ck fir alle k. Dann ist

J
9(2) <Ok
1 2]

k

J

und somit f(n) <2 (f(l) + C (1 +log,y n)) n, also f = O(n log(n)).
Sei andererseits g(k) < C'k log,y (k) fur alle k, so ist

, k
9i k(k+ 1
Eg;)SCEJ:CJ%;lgOH
=1 =1

und somit f(n) <2 (f(l) + C (1 + log, n)2> n, also f = O(n (logn)?).
Wir haben also folgende Version des Master-Theorems gezeigt:

Akra-Bazzi Master-Theorem.
FEs ser

fn)

f([g—D +fqu + g(n) fir alle 2 <n € N.
Dann gilt:
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e Falls g = O(n), soist f = O(n log(n)).
e Falls g= O(nlogn)), so ist f = O(n log(n)?). O

Verbesserung [dBvKO0S97,S.74]

Wir wollen INTERSECTCONVEXREGIONS verbessern, da wir ja zusétzlich wissen, dafl
C1 und C5 konvex sind. Dazu schlieen wir die degenerierten Fille, wo C; nicht 2-
dimensional ist, aus. Wir speichern den jeweils linken Rand Left(C;) und den rechten
Right(C;) (d.h. die Kanten die den Bereich zur rechten bzw. linken haben) als von
oben nach unten geordnete Halbebenen (O.B.d.A. seien keine horizontalen Randtei-
le vorhanden). Die Ecken erhalten dann wir als Schnittpunkte aufeinanderfolgender
Halbebenen.

Plane-Sweep [dBvKO0S97,S.74]

Wir verwenden wieder einen Plane-Sweep. Wegen Konvexitéat schneiden héchstens 4
Kanten die sweep line. Status T sind also nur 4 (mdglicherweise nil-) Pointer LeftC1,
RightC1, LeftC2 und RightC2.

Initialisierung: Sei y; die y-Koordinate der hochsten Ecke von C; oder +oo falls diese
nicht existiert. Sei Ystart := min(yi,y2) der Anfangswert fiir die sweep line. Damit
sind auch die Anfangswerte der 4 Pointer klar.

Eine event-queue ist unnotig, denn der nichste Eventpunkt ist der (lexikographisch)
hochstgelegene der unteren Endpunkte der Segmente des Status.

Bei jedem Eventpunkt startet eine neue Kante e eines der 4 Rénder. Je nachdem
welcher der 4 Pointer auf ihn zeigt, rufen wir die entsprechende Subroutine auf. Z.B.:

Subroutine HandleLeftC1[dBvKOS97, S.75]

Sei der Eventpunkt p der obere Endpunkt von e € Left(Cy) und C = Cy N Co.

Falls p zwischen LeftC2 und RightC2 liegt, dann ist e eine Kante von C und wir fligen
die Halbebene die e beschreibt zu Left(C') hinzu.

Falls e und RightC2 sich schneiden, dann ist der Schnittpunkt eine Ecke von C'. Falls p
rechts von RightC2 liegt dann sind beide vom Schnittpunkt nach unten ausgehenden
Kantenteile Kanten von C' und wir miissen diese zu Left(C) und Right(C) hinzufi-
gen) und andernfalls sind beide nach oben gehenden Kantenteile Kanten von C' (und
wir miissen nichts zusétzliches machen).

Falls schliefllich e und LeftC2 sich schneiden, dann ist der Schnittpunkt wieder eine
Ecke von C. Falls e links von LeftC2 liegt, dann ist e die beim Schnittpunkt startende
Kante von C' andernfalls ist es LeftC2 und wir fiigen die jeweils entsprechende Halb-
ebene zu Left(C) hinzu.

Es kommen also moglicherweise die Halbebenen von e und von LeftC2 zu Left(C') und
zwar jedenfalls jene von e zuerst, was durch die Reihenfolge der Tests gewéhrleistet

LeftC2 RightC2 RightC2 RightC2 LeftC2 LeftC2

X X %X

Laufzeit [dBvKOS97, S.76]

Fiir jede neue Kante bendtigen wir konstante Zeit und somit insgesamt O(n).
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Korrektheit [dBvKOS97, S.76]

Wir miissen zeigen, dafl die Kanten in korrekter Reihenfolge zu C' hinzugefiigt werden.
Sei p oberer Endpunkt einer Kante e von C. Dann ist p entweder ein oberer Endpunkt
einer Kante von C7 oder Cs, oder der Durchschnitt zweier Kanten e; von C;. Im
ersten Fall kommt e zu C, wenn wir p erreichen, und im zweiten Fall, wenn wir
den niedereren oberen Endpunkt von e; oder ey erreichen. Somit werden alle C
definierenden Halbebenen hinzugefiigt. Das dies in der richtigen Reihenfolge geschieht
ist offensichtlich.

4.3 Theorem [dBvKOS97, S.76]].
Der Durchschnitt zweier konvezer polygonaler (durch die geordneten linken und rech-
ten Rinder gegebene) Bereiche der Ebene kann in O(n)-Zeit bestimmt werden.

4.4 Folgerung [dBvKOS97, S.77].
Der Durchschnitt von n Halbebenen kann in O(nlogn)-Zeit bestimmt werden. 0

Beweis. Wegen 4.3 kénnen wir den Kombinationsschritt in INTERSECTHALFPLANES
in linearer Zeit durchfithren und die Rekursionsvorschrift fiir die gesamte Laufzeit

lautet T'(n) = T([%—D + T({%D + O(n), also ist T'(n) = O(nlogn) nach dem
Master-Theorem. O
Es gibt natiirlich einen engen Zusammenhang zwischen der Bestimmung des Durch-

schnitts von Halbebenen und der Bestimmung der konvexen Hiille, siehe Abschnitt
8.2 zusammen mit 11.4.

Inkrementelles lineares Programmieren

Finden einer einzelnen Losung [dBvKOS97, S.79]

Wir sind gar nicht an allen Losungen interessiert (woftir wir O(n log n)-Zeit brauchen)
sondern nur an einer einzigen. Dies ist verwandt mit dem Problem der linearen Op-

timierung, d.h. der Suche nach jenem Punkt x = (z1,...,24), der gegebene lineare
Ungleichungen
d
h; : Zaw-xj <p; furi e {1,...,7?,}
j=1

erfiillt und dabei ein lineares Funktional f : z 2?21 ¢; *; maximiert, also am
weitesten in Richtung ¢ = (¢1,...,cq) liegt. Dabei nennt man jene Punkte, welche
alle Ungleichungen h; erfiillen, mégliche Punkte. Im Unterschied zu dem allgemei-
nen Problem ist bei uns die Anzahl (d = 2) der Variablen klein und die allgemeinen
standard-Algorithmen (wie z.B. der ) Simplex-Algorithmus mit maximal exponen-
tieller Laufzeit) nicht sehr effektiv.

Losungstypen [dBvKOS97, S.79)|

Wir wihlen eine beliebige Richtung ¢ € R?\ {0}. Sei C := ), h; die Menge der
moglichen Punkte. Dann kann einer der folgenden Fille eintreten:

1. C=0.
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2. C'is unbeschrankt in Richtung ¢, d.h. es existiert eine Halbgerade p+R -¢ C C.
Als Losung wollen wir diese angeben.

3. Es gibt eine Kante e von C, deren nach aulenweisende Normale in Richtung ¢
zeigt. Dann ist jeder Punkt auf der Kante Losung.

4. Andernfalls existiert eine eindeutige Losung, namlich jene Ecke von C, fiir welche
das Funktional f = (¢, ) maximal wird.

4.5 Eindeutigkeit erzwingen [dBvKOS97, S.79)]

Bei der Bestimmung von C' wollen wir rekursiv vorgehen, indem wir schrittweise
weitere Ungleichungen hinzufiigen. Dabei wollen wir sicherstellen, dafl die Losung
(sofern sie existiert) in jedem Einzelschritt eindeutig ist: Um Fall (2) zu vermeiden,
fiigen wir zwei weitere Ungleichungen hinzu, z.B. m; : sgn(¢;) ; < M fiur i € {1,2}
mit geeignet grofem M. Um Eindeutigkeit im Fall (3) zu erreichen, nehmen wir die
lexikographisch (bzgl. ¢) grofite Ecke, d.h. wir sortieren nach der Grofle der Projektion
auf ¢ und bei Gleichheit nach der auf c-. Damit hat jedes l6sbare Problem eine
eindeutige lexikographisch grofite Losung und diese ist eine Ecke des Randes von C.
Sei H; := {my,ma,hy,...,h;} und C; := ﬂheHi h. Sei v; die eindeutige Losung in C;.
Klarerweise ist Cop 2 C1 2 ... 2 C,, = C. Falls also C; = () fiir ein 4, so ist C; = () fir
alle 7 > 4, und somit das Problem ohne Losung.

Lemma. Induktionsschritt [dBvKOS97,[S.80].
Falls v;_1 € h; dann ist v; := v;_1. Andernfalls ist entweder C; = () oder v; € Oh;,
wobei Oh; die h; begrenzende Gerade bezeichnet.

Beweis. Sei v;—1 € h;. Dann ist v;_1 € C;_1 N h; = C;, also erst recht optimal fiir
Ci, d.h. Vi = Vj—1-

Andernfalls ist v;_1 ¢ h; und angenommen
C; # 0 und v; ¢ Oh;. Sei e das Segment von
v;—1 nach v;. Wegen v; € C; C C;_1 und
v;_1 € Cj_q ist e C C;_1. Da v;_1 optimal Vi1
ist, ist das Funktional f monoton fallend
langs e. Da v;—1 ¢ h; aber v; € C; C h;
existiert ein Schnittpunkt ¢ # v; von e C -
01;1 mit ah, - hz

Alsoist g € C;i_1Nh; = C;und f(v;—1) > f(q) > f(v;) und Gleichheit gilt wegen der
Maximalitdt von v;_; nur, wenn v;_; und damit ¢ lexikographisch grofler als v; ist.
Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitat von v; € C;. O

1-dimensionale lineare Optimierung [dBvKOS97, S.81]

Wie finden wir v;7 Sei dazu v;—1 ¢ h;. Gesucht ist das lexikographisch maximale
p € Oh; mit p € h fur alle h € H;_;. Wir parametrisieren die Gerade 9h; mittels
t € R so, dafl die lexikographische Ordnung die iibliche auf den ¢ € R induziert. Nun
bestimmen wir die Parameter, welche den Schnittpunkten von dh; mit Oh entsprechen.
Dann liegt h N Oh; auf einer Seite des Schnittpunkts in 0h;. Somit miissen wir nur
den grofiten Parameter ¢, finden, der einen Schnittpunkt, fiir welchen h € H;_; ein
nach oben unbeschranktes Interval induziert, entspricht, und ebenso den kleinsten
Parameter t,, der einen Schnittpunkt, fiir welchen i ein nach unten unbeschénktes

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2013 32



Interval induziert, entspricht. Wegen m; und ms existieren ¢, und ¢,. Falls ¢,, > ¢, so
ist die Aufgabe unlésbar. Andernfalls ist der optimale Punkt v; jener mit Parameter
to-

Algorithmus 2dBoundedLP [dBvKOS97, S.82]

Input: Ein lineares Optimierungsproblem (H U {m1,ms}, f), wobei h € H Halbebe-
nen, f ein lineares Funktional und {m, ms} die moglichen Punkte lexikographisch
bzgl. f beschrankt.

Output: Entweder die Unlosbarkeit oder den eindeutig bestimmten lexikographisch
bzgl. f maximalen Punkt.

1: Sei vg die (einzige) Ecke von Cy = my N'mg und H = {hy,..., h,}.
2: for i :=1ton do
3: if v;_1 € h; then

4: Vi = Vi—1

5. else

6: if 8hl NCi—1 75 ? then

7 Sei v; € Oh; N C;_1 der lexikographisch bzgl. f maximale Punkt.
/] 0G)

8: else

9: return “Problem unlésbar”

10: return v,

4.7 Lemma. Laufzeit [dBvKOS97, S.82]].
Der Algorithmus 2DBOUNDEDLP berechnet die Losung linearer Optimierungsaufgaben
mit n Bedingungen und 2 Variablen in O(n?)-Zeit und bei O(n) Speicherbedarf.

Beweis.
Korrektheit: Aus Lemma 4.5 folgt, daf§ v; jeweils der optimale Punkt von C; ist.
Falls das 1-dimensionale Problem auf 0h; unlésbar ist, so ist C; = ) und damit auch
C, CC;.
Speicherbedarf ist klar, da wir in n Schritten jeweils eine weitere Halbebene hin-

zufiigen.

Laufzeit: Das 1-dimensionale Problem im i-ten Schritt hat Laufzeit O(i) und somit
ist die Gesamtzeit > ., O(i) = O(n?). O

[dBvKOS97, S.83]

Diese Laufzeit ist enttduschend im Vergleich zu der mittels MAPOVERLAY erreichten
Laufzeit O(n (logn)?). Die Abschiitzung O(i) fiir den 4. Schritt ist recht grob, da nur
im Fall v;_1 ¢ h; notwendig. Allerdings kann passieren, dal die optimale Ecke sich
wirklich in jedem Schritt dndert (z.B. falls alle hs, ..., h,, parallel liegen).

Zufallsgesteuertes lineares Optimieren [dBvKOS97, S.83|

Im letzten Beispiel liegt das Problem in der Anordnung der h;. Es gibt immer eine
“gute” Ordnung der h;, aber diese ist schwer zu finden! Wir wollen nun zeigen, dafl
die Wahrscheinlichkeit, daf eine zufillig gewéhlte Ordnung “schlecht” ist, klein ist.
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Dazu erginzen wir im Algorithmus 2DBOUNDEDLP den Schritt (1) durch Anwen-
den einer zufilligen Permutation RANDOMPERMUTATION(hy, ..., hy,) um den neuen
Algorithmus 2DRANDOMIZEDBOUNDEDLP zu erhalten.

Algorithmus RandomPermutation, [dBvKOS97, S.84]

Input: Ein Array (h[1],...,h[n]).

Output: Eine Umordnung (h[o(1)],...,h[o(n)]).
1: for k= n downto 2 do
2:  Vertausche hlk] mit h[RANDOM(k)].

Wobei RANDOM(k) eine Zufallszahl in {1,...,k} liefern soll. Die Laufzeit dieses Al-
gorithmus ist O(n) und er liefert alle Permutationen mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

Laufzeit von 2dRandomizedBoundedLP [dBvKOS97, S.84]

Da die n! vielen Permutationen gleich wahrscheinlich sind, ergibt sich die wahrschein-
liche Laufzeit aus dem Mittel der Laufzeiten bzgl. jeder Permutation.

4.8 Lemma [dBvKOS97, S.84].
Das 2-dimensionale lineare Optimierungsproblem mit n-Bedingungen kann in erwar-
teter O(n) Laufzeit und mazimal O(n) Speicherbedarf gelost werden.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, da3 der Speicherbedarf linear ist und die Lauf-
zeit von RANDOMPERMUTATION O(n) ist. Hinzuftigen einer Halbebene h; bendtigt
konstante Zeit, falls sich die optimale Ecke nicht &ndert.

Andernfalls miissen wir ein 1-dimensionales lineares Optimierungsproblem lésen. Wir
wollen nun die Zeit fir all diese 1-dimensionalen Probleme abschéatzen. Sei dazu X;
jene Zufallsvariable 9, die fiir eine Anordnung hq,...,h, der h € H gleich 1 ist,
falls v;_1 ¢ h; und 0 sonst. Das 1-dimensionale Problem mit ¢ Bedingungen kann
in O(i) Zeit gelost werden. Die Gesamtzeit fiir Zeile 7 in 2DBOUNDEDLP ist somit
S O(i) - X;. Da der Erwartungswert 2 E(X): =3, X(d)P(0) =Y, 2;- P(X =
;) fiir Zufallsvariablen X linear 9 ist, gilt fiir den Erwartungswert der Laufzeit:

E(Z 0(i) ~X,;> =2 006) B(X.),

wobei F(X;) =0-P(X; =0)+1-P(X; = 1) die Wahrscheinlichkeit P(v;_1 ¢ h;) fiir
Vi—1 ¢ hi ist.

Wir versuchen P(X; = 1) mittels riickwérts-Analyse zu bestimmen. Sei also v, die
optimale Ecke nach dem letzten Schritt. Dann wird die Ecke v,, € C,, durch 2 Halb-
ebenen aus {mq,ma, h1,...,h,} beschrieben. Betrachten wir nun C,,_;. Dies unter-
scheidet sich von C, durch Weglassen von h,,. Dabei &ndert sich das Optimum genau
dann, wenn v,, keine Ecke von C,,_; ist welche extremal in Richtung c ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn h,, eine der v, beschreibenden Halbebenen ist. Da die
Halbebenen in zufilliger Reihenfolge sind, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir hochstens
(denn es konnte auch my und/oder my zur Festlegung von v, notwendig gewesen sein)
2/n. Analog gilt fiir den 4. Schritt, da§ P(X; = 1) < 2/i. Also ist

06 B(x) < Y 0(0) - 2 = o).

Wie bereits gesehen bendtigt der Rest des Algorithmus ebenfalls O(n)-Zeit. O
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Unbeschrinkte lineare Optimierungsprobleme [dBvKOS97, S.86]]

Wir wollen nun die kiinstlich durch {mq,ms} erzwungene Beschrinktheitsbedingung
loswerden. Dazu stellen wir zuerst fest, wann ein gegebenes Problem (H,c) unbe-
schrankt, d.h. die moglichen Punkte einen Halbstrahl £ = {p + A\d : A > 0} enthalten,
langs dem f = (e, ) unbeschriankt wichst (also (§,c¢) > 0 ist). Damit £ C (H
gilt, mufl (6,n(h)) > 0 fiir alle h € H gelten, wobei n(h) den nach innen zeigende
Normalvektor auf den Rand von h bezeichnet.

4.9 Lemma. Test fiir Unbeschrinktheit [dBvKOS97, [S.86].

FEin lineares Optimierungsproblem (H,c) ist genau dann unbeschrinkt, wenn ein Vek-
tor & existiert mit (,¢) > 0 und (6,n(h)) > 0 Vh € H und weiters (\,cp h # 0,
wobei H' :={h € H : (§,n(h)) = 0}.

Beweis. (=) haben wir zuvor gezeigt, denn H' C H und somit (VH' D (N H # 0.

(<) Sei ¢ wie im Lemma, po € (yepy b und o := {po + A6 : X > 0}. Wegen
Vh e H' :0h || §ist £y C (e h und wegen (d,c) > 0 wichst f unbeschrénkt lings
ly. Fir h € H\ H' ist (6,n(h)) > 0 und somit I\, > 0 mit pg + A0 € h VA > Ap. Sei
A= maxpem\ g Ap und p := po + X', Dann ist £ := {p + Ad : A > 0} der gesuchte
Strahl. 0

Bestimmung von ¢ fiir 4.9, [dBvKOS97, S.87]

0O.B.d.A. (nach Drehung) ist ¢ = (0,1) und § mit (6,¢) > 0 von der Form
d = (0z,1). Somit ist (6,n(h)) > 0 mit n(h) = (ng,ny) genau dann, wenn
0zny > —ny. Die Suche nach so einem § ist somit das 1-dimensionales Problem

6. € NH, wobei H := {h : h € H} und h := {t : tny(h) > —n,(h)}.
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0
n

Bestimmung von (| H' fiir 4.9, [dBvKOS97, S.87]

Falls 90, € ﬂﬁ , dann miissen wir wegen Lemma 4.9 nur noch die Losbarkeit des
Problems H' := {h € H : (§,n(h)) = 0} bestimmen. Da dh || § Vh € H’, geniigt es
den Schnitt der h € H' mit der Achse y = 1 (oder auch mit §*) zu betrachten und
das dadurch beschriebene 1-dimensionale Problem H’ zu untersuchen:

Falls (\H' # 0, so ist das urspriingliche Problem (H,¢c) nach 4.9 unbeschriinkt und
wir erhalten aus pg € (| H' einen entsprechenden Halbstrahl ¢ in O(n) Zeit (fiir die
Berechnung der Ap,).

Andernfalls finden wir (wegen dim = 1) hy, hy € H' mit () = hy N hy (fiir ein gewisses
nach links beschrinktes h; und ein nach rechts beschrinktes hy) und damit auch
D=hinNnhy D2NH 2NH.

Falls andererseits () H = ) und somit (wegen dim = 1) insbesonders hy N hy = § ist,
so ist wegen 4.9 folglich {h1, ho} und erst recht H in Richtung ¢ beschriankt. Deshalb
nennt man hy, hy Zertifikate fiir die Beschranktheit von ({h1, ha}, ¢) bzw. von (H,c).

Lexikographische Unbeschrianktheit [dBvKOS97, S.87]

Um {hq,he} anstelle von {m1,m2} in 2DRANDOMIZEDBOUNDEDLP zu verwenden
miissen wir noch sicherstellen, daf {h1, ho} sogar lexikographisch bzgl. ¢ beschrankt
ist. Andernfalls ist 2; = () schon fiir ein einzelnes hy € H ist (also ist n(hy) || —c).
Falls ein hy € H existiert mit (n(hy), —c) > 0, so zeigt {hy, ho} die lexikographische
Beschrénktheit von H.

Andernfalls ist H lexikographisch unbeschriankt oder () H = ). Um dies zu entschei-
den betrachten wir H” := {h € H : Oh L ¢}, ein im wesentlichen 1-dimensionales
Problem.

Falls (H” = (), so ist auch (| H = (). Andernfalls existiert eine ganze bzgl. ¢ maximale
Gerade 0hY{ C (1 H" und ein entsprechende Halbstrahl davon ist in (| H lexikogra-
phisch unbeschrankt.

Fiir die Rotationsinvariante Formulierung im folgenden Programm bezeichne v; :=
(v, ct)et den Normalanteil bzgl. ¢ von v. Dann entspricht § | dem &, von zuvor, n (h)
dem n, und

(0,n(h)) = (01 +¢,ni(h) + (n(h) = ni(h))) = (61, ni(h)) + (¢, n(h)).
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Subroutine 2dFindCertificate, [dBvKOS97, S.87]

Input: Ein lineares Optimierungsproblem (H, c).
Output: Halbstrahl falls lexikographisch unbeschrankt und 2 Zertifikate andernfalls.

1: if 36, € ﬂheHﬁ £ O mit h:= {6, €ct:(51,n1(h)) > —(c,n(h))} then

22 H :={h:{(n(h),0) =0} CHmitd:=c+4d..

3 if 3po € (,cpyy ' # 0 mit B :=hNdt then

4: return H enthilt unbeschrankten Halbstrahl p + R4 0.

5. else

6: return H ist unlésbar wegen hi,he € H' mit hy N he = (.

7:else // (N,cyh =10

8 if 3y € H: h1 = () then

9: if 3ha € H : (n(hz),ct) <0 then
10: return H ist lexikographisch beschriankt durch hi, ho.
11: else
12: Untersuche H” := {h € H : Oh L c}.
13: if H" =0 then
14: return H ist unlésbar wegen ha, hs € H” mit ha N hs = 0.
15: else // 30h{ C (| H" maximal bzgl. ¢
16: return H ist lexikographisch unbeschrinkt wegen Halbstrahl in ohY.
17: else//VhlGH:le;&@aberﬂheHB:Q)
18: return H ist lexikographisch beschrinkt wegen hi, he mit hiNhy =0.

Laufzeit von 2dFindCertificate

Diese ist O(n), denn in den Schritten (1), (3) und (12) werden 1-dimensionale Pro-
bleme mit Laufzeit O(n) behandelt. Die Suche in (9) sowie die Bestimmung des An-
fangspunktes des Halbstrahls in (4) sowie (16) bendtigt ebenfalls jeweils O(n) Zeit.

Zusammenfassung;:

Algorithmus 2dRandomizedLP

Input: Ein lineares Optimierungsproblem (H,c), wobei H eine endliche Liste von
Halbebenen und 0 # ¢ € R? ist.
Output: Falls (H, ¢) lexikographisch unbeschrankt ist, wird ein entsprechender Halb-
strahl ausgegeben. Falls H unlosbar ist (d.h. () H = 0), werden 2 oder 3 Zertifi-
kate h € H dafiir ausgegeben. Andernfalls wird der lexikographisch bzgl. ¢ grofite
Punkt in ()¢ h ausgegeben.
2DFINDCERTIFICATE(H, ¢)
if H lexikographisch unbeschrankt then
return Halbstrahl
else // Zertifikate hy, ho € H fur die lexikographische Beschranktheit
if h1 n hg = @ then
return H ist unlosbar wegen {hy, ha}.
else // Lexikographisch maximale Losung ve von ({hi, ha}, ¢) existiert
Sei hg,...,h, eine zufdllige Permutation der restlichen h € H.
for i =3 ton do
if v;_1 € h; then

—
<
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11: Vi = Vj—1

12: else

13: if Oh; N Cy;_1 =0, d.h. C; = 0 then

14: Finde j, k < i mit h; N hy N Oh; = 0.

15: return H ist unlosbar wegen h;, hj, hy.

16: else

17: Sei v; € Oh; N C;_1 der lexikographisch bzgl. ¢ maximale Punkt.
18: return Maximale Losung v,,.

4.10 Theorem [dBvKOS97, S.88].
2-dimensionale lineare Optimierungsprobleme mit n Bedingungen konnen in erwarte-
ter O(n)-Laufzeit mit mazimal O(n) Speicherbedarf gelost werden.

Beweis. Die Schritte (7)—(18) von 2DRANDOMIZEDLP sind ident mit (1)-(10) von
2DRANDOMIZEDBOUNDEDLP (siehe 2DBOUNDEDLP) mit erwarteter Laufzeit O(n)
und maximal O(n) Speicherbedarf. Jene von 2DFINDCERTIFICATE sind maximal
O(n). O

Lineares Programmieren in héheren Dimensionen [dBvKO0S97, S.88]

[dBvKOS97, S.89]

Wir verallgemeinern den Algorithmus fiir das 2-dimensionale lineare Optimieren nun
auf hohere Dimensionen. Sei also H eine endliche Menge von Halbraumen h C R4 und
0 # ¢ € RY Wir suchen p € C := (), h mit f(p) := (c,p) maximal. Zwecks Ein-
deutigkeit im beschrankten Fall suchen wir den lexikographisch bzgl. ¢ groften Punkt
p € C (0.B.d.A. sei ¢ = (1,0,...)). Wie im 2-dimensionalen Fall gehen wir rekursiv
vor, indem wir nach und nach Bedingungen h € H hinzufiigen. Zwecks Eindeutigkeit
stellen wir wie zuvor fest, ob das Problem lexikographisch unbeschrankt bzgl. ¢ ist.
Andernfalls erhalten wir (wie wir gleich zeigen werden) Zertifikate hq, ..., hy € H mit
k < d, welche die moglichen Punkte lexikographisch beschranken. Seien hq, ..., hx
Zertifikate, welche die Beschrénktheit garantieren, und hg41, ..., by eine zufillige An-
ordnung der {ibrigen h € H. Sei C; := ﬂ;zl h;. Sofern existent sei v; die optimale
Ecke in C;. Das folgende Lemma ist eine direkte Verallgemeinerung von Lemma 4.5:

4.11 Lemma [dBvKOS97,S.89].
Fiir C; und v; wie gerade beschrieben gilt:

1. Falls Vi—1 € hi, dann ist V; = Vi—1-
2. Falls vi_1 ¢ hy, dann ist C; = 0 oder v; € Oh;, der Hyperebene die h; begrenzt.
[

Behandlung von Fall 2 in 4.11, [dBvKOS97, S.89]

Im 2. Fall miissen wir also den optimalen Punkt in dh; N C;_1 finden. Dies ist ein
lineares Optimierungsproblem in Dimension dim(0h;) = d — 1. Fiir die lexikographi-
sche Ordnung auf Oh; verwenden wir die ersten d — 1 nicht verschwindenden Pro-
jektionen der Basisvektoren der urspriinglichen lexikographischen Ordnung auf die
(d — 1)-dimensionale Ebene 0h,.
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Beschranktheitstest, [dBvKOS97,S.90]

Wir miissen noch feststellen, ob das Problem unbeschrénkt ist und andernfalls die ge-
suchten Zertifikate finden. Die Verallgemeinerung von Lemma 4.9 ist ohne Probleme,
d.h. fiir die Beschranktheit eines d-dimensionales lineares Optimierungsproblem (H, ¢)
miissen wir zuerst ein entsprechendes (d — 1)-dimensionales Problem H beantworten.

Bestimmung von 4, [dBvK0S97, S.90]

Falls N H + (), so erhalten wir eine Richtung ¢ und das d-dimensionale lineare Problem
ist entweder unbeschrénkt in diese Richtung § oder unlésbar. Dies kann entschieden
werden, indem man (H' := {h € H : (n(h),d) = 0}, c) auf Losbarkeit tiberpriift. Es
ist ¢ parallel zu den Réndern der Halbraume h € H’, also muf} dafiir ebenfalls ein
(d — 1)-dimensionales Problem behandelt werden.

Bestimmung von (| H', [dBvK0S97, S.90]

Falls N H = (), dann erhalten wir & < (d — 1) + 1 = d Zertifikate hy,...,hy € H
mit ﬂle h; = . Nach der Verallgemeinerung von 4.9 ist ﬂle h; in Richtung ¢ be-
schrankt. Betrachtet man nun den echten affinen Teilraum, der von den bzgl. ¢ maxi-
malen Losungen von ﬂle h; beschrieben wird. Diese werden durch den Durchschnitt
(gewisser) der Seitenflachen Oh; beschrieben. Wenn d’ < d die Dimension dieses affi-
nen Raums bezeichnet (Im Buch wird d’ = d — k behauptet) ist, so ist dies auch jene
des Durchschnitts der zu diesen Seitenflichen zugehorigen linearen Teilriume n(h;)*.
Also ist die Dimension des linearen Erzeugnisses dieser n(h;) gerade d — d’, und dies
ist k, so die n(h;) linear unabhéngig sind. Also ist dann d’ = d — k. Wir iiberprii-
fen nun, ob das Problem (H,c¢) auf diesem affinen Teilraum bzgl. lexikographischer
Ordnung beschrankt ist. Falls nicht, dann geben wir einen entsprechenden Halbstrahl
aus, andernfalls bilden die entsprechenden hochstens d’ vielen Zertifikate zusammen
mit den d — d’ vielen der h; hochstens d viele Zertifikate fur die lexikographische
Beschrinktheit in RY.

Subroutine FindCertificate, [dBvKOS97, S.87]

Input: Ein lineares Optimierungsproblem (H, c¢) der Dimension d.
Output: Einen entsprechenden Halbstrahl falls (| H lexikographisch unbeschréinkt ist und
hochstens d viele Zertifikate andernfalls.
1: if 36, € ﬂhGH}_L #Q mit h:= {6, € ct:(5.,n1(h)) > —(c,n(h))} then
H :={h:{n(h),0) =0} CHmit :=c+4,.
if 3po € Ve B’ # 0 mit b’ := hN 6" then
return H enthilt unbeschrinkten Halbstrahl p + Ry 6.
else
return H ist unlésbar wegen hi, ..., hy € H mit ﬂle hi=0und k<d
else // Es gibt Zertifikate fiir (), h =0, d.h.
.. b € He( hi =0 (mit k < (d—1)+1=d).
: Sei E =), 8h; mit dmE =d — k < d.
10: Sei H':={hNE:he H}CE.
11:  FINDCERTIFICATE(H')
12:  if H" ist lexikographisch beschrinkt in E then
13: return H ist lexiko. beschriankt durch hi,..., ks und die Zertifikate fiir H”.
14:  else
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15: return H ist lexiko. unbeschrinkt wegen dem entsprechenden Halbstrahl in H”.

Zusammenfassung;:

Algorithmus RandomizedLP [dBvKOS97,S.91]

Input: Ein lineares Optimierungsproblem (H,¢), wobei H eine Menge von n Halb-
ebenen im R? und 0 # ¢ € R? ist.

Output: Falls (H,¢) lexikographisch unbeschriankt ist, einen entsprechender Halb-
strahl. Falls es unlosbar ist, dann hochstens d 4 1 viele Zertifikate dafiir. Andern-
falls den lexikographisch bzgl. ¢ grofiten Punkt in [, o h-

1: FINDCERTIFICATE(H, c)

2: if H lexikographisch unbeschrankt then

3:  return Halbstrahl

4: else // Zertifikate hq,...,hy € H mit k < d fiir die lexiko. Beschrénktheit
5. if M\, hi = 0 then

6: return H ist unlésbar wegen hy, ..., hg.

7. else // Lexiko. max. Losung vg von ({hy,...,ht},c) existiert und k = d
8: Sei hgyi1,...,hy, eine zuféllige Permutation der restlichen h € H.

9: fori=d+1tondo

10: if v;,_1 € h; then

11: Vi = Vi1

12: else ‘

13: if Oh; N,y h; =0 then

14: return Zertifikate hq, ..., hi fiir die Unlésbarkeit dieses Problems.
15: else _

16: v; sei der lexikographisch maximale Punkt in dh; N ﬂ;;ll h; = 0.
17: return v, als eindeutige Losung.

4.12 Theorem [dBvKO0S97,S.91].
Fiir fize Dimension d konnen d-dimensionale lineare Optimierungsprobleme mit n
Bedingungen in erwarteter O(n) Laufzeit gelost werden.

Beweis. Mittels Induktion nach d zeigen wir die Existenz einer Konstante Ky, s.d.
die erwartete Laufzeit < K;-n ist. Fir (d = 2) ist dies Theorem 4.10. Nun fiir (d). In
FINDCERTIFICATE miissen wir in Schritt (1) und Schritt (3) lineare Optimierungspro-
bleme der Dimension d — 1 bzw. in Schritt (11) einen Aufruf von FINDCERTIFICATE
der Dimension < d — 1 durchfiihren, also 143t sich die erwartete Laufzeit von Schritt
(1) in RANDOMIZEDLP mit K41 -n abschétzen. In Schritt (5) miissen wir ein linea~
res Gleichungssystem losen, was laut [dBvKOS97,S.91] angeblich O(d) Zeit, meines
Wissen nach aber O(d?) Zeit, benétigt. Ebenso benétigt Schritt (10) O(d) Zeit. In
Schritt (13) projezieren wir die Basis auf 0h; in O(d) Zeit und schneiden ¢ Halbrdume
mit Oh; in O(d i) Zeit. Weiters einen Aufruf von RANDOMIZEDLP fiir Dimension d — 1
und 7 — 1 Halbrdume mit K41 (i — 1) Laufzeit. Sei wieder X; die Zufallsvariable mit
X; =1 falls v;_1 ¢ h; und 0 andernfalls. Die erwartete Gesamtlaufzeit ist laut Buch
somit beschrankt durch

O(dn) +dnKg_1+ Zn: (O(dl) + (Z — 1)Kd_1> E(Xl)
i=d+1
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Um E(X;) zu bestimmen verwenden wir wieder riickwérts-Analyse. Der optimale
Punkte im ¢. Schritt ist eine Ecke v; € C; und somit durch d Halbraume beschrieben.
Im Vergleich zum Schritt (¢ — 1) &ndert sich v; nur, wenn wir einen der v; beschrei-
benden Halbrdume entfernen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist < d/(i — d). Somit ist
die erwartete Laufzeit beschrénkt durch

d
< Kgn.

O(dn)—l—dan_1—|— zn: (O(di)—F(i—l)Kd_l) =

i=d+1

Im Buch wird daraus K; < O(K4_1d) gefolgert (also K4 = O(c?d!) fiir ein ¢ > 0
unabhéngig von d) was wegen

n . n—d . n—d
i—1 d+j—-1 1
S S i
i:d+1z_d j=1 J =7
—1 n—d+11
=n-14+(d ->n—14(d— / —dx
ZJ @-nf -

=n—1+(d—1)(log(n —d+ 1) —log(2)).

nicht stimmt, wie die z.B. die Wahl d — 1 = n/2 zeigt, denn dann wéchst dieser
Ausdruck wie 7 log(4) und ist kein O(n).

Kleinste umfassende Scheibe [dBvKOS97,S.92]

[dBvKOS97, S.92]

Betrachten wir einen Roboterarm, der Gegenstinde an verschiedenen gegebenen
Punkte aufnehmen und an anderen absetzen soll. Um mit einen mdoglichst kurzen
Arm das Auslangen zu finden miissen wir die Kreisscheibe mit kleinsten Radius fin-
den, die all die Punkte enthélt. Fiir deren Existenz und Eindeutigkeit siche Lemma
4.14. Wir verwenden wieder einen radomisierten inkrementellen Algorithmus. Dazu
bilden wir zuerst ein Zufallspermutation p1,...,p, der Punkte P := {p1,...,pn}-
Sei P; := {p1,...,p;} und D; die kleinste Scheibe die P; umfafit. Das Analogon zu
Lemma 4.5 ist folgendes:

4.13 Lemma [dBvKO0S97, S.93].
Sei 2 < i <n sowie P; und D; wie gerade definiert. Dann gilt:

1. Falls pi € D;_ 1, s0ist D, =D;_1.
2. Falls p; ¢ D;_1, so ist p; € OD;.

Dies wird aus Lemma 4.14 folgen.
Algorithmus MiniDisc[dBvKO0OS97, |
Input: Eine Menge P von n verschiedenen Punkten in R2.

Output: Die kleinste Scheibe D, welche P umfaft.
1: Bestimme eine Zufallspermutation py,...,p, von P.
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[\

: Sei Dy die kleinste Scheibe die {p1, p2} umfafit.

// Diese hat Mittelpunkt Z 1;” 2 und Radius %|p2 —p1l.
3: for : =3 ton do
4 if pi € D;_1 then
5: D, =D;,_4
6: else
7
8

D; :=MINIDISCWITHPOINT(P;_1, p;)
: return D,

Fiir die Subroutine MINIDISCWITHPOINT gehen wir ganz analog vor:
Subroutine MiniDiscWithPoint[dBvKOS97, S.93]
Input: Eine Menge P von n verschiedenen Punkten in R? und ein Punkt ¢, fiir welche

eine Scheibe D O P existiert mit g € dD.
Output: Die kleinste Scheibe D O P mit g € D.

D; :=MINIDISCWITH2POINTS(P;_1, p;i, q)
return D,

1: Bestimme eine Zufallspermutation p1,...,p, von P.
2: Sei D; die kleinste Scheibe die {p1, ¢} umfafit.

3: for i =2 ton do

4: if p; € D;_; then

5: D, =D;_1

6: else

T

8:

Auch fiir die Subroutine MINIDISCWITH2POINTS gehen wir ganz analog vor:

Subroutine MiniDiscWith2Points[dBvKOS97, S.94]

Input: Eine Menge P von n verschiedenen Punkten in R? und zwei weitere Punkte
¢1 und g9, fiir welche eine Scheibe D D P existiert mit {¢1,g2} C 0D.
Output: Die kleinste Scheibe D O P mit {q1,¢2} € dD.
1: Sei Dy die kleinste Scheibe, die {¢1, g2} umfaft.
2: for i =1ton do

3: if i € D;_1 then

4: D, =D;,_4

5 else

6: D; ist die Scheibe deren Rand der Kreis durch ¢, g2 und p; ist.
7: return D,

4.14 Lemma [dBvKO0S97,S.94].
Seien P und R zwei disjunkte endliche Mengen von Punkten mit P U R # (). Dann
gilt:

1. Falls eine Scheibe D O P mit R C 0D existiert. Dann existiert auch die kleinste
solche (bezeichnet als md(P, R)) und ist eindeutig.

Sei p € P und P, R erfille die Voraussetzungen von (1) sowie RU (P \ {p}) # 0.
Dann gilt weiters:
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2. pemd(P\ {p},R) = md(P,R) = md(P\ {p},R).
3. p ¢ md(P\{p}, R) = md(P, R) = md(P\ {p}, RU {p}).

Beweis. (1) Wir bezeichnen mit D, (p) die Scheibe mit Mittelpunkt p und Radius
r > 0. Sei p € PUR fix gewahlt. Sei r, das Infimum der Radien aller Scheiben D O P
mit R C 0D. Dieses Infimum ist ein Minimum, denn wenn D, (p,) solche Scheiben
mit Radien r, \, 7o sind, dann besitzen die Mittelpunkte p, eine Haufungspunkt
Poo da [p—pp| <1 < 1. Esist Do := D, (Poo) eine Scheibe mit P C Do, denn fiir
jeden Punkt p’ € P gilt [p' —pn| < 7, und somit durch Grenziibergang [p’ — poo| < Tco-
Und ganz analog folgt R C 0D.

Angenommen es gidbe 2 solche Scheiben Dy := D, (My) und D; := D, (M;) mit
My # M;.Da () # PUR C DoNDy ist, ist O # dDoNID; =: {z, z} und wir betrachten
fiir A € [0,1] die Mittelpunkte M)y := My + A(My — M), Radien ry := |z — M| und
Scheiben D)y := D,, (My). Dann ist P C Dy N Dy C D, fiir alle A € [0,1]. Wegen
R CODyNIDy ={z,z} ist R C dDy, aber r) < ry fiir 0 < A < 1, ein Widerspruch.
Beachte, da§ wegen (1) auch md(P’, R’) fiir alle P/ C P und R C Rmit PPUR’ # 0
existiert.

(2) Seip € D := md(P\{p}, R). Dannist P = (P\{p})U{p} € Dund R C 9D. Und D
ist minimal mit diesen beiden Eigenschaften, denn eine kleinere solche Scheibe wiirde
auch P\ {p} enthalten, im Widerspruch zur Definition von D, also ist D = md(P, R).
(3) Seip ¢ Do :=md(P\ {p}, R). Sei Dy := md(P, R). Wir betrachten D, wie in (1).
Nach Voraussetzung ist p € Dy \ Dy. Somit existiert ein 0 < Ay < 1 mit p € 9D, .
Wie in (1) ist P\ {p} C D), und R C 0D,,. Wegen der Minimalitdt von D; ist
D), = D; (beachte, dafi der Radius von Dy hochstens so grof wie jener von Dy ist),

also p € 9Dy, d.h. md(P,R) = md(P, RU {p}) 2 md(P\ {p}, RU{p}). O

Beweis von Lemma 4.13

Beachte, dal D, aus Lemma 4.13 gerade md({p1,...,p;},0) ist, und somit dieses
folgt. O

4.15 Theorem [dBvKOS97, S.94].

Die kleinste eine gegebene n-elementige Menge von Punkten in der Ebene umfassen-
de Scheibe kann in erwarteter O(n) Laufzeit und mit mazimal O(n) Speicherbedarf
berechnet werden.

Beweis. Aus Lemma 4.14 folgt, dafl MINID1SCWITH2POINTS, MINIDISCWITHP OINT
und schliellich MiINIDIsC die gestellten Aufgaben korrekt 16sen. Nun zur Laufzeit und
zum Speicherbedarf:

e MINIDISCWITH2POINTS benétigt O(n) Zeit (Konstante Zeit fiir jede Schleife)
und O(n) Speicher.

e MINIDISCWITHPOINT und MINIDISC haben O(n) Speicher-Bedarf.

e MINIDISCWITHPOINT hat abgesehen von the Aufrufen von MINI-
DiscWITH2POINTS O(n) Laufzeit.

e Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von Aufrufen von MINI-
DiscWI1TH2POINTS verwenden wir wieder Riickwérts-Analyse: Sei D; die
kleinste Scheibe mit p € OD;, welche {pi,...,p;} enthilt. Bei Entfernen
eines der Punkte &ndert sich die kleinste Scheibe hochstens dann, wenn dies
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ein Randpunkt ist, und zwar nur dann, wenn aufler p nur zwei Randpunkte
vorliegen. Das heifit, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist wieder < 2/4 und somit
die erwartete Laufzeit von MINIDISCWITHPOINT beschrankt durch

e Das selbe Argument liefert fiir die erwartete Laufzeit von MINIDISC ebenfalls
O(n). O

[dBvKOS97, S.96]

Der Algorithmus MINIDISC kann noch vereinfacht werden, indem man nur einmal
ein zuféllige Permutation durchfithrt und diese dann auch in der Subroutine MINI-
DiscWiTHPOINT verwendet. Weiters kann man anstelle der 3 Routinen auch einen
einzigen Algorithmus MINIDISCWITHPOINTS( P, R) schreiben, welcher, das in Lemma
4.14 definierte md(P, R), bestimmt.

Nachbemerkungen

[dBvKOS97, S.96]

Den Durchschnitt von d-dimensionalen Halbrdumen fiir grofle d zu bestimmen ist
viel aufwendiger, da die Anzahl der Seiten des Durchschnitts ein O(nl%/ 2J) ist, siehe
[Ede87al.

Fiir lineare Optimierungsprobleme wurde der Simplex-Algorithmus (mit maximal ex-
ponentieller Laufzeit) entwickelt, siehe [Dan63], und es gibt auch Algorithmen mit
polynomialer Laufzeit von [Kha80] und von [Kar84].

In [Meg84] wurde erstmals gezeigt, dal die Uberpriifung, ob ein Durchschnitt von
Halbraumen leer ist, echt einfacher als die Bestimmung des Durchschnitts ist. Sein
(deterministischer) Algorithmus hat Laufzeit O(Kyn) mit Ky = 22" Dies wurde in
[CJY95] und [Dye86] auf Ky = 3% verbessert.

Die hier gegebenen randomizierten inkrementellen Algorithmen stammen von
[Sei91b], wo K4 = d! gezeigt wird.

Der Algorithmus fiir kleinste Scheiben stammt von [Wel91], der das auch auf hoher-
dimensionale Sphéaren iibertragen hat.

Es ist klarerweise umstritten, ob randomizierte Algorithmen in Zeit-kritischen Situa-
tionen wirklich eingesetzt werden sollen (z.B. Flugiiberwachung, intensiv Station im
Krankenhaus, Kernkraftwerke, etc.)

5. Orthogonale Bereichs-Suche (Datenbankabfrage)

[dBvKOS97, 5.102]

Wir wollen nun gewisse Datenbankabfragen geometrisch interpretieren. Die Records
der Datenbank sollten dazu Punkten in einem R entsprechen. Und die Abfrage damit
Abfragen tiber solche Punktmengen sein, also z.B. die Frage nach allen Angestellten
mit Geburtsdatum in einem gewissen Intervall und Einkommen in einem zweiten
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Intervall. Wir wollen also jene Punkte der Datenbank bestimmen, die in einem ach-
senparallelen Rechteck (oder hoherdimensionalen Quader) liegen. Wir nennen das eine
orthogonale Bereichsabfrage.

1-dimensionale Bereichsabfrage, [dBvKOS97, S.102]

Wir suchen zuerst jene Punkte(=Zahlen) aus P := {p1,...,p,} die in einem Intervall
[z, 2] liegen. Dies konnen wir effektiv l6sen indem wir eine balanzierten Such-Baum
T verwenden, wobei dessen Blatter die Zahlen p; enthalten und dessen Knoten v
Werte x, speichern, welche die Suche dirigieren, d.h. der linke Teilbaum alle Werte
pi < x, und der rechte alle {ibrigen enthélt. Allerdings verallgemeinert sich das nicht
auf hohere Dimensionen und erlaubt auch nicht effektive Updates fiir P.

Aufspaltungspunkt vspiit, [dBvKOS97, S.102]

Um nun die Punkte im Intervall [z,z'] zu erhalten, suchen wir nach = und 2’ in
T. Seien p und p' jene Blétter, wo die entsprechende Suche endet. Die gesuchten
Punkte finden sich dann in den Blattern zwischen p und p’ eventuell zusammen mit
jenen in p und/oder p’. Erstere liegen auf Teilbdumen deren Wurzel zwischen den
beiden Suchpfaden liegt. Um diese zu bestimmen, suchen wir den letzten gemeinsamen
Knoten vgpi, der beiden Suchpfade. Sei 1(v) und r(v) die beiden Kinder des Knotens
.

Algorithmus FindSplitNode[dBvK0S97, S.103]

Input: Ein bindrer Baum T und zwei Werte z < z'.
Output: Den letzten gemeinsamen Knoten der Suchpfade zu x und z’.
1: Sei v die Wurzel von T
2: while v ist kein Blatt und nicht z < z, < 2’ do
// Die Suchpfade trennen sich hier nicht

3 ifa’ <z, then // x <2’ <ua,
4: v:=1(v)

5. else // 2/ >x>x,

6: v :=r(v)

7: return v

Ausgabe, [dBvKO0OS97,S.103|

Startend bei vepii¢ folgen wir den Suchpfad zu x

und geben in jenen Knoten, wo der Pfad nach links

geht, alle Blatter des rechten Teilbaums aus. Ana-

log folgen wir den Suchpfad zu 2’ und geben in .-~

jenen Knoten, wo der Pfad nach rechts geht, alle

Blatter des linken Teilbaums aus. Schlielich tiber-

priifen wir jedes der beiden Endblétter, ob es da-

zugehort,.

Im Detail benétigen wir dazu eine Subroutine REPORTSUBTREE, die einen (Teil-
)JBaum durchlduft und alle seine Bléatter ausgibt. Deren Laufzeit ist linear in der
GroBle der Ausgabe, da bei bindren balanzieren Suchbéumen die Anzahl der inneren

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2013 45



Knoten kleiner als jene der Blétter ist: Jeder innere Knoten hat immer beide Kinder,
andernfalls koennen wir ihn durch das einzige Kind ersetzen. Induktion zeigt nun, daf3
die Anzahl der inneren Knoten um 1 kleiner als jene der Blatter ist.

Algorithmus 1dRangeQuery [dBvKOS97,S.103]

Input: Ein binarer Baum T und zwei Werte z < 2.
Output: Alle Blatter in T, welche im Bereich [z, 2'] liegen.
1: Vgpiit :=FINDSPLITNODE(T, z, z').
2: if wvgpyis ist Blatt then
3:  print v falls vepn, € [z, 2]
4: else
// Folge dem Suchpfad zu = und berichte Punkte in rechten Teilbdumen
5 v 1= 1(Vspit)
6 while v ist nicht Blatt do
7 if z <z, then
8: REPORTSUBTREE(r(v))
9 v = 1(v)
10: else
11: v:=r1(v)
12.  print v falls v € [z,2/].
13:  Verfahre analog mit dem Suchpfad von vgpi, nach z’
14: return

5.1 Lemma.[dBvKOS97, S.104].
Der Algorithmus 1DRANGEQUERY liefert genau die Punkte im angegebenen Bereich.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf3 jeder gelieferte Punkt p im Abfragebreich liegt. Falls p
das Endblatt des Suchpfads zu x oder a2’ ist, so wird dieses explizit gepriift. Andernfalls
wird p bei einem Aufruf von REPORTSUBTREE ausgegeben. Sei v im Suchpfad von x
(analog fiir ') und somit betrachten wir REPORTSUBTREE(r(v)). Damit liegt v und
r(v) im linken Teilbaum von wvgpiit, also ist 2 <z, <p < @y, < 2.

Sei nun umgekehrt p € PN[z, '] und p das Blatt mit Wert p. Sei v der tiefste Vorfahre
von p, welcher im Algorithmus 1DRANGEQUERY besucht wurde. Angenommen v # p.
Es kann v kein besuchter Knoten in einem Aufruf von REPORTSUBTREE sein, den
dann wéren alle seine Nachfahren (also auch u) bei diesem Aufruf ausgegeben worden.
Somit liegt v auf dem Suchpfad zu z oder zu z’. Betrachten wir 0.B.d.A. den ersten
Fall. Da der Pfad zu « und p bei v aufspaltet (da v tiefstgelegen ist), liegen p und
auf verschiedenen Teilbdumen von v und falls p nicht berichtet wurde, mufl der Pfad
zu x bei v nach rechts gehen, also p < x,, < = gelten, ein Widerspruch. O

Speicherbedarf [dBvKOS97, S.104]

Fiir das Einrichten des balanzierten Suchbaums bendtigen wir O(n) Speicher und
O(n log(n)) Laufzeit. Die Abfragezeit ist im schlimmsten Fall mindestens O(n), falls
alle Punkte im Suchbereich liegen, deshalb versuchen wir die Laufzeit in Abhéngigkeit
von der Grofe k der Ausgabe zu bestimmen:

REPORTSUBTREE ist linear in seiner Ausgabe. Also die Gesamtzeit all dieser Aufrufe
O(k). Die iibrigen besuchten Knoten sind jene auf den O(log(n)) langen Suchpfaden
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zu z und z’. Bei jedem solchen Knoten benétigen wir O(1) Zeit. Und somit ist die
gesamte Abfragezeit O(k + logn)

5.2 Theorem [dBvKOS97, S.105].

Sei P eine n-elementige Teilmenge von R. Diese kann in einem balanzierten Such-
baum in O(n log(n)) Zeit gespeichert werden und bendtigt dazu O(n) Speicher. Die
Abfragezeit ist dann O(k+logn), wobei k die Anzahl der ausgegebenen Punkte ist. [

Kd-Baume [dBvKOS97, S.105]

2-dimensionaler orthogonale Bereichssuche [dBvKOS97, S.105]]

Sei P eine n-elementige Teilmenge von R2. Wir setzen vorerst voraus, dafl keine zwei
Punkte die gleiche z- bzw. die gleiche y-Koordinate haben. Eine 2-dimensionale or-
thogonale Bereichssuche bedeutet jene Punkte in p € P zu finden, welche in einem
Rechteck der Form [z,z'] X [y,y’] liegen. Das bedeutet also zwei 1-dimensionalen
Bereichsabfragen. Im 1-dimensionalen Fall wird der bindren Suchbaum rekursiv be-
schrieben, indem man die Punkte in zwei anndhernd gleich grofie Teile teilt, wobei ein
Teil aus den Punkten mit Wert kleiner-gleich dem Aufspaltungs-Wert und der andere
aus jenen mit Wert grofler als der Aufspaltungswert besteht. Im 2-dimensionalen
spalten wir zuerst nach xz-Koordinate, dann die beiden entstandenen Teile nach -
Koordinate, als nachstes deren Teile wieder nach der z-Koordinate u.s.w.. Wir teilen
also die Menge rekursiv durch abwechselnd vertikale und horizontale Geraden. Der
entstehende Baum heifit kd-Baum (steht fiir k-dimensional, also eigentlich 2d-Baum)

Algorithmus BuildKdTree [dBvKOS97, S.106]]

Input: Eine endliche Menge () # P C R2 und eine Tiefe t.
Output: Die Wurzel eines kd-Baums fiir P.
1. if P = {p} then
2 return Ein neues Blatt mit Inhalt p
3: else
4 if t ist gerade then
5 Zerlege P mittels vertikaler Gerade durch die mittlere z-Koordinate m der
Punkte aus Pin Py :={p€ P:p, <m} und P, :={p € P:p, >m}.
else
7 Zerlege P mittels horizontaler Gerade durch die mittlere y-Koordinate m der
Punkte aus P in P, :={p€ P:p, <m} und P» :={p € P:p, > m}.
8:  Erzeuge neuen Knoten mit Wert m und folgenden Kindern:
9: v, :=BUILDKDTREE(P;,t + 1)
10: v, :=BUILDKDTREE(Pa,t + 1)
11:  return v

Dabei bedeutet mittlere Koordinate m die [5] kleinste Zahl unter den gegebenen.
Bei 2 Werten bedeutet dies den kleineren der beiden und gewéhrleistet das der Algo-
rithmus endet.
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Laufzeit [dBvKOS97, S.107]

Am zeitaufwendigsten ist in jedem Rekursionsschritt das Finden von m. Dies ist
(kompliziert) in linearer Zeit moglich. Besser ist die Punkte sowohl nach z als auch
unabhéngig nach y zu sortieren. Danach findet man m einfach in linearer Zeit. Die
sortierten Listen fur P; und P, findet man ebenso einfach in linearer Zeit. Also ist
die Laufzeit T fiir das Erzeugen des Baums rekursiv gegeben durch

) = o(1) fir n =1,
Tin) {O(n)+T(L§J)+T([ZD sonst,

also T'(n) = O(n log(n)) (auch inklusive dem Sortieren).

Speicherbedarf [dBvKOS97, S.107|

Jedes Blatt speichert einen Punkt aus P, also haben wir n Blatter. Der kd-Baum
ist ein bindrer Baum mit O(1) Speicherbedarf fiir jeden internen Knoten, also mit
Gesamtspeicherbedarf O(n).

5.3 Lemma [dBvKOS97,/S.107].
Fiir den Aufbau eines kd-Baum fir n Punkte bendtigt man O(n) Speicherplatz und
O(n logn) Zeit. O

Die Region eines Knotens [dBvKOS97, S.108]]

Jedem Knoten v entspricht ein moglicherweise auf manchen Seiten unbeschrénktes
Rechteck region(v), wobei die Randlinien durch die Werte der Vorgénger von v be-
schrieben werden. Fiir die Wurzel v des Baumes ist region(v) = R2. Ein Punkt kommt
genau dann im Teilbaum mit Wurzel v vor, wenn er zu region(v) gehort. Somit wiissen
wir einen Teilbaum nur dann durchsuchen, wenn region(v) den Suchbereich trifft.

Abfrage-Algorithmus [dBvKOS97, S.108]]

Wir durchlaufen den kd-Baum, aber besuchen dabei nur Knoten v deren region(v)
den Suchbereich trifft. Falls diese ganz im Suchbereich enthalten sind, so geben wir
alle Blatter dieses Teilbaums aus. Wenn wir beim Durchlaufen auf ein Blatt stoflen,
miissen wir iiberpriifen, ob der entsprechende Punkt im Suchbereich enthalten ist,
und falls ja diesen ausgeben.
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Unter Benutzung der Subroutine REPORTSUBTREE erhalten wir:

Algorithmus SearchKdTree [dBvKOS97, S.109]

Input: Die Wurzel v eines kd-Baums und einen Suchbereich R.
Output: Die Werte aller Blétter des Baums, die im Bereich R liegen.
1: if v ist ein Blatt then
2 Teste, ob der Wert von v in R liegt, und falls ja gebe diesen aus.
3: else // v ist innerer Knoten
4. if region(1(v)) C R then
5: REPORTSUBTREE(l(v))
6: else // region(1(v)) N (R?2\ R) # 0
7 if region(l(v)) N R # 0 then
8 SEARCHKDTREE(1(v), R)
9:  if region(r(v)) C R then

10: REPORTSUBTREE(r(v))

11:  else // region(r(v)) N (R?\ R) # 0
12: if region(r(v)) N R # () then

13: SEARCHKDTREE(r(v), R)

[dBvKOS97, S.109]

Fiir die Tests region(v) N R # () kénnten wir vorweg region(v) fir alle v bestimmen
und speichern. Besser ist es die aktuelle Region zu speichern und, mittels der in
den internen Knoten gespeicherten Begrenzungslinien, bei den rekursiven Aufrufen
zu adaptieren, z.B. ist fiir Knoten v von gerader Tiefe

region(1(v)) = region(v) N {p : pr < My }.

Beachte, dafl R bei SEARCHKDTREE nicht ein Rechteck zu sein braucht.

5.4 Lemma. Laufzeit[dBvKOS97, S.110].

Eine Abfrage fiir ein achsenparalleles Rechteck in einem kd-Baum mit n Punkten
kann in O(k++/n) Laufzeit durchgefiihrt werden, wobei k die Anzahl der ausgegebenen
Punkte ist.

Beweis. Die Zeit um einen Teilbaum zu durchlaufen und die Punkte in den Blattern
auszugeben ist linear in den ausgegebenen Punkten. Also ist die Gesamt-Zeit O(k)
fiir die Schritte (5) und (10) in SEARCHKDTREE. Bleibt die Zeit fiir jene besuchten
Knoten v zu bestimmen, die nicht in einem der durchlaufenen Teilbdume liegen, d.h.
fiir welche region(v) den Abfragebereich trifft aber nicht in diesem enthalten ist, also
der Rand des orthogonalen Abfragebereichs R region(v) trifft, d.h. die Bedingungen
(7) bzw. (12) erfiillen. Dazu bestimmen wir die Anzahl Q(n) der v, fiir die region(v)
eine (der R begrenzenden) vertikalen/horizontalenGeraden g trifft. Sei also T ein
kd-Baum und g eine vertikale Gerade. Dann trifft g genau eine der beiden Bereiche
region(1(root(T"))) bzw. region(r(root(7))). Achtung: Dies hat nicht die Rekursion
Q(n) = 14+ Q(n/2) zur Folge, denn im néchsten Schritt wird ¢ beide der horizon-
talen getrennten Bereich auf einer Seite treffen! Wir definieren Q(n) um: Sei Q(n)
die Anzahl der g treffenden Regionen eines kd-Baums mit n-Bldttern der mit einer
vertikalen Aufspaltungsgerade beginnt.
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Jeder der 4 Knoten der Tiefe 2 beschreibt eine Region mit n/4 Punkte (Genauer: mit
hochstens [[n/2]/2] = [n/4] Punkte). Wobei genau 2 der Bereiche g treffen. Weiters
trifft g die Region der Wurzel und auch eines ihrer Kinder:

_Jo) firn=1
Qn) = {2 +2Q(n/4) firn>1

Die Losung dieser Rekursionsvorschrift ist Q(n) = O(y/n) (siche Ubungen). Das Glei-
che gilt fiir horizontale Geraden. Somit ist die Gesamtanzahl der Regionen, die den
Rand eines rechteckigen Suchbereichs treffen, durch O(y/n) beschrénkt. O
Beachte allerdings, dafl die Abschétzung grob ist, da wir nicht wirklich den Schnitt
mit den Geraden sondern nur mit den eventuell viel kiirzeren Seitenkanten von R
betrachten miifiten.

5.5 Theorem [dBvKOS97, S.111].

Der Aufbau eines kd-Baums fiir eine n-elementige Menge P C R? bendtigt O(n) Spei-
cher und O(n logn) Laufzeit. Fine orthogonale rechteckige Bereichsabfrage benitigt
dann O(k + v/n) Zeit, wobei k die Anzahl der ausgegebenen Punkte ist. O

Hohere Dimensionen [dBvKOS97,S.111]

Es konnen kd-Baume auch fiir hohere Dimensionen als 2 verwendet werden. Dabei
zerlegen wir die Bereiche langs Hyperebenen in 2 Teile. Dies miissen wir nacheinander
fiir Hyperebenen mit Normalvektor e, ..., e, tun. Wieder benétigt der (binére) kd-
Baum O(n) Speicher und O(n logn) Aufbauzeit (bei fixer Dimension). Man kann
zeigen, daf die Suchabfrage dann in O(k + n'~'/¢) Laufzeit erfolgt.

Laufzeit versus Speicherbedarf, [dBvKOS97, S.111]]

Wir wollen nun anstelle der kd-Baume sogenannte Bereichsbaume besprechen, die eine
Bereichssuche mit O(k+(log n)?)-Laufzeit (statt O(k++/n)) erlauben, allerdings einen
Speicherbedarf von O(nlogn) (statt O(n)) haben.

Bereichsbdume, [dBvK0OS97, S.112|

Sei P(v) die Menge der in den Bléttern des Teilbaums mit Wurzel v gespeicherten
Punkte (die sogenannte kanonische Teilmenge zu v). Die Menge der 1-dimensionalen
Punkte, die in einem Bereichsintervall liegen, ist die disjunkte Vereinigung von
O(logn) vielen kanonischen Teilmengen von P.

Fiir 2-dimensionale Punkte machen wir nun zu-

erst eine 1-dimensionale Bereichssuche bzgl. der z-

Koordinate. Wir sind aber nur an jenen Punkten o
der kanonischen Teilmengen interessiert, deren y- o
Koordinate im gewiinschten Bereich [y, '] liegt. Um
diese effektiv zu finden, bendtigen wir einen binéren
Suchbaum fiir die y-Koordinate der Punkte in P(v).

Wir betrachten also folgende Datenstruktur eines sogenannten Bereichsbaums (engl.:
range tree):

.............

e Ein balanzierter Suchbaum T fiir die z-Koordinaten der Punkte in P.
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e Fiir jeden seiner inneren Knoten v einen Pointer zu einem balanzierten binéren
Suchbaum T'(v) fiir die y-Koordinate der Punkte in der kanonischen Teilmenge
P(v) C P.

Weitere multilevel Datenstrukturen werden uns in Kapitel 10 (und auch in 16) be-
gegnen.

Algorithmus Build2dRangeTree [dBvKOS97,S.113]

Input: Eine n-elementige Menge P C R2.
Output: Die Wurzel eines 2-dimensionalen Bereichsbaums.

1: Bilde einen bindren Suchbaum T,gs., fir die y-Koordinaten der Punkte in P.
Speichere dazu in den Blattern nicht nur die y-Koordinate sondern auch die z-
Koordinate der Punkte.

2: if P = {p} then

Erzeuge ein Blatt v mit p als Wert und setze T,sso, fiir die assoziierte Struktur
Zu .
else
Zerlege Pin Py :={p€ P :py < amja} und P, :={p € P :p; > Tmia}-
Erzeuge einen neuen Knoten v mit Wert x,,;q und setze fiir seine Kinder:
1(v) :=BUILD2DRANGETREE(F))
r(v) :=BUILD2DRANGETREE(FP,)
Setze T,e0, als assozierte Struktur fir v.
10: return v

o

© P NGk

5.6 Lemma (Speicherbedarf) [dBvKOS97,S.114].
Ein Bereichsbaum fiir n Punkte in der Ebene hat O(nlogn) Speicherbedarf.

Beweis. Die Punkte p werden nur in den Blattern der assoziierten Strukturen von
Knoten auf den Suchpfad fiir p, gespeichert. Also wird p fiir alle Knoten mit gege-
bener Tiefe ¢t genau einmal gespeichert. Da 1-dimensionale Bereichsbaume linearen
Speicherbedarf haben, haben alle assoziierten Strukturen zu den Knoten fixer Tiefe
zusammen O(n) Speicherbedarf. Die Tiefe von T ist O(logn) und somit der Ge-
samtspeicherbedarf O(n logn). O

Aufbauzeit, [dBvKOS97,S.114]

BUILD2DRANGETREE hat nicht Konstruktionszeit O(n logn), denn die Konstrukti-
on der bindren Suchbdume in Schritt (1) benétigt allein O(nlogn)-Zeit wird aber
rekursiv aufgerufen. Wenn wir aber die Punkte nach y-Koordinate in O(n logn) Zeit
vorsortieren, dann kénnen die bindren Suchbiume T,g,, in linearer Zeit konstruiert
werden. Darum werden wir die Punkte sowohl in einer nach z-Koordinate als auch
unabhéngig in einer nach der y-Koordinate sortierten Liste mitschleifen. Damit ist
die Laufzeit bei jedem Knoten v von T linear in der Gréfle von P(v) und somit die
Gesamtkonstruktionszeit wie der Speicherbedarf ein O(n logn).

Abfrage-Algorithmus [dBvKOS97,S.114]]

Zuerst bestimmen wir mittels 1-dimensionaler Suchabfrage die O(logn) vielen kano-
nischen Mengen, deren Punkte p die z-Koordinate in [z, 2] haben. Fiir jede dieser
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Mengen liefern wir dann mittels 1-dimensionaler Suchabfrage iiber den assoziierten
Baum die Punkte mit y-Koordinate in [y,3’]. Der Algorithmus ist also analog zu
1DRANGEQUERY wobei REPORTSUBTREE durch 1DRANGEQUERY zu ersetzen ist:

Algorithmus 2dRangeQuery [dBvKOS97,S.114)]

Input: Ein 2-dimensionaler Bereichsbaum 7" und ein Bereich R := [z, 2'] X [y,y/].
Output: Alle Punkte P von T die in R liegen.
1: gpliy :=FINDSPLITNODE(T, z, z’).
2: if vgpyi4 ist Blatt then
3. Uberpriife, ob der Punkt von Usplit in R liegt und somit ausgegeben werden
mu#f.
4: else
// Folge dem Suchpfad zu x und rufe IDRANGEQUERY fiir die rechts davon
liegenden Teilbdume auf.
v 1= (Vsplit)
while v ist nicht Blatt do
if x <z, then
IDRANGEQUERY (Tyss02(r(v)), [y, ¥'])
v :=1(v)
10: else
11: v:=1(v)
12:  Uberpriife, ob v € [x,2'] und somit ausgegeben werden mu$.
13:  Verfahre analog mit dem Suchpfad von vgpi, nach z’

5.7 Lemma (Abfragezeit) [dBvKOS97, S.115].
Die Abfrage in einem Bereichsbaum mit n-Ecken fiir ein achsenparalleles Rechteck
bendtigt O(k + (logn)?) Zeit, wobei k die Anzahl der berichteten Punkte ist.

Beweis. Bei jedem Knoten v € T bendtigen wir konstante Zeit um festzustellen
bei welchem Kind wir weitersuchen miissen und wir rufen moglicherweise 1DRANGE-
QUERY auf. Laut Theorem 5.2 ist die Laufzeit fiir diesen Aufruf O(k, + logn), wobei
k, die Anzahl der im Aufruf berichteten Punkte ist. Somit ist die Gesamtlaufzeit:
>, O(ky, +logn), wobei die Summe tiber alle besichtigten Knoten v von T geht. Kla-
rerweise ist ), k, = k, die Gesamtanzahl der berichteten Punkte. Die Suchpfade fiir
z und 2’ haben Lénge O(logn) und somit ist >, O(logn) = O((logn)?). O

5.8 Theorem [dBvKOS97, S.115].

Sei P C R? eine n-elementige Menge. Ein Bereichsbaum fiir P bendtigt O(n logn)
Speicher und O(n logn) Aufbauzeit. Die Bereichsabfrage fir achsenparallele rechtecki-
ge Bereiche benétigt O(k + (logn)?) Laufzeit, wobei k die Zahl der berichteten Punkte
ist. O

Die Abfragezeit werden wir in 5.11 im Abschnitt iiber fraktionelles Cascading auf
O(k + logn) driicken.

Hoher-dimensionale Bereichsbiaume [dBvKOS97, S.115]

Dimensionen grofier als 2, [dBvKOS97, S.115]]
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Bereichsbiume lassen sich leicht auf Dimensionen d > 2 verallgemeinern: Sei P C R¢
endlich. Wir konstruieren einen balanzierten bindren Suchbaum 7' fiir die 1. Koordina-
te der Punkte aus p. Fiir jeden seiner Knoten konstruieren wir rekursiv die assoziierte
Struktur T'(v), einen (d—1)-dimensionalen Bereichsbaum fiir die Projektion der Punk-
te in P(v), die in den Bléittern des Teilbaums von T mit Wurzel v gespeichert sind,
auf die letzten d — 1-Koordinatenachsen. Der Abfragealgorithmus ist analog zum
2-dimensionalen Fall: Wir lokalisieren die O(logn) vielen Knoten v in T', deren kano-
nische Teilmengen P(v) nur Punkte enthélt deren 1. Koordinate im korrekten Bereich
liegt. Fiir jede diese kanonischen Teilmengen (auf Level 1) werden dann seinerseits
die O(logn) vielen Knoten v’ in T'(v) lokalisiert, deren kanonische Teilmengen P(v’)
nur Punkte enthélt deren 2. Koordinate im korrekten Bereich liegt. Insgesamt haben
wir somit O((logn)?) kanonische Teilmengen auf Level 2, und so weiter.

5.9 Theorem [dBvKOS97, S.116].

Sei P C R® mit d > 2 eine n-elementige Menge. Ein Bereichsbaum fiir P bendtigt
O(n (logn)®=1)-Speicher und O(n (logn)?') Aufbauzeit. Bereichsabfragen fiir ach-
senparallele rechteckige Bereiche bendtigt O(k+ (logn)?) Zeit, wobei k die Anzahl der
berichteten Punkte ist.

Beweis. Sei T;(n) die Aufbauzeit fiir Bereichsbiume von n Punkten im R?. Nach
Theorem 5.8 ist To(n) = O(n logn). Fiir einen d-dimensionalen Bereichsbaum miis-
sen wir einen balanzierten bindren Suchbaum (in O(nlogn) Zeit) aufbauen. Nun zu
den assoziierten Strukturen: Fiir die Knoten von T von fixer Tiefe wird jeder Punkt
in genau einer assoziierten Struktur gespeichert (siehe 5.6). Also ist die Gesamtkon-
struktionszeit der assoziierten Strukturen dieser Knoten O(T;—1(n)). Die Gesamtkon-
struktionszeit fiir Bereichsbdume erfiillt somit:

Ty(n) = O(n logn) + O(logn) - Ty_1(n).

Wegen Ty(n) = O(nlogn) folgt Ty(n) = O(n (logn)?~1). Der Speicherbedarf ergibt
sich auf die gleiche Weise (vgl. mit dem Beweis in 5.6).

Sei Qq(n) die Laufzeit fiir die d-dimensionale Suche unter n Punkten ohne die fiir
die Ausgabe benétigte Zeit. Die d-dimensionale Suchabfrage benétigt eine Suche im
Baum T von O(logn) Zeit und die Abfrage von log(n) vielen (d — 1)-dimensionalen
Bereichsbaumen. Also gilt

Qa(n) = O(logn) + O(logn) - Qu-1(n)

und wegen Q2(n) = O((logn)?) (siehe 5.7) folgt Q4(n) = O((logn)?). Wenn wir die
fiir die Ausgabe der k Punkte benétigte Zeit O(k) berticksichtigen, so erhalten wir
die behauptete Gesamtabfragezeit. O
Wie fiir das 2-dimensionale werden wir das noch um einen logarithmischen Faktor
reduzieren.

Allgemeine Punkte

Behandlung degenerierter Situationen, [dBvKOS97,S.117)

Wir koénnen die Einschrénkung, dafl die Punkte in P nicht die gleiche z- oder y-
Koordinate haben, dadurch beseitigen, dal wir Punkte p = (ps,p,) durch p :=
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((pz,Py), (Py,pz)) ersetzen. Da wir mit den Koordinaten nicht gerechnet haben, son-
dern nur eine lineare Ordnung auf diesen verwendet haben, kénnen wir kd-Baume fiir
P = {p : p € P} bilden, wobei wir diir die “Koordinaten” (p,py) bzw. (py,p;) der
Punkte P die lexikographische Ordnung verwenden. Die Suchabfrage fiir R := [z, 2] X
[y,9/] ersetzen wir durch jene fiir R := [(x, —00), (2, +00)] x [(y, —00), (¥, +00)].

5.10 Lemma, [dBvKOS97,[S.117].
Seip € R? und R ein achsenparalleles Rechteck. Dann gilt:

peER<pER.

Beweis. Sei R = [z,2] X [y,y'] und p = (pg, py). Dannist pe R < z < p, <z’ und
y < py < ¥, also genau dann, wenn (z, —00) < (pz,py) < (2/,+00) und (y, —oo) <

(py,P2) < (¥, +00), d.h. p € R ist. O

Beachte, dafl wir nicht wirklich die transformierten Punkte p speichern miissen, son-
dern nur beim Vergleichen die entsprechende lexikographische Ordnung verwenden
miissen. Dies 148t sich offensichtlich auch auf héhere Dimensionen iibertragen.

Fraktionelles Kaskadieren

Zeitreduktion bei Suche in assoziierten Strukturen, [dBvKO0S97,S.118]

Bereichsbiume ermoglichten die orthogonale Bereichsabfrage in O(k + (log n)?)-Zeit.
Mittels des nun zu beschreibenden fraktionellen kaskadierens wollen wir die Zeit auf
O(k + logn) driicken. Dazu wedren wir die Zeit fiir die Suche in den assoziierten
Strukturen T'(v) von O(k, +logn), wobei k, die Anzahl der ausgegebenen Punkte ist,
auf O(k, + 1) verringern, was dann eine Gesamtsuchzeit von O(k + logn) zur Folge
hat. Zwar ist die Beantwortung einer 1-dim. Bereichsabfrage im allgemeinen nicht
in O(k + 1)-Zeit moglich, hier konnen wir allerdings verwenden, dafi wir viele solche
Abfragen mit dem gleichen Suchbereich machen miissen.

Ein einfaches Beispiel, [dBvKOS97, S.118§]]

Seien A; und As zwei sortierte Arrays. Wir wollen alle ihre Elemente ausgeben, die
in einem Intervall [y, y/] liegen:

e Zuerst suchen wir nach y in A; nach den kleinsten Eintrag > y.

e Dann durchlaufen wir dort beginnend die Elemente von A; und geben diese aus,
bis wir auf einen Eintrag > 3’ stoflen.

e Analog gehen wir mit As vor.

Falls die Gesamtanzahl der ausgegebenen Punkte k ist, so ist die Abfragezeit O(k)
plus der beiden Suchzeiten in A; und As. Falls aber Ay C A1, so kénnen wir uns die
Suche in As sparen:

e Fiir jedes A;[i] speichern wir einen Pointer auf den kleinsten Wert in Ay welcher
> Aq[i] ist (bzw. auf nil, falls so einer nicht existiert).

e Die Suche in A5 geht nun wie folgt: Sei ¢ die Stelle von Ay, wo die Suche nach y
endet. Dann zeigt der zugehorige Pointer auf den kleinsten Wert in As welcher
> y ist, und wir kénnen dort mit der Ausgabe beginnen.
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[1]2]3]4]5]6]7]8]9]10]11]12]13]14]15]16]

[3]5]6]7]9]10]12]13]15]

Geschichteter Bereichsbaum [dBvKOS97, S.119]

Beachte, da8 fiir die kanonischen Mengen P(I(v)), P(r(v)) C P(v) gilt. Anstatt einen
bindren Suchbaum T, (v) fiir die assoziierte Struktur zu verwenden, speichern wir
P(v) nun in einem Array A(v) sortiert nach der y-Koordinate. Weiters fiir jeden
Eintrag A(v)[i] in A(v) Pointer zu den Elementen in A(I(v)) und A(r(v)) mit kleinster
y-Koordinate grofier oder gleich jener von A(v)[é]. Ein so modifizierter Bereichsbaum
heifit layered range tree.

Suchabfrage in einem geschichteten Bereichsbaum, [dBvKOS97,/S.120]

e Zuerst suchen wir nach = und 2’ im Hauptbaum 7" um die O(logn) vielen
Knoten zu bestimmen, deren kanonische Mengen aus Punkten mit x-Koordinate
in [z,2’] bestehen.

e Bei vspii¢ suchen wir mittels bindrer Suche nach dem Eintrag in A(vspii¢) mit
minimaler y-Koordinate > y in O(logn) Zeit.

e Wihrend wir weiter nach z und 2’ suchen, verfolgen wir laufend den Eintrag in
den assoziierten Arrays, mit minimaler y-Koordinate > y. Mittels der vorhan-
denen Pointer kann das in konstanter Zeit erledigt werden.

e Sei v einer der selektierten Knoten. Um die Punkte in A(v) auszugeben deren
y-Koordinate in [y,y'] liegt, miissen wir nur das Array von dort an solange
ausgeben bis wir auf einen Wert > ¢’ stoflen. Um also die k, vielen Punkte in
A(v) mit y-Koordinate in [y, y’] auszugeben bendtigen wir O(k, + 1) Zeit und
die Gesamtzeit wird damit O(logn + 2(k + logn)) = O(k + logn).

Mehrdimensionales fraktionelles Kaskadieren [dBvKOS97,S.121]

Auch im mehrdimensionalen verbessert fraktionelles Kaskadieren die Suchabfrage um
einen logarithmischen Faktor:

5.11 Theorem [dBvKOS97, S.121]].

Seid > 2 und P C R eine n-elementige Teilmenge. Ein geschichteter Bereichsbaum
fiir P bendtigt O(n (logn)¢=1) Platz und O(n (logn)?~1) Konstruktionszeit. Die Ab-
fragezeit fiir orthogonale Bereichssuche ist O(k + (logn)?=1), wobei k die Anzahl der
ausgegebenen Punkte ist. O

Nachbemerkungen

[dBvKOS97, S.121]

Orthogonale Bereichsabfrage war ein sehr wichtiges Thema in den Anfangstagen der
algorithmischen Geometrie und entsprechend viele Resultate gibt es.
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Eine der ersten Datenstrukturen dafiir waren die quadtrees (siche Kapitel 14). Die-
se haben sehr schlechtes schlimmster-Fall-Verhalten. Kd-Béume wurden von [BenT75]
eingefithrt. Ein paar Jahre spéter die range-trees durch [Ben79], [LW80], [Lue78] und
[Wil79]. Die Verbesserung der Abfragezeit mittels fractional cascading stammt von
[Lue78] und [Wil78]. Die effektivste Datenstruktur fiir 2-dimensionale Bereichsabfra-
ge ist eine modifizierte Version der layered range trees von [Cha86] mit Speicherplatz
O(n logn/log(logn)) mit Abfragezeit O(k + logn). In [Cha90b] und [Cha90c] wurde
gezeigt, dafl dies optimal ist. Fiir das Mehrdimensionale stammt das optimale Resultat
von [Cha90b].

6. Ortsbestimmung

Ortsbestimmung, [dBvKOS97,S.127)

Gegeben sei eine Karte, also eine Unterteilung der Ebene in Regionen, sowie die Ko-
ordinaten eines Punktes. Gesucht ist jene Region, die den Punkt enthalt.
Anwendung z.B. in der Seefahrt, wo man wissen will, wie die Stréomung an der ak-
tuellen Position ist. Diese Information sollte kontinuierlich upgedated werden. Dazu
sollten wir die Karte in so einer Datenstruktur aufbereiten, dafl die Suchabfragen
schnell beantwortet werden kénnen.

Diese Aufgabenstellung tritt auch auf, wenn wir in einen GIS entsprechende Informa-
tionen iiber den Bereich, in welchem sich der Mauszeiger befindet, erhalten wollen.

Punktpositionen und Trapezische Karten

Punktpositionsproblem in der Ebene, [dBvKOS97, S.128]

Sei S eine Unterteilung der Ebene mit n Kanten. Der Abfragealgorithmus soll fiir
Punkte ¢ jene Flache (bzw. jene Kante oder Ecke) von S liefern in welcher er liegt.

Ein erster Versuch, [dBvKOS97,S.128]|

Wir sortieren die z-Koordinaten. Dann kénnen wir in O(logn) Zeit den Streifen be-
stimmen, der durch vertikale Geraden durch Ecken von S begrenzt ist und den gege-
benen Punkt enthélt. Im Inneren dieser Streifen liegt keine Ecke (und somit auch kein
Schnittpunkt der Kanten), also konnen wir die Kanten, die ihm in Inneren treffen,
nach Hohe sortieren. Wir merken uns zu jeder Kante die Flache von S, die unmittelbar
oberhalb im Streifen liegt.

Abfrage [dBvKOS97,S.129]
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e Zuerst machen wir einen bindre Suche
nach der xz-Koordinate des gesuchten L
Punktes ¢ unter den z-Koordinaten /"< N
der Ecken von S. -l

\

e Danach machen wir eine bindre Su-
che im entsprechenden Streifen. Dazu ,<

miissen wir fiir Kanten e, die durch T ///
den Streifen laufen, feststellen, ob ¢ < /7
oberhalb oder unterhalb liegt. ~ -
e Die zur unmittelbar unterhalb gele- \\‘/ k’,/—/-/"}

genen Kante e assoziierte Flache ist 7 N

. . P L \
dann der gesuchte Bereich. Falls wir <ﬁ,_/ >/
keine solche Kante finden, so liegt ¢ ~ //"\\\‘r P

im unbeschrankten Bereich.

Suchzeit [dBvKOS97, S.129)|

Wir miissen zwei Bindrsuchen machen. Die erste ist iiber hochstens 2n Eintragungen
(Jede der n-Kanten hat 2 Endpunkte), die zweite ist {iber hochstens n Eintragungen.
Also ist die Suchzeit O(logn).

Speicherbedarf [dBvKOS97, S.129]

Das erste Suchstruktur bendtigt O(n) Speicher-
platz. Die Suchstruktur fiir jeden Streifen benotigt
ebenfalls jeweils maximal O(n) Speicherplatz. Zu-
sammen fiir die O(n) vielen Streifen also insgesamt
O(n?) Speicherplatz.

Nebenstehendes Beispiel mit n/4 Streifen, wo jeder
von n/4 der Kanten getroffen wird, zeigt, dafl dies
optimal.den (uns zu) groflen Speicherbedarf ist al-
so, daf3 die Unterteilung in Streifen eine Verfeine- / \/ \/ \
rung S’ von S mit bisweilen quadratischer Kom-
plexitét in trapezformige Flachen darstellt.

Wir wollen nun eine andere trapezoidale Verfeinerung (d.h. mit trapezformigen Fla-
chen) angeben, welche schnellere Punktsuche garantiert und deren Komplexitit den-
noch nicht viel grofler als jene von S ist.

Trapezoidale Verfeinerung [dBvK0S97,/S.130]

Wir nennen zwei Geradensegmente nicht-kreuzend, wenn ihr Durchschnitt hochstens
aus einem gemeinsamen Endpunkt besteht. Die Kanten einer Unterteilung S sind je-
denfalls nicht-kreuzend.

Sei allgemeiner S irgendeine Menge nicht kreuzender Geradensegmente, wobei wir
vorerst zusétzlich voraussetzen, daf§ S ganz in einem grofien achsenparallelen Recht-
eck R enthalten ist und keine zwei verschiedenen Endpunkte die selbe z-Koordinate
haben (also insbesonders keine vertikalen Segmente vorliegen). Wir sagen kurz S sei
in allgemeiner Lage, wenn diese Annahmen erfiillt sind.
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mente (die sogenannten vertikalen Erweiterung)
nach oben und unten hinzufiigen, deren anderer
Endpunkt der Schnittpunkt mit dem jeweils ersten
Segment von S ist, auf welches sie stoflen.

Die Fléchen von T'(S) sind durch Kanten von T'(S)
berandet, und wir fassen die aneinanderhéangenden
kollinearen unter ihnen zu sogenannten Seiten der
Flachen zusammen, siche [dBvKOS97, S.131]]

Die trapezoidale Verfeinerung T'(S) erhalten wir, (
indem wir bei jedem Endpunkt zwei vertikale Seg- S\;

6.1 Lemma [dBvKOS97, S.131].

Jede Fliche f in T'(S) hat eine oder zwei vertikale Seiten und genau 2 nicht-vertikale
Seiten (die wir top(f) und bot(f) nennen), ist also ein (mdiglicherweise degeneriertes)
Trapez.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl f konvex ist: Da die Segmente von S nicht-kreuzend
sind, ist jede Ecke von f entweder ein Endpunkt einer Seite von S (oder R), oder ein
Endpunkt einer vertikalen Erweiterung. Der innere Winkel bei den Endpunkten der
Segmente mufl wegen der davon ausgehenden vertikalen Erweiterungen < 7 sein und
Gleiches gilt auch fiir die Endpunkte der vertikalen Erweiterungen. In den Ecken von
R ist der Winkel 7/2. Somit ist f konvex.

Wegen der Konvexitdt kann f hochstens 2 vertikale Seiten besitzen.

Angenommen f habe mehr als 2 nicht-vertikale Seiten. Dann miifiten unter ihnen zwei
aufeinanderfolgende existieren, fiir welche f bei beiden oberhalb oder unterhalb liegt.
Da die nicht-vertikalen Seiten in Segmenten von S enthalten sein miissen, miissen sich
diese beiden in einem Endpunkt eines Segments von S treffen. Die von diesem aus-
gehenden vertikalen Erweiterungen widersprechen dann aber dem Aufeinanderfolgen
der beiden Seiten.

Da f C R und somit beschrankt ist, miissen (mindestens) 2 nicht-vertikale (obere &
untere) Seiten vorliegen und mindestens eine vertikale. O

top(f)

top(f)
top(f)

leftp(f)

bOt(f ) bOt(f )

bot(f) bot(f)

[dBvKOS97, S.132]

Da S in allgemeiner Lage vorausgesetzt wurde, bestehen die vertikalen Seiten der
Flachen entweder aus vertikalen Erweiterungen oder vertikalen Seiten von R. Genauer
kann fiir die linke vertikale Seite von f genau einer der folgenden Félle eintreten:

1. Sie ist zu einem Punkt degeneriert, d.h. top(f) und bot(f) haben den selben
linken Endpunkt.
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Sie ist die untere vertikale Erweiterung des linken Endpunkts von top(f).
Sie ist die obere vertikale Erweiterung des linken Endpunkts von bot(f).
Sie besteht aus beiden vertikalen Erweiterungen eines Segments von S.

Sie ist die linke Seitenkante von R (dies tritt nur bei der am linkesten gelegenen
Fléche von T'(S) auf)

Bis auf den letzten Fall, wird die linke vertikale Seite durch einen Endpunkt eines
Segments in S beschrieben, wir nennen diesen leftp(f), sieche [dBvKOS97,S.132]. Fiir
das Ausnahmetrapez sei leftp(f) die untere linke Ecke von R.

Analog definiert man rightp(f). Beachte, dai f durch leftp(f), rightp(f), top(f) und
bot(f) eindeutig festgelegt ist.

A

6.2 Lemma. Komplexitit der trapezoidalen Verfeinerung [dBvKOS97, S.133
].

Die trapezoidale Verfeinerung T(S) einer Menge S von n Geradensegmenten in all-
gemeiner Lage hat hochstens 6n + 4 Ecken und 3n + 1 Trapeze.

Beweis. Ecken von T'(S) sind entweder Ecken (4) von R, oder Endpunkte (< 2n) von
Segmenten von S oder Endpunkte (< 2-2n) einer vertikalen Erweiterung. Zusammen
also < 4 4 6n.

Wir ordnen jedem Trapez f (bis auf dem aus Fall 5) das leftp(f) definierende Segment
zu, und zwar im Fall 1 bot(f). Dabei kann fiir jedes Segment e der rechte Endpunkt
gleich leftp(f) nur fir ein f sein, und der linke Endpunkt gleich leftp(f) nur fiir
héchstens zwei f (mit top(f) C e oder bot(f) C e) sein. Also ist die Maximalanzahl
von Trapezen n + 2n + 1. O

Datenstruktur [dBvKOS97,S.133]

Wir nennen zwei Trapeze in T(S) benachbart, wenn sie eine gemeinsame vertika-
le Kante haben. Jedes Trapez hat hochstens 4 benachbarte. Falls ein Trapez f’
benachbart zu f ldngs der linken vertikalen Seite von f ist, dann ist entweder
top(f') = top(f) oder bot(f’) = bot(f), und wir nennen f’ entsprechend obe-
rer /unterer linker Nachbar von f. Analog fiir rechte Nachbarn.

Anstelle der doppelt-verbundenen Kantenliste aus Kapitel 2 wollen wir fiir trapezoi-
dale Verfeinerungen eine besser angepafite Datenstruktur verwenden:

e Records fiir alle Geradensegmente von S und deren Endpunkte.
e Records fiir die Trapeze f von T'(S) beschrieben durch 4 Pointer zu top(f),
bot(f), leftp(f), rightp(f), sowie Pointer zu den 4 moglichen Nachbarn.

Diese Datenstruktur enthélt die Koordinaten der Ecken der Trapeze nicht explizit,
aber wir kénnen diese Information in konstanter Zeit aus dem entsprechenden Record
extrahieren.

Ein randomizierter inkrementeller Algorithmus, [dBvKOS97, S.134]

Wir wollen nun einen Algorithmus beschreiben, der die trapezoidale Verfeine-
rung T'(S) konstruiert und gleichzeitig eine Datenstruktur D aufbaut, die wir fiir
Punktpositions-Bestimmungen verwenden kénnen. Letzteres wiirde von einem plane-
sweep Algorithmus nicht geliefert, darum gehen wir anders vor.

Die Suchstruktur D ist ein gerichteter azyklischer Graph mit einziger Wurzel und mit
genau einem Blatt fiir jedes Trapez von T'(.S). Die inneren Knoten haben 2 ausgehende
Kanten. Es gibt zwei Typen von ihnen, siche [dBvK0S97, S.135]:

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2013 59



e z-Knoten mit einem Endpunkt eines Segments von S als Daten.
e y-Knoten mit den Segmenten selbst als Daten.

Ein Abfrage mit Punkt ¢ started an der Wurzel und schreitet in Richtung jenes
Blattes fort, dessen Trapez ¢ enthilt. Dabei wird fiir das Weitergehen in z-Knoten
getestet, ob ¢ links oder rechts von der vertikalen Gerade durch den dort gespeicherten
Endpunkt liegt, und in den y-Knoten wir getestet, ob g ober- oder unterhalb des dort
gespeicherten Segments liegt. Dazu missen wir sicher stellen, dafl wenn wir einen y-
Knoten erreichen die vertikale Gerade durch ¢ vom entsprechenden Segment getroffen
wird.

Um die Tests eindeutig zu machen, setzen vorerst voraus, dafl ¢ bei z-Knoten nicht
auf der vertikalen Gerade und bei y-Knoten nicht auf dem Segment liegt. Im néchsten
Abschnitt werden wir all diese Zusatzvoraussetzungen loswerden.

/Ch

Verlinkung von T und D, [dBvKOS97,/S.135|

Die Suchstruktur D und die Datenstruktur von T'(S) werden miteinander verbunden:
Jedes Trapez in T(S) hat einen Pointer zu dem entsprechenden Blatt in D und vice
versa.

Inkrementeller Aufbau, [dBvKOS97,S.135]

Der Aufbau von T und D geschieht inkrementell, d.h. Segmente werden nacheinander
hinzugefiigt. Da die Reihenfolge die Datenstruktur beeinfluflt, verwenden wir wieder
eine zufillige Anordnung;:

Algorithmus TrapezoidalMap [dBvKO0S97, S.135]

Input: Eine Menge S von n nicht-kreuzenden Geradensegmenten in R2.

Output: Die trapezoidale Verfeinerung 7" von S und eine Suchstruktur D fiir T in
einem umfassenden Rechteck R.

: Finde ein umfassendes Rechteck R und initializiere 7' und D damit.

: Sei s1,..., 58, eine Zufallspermutation von S.

: for i:=1ton do

Finde die Trapeze von T, die durch s; zerteilt werden.

W
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5:  Ersetze diese Trapeze in T durch die entstehenden Teile und ersetze die entspre-
chenden Blétter in D durch Blétter fiir die neu entstandenen Trapeze. Verlinke
diese Blétter mit den inneren Knoten indem neue innere Knoten (wie noch zu
besprechen) hinzugefiigt werden.

Wir beschreiben dies nun im Detail, wobei T" immer die trapezoidale Verfeinerung
von S; := {s1,...,8;} und D die zugehorige Suchstruktur bezeichnet. Dabei bestehe
T fiir Sy aus einem einzigen Trapez, ndmlich R, und ebenso die Suchstruktur D aus
einem einziges Blatt.

[dBvKOS97, S.136]

Beim Ubergang von S;_; zu S; miissen wir nur jene Trapeze ersetzen, die von s;
zerteilt werden. Wir ordnen diese nach ihrem Schnitt mit s; von links nach rechts als
fos .., fr. Da sich die Segmente nicht kreuzen, muf f; einer der rechten Nachbarn
von f;_1 sein. Und zwar genau dann der untere, falls rightp(f;_1) oberhalb s; liegt.
Wir fy gefunden haben, so bekommen wir also die iibrigen f; mittels der Daten von
T. Wir miissen somit jenes fy € T finden, welches den linken Endpunkt p von s;
enthélt:

Falls p nicht Endpunkt eines Segments aus S; 1 ist, so muf} er im Inneren von fj liegen.
Also kénnen wir fo € T'(S;—1) durch eine Punktsuche mittels D bestimmen. Andern-
falls kommt p wahrend der Suche bei einem z-Knoten auf der vertikalen Geraden
durch den Punkt zu liegen, was wir vermeiden wollten. Um dies also zu verhindern,
betrachten wir p als einen etwas weiter rechts liegenden Punkt, d.h. wenn er auf einer
Geraden zu liegen kommt, betrachten wir ihm als rechts von dieser liegend. Analog,
wenn er bei einem y-Knoten auf dem entsprechenden Segment s liegt (dann muf} p der
gemeinsame linke Endpunkt von s; und s sein) so vergleichen wir die Anstiege von s;
und s und betrachten p genau dann als oberhalb s liegend, wenn ersterer Anstieg der
grofere ist.

Algorithmus FollowSegment[dBvKOS97, S.137]

Input: Ein trapezoidale Unterteilung 7', eine Suchstruktur D fiir T' und ein weiteres
Segment s.
Output: Die Trapeze fo,..., fr von T, welche durch s zerteilt werden.
1: Sei p der linke und ¢ der rechte Endpunkt von s.
2: Sei j := 0 und f; das Ergebnis der Suche fiir p in D.
3: while ¢ liegt rechts von rightp(f;) do

4. if rightp(f;) liegt oberhalb s then

5 fj+1 ist untere rechte Nachbar von f;
6: else

7 fj+1 ist obere rechte Nachbar von f;
8 ji=j+1

9: return (fo, f1,...).

Updaten von T und D, [dBvKOS97, S.137]

Betrachten wir vorerst den Fall s C f fiir ein Trapez f € T. Dann miissen wir f in T
durch 4 Trapeze ersetzen. Die hierfiir ndtigen Daten gewinnen wir in konstanter Zeit
aus dem Segment s und der Information von f in T
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Um D upzudaten miissen wir das Blatt fiir f durch einen kleinen Baum mit 4 Bléttern
ersetzen. Dieser hat zwei x-Knoten zum Testen beim linken und rechten Endpunkts
von s sowie einen y-Knoten zum Testen bei s. Mit dieser Information kénnen wir jenes
der 4 Trapeze bestimmen, welches einen gegebenen Punkt in f enthélt. Beachte die
degenerierten Félle, wo ein(beide) Endpunkt(e) von s gleich leftp(f) oder rightp(f)
sind. Dann haben wir nur 2 oder 3 neue Trapeze und brauchen entsprechend weniger
Knoten zum Testen. Jedenfalls ist die Anzahl der neuen Knoten um 1 kleiner als jene
der neuen Trapeze.O(k;), den jeder Test legt ein neues Trapez fest und der letzte zwei.

[dBvKOS97, S.138]

Nun der Fall, wo s mehr als ein Trapez trifft, siehe [dBvKOS97,S.138]. Seien fo, ..., fi
die getroffenen Trapeze. Um T upzudaten, miissen wir die vertikalen Erweiterungen
in den Endpunkten von s bilden. Diese zerlegen fy und fi in jeweils 3 neue Trapeze
(falls die Endpunkte nicht schon vorhanden waren). Dann kiirzen wir jene vertikalen
Erweiterungen, welche auf s treffen, und miissen somit f; durch niedrigere Trapeze
ersetzen und den Teil auf der anderen Seite von s mit seinem entsprechenden linken
Nachbarn verbinden. Fiir all dies benétigen wir lineare Zeit in der Anzahl k.

Um D upzudaten miissen wir die Blétter fy, ..., fx durch neue Knoten ersetzen. Falls
fo den linken Endpunkt von s im Inneren hat miissen wir das Blatt fiir fo durch einen
z-Knoten fiir den linken Endpunkt von s und einen y-Knoten fiir s ersetzen. Analog,
falls fi den rechten Endpunkt von s enthélt. Die Blatter fir fi,..., fx—1 werden durch
y-Knoten fiir das Segment s ersetzt. Die hinausgehenden Kanten der neuen inneren
Knoten sollen auf die korrekten Blatter zeigen. Beachte, dafl durch das Verschmelzen
von Trapezen von T mehrere hereinkommende Kanten bei den Blédttern der neuen
Trapeze sein konnen. Wieder ist die Anzahl der neuen Knoten um 1 kleiner als jene
der neuen Trapeze.
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6.3 Theorem [dBvKOS97, S.139].

Der Algorithmus TRAPEZOIDALMAP generiert in erwarteter O(n logn) Zeit die tra-
pezoidale Verfeinerung T(S) einer Menge S von n Geradensegmenten in allgemeiner
Lage sowie eine Suchstruktur D hierfir. Der erwartete Speicherbedarf fir die Such-
struktur ist O(n) und die erwartete Suchzeit O(logn).

Beweis. Korrektheit: Diese folgt rekursiv aus der oben genannten Invarianz, ndm-
lich, daf3 T" jeweils die trapezoidale Verfeinerung fiir S; und D ein giiltige Suchstruktur
fiir T ist.

Nun zur Laufzeit und Speicherbedarf: Dabei ist die Ordnung wichtig, denn in schlimm-
sten Fall werden wir sehen, dafl der Speicherbedarf quadratisch und die Suchzeit linear
sein.

Suchzeit: Sei ¢ ein fixer Punkt fiir die Abfrage. Die Suchzeit fiir ¢ ist linear in der
Lénge des Suchpfads fiir ¢ in D. Durch Fallunterscheidungen sieht man leicht, daf§ die
maximale Pfadlange hochstens um 3 bei jeder der n Iterationen des Algorithmuses
zunimmt. Also ist O(3n) eine obere Schranke fiir die maximale Suchzeit.

Unter der erwarteten Suchzeit verstehen wir den Mittelwert der Suchzeiten in den
n! vielen Datenstrukturen, die sich auf Grund der Permutationen von S ergeben. Sei
X, die Zufallsvariable fiir die Anzahl der Knoten, die im i. Iterationsschritt eingefiigt
wurden. Die erwartete Pfandldnge ist somit (wegen der Linearitét von E)

E(i X,») - i E(X).

Wegen X; < 3 ist E(X;) < 3P;, wobei P; die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, da§ am
Suchpfad liegende Knoten beim i. Iterationsschritt eingefiigt wurden, d.h. das Trapez
fq(Si—1) € T(S;—1), welches g enthélt, verschieden von f,(S;) ist. Beachte dabei, daf}
alle Trapeze f die im ¢. Schritt eingefiigt wurden an s; angrenzen: Entweder ist top(f)
oder bot(f) gleich s;, oder es ist leftp(f) oder rightp(f) ein Endpunkt von s;.

Es ist T(S;) und damit f,(S;) eindeutig durch S; festgelegt und héngt nicht von
der Ordnung der Segmente von S; ab. Wir verwenden wieder Riickwértsanalyse und
bestimmen die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 f,(S;) von T verschwindet, wenn wir
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das Segment s; entfernen. Dies ist genau dann der Fall, wenn einer von top(f,(.S;)),
bot(f,(S:)), leftp(f,(S:)) oder rightp(f,(S;)) beim Entfernen von s; verschwindet. Die
Wahrscheinlichkeit fiir s; = top(f,(S:)) ist < 1/i (sie ist 0, wenn top(f,(.S;)) die obere
Kante von R ist). Analoges gilt fiir bot(f,(S;)). Hingegen kann die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl Segmente den Punkt leftp(f,(S;)) als Endpunkt haben groff sein. Aber
leftp(f,(S;)) verschwindet nur dann, wenn s; das einzige Segment in S; mit diesen
Endpunkt ist. Also ist die Wahrscheinlichkeit dafiir ebenfalls < 1/i und Gleiches gilt
fir rightp(f,(S;)). Somit ist

1
Pyi= P(£,(S) # fa(Sim1)) = P(fa(S) ¢ T(Sim)) <45
und folglich ist
E(Y X)) =Y B(X) <Y 3R <Y = =120,
i=1 i=1 i=1 = !
wobei H, := Y ", + die n. Partialsumme der harmonischen Reihe ist. Durch Inte-

gralabschitzung erhélt man log(n+1) = flnH Lde < H, <1+ []' 2dz =1+log(n).
Also ist die erwartete Abfragezeit O(logn).

Nun zum Speicherbedarf fiir D. Dazu geniigt es die Anzahl der Knoten abzuschét-
zen. Die Anzahl der Blétter ist jene der Trapeze in T, also O(n) nach Lemma 6.2.
Somit ist die Gesamtanzahl der Knoten:

O(n) + Z(Anzahl der im i. Schritt eingefiigten Knoten)
i=1

Sei k; die Zufallsvariable fiir die Anzahl der Trapeze (also der Blétter von D) die im 4.
Schritt durch Einfiigen des Segments s; erzeugt werden. Damit ist die Anzahl der im
i. Schritt eingefiigten Knoten k; — 1. Selbst im schlimmsten Fall kann k; nicht gréfler
als die Gesamtanzahl der Trapeze in T'(S;) also O(i) sein, d.h. im schlimmsten Fall

ist der Speicherbedarf
n
n)+ > 0(i) =
i=1

Fiir den erwarteten Speicherbedarf erhalten wir
O(n)+E<Z(k: 71> +ZE
i=1
Sei S” C S. Fir ein Trapez f € T(S’) und ein Segment s’ € S’ sei

, 1 falls f aus T verschwindet, wenn s’ aus S’ entfernt wird
5sl(f S ) =

0 sonst.

Wir habe oben gesehen, dafi hochstens 4 Segmente das Verschwinden von f verursa-
chen koénnen. Folglich ist

YooY belfs)= D D ss(f.s) < Y A=4T(S)| = 0.

s'eS’ feT(S) fET(S") s'€s’ feT S”)
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Somit ist der Erwartungswert fiir k; : (s1,...,8n) — ZfeT(Si) ds, (f, si):

o:{1,...,n}=S

1
1
n!

Z 65’ (fv J(Z))

=i 0:5'={o(1),...,0(i)} FET(S")

>
S'CS:|S

:% o=t Y Y be(fe()
T 81Cs:S
>

=i o {1,..,i}2S" FET(S")
1 .
=l =it Y >, 2. sl
§/CS:[8"|=i 0i{1,yi1}225/\{s'} '€S" FET(S")
1 /n N )
== <2> (n — )i — DO>)
_ O(z) — o)

]

Also ist die erwartete Anzahl von im Schritt ¢ neu erzeugten Trapezen O(1) und
folglich O(n) = >"1 ; O(1) der erwartetet Speicherbedarf.

Erwartete Aufbauzeit:

Die Zeit fiir das Einfligen von s; ist die Summe aus der Zeit um den linken Endpunkt
von s; in T'(S;—1) zu suchen und O(k;). Somit ist die erwartete Laufzeit

0(1) + Z(O(logi) + O(E(ki))) — O(nlogn). O

Erwartungswerte bzgl. der Suchpunkte, [dBvKOS97,S.142]

Nach 6.3 ist fiir jeden fixen Abfragepunkt die erwartete Abfragezeit bzgl. der verschie-
denen Permutation von S ein O(logn). Das Theorem besagt allerdings nichts iiber die
erwartete maximale Abfragezeit bzgl. aller moglichen Abfragepunkte p. Im Buch
wird falschlicher Weise behauptet, dafl im iiberndchsten Abschnitt gezeigt wird, dafl
diese ebenfalls O(logn) ist.

Wir werden allerdings in 6.8 zeigen, dafl wir eine Datenstruktur der Groe O(n) finden
konnen die maximale Suchzeit O(logn) fiir beliebige Punkte erméglicht.

Punktpositionen fiir Unterteilungen der Ebene, [dBvKOS97, S.143]

Sei nun S eine Unterteilung der Ebene. Wir setzen voraus, dafl S als doppelt-
verbundene Kantenliste mit n-Kanten gegeben ist. Mittels TRAPEZOIDALMAP er-
halten wir eine Suchstruktur D fiir die trapezoidale Verfeinerung T'(S) von S. Um
diese fiir die Suche in S zu verwenden, miissen wir jedem Blatt in D einen Pointer
auf jene Fache f von S, welche das entsprechende Trapez enthilt, zuordnen. Nach
Kapitel 2 enthélt die doppelt-verbundene Liste von S fiir jede orientierte Kante einen
Pointer auf die Inzidenz-Flache. Wir miissen also nur fiir jedes Trapez f von T'(S) die
unterhalb liegende Inzidenzflaiche von top(f) nehmen. Falls top(f) die obere Kante
von R ist, so ist f in der unbeschrinkten Fliche von S. Wir kénnen also den Algo-
rithmus TRAPEZOIDALMAP mit seinen Zeit- und Speicherbedarf Abschitzungen aus
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Theorem 6.3 auch fiir Punktabfragen fir die urspriingliche Zerlegung der Ebene durch
eine Menge S von Geradensegmenten verwenden, siehe auch 6.5.

Behandlung der degenerierten Fille

Endpunkte in allgemeiner Lage, [dBvKOS97,/S.143]

Diese Voraussetzung, dafl keine zwei Endpunkte die gleiche z-Koordinate haben, kann
durch eine kleine Drehung erreicht werden. Das macht allerdings numerische Schwie-
rigkeiten: Wenn z.B. die Koordinaten ganzzahlig sind, dann kénnen wir das bei der
Drehung nicht beibehalten. Darum verwenden wir eine symbolische Variante: In 5.10
haben wir die Bildung von zusammengesetzten Zahlen als eine symbolische Trans-
formation kennengelernt. Hier verwenden wir eine Scherung ¢ : (z,y) — (z + ey, y)
langs der x-Achse mit € > 0. Sei P die Menge der Endpunkte der Segmente in S. Mit
ma = min{p, — p, : p,p’ € P,pl, > p,} bezeichnen wir den minimalen z-Abstand
ungleich 0 von Punkten p = (p,,py) € P und mit My := max{p}, —p, : p,p’ € P} den
maximalen y-Abstand. Sei € > 0 so gewéahlt, dal € - My < maz. Dann erhdhlt ¢ die
Ordnung der z-Koordinaten, denn aus z < z’ folgt e- (y—y') < e-My < mx < 2’ —z,
alsox+ey<a’ +ey.

Umgekehrt folgt aus « + ey < 2’ + e/, daBl =z < af

x—a > Mz >emy > e(y —vy), also x + ey > 2/ + ey/. Falls sogar 2/ =
gilt, so mufl y <y’ sein Zusammengefafit gilt: p(p), < (p'). < p ist lexikographisch
kleiner oder gleich p’.

Wir wollen also TRAPEZOIDALMAP auf ¢(S) := {¢(s) : s € S} anwenden. Wegen der
numerischen Probleme speichern wir dazu aber den Punkt p(z,y) := (z + ey, y) als
(z,y). Gliicklicherweise werden in dem Algorithmus keine Rechnungen mit Punkten
durchgefithrt (insbesonders haben wir nicht die Endpunkte der vertikalen Erweite-
rungen berechnet) sondern nur folgende Operationen durchgefiihrt:

, denn andernfalls wire

Ubersetzen der Konstruktion von D, [dBvKOS97, S.145]

1. Feststellen, auf welcher Seite der vertikalen Geraden durch einen Punkt p € P
ein anderer Punkt g € P liegt.

2. Feststellen, auf welcher Seite eines durch seine zwei Endpunkte pg,p; € P ge-
gebenen Segments s ein anderer Punkt ¢ liegt. Dies war nur fir solche Punkte
q durchzufiihren, fiir welche die vertikale Gerade durch sie s trifft.

Wie iibersetzen sich diese Operationen?

1. Da ¢ die Ordnung der z-Koordinaten bewahrt liegt ¢ auf der gleichen Seite der
vertikalen Geraden durch p, wie ¢(p) es bzgl. jener durch ¢(p) macht.

2. Wegen (1) trifft ¢ die vertikale Gerade durch ¢ genau dann s, wenn jene durch
o(q) auf p(s) trifft, also ist in dieser Situation xzg + eyp < x + ey < x1 + €y,
wobei Gleichheit nach Konstruktion nicht auftreten kann. Falls g = z; gilt,
so ist das untransformierte Segment s vertikal, also xg = x = 1 und somit
Yo <y <y, d.h. ¢ € s und somit auch ¢(q) € ¢(s). Andernfalls ist zo < z1 und
damit offensichtlich ¢(p) oberhalb ¢(s) genau dann, wenn p oberhalb s liegt.

Symbolische Scherung, [dBvKOS97,S.145]

Wenn wir also den Algorithmus fiir ¢(S) anstelle von S durchfiihren, so ist die ein-
zige Anderung, dal wir Punkte lexikographisch anstatt nach der z-Koordinate allein
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vergleichen miissen. Damit erhalten wir die trapezoidale Verfeinerung von ¢(.S) und
eine Suchstruktur hierfiir. Der fiir ¢ gewdhlte Wert hat dabei keine Rolle gespielt.

Abfragepunkt in allgemeiner Lage, [dBvKO0S97, S.145]

Die Losung dafiir, da8 der Abfragepunkt auf keiner vertikalen Geraden durch einen
Endpunkt und auf keinen Segment liegen soll, ist die selbe wie zuvor: Da die Such-
struktur fiir die trapezoidale Verfeinerung von ¢(S) konstruiert wurde, miissen wir
auch die Suchabfrage fiir den transformierten Punkt ¢(q) durchfiithren:

Bei z-Knoten miissen wir nun lexikographisch vergleichen. Die einzige Moglichkeit,
daB der Suchpunkt auf der vertikalen Geraden bei einem z-Knoten liegt, ist, daf er
mit den im Knoten gespeicherten Endpunkt iibereinstimmt, und dann ist unsere Su-
che beendet.

Bei y-Knoten wird die Lage des transformierten Punktes ¢(q) bzgl. p(s) getestet.
Mit den moglichen Ergebnissen “oberhalb”, “unterhalb” und “darauf”. In den ersten
beiden Fallen ist festgelegt, wie wir weiter gehen. Im letzten Fall liegt der Punkt auf
dem entsprechenden Segment und unsere Suche ist wieder beendet.

Zusammenfassend gilt somit:

6.5 Theorem [dBvKOS97, S.146].

Der Algorithmus TRAPEZOIDALMAP (via lexikographischer Ordnung) liefert die tra-
pezoidale Verfeinerung einer Menge von n nicht-kreuzenden Geradensegmenten und
eine Suchstruktur hierfir in erwarteter O(nlogn) Zeit. Der erwartete Speicherbedarf
ist O(n) und die erwartete Abfragezeit fir Punkte ist O(logn). O

Wahrscheinlichkeit fiir die maximale Abfragezeit

6.6 Lemma, [dBvKOS97,S.146].

Sei S eine Menge von n mnicht-kreuzenden Geradensegmenten, q ein Abfrage-
punkt und X > 0. Die Wahrscheinlichkeit, daff der Suchpfad fiir q in der durch
TRAPEZOIDALMAP(S) berechneten Suchstruktur mindestens 3Xlog(n + 1) viele Kno-
ten durchliuft ist hochstens 1/(n 4 1)Mes(G/4)=1,

Beweis. Wir wiirden gerne fiir 1 <1 < n die Zufallsvariable X; verwenden, welche 1
ist, wenn mindestens ein Knoten am Suchpfad von ¢ in der 4. Iteration erzeugt wurde,
und 0 sonst.

Wir benétigen fiir diesen Beweis die Unabhéngig-
keit der Variablen, was aber fir X; nicht gege-
ben ist. Darum definieren wir folgenden gerich-
teten azyklischen Graphen G mit einer einzigen
Quelle und einer einzigen Senke. Die Pfade von
der Quelle zur Senke entsprechen den Permutatio-
nen von S in folgender Weise: Die Knoten sind die
Teilmengen von S. Fiir jede Teilmenge S’ C S und
s € S\ S definieren wir eine orientierte Kante
S — S"U{s}. Jedes S’ C S hat somit genau |S’|
eingehende und n — |S’| ausgehende Kanten, siehe
[dBvKOS97,S.147]. Pfade von (} to S beschreiben
Reihenfolgen der Elemente in .S, also Permutatio-
nen.
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Wir markieren jene Kanten s : S” — S’U{s}, die eine Anderung des g-enthaltenden
Trapezes bei Einfiigen von s in 7'(S”) bewirken. Wir sind an der Anzahl der markierten
Kanten interessiert. Dazu verwenden wir wieder Riickwérts-Analysis wie im Beweis
von Theorem 6.3. Es gibt hochstens 4 Segmente s, die das Trapez bei Ubergang
von S’ \ {s} — S’ andern. Also sind hochstens 4 der hereinkommenden Kanten bei
jedem Knoten markiert. Falls es weniger als 4 sind, so markieren wir entsprechend
viele zusétzlich. Bei Knoten der Kardinalitdt kleiner als 4 geht das nicht und wir
markieren dort alle eingehenden. Sei nun die Zufallsvariable X; abhéngig von den
Pfaden maximaler Lange (also den Permutationen) wie folgt definiert:

X, {1 falls die 7. Kante des Pfades markiert ist

0 sonst

Da jeder Knoten S’ mit Kardinalitit ¢ genau ¢ hereinkommende Kanten besitzt und
davon genau 4 (falls ¢ > 4) markiert sind, ist

4/i fiir i > 4
1<4/i sonst

P(Xizl):{

Beachte, dafl die so definierten X; nun unabhéingig sind, denn, da die Anzahl der
eingehenden markierten Kanten bei jedem Knoten der Tiefe i gleich ist, ist P(X; = 1)
unabhéngig davon, ob die j-te Kante (mit j < i) von o markiert ist. Sei Y := > | X;.
Die Anzahl der Knoten am Suchpfad ist héchstens 3Y'.

Wir verwenden die Markow-Ungleichung “9: Fiir jedes a@ > 0 und Zufallsvariable
Z > 0ist P(Z > a) < E(Z)/«, denn sei xp die charakteristische Funktion von B,
dann ist

aP(Z > a) = aE(XZ—l[a,-‘roo)) = E(a ' XZ—l[a,+oo)) < E(Z) [
Somit gilt fiir alle £ > 0:

P(Y >\ log(n + 1)) _ P<etY > et 10g(n+1)) < emtA log(n+1) ety )y,

Fiir unabhingige Zufallsvariablen Z; (d.h. P(N); A;) = [[; P(A;) 9,
a1,Z = as) = P(Z1 = a1) - P(Zy = ag) @) ist E([], Z:) = [1, E(Z:)

bzw. P(Z; =
@ und somit

E(etY) = E(ezitXi) _ E(H etXi) _ HE(etXi)

Fiir ¢t :=log(5/4) erhalten wir:

B(e) = " P(X; = 1) + " P(X; = 0)

o)

5 _ _ 1+
4 4 ]

und somit
n

E(etY):HE(etXi)SHi+l a1

5 )
=1
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und schlief}lich

P(Y > A log(n + 1)) < e Mt los(ntl) p(otY)

1 1
< oAt log(n+1) o _n"ntt _ O
S € (n+1) (n+ DM (nt )Nt

6.7 Lemma, [dBvKOS97, S.148].

Sei S eine Menge von n nicht-kreuzenden Geradensegmenten und X\ > 0. Die
Wahrscheinlichkeit, daf$ der Suchpfad fir mindestens einen Punkt in der durch
TRAPEZOIDALMAP(S) berechneten Suchstruktur mindestens 3A1log(n + 1) viele Kno-
ten durchliuft ist hochstens 2/(n 4 1)2108(/4)=3,

Beweis. Wir nennen zwei Abfragepunkte dquivalent, wenn sie den gleichen Such-
pfad in der Suchstruktur D haben. Wenn wir die Ebene mittels vertikale Gerade
durch die Endpunkte der Segmente in Streifen zerlegen und diese seinerseits durch
die Segmente in Trapeze zerlegen, so erhalten wir eine Partition der Ebene in héch-
stens 2(n + 1)? viele Trapeze. Punkte, die im selben Trapez liegen, sind dann in jeder
Suchstruktur dquivalent, denn die Abfragen sind ja nur nach der Lage bzgl. vertikaler
Geraden durch Endpunkte und bzgl. der Segmente. Um eine obere Schranke fiir die
maximale Lange der Suchpfade zu erhalten, geniigt es also in jedem dieser Trapeze
einen Punkt zu betrachten. Nach Lemma 6.6 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl
fiir einen fixen Punkt die Lénge des Suchpfads 3\ log(n + 1) iiberschreitet, hochstens
1/(n 4 1)Mos(/9=1 Qomit ist die Wahrscheinlichkeit, daf die Lange des Suchpfads
mindestens eines der 2(n+1)? Testpunkte den Wert 3\ log(n+ 1) {iberschreitet, hoch-
stens 2(n + 1)2/(n 4+ 1)Mo8G/A =1 = 9 /(pn 4 1)Mos(5/4)=3, O

Wahrscheinlichkeit fiir guten Algorithmus, [dBvKOS97,S.149]

Laut Buch impliziert Lemma 6.7, daf die erwartete maximale Abfragezeit O(logn)
ist, beachte jedoch folgendes:

Lemma 6.6 besagt, dafl die Wahrscheinlichkeit dafir, dal die Lange des Suchpfades
fiir ein ¢ € R? in einer Datenstruktur D zu S mindestens 3\ log(n + 1) ist, héchstens
1/(n + 1)MoeG/HD=1 ist wobei n := |S).

Lemma 6.7 besagt, daf§ die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl der Suchpfad mindestens
eines Punktes ¢ € R? in einer Datenstruktur D zu S mindestens 3Alog(n + 1) ist,
hochstens 2/(n + 1)Mo8(5/9)=3 gt

Sei also Mg die Zufallsvariable, die zu jeder Permutation o von S die maximale
Suchpfadlidnge in D(o) beschreibt, dann besagt 6.7: P(Mg > 3Alog(n+1)) < 2/(n+
1) ee(5/H=3 fiir jedes A > 0, also P(Mg > £) < (n+ 1)3/(3/5/4)¢ fiir jedes £ € N
(wobei wir A := £/(3log(n + 1)) gesetzt haben).

Der Erwartungswert fiir die maximale Suchpfadlinge Mg : 0 — Mg(o) 148t sich nun
wie folgt abschétzen

1
=2(n+1)3

)
/570" VAA—1

und somit ist nicht einzusehen, wie sich daraus E(Mg) = O(logn) ergeben soll.

Konstruktion einer guten Suchstruktur, [dBvKOS97, S.149]
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Wiéhlt man allerdings z.B. A := 20, dann ist die Wahrscheinlichkeit, daf} die maximale
Linge eines Suchpfades mehr als 3-20-log(n+1) ist hochstens 2/(n + 1)201086/9-3 <
2/(n+1)11628 < 1 fiir n > 3 (fiir A — oo geht die entsprechende Wahrscheinlichkeit
sogar gegen 0). Also ist die Wahrscheinlichkeit fir eine gute (= O(logn)) maximale
Abfragezeit mindestens 3/4. Nach 6.3 ist der Erwartungswert E(|D|) fur die Grofle
der Suchstruktur ein O(n), also E(|D|) < ¢n fiir eine Konstante ¢ > 0, und somit
nach der Ungleichung von Markow auch P(|D| > 4c¢n) < E(|D|)/(4en) < 1/4.
Wie im Beweis von 6.3 gezeigt, ist die Aufbauzeit O(n logn), falls die maximale
Lénge eines Suchpfades O(logn) und der Speicherbedarf O(n) ist. Also ist die Wahr-
scheinlichkeit, dafl die maximale Abfragezeit, die Grofle und die Aufbauzeit gut sind
mindestens 1 — (1/4 4+ 1/4) = 1/2. Um nun eine gute Suchstruktur zu erhalten, ru-
fen wir TRAPEZOIDALMAP(.S) auf und verfolgen die Grofle und die maximale Lange
der Suchpfade der Suchstruktur. Sobald der Speicherbedarf c¢; n oder die Suchtiefe
¢ logn tiberschreitet (mit geeignet fixierten Konstanten ¢; und cq), starten wir den
Algorithmus erneut mit einer Zufallspermutation von S. Da die Wahrscheinlichkeit,
daf} eine Permutation eine Datenstruktur der gewiinschten Gréfle und Suchtiefe liefert
mindestens 1/2 (im Buch 1/4) ist, erwarten wir das Ziel in 2 Versuchen zu erreichen:

00 o'} k—1

1 1

E(Anz. der nétigen Permutat.) = g k P(Anz. = k) = E k <1 — 2> 3
k=1

k=1
=> k/2F=2
k=1
"

= 1
oder allgemeiner = Z k(11— M)k—l p=— ==
k=1 (1 —(1- H)) Iz

fiir 0 < p < 1, wegen S::quk’lzz:qu’l mit ¢:=1—p

k=1 k=0
gS=Y ke =Y (i-1)¢"
k=0 j=1
N SRR S S O
(1-q)S=5-4¢S 2(1@ (k 1))q ]Z::Oq —

Da die Wahrscheinlichkeit (1 —1)*~'1 dafiir, daB§ wir k¥ Permutationen bendtigen, fiir
k — oo gegen 0 geht, ergibt sich:

6.8 Theorem, [dBvKOS97, S.149].

Sei S eine Zerlegung der Ebene mittels n Kanten. Dann existiert eine Suchstruktur
fiir Punktabfragen, die mazimal O(n) Speicherbedarf und mazimal O(logn) Suchzeit
hat.

Vorbereitungszeit, [dBvKOS97, S.149)]

Das Theorem sagt nichts iiber die Vorbereitungszeit. Allein um die maximale Lénge
eines Suchpfades zu bestimmen, mufiten wir 2(n + 1)? viele Testpunkte in 6.7 be-
trachten. Laut Buch kann man diese Anzahl auf O(nlogn) driicken und damit eine
erwartete Vorbereitungszeit von O(n(logn)?) erreichen.
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Nachbemerkungen

[dBvKOS97, S.149]

In [PS85] findet sich eine Ubersicht, iiber die Anfinge des Punktlokalisierungspro-
blems. Es wurde 4 grundsétzlich verschiedene Methoden, die alle die optimale Such-
zeit O(logn) und optimalen Speicherbedarf O(n) liefern, gefunden: Ketten-Methode
von [EGSS86] (basierend auf fractional cascading), Triangulierungs-Verfeinerung von
[Kir83], Persistence (Ausdauer) von [ST86] und [Col86] und randomizierte inkremen-
telle Methode von [Mul90]. Wir haben letztere wie in [Sei91a] behandelt.

Im mehr als 2-dimensionalen ist das Punktabfrageproblem im wesentlichen offen, und
nur fir spezielle Zerlegungen bekannt.
Fiir Punktlokalisation in einem einzelnen konvexen Polyeder im R? existiert eine O(n)

groBe Datenstruktur die Suchabfragen in O(n'~1/14/2(logn)°(M)) Zeit erlaubt, siche
[Mat92].

7. Voronoi Diagramme (Postamtproblem)

Aufgabenstellung [dBvKOS97,S.153]

Stelle den Einzugsbereich fiir vorgegebene Standorte von Geschéften oder Dienstlei-
stungen, z.B. Postdmtern. Wir machen folgende vereinfachende nicht sehr realistische
Annahmen:

Der Preis der Giiter bzw. Dienstleistungen ist an allen Standorten gleich.
Die Kosten fiur deren Erwerb ist gleich dem Preis plus den Transportkosten.
Die Transportkosten sind proportional zur euklidischen Distanz.

Die Konsumenten versuchen die Kosten zu minimieren.

Unter diesen Annahmen ergibt sich eine Zerlegung der Ebene in die Verkaufsgebiete,
wo all jene Konsumenten wohnen, die den gleichen Standort bevorzugen. Diese Zer-
legung heifit Voronoi Diagramm. Ein Beispiel fiir die Information, die wir aus diesen
Diagramm entnehmen kénnen ist, dafl Standorte deren Einzugsgebiete einen gemein-
samen Rand haben, fiir die Leute die bei diesen Wohnen in direkter Konkurrenz
stehen. Die Anwendungen der ©? Voronoi Diagramme liegen keinesfalls nur in der
Wirtschaftsgeographie sondern auch in der Physik, Astronomie, Robotik, und vielen
anderen Gebieten. Diese Diagramme stehen in enger Beziehung zu den sogenannten
Delaunay Triangulierungen, sieche Kapitel 9.

7.1 Mathematisches Formulierung, [dBvKOS97, S.154]
Es bezeichne d(p,q) := \/>_;(pi — ¢;)? die euklidi-

sche Distanz zwischen p und ¢q. Sei P := {p1,...,pn}
die Menge der paarweise verschiedenen Standorte
in R%. Das Voronoi-Diagramm Vor(P) von P ist
die Unterteilung der Ebene in Bereiche (sogenann-
te Voronoi-Zellen) V(p) fiir jeden Standort p € P,
welche gegeben sind durch

V(p) :={z € R? : d(x,p) < d(x,q) Vg € P\ {p}}.

Wir nennen das Voronoi-Diagramm zusammenhangend, wenn das Komplement aller
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Voronoi-Zellen (die Kanten und Ecken des Diagramms) zusammenhingend ist. Fiir
Punkte p # ¢ bezeichnen wir die offene Halbebene, die durch die Streckensymmetrale
von p und ¢ begrenzt wird und p enthélt, mit h(p, q) := {x € R? : d(x,p) < d(z,q)}.
Damit ist V(p) := N,ep\ () 2P, @), also ein konvexes (méglicherweise unbeschréink-
tes) Gebiet, welches durch hochstens n — 1 viele Kanten und Ecken begrenzt wird.

7.2 Theorem [dBvKOS97, S.155].

Sei P eine n-elementige Teilmenge von R?. Falls P in einer Geraden enthalten ist,
dann besteht Vor(P) aus n — 1 parallelen Kanten. Andernfalls ist Vor(P) zusammen-
hdangend und die Kanten sind Geradensegmente oder Halbgeraden.

Beweis. Wegen V (p) =, h(p. ¢) ist der Rand von V(p) enthalten in der Vereini-
gung der entsprechenden Streckensymmetralen Oh(p, q) (wegen 9o N C Uo ).

Falls P C /¢ fiir eine Gerade /¢, so stehen die Streckensymmetralen normal auf ¢ und
das Komplement von Up V(p) ist die Vereinigung einiger dieser Symmetralen.
Andernfalls besteht das Komplement jedenfalls aus moglicherweise unbeschrankten
Segmenten der Streckensymmetralen. Angenommen eine ganze Streckensymmetrale
e = Oh(p1,p2) von p1,p2 € P wire Randkante der Zelle V(p;1). Sei p ein Punkt aus
P der nicht auf der Geraden durch p; und ps liegt. Dann ist die Streckensymmetrale
Oh(p, p1) nicht parallel zu e und schneidet somit diese. Damit ist jener Halbstrahl von
e, der in h(p,p;1) liegt, nicht im Rand von V' (py).

Angenommen Vor(P) wére nicht zusammenhédngend. Wahle zwei Punkte in verschie-
denen Komponenten mit minimalen Abstand. Wegen der Konvexitéit der Zellen muf3-
ten die Kanten durch diese Punkte parallele Geraden sein, die eine Zelle begrenzen,
was wir eben als unmdglich erkannt haben. O

Komplexitidt des Voronoi-Diagramms [dBvKOS97,S.156]

Da jede der n Voronoi-Zellen héchstens n — 1 Ecken und Kanten hat ist die Komplexi-
tat von Vor(P) hochstens quadratisch in n. Einzelne Voronoi-Zellen kénnen wirklich
lineare Komplexitéit haben, wie das Beispiel [dBvKOS97, [S.156] zeigt. Viele Zellen
koénnen das aber nicht sein:

7.3 Theorem [dBvKOS97, S.156].
Fiir Voronoi-Diagramme von P C R2 mitn = |P| > 3 gilt: Die Anzahl der Ecken ist
hochstens 2n — 5 und jene der Kanten hochstens 3n — 6.

Beweis. Falls P in einer Geraden enthalten ist, so ist dies nach 7.2 klar. Andernfalls
fiigen wir einen Punkt ps, hinzu, verbinden alle Halbstrahlen von Vor(P) mit p, und
erhalten einen ebenen Graphen. Sei n, die Anzahl der Ecken von Vor(P) und n. jene
der Kanten. Dann ist (n,+1)—n.+n = 2 nach der Eulerschen Formel. Die Summe aller
Indizes der Ecken ist das Doppelte der Anzahl der Kanten, denn jede Kante endet
in genau zwei Ecken. Jeder Index ist mindestens 3 (auch bei ps,), denn die Ecken
von V(P) sind Schnittpunkte mindestens zweier Streckensymmetralen dh(pg, p;) mit
i € {1,2} also auch von 9h(py,pz2). Somit ist 2n. > 3(n, + 1) = 3(2 — n + n.), also
3(n —2) > ne und 3n, < 2n, —3 <3(2(n—2) —1). O

Kreis C(q) zum nichsten Standort, [dBvKOS97, S.156]

Die Anzahl der Streckensymmetralen ist quadratisch in n, jene der Ecken und der
Kanten von Vor(P) aber nur linear, und somit enthalten nicht alle Symmetralen
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Kanten und nicht alle Schnitte von Paaren von Symmetralen sind Ecken. Um jene
zu charakterisieren, die dies dennoch tuen, bezeichnen wir mit C(q) den Kreis mit
Mittelpunkt ¢ und Radius d(g, P) := min{d(q,p) : p € P}.

7.4 Theorem [dBvKOS97, S.157].
Sei P C R? endlich, n := |P| und q € R%. Dann gilt:

1. Falls C(q) N P = {p1}, soist g € V(p1).

2. Falls C(q¢) NP = {p1,p2} mit p1 # p2, so liegt q auf einer Kante e C Oh(p1,p2)
von Vor(P).

3. Falls |C(q) N P| > 3, so ist q eine Ecke von Vor(P).

Beweis. (1) Sei C(¢) N P = {p1}, d.h. d(q,p1) < d(q,p) fur alle p € P\ {p1}. Damit
ist ¢ € V(p1).

(2) Sei C(q) NP = {p1,p2} mit p1 # py. Dann ist d(q,p;) = d(q, P) < d(q,p) fiir
i < 2und alle p € P. Somit ist ¢ € Oh(p1,p2) \ Upep V(p). Also liegt ¢ in Vor(P).
Angenommen ¢ lage nicht auf einer Kante e von Vor(P) und wére somit eine Ecke
und damit ein Randpunkt zweier aufeinanderfolgender Kanten einer Zelle V (p), lidge
also auf Oh(p, p4) fir zwei Punkte py € P. Also wére ¢ von p, p; und p_ gleich weit
entfernt und von keinen anderen p’ weniger weit entfernt, denn andernfalls ware ¢
kein Randpunkt der V(p). Somit wire {p_,p,p+} C C(q), ein Widerspruch.

(3) Seien p1,p2,ps aufeinanderfolgende Punkte von C(q) N P. Dann ist d(g,p;) =
d(q, P) <d(q,p) fir i <3 und p € P, d.h. ¢ € 9V (p;) fiir i € {1,2,3} und somit eine
Ecke von V(p2). O

Berechnen des Voronoi-Diagramms [dBvKOS97, S.157]

Naive Methode [dBvKOS97, S.157]

Mittels des Algorithmuses INTERSECTHALFPLANES konnen wir fiir p € P den Durch-
schnitt der Halbebenen h(p, p’) mit p’ # p € P nach 4.4 in O(nlogn) Zeit bestimmen.
Wir benétigen also auf diese Weise O(n? logn) Zeit zur Bestimmung von Vor(P). Wir
wollen dies nun mittels eine Plane-Sweep Verfahren (den nach Fortune benannten Al-
gorithmus) in O(n logn) Zeit erreichen. Da Sortieren von n Zahlen durch Bestimmen
eines zugehorigen Voronoi-Diagramms erreicht werden kann (siche Aufgabe 7.3 in
[dBvKOS97,S.168]), ist (trotz linearer Komplexitét von Vor(P)) die Laufzeit fiir die
Bestimmung von Vor(P) nicht auf O(n) driickbar.

Punkte, wo nichster Standort bekannt, [dBvKOS97,[S.158]

Das Problem beim Plane-Sweep ist, dafl wenn die Sweep-Line die oberste Ecke einer
Zelle V (p) erreicht, so haben wir p noch nicht besucht und kénnen somit diese Ecke
nicht bestimmen. Anstelle im Status den Durchschnitt von Vor(P) mit der Sweepline
zu protokollieren, speichern wir Information tiber jene Zellen V(p) mit p € P ober-
halb der Sweepline ¢ = {(z,t) : x € R}, welche sich durch Standorte unterhalb nicht
andern konnen. Jene Punkte ¢ in der Halbebene % oberhalb ¢, von denen wir die
néchstgelegenen Standort p bereits feststellen kénnen, sind jene die oberhalb einer
Parabel mit Brennpunkt p € P N ¢+ und Leitlinie ¢ liegen. In Formeln ist diese gege-

ben durch |(z,y) — (pz. py)| = |y —t|, also (x —py)? = 2(p, —t) - (y - pyTH) Parabeln
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mit gleichen Brennpunkt und tieferer Leitlinie liegen unterhalb. Man rufe sich die
Parabelkonstruktion in Erinnerung: Den Punkt der Parabel oberhalb eines Punktes
p der Leitlinie erhédlt man, indem man die Vertikale durch p mit der Streckensymme-
trale von p und Brennpunkt schneidet. Die Streckensymmetrale ist dann die zugeho-
rige Tangente. Insbesonders kénnen sich verschiedene Parabeln mit gleicher Leitlinie
nicht berithren. Zwei verschiedene Parabeln mit gleicher Leitlinie schneiden sich in
genau zwei Punkten (den Schnittpunkten der Streckensymmetrale der Brennpunkte
mit den Parabeln), aufler Brennpunkte liegen auf der Leitlinie (dann degeneriert die
entsprechende Parabel zu einen vertikalen Halbstrahl) oder die Brennpunkte liegen
auf gleicher Hohe oberhalb der Leitlinie, dann schneiden sich die Parabeln in genau
einen Punkt. Wenn man die Leitlinie nach unter verschiebt so wandern die beiden
Schnittpunkte auf der Streckensymmetrale auseinander.

Strandlinie als Status, [dBvKOS97, S.158]

Den aus Parabelbogen bestehenden Rand dieser Vereinigung der “Inneren” der Pa-
rabelbogen nennen wir Strandlinie. Beachte, da8 die (Knick-)Punkte der Strandlinie,
d.h. wo zwei ihrer Parabelbdgen zusammenkommen, auf abgeschlossenen Kanten des
Voronoi-Diagramms liegen (und, wirend die Sweepline von oben nach unten wandert,
diese iiberstreichen): Sei ¢ ein Knickpunkt der Parabelbégen zu p; und ps. Dann
ist C(q) der Kreis durch p; und po, denn diese (und die Sweepline) sind gleich weit
entfernt und jedes weitere p € P ist mindestens soweit entfernt, denn andernfalls l&ge
q oberhalb der Parabel zu p. Nach 7.4 ist somit ¢ entweder eine Ecke oder liegt im
Inneren einer Kante von Vor(P). Der Status sollte also aus einer Beschreibung der
Strandline bestehen.

Standort-Ereignisse, [dBvK0S97, S.159]

Ein neuer Parabelbogen taucht auf der Strandlinie auf, wenn die Sweepline einen
neuen Standort p erreicht. Die Parabel entsteht aus dem vertikalen Halbstrahl durch
den Standort, der die Strandlinie in mindestens einem Parabelbogen, sagen wir zu
p’ € P, trifft. Dabei entstehende Knickpunkte liegen auf der gemeinsamen Kante von
V(p) und V(p').

7.6 Lemma. Auftauchen neuer Bogen, [dBvKOS97, S.159].
Neue Parabelbogen tauchen genau dann auf der Strandlinie auf, wenn die Sweepline
eine Standort erreicht.

Beweis. Angenommen die Parabel eines von der Sweepline bereits besuchten Stand-
orts bricht durch die Strandlinie. Falls der DurchstofSpunkt im Inneren eines Parabel-
bogens liegt, so sind die beiden Parabeln dort tangential und damit ihre Brennpunkte
ident, ein Widerspruch. Andernfalls trifft der Parabelbogen zu p in einem Knickpunkt
q zweier Parabelb6gen mit Brennpunkten p. auf die Strandlinie. Somit liegen p+ und
p auf jenem Kreis durch ¢, welcher die sweepline in einem Punkt ¢ beriihrt. In der
Reihenfolge p_, p, py fallt der Winkel (aus (0, 7)) zwischen der vertikalen und der zu-
gehorenden Tangente und somit auch der Winkel zu den Brennpunkten (dies ist der
2-fache), also liegen die Punkte ¢, p_, p, p+ im Uhrzeigersinn auf den Kreis. Bewegen
wir die sweepline weiter, so wéichst der Radius mindestens eines der beiden Kreise
durch p und p_ bzw. p; mit den Mittelpunkten in den Schnittpunkten g bzw. g4
(némlich jedes Kreises, wo ¢ am langeren Bogen der beiden Randpunkte liegt. Falls
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z.B. t und damit auch p; am kiirzeren Bogen zwischen p_ und p liegt, so liegt ¢
am langeren Bogen zwischen py und p) und somit kommt der andere Brennpunkt
p+ im Inneren zu liegen, also lége der zugehdrige Schnittpunkt g+ oberhalb der ent-
sprechenden Parabel und somit nicht auf der Strandlinie, siehe [dBvKOS97, |S.160
] O

Komplexitdt der Strandlinie, [dBvKOS97, S.160]]

Aus 7.6 folgt, dafl die Strandlinie aus hochstens 2n — 1 Parabelbdgen bestehen kann,
denn jeder weitere Standort liefert einen neuen Bogen, und schlimmstenfalls die Auf-
spaltung eines vorhandenen in 2 Teile (zwei dieser Parabeln schneiden sich in zwei
Punkten, auler der Brennpunkt ist auf gleicher Hohe), also wird die Anzahl um ma-
ximal 2 erhoht.

Kreis-Ereignisse, [dBvKOS97,(S.161]

Falls ein Parabelbogen a zwischen zwei Parabelbogen a— und a auf der Strandlinie
verschwindet, dann kénnen a— und a4 nicht auf der gleichen Parabel liegen (sonst
wirem die 3 Parabeln zum Verschwindungszeitpunkt tangential, also ident), haben
also verschiedene Brennpunkte p+ und p. Im Moment, wo « verschwindet, treffen
sich die 3 Parabeln in einem gemeinsamen Punkt g. Nach dem im Beweis von 7.6
Gesagten geht C(g) durch alle 3 Brennpunkte und die Reihenfolge im Urzeigersinn
ist t,p_,p,p+, wobei t wieder den tiefsten Punkt am Kreis bezeichnet. Nach 7.4.3
ist also ¢ eine Ecke von Vor(P) in der sich zwei Kanten (Streckensymmetralen, auf
denen die Knickpunkte laufen) treffen. Man nennt den tiefsten Punkt ¢ auf einen
Kreis durch 3 Standorte, welche aufeinanderfolgende Parabelbdgen der Strandlinie
beschreiben, ein Kreis-Ereignis.

7.7 Lemma. Verschwinden von Bégen, [dBvKOS97, S.161].
Die einzige Méglichkeit, daf8 ein Parabelbogen von der Strandlinie verschwindet, ist
auf Grund eines Kreis-FEreignisses, wie eben beschrieben. [

Datenstruktur, [dBvKOS97,[S.161]

e Das Voronoi-Diagramm werden wir als doppelt-verbundene Kantenliste D spei-
chern. Dabei machen die unbeschrinkten Segmente Probleme. Deshalb werden
wir ein grofles Rechteck bestimmen, welches alle Ecken des Voronoi-Diagramms
im Inneren enthélt und am Ende dieses zusammen mit dem im Inneren liegenden
Teil des Voronoi-Diagramms ausgeben.

e Status: Die Strandlinie speichern wir als balanzierten bindren Suchbaum 7.
Dessen Blatter beschreiben ihre von links nach rechts sortierten Parabelbogen
beschrieben durch ihre Brennpunkte p € P. Zusétzlich speichern wir in jedem
Blatt einen Pointer auf den Knoten der Event-Queue, der jenes Kreis-Event
beschreibt, dal das Verschwinden dieses Bogens bewirkt. Dieser Pointer ist nil,
falls so ein Kreis-Ereignis (noch) nicht gefunden wurde. Die internen Knoten
speichern die Knickpunkte beschrieben durch (geordnete!) Paare (p, p’) benach-
barter Bogen sowie Pointer auf jene Kante der doppelt-verbundenen Kantenliste,
auf welcher der Knickpunkt des Knotens lauft. Damit benétigen wir O(logn)
Zeit, um die Bogen der Strandlinie zu finden, die oberhalb eines neuen Stand-
ortes liegen.
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e Die Eventqueue @ enthilt die nach y-Koordinate sortierten Events. Fiir neu
erreichte Standorte speichern wir diese. Fir Kreis-Events speichern wir den
tiefsten Punkt des Kreises zusammen mit einem Pointer auf das, den verschwin-
denden Bogen représentierende, Blatt von T' (= Mittelpunkt).

Bestimmung der Kreis-Ereignisse, [{BvK0S97, S.162]

Wir miissen sicherstellen, dafl fur je 3 aufeinanderfolgende Parabelbégen (die Anlafl
fiir ein Kreis-Ereignis sein konnten), dieses potentielle Kreis-Ereignis in @ gespeichert
wird. In jedem Eventpunkt testen wir alle neuen aufeinanderfolgenden Tripel von
Parabelbogen a_, a, a4 mit Brennpunkten p_, p, p,. Falls die Reihenfolge am Kreis
durch sie im Urzeigersinn ¢, p_, p, p+ ist, wobei ¢ wieder den tiefsten Punkt am Kreis
bezeichnet, so fiigen wir das Ereignis ¢ zu @ hinzu. Bei Standortevents brauchen wir
wegen der notigen Reihenfolge nur die Félle untersuchen, wo der neue Bogen (jener
mit tiefstliegendsten Brennpunkt) der linke oder der rechte ist. Es kann allerdings
passieren, dafl das Kreis-Ereignis nicht zu einem Verschwinden des mittleren Parabel-
bogens von der Strandlinie fiihrt, wenn namlich vor Erreichen von ¢ ein Standort ¢
erreicht wird, dessen Parabel rechtzeitig unterhalb des Kreismittelpunkts liegt. Wir
nennen diese Ereignisse einen ‘falschen Alarm’. Und wir miissen diese bei Erreichen
des Standorts ¢ von der Queue entfernen.

7.8 Lemma. Identifikation der Ecken, [dBvKOS97, S.163].
Jede Ecke des Voronoi-Diagramms wird durch ein Kreis-Ereignis mit im Uhrzeiger-
sinn angeordneten Brennpunkten bestimmd.

Beweis. Sei g eine Ecke des Voronoi-Diagramms und C(q) der Kreis aus 7.4. Wir be-
weisen nur den generischen Fall, daf§ der tiefste Punkt von C(g) nicht zu P gehort. Sei
die Reihenfolge von PN C(q) vom tiefsten Punkt aus im Uhrzeigersinn pq, p2, ps, . ...
Wir miissen zeigen, daf} (kurz) bevor die Sweepline diesen tiefsten Punkt erreicht drei
aufeinanderfolgende Parabelbdgen o, s, a3 zu pi, p2, p3 auf der Strandlinie liegen.
Da C(q) keine Standorte im Inneren hat, umfassen Kreise durch p; und py zu etwas
fritheren Sweeplines keine anderen Standorte und deren Mittelpunkte sind folglich
Knickpunkte auf der Strandlinie von benachbarte Bégen o3 und as zu p; und ps.
Gleiches geht fiir po und p3, wobei der Bogen fiir p; mit oy tibereinstimmt. Somit
ist das entsprechende Kreis-Ereignis rechtzeitig in () und die Ecke ¢ wird damit ent-
deckt. O

Wenn alle Ereignisse behandelt worden sind und somit @ leer ist, dann existiert
die Strandlinie noch immer. Thre Knickpunkte gehoren zu den unbeschrankten (aus-
einanderlaufenden) Kanten von Vor(P) und wir miissen ein umfassendes Rechteck
verwenden um diese Kanten in einer doppelt-verbundenen Kantenliste zu speichern.

Algorithmus VoronoiDiagramm [dBvKOS97, S.164]]

Input: Eine endliche Menge P = {p1,...,p,} C R2.
Output: Das Voronoi-Diagramm Vor(P) innerhalb eines umfassenden Rechtecks als
doppelt-verbundenen Kantenliste D
1: Q:=P, T:=0und D := 0.
2: while Q #0 do
3:  Entferne Ereignis ¢ mit grofiter y-Koordinate aus Q.
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N g

if g ist ein Standortereignis then
HANDLESITEEVENT(q)
else // q ist ein Kreis-Ereignis
HANDLECIRCLEEVENT(7), wobei v das den verschwindenden Bogen repra-
sentierende Blatt in 7" ist.
Die inneren Knoten von T beschreiben die unbeschriankten Kanten von Vor(P).
Bestimme ein Rechteck, welches alle Ecken von Vor(P) umfafit. Fiige die unbe-
schrankten Kanten zu D hinzu.

: Durchlaufe die orientierten Kanten von D und fiige Eintrage fiir die Zellen und

entsprechende Pointer hinzu.

Subroutine HandleSiteEvent, [dBvKOS97, S.164]

L

if T = () then
Fiige p als einziges Blatt in T ein.
return

: Suche in T nach dem (ersten) Blatt mit Bogen a oberhalb p. Falls « einen Pointer

auf ein (notwendigerweise unerledigtes) Kreis-Ereignis (also unterhalb p) in Q
besitzt, so ist dieses ein falscher Alarm und mufl aus @) entfernt werden.

: Ersetze das Blatt fiir o in 7" durch einen Teilbaum mit 3 Blittern. Das mittlere

Blatt speichert p. Die beiden anderen den Standort p’, der urspriinglich in «
gespeichert war. Speichere die Knickpunkte als (p’,p) und (p,p’) in zwei neuen
inneren Knoten. Rebalanziere T falls notwendig.

: Erzeuge neue Kanten-Records in D fiir die Kante e C 0h(p,p’) auf welcher die

neuen Knickpunkte laufen.

: Uberpriife fiir das Tripel aufeinanderfolgender Bégen, wobei der neue Bogen fiir

p der linke Bogen ist, ob ihre Brennpunkte im Urzeigersinn angeordnet sind.
Falls ja, fiige ein neues Kreis-Ereignis in @) ein sowie Pointer zwischen den
entsprechenden Knoten in 7" und in (). Verfahre ebenso mit dem neuen Bogen als
rechten Bogen.

Subroutine HandleCircleEvent [dBvKOS97,S.164|

1:

Losche das Blatt v von T'. Aktualisiere die Knickpunkte in den inneren Knoten.
Rebalanziere T falls notwendig. Entferne alle Kreis-Ereignisse aus ) die vy
involvieren. Dazu mufl man nur die Nachbarn von ~ in T aufsuchen, denn das
Kreis-Ereignis mit v als mittlere Bogen wird gerade behandelt und wurde somit
schon aus () entfernt.

Speichere den Mittelpunkt des Kreises des Ereignisses als Ecke in D. Erzeuge
Kanten-Records fiir die Kante, die den neuen Knickpunkt auf der Strandlinie
enthalt, und setzte die zugehorigen Pointer entsprechend.

Uberpriife fiir das Tripel aufeinanderfolgender Bégen, mit dem urspriinglich linken
Nachbar von + als mittleren, ob die Brennpunkte im Urzeigersinn angeordnet
sind. Falls ja, fiige ein neues Kreis-Ereignis in () ein sowie Pointer zwischen
den entsprechenden Knoten in 7" und in ). Verfahre ebenso mit den urspriinglich
rechten Nachbarn als mittleren.

7.9 Lemma. Laufzeit und Speicherbedarf, [{BvKOS97, S.165].

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2013 7



Der Algorithmus VORONOIDIAGRAMM bendtigt O(n logn) Zeit und O(n) Speicher-
platz.

Beweis. Die Basisoperationen am Baum 7" und der Eventqueue () benétigen jeweils
O(logn) Zeit nach Kapitel 2 und jene der doppelt-verbundenen Kantenliste O(1) Zeit
nach Kapitel 2. Bei jedem Event fiihren wir eine konstante Anzahl solcher Operationen
durch. Die Anzahl der Standortereignisse ist n. Jedes echte Kreis-Ereignis beschreibt
eine Ecke von Vor(P). Folglich ist ihre Anzahl héchstens 2n — 5 nach 7.3. Die falschen
Alarme werden erzeugt und geloscht wérend ein echtes Ereignis behandelt wird bevor
sie dran kdmen. Die Zeit- und die Speicherschranken folgen hieraus, denn auch falsche
Alarme kann es somit hochstens so viele echte Kreis-Ereignisse geben. O

Degeneriertheit [dBvKOS97, S.165]

Zwei Standorte mit gleicher y-Koordinate: Es ist egal in welcher Reihenfolge wir
diese behandeln aufler am Beginn, wo wir diesen Fall dann extra kodieren miissen, da
noch kein Bogen oberhalb des zweiten Punktes vorhanden ist.

Falls mehrere Kreisereignisse zusammenfallen, also mehr als 3 Standorte auf
einem Kreis liegen, dann ist das Zentrum dieses Kreises ein Ecke von V(P) mit Index
mindestens 4. Wir benétigen keinen neuen Code, sondern kénnen diese in beliebiger
Reihenfolge abarbeiten und der Algorithmus wird uns zwei Ecken vom Index 3 am
gleichen Ort und eine Kante zwischen ihnen liefern. Diese kénnen wir zum Schlufl
verschmelzen.

Falls ein Standort p genau unterhalb des Knickpunktes zweier Bégen der Strand-
linie auftaucht, so spaltet der Algorithmus einen Bogen und fiigt einen neuen Bogen
ein. Der rechte Teil des gespaltenen Bogens ist der mittlere Bogen eines Tripels, wel-
ches ein Kreis-Ereignis beschreibt. Der tiefste Punkt dieses Kreises ist p. Dieses Kreis-
Ereignis kommt in die Eventqueue und wenn es behandelt wird, wird eine Ecke von
Vor(P) korrekt erzeugt und dieser Bogen der Lange 0 entfernt.

Falls die Brennpunkte dreier aufeinanderfolgende Boégen der Strandlinie auf einer
Geraden liegen, dann definieren diese keinen Kreis und auch kein Kreis-Ereignis.
Es werden also auch alle degenerierten Félle korrekt behandelt und wir erhalten:

7.10 Theorem. Korrektheit, [dBvKOS97, S.166].
Der Algorithmus VORONOIDIAGRAMM berechnet das Voronoi-Diagramm wvon mn-
elementigen Punktmengen in O(n logn) Zeit und mit O(n) Speicherbedarf.

Beweis. Die Anzahl der echten Kreisevents kénnen wir nun nicht mehr mit der Anzahl
der Ecken des Voronoi-Diagramms abschétzen, denn falls der Index k einer Ecke gréfier
als 3 ist, erzeugt sie kK — 2 > 1 Kreis-Ereignisse. Die Summe der Indizes aller Ecken
ist das Doppelte der Kantenanzahl des Voronoi-Diagramms, also hochstens 2(3n — 6)
und somit dennoch ein O(n). O

Voronoi-Diagramme fiir Geradensegmente

Verallgemeinerte Voronoi-Diagramme, [dBnvKO08, S.167)

Anstelle die Einzugsbereiche fiir eine endliche Menge P C R? von Punkten zu
betrachten kann man Voronoi-Diagramme auch fiir Mengen P anderer Objekte
p C R? behandeln. Dann ist d(z,p) := inf{y € ¢ : d(x,y)}, die Voronoi-Zelle
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V(p) == {z € R? : d(x,p) < d(z,p')¥p’ € P\ {p}} und das Voronoi-Diagramm
Vor(P) :=R?\ Uper V(p).

Wenn z.B. s und s’ zwei disjunkte Geradensegmente sind, dann besteht £ := {z € R? :
d(x,s) = d(x,s')} aus mehreren Parabelbogen und Geradensegmenten: Sei némlich
z € Lund p € s und p’ € s die eindeutig bestimmten Punkte mit d(x,s) = d(z,p)
und d(z,s’) = d(z,p’). Es liegt p genau dann im Inneren der Strecke s, wenn x im
Inneren des Streifens der durch die auf das Segment normalstehenden Geraden durch
dessen Endpunkte begrenzt wird. Andererseits ist p genau dann ein Endpunkt, wenn
x auf jener Seite der normalstehenden Geraden durch den Endpunkt liegt, welche den
anderen Endpunkt nicht enthalt. Der Teil von ¢, fiir den p und p’ ein Endpunkt ist, ist
durch die Streckensymmetrale von p und p’ gegeben. Jener Teil, fiir den genau einer
der Punkte ein Endpunkt ist, ist durch die Parabel mit diesem Brennpunkt und der
anderen Strecke als Leitlinie gegeben. Der Teil, wo beide Punkte innere Punkte sind,
ist durch die Winkelsymmetrale (oder im degenerierten Fall durch die Mittellinie)
der Geraden, die s und s’ enthalten, gegeben. Die Rander der Vornonoi-Zellen sind
somit endliche Durchschnitte solcher Begrenzungskurven bestehen also seinerseits aus
Parabelbogen und Geradensegmenten.

Falls die Segmente einen gemeinsamen Randpunkt besitzen, ist die Situation kom-
plizierter, denn dann sind alle Punkte im Sektor zwischen den Normalen gleich weit
von den Segmenten entfernt. Darum setzen wir die (abgeschlossenen) Segmente im
Folgenden als disjunkt voraus. Dies kann in vielen Anwendungen durch geringfiigiges
Verkiirzen erreicht werden. Das Voronoi-Diagramm besteht dann aus der Vereinigung
der Rander der Voronoi-Zellen, hat also als Kanten Kurven die aus Parabelbogen und
Geradensegmenten bestehen.

Sei also S = {s1,...,8,} eine endliche Menge disjunkter abgeschlossener Geraden-
segmente. Wir nennen die s; wieder Standorte. Die Strandlinie kann entsprechend
definiert werden und besteht nun aus Parabelbogen (dort wo der nichste Punkt in
US = U, si ein Endpunkt ist) und Geradenstiicken auf Symmetralen (andernfalls).

Knickpunkte, [dBnvKOO08, |S.167]
Die Knickpunkte ¢ kénnen nun verschiedener Art sein:

1. Falls die zu ¢ nichstgelegenen Punkte auf zwei Segmenten Endpunkte sind (und
diese gleichweit wie die Sweepline entfernt sind), so lauft ¢ auf einem Geraden-
segment (der Streckensymmetrale) von Vor(S).

2. Falls die zu ¢ nédchstgelegenen Punkte auf zwei Segmenten innere Punkte sind
(und diese gleichweit wie die Sweepline entfernt sind), so lauft ¢ ebenfalls auf
einem Geradensegment (der Winkelsymmetrale) von Vor(S).

3. Falls genau einer der beiden néchstgelegenen Punkte ein Endpunkt ist, so lauft
g auf einem Parabelsegment von Vor(.S).

4. Falls der néchstgelegene Punkt Endpunkt eines Segments ist, der Abstandsvek-
tor normal auf dieses steht und der Abstand zur Sweepline gleich grof} ist, so
lauft dieser Knickpunkt auf einer Geraden (dieser Normalen).
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5. Falls das Innere eines Segments die Sweepline trifft, so ist der Schnittpunkt ein
Knickpunkt, der auf diesem Segment lauft.

In den Félle (4) und (5) lauft der Punkt nicht im Voronoi-Diagramm (da nur eine
Segment involviert ist) ist aber ein Knickpunkt der Strandlinie.

[dBnvKOO8, S.168]

Wieder haben wir Standortevents und Kreisevents. Bei den Standortevents miissen
wir nun zwischen oberen und unteren Endpunkt unterscheiden. Bei oberen wird ein
Bogen in zwei Teil zerlegt und dazwischen tauchen 4 neue Bogen auf mit Knickpunk-
ten vom Typ (4) und (5) zwischen diesen. Bei unteren wird der Knickpunkt, welcher
der Schnittpunkt des Segments mit der Sweepline ist, durch zwei Knickpunkte von
Typ (4) ersetzt mit einem parabolischen Bogen dazwischen.

Auch fiir Kreis-Ereignisse gibt es nun verschiedene Typen, die alle dem Verschwinden
eines Bogens auf der Strandlinie entsprechen und die auftreten, wenn der unterste
Punkt eines durch drei Standorte definierten Kreis erreicht wird. In den Mittelpunk-
ten dieser Kreise treffen sich benachbarte Knickpunkte.

Das entstehende Voronoi-Diagramm ist eine Zerlegung der Ebene durch gerade Kan-
ten und Parabelsegmente. Wir konnen das wieder in einer doppelt-verbundenen Kan-
tenliste speichern. Fiir jede Flache speichern wir den entsprechenden Standort. Somit
kénnen wir fiir jede orientierte Kante e die beiden gleich weit entfernten Standorte
durch IncidenceFace(e) und IncidenceFace(Twin(e)) bestimmen. Zusammen mit den
Ecken Origin(e) und Origin(Twin(e)) kénnen wir die Form der Kante in konstanter
Zeit bestimmen.

[dBnvKOO08, S.168]

Der Sweepline Algorithmus VORONOIDIAGRAMM verallgemeinert sich entsprechend,
es miissen nur mehr Félle unterschieden und behandelt werden. Es gibt aber wieder
nur O(n) viele Ereignisse und damit erhélt man:

7.11 Theorem, [dBnvKOO08, |S.169].
Das Voronoi-Diagramm einer Menge von n disjunkten Geradensegmenten kann in
O(n logn) Zeit und mit O(n) Speicherbedarf berechnet werden.

Bewegungsplanung, [dBnvKOO08, S.168]]

Dies 148t sich anwenden auf das Problem einen (kreisférmigen) Roboter unter Ver-
meidung von Hindernissen in Form von Geradensegmenten zu mandvrieren. Wenn
wir bei der Bewegung an maximaler Bewegungsfreiheit interessiert sind, so sollten
wir uns entlang der Kanten des Voronoi-Diagramms bewegen. Die Bestimmung eines
entsprechenden Wegs zwischen gegebenen Anfangs- und Endpunkten liefert folgender
Algorithmus:

Algorithmus Retraction [dBnvKOO08, S.170]

Input: Ein Menge S = {s1,...,,} von disjunkten Geradensegmenten. Zwei Posi-
tionen gggary Und genq und ein Radius r» > 0 so, dafl die Kreisscheiben um diese
Positionen mit Radius r die Menge |J S nicht treffen.
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Output: Ein Pfad zwischen den Positionen so, dal keine Kreisscheibe mit Mittel-
punkt auf ihm und Radius r die Menge |J S trifft, oder die Aussage der nicht-
Existenz so eines Pfades.

1: Berechne das Voronoi-Diagramm Vor(S) innerhalb eines hinreichend grofien
Rechtecks.

2: Bestimme die Zellen die gsart bZW. @enq enthalten.

3: Finde den Schnittpunkt pgi.ry der Normalen auf die zu ¢gar¢ néchste Seite von
Vor(S). Genauso fiir penq. Fiige diese Punkte in Vor(S) ein, indem die entspre-
chenden Bogen zerteilt werden.

4: Sei G der Graph des Voronoi-Diagramms. Entferne alle Kanten von G fiir welche
die kleinste Distanz zu | J S hochstens r ist.

5: Stelle mittels einer Tiefensuche fest, ob ein Pfad von pgiars nach penq in G existiert.
Falls ja, so gib diesen zusammen mit den Geradensegmenten von giart ZU Pstart
und analog fiir “end” aus. Andernfalls melde die Nichtexistenz.

7.12 Theorem, [dBnvKOO08, S.170].

Fiir n disjunkte Geradensegmente und zwei Positionen eines kreisformigen Robo-
ters kann die Existenz eines kollisionsfreien Wegs in O(n logn) Zeit und bei O(n)
Speicherbedarf bestimmt werden. O

Voronoi-Diagramme fiir entfernteste Punkte [dBnvKOO08, S.170]

Ein Maf fiir die Abweichung produzierter Objekte von der Kreisform kann erhalten
werden durch die Wahl mehrere Randpunkte p € P und Suche des Kreisrings (Bereich
zwischen zwei konzentrischen Kreisen) mit minimaler Dicke (Differenz der Radien),
welcher diese Punkte umfafit. Klarerweise miissen die beiden Randkreise jeweils min-
destens einen Punkt aus P enthalten, andernfalls liele sich der Kreisring verkleinern.
Es konnen folgende Fille eintreten:

e Einer der Randkreise enthélt mindestens 3 Punkte aus P (und legt damit den
Mittelpunkt fest) und der andere mindestens einen Punkt.

e Beide Kreise enthalten jeweils mindestens 2 Punkte und die Streckensymmetra-
len sind nicht parallel.

Obwohl dies dhnlich zum Problem des kleinsten P umfassenden Kreises scheint, kén-
nen wir nicht die Methode von damals verwenden, denn ein weiterer Punkt, welcher
nicht im bisherigen optimalen Kreisring liegt, muf nicht am Rand des neuen optimalen
Kreisrings liegen, siehe Aufgabe 7.15 in [dBnvKOO08, S.178]].
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Im Voronoi-Diagramm ist der néchste Standort jener in dessen Zelle der Punkt liegt.
Das Voronoi-Diagramm fiir den entferntesten Punkt ist jenes, welches die Ebene in
Zellen zerlegt, die all jene Punkte enthalten, welche einen gemeinsamen Standort p
als weitest entfernten haben. Die Zellen sind ebenfalls Durchschnitt von Halbebenen,
némlich (1, h(p', p). Dieser Durchschnitt ist konvex, kann aber auch leer sein: Fiir
jeden Punkt p € P der nicht Ecke der konvexen Hiille K von P ist, ist die entsprechen-
de Voronoi-Zelle leer, denn andernfalls liegen klarerweise Punkte von P auflerhalb des
Kreises durch p mit Mittelpunkt in einem Punkt der Voronoi-Zelle. Andererseits ist
die Voronoi-Zelle einer Ecke p von K nicht leer, denn als Ecke existiert eine Gerade ¢
die P\ {p} ganz auf einer Seite hat und hinreichend weit draussen auf der Normale
durch p zu £ liegen Punkte diese Zelle. Beachte weiters, daf} fiir jeden Punkt ¢ in der
Zelle der Halbstrahl von ¢ in die p gegeniiberliegende Richtung in der Zelle liegt. Die
Zellen sind also unbeschrénkt und somit bilden die Kanten dieses Voronoi-Diagramms
eine im Sinne der Graphentheorie baumartige Struktur (d.h. sind zusammenhéngend
(Zellen benachbarter Ecken der konvexen Hiille haben eine gemeinsame Seite auf der
Streckensymmetrale) und ohne Zyklen (Rénder beschrankter Zellen)). In [dBnvKOO08,
Aufgabe 4.17] wird gezeigt, dafl diese Voronoi-Diagramme ebenfalls O(n) Ecken, Kan-
ten und Flachen haben.

Die kleinsten P umfassenden Kreisscheibe aus 4.14 hat entweder mindestens 3 Punkte
aus P am Rand oder 2 gegeniiberliegende Punkte. Im ersten Fall ist ihr Mittelpunkt
eine Ecke dieses Voronoi-Diagramms und im zweiten Fall liegt er auf der gemeinsamen
Kante der Zellen der beiden Randpunkte.

Um dieses Voronoi-Diagramm in einer doppelt-verbundenen Kantenliste zu speichern
fiigen wir virtuelle Ecken-Records (mit der Richtung statt der Koordinaten) fiir die
Startpunkte der von oo kommenden orientierten Kanten hinzu. Die entsprechenden
Next bzw. Prev Pointer der unbeschriankten sind dabei nil.

Algorithmus [dBnvKO08, S.172]

Bestimme zuerst die Ecken py, ..., p;, der konvexe Hiille von P in zufilliger Reihenfol-
ge. Entferne p; sukzessive von ¢ := h bis hinunter zu i := 4 und speichere dabei jeweils
in cw(p;) und ccw(p;) den aktuellen Nachbar im Uhrzeiger- und gegen dem Uhrzeiger-
sinn. Nun bilden wir das Voronoi-Diagramm fiir entfernteste Punkte p1, p2, p3. Und
fligen sukzessive die Punkte py,...,pp hinzu. Um dabei das Voronoi-Diagramm fiir
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{p1,...,pi} effektiv aus jenem von {pi,...,p;—1} zu konstruieren speichern wir Poin-
ter fiir jeden Punkt p; mit j < ¢ auf jene nach unendlich gehende orientierte Kante
des Randes der Voronoi-Zelle von p;.

Unmittelbar bevor p; hinzugefiigt wird, sind die Zellen von cw(p;) und ccw(p;) be-
nachbart und somit durch einen unendlichen Strahl der Streckensymmetrale getrennt.
Der Punkt ccw(p;) hat einen Pointer auf diese Kante. Die Streckensymmetrale von
p; und ccw(p;) liefert eine neue unendliche Kante, die in der Zelle von ccw(p;) liegt
und Teil des Randes der Zelle von p; ist. Wir durchlaufen im Uhrzeigersinn die Kan-
ten der Zelle von ccw(p;) um die, die Symmetralen schneidende, Kante zu finden.
Auf der anderen Seite dieser Kante ist die Zelle eines Punktes p; mit j < 4 und die
Symmetralen von p; und p; liefert ebenfalls eine Kante der Zelle von p;. Wir fahren
nun mit p; anstelle cew(p;) induktiv fort, bis wir schlieBlich bei cw(p;) landen und
die entsprechende Symmtrale liefert die andere unbeschrinkte Kante der Zelle von
pi- Wir fligen all diese neuen Kanten dem Voronoi-Diagramm hinzu und entfernen
danach alle Kanten, die in der Zelle von p; liegen.

7.14 Theorem [dBnvKOO08, S.173].

Es sei P eine Menge von n Punkten in der Ebene. Das Voronoi-Diagramm fir die
entferntesten Punkte kann in erwarteter O(n logn) Zeit und mit O(n) Speicherbedarf
berechnet werden.

Beweis. Fiir die Bestimmung der konvexe Hiille benotigen wir O(nlogn) Zeit nach
1.1. Sei h < n die Anzahl deren Ecken. Danach benétigen wir nur noch erwartete O(h)
Zeit zur Bestimmung dieses Voronoi-Diagramms: (Riickwérts Analyse) Falls der Rand
der Zelle zu p; aus k Kanten besteht, dann mufiten wir k Zellen sowie deren Kanten
im Diagramm zu {p, ..., p;—1} bearbeiten. Das Diagramm zu {p1, ..., p;—1} hat nach
Aufgabe 33 (siehe auch [dBnvKOO08, Aufgabe 7.14]) hochstens 2i —3 Kanten. Da jeder
Punkt aus {p1,...,p;} mit gleicher Wahrscheinlichket der letzte hinzugefiigte ist, ist
die erwartete Anzahl der Kanten einer Zelle kleiner als 4, denn dieser Erwartungswert
ist die doppelte Anzahl aller Kanten dividiert durch die Anzahl ¢ der Zellen, also
2(2i — 3)/i < 4. Somit ist die erwartete Laufzeit fiir jede bearbeitete Zelle O(1) und
die erwartetet (nicht die maximale) Gesamtlaufzeit fiir die Bestimmung des Voronoi-
Diagramms aus der konvexen Hiille O(h). Zusammen mit der maximalen Lauftzeit
fiir die konvexe Hiille ergibt sich fir die erwartete Laufzeit O(n logn) + O(h) =
O(n logn). O
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[dBnvKOO08, S.174]

Zuriick zum Problem des diinnsten Kreisrings. Falls der innere Randkreis mindestens
3 Punkte enthélt, dann liegt sein Mittelpunkt in einer Ecke des gewohnlichen Voronoi-
Diagramms. Falls der duflere Randkreis mindestens 3 Punkte enthélt, dann liegt sein
Mittelpunkt in einer Ecke des Voronoi-Diagramms fiir entfernteste Punkte. Falls beide
Randkreise nur 2 Punkte enthalten, dann liegt der Mittelpunkt auf einer Kante des
gewohnlichen und einer des Voronoi-Diagramms fiir entfernteste Punkte. Wir erhalten
somit eine verniinftige kleine Menge moglicher Mittelpunkte.

Algorithmus: Bestimme die beiden Voronoi-Diagramme. Fiir jede Ecke des zweiten
bestimme den nédchsten Punkt von P und fiir jede Ecke des ersten den weitesten
Punkt in P. Damit erhalten wir O(n) Mengen von jeweils 4 Punkten aus P. Fiir jede
zwei schneidende Kanten aus je einem Diagramm bilden die zugehérigen Punkte aus
P ein weiters zu testendes Quadrupel. Wenn wir 4 Punkte der Randkreise kennen,
so konnen wir in O(1) Zeit den Kreisring bestimmen. Finde nun unter all diesen
Quadrupel jenes welches den diinnsten Kreisring beschreibt.

7.15 Theorem [dBnvKOO08, [S.174].
Der diinnste Kreisring, der eine gegeben Menge von n-Punkte umfafst, kann in O(n?)-
Zeit bei O(n) Speicherbedarf berechnet werden. O

Nachbemerkungen [dBvKOS97, S.166]

Voronoi Diagramme (nach [Vor07] und [Vor08]) laufen wegen [Dir50] auch unter den
Namen Dirichlet-Mosaike. Aber sich kommen auch bereits in Descartes Principia Phi-
losophia aus 1644 vor. Siehe [OBS92] fiir eine Ubersicht.

Verbindet man die Standorte aneinandergrenzender Voronoi-Zellen, so erhilt man die
sogenannte Delaunay Triangulierung, siehe Kapitel 9.

Zu einer Menge P C R? sei H(P) die Menge der Tangentialebenen an z = 22 +y? zu
Punkten (p,|p|?) fiir p € P. Die vertikale Projektion des Durchschnitts der dariiber
liegenden Halbrdume auf die xy-Ebene ist nach [ES86] genau das Voronoi-Diagramm
von P, siehe Kapitel 11.

Der erste Algorithmus mit optimaler O(n logn) Laufzeit zur Bestimmung des
Voronoi-Diagramms stammt von [SH75], der hier behandelte von [For87] in der Ver-
sion von [GS88].

Es gibt Verallgemeinerungen auf P C R? und auch andere Metriken.

8. Anordnungen und Dualitdt (Supersampling)

Ray-tracing [dBnvKOO08, [S.179)]

Photorealistische Bilder werden am Computer durch raytracing erzeugt, dabei wird
von der angenommenen Augenposition ein virtueller Strahl durch jeden Pixel des
Bildes auf die darzustellenden Objekte gerichtet. Die Objekte auf die er trifft, sind
jene deren reflektiertes oder ausgesendetes Licht zur Farbe der Bildpunkts beitragen
konnen (Falls die Objekte nicht durchscheinend oder reflektierend sind, so ist nur das
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erste getroffene relevant). Um das reflektierte Licht zu bestimmen miissen Oberflichen
Eigenschaften (wie Farbe, Reflexivitit, etc.) sowie die Menge und Art des Lichts,
welches von Lichtquellen oder durch Reflexion oder Streuung an anderen Objekten
auf dieses trifft, beriicksichtigt werden.

Problem dabei sind die durch die Rasterung des Bildes in Pixel (Quadrate positiver
Grofle) entstehenden Treppeneffekte: Es kann sein das Bild einer Kante eines Objekts
auf einen Pixel trifft und somit nur ein Teil des Pixels vom Bild des Objekts aus-
gefullt wird. Es wére somit besser nur einen entsprechenden Prozentanteil des vom
Objekt kommenden Lichts zu berticksichtigen. Die Methode dafiir ist das supersamp-
ling, wo nicht nur ein einziger Strahl durch (den Mittelpunkt) des Pixels betrachtet
wird, sonder mehrere gut verteilte Strahlen. Es ist aber nicht giinstig diese in einen
regelméfigen Muster zu verteilen, da das menschliche Auge sensibel auf reguldre Mu-
ster ist und entsprechende Artefakte generiert, sondern wir sollten Strahlen in einen
zufilligen gute verteilten Muster verwenden.

Diskrepanz [dBnvKO08, S.180]

Fiir ein gegebenes Objekt ist die Diskrepanz einer Strahlenverteilung die Differenz
der Prozentsétze der Treffer und des sichtbaren Bereichs. Wir miissen die maximale
Diskrepanz fiir alle Objekte gewissen Typs, sagen wir fiir Polyeder, bestimmen und,
da es nur auf die Projektion ankommt, also fiir alle Polygone. Im generischen Fall
wird jeder Pixel nur von einer Kante des Polygons getroffen, also kénnen wir uns auf
Halbebenen anstelle von Polygonen beschranken. Sei das Quadrat I := [0, 1] x [0, 1]
das Modell fiir einen Pixel. Fiir Halbebenen h bezeichnen wir mit u(h) < 1 die Fliache
von h N I. Fiir eine n-elementige Stichprobe S C I sei ug(h) := [N S|/|S| < 1. Es
heifit u das kontinuierliche Mafl und pg das diskrete Mafl. Die Diskrepanz von h bzgl.
S ist dann

Ag(h) = |u(h) — ps(h)| <1
und wenn H die Menge aller Halbebenen bezeichnet, so ist die Halbebenen-Diskrepanz
von S:

Ap(S) = }slgg Ag(h).

Wir wollen nun untersuchen, wie sich das kontinuierliche Mafl p unter Be-
wegungen &ndert. Bei Translationen ist dies offensichtlich. Betrachen wir al-
so nun Drehungen R,, mit Winkel ¢ um einen Punkt p € I. Sei h €

H mit p € 0h. Betrachten wir die beiden Schnittpunkte von 9h mit OI.
Falls diese auf gegeniiberliegenden Seiten von I lie- \

gen, sagen wir der vom Inneren von h aus betrach- X7
tete rechte Schnittpunkt auf der z-Achse liegt, dann
ist

FR) = (R (W) = 2+ 5 (ko ~ £ (1 = 9)%) g
=z+k(y—1), [

wobei p = (z,y) und k der Anstieg der nach aufien Y|g
weisenden Normale ist. Also ist f streng monoton X X
fallend. \
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Seien andererseits die Schnittpunkte auf angrenzen-
den Seiten von I, also 0.B.d.A. auf der z-Achse und
der y-Achse. Sei y der Abstand von p zur néchstgele-
genden Seite und x > y zur zweitnéachsten. O.B.d.A.
gehore die Ecke zwischen diesen beiden Seiten zu h
(andernfalls ersetze h durch die komplementére Ebe—\
ne h). Dann ist

y|é

1 LC2 X
f(k) == u(Ry p(h)) = zy + 3 <kyz + k) ) y y| ¢

2 2
2f/(K) = 4 ~ 75 wnd 27" (K) = - <0,

also f konkav und das einzig mogliche Extremum ein Minimum von f(k) = 2xy bei
k= % Wegen %y <k< 1_7” liegt dieses genau dann im zuldssigen Bereich, wenn

N[

z,y <

Nummerieren wir nun die rechten Schnittpunkte von R, ,(0h) mit dem Rand des

Quadrats, wo diese Gerade eine Ecke trifft, beginnend bei der nichstgelegenen Ecke

im Gegenuhrzeigersinn mit pg,p1,...,p7,ps = po und die zugehorigen Winkel mit
xz

wo < -+ < 7, P = o, so hat u(R, p(h)) Extrema bei tanp = k = : und ist

dazwischen monoton.
il0]|1 2 31415 6 7

zw.piund pip1 | T | T | Max. | [ | [ | | | Min. | T

Ps Ps
04
p7:x y\ \
P P2 2x 3 o1 &2 #3 b4 05 [ b7 [

Bestimmung der Halbebenen-Diskrepanz [dBnvKO08, |S.182]

Da die Menge H unendlich ist, versuchen wir eine endliche Menge H' C H mit
suppep As(h) = suppe g As(h) = maxpenr Ag(h) zu finden. Sei H' die Menge aller
Halbebenen h, fiir welche [0hNS| > 2 oder 0hNS = {p} und ¢ — p(R, ,(h)) hat ein
lokales Extremum bei ¢ = 0. Um sup,cy As(h) = suppcpy Ag(h') nachzuweisen,
geniigt es zu jedem h € H \ H' ein b/ € H' mit Ag(h’) > Ag(h) zu finden. Da
h +— Ag(h) nicht konstant ist (ug ist stiickweise (solange dh NS = @) konstant, u
aber nicht), existieren h € H mit Ag(h) > 0 und wir missen nur fiir solche h ¢ H’
ein entsprechendes h’ finden.

Sei nun Oh NS = {p} und 0 kein lokales Extremum von ¢ — p(R, ,(h)). Wie wir
gezeigt haben, ist diese Funktion zwischen den beiden (lokalen) Extrema monoton.
Angenommen pg(h) > p(h). O.B.d.A. ist ¢ — p(R, ,(h)) monoton fallend, andern-
falls ersetze ¢ durch —¢. Nun betrachte den minimalen Drehwinkel ¢ > 0, fiir welchen
die gedrehte Ebene b’ := R, ,,(h) in H' liegt, also ein lokales Minimum vorliegt oder
|Oh' N'S| > 2 ist. Tritt letzeres ein, so ist us(h') > wps(h) > p(h) > p(h') und
andernfalls ist us(h’) = ps(h) > p(h) > wp(h'). In beiden Féllen folgt Ag(h') =

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2013 86



ps(h') = p(h') > ps(h) — p(h) = As(h).

Ist andererseits pg(h) < pu(h), so gilt fiir die gespiegelte Ebene h wegen h0hNS = {p}:
us(h) = 1— ps(h) + ﬁ 1 — (k) = p(h) und somit As(h) = ps(h) — u(h) >
w(h) —pus(h) = Ag(h), also kénnen wir fiir 2 anstelle von h wie zuvor argumentieren.

Falls Oh N S = 0 und pug(h) > w(h), so verschieben wir h in Richtung des nach innen
weisenden Normalvektors so lange bis 9hNS # () (geht, da pug(h) > 0= hNS # 0) um
eine neue Ebene 1’ zu erhalten. Dann ist A’ C h also p(h') < p(h) und SNA =SNh
also ps(h') = ps(h). Folglich ist Ag(h') = ps(h') — (h/) > ps(h) — p(h) = Ag(h).
Falls ' ¢ H’, so ist Oh' NS = {p} fiir ein p und 0 kein lokales Extremum von
@ = pu(Ry p(h)), also kénnen wir wie zuvor fortfahren.

Falls 9h NS = 0 und ps(h) < p(h), so betrachten wir die komplementére Ebene
h. Wegen hNhNS = () ist ps(h) = 1 — pug(h) > 1 — p(h) = p(h) und Ag(h) =
ps(h) — p(h) = u(h) — ps(h) = A(h), also konnen wir fiir A anstelle von h wie zuvor
argumentieren.

8.1 Lemma, [dBnvKOO08, |S.182].
Sei S C I eine n-elementige Teilmenge. Halbebenen h, welche die Diskrepanz bzgl. S
maximieren, missen eine der folgenden Typen sein:

1. Oh enthdlt (genau) einen Punkt p € S und ¢ — pu(R, p(h)) hat ein lokales
Eztremum bei p = 0.
2. Oh enthdlt mindestens zwei Punkte aus S.

Die Anzahl der Kandidaten vom Typ (1) ist O(n) und diese kénnen in O(n) Zeit
bestimmt werden. Das kontinuierliches Maf jedes solchen Kandidaten kann in O(1)

bestimmt werden und das diskrete in O(n) Zeit. Die Anzahl jener vom Typ (2) ist
n(n —1)/2. O

Wir werden nach 8.6 zeigen, daf auch fiir die Kandidaten vom Typ (2) das diskrete
MaSB insgesamt in O(n?) Zeit bestimmt werden kann. Daraus folgt dann:

8.2 Theorem, [dBnvKO08, S.183] .
Die Halbebenen-Diskrepanz eine n-elementigen Menge S C I kann in O(n?)-Zeit be-
stimmt werden.

Beweis. Dazu miissen wir nur das Maximum der Diskrepanzen fiir die Kandidaten
vom Typ (1) und Typ (2) bestimmen. O

Dualitat, [dBnvKOO08, S.183]

Dualitédtstransformation [dBnvKOO08, S.183]

Wir wollen nun Dualitétstransformationen studieren die Punkte auf Geraden und
umgekehrt abbilden. Eine solche ist gegeben durch p = (py,py) — p* = {(z,y) 1y =
Pz —py} und £ = {(z,y) 1 y = kx +d} — ¢* := (k,—d). Achtung: Diese ist fiir
vertikale Geraden nicht definiert, aber wir konnen die Ebene etwas drehen, sodaf die
Dualitét fir endlich viele gegebene Punkte und Geraden funktioniert.
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8.3 Bemerkung, [dBnvKOO08, [S.184]

Diese Dualitédtstransformation hat folgende Eigenschaften:

e Inzidenzerhaltend: p € £ & (* € p*.
e Monotonie: p liegt oberhalb ¢ < ¢* liegt oberhalb p*.

Beweis. Sei p = (py,py) und £ := {(z,y) : y = kx + d}, dann ist p* = {(z,y) : y =
Pz & — py} und £* = (k, —d) und somit

pyzkpm+d«:>fdzpzk—py. O

Dual eines Geradensegments, [dBnvKOO08, [S.184]

Wenn wir das duale Objekt s* eines Geradensegments s = [p,q] als Vereinigung
s* = J,e, " definieren (Achtung: {¢*} = (N, 7" # U,c, "), dann ist dies der
Bereich zwischen den beiden kreuzenden Geraden p* und ¢*, denn fiir jeden Punkt
r € s C[List, £* € r* C s* nach 8.3. Eine andere Gerade ¢ schneidet somit s genau
dann, wenn £* € s*, denn fiir 7 € £N s ist £* € r* C s* und aus £* € s* = [, "
folgt dr € s: £* € r*, also r € /.

Geometrische Interpretation der Dualitét, [dBuvKOO08, S.184]

Betrachten wir die Parabel v : y = 2%/2. Sei p = (ps, py) € 7. Dann hat die Tangente
¢ :y = kx+d an y durch p den Anstieg der Parabel, also p,, und wegen p, = kp,+d ist
d = py—p2 = —py, d.h. £ = p*. Falls ¢ beliebig ist, so betrachten wir den Schnittpunkt
p der Parabel mit der Vertikalen durch ¢q. Dann ist p* und ¢* parallel, also ¢* parallel
zur Tangente durch p. Da der vertikale Abstand von p* und ¢* gerade das Negative
jenes von p und q ist, liegt ¢* auf der anderen Seite der Tangente wie ¢ und hat den
gleichen Abstand. Dies kann auch ohne Absténde beschrieben werden. Fiir Punkte ¢
unterhalb der Geraden ist die duale Gerade ¢* jene, die durch die Beriithrpunkte pL
der beiden Tangenten ¢+ von ¢ an die Parabel geht, denn ¢ ist der Schnittpunkt der
beiden Tangenten ¢+ also ¢* die Gerade, die durch die Beriihrpunkte p4 = t} geht.
Auch fiir Punkte oberhalb der Parabel ist ein entsprechende Konstruktion moglich,
fiir einen Hinweis dazu siehe [dBnvKO08, S.192].

Anwendbarkeit dieser Dualitét. [dBnvKOO08, S.185]

Sei S eine endlichen Punktmenge. Fiir die Vervollstandigung des Beweises von 8.1
benétigen wir das diskrete Mafl jeder Halbebenen, die zwei Punkte aus S am Rand
haben. Dazu betrachten wir die Menge {p* : p € S} von Geraden. Der Geraden
£(q1,q2) durch zwei Punkte q1, g2 € S entspricht dann £(q1, ¢2)* = ¢} N¢5. Betrachten
wir nun die offene Halbebene unterhalb ¢(g1, ¢2). Das diskrete Maf dieser Halbebene
ist per Definition die gemittelte Anzahl der Punkte p € S unterhalb £(q1,q2), also
auch jene der Geraden p* oberhalb des Punktes £(pq, p2)*. Wir werden im néchsten
Abschnitt nach 8.6 einen effektiven Algorithmus beschreiben, der die Anzahl vorge-
gebener Geraden, die oberhalb eines Punktes liegen, zahlt.

Degeneriertheit, [dBnvKOO08, S.185]
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Punkte in S mit gleicher z-Koordinate dualisieren zu Geraden mit gleichem Anstieg,
also entspricht der Geraden durch zwei solche Punkte kein Schnittpunkt (im Endli-
chen) der beiden dazu dualen Geraden. In unserer Situation miissen wir die Diskre-
panz fiir die h6chstens n vielen vertikalen Geraden durch je zwei Punkte aus S also
gesondert bestimmen.

Anordnungen von Geraden, [dBnvKOO08, |S.185]

[dBnvKOO08, S.186]

Sei L eine Menge von n Geraden in der Ebene. Diese bilden eine Unterteilung der Ebe-
ne in Kanten, Ecken und Flachen. Manche Kanten und Fléchen sind unbeschrénkt.
Wir nennen so etwas eine Anordnung von Geraden. Die Komplexitéit so einer Anord-
nung sei die Summe der Anzahlen der Ecken, Kanten und Flachen.

8.4 Theorem, [dBnvKOO08, S.186].
Sei L eine Menge von n Geraden in der Ebene und A(L) die zugehirige Anordnung.

e Die Anzahl der Ecken von A(L) ist hochstens n(n — 1)/2.
e Die Anzahl der Kanten von A(L) ist héchstens n?.
e Die Anzahl der Flichen von A(L) ist hochstens 1 +n(n+1)/2.

Gleichheit gilt genau dann, wenn A(L) einfach ist, d.h. keine 8 Geraden durch einen
Punkt gehen und keine zwei Geraden parallel sind.

Beweis. Die Ecken sind die Schnittpunkte der Geraden, also hochstens n(n — 1)/2
und Gleichheit gilt genau dann, wenn je zwei Geraden sich in genau einen Punkt
schneiden und diese Schnittpunkte alle verschieden sind.

Die Anzahl der Kanten auf einer Gerade ist um 1 gréfler als die ihrer Schnittpunkte,
also hochstens (n — 1) 4+ 1. Insgesamt also hochstens n - n. Gleichheit gilt ebenfalls
genau dann, wenn jede Kante von jeder anderen in jeweils verschiedenen Punkten
getroffen wird.

Um die Anzahl der Fliachen abzuschétzen, fiigen wir induktiv Geraden hinzu. Sei
L ={t,....0,}und L; := {¢; : j < i}. Wenn wir ¢ zu L;_; hinzufiigen, dann
teilt jede Kante auf ¢; von A(L;) eine Flache von A(L;_1). Also nimmt die Anzahl
der Flachen um die Anzahl der Kanten auf ¢;, d.h. hochstens i, zu. Somit ist die
Gesamtanzahl der Flichen hochstens 1+ Y i = 1 + n(n + 1)/2. Gleichheit gilt
ebenfalls genau dann, wenn jede Kante ¢; alle Vorgénger in verschiedenen Punkten
trifft. U

Die Komplexitidt von A(L) ist somit hochstens quadratisch. Um die Anordnung in
einer doppelt-verbundenen Kantenliste zu speichern, beschranken wir diese wieder
durch ein hinreichend grofiles die Ecken umfassendes Rechteck. Wir kénnten den
plane-sweep Algorithmus FINDINTERSECTIONS aus 2.2 adaptieren um diese doppelt-
verbundene Kantenstruktur zu bestimmen. Da die Anzahl der Schnittpunkte qua-
dratisch ist, wiirden wir nach 2.3 dafiir O(n? logn) Zeit benétigen. Dies werden wir
durch einen inkrementellen Algorithmus unterbieten.

Der Algorithmus fiigt die Geraden /1, ..., ¥, nacheinander hinzu. Sei A; jene Zerle-
gung, die durch das umfassende Rechteck B und A({¢1,...,¢;}) N B gegeben ist.
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Um A; aus A;_1 zu berechnen, miissen wir die Fla-
chen von A;_; teilen, die von ¢; getroffen werden.
Dazu wandern wir ldngs ¢; von links nach rechts,
siehe [dBnvKOO08, S.187]. Wenn wir auf eine Fla-
che in deren Randkante e treffen, so durchlaufen
wir den Rand der Fliache bis wir auf jene Kante
treffen, wo ¢; die Fliache verlafit. Die dafiir beno-
tigte Zeit ist O(k) wobei k die Komplexitéat der
Flache ist. Mittels Twin erhalten wir die néchste
Fléache in die ¢; eintritt, u.s.f..

Falls ¢; eine Fliache in einer Ecke verlafit, dann durchlaufen wir die von dort ausge-

henden Kanten bis wir die néchste von ¢; getroffene Fliche gefunden haben. Dafiir
benotigen wir O(k) Zeit, wobei k der Index der Ecke ist. Die erste Fliche finden wir,
indem wir die Kanten von A;_; die am Rand des Rechtecks liegen auf Schnitt tiber-
prifen. Die Anzahl dieser Kanten ist linear in ¢, also ist es auch die dafiir bendtigte
Zeit.

Das Zerlegen der Flachen f geschieht wie folgt: Sei dazu vorerst die Kante des Eintritts
bereits zerlegt. Dann erzeugen wir zwei Flachen-Records fiir den Teil von f ober- und
unterhalb von /. Falls ¢ die Fliche in einer Kante e’ verlafit, so zerteilen wir diese und
erzeugen eine neue Ecke £ Ne’. Weiters erzeugen wir Kanten-records fiir das Segment
¢N f. Nun missen wir alle Pointer entsprechend anpassen (Vgl. mit der Overlay-
Konstruktion aus Abschnitt 2.3) sowie den Records fiir f und e’ entfernen. Die dafiir
benétigte Gesamtzeit ist linear in der Komplexitét von f. Zusammengefafit erhalten
wir:

Algorithmus ConstructArrangement [dBnvKOO08, [S.188]

Input: Eine n-elementige Menge L = {¢1,...,¢,} von Geraden.
Output: Eine doppelt-verbundene Kantenliste fiir die Zerlegung durch B und B N
A(L), wobei B ein alle Ecken von A(L) umfassendes Rechteck ist.
1: Bestimme ein umfassendes Rechteck B.
2: Frzeuge eine doppelt-verbundene Kantenliste A fiir B.
3: fori=1tondo
4:  Suche die Kante e von A die den am weitesten links gelegenen Punkt Schnitt-
punkt von OB mit ¢; enthélt.
5. Sei f die angrenzende Flache.
while f ist nicht unbeschrankt do
Teile f wie oben beschrieben. Und ersetze f durch die néchste von ¢; getrof-
fene Fliche.

Laufzeit [dBnvKOO08, S.187]

Das umfassende Rechteck B kann einfach in quadratischer Zeit bestimmt werden
indem man unter allen Schnittpunkte den am weitesten links, rechts, oben, bzw.
unten liegenden bestimmt.

[dBnvKOO08, S.189]

andreas.kriegl@univie.ac.at © 4. Februar 2013 90



Falls A(L) einfach ist, so ist die Zeit um f zu zerlegen und die néchste Fliche zu
finden linear in der Komplexitat von f, also ist die Gesamtzeit um ¢; hinzuzufiigen
linear in der Summe der Komplexitaten der Flachen von A;_; die ¢; treffen. Falls
A(L) nicht einfach ist, dann kann der Austrittpunkt aus einer Fléche eine Ecke sein
und wir miissen um diese herumwandern um die richtige Kante zu finden. Die dabei
angetroffenen Kanten sind Randkanten von Fliachen deren Abschlufl ¢; trifft. Dies
fiithrt zu folgenden Begriff

Zonen [dBnvKO08, S.189]

Die Zone einer Gerade ¢ bzgl. einer Anordnung
A(L) ist die Menge aller Flachen von A(L) deren
Abschlu8 von ¢ getroffen wird. Die Komplexitét
einer Zone ist die Summe der Komplexitiaten all
ihrer Flachen, d.h. die Summe der Anzahlen der
Kanten und Ecken all dieser Fléchen. Die Zeit um
¢ hinzuzufiigen ist linear in der Komplexitdt der
Zone von ¢ in A({l1,...,4i—1}).

8.5 Zonen Theorem, [dBnvKOO08, S.190].
Die Komplezitit der Zone einer Gerade in einer Anordnung von m Geraden der Ebene

ist O(m).

Beweis. Sei L eine m-elementige Menge von Geraden und ¢ eine weitere Gerade.
0.B.d.A. sei £ die z-Achse. Wir setzen vorerst voraus, dafl keine Gerade in L parallel zu
¢ ist. Jede Kante e von A(L) begrenzt zwei Flachen f. Wir sagen e ist eine links/rechts
begrenzende Kante von f, wenn f rechts/links von ihr liegt. Wir behaupten, dafl
die Anzahl der links begrenzenden Kanten in der Zone von ¢ héchstens 5m ist. Aus
Symmetrie folgt dann gleiches fiir die rechts begrenzenden Kanten und, da die Anzahl
der Ecken hochstens das Doppelte jener der Kanten ist, folgt damit das Theorem.
Induktion nach m: (m = 1) ist trivial. (m > 1) Sei ¢; jene Gerade aus L, die den
am weitesten rechts liegenden Schnittpunkt mit ¢ hat. Wir setzen vorerst voraus,
daf} diese eindeutig ist. Nach Induktionsannahme hat die Zone von ¢ in A(L \ {¢1})
hochstens 5(m — 1) viele links begrenzende Kanten. Wenn wir ¢; hinzufiigen kann die
Anzahl auf zwei Arten zunehmen:

e Durch neue links begrenzende Kanten auf ;.
e Durch alte links begrenzende Kanten die durch ¢; zerteilt werden.

Sei v der erste Schnittpunkt oberhalb ¢ von ¢; mit einer anderen Gerade ¢5 von L
und w der erste Schnittpunkt unterhalb ¢ von ¢; mit einer anderen Gerade von L.
Die Kante die v mit w verbindet ist eine neue links begrenzende Kante auf ¢; und
weiters zerschneidet ¢; alte links begrenzende Kanten auf ¢s in v und ebenso in w (so
diese Punkte existieren).

Wir behaupten, das dies die einzigen Vermehrun- /5
gen darstellen: Der Bereich oberhalb v zwischen £

und ¢5 gehort nicht zur Zone von £. Da ¢5 von links

nach rechts durch ¢; schneidet, liegt diese Bereich W

rechts von f1, also kann auf ¢; oberhalb v keine /

neue links begrenzenden Kante liegen. {4
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Falls eine alte links begrenzende Kante e der Zone durch ¢; oberhalb von v zerschnitten
wird, dann gehort der rechts von ¢; liegende Teil von e nicht ldnger zur Zone, also
verursachen solche Durchschnitte keine Zunahme der Anzahl der links begrenzenden
Kanten. Gleiches gilt fiir den unterhalb von w liegenden Teil von ¢;. Damit ist der
Gesamtzuwachs langs ¢; hochstens 3. Die Gesamtzahl der links begrenzenden Kanten
ist in diesen Fall somit hochstens 5(m — 1) + 3 < 5m.
Falls nun die Gerade ¢; nicht eindeutig bestimmt ¢
ist, so verwenden wir irgendeine dieser Kanten. A {1 z

Dann ist nach dhnlichen wie obigen Argumenten {3
der Zuwachs hochstens 4 (In der 3. Auflage des Bu-

ches wird dies (grundlos) abgeschwécht zur Aussa-

ge, dafl diese Anzahl maximal 5 ist, wenn genau /

zwei Kanten durch den Schnittpunkt gehen). So- o

mit ist die Gesamtanzahl von links-begrenzenden

Kanten hochstens 5(m — 1) +4 < bm.

Falls eine von £ verschiedene Gerade in L horizontal ist, so bewirkt eine kleine Ro-
tation von £ nur eine Zunahme der Komplexitdt der Zone von £. Da wir eine obere
Schranke der Komplexitét der Zone beweisen, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf} so
eine Gerade nicht existiert.

Falls ¢ € L, dann zeigt obiger Beweis, daf die Zone von ¢ in A(L \ {¢}) hochstens
2 - 5(m — 1) Kanten hat und Hinzufiigen von ¢ erhdht diese Anzahl h6chstens um
4m — 2 (jeweils hochstens m Kanten auf ¢ fiir die Flachen oberhalb bzw. unterhalb
von ¢ und hochstens m — 1 Kanten werden geteilt und diese z&hlen als links begren-
zende und als rechts begrenzende Kanten). Dies vervollstindigt den Beweis auch in
den degenerierten Fallen. O

Laufzeit, [dBnvKOO08, S.191]

Da die Zeit um #¢; einzufiigen linear in der Komplexitdt der Zone von /¢; ist und
diese nach 8.5 seinerseits linear in 7 ist, ist Y., O(i) = O(n?) die Gesamtzeit fiir
das Einfiigen aller n Geraden. Zusammen mit der nétigen O(n?) Zeit fiir Schritt 1
und 2 des Algorithmuses CONSTRUCTARRANGEMENT erhalten wir O(n?) als seine
Gesamtlaufzeit. Da fiir einfaches A(L) die Komplexitdt nicht geringer ist, ist dieser
Algorithmus optimal.

8.6 Theorem.
Eine doppelt-verbundene Kantenliste fiir eine Anordnung von n Geraden in der Ebene
kann in O(n?) Laufzeit berechnet werden. O

Niveau und Diskrepanz, [dBnvKOO08, S.191]

Zurick zum Diskrepanz-Problem: Wir miissen fiir jede Gerade ¢(p1,p2) mit p; € S
die Anzahl der Punkte in p € S zdhlen, die oberhalb, unterhalb oder auf dieser liegen.
Dazu haben wir die Menge S dualisiert zur Menge S* = {p* : p € S} von Geraden und
miissen nun fiir jede Ecke pf Nps = £(p1,p2)* von A(S*) feststellen, wieviele Geraden
p* fiir p € S unterhalb-, oberhalb oder durch diese gehen. Nach Konstruktion von
A(S*) kennen wir letzeres. Da die Summe dieser 3 Anzahlen n ist, geniigt es eine
weitere zu bestimmen.

Wir definieren das Niveau (engl.: level) fiir ¢ € R? als die Anzahl der echt oberhalb
liegenden Geraden p* fiir p € S. Das Niveau jeder Ecke in A(S*) (auf einer Geraden
¢ € S*) bestimmt man wie folgt:
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Niveau und Diskrepanz

e Bestimme zuerst das Niveau der am weitesten links auf ¢ liegenden Ecke ¢ N ¢4
in O(n) Zeit, indem die Lage aller iibrigen Geraden in S* getestet wird.

e Danach durchlaufe die Ecken auf ¢ von links nach rechts. Dabei &ndert sich das
Niveau nur in Ecken und in diesen kann es unter Zuhilfenahme der dort aus-
gehenden Kanten bestimmt werden. Da S* durch Dualisieren gewonnen wurde,
enthélt es keine vertikalen (also problematischen) Geraden.

Um die Niveaus aller Punkte auf einer Geraden ¢ zu bestimmen benotigen wir also
O(n) Zeit und somit O(n?) Zeit fiir die Niveaus aller Ecken von A(L). Diese Zahlen
liefern uns das diskrete Maf} jeder Halbebene mit mindestens zwei Randpunkten aus
S. Also erhalten wir diese Mafie in O(n?) Zeit und damit ist Theorem 8.2 vollstéindig
bewiesen.

Nachbemerkungen [dBnvKO08, S.192]

Fiir andere Dualitétstransformationen, siehe [Ede87b]. Analoge Dualitéten funktio-
nieren auch im hoéher-dimensionalen zwischen Punkten und Hyperebenen.

FEine andere wichtige Transformation in der algorithmischen Geometrie ist die In-
version, welche die Relation “Punkt innerhalb Kreis” auf “Punkt unterhalb Ebene”
iibersetzt. Dabei werden Punkte p = (p,, p,) vertikal auf das Paraboloid z = x4+ 92
projeziert und Kreise auf die Ebene durch die vertikale Projektion des Kreises auf das
Paraboloid: (z—a)?+ (y—b)? =72 und z = 22 + 9y = z = a(2x —a) + b(2y — b) + 2.

Auch Anordnungen von Geraden haben entsprechende héherdimensionale Analoga
fiir Hyperebenen, siehe [Ede87b] fir die Ergebnisse bis 1987 und [Hal04] fiir Neueres.
In [EOS86] wurde der erste optimale Algorithmus dafiir entwickelt. Dieser basiert
auf einer d-dimensionalen Version des Zone-Theorems (siehe [ESS93]), welches die
Komplexitiit einer Zone mit O(n9~1) abschiitzt.

Niveaus verallgemeinern sich auch aufs hoher-dimensionale, siehe [Ede87b]. Verwandt
damit ist das Problem, fiir n-punktige Mengen P die Anzahl der k-elementigen Teil-
mengen zu bestimmen, die durch eine Hyperebene von ihren Komplement in P ge-
trennt werden konnen. Diese werden auch k-Mengen genannt.

Scharfe obere Schranken fiir die Anzahl der k-Niveaus oder auch der k-Mengen sind
selbst in der Ebene unbekannt. In [ELSS73] wurde O(nvk) als obere Schranke bewie-
sen. In [PSS92] wurde das etwas verbessert und in [Dey97] und [Dey98] auf O(nk'/?)
gedriickt.
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Hingegen ist die optimale Schranke fiir die Anzahl der héchstens k-elementigen Teil-
mengen, die von ihrem Komplement getrennt werden kénnen, O(nl4/21k14/21) nach
[CS89]. Dieselbe Schranke gilt auch fiir die Anzahl der Punkte mit Niveau héchstens
k.

Die urspriingliche Motivation Anordnungen zu studieren kommt aus dem Motion-
planning, siehe [GSS89, HS95a, HS95b, KLPS86, SS89, SS90]. Die hier behandelte
Motivation Anordnungen zu studieren ist die Computer-Grafik: In [Shi91] wurde Dis-
krepanz in die Computer-Grafik eingefithrt und durch [DM93], [DE93], [Cha93] und
[dB96] algorithmisch entwickelt.

9. Delaunay Triangulierungen (H6heninterpolation)

Reliefs [dBnvKO08, S.197]

Bis jetzt haben wir Teile der Erdoberfliche als ebene Karten modelliert. Wir wollen
nun die variierende Hohe mitberticksichtigen und diese durch ein Relief oder Geldnde
(engl.: terrain), also als Graph einer Funktion f : R? D G' — R darstellen. Davon kon-
nen wir dann 2-dimensionale perspektivische Darstellungen oder auch durch solche
durch Hoéhenlinien anfertigen. Allerdings kennen wir die Hohe nicht fiir jeden Punkt
der Erde, sondern nun fiir eine endliche Menge P C G von gewissen Abtastpunkten
(engl: sample point). Die naive Methode daraus ein Relief zu machen ist, fiir jeden
Punkt die Hohe des néchstgelegenen Abtastpunkts zu verwenden. Das sieht unrea-
listisch aus, besser ist eine Triangulierung fiir P zu bestimmen, d.h. eine Zerlegung
der Ebene in Dreiecke mit den Punkten aus P als Ecken, in den Ecken die bekannte
Hohe aufzutragen und diese Punkte durch die entsprechenden rdumlichen Dreiecke
zu verbinden. Dieses polyederférmige Approximation des Gelédndes ist also Graph ei-
ner stetigen stiickweise affinen Funktion. Fiir gegebenes P gibt es allerdings mehrere
Triangulierungen, die nicht gleich-realistische Approximationen liefern, siehe Bild 9.3
in [dBnvKOO8, S.198]]. Es scheint also, da§ wir Dreiecke mit sehr spitzen Winkeln
vermeiden sollten. Eine optimale Triangulierung von P sollte jene (der endlich vielen)
sein, die den kleinsten auftretenden Winkel maximiert.
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Triangulierungen ebener Punkte-Mengen

[dBnvKOO08, S.199]

Sei P = {p1,...,pn} C R? eine n-elementige Menge von Punkten. Unter einer Tri-
angulierung von P verstehen wir eine maximale Menge von sich nicht schneiden-
den Verbindungsstrecken der Punkte aus P. Offensichtlich muf} eine solche unter den
endlich vielen Teilmengen nicht schneidender Verbindungsstrecken existieren. Die be-
schriankten Flachen jeder Triangulierung sind Dreiecke, denn diese sind offensichtlich
Polygone und jedes solche kann nach 3.1 weiter trianguliert werden. Jede Kante des
Randes der konvexen Hiille von P muf} offensichtlich eine Kante jeder Triangulierung
T von P sein. Somit ist die Vereinigung der beschrinkten (abgeschlossenen) Flichen
von T die konvexe Hiille von P und das Komplement der konvexen Hiille die einzi-
ge unbeschrinkte Flache von T. Wenn der Bereich G ein Rechteck ist, dann sollten
also jedenfalls dessen Ecken zu P gehoren, damit die Dreiecke der Triangulierung G
iiberdecken.

9.1 Theorem [dBnvKOO08, |S.199].

Sei P C R? eine n-elementige Menge von Punkten, die nicht alle auf einer Geraden
liegen und sei k die Anzahl der Punkte die am Rand der konvexen Hille von P lie-
gen (das sind bisweilen mehr als die Ecken der konvexen Hiille). Dann besteht jede
Triangulierung von P genau aus 2n — k — 2 Dreiecken und 3n — k — 3 Kanten.

Beweis. Sei m die Anzahl der Dreiecke einer Triangulierung von P, weiters ny = m+1
die Anzahl der Flachen, n. jene der Kanten und n, = n jene der Ecken. Jedes Dreieck
hat 3 Kanten und die unbeschrinkte Fléche hat k viele. Jede Kante gehort zu zwei
Flachen, also ist 2n. = 3m + k. Wegen Eulers Formel ist 2 = n, — n. +ny =
n— 3k 4 (m 4+ 1), alsom =2n —k — 2 und n. = 3n — k — 3. O

Die Winkel-optimale Triangulierung [dBnvKO08, [S.200]

Sei T eine Triangulierung von P durch m Dreiecke. Seien die 3m Winkel der Dreiecke
aufsteigend geordnet a1 < ag < -+ < gy, dann nennen wir A(T) := (aq,...,Q3m)
den Winkel-Vektor von T. Fiir verschiedene Triangulierungen vergleichen wir die-
se lexikographisch. Die Winkel-optimale Triangulierung ist jene mit lexikographisch
grofiten Winkel-Vektor. Um diese zu erkennen bendtigen wir:

9.2 Peripheriewinkelsatz von Thales 9 [dBnvKO08, S.200].

Sei C ein Kreis, { eine Gerade mit £ N C = {a,b}. Seien p,q,r,s Punkte auf der
gleichen Seite von £ mit p,q € C, weiter v im Inneren und s im Auferen von C.
Dann gilt fiir die eingeschlossenen Winkel:

<asb < <aqb = <apb < <arb.

Beweis.
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9.3 Flips illegaler Kanten, [dBnvKOO08, S.200]

Sei e = pp’ eine Kante einer Triangulierung T, die nicht im Rand der konvexen Hiil-
le liegt, also gemeinsame Kante zweier Dreiecke pp’q und pp’q’ ist. Falls das Polygon
pqp’q’ konvex ist, kénnen wir die Kante pp’ durch qq’ ersetzen (das soll Kantenflip hei-
Ben) und somit eine andere Triangulierung T" erhalten, siehe Bild 9.4 in [dBnvKO08,
S.200]. Wir nennen e illegale Kante, falls der kleinste Innenwinkel der urspriinglichen
beiden Dreiecke kleiner als jener der neuen ist, also A(T") > A(T) ist.

9.4 Lemma, [dBnvKOO08, [S.201].

Es liege e = pp’ am gemeinsamen Rand der beiden Dreiecke pp'q und pp'q’. Dann ist
e genau dann illegal, wenn q' im Inneren des Umkreises von pp'q liegt.

Wenn das 4-Eck pqp'q’ konvez ist und die Ecken nicht auf einem gemeinsamen Kreis
liegen, dann ist genau eine der beiden Kanten pp’ und qq' illegal.

Beweis.
(<) Jeder der neuen Teilwinkel bei ¢ und ¢’ ist we-

gen 9.2 grofler als der im anderen Dreieck liegende
urspriingliche Teilwinkel bei p oder p’. Also ist die B\ B
Kante illegal.

(=) Falls ¢’ nicht im Inneren des Umkreises von
p, 7, q liegt, so sind beide Teilwinkel bei ¢’ klei-
ner oder gleich den entsprechenden urspriinglichen
Teilwinkel des Dreiecks pp’q und aus Symmetrie-
griinden gilt analoges fiir ¢/. Also ist der kleinste
Winkel nicht gréfler als im urspriinglichen, d.h. die

Kante ist nicht illegal.
Falls die 4 Punkte nicht auf einem Kreis liegen, so liegt einer der Punkte im Inneren

des kleinsten Kreises der alle umfaft, also existiert die entsprechende Kante. O

Legale Triangulierungen [dBnvKOO08, |S.201]
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Wie nennen eine Triangulierung legal, falls sie keine illegalen Kanten besitzt. Jede
Winkel-optimale Triangulierung ist somit legal. Legale Triangulierungen kénnen wir
aus Anfangstriangulierungen dadurch gewinnen, dafl wir solange illegale Kanten flip-
pen bis keine mehr vorhanden sind. Dies fithrt zum Ziel, da in jedem Schritt der
Winkel-Vektor lexikographisch vergréfiert wird, es aber nur endlich viele Triangulie-
rungen gibt.

Algorithmus LegalTriangulation, [dBnvKOO08, [S.201]]

Input: Eine Triangulierung 7T einer endlichen Punktmenge P.

Output: Eine legale Triangulierung von P.
1: while T enthilt eine illegale Kante pp’ do
2:  Seien pp’q und pp’q’ die angrenzenden Dreiecke. Ersetze pp’ durch ¢q’.
3: return T

Allerdings ist dieser Algorithmus zu langsam um interessant zu sein.

Delaunay Triangulierungen

[dBnvKO08, S.202]

Wir betrachten den dualen Graphen G des Voronoi-Diagramms einer endlichen Menge
P C R?. Dieser hat fiir jede Voronoi-Zelle V (p) (also jedem p € P) eine Ecke und zwi-
schen solchen Ecken genau dann eine Kante, wenn die zugehdrigen Vornoi-Zellen eine
gemeinsame Randkante besitzen. Die beschréankten Flichen von G entsprechen dabei
genau den Ecken von Vor(P), siehe Bild 9.5 in [dBnvKOO08, S.202]. Wir betrachten
die folgende Darstellung von G als Graphen mit den Ecken p € P und mit verbinden-
den Geradensegmenten als Kanten. Dieser heifit Delaunay-Graph DG(P) (nach Boris
Nikolajevich bopuc Hnkonaesuy [lenoHe  (engl.) Delone bzw. (franz.) Delaunay) von
P.

9.5 Theorem [dBnvKO08, S.203].
Der Delaunay Graph einer endlichen Menge P C R? ist ein ebener Graph.
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Beweis. Ein Segment pp’ gehort genau dann zum Delaunay Graphen, wenn eine
abgeschlossene Kreisscheibe C' existiert die p und p’ am Rand hat und keinen weiteren
Punkt aus P enthélt, denn nach 7.4.2 sind Mittelpunkte m dieser Kreise die inneren
Punkte der Kante im Voronoi-Diagramm. Angenommen es gibe ein anderes Segment
qq’ des Delaunay Graphen welches pp’ schneidet. Dann miissen sich die zugehérigen
Kreise schneiden und die beiden Randbdgen der Vereingung der beiden Scheiben
enthalten jeweils alle Punkte aus P die auf eine Randkreis aber nicht am anderen
liegen. Also miissen die Randpunkte der beiden Sehnen auf den gegeniiberliegenden
Bogen liegen und somit kénnen sich pp’ und ¢q¢’ nicht schneiden. O

Konvexitit der Flichen des Delaunay Graphen, [dBnvKOO08, [S.203]

Die Ecken dieser Fldchen sind Punkte in P und
die Kanten entsprechen den benachbarten Voronoi-
Zellen dieser Ecken. Ist ¢ die gemeinsame Ecke der
(konvexen) Voronoi-Zellen von pi, ..., pg,dann sind
P1,- .., P die Ecken der q entsprechenden Fléache des
Delaunay Graphens. Nach 7.4.3 liegen diese dann
auf einen Kreis um ¢ und bilden somit insbesonders
ein konvexes Polygon.

Im generischen Fall liegen keine 4 Punkte aus P auf einem Kreis (wir sagen hier
dafiir: P sei in allgemeiner Lage). Dann sind die beschriankten Flachen des Delaunay
Graphen Dreiecke. Im allgemeinen verstehen wir unter einer Delaunay-Triangulierung
eine Triangulierung die aus dem Delaunay Graphen durch Hinzufiigen von Kanten
entsteht. Dies kann wegen der Konvexitéat der Flachen leicht erreicht werden.

Theorem 7.4 lautet nun:

9.6 Theorem, [dBnvKOO08, S.204].
Sei P C R? endlich, n := |P| und ¢ € R?. Dann gilt:

1. Zwei Punkte von P sind genau dann durch eine Kante im Delaunay Graphen von
P verbunden, wenn ein abgeschlossene Kreisscheibe existiert, die diese beiden
Punkte am Rand hat und keine weiteren Punkte aus P enthdlt.

2. Drei Punkte von P sind genau dann Ecken einer Fliche des Delaunay Graphens
von P, wenn der Kreis durch sie keinen Punkt aus P im Inneren enthdlt.

9.7 Folgerung, [dBnvKO08, S.204].

Sei P C R? endlich und T eine Triangulierung von P. Dann ist T genau dann eine
Delaunay-Triangulierung von P, wenn der Umkreis jedes Dreiecks von T keinen Punkt
von P im Inneren enthdlt.

Beweis. Die Triangulierung T ist nach Definition genau dann eine Delaunay-
Triangulierung von P, wenn jede Kante des Delaunay Graphens zu ihr gehort.
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(=) Sei T eine Delaunay Triangulierung. Dann sind die Ecken jedes ihre Dreiecke
auch Ecken einer beschréankten Fliche des Delaunay Graphens und nach 9.6.2 enthélt
der Kreis durch sie keine Punkte von P im Inneren.

(<) Angenommen es géibe eine Kante pp’ des De-
launay Graphens, die nicht zu T gehort. Dann
schneidet diese ein Dreieck A(pgq’) von T, al-
so liegt p’ nach Voraussetzung nicht im Umkreis
dieses Dreiecks. Nach 9.6.1 existiert aber eine ab-
geschlossene Kreisscheibe, welche die Endpunkte
p und p’ am Rand hat und die keine weiteren
Punkte aus P enthélt, also insbesonders nicht ¢
und ¢’. Dies ist ein Widerspruch, denn selbst fiir
die Schnittpunkte p und p”” von pp’ mit dem Um-
kreis existiert keine solche (kleinere) Kreisschei-
be. P

O

9.8 Theorem, [dBnvKOO08, S.204].
Sei P C R? endlich und T eine Triangulierung von P. Dann ist T genau dann legal,
wenn T eine Delaunay-Triangulierung von P ist.

Beweis. (<) Angenommen T hitte eine illegale Kante pp’ mit angrenzenden Drei-
ecken A(pp'q) und A(pp'q’). Nach 9.4 lige ¢’ im Inneren des Umkreises von A(ppq)
und somit wire A(pp’q) nach 9.7 kein Dreieck der Delaunay-Triangulierung 7.

(=) Angenommen T wire legal aber keine Delaunay-Triangulierung. Nach 9.7 gé-
be es somit ein Dreieck A(pp'q) von T dessen Umkreis einen Punkt ¢’ € P im
Inneren enthélt, der aber nach 9.4 nicht im abgeschlossenen Dreieck liegen kann.

0.B.d.A. sei pp’ jene Kante des Dreiecks, die ¢ und
¢’ auf verschiedenen Seiten hat. Suche nun unter
allen auf diese Weise konstruierbaren Quadrupeln
(p,q,7',q) jenes, bei welchem der Winkel <(pg'p’
maximal ist. Nun betrachte das zweite an pp’ an-
grenzende Dreieck App’q”. Nach Voraussetzung ist
pp’ legal, also liegt ¢ nach 9.4 nicht im Inneren P
des Umkreises von A(pp'q). Somit liegt der durch
p und p’ begrenzte und g gegeniiberliegende Seg-
ment dieses Kreises im Inneren des Umkreises von
A(pp'q"), also auch ¢’. O.B.d.A. sei ¢"p jene Kante
des Dreiecks App’q” die p’ und ¢’ auf verschiede-
nen Seiten hat. a

Dann ist <tpq’q” > <tpq’p’ ein Widerspruch zur Konstruktion des Quadrupels. O
9.9 Theorem, [dBnvKOO08, S.205].
Sei P C R? endlich.

1. Jede Winkel-optimale Triangulierung von P ist eine Delaunay-Triangulierung
von P.

2. Jede Delaunay-Triangulierung von P maximiert unter allen Triangulierungen
von P den minimalen Winkel, ist aber nicht notwendig Winkel-optimal.
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Beweis. (1) Da jede Winkel-optimale Triangulierung legal ist, folgt aus 9.8, dafl sie
eine Delaunay Triangulierung ist.

(2) Falls P in allgemeiner Lage ist, so ist der Delaunay Graph (eine und somit) die
einzige Delaunay Triangulierung, also nach 9.8 auch die einzige legale Triangulierung
und somit nach 1 auch die einzige Winkel-optimale.

Falls P nicht in allgemeiner Lage ist, dann ist dennoch nach 9.8 jede Delaunay Tri-
angulierung legal, aber nicht alle miissen Winkel-optimal sein. Wie in 9.4 zeigt man
mittels des Satzes 9.2 von Thales, dal Kanten-Flips fiir Vierecke mit Umkreis den
kleinsten Winkel ungeéndert lassen und in Aufgabe 9.3 in [dBnvKOO08, |S.221] wird
gezeigt, daf sich je zwei Triangulierungen durch Kanten-Flips ineinander iiberfithren
lassen. Also hat jede Triangulierung von fixen Punkten auf einem Kreis den selben mi-
nimalen Winkel und somit hat auch jede Delaunay Triangulierung von P den gleichen
minimalen Winkel. O

Berechnen der Delaunay Triangulierung

[dBnvKO08, S.205]

Wir wissen aus Kapitel 7, wie wir das Voronoi-Diagramm Vor(P) aus P konstruieren
konnen. Daraus erhalten wir leicht den Delaunay Graphen DG(P) und folglich auch
eine Delaunay Triangulierung, indem wir dessen Flachen, die mehr als 3 Ecken haben,
wie in Kapitel 3 triangulieren. Wir werden eine solche nun direkt berechnen, indem
wir radomiziert inkrementell vorgehen (vgl. mit Kapitel 4 und Kapitel 6).

Analog zu Kapitel 6 wihlen wir dazu ein grofier Dreieck (statt Rechteck), welches die
Ecken von Vor(P) im Inneren enthélt. Dieses wird gebildet durch die héchstliegende
Ecke pg € P und zwei weitere Punkte p_; und p_s. Dazu miissen wir diese weit
genug entfernt so wihlen, daf} sie in keinem Kreis durch 3 Punkte aus P liegen (Details
spéter). Wir werden dann eine Delaunay-Triangulierung von PU{p_1,p_2} berechnen.
Danach kénnen wir p_; und p_s zusammen mit all ihren Kanten entfernen.

Induktionsschritt

Sei p, der néchste hinzuzufiigende Punkt. Wir suchen das Dreieck der aktuellen Tri-
angulierung, welches p, enthélt, und verbinden dessen Ecken durch Kanten mit p,.
Falls p, auf einer Kante e der Triangulierung liegt, so verbinden wir p, mit den nicht
auf der Kante liegenden Ecken der beiden angrenzenden Dreiecke. Damit erhalten wir
eine Triangulierung, die allerdings nicht Delaunay zu sein braucht, da nun vorhandene
Kanten illegal geworden sein kénnen. Wir wenden eine Routine LEGALIZEEDGE an,
die durch Kanten-Flips illegale Kanten in legale transformiert.
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Algorithmus DelaunayTriangulation[dBnvKOO08, S.206]

Input: Eine n + l-elementige Menge P C R2.
Output: Eine Delaunay-Triangulierung 7" von P.
1: Sei pg der lexikographisch héchste Punkt in P.
2: Sei p_1 und p_o so gewahlt, dafl die Ecken von Vor(P) im Dreieck A(pop—1p—2)
enthalten sind und initialisiere 7' mit diesem Dreieck.
3: Sei p1,...,pn eine Zufallspermutation von P\ {po}.
4: for r =1 to n do

5. Finde das Dreieck A(pp'p”) von T welches p, enthilt.

6:  if p, liegt im Inneren des Dreiecks then

7 Fige Kanten von p, zu p, p’ und p” zu T hinzu.

8: LEGALIZEEDGE(p,, pp’), LEGALIZEEDGE(p;., p'p’’), LEGALIZEEDGE(p,., p''p).
9: else

10: Es liege p, auf der Kante pp’.

11: Seien A(pp'p”) und A(pp'p”’) die daran angrenzenden Dreiecke.

12: Fiige Kanten von p, zu p” und p”"” zu T hinzu.

13: LEGALIZEEDGE(p,, pp”), LEGALIZEEDGE(p,., p"'p’),

LEGALIZEEDGE(p,., p'p’""), LEGALIZEEDGE(p,., p"'p).
14: Entferne p_; und p_s und dessen Kanten von T.
15: return T

[dBnvKOO08, S.207]

Wir miissen erkennen, welche Kanten moglicherweise illegal geworden sind. Das kann
nur passieren, wenn ein angrenzendes Dreieck geéndert wurde, also miissen wir nur
die (alten) Kanten der neuen Dreiecke iiberpriifen. Durch das Flippen illegaler Kan-
ten konnen allerdings andere Kanten illegal werden, darum ruft sich LEGALIZEEDGE
rekursiv auf.

Routine LegalizeEdge [dBnvKO08, S.207

Input: Ein Punkt ¢ und eine Kante e = pp’ eines Dreiecks der Triangulierung 7T
Output: Das modifizierte T', wobei gegebenenfalls e ersetzt wurde.
1: Sei A(pp'q’) das in e an A(pp’q) angrenzende Dreieck.
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2: if e ist illegal then
3:  Ersetze e durch g¢’ in T'. o
4:  LEGALIZEEDGE(q,pq’) and LEGALIZEEDGE(q, p'¢q’).

Der Test in Zeile 2 kann iiblicherweise durch Anwenden von 9.4 gemacht werden,
allerdings muff man wegen p_; und p_o etwas aufpassen (siehe spéter).

Korrektheit von DelaunayTriangulation, [dBnvKOO08, S.207]

Wir miissen zeigen, daf} keine illegalen Kanten nach rekursiven Aufruf von LEGALI-
ZEEDCGE iibrig bleiben. Jede neu in LEGALIZEEDGE(q, €) erzeugte Kante hat ¢ als
einen Endpunkt. Wir werden gleich in 9.10 zeigen, dafi diese alle legal sind. Somit
testet LEGALIZEEDGE alle Kanten die moglicherweise illegal geworden sind. Er kann
auch nicht in eine unendliche Schleife geraten, denn jeder Flip macht den Winkel-
Vektor der Triangulierung grofer.

9.10 Lemma, [dBnvKOO08, |S.208].
Jede beim FEinfiigen von p, in DELAUNAYTRIANGULATION oder in LEGALIZEEDGE
neu erzeugte Kante ist eine Kante des Delaunay Graphens von {p_2,p_1,P0,- -, Dr}-

Beweis.

Es sei ¢ := p,. Betrachte die neuen Kanten gp, qp’,
qp”’ (und so vorhanden gp”). Da A(pp'p”’) zu einer
Delaunay-Triangulierung vor Einfligen von ¢ ge-
hort, enthélt sein Umkreis nach 9.6.2 keinen Punkt
p; mit ¢ < r im Inneren C. Durch Zusammenzie-
hen erhalten wir eine Kreisscheibe C’ C C durch
p und ¢, als gehort gp zum Delaunay-Graphen von
{...,pr—1,pr} wegen 9.6.1 und genauso fir die an-
deren Kanten.

Betrachte nun einen Kanten-Flip in LEGALIZEED-
GE: Dabei wird eine illegale Kante pp’ durch gq’ q

ersetzt, wobei ¢’ die Ecke des an pp’ angrenzenden
Dreiecks auf der anderen Seite von q ist. Da App/'q’ \
ein Delaunay-Dreieck vor Einfiigen von ¢ = p, war ™ P
/1
N\

und weil sein Umbkreis ¢ enthélt (wegen 9.4, da pp’
illegal ist), konnen wir diesen Umkreis zu einen
Kreis C” verkleinern, der nur ¢’ und ¢ am Rand
enthélt und im Inneren keine Punkt aus {...,p,}.
Wegen 9.6.1 ist somit gq’ eine Kante des Delaunay-
Graphens nach dem Einfiigen von q. O

Das einen gegebenen Punkt enthaltende Dreieck, [dBnvKO08, |S.208]

Wie in TRAPEZOIDALMAP in Kapitel 6 erzeugen wir einen gerichteten azyklischen
Graphen D. Dessen Bléatter entsprechen den Dreiecken der aktuellen Triangulierung
mit entsprechenden Pointer dorthin. Die internen Knoten von D entsprechend Drei-
ecken in fritheren Versionen der Triangulierung, die nun nicht mehr existieren. In
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Schritt (2) von DELAUNAYTRIANGULATION initialisieren wir D mit dem einzigen
Blatt A(pop—1p—2). Wenn wir ein Dreieck in 3 oder zwei Teile zerlegen, so fiigen
wir entsprechende Blédtter und Pointer des urspriinglichen Dreiecks zu den neuen ein.
Mittels D konnen wir nach jenem, den nichsten Punkt enthaltenden, Dreieck suchen
(siehe [dBnvKO08,/S.209]). Da jeder Knoten hichstens 3 ausgehende Kanten hat, be-
notigen wir hierfiir nur lineare Zeit in der Suchtiefe, also in der Anzahl der Dreiecke
in D, die den Punkt enthalten.

Bestimmen von p_; und p_,, [dBnvKOO08, [S.210]

Um die fiir p_; und p_o nétigerweise grofen Koordinaten zu vermeiden, behandeln
wir diese beiden Punkte symbolisch. Wir sagen ein Punkt liegt hoher als ein zweiter,
wenn er lexikographisch grofier ist. Seien £_ und ¢ horizontale Gerade unterhalb und
oberhalb P.

Wir stellen uns p_; hinreichend weit rechts auf ¢_ liegend vor, d.h. aulerhalb jedes
Kreises durch drei nicht kollineare Punkte und so, da die Ordnung der Winkel von
p—1 zu den Punkten aus P der lexikographischen Ordnung der Punkte entspricht.

Analog stellen wir uns p_o hinreichend weit links auf ¢, liegend vor, d.h. auflerhalb
jedes Kreises durch 3 nicht kollineare Punkte aus P U {p_1} und so, dafi P oberhalb
P_ap_1 liegt und die umgekehrte Ordnung der Winkel von p_s5 zu diesen Punkten der
lexikographischen Ordnung der Punkte entspricht.

Die Delaunay-Triangulierung von PU{p_1,p_2} besteht aus jener von P, sowie Kan-
ten von p_; zu jeder Ecke des rechten Randes der konvexen Hiille von P und Kanten
von p_o zu jeder Ecke des linken Randes der konvexen Hiille von P und der Kante
P_1p—z. Der tiefste Punkt von P und der héchste Punkt pg € P werden beide sowohl
mit p_y als auch mit p_s verbunden.

Lage eines Punktes bzgl. einer Geraden, [dBnvKO08, S.210]|

Wihrend der Punktsuche miissen wir die Position eines Punktes ¢ bzgl. der orientier-
ten Kante von p nach p’ bestimmen. Nach der Wahl der Punkte p_; und p_s sind
dquivalent:

e ¢ liegt links der Geraden von p nach p_y;
e ¢ ist lexikographisch grofier als p;
e ¢ liegt links der Geraden von p_s nach p.

Test auf Illegalitdt in LegalizeEdge, [dBnvKO008, S.210]

Sei pp’ die zu testende Kante und ¢ und ¢’ die weiteren Ecken auf den beiden angren-
zenden Dreiecken. Dann gibt es folgende Falle:

e Keiner der 4 Punkte p,p’, q,q ist virtuell: Dies ist der Normalfall, wo wir auf
Illegalitat mittels 9.4 testen konnen.

e pp/ ist eine Kante des umfassenden Dreiecks A(pop_1p_2): Diese Kanten sind
immer legal, da es nichts zum Flippen gibt.

e Andernfalls ist pp/ genau dann legal, wenn min{index(q),index(q)} <
min{index(p),index(p’)}, wobei index(¢g_1) := —1, index(¢_2) := —2 und
index(q) := 0 fiir alle ¢ € P:
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Im letzten Fall ist hochstens einer der beiden Punkte p und p’ virtuell (d.h. sein Index
ist < 0). Einer der beiden Punkte ¢ und ¢’ ist der neu eingefiigte Punkt aus P, also
ist auch hochstens der andere virtuell. Falls insgesamt genau einer virtuell ist, dann
liegt dieser auflerhalb des Kreises durch die iibrigen 3 und somit ist nach 9.4 der
angegebene Test korrekt. Auch andernfalls ist nach 9.4 der Test korrekt, denn p_o
liegt auBerhalb jedes Kreises durch 3 Punkte aus P U {p_1}, also ist die Kante mit
Endpunkt p_; legal und jene mit Endpunkt p_s illegal.

Die Analysis

Erwartungswert fiir Anzahl der erzeugten Dreiecke, [dBnvKOO08, S.211]

Wir wollen nun die strukturellen Anderungen, die der Algorithmus erzeugt, unter-
suchen, d.h. die Anzahl der Dreiecke die erzeugt und entfernt werden. Sei P, :=
{plv cee »pr} und DG’I‘ = DG({p727p717p0} U P’l")

9.11 Lemma.
Der Erwartungswert fiir die Anzahl der vom Algorithmus DELAUNAY TRIANGULATION
erzeugten Dreiecke ist hichstens 9n + 1.

Beweis. Der Algorithmus beginnt mit dem Dreieck A(pg, p—1,p—2). Im 7. Schritt
werden 1 oder 2 Dreiecke zerlegt und dabei 3 oder 4 neue Dreiecke erzeugt. Dabei
wird die gleiche Anzahl von Kanten in DG, erzeugt, nimlich p,p, p,.p’, p.p” (und
moglicherweise p,p""). Weiters werden fir jede Kante, die wir in LEGALIZEEDGE
flippen, zwei neue Dreiecke und eine neue Kante mit Endpunkt p, in DG, erzeugt.
Wenn es in DG, also k Kanten mit Endpunkt p, gibt, so wurden hochstens 2(k —
3) +3 = 2k — 3 (resp. 2k — 4) neue Dreiecke erzeugt. Wir bezeichnen den Grad
k von p, in DG, mit deg(p,, DG,). Wir wollen nun dessen Erwartungswert bzgl.
aller Permutationen von P durch riickwérts-Analyse abschitzen. Nach 7.3 hat der
Delaunay-Graph DG, hochstens 3(r + 3) — 6 Kanten. Drei dieser Kanten sind jene
von A(pop—1p—2) und somit ist die Summe der Grade aller Ecken aus P, héchstens
2(3(r+3)—6)—6 = 6r. Der Erwartungswert fiir den Grad deg(p,, DG,) eines Punktes
pr € P, ist somit hochstens 6. Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Dreiecke, die
im Schritt r erzeugt werden, ist somit hochstens

E(Anzahl der in Schritt r erzeugten A) < E(2 deg(pr, DG, — 3)
= 2E(deg(p,, DG,)) =3 <2-6—3=0.
Der Erwartungswert fiir die Gesamtzahl der erzeugten Dreiecke ist somit (wegen der

Linearitét)

1+ Z E(Anzahl der in Schritt r erzeugten A) <1+9n. O

r=1

9.12 Theorem [dBnvKOO08, S.212].
Die Delaunay Triangulierung einer n-elementigen Menge P C R? kann in erwarteter
O(n logn)-Zeit und erwarteten O(n) Speicherbedarf bestimmt werden.

Beweis. Die Korrektheit von DELAUNAY TRIANGULATION folgt aus 9.10 und der Be-
merkung davor.
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Der Platzbedarf ist wegen 9.1 hochstens fiir die Suchstruktur D nicht linear. Da
aber jeder Knoten in D einem Dreieck entspricht, folgt aus 9.11, dafl der erwartete
Platzbedarf ein O(n) ist.

Laufzeit: Abgesehen von der Suche in Schritt 5 von DELAUNAY TRIANGULATION ist
diese proportional zur Anzahl der erzeugten Dreiecke, also der Erwartungswert nach
9.11 ebenfalls ein O(n). Laufzeit im Schritt 5: Die Zeit um das p, enthaltende Dreieck
zu lokalisieren ist proportional zur Anzahl der besuchten Knoten in D, das ist O(1)
fir das p, enthaltende Dreieck der aktuellen Triangulierung plus lineare Zeit in der
Anzahl der p, enthaltenden Dreiecke die bislang erzeugt und danach wieder entfernt
wurden.

Ein Dreieck A mit p, € A kann aus zwei Griinden entfernt worden sein:

1. Ein neuer Punkt p; mit j < r liegt im Inneren (oder am Rand) und zerlegt A
in 3 (oder 2) neue.
2. Ein Kanten-Flip ersetzt A und ein Nachbar-Dreieck A’ durch 2 neue.

Im ersten Fall war A vor dem Einfiigen des Punktes p; ein Delaunay-Dreieck. Im
zweiten Fall war das Nachbar-Dreieck A’ ein Delaunay Dreieck und die gemeinsame
Kante illegal, also liegt A und damit auch p, im Umkreis von A’. Im beiden Fallen
haben wir zu dem besuchten Dreieck A ein assoziiertes Delaunay-Dreieck A bzw. A,
dessen Umkreis p, im Inneren enthélt, im gleichen Iterationsschritt entfernt. Fiir be-
liebige Dreiecke A bezeichne K (A) die Menge der Punkte aus P,,, die im Umkreis von
A liegen. Ordnen wir somit jedem besuchten und wieder entfernten Dreieck sein wie
eben assoziiertes Delaunay-Dreieck A mit p, € K(A) zu, so ist diese Zuordnung in-
jektiv, denn jedes Dreieck A kann hochstens einmal das zugehorige Delaunay Dreieck
sein, da es dabei entfernt wird.

Somit ist die Gesamtzeit fur Schritt 5

ZO(l + ‘{A innerer Knoten in D : p, € A}D <

Szn:O(1+|{AeUDG»:preK(A)}D:
=om+o( ¥ X 1)=0m+0o(XIK®))
A

AGU DG; riprEK(A)

wobei iiber alle im Laufe des Algorithmus erzeugten Delaunay-Dreiecke A summiert
wird. Wir werden in 9.13 und 9.15a zeigen, dafl der Erwartungswert hierfiir O(n logn)
ist. U

[dBnvKOO08, S.213]

Sei A € DG,. Fir r = 1 ist |K(A)| = n und fir r = n ist |[K(A)| = 0. Da P, eine
zufillige Auswahl ist, kénnten wir |K(A)| = O(n/r) vermuten. Dies ist zwar nicht
korrekt, aber in Summe doch:

9.13 Lemma [dBnvKOO08, S.213].
Falls P ein n-elementige Menge P C R2 in allgemeiner Lage ist, so ist

(Z K(A)]) = On logn),
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wobei die Summation tber alle Delaunay-Dreiecke /N geht, die durch den Algorithmus
erzeugt werden.

Beweis. Da P in allgemeiner Lage vorausgesetzt ist, ist die Delaunay-Triangulierung
nach Einfiigen von p, der eindeutige Delaunay-Graph DG,.. Es bezeichne T, die Menge
der Dreiecke von DG,.. Die im r. Iterationsschritt erzeugten Delaunay-Dreiecke sind
T \Tr—1 ={A €T, : p, ist Ecke von A} und

DIE@I= Y K@)
A r ANET\T,_1
Fiir ¢ € P sei
E(P,q) ={A €T, qe K(A)}
k(Pr,q,pr) = {A €T, : q € K(A), p, ist Ecke von A}

und somit ist

Yo K@)

AET T,y

{(2.0) €T x (P\P) g € K(2),p, st Ecke von A}

> k(P qpr).

gEP\P,

Sei vorerst P, fixiert, d.h. wir betrachten nur solche zufillige Permutationen o
von P, wo P, = {ps),.--,Po(r)} eine fixe Teilmenge von P ist. Der Wert von
quP\PT k(Py,q,pr) hiangt dann nur von der Wahl von p, € P, ab. Ein Dreieck
A € T, hat hochstens 3 Punkte aus P, als Ecken und somit ist

E( 3 k(PT,q,pr)>:*Z > k(Prgp Z > k(Prq,p)

qeP\P, ;D€P7 gEP\ P, qEP\Pr pEP,
S > Bk(Prq) = Z k(P q).
qu\P qEP\P

Jedes ¢ € P\ P, ist gleich wahrscheinlich p,;1 und somit ist

> Kk(Pra)

r
gEP\ P,

B(MPrpen) =

also

B( Y IKW®)) < (kP prsn)).

AET ATy —1

Es ist k(P,, p,+1) nach Definition die Anzahl der Dreiecke A € T, mit p,+1 € K(A).
Nach 9.6.2 und dem Beweis von 9.11 sind dies genau jene A € T,., die beim Einfiigen
von py41 entfernt werden, und nach 9.1 ist |T,| = 2(m+3)—2—3 = 2m+1 und somit
ist die Anzahl der beim Einfligen von p,.; entfernten Dreiecke (d.h. in 7} \ Ty41) um
genau 2 kleiner als jene der erzeugten (d.h. in Tj.4q \ 7}.). Also ist

k(Pr,prin) = {A €T i pra € K(A)} = [T\ T = [Trga \ Tr| = 2

B( Y K@) <

AET ATy 1

und somit

.
E(|TT+1 \ T, | —2).
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Da diese Ungleichung fiir alle P, gilt, konnen wir sie iiber die verschiedenen P, C P
mitteln und sehen, dafl sie auch fiir den Erwartungswert bzgl. aller Permutationen
giiltig ist. Da die Anzahl der Dreiecke, die beim Einfiigen von p,;1 erzeugt werden,
ident mit jener der Kanten in 7541 mit Ecke p,41 ist, und der Erwartungswert fiir
die Anzahl diese Kanten hochstens 6 ist (siehe im Beweis von 9.11), folgt

B( Y K@) <s:

AET AT, —1

n—r n—r

(6—2) =12

r

und somit

B(Yk@) =SB Y K@)

r=1 A€ \T»_1

n o n n 1
<Y1 rony (@—1):12n§ S <12nlogn O
T T T
r=1 r=1

r=2

Ein Rahmen fiir randomisierte Algorithmen [dBnvKOO08, S.214]

Wir werden nun ein gemeinsames Prinzip fiir die in den Kapitels 4, 6 und 9 behan-
delten randomizierten Algorithmen herausarbeiten.

Angenommen wir wollen eine geometrische Struktur 7(X) berechnen, welche durch
eine Menge X von geometrischen Objekten festgelegt ist (z.B. die Delaunay-
Triangulierung fiir eine Menge X von Punkten). Ein radomizierter inkrementeller
Algorithmus erreicht dies durch Hinzufiigen der Objekte aus X in zufilliger Reihen-
folge und entsprechender Adaption der Struktur 7. Dazu stellt er zuerst (im Lokali-
sierungsschritt) fest wo T’ gedndert werden mufl und pait dann 7' (im Update-Schritt)
entsprechend an. Die allgemeine abstrakte Methode ist jenes des sogenannten Konfi-
gurationsraums:

Ein Konfigurationsraum ist ein Quadrupel (X, II, D, K), wobei X den Input in Form
einer endlichen Menge (geometrischer) Objekte bezeichnet. Sei n := | X|. Die Elemen-
te von II heilen Konfigurationen. SchliefSlich sind D und K Abbildungen, die jeder
Konfiguration A € II Teilmengen D(A), K(A) € X zuordnen. Von den Elementen
in D(A) sagt man sie definieren A und von jenen in K (A) sie konfliktieren/killen A.
Die Konfliktgrofle von A ist |[K(A)| und d := max{|D(A)| : A € II} der sogenannte
maximale Grad des Konfigurationsraums. Dabei soll gelten:

e VA ETIl: D(A)NK(A) =0.

e {|ID7(S)|: S C X} sei beschriinkt.

Fiur S C X sei
T(S):={A ell:D(A)C S und K(A)C X\ S} ={Aell: D(A)CSCX\K(A).
Ziel ist T(X) ={A € I: K(A) = 0} zu bestimmen.

Durchschnitte von Halbebenen als Beispiel, [dBnvKOO08, S.215], vgl. 4.8.

Hier ist X eine endliche Menge von Halbebenen in allgemeiner Lage. Es soll T(X)
den Durchschnitt von X beschreiben. Dazu setzen wir den Konfigurationsraum II als
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die Menge der Schnittpunkte von Randgeraden der Halbebenen. Fiir p € I sei D(p)
die Menge der (beiden) Halbebenen, die den Schnittpunkt p beschreiben und K(p)
die Menge jener Halbebenen, die p nicht enthalten. Fir S C X ist somit T'(S) die
Menge der Ecken des Durchschnitts aller Halbebenen aus S, denn

T(S)::{peH:VheX:peah;»heSundheS;»peh}.

Trapezoidale Zerlegungen als Beispiel, [dBnvKOO08, S.216], vgl. 6.3.

Hier ist X eine endliche Menge von Geradensegmenten in der Ebene. Der Konfigu-
rationsraum II besteht aus allen Trapezen A\, die in trapezoidalen Zerlegungen von
Teilmengen S C X vorkommen. Es ist D(A) die Menge der Segmente, die A beschrei-
ben (siehe 6.1) und K(A) die Menge aller Segmente die A echt schneiden. Damit ist
T(S):={Ae€ll: D(A)CSCX\K(A)} die Menge der Trapeze der trapezoidalen
Zerlegung fiir S.

Delaunay-Triangulierungen fiir Punkte in allgemeiner Lage als Beispiel,
[dBnvKOO08, S.216], vgl. 9.12.

Hier ist X eine endliche Menge von Punkten in der Ebene in allgemeiner Lage. Der
Konfigurationsraum II besteht aus allen Dreiecken A von je 3 nicht kollineare Punkten
in X. Es besteht D(A) aus den Ecken von A und K(A) aus jenen Punkten, die
innerhalb des Umkreises von A liegen. Damit ist 7'(S) := {A(pp'p”) € I1: p,p',p" €
S C X\ K(A)} die Menge der Dreiecke der (eindeutigen) Delaunay-Triangulierung
von S nach 9.6.2.

Die strukturellen Anderungen, [dBnvKO08, S.216]
Sei X = {z1,...,z,} und X, := {x1,..., 2.} sowie T,, := T(X,) fir 1 < r < n.
Wegen X,._1 C X, C X,41 ist dann
TAT, ) = {A :D(A) C X, C X\ K(A) und nicht D(A) € X, C X \ K(A)}
={AeT, :z, € D(A)}, sowie
T\ Ty = {A . D(A) € X, C X\ K(A) und nicht D(A) € X1 € X\ K(A)}
={AeT, : x4 € K(N)}.

9.14 Theorem. Abschitzung der Anderungen, [dBnvKOO08, S.216].
Sei (X,11, D, K) ein Konfigurationsraum mit d und T, wie zuwvor definiert. Dann ist

(1 \ 1) < LE().

Beweis. Riickwirts-Analyse: Wir bendtigen eine Schranke fiir den Erwartungswert
der Anzahl der Konfigurationen A € T,., die verschwinden, wenn wir ein zuféllig
gewihltes Objekt x, aus X, entfernen. Sei vorerst X, fixiert. Nach Definition des
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maximalen Grad d := max{|D(A)| : A € II} des Konfigurationsraums ist dieser
eingeschrankte Erwartungswert

E(HA €T,z € D(A)}D =

Z HAGTT5I€D(A)H

rzeX,

. H(x,A) ANeT., ze D(A)H

= ZHJ:GXT::EGD(A)H

AET,

I3 = 3=

1 d
< ;max{|D(A)\ AN eT T = o [T |.
Wenn wir nun noch iiber alle Teilmengen X, C X mitteln, erhalten wir
d
E<|TT\TT_1|) - E(\{A €T, :a, € D(A)}D <-B(L). O

9.15 Theorem, [dBnvKOO08, S.217].
Sei (X, 11, D, K) ein Konfigurationsraum mit d und T, wie zuvor definiert. Dann ist

B( Y K@) <Y TS E(T),

AEU” T, r=1

Beweis. Wir gehen analog zu 9.13 vor:
>OE@I=X( Y K@),
AEU::1 T, r=1 AeT\T,r_1
Fir y € X und z, € X, sei

E(Xpy)={AeT,:ye K(A)}| und
E(Xry,x) = {A €T,y K(A),z. € D(A)}.

Wegen T, \ T,.—1 = {A €T, : 2, € D(A)} ist wieder

> K@) =|{(Ay) €T x (X\X,) 1y € K(2), 2 € D(A)}|
AETN\Tr—1

> k(X y ).

yeX\ X,

Fixieren wir vorerst X,.. Da fiir A € T,. die Wahrscheinlichkeit von 2z € D(A) hoch-
stens d/r ist, gilt

E( > |K(A)|>=E< > /f(Xr,y,xr))Sg > k(Xy)

ANETN\Tr—1 yeX\ X, yeX\ X,
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Da jedes y € X \ X, gleich-wahrscheinlich als x,,; auftritt, ist

E(k(XT,$T+1)) = n i r Z k(ery)
yeX\ Xy

und somit

B( Y 1K) <d" L B(k(X,2041)) =

AETA\Tr—1

EE(ITA\ T

Indem wir {iber alle Wahlen von X,. C X mitteln, sehen wir das die letzte Ungleichung
auch fiir den Erwartungswert bzgl. alle Permutationen gilt.

Nun miissen wir anders als im Beweis von 9.13 vorgehen, denn wir kénnen jetzt die
Anzahl der Konfigurationen, die im Schritt r» + 1 zerstort werden, nicht mit jener,
der in diesem Schritt erzeugten Konfigurationen, abschétzen. Wenn j(A) den Schritt
bezeichnet, in welchem A zerstort wird, so ist A € T, \ Tr41 < r+ 1 = j(A) und
somit

n

S a” 1] = Yo

r=1 r=1 ANETN\Tr41

I I e (ETa

A r41=j(A) A

wobei A all jene Konfigurationen in IT durchlauft, die erzeugt und spéter zerstort
werden. Sei i(A) jener Schritt, in welchem A erzeugt wird. Dann ist i(A) < j(A)
und somit

n—(j(A)—l): n n _n—i(A)
J(A) =1 J(A) =1 7i(d) i(A)

also wegen A € T, \ T, < r = i(A):

7+1|<Zd Z Z dn;r

r AET\T,—

n

n—r
=> d — T\ T

r=1

Folglich ist

n

E(i 3 |K<A>\)=iE( S K@) <Y d L B(Im AT )

r=1 AeT\Tr_1 r=1 ANET\T,_1 r=1

und nach 9.14:

n

B(Y K@) =B S K@) < a" T e, o
A

r=1 AeT\Tr_1 r=1

9.15a Anwendung auf Delaunay-Triangulierung im Allgemeinen,
[dBnvKOO08, S.219]]
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Fiir Punkte, die sich nicht in allgemeiner Lage befinden, miissen wir anders als zuvor
vorgehen. Sei P eine endliche Menge von Punkten in der Ebene und X := P\ {po}.
Weiters sei {p_2,p_1,p0} =: Q wie frither beschrieben. Jedes Tripel (p,p’,p”) von
Punkten p,p’, p” € XUQ, die nicht auf einer Gerade liegen und ein positiv orientiertes
Dreieck definieren, sei eine Konfiguration A mit D(A) := {p,p’,p”"} N X (also d = 3)
und K (A) sei die Menge der Punkte aus X, die im Inneren des Umkreises von A oder
auf dem Bogen von p tiber p’ nach p”’ liegen. Wir nennen eine Konfiguration A € T'(S)
eine Delaunay-Ecke fiir S C X, denn dies ist genau dann der Fall, wenn p,p’, p”
aufeinanderfolgende Punkte des Randes einer Fliche des Delaunay-Graphens DG(Q2U
S) sind. Beachte, dafl je 3 nicht kollineare Punkte 3 verschiedene Konfigurationen
definieren.

Berechnung des Erwartungswerts, [dBnvKO08, S.219]

Wann immer DELAUNAYTRIANGULATION eines neues Dreieck erzeugt, so ist dieses
von der Form A(pp,.p’), wobei p, der in diesem Schritt eingefiigte Punkt ist und
sowohl P, p als auch p,.p’ Kanten des Delaunay-Graphen DG(Q2 U P,) nach Lemma
9.10 sind. Somit ist (p,p,,p’) eine Delaunay-Ecke von DG(Q U P,.), also in T,.. Die
Menge K (A) dieser Konfiguration A enthélt alle im Umkreis des Dreiecks enthalte-
nen Punkte. Somit kénnen wir die in 9.12 verwendete Summe ) . |K(A)| durch die
nun definierte abschétzen, wobei die Summe iiber alle Delaunay-Ecken des Delaunay-
Graphens DG(2U P,) fiir ein r < n genommen wird. Die Delaunay-Ecken sind genau
die Ecken der Flachen des Delaunay-Graphen. Sei k > 3 die Eckenanzahl einer solchen
Flache. Dann ist diese in jeder Delaunay-Triangulierung in & — 2 Dreiecke triangu-
liert und somit die Anzahl der Delaunay Ecken hochstens (und zwar dann, wenn der
Dalaunay-Graph schon eine Triangulierung ist) das Dreifache der Anzahl der Dreiecke.
Fiir r := || ist somit die Anzahl aller Delaunay-Ecken héchstens 3(2r 4+ 1) = 6r + 3,
denn jede Delaunay-Triangulierung hat 2(r 4+ 3) — 5 = 2r + 1 Dreiecke nach 9.1.

Aus 9.15 folgt somit

E<Z|K( ) 23” E(T,)) <Z32r—3(2r+)

1:33.(22n—r+zn:n—r)

r=1

< 33. (2n logn + n(1 +ZT(%)> =54n (logn +1).

—1)

Dies vervollstandigt den Beweis von 9.12.

Nachbemerkungen [dBnvKO08, S.220]

Triangulierungen in Dimension 2 und 3 spielen eine entscheidende Rolle sowohl in
der numerischen Analysis (z.B. bei der Methode der finiten Elemente) als auch in der
Computergraphik.

Wenn man anstelle der gegebenen Punkte auch zusétzliche Ecken (sogenannte Steiner-
Punkte) fiir die Triangulierung zuléft, dann spricht man von Meshing Problem, siehe
[dBnvKOO08, Kapitel 14].

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 4. Februar 2013 111



In [Law72] wurde bewiesen, dafl je zwei ebene Triangulierungen durch Kantenflips
ineinander iibergefithrt werden konnen, siche Aufgabe 48. Es wurde schon lange be-
merkt, dafl fiir gute Triangulierungen diinne Dreiecke vermieden werden sollten, siehe
[Bar77]. Dafl es nur eine in Bezug auf den Winkelvektor optimale Triangulierung
gibt, stammt von [Sib78]. Diese Methode den Winkel-Vektor zu verwenden ignoriert
vollig die Hohen in den Punkten. In [Rip90] wurde gezeigt, dafi die Rauheit, defi-
niert als das Integral des Quadrats der L?-Norm des Gradientens des Terrains, durch
die Delaunay-Triangulierung unabhéngig von den Hohendaten minimiert wird. Seit
[DLRY0] versucht man verbesserte Triangulierungen, die auch die Hohendaten mitbe-
riicksichtigen, zu erhalten.

Der hier behandelte radomizierte inkrementelle Algorithmus stammt von [EW86] und
die Bestimmung von )~ 1 [K(A)] aus [Mul94]. In [BDS™92], [BT93] und [CS89] findet
man andere solche Algorithmen.

Einige weitere geometrische Graphen sind Teilgraphen der Delaunay Triangulierung:
Der Euklidisch minimal aufspannende Baum [Sha78], der Gabriel-Graph [GS69] und
der relative Umgebungsgraph [Tou80].

Eine andere wichtige Triangulierung ist die minimale Gewichtstriangulierung (wo-
bei das Gewicht die Summe der Lénge aller Kante ist), siche [AACT96, BKMS96,
DMM95, DM96]. Diese zu bestimmen ist NP-vollstandig, nach [MRO6].
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