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Dies ist das Skriptum zu meiner gleichnamigen Vorlesung im Sommersemester 2013.
Es besteht aus ausgewéhlten Teilen des viel umfassenderen Skriptums zur Differ-
entialgeometrie, welches ebenfalls als PDF-Datei unter
http://www.mat.univie.ac.at /~kriegl/Skripten/diffgeom.pdf downloadbar ist.

Bei der Auswahl des Inhalts habe ich mich an die Studienpléne gehalten. Demnach
sollten insbesonders aus 'Hohere Analysis und elementare Differentialgeometrie’
folgende Themen bekannt sein:

e Kurven (siehe [64, 5.5] und [68, Kapitel I]), Untermannigfaltigkeiten des R™
(siche [ 2.4 ), Partitionen der Eins (siche [65, 7.6.2]),
e Transformationsformel fiir mehrdimensionale Integrale (siehe [65, 7.5.10]),

e Multilinearformen (siehe [65, 8.2]), Differentialformen (siehe [65, 8.3]), orien-
tierte Untermannigfaltigkeiten und Integration von Differentialformen (siehe
[65, 8.6]), Satz von Stokes (siehe [65, 8.7.3]) und klassische Integralsétze
(siehe [65, 8.1.2,8.1.5,8.1.7]).

Und in dieser Vorlesung sollen behandelt werden:

e abstrakte Mannigfaltigkeiten,

Tangentialbiindel, Vektorfelder und Fliisse, Lie Klammer,

Differentialformen, duflere Ableitung und Cartan Kalkiil,

Integration und Satz von Stokes,
e Anwendungen (z. B. symplektische Geometrie, Differentialtopologie).

Der Aufbau des Skriptums ist somit der folgende:

Im Kapitel II erinnern wir zuerst an Mannigfaltigkeiten als Teilmengen eines Eu-
klidischen Raums und fiihren sie danach als abstrakte Objekte ein, welche durch
Verkleben von Euklidischen Rdumen entstehen.

Im Kapitel 111 wird das Konzept der Ableitung auf Mannigfaltigkeiten iibertragen.
Das fithrt zu Tangentialraum und Tangentialabbildung und wird benutzt, um einen
Begriff von Teil- und Quotientenobjekten von Mannigfaltigkeiten zu bekommen.

Gewdhnliche Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten werden im Kapitel IV
eingefithrt. Dazu werden die Tangentialrdume zum Tangentialbiindel vereinigt und
Vektorfelder als Schnitte dieses Biindels untersucht.

Kapitel VI ist den Differentialformen und ihrer algebraischen Struktur gewidmet
und dient auch als Vorbereitung fiir die Integration auf Mannigfaltigkeiten in Kapi-
tel VII.

Ich werde am Ende des Semesters eine Liste der im Detail behandelten Abschnitte
unter http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/LVA-SS2013.html online stellen.

Natiirlich wird die aufmerksame LeserIn (Tipp-)Fehler finden kénnen. Ich mochte
hier gleich die Bitte aussprechen, mir diese mitzuteilen (Geteiltes Leid ist halbes
Leid). Zukiinftige Generationen von StudentInnen werden es zu schétzen wissen.

Andreas Kriegl, Wien im Februar 2013
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II. Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff der Mannigfaltigkeit ein. Wir beginnen
dabei spielerisch mit zweidimensionalen Teilmannigfaltigkeiten des R3, sogenannten
Fléchen, verallgemeinern diese dann im zweiten Abschnitt zu Teilmannigfaltigkeit-
en des R™, und prizisieren im dritten Abschnitt die spielerischen Beispiele vom
Anfang. Danach behandeln wir die klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten,
die eine glatte Gruppenstruktur tragen, also von sogenannten Lie-Gruppen. Nach
Einfithrung des Begriffs der glatten Abbildung haben wir geniigend Einsicht, um uns
abstrakten Mannigfaltigkeiten zuzuwenden, damit meine ich solche Mannigfaltig-
keiten die nicht (von vornherein) in einem umgebenden Euklidischen Raum sitzen.
Nach Produkten und disjunkten Vereinigungen von Mannigfaltigkeiten gehen wir
dann noch auf die Reichhaltigkeit der glatten Funktionen auf ihnen ein, insbeson-
ders betrifft das Trennungsaxiome wie etwa jenes von Hausdorff, Lokalkompaktheit
und vor allem Parakompaktheit und die damit dquivalente Existenz von Partitio-
nen der Eins, die das zentrale Hilfsmittel darstellen um von lokalen Konstruktionen
(also z.B. solchen aus der Analysis) zu globalen iibergehen zu kénnen.

1. Beispiele zweidimensionaler Flichen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt vorerst spielerisch mit zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeiten vertraut machen. Das sind Objekte, die lokal, bis auf Verbiegungen
und Dehnungen, wie eine Scheibe im R? aussehen.

1.1 Beispiele orientierbarer Flichen

Sphére
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1.1 1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

Zylinder

Orientierbare kompakte Flachen vom Geschlecht 2 und 3
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1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 1.3

Orientierbare kompakte Fléiche vom Geschlecht 3

1.2 Klassifikationssatz fiir orientierbare Flichen.

Jede zweidimensionale, kompakte, zusammenhingende Fliche im R® ist homdo-
morph zu einer Fliche von Geschlecht g, d.h. entsteht aus der Sphdre durch An-
kleben von g Zylinder.

Ohne Beweis, siehe z.B. [50, 9.3.5]. Einen Indizienbeweis geben wir in .

1.3 Beispiele nicht-orientierbarer Flichen

Beispiele von zweidimensionalen, zusammenhédngenden, nicht orientierbaren Fla-
chen:

Feoe

Mobiusband
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1.3 1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

Schneidet man das Mobiusband der Liange nach auf, so erhédlt man ein zweifach
verdrehtes Band, das man im R* aufdrehen kann (siehe )

2-fach verdrehtes Mobiusband

Beispiele von zweidimensionalen, zusammenhéngenden, kompakten, nicht orientier-
baren Flachen:

Klein’sche Flasche

Das nennt man die KLEIN’SCHE FLASCHE, die man im R* ohne Doppelpunkte
realisieren kann und die auch durch Verkleben zweier Mobiusbéander entsteht.
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1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 1.3

e

) )

Klein’sche Flasche zerschnitten

Ein anderes Beispiel ist die PROJEKTIVE EBENE P2, dies ist die Menge aller Geraden
durch den Nullpunkt im R?. Man kann die projektive Ebene aus der Sphire auf fol-
gende Weise erhalten: Die antipodalen Punkte auf der Sphére erzeugen die gleiche
Gerade und miissen miteinander identifiziert werden. Dazu kleben wir die nordliche
Hemisphére antipodal auf die siidliche. Wir miissen noch die gegeniiberliegenden
Punkte am Aquator miteinander identifizieren. Hierzu verformen wir die Halbkugel
zu einer Scheibe, von der wir auf beiden Seiten einen Halbkreis ausschneiden und
erhalten nach Verkleben der antipodalen Punkte am Aquator ein Mobiusband
und eine Scheibe. Nun mufl man nur mehr den Rand der Scheibe mit dem des
Mobiusbandes verkleben.

ay
by
az az b2
. . ’
1
2

Projektive Ebene

Man kann sich das auf drei Arten vorstellen:

1) Man zeichnet das Mébiusband und klebt die Scheibe (mit Selbstdurchdringung)
an.

2) Man zeichnet die Scheibe und klebt das Mébiusband (mit Selbstdurchdringung)
an. Das nennt man auch die KREUZHAUBE.
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1.3 1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

Kreuzhaube

3) Auch hier kleben wir an ein Mdbiusband (dreifach verdreht und selbstdurch-
drungen) eine Scheibe. Das nennt man auch BOY’S SURFACE.

SR
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1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 1.4

Konstruktion von Boys Flédche

1.4 Klassifikationssatz nicht-orientierbarer Flichen.
Jede nicht orientierbare, zweidimensionale, zusammenhdngende, kompakte Fliche
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2.1 1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

entsteht aus einer Sphdre durch Ankleben von endlich vielen (> 1) Kreuzhauben.
Die Anzahl der angeklebten Kreuzhauben heif$t Geschlecht der Fliche.

Ohne Beweis, siehe z.B. [50, 9.3.10]. Ein Indizienbeweis dafiir und fiir geht
mittels Chirurgie wie folgt: Man sucht eine einfach geschlossene Kurve auf der
Fléache M, welche M nicht in zwei Teile zerschneidet, und verbreitert diese Kurve
zu einem Band, also einem am Ende verklebten Rechteck. Je nachdem ob dieses ver-
dreht verklebt ist oder nicht, ist es ein Mtbiusband oder ein Zylinder. Wir entfernen
diese Band und kleben an den/die beiden Schnittkreise eine/zwei Kreisscheiben und
erhalten eine neue Fliche M’. Umgekehrt entsteht also M aus M’ durch Ankleben
eines Kreuzhaube oder eines Henkels. Wir fahren mit diesem Prozef3 fort, bis die ent-
standene Fliche ldngs jeder einfach geschlossenen Kurve in zwei Teil zerfallt. Man
iiberzeugt sich, dafl diese dann homdomorph zur Sphére ist, denn jede solche Schnit-
tlinie 148t sich zu einem Zylinder erweitern und klebt man an die beiden Restteile
Scheiben, so haben die kleineren entstandenen Fléchen die selbe Eigenschaft. Also
entsteht M aus der Sphére durch Ankleben von Henkeln und Kreuzhauben. Allerd-
ings ist auch nicht offensichtlich, dafl obiger Prozel wirklich nach endlich vielen
Schritten abbricht. Weiters bleibt noch zu zeigen, dafl es geniigt nur ausschliefSlich
Henkel oder ausschliellich Kreuzhauben anzukleben. Dazu geniigt es zu zeigen, dafl
wenn man in einen Torus ein Loch schneidet und daran ein Mobiusband klebt, so
ist das das Gleiche, wie wenn man in eine Klein’sche Flasche ein Loch schneidet
und daran ein Mobiusband klebt. Dies zeigt folgende Zeichnung:

= & @ &

PP

Umwandlung von Torus in Klein’sche Flasche

J

2. Teilmannigfaltigkeiten des R"

In diesem Abschnitt wollen wir Mannigfaltigkeiten als hinreichend “regulére” Teil-
mengen des R” definieren. Wir werden sehen, dafl diese auf verschiedenste Weise
beschrieben werden koénnen.

2.1 Definition (regulire Abbildungen)

Zuerst verallgemeinern wir den Begriff der Regularitit von Kurven aus [68, 1.2].
Eine glatte Abbildung f : U — V, wobei U C R™ und V C R™ offen sind, heifit
REGULAR, falls der Rang der Ableitung in jedem Punkt x € U so grofl wie moglich,
also gleich min{n, m} ist.

Beachte, daf} eine in einem Punkt regulare Abbildung lokal um diesen Punkt regular
ist, denn der Rang kann lokal nicht fallen.
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2. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R" 2.4

Aus der linearen Algebra kennen wir folgende Beziehungen fiir den Rang rang(A)
einer linearen Abbildung A : R™ — R™:

rang(A4) = dim(Bild(A4)) = dim(R") — dim(Ker(A4))

Falls also m < n ist, so bedeutet die Regularitit, dal die Ableitung in jedem Punkt
surjektiv ist. Anderenfalls bedeutet sie, dal die Ableitung in jedem Punkt injektiv
ist.

Fiir die Aquivalenz der in zu gebende Beschreibung “schoner” Teilmengen des
R™ bendtigen wir die folgenden zwei zentralen Sétze aus der mehrdimensionalen
Analysis:

2.2 Inverser Funktionensatz.

Sei U offen im R™ und sei f : U — R™ glatt, mit f(0) = 0, und invertierbarer
Ableitung an der Stelle 0. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus, d.h. es gibt
offene Umgebungen V,V' von 0, sodaf f:V — V' bijektiv und f~' glatt ist.

Ohne Beweis, siehe reelle Analysis, z.B. [64, 6.2.1] und [64, 6.3.15].

2.3 Impliziter Funktionensatz.

Sei f: R™ x R™ — R™ glatt mit £(0,0) =0 und 92£(0,0) : R™ — R™ invertierbar.
Dann gibt es lokal eine eindeutige Lisung y(x) von f(xz,y(x)) = 0 und z — y(z)
ist C°.

Beweis. Siehe auch [64, 6.2.3] und [64, 6.3.15]. Wir definieren F' : R™ x R™ —
R™ x R™ mit F(z,y) := (z, f(z,y)). Diese Funktion ist glatt, und F'(0,0) = 0.
Abgeleitet ergibt das eine (n 4+ m) x (n + m)-Matrix:

F'(0,0) = (if 32f?07 0>>

Diese ist invertierbar, also folgt aus dem inversen Funktionensatz, dal F~! lokal
existiert und glatt ist. Da F' in der ersten Variable die Identitét ist, gilt gleiches
auch fiir F~1, also sei (u, g(u,v)) :== F~(u,v). Dann gilt:

flz,y) =06 F(z,y) = (2,0) <
@(Z,y):Fil(CC,O):(I,g(I,O))@y:g(I,O) O

2.4 Satz (Charakterisierung von Teilmannigfaltigkeiten).

Fiir eine Teilmenge M C R™ mit p € M und m < n sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. (LOKALE PARAMETRISIERUNG) Es gibt eine glatte, bei 0 requlire Abbildung
p: U — R™, wobei U offen im R™ ist mit 0 € U und p(0) = p, so daf$ fiir
jede offene Umgebung Uy C U von O eine offene Umgebung W von p in R™
existiert mit o(Uy) = W N M.

Rm
u

Rn
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2.4 2. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R"

2. (LOKALER GRAPH) Es gibt eine glatte Abbildung g : U — V', wobei U offen
in einem m-dimensionalen Teilraum E des R™ und V offen in E* ist, mit
p€ MN (U x V) = Graph(g) := {(z,g(z)) ;2 € U} C E x E+t =~ R",

A UxV
E

3. (LOKALE GLEICHUNG ) Es gibt eine glatte, bei p regulire Abbildung f : W —
R™™™  wobei W offen im R™ ist mitp € f~1(0) = M NW.

[} RA-MA

——
/Rn

4. (LOKALE TRIVIALISIERUNG) Es gibt einen Diffeomorphismus ¥ : W — W/,
wo W' offen in R™ x R*™™ ynd W offen im R™ ist, mit p € M NW =
U-HW' N (R™ x {0})).

Rn*m
X
D
Rn
Rm

Beweis. O.B.d.A. sei p=0 € R".

(1 = 4) Analog zu [68, 2.3] wollen wir die Parametrisierung ¢ zu einem lokalen
Diffeomorphismus ® erweitern. Sei £ C R™ das Bild von ¢’(0). Wegen der Regu-
laritit von ¢ ist dim(E£) = m und beziiglich £ ® E+ = R” sei ¢ = (1, p2) und
©'(0) = (¢4(0), 5(0)). Folglich ist ©5(0) = 0 und ¢} (0) : R™ — FE ist injektiv (also
bijektiv).

Sei ®:R™ @ E+ DU @ E+ — E @ E+ definiert durch

(I)(uﬂ U) = cp(u) tv= (901('“)3 @2(“) + U)'

10 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



2. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R" 2.4

Die Jacobimatrix von ® bei (0,0) hat Blockgestalt:

oo (40 )

Sie ist invertierbar, da ¢/ (0) : R™ — E bijektiv ist! Aus dem Inversen-Funktionen-
satz folgt, dafl ® ein lokaler Diffeomorphismus ist, d.h. 3 U; € U C R™
offen, 3 Vi C E* offen und 3 W; C W offen, sodaB ® : U; x Vi — W ein
Diffeomorphismus ist.
E* E* W
U x Vp

]Rm

Insbesonders ist p(Uy) = ®(U; x {0}) C W7 C W. Wegen der Eigenschaft (1) von ¢
existiert ein offenes Wo C R™, und 0.B.d.A. ist Wy C W7, sodaB ¢(U;) = Wo N M.
Dann ist U; X {O} C W = (I)_l(Wg) C Uy x Vi, denn (I)(Ul X {O}) = (p(Ul) =
Won M, und weiters ist ® : W’ — W5 ein Diffeomorphismus mit inverser Abbildung
U= o1 Wy — W’ Somit gilt W(Wyo N M) =U; x {0} = W' n(R™ x {0}).
Insbesonders ist ¢ auf U; die Einschriankung eines Homoéomorphismuses, also ¢ :
U; — M eine topologische Einbettung auf eine offene Teilmenge von M.
(4 = 3) Sei f := pryo0th, wobei pry : R™ x R*™™ — R™™ ™ die zweite Projektion
ist. Da f/(z) = pry o4’ (2) surjektiv ist, ist f regulér. Sei z € W dann gilt:

— ——

surj. bij.

2 € M & h(z) € R™ x {0} & (pryoth)(2) = f(2) = 0.

(3= 2) Sei f eine lokale G1e1chung wie in

N m/

Wir definieren E := Ker f/(0) und verwenden R” = E @& E+. Wegen
dlmKerf (0) + dim Bild f'(0) = dimR",

E n—m n

ist dim F = m und dim E+ = n—m. Gesucht ist eine Funktion g : E — E, welche
implizit gegeben ist als Losung g(x) := y von durch f(z,y) =0 (d.h. (z,y) € M).
Um den impliziten Funktionensatz anzuwenden, betrachten wir die zweite partielle

Ableitung von f:

8 —m
8%;'(0’0) = 02£(0,0) : B+t - R"™™,

Diese ist surjektiv, da wegen f'(0)(v1,v2) = 01f(0)(v1) 4+ O2f(0)(ve) fiir (v1,0) €
E x {0} 2 E = Ker f/(0) folgendes gilt: 91 f(0)(v1) = f'(0)(v1,0) = 0. Da f'(0) =

andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013 11



3.1 2. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R"

O2f(0) o pry : R® — EL — R"™ surjektiv ist, ist also auch dyf(0) : E+ —
R™~™ surjektiv und wegen dim(E~+) = n — m somit bijektiv. Aus dem impliziten
Funktionensatz folgt nun: 3U C F offen, 3V C Et offenund g : U = V
glatt, mit g(z) =y < f(z,y) =0.

(2 = 1) Sei M lokal als Graph von g : U — V beschrieben. Wir definieren die
glatte Abbildung ¢ : U — E x E+ = R" durch z + (=, g(x)). Bleibt zu zeigen, daf
¢ die Menge M lokal beschreibt. Dazu schlieflen wir fir (z,y) € U x V = W wie
folgt:

(z,y) € M < (x,y) € Graph(g) &y = g(z) < (z,y) = (z,9(z)) = ¢(z).
Die Abbildung ¢ ist lokal eine topologische Einbettung, denn (x,y) — y beschreibt
eine Linksinverse. O

Definition (Konkrete Mannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M des R™ mit einer der obigen dquivalenten Eigenschaften fiir all
ihre Punkte p € M heifit C°°-(TEIL-) MANNIGFALTIGKEIT (DES R"™) der Dimension
m. Im Gegensatz zu Kurven diirfen diese Mannigfaltigkeiten selbst fiir m = 1 keine

Doppelpunkte besitzen.

Rm
u

Rn

Eine glatte regulire Abbildung ¢ : R™ O U — M C R” mit offenen U C R™ und
©»(0) = p, die eine Einbettung auf eine offene Teilmenge von M ist, heifit lokale (bei
P ZENTRIERTE) PARAMETRISIERUNG von M. In (1 = 4) haben wir gezeigt, daf} ein
¢, welches (1) erfiillt, lokal eine Parametrisierung ist. Die Komponenten u!, ..., u™
der Umkehrabbildung (u!,...,u™) = u = ¢~! zu einer lokalen Parametrisierung
¢ heilen LOKALE KOORDINATEN von M. Punkte p € M koénnen also lokal nach
Vorgabe einer Parametrisierung ¢ durch m Zahlen u!(p),...,u™(p) beschrieben

werden.

3. Beispiele von Teilmannigfaltigkeiten

In diesen Abschnitt geben wir nun eine Reihe von Beispielen von Teilmannig-
faltigkeiten M und machen damit auch die Fliachen aus prézise.

3.1 Kreis

1. Gleichung: 22 + 3% = R2.
D.h. f : R? — R definiert durch f(x,y) := 2% + y?> — R? beschreibt eine
Gleichung fiir M, die auf ganz W := R? \ {0} regulir ist.

2. Parametrisierung: ¢ — (z,y) := (R - cos¢, R - sin p).
Fiir alle (zg,y0) € M existiert ein ¢y € R (gegeben durch e*?° = (g, o)),
sodaBl ¢ — (z,y) eine lokale Parametrisierung von U := |¢g — 7, po + 7| auf
W N M mit W:=R2\ {(—z0, —yo)} ist.

12 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.2

3. Graph: y = +vR? — 22 oder x = £/ R? — 2
Sei z.B. E:=Rx {0}, U :=]-R,+R[ C Eund V :=|0,+R[ C E+. Dann
ist MN(U xV) ={(z,VR? —22) : x € U} eine lokale Darstellung von M
als Graph von g : U — V.

4. Trivialisierung: (R, @) — (R - cos @, R -sinp) also ¢ : R? — R? mit (M) =
{R} x R = R. Dies sind gerade Polarkoordinaten.

3.2 Zylinder

1. Gleichung: 22 + %% +0- 2z = R?.
Beachte, daf3 dies die gleiche Gleichung wie jene vom Kreis ist, allerdings
nun aufgefaBt als Gleichung am R3.

2. Parametrisierung: (¢, z) — (R - cos¢, R - sing, z). Wir erhalten diese Para-
metrisierung indem wir einen Erzeuger des Zylinders vermoge z — (R, 0, z)
nach Bogenldnge parametrisieren und diese mittels Winkel ¢ vermoge

cosp —sing 0
sinp cose 0

0 0 1
um die z-Achse drehen also
cose —sing 0 R Rcosyp
sing cosep 0 0] =| Rsing
0 0 1 z z

betrachten.
3. Graph: y = £V R? — x2 oder © = ++/R? — 32,

4. Trivialisierung: (o, r,2) <> (r-cosp,r-sing, z), das sind die Zylinderkoordi-
naten.

Eine Parametrisierung f : R™ D U — M C R" ist (per Definition) genau dann
LANGEN-BEWAHREND, wenn die Linge jeder Kurve ¢ : [a,b] — U C R™ gleich jener
der Bildkurve foc: [a,b] = M C R™ ist, also

/\c )| dt = /\ o ) (1) dt = /|f )| dt

gilt. Die ist genau dann erfiillt, wenn f’(p) fiir alle p € U eine Isometrie ist, also
If/(p)(v)] = |v| fiir alle v € R™

erfiillt: Sei ndmlich f Langen-bewahrend, v € R™ und ¢, : t — p + t sv. Dann ist
¢s 1 [0,1] = U fiir alle s > 0 nahe 0 und somit

slv] = /|c )| dt = /|f ealt sv|dt—s/ |7 (ca (1)) (0)] dt

und da ¢; — ¢ fiir s — 0 gleichméBig auf [0, 1] konvergiert ist auch

o= [ 7wl = [ 17 ool = e
Die Umkehrung ist offensichtlich.

Obige Parametrisierung f : (p, z) — (R cos ¢, Rsin ¢, z) ist nicht Lingen-bewahrend,
denn

0
[f'(,2)(L,0)] = I%f(%Z)I = |R(=sinp,cos ,0)| = R # [(1,0)],
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3.3 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

fir R # 1. Dies kann aber leicht korrigiert werden, wenn wir die neue Parametri-
sierung f : (@, z) — (Re'?/R 2) betrachten. Deren Ableitung ist

—sin(%) 0
f'(e,2) = | cos(f) 0O
0 1

Die Spalten bilden nun ein Orthonormalsystem, also ist f'(¢, z) eine Isometrie und

somit f Langenbewahrend. :5 ::

3.3 Kegel

Drehung einer Geraden durch Null mit Anstieg o um die z-Achse.

1. Gleichung: tan o = 2/1/22 + y2 oder (z2+y?) tan? o = 22. Ersters beschreibt
den Kegel, letzteres den Doppelkegel. Die Gleichung ist nicht reguldr bei
(0,0,0), also miissen wir die Spitze entfernen, denn dort ist der (Doppel-
)Kegel keine Mannigfaltigkeit.

2. Parametrisierung: (¢, s) — (s cosa cos g, s cos asin ¢, ssin ).

Diese Parametrisierung erhalten wir, indem wir eine Erzeuger der Kegels
nach Bogenlédnge als s — (scos a, 0, s sin ) parametrisieren und diese mittels
Winkel ¢ vermoge
cosp —sinp 0
sinp cose O
0 0 1
um die z-Achse drehen also

cosp —sing 0 scos 5COS QL CoS
sinp cose O - 0 = | scosasiny
0 0 1 ssina ssina
betrachten.

3. Graph: z = £tanay/2? + y?

4. Trivialisierung: (¢, @, s) <> (scosacos, scosasiny, ssina), das sind die
Kugelkoordinaten.

25 cos (a)

0

Eine bessere Parametrisierung erhélt man durch Aufrollen des Kegels in eine Ebene:

T COS (X COS
COS «x

(@, y) = (1) = (5 == COZ’Q) '_> rcosozsin< id > ,

cos &
rsin o
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.4

wobei (z,y) kartesische und (¢, r) Polarkoordinaten in der Ebene sind.

Die Ableitung dieser Parametrisierung ist die Zusammensetzung von

cos - cos(cofa) —TrCcos Q- sin(cofa) 1 0 costp  —rsing ~1
cos « - sin( ) rcosa-cos(=4-) | - [ =
cos « cos « 0 SIHQZJ T COS ¢
sin o 0 cosa

CcOos & cOos «
cos v cos Y sin « sin ¢

cos a cos cos(cofa)fsinw sin(miga) cos « sin i cos(cﬁa)fcosw sin(cofa)
= cos & coSs Y sin(L)-i-sinw COS( ® ) cos « sin @ sin(%)-&-cosw Cos(cofa)

von der man mit langerer direkter Rechnung zeigen kann, daf sie isometrisch ist.

3.4 Sphire

1. Gleichung: 2% + 3% + 22 = R?

2. Parametrisierung: (p, ) — (R cos cos p, R cos 6 sin ¢, Rsin #) mit Lingengrade
© und Breitengrade 6. Wieder erhalten wir diese Fliche indem wir die Schnit-
tkurve mit der z-z-Ebene betrachten, dem vermége 6 — R(cosd,0,sin )
parametrisierten (Halb-)Kreis und diesen mittels Winkel ¢ um die z-Achse

drehen um
cose —sing 0 Rcosd Rcosfcosp
sing cose 0] - 0 = | Rcosfsingp

0 0 1 Rsind Rsin6

zu erhalten.

3. Graph: z = £/R2 — 22 — 2

4. Trivialisierung: Kugelkoordinaten.
Man kann eine Sphére auch parametrisieren, indem man auf den berithrenden Kegel
mit Anstieg o projiziert:

Rcosfcosp

(z,y) = (p,8) = (p,0(s)) — | Reosbsing |,
Rsind

dabei sind (¢, s) die Parameter der obigen Parametrisierung des Kegels und (¢, 0)
die Parameter der Sphére sind.
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3.5 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

Spezielle Wahlen der Funktion 6 liefern die Radialprojektion, bzw. die Normalpro-
jektion auf die Erzeugenden des Kegels, siehe Aufgabe [68, 72.42]. Insbesonders ist
man an Féchen- bzw. an Winkel-erhaltenden Abbildungen interessiert, denn wie
wir noch sehen werden ist eine Langen-erhaltende Abbildung nicht moéglich — man
kann die Sphére nicht durch Aufwickeln eines Blatt Papiers erzeugen.

Besonders wichtig ist die stereographische Projektion: Man projiziert von einem
Punkt der Sphire (0.B.d.A. dem Nordpol) auf die Tangentialebene im antipodalen
Punkt.

; e

Esist 28+ (3 —0) =7 = 8=+ £ und somit ist

T 9) _ 1+tan(0/2)

f—tnﬁ—tn -+ = —
o — P TR T TS ) T 1T “tan(0/2)”

Diese Projektion ist winkelerhaltend und Kreise werden auf Kreise oder Geraden
abgebildet, siche Aufgabe [68, 72.41].

Fiir die Seefahrt ist diese Darstellung der Sphére allerdings nicht optimal: Dort
ist man besonders an den Loxodromen interessiert, daf§ sind jene Kurven auf der
Sphére, welche die Langenkreise unter einen fixen Winkel schneiden, denn das sind
gerade die Bahnen die man zuriicklegt wenn man beziiglich Norden (Polarstern
oder Kompass) konstanten Kurs hélt. In der stereographischen Projektion sind die
Bilder der Liangenkreise Geraden durch 0, also die Loxodrome (logarithmische) Spi-
ralen. Projeziert man hingegen auf den lings des Aquators beriihrenden Zylinder,
dann werden die Léngenkreise parallele Geraden und wenn man die Projektion
Winkel-erhaltend wihlt (die sogenannte Merkator-Projektion) dann sind auch die
Loxodrome Geraden, also der Kurs sehr leicht durch Einzeichnen der Verbindungs-
gerade zwischen Start- und Zielort zu bestimmen.

3.5 n-Sphire

S" = {x € R*"™! : |z| = 1} € R""!. Die Funktion f : o ~ |z]|?> — 1 ist eine
regulire Gleichung fiir S™, denn f/(z)(z) = 2|z = 2 fiir z € S". Als lokale
Koordinaten verwenden wir die stereographische Projektion (aber diesmal auf die
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.6

Aquatorialebene, was einen Faktor 1 /2 bzgl. der gerade Besprochenen ergibt), d.h.
wir suchen zu z € S” ein y € R” = p+ C R"*!, wobei p € S™ der gewiihlte Pol ist,
mit

0= (p,p+Alx—p)) = |pI* — Xp,p— z)
1 1
(pp—z)  1—(pa) -

=y =01-Np+Ix=

=\ =

Umgekehrt
z=p+p(y —p) mit 2| =1
= 1= (z,2) = (p+uly —p),p+uly —p)
=1+2(p,u(y —p)) + 1>y — 0,y — p)
= 0=y —p* +2ulp,y — p) = pluly — p|* — 2(p.p — y)).

Aus p = 0 erhalten wir die uninteressante Losung x = p. Andernfalls ist

2(1 - (p,y)) :
K=10 ) 1= 1 und damit
|yl {y,p)+1  lyl>+
——
0
(29 + (P~ 1p)
r= ——— _
P\
3.6 Torus
&/
A
1. Gleichung: 22 + (/22 + 32 — A)? = a?
2. Parametrisierung:
(A + acos)cosp
(p, ) = | (A+acosy)sing |,

asin
mit Langengrade ¢ und Breitengrade 1.

Fiir den speziellen Torus 2%+ (y/22 + y2 — A)? = A2 —1 = a® mit A > 1 berechnen
wir das Urbild unter der stereographischen Projektion R* 5 §3 — R? beziiglich des
Punktes (0,0,0,1) € R* wie folgt:

T1,Yy1, 22,0 dazHiz (2,2l ist.
( 7y7 b)
2

1- <Z7p>

($1,y17$2»y2) — 1—
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3.6 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

Diesem Torus entspricht folgende Teilmenge des R*:

riP 4yl =1

Unter Verwendung der ersten Gleichung formen wir die zweite wie folgt um:

2 [ 2 2 2
0:( T2 ) +<W_A> A2 41

1—y2 1—y2

_ x9? +z12+y12_2A\/9§12+y12+1
(1—y2)?  (1—y2)? 1—yo
1— 2 1 (2.2 2

_ y22_2A (2 +ZU2)+1
(1-1y2) 1=y

S2=14ys+ (1 —y2) =241 — (222 + 12?)

Also wird der Torus durch folgendes Gleichungssystem beschrieben:

$12 +y12 —|—$22 +y22 =1

1
1—(56224-2/22):@
1
4yl = T Kreis im R? x {(0,0)}
= ) , AZ—1  a? 2
2t = T = e Kecis i {(0,0)) <R

Der Torus ist also das kartesische Produkt S! x S! von zwei aufeinander normal-
stehenden Kreisen.

Die Parametrisierung
1 1 . a Ap. a . Ay
() = (5 cos(Ap), I sin(Ap), 5 cos(=F), Zsin(=F))

ist dann Lingen-bewahrend, also l#fit sich ein Torus im R* durch Einrollen einer
Ebene erzeugen.

Bemerkung: Folgender spezielle Schnitt durch den Torus im R? ergibt zwei einander
schneidende Kreise:

e

Wir verwenden auf der Schnittebene z = ﬁx die Basis mit den orthonormalen

Vektoren (¥ A:‘“Q ,0, %) sowie (0,1,0) und bezeichnen mit (s, y) die entsprechenden
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.7

Koordinaten. Dann ist ¢ = 7V‘4f[°‘2 -sund z = § - s. Setzen wir dies in die
Torusgleichung 22 + (y/22 + y2 — A)? = a? ein, so erhalten wir
2

a \? [A2 — a2
_ 2 2 _ — 42
(As)—l—< = ° +y A> a® <

& a2(A2 - 8?) = (\/(A2 —a2)s? + A2 — A2)2
= (A% —a?)s? + A%y? + A — 24% /(A2 — a2)s2 + A2y2
& 52yt 4 (A% - d®) = 2/(A2 — a?)s? + A2y?
o (P +y?+ (A% - a2))2 = 4(A? — a?)s? + 4A%y?
& (A= (" ++a)?) (42 = (s"+(y—a)?) =0,

und das ist die Gleichung zweier Kreise mit Mittelpunkte (0,+a) in den (s,y)-
Koordinaten und Radius A.

3.7 Hopffaserung 5S> — 5?2

Sie ist definiert durch folgendes kommutatives Diagramm

Hopffaserung

53 > 52

,l lstereogr.Proj.

Cc?——==C

(21,22) —— 2

Da die Inverse zur stereographischen Projektion um p = (0,0,1) die Abbildung

= Qer‘Sfé‘iIl)p = |y|21+1 (2y,|y|? — 1) ist, bekommen wir folgende Formel fiir die
Hopffaserung:
1 2
e o (222 1) =
G2 = g (2212
2121 ( Z2 |Z2|2 |Zl\2>
|Zl‘2"‘|22|2 2’ A
1
= ————— (227 22722).
rTap (22lel -l
————

1 weil (21,22)€S83

Wir betrachten die Urbilder in der S® eines Breitenkreises auf der S?, dabei sind 6
die Breitengrade.

0 9
(21,29) € S, \—|—T(—tan(z+ ) &

|22 = 7l 22l = 1% |
< 3 2 2
(21,22) € 8 |z1]° + |22]" =1
2 .2
. [ I=I=7lal N R T
(1 +7%) =1 1

2 _
21" = 1472
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3.7 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

Das entspricht nach unter der stereographischen Projektion S% — R? einem
Torus im R3, wo A = /72 +1 und a = r ist.

Wir betrachten das Urbild in S des Siidpols auf der S2:
(0,0,-1)€S? £ (r=0)eR?> £ (Jz1] =1,20=0) C %,
bzw. des Nordpols auf der S2:
(0,0,41) € 5% £ (r=00) CR? £ (2, =0,]2|=1) C $°.

Wir behaupten allgemein: das Urbild jedes Punktes auf der S? (welcher bzgl. der
stereographischen Projektion S? — C durch zg € C) gegeben ist, ist ein Kreis in
der S C R*, den man als Schnitt der Sphire S® C R* mit der Ebene 2o = 212
erhélt:

el = —
3 =32
(21722)65 |22|2+|Zl|2:1 147
29 = < | |2_ 2 1
;12206(C 29 = 2120 22 _r1—|-7“2
22 = 2120

d.h. z; durchléuft einen Kreis, gleichzeitig durchlauft zo ebenso einen Kreis.

Z2

Z3

In stereographischen Koordinaten entspricht den ersten beiden Gleichungen im R?
der Torus T': 22 + (/22 + 42— Vr2 + 1)?2 = r2. O.B.d.A. sei r = z; € R, ansonsten
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.8

drehen wir um e~%, was einer Drehung in der (z,y)-Ebene entspricht.

Zo =TZy T2 =TTy, Y2 =TY1
1 1
2_ .2 2_ .2
Auf der 53 : |22 =7 1492 p= |2 =7 1+r2
1 1
2 _ 2 _
|21l T 142 |21l 1472
z=rz

Entspricht im R? : 2?4yt + 27— 1=2ry
P (Ve t R - Vit et =0?

Wobei wir 21 = x1 + iy1, 220 = T3 + iys gesetzt haben und die Formeln fiir die
stereographische Projektion verwendeten:

- 2x - 2y
TP T T P
e 2 ewal 1

1+|(z,y,2))? 1+|(z,y,2)]?

Also ist das Urbild eines Punktes in den beiden Schnittkreisen des Torus mit der
Ebene z = rx erhalten. Eine genauere Analyse liefert, dafl es genau der vorne bzgl.
y liegende der beiden ist.

Das AuBere des Volltorus in der .53 ist wieder ein Torus, wobei das Innere das
Urbild der Siidhalbkugel und das Auflere das Urbild der Nordhalbkugel ist.

0

3.8 Mannigfaltigkeit der linearen Abbildungen fixen Ranges.
Der Raum L.(n,m) aller T € L(n,m) von fixen Rang r ist eine Teilmannigfaltigkeit
der Dimension r (n +m —r).

Fiir mazimales r = min{n, m} ist diese Dimension n -m = dim(L(n,m)), also ist
in diesem Fall L.(n,m) offen in L(n,m).

Beweis. Wir beschreiben L, (n,m) lokal als Graph. Sei dazu Ty € L,(n,m), d.h.
rang(Tp) = dim Bild Ty = 7. Es sei F := Bild Ty und E := Ker T3". Dann ist Tp|g :
E — F injektiv, und wegen dim F = n — dim Ker T, = dim Bild Ty = dim F sogar
bijektiv. Beziiglich der orthogonal-Zerlegungen R* = E @ E+ und R™ = F @ F*-
hat also T, folgende Gestalt:

<AO BO> mit By =0, Cy =0, Dy = 0 und Ay invertierbar.

Co Dy
Sei nun U die (wegen GL(FE) C L(FE, E) offen) offene Umgebung aller Matrizen
T= é g mit A invertierbar. Dann liegt 7' in L, (R™,R™) genau dann wenn,

dimBildT = r. Es ist
(V) — A B v\ [(Av+ Bw
w) \C D)\w) \Cv+Dw)"
Somit ist T <Z;) = 0 genau dann, wenn v = —A~'Bw und Cv + Dw = 0,

oder dquivalent v = —A~!Bw mit CA~'Bw = Dw. Es ist also r = rangT =
dimBild7T = dimDom7T — dimKerT = n — dimKernT genau dann, wenn alle
w € E+ die Gleichung CA~'Bw = Dw erfiillen, d.h. D = CA™!B ist.
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Die Abbildung

A B

c 0

ist auf der offenen Teilmenge U des linearen Teilraums

{(g g) eL(n,m):Dzo}

definiert und glatt und ihr Graph beschreibt L, (n,m) in der offenen Menge

{(é ﬁ) € L(n,m): A € GL(E, F)}

Die Dimension von L, (R™, R™) ist somit nm— (n—7r)(m—r)=r(n+m—r). O

) — CA™'B

3.9 Graflimannmannigfaltigkeiten G(r,n).

Die Graffmannmannigfaltigkeit G(r,n) (nach Hermann Graffmann, 1809-1877) der
r-Ebenen durch 0 im R™ ist eine Teilmannigfaltigkeit von L(n,n) der Dimension
r(n—r).

Wenn wir 7 = 1 wahlen, dann erhalten wir als Spezialfall die projektiven Rdume
P"~1 = G(1,n) der Geraden durch 0 in R".

Beweis. Wir identifizieren die linearen Teilriume des R™ mit den orthogonal-Pro-
jektionen auf sie. Damit ist G(r,n) eine Teilmenge der Mannigfaltigkeit L, (n,n).
Sei Ey ein Teilraum von R™ der Dimension r» und Py die ortho-Projektion auf Ejy.
Beziiglich der Zerlegung R™ = Ey @ Ey ist Py dann durch <(1) 8) gegeben. Eine

A B

C CA™'B
invertierbaren A gegeben. Eine lineare Abbildung P ist genau dann eine ortho-
Projektion, wenn sie idempotent (P? = P) und selbstadjungiert (P = P?!) ist,
oder dquivalent mit einer Gleichung, wenn P*P = P ist. In der Tat: Dal P eine
Projektion ist, bedeutet P|gyq p = id, d.h. P2 = P, und eine Orthogonalprojektion
zu sein bedeutet Ker(P) = Bild(P)+. Aus P? = P folgt aber Ker(P) = Bild(1 - P),
denn P(1—P)=0und Pr =0 = 2 =z — Pr = (1 — P)x. Somit ist Ker(P) L
Bild(P) genau dann, wenn 0 = ((1 — P)z, Py) = (x, (1 — P")Py) fiir alle z, y, d.h.
P = P'P. Umgekehrt folgt P! = (P!P)! = P!P = P und somit P = P'P = P2

Umgebung von Py in L,.(n,n) ist dann durch die Matrizen mit

L . (A B . Y
Fiir die Matrix < c cA-lp) Bt das genau dann der Fall, wenn A = A* und
B! = C (dann ist auch (CA™!B)! = BY{(A")~1C* = CA='B) und
AtA+C'C A'B+C'CA™'B B
B'A+ BY(AY)~1C'C B'B + BY(AY)~'C'CA-'B) ~

(A ct A B \ (A B
“\Bt Btany-tct)\c ca'B) ~\c ca'B

oder #iquivalent A'A 4+ C*C = A (= A* = A) und damit
A'B+C'CA™'B=A'B+(A—- A"A)A™'B = B,
B'A+ BY(AY'C'C = B'A + B'(A")"1(A - A'A) = B'(A") 1A = C,
B'B+ B'(A")"'C'CA™'B = B'B + B'(A")"(A— A'/A)A™'B
=B'(AY) 'B=CcA™'B

Zusammen sind die Gleichungen also A'A +C'C = A, B=C'und D = CA~'B.
Dies sind 72 + 7 (n — r) + (n — 7)? unabhiingige Gleichungen, und folglich sollte
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die Dimension von G(r,n) gerade n? — (12 + n? — 2nr + 2 + nr — r?) = nr —
r? = r(n — r) sein. Diese Gleichungen beschreiben G(r,n) lokal als Graph von
(A,C) — (B,D) = (Ct,CA~L(C") iiber der Teilmenge {(A,C) € L(Ey,R") : A €

GL(Ey), AtA+ C'C = A}

Es bleibt also zu zeigen, daf3 die Gleichungen regulédr sind und dafiir ist es genug
die Regularitit der ersten Gleichung A*A+ C*C — A = 0 zu zeigen. Ihr Differential
in Richtung (X,Y) ist (X,Y) — XtA+ A'X — X + Y'C + C*'Y. Wir miissen also
die Gleichung X*A + A'X — X +Y!C + C'Y = Z fiir (4,C) = (id,0) also Xt = Z
nach (X,Y) losen. Offensichtlich ist (Z¢,0) eine Losung. O

3.10 Aufdrehen eines 2-fach verdrehten Bandes

Ein unverdrehtes Stiick eines Bandes ist parametrisiert durch
0o : [0,27] x [-1,+1] = R* C R*,  (0,7) = (6,r,0,0).
Ein zweifach verdrehtes Band ist parametrisiert durch
0r 1 [0,27] x [-1,4+1] = R¥C R, (0,7) — (0,7 cosf,rsinb,0).

Wir wollen nun eine Diffeotopie F' : R x R* — R* des R* finden (d.h. eine glatt
parametrisierte Familie ¢t — F(t;_) von Diffeomorphismen des R™ mit F(0,_) = id
und F (7, _) der gesuchte Diffeomorphismus), welche das nicht verdrehte Band in das
2-fach verdrehte Band iiberfithrt. Dazu bezeichnen wir die Koordinaten im R* mit
(z,y, z,w). Diese Diffeotopie F(¢;-) soll die Hyperebenen normal auf die z-Achse
invariant lassen, und dort als Drehung wirken. Wir bezeichnen diese Drehung in der
Hyperebenen x + {0} x R zum Zeitpunkt ¢ mit R(¢,z) € SO(R?). Und zwar soll
dies gerade eine Drehung um den Winkel — um die Achse £ = (cos 3,sin §,0) sein.
Wir erhalten R(¢,z) indem wir zuerst um die w-Achse die Achse ¢ in die y-Achse
drehen, sodann um die y-Achse um den Winkel ¢ drehen, und danach die y-Achse
zuriick auf die ¢-Achse um die w-Achse drehen.
z

(0, Cos (x), Sin(x))

(Cos (x/2),Sin(x/2))
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Die Matrizen-Darstellung von R(t, z:) beziiglich der Koordinaten (y, z, w) sieht also
wie folgt aus:

[R(tv :E)] =
cosg —sing 0 1 0 0 cosg sing 0
=|sing cos3 O 0 cost sint —sing cos3 0
0 0 1 0 —sint cost 0 0 1
cosg —sing 0 cos 3 sin 5 0
=|sing cos5 O —costsing costcos3  sint
0 0 1 sintsin 5 —sintcos 5 cost
cos® £ + cost sin? 5 (1 —cost)cos§sing —sintsin$
= | (1—cost)sinZcosZ sin®Z+costcos®’%  sintcos £
sintsin § —sintcos 3 cost

In den Randpunkten x = 0 und =z = 27 ist

1 0 0
[R(t,0)] = [0 cost sint
0 —sint cost
und
1 0 0
[R(t,2m)] = |0 cost —sint

0 sint cost
hilt also die y-Achse fix.
Unsere gesuchte Diffeotopie ist somit
F(t;z,y, z,w) = (z, R(t, z)(y, z,w))
und die entsprechende Isotopie
ei(0,7) : = F(t;00(0,7)) = (0, R(t,0)(r,0,0))
= (9, 5(14cosf + cost(l —cosf)), 5(1 — cost)sinf,rsintsin g)

Klarerweise ist ¢4 (6,7) = (6,r,0,0) fiir § = 0 und fiir 6 = 27. Weiters sind ¢ und
@ die gewlinschten Randwerte. Und nach Konstruktion sind alle ¢; Einbettungen
von [0,27] x [—1,1] — R%.

0

4. Beispiele von Lie-Gruppen

Etliche der klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten sind sogar Lie-Gruppen,
tragen also zusétzlich eine glatte Gruppenstruktur. Dazu gibt es auch eigene Vor-
lesungen, siehe z.B. http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Skripten/2010WS.pdf.

4.1 Allgemeine lineare Gruppe
Der Vektorraum L(R™,R™) = L(n,m) := {T : R® — R™ linear } ist nm-
dimensional.

Die ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE (engl. GENERAL LINEAR GROUP) (siehe auch
(68, 1.2])

GL(R") = GL(n) :={T € L(n,n) : det T # 0} C L(n,n)
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ist eine offene (und somit n2-dimensionale) Teilmannigfaltigkeit in L(n,n), denn
sie ist durch eine stetige strikte Ungleichung gegeben. Beziiglich der Komposition
ist GL(n) eine Gruppe.

4.2 Spezielle lineare Gruppe.

Diese ist definiert durch
SL(n):={T € L(n,n) : det(T) = 1} C GL(n).

Also ist sie durch die Gleichung det(T) = 1, bzw. f(T) = 0 gegeben, wobei
f: L(n,n) — R die Funktion f(7T') := det(T) — 1 ist. Wir behaupten, daf diese
Gleichung regulér ist, d.h. die Ableitung der Determinantenfunktion surjektiv ist.
Da die Determinante multilinear in den Spalten (oder auch polynomial in den Ko-
effizienten) ist, folgt ihre Glattheit. Die Richtungsableitung an der Stelle A in Rich-
tung B ist:

det’(A)(B) = &|,—odet(A+tB) = 4|,_odet(A- (1+tA™'B))

= 4],_odet(tA) - det(} + A™'B)
1 1
= 4|, _ot" det(A) - (t" + pr spur(A7'B) + - + det(A_lB))

= det(A) spur(A~'B).
Dies zeigt die Surjektivitit von det’'(A) und damit auch die Regularitit von det.

Ohne die gesamte Ableitung det’(A4) : L(R™,R™) — R zu berechnen, kann man
kiirzer auch so vorgehen:

det’(A)(A) = L] _odet((1+t)A) =n(1+1t)" "|;—odet A = ndet A.
—_————
(14)™ det A

Folglich ist det’(A) surjektiv und SL(R™) eine Mannigfaltigkeit der Dimension
n? —1.

4.3 Orthogonale Gruppe.

Sie ist definiert durch (siehe auch [68, 1.2]):
O(n) :={T € GL(n,n) : T" o T =id} = {T € GL(n,n) : (Tz,Ty) = {z,y)V =, y}.

So wie in Beispiel wollen wir nun zeigen, dafl die Ableitung fiir die quadratis-
che — daher auch glatte — Funktion f : GL(n) = Lsym(n,n) mit f(T):=T 0T =
komp(T*, T) surjektiv ist. Zu diesem Zweck, berechnen wir uns zuerst die Ableitung:

f(T) - S =Xkomp(S",T) + komp(T*,S) = S'o T +T"0 S.

Die Dimension von Lgym(n,n) ist offensichtlich @ Fir ein R € Lgym(n,n)
existiert ein S € L(n,n) mit S*oT +T"0S = R, denn (S*oT) + (S*oT)! = R fiir
StoT =1iR, dh. S= (S = (3RoT~ 1)t = (T")"'LR. Folglich ist f surjektiv,
und somit O(n) eine Teilmannigfaltigkeit von L(n,n) der Dimension dim(O(n)) =
2 _ n(n+l) _ n(n—1)

2 2

Beachte, daf det(T) = +1 aus 1 = det(1) = det(T*T) = det(T)? fiir T € O(n) folgt.
Somit ist O(n) = SO(n) X Zsy, wobei SO(n) := O(n) N SL(n) = O(n) N GL4(n)
eine offene Untergruppe von O(n) ist.

n

Allgemeiner kénnen wir die STIEFELMANNIGFALTIGKEIT (nach Eduard Stiefel, 1909-
1978)
V(k,n):={T € L(k,n) : T'T =id}
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betrachten (siehe auch [68, 70.6]). Die Elemente von V (k, n) sind somit isometrische
Abbildung von R*¥ — R™, und diese konnen édquivalent durch ihre Werte auf der
standard-Basis des R* also durch k-Tupel orthonormaler Vektoren im R", sogenan-
nte orthonormale k-Beine im R™, beschrieben werden.

Die Funktion f : L(k,n) — Leym(k,k), T — T'T — id, ist glatt und erfiillt
F(T)(S) = T'S + S'T. Also ist sie reguliir, denn fiir symmetrisches R konnen
wir f/(T)(S) = R wie zuvor durch S := 1TR lésen, was direktes Einsetzen beweist.

4.4 Gruppen invarianter Automorphismen, O,

Wir wollen nun die orthogonale Gruppe verallgemeinern, indem wir eine beliebige
Bilinearform b : E x E — R auf einem euklidischen Raum E betrachten. Mit

Op(E) :={T € GL(E) : b(Txz,Ty) = b(x,y)V 2,y € E}

bezeichnen wir die Gruppe aller invertierbaren linearen Abbildungen, die die Bilin-
earform b invariant lassen. Bekanntlich stehen die Bilinearformen b: £ x E — R in
bijektiver Beziehung zu den linearen Abbildungen B : E' — E, vermoge

b(x’y) = <B$5y> = <x’Bty> :
Denn b: E x E — R konnen wir genausogut als Abbildung b : F — L(E,R) =: E*
auffassen, welche durch z — (y — b(z,y)) gegeben ist. Das skalare Produkt (_,_) :
E x E — R entspricht dabei einer Abbildung ¢ : E — E*, welche ein Isomorphismus
ist, denn Ker(t) = {z : (z,y) = 0V y} = {0}, und da dim(E) = dim(E*), ist ¢
bijektiv. Die Zusammensetzung B := "' ob: E — E* — E ist dann die gesuchte
lineare Abbildung, denn

b(z,y) = b(z)(y) = (0 B)(2)(y) = «(B(x))(y) = (Bz,y).
Die Gleichung b(T'z, Ty) = b(x,y) ist somit mit (T*BTxz,y) = (BTz,Ty) = (Bx,y)
dquivalent, und damit ist

Oy(E) = {T € GL(E) : T'BT = B}.

Wir sollten also zeigen, dafl dies eine regulidre Gleichung ist. Fiir die Ableitung
der Funktion f : GL(E) — L(E), welche durch f(T) = T'BT — B definiert ist,
erhalten wir f/(T)(S) = S*BT + T'BS. Wie bei O(E) kénnen wir nicht erwarten,
daf sie surjektiv nach L(E, E) ist, sondern wir brauchen einen linearen Teilraum
F C L(E,E) in welchem f Werte hat und auf welchen f'(T) surjektiv ist.

Wenn B (schief )symmetrisch ist, dann gilt das gleiche auch fiir f(7T") und wir sollten
also fiir F' den Teilraum Ly (FE, E) der (schief)symmetrischen linearen Abbildungen
verwenden. Dieser hat als Dimension n(n + 1)/2 (bzw. n(n — 1)/2), wenn n die
Dimension von E ist. Wenn U € F ist und T die Identitét ist, so ist U = f/(T)(S) =
StB+ BS dann nach S auflésbar, wenn wir ein S mit BS = %U in S finden kénnen,
denn dann ist auch S'B = £(BS)" = £1U* = 1U. Falls B invertierbar ist, so ist
S = %B_lU die Losung. Falls T € GL(FE) beliebig ist, dann hat die Gleichung
U = f(T)(S) = S'BT + T'BS die Losung S = :B~1(T~1)'U, denn dann gilt
T'BS = iU und S'BT = sU'T~Y(B7')'BT = +£iU" = 1U. Falls also B injektiv
ist, d.h. b nicht degeneriert ist, oder dquivalent x = 0 < YV y : b(z,y) = 0, dann ist

Op(FE) eine Teilmannigfaltigkeit der Dimension
dim Oy (E) = ni —nn+1)/2=n(n—1)/2 fallsb syrr.lmetrisch is‘? .
n® —n(n—1)/2=n(n+1)/2 falls b schief-symmetrisch ist.

Man beachte, daB fiir invertierbares B und T' € Oy(E) automatisch det(T") = +1
gilt, denn 0 # det(B) = det(T*BT) = det(T)? det(B).

26 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



4. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 4.6

4.5 Der symmetrische Fall, O(n,k)

Im symmetrischen Fall konnen wir nach dem Spektralsatz (Hauptachsentransfor-
mation) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren e; mit zugehérigen Eigenwerten

A; € R fur B finden. Es ist dann
Bz) =Y Az, e)e;
J

und somit
b(w,y) = (Bx,y) = Y _ Aj(w,¢;)(y, ¢;)
J

Da Ker(B) = {0} vorausgesetzt ist, miissen alle Eigenwerte A; # 0 sein, und somit
sieht b in der Orthogonalbasis f; := \/|)\j|e; wie folgt aus

ba,y) =Y aly/ = Y aly,

A; >0 A;<0
wobei @7 := (z, f;) die Koordinaten von z beziiglich der Basis (f;) bezeichnet.

Man nennt so ein b auch PSEUDOEUKLIDISCHES PRODUKT. Solche sind fiir die
Relativitiatstheorie von Bedeutung. Beachte, dafi es Vektoren x # 0 gibt, welche
Norm b(z,z) = 0 haben und auch solche mit negativer Norm. Man nennt die mit
verschwindender Norm LICHTARTIG, d.h. 37, (27)? = 37, (#7)? (dies beschreibt
einen “Kegel”), und die mit positiver Norm RAUMARTIG und die mit negativer
Norm ZEITARTIG. Betrachte z.B. die Form

((z1,22,23), (y1,Y2,Y3)) = T1y1 + T2Y2 — T3Y3.

Dann sind die Vektoren im Inneren des Doppelkegels mit der x3-Achse die zeitar-
tigen, die im Aufleren die raumartigen und die am Doppelkegel die lichtartigen.

Die Gruppe Oy(FE) hiingt also bis auf Isomorphie nur von der Signatur, d.h. der
Anzahl k der negativen Eigenwerte von b, ab und wird daher auch mit O(n, k)
(und z.T. auch mit O(n — k, k)) bezeichnet, wobei n = dim(FE) ist. Man beachte,
daB O(n,k) = O(n,n — k) ist (ersetze dazu b durch —b). Die offene Untergruppe
SL(n) N O(n, k) wird mit SO(n, k) bezeichnet. Die O(4,1) wird (in der Physik)
auch als die LORENTZ-GRUPPE bezeichnet.

4.6 Der schiefsymmetrische Fall, Sp(2n)

Im schiefsymmetrischen Fall kénnen wir eine Normalform wie folgt finden. Sei dazu b
eine nichtdegenerierte schiefsymmetrische Bilinearform, eine sogenannte SYMPLEK-
TISCHE FORM. Diese sind fiir die klassischen Mechanik von Bedeutung (siehe Ab-
schnitt [68, 45]). Fiir eine Teilmenge A C E bezeichnen wir mit

At ={zcE:2 LyVyc A}

das ORTHOGONALE KOMPLEMENT. Wobei L y heifit, da8 b(z,y) = 0 ist. Da b
schiefsymmetrisch ist, ist « L z fiir alle z. Fiir jeden Teilraum F gilt dim F =
dim F + dim F* (in der Tat: i* 0o b : E — E* — F* ist surjektiv, wobei i : F — F
die Inklusion bezeichnet, denn b : E — E* ist nach Voraussetzung bijektiv, und
i* : E* — F* ist klarerweise surjektiv (wéhle ein linksinverses p zu i, dann gilt
i* o p* = id) und somit ist dim F' = dim(Ker) + dim(Bild) = dim(F~) + dim(F)).
Beachte fiir Teilriume A und B die Gleichungen At = A (& A C A'L und
Dimensionsgriinden), sowie (A+B)+ = AtNB* (trivial) und schlieflich A+ +B+ =
(At + BLHYL = (At N B = (AnB)L.
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Eine Teilmenge A C F heifit 1SOTROP, falls A C AL, d.h. b|s4xa = 0. Es sei F so
eine maximale isotrope Teilmenge. Fiir solche gilt ' = F*, denn andernfalls kénnen
wir ein y € F+ \ F zu F hinzufiigen und erhalten eine gréfere isotrope Teilmenge
F U {y}. Wegen der Bilinearitit von b ist A+ ein Teilraum fiir jede Teilmenge
A C E und somit auch ' = F*, ein sogenannter LAGRANGE TEILRAUM). Fiir
diese ist folglich dim F = dim F + dim F+ = 2dim F, also folgt aus der Existenz
von Lagrange Teilrdumen, dafl F geradedimensional sein muf.

Wir wihlen nun einen Lagrange Teilraum F' und dazu einen komplementéren La-
grange Teilraum F’. Das ist méglich, denn wenn fiir einen isotropen Teilraum G
mit GNF = {0} noch G+ F C E gilt, dann ist Gt + F = G+ + F+ = (GNF)*+ =
{0}+ = E D G+ F und somit kénnen wir ein y € G+ \ (G + F) wiihlen. Es ist dann
G1 := Ry + G ein groflerer isotroper Teilraum mit Gy N F = {0}. Esseid' : F/ — F
die Inklusion. Dann ist i* oboi’ : F' < F =+ E* — F* injektiv, denn der Kern von
i*obist F- = F und FN F’' = {0}, und somit aus Dimensionsgriinden ein Isomor-
phismus. Wir behaupten, dafl der induzierte Isomorphismus £ = F' x F =2 F* X F
die symplektische Form b in die Form (yf,y1;v5,y2) — vi(y2) — y5(y1) iibersetzt.
Sei also x; =y} +y; mit y; € F' und y; € F'. Da I und F’ isotrop sind, ist dann
b(w1,m2) = b(y1,y2) + b(y1,y5) = b(y1,y2) — b(ys, y1). Mit yj := (i* o boi')(y)) ist
b(y1,y2) = b(i'yy,iya) = b(i'y1)(iy2) = (" 0 boi’)(y1)(y2) = yi(y2) und somit ist
b(x1, x2) = yi (y2) — v5(y1)-

Wihlen wir nun in F' eine Basis (e;)k<j<2r (mit 2k = n := dim E) und in F* die
duale Basis (e7);>y. Mit (e; := e}, ;)j<k bezeichnen wir die entsprechende Basis in
F’, also i* o boi : €; ek+7. Dann ist (ej)j<2k=n eine Basis von E, die jener von
F* x F entspricht, und weiters ist y*(y) = Zj>k y;y’, wobei y; die Koordinaten von
y* € F* bzgl. ¢/ und 37 jene von y € F bazgl. e; bezeichnet. Also ist die STANDARD
SYMPLEKTISCHE FORM AM R2*

e ok , 0 —idg
b(x1,x2) ;x Tl T — ] x%*@]xl,:ng), mit J = (idk 0 >
i<

Die entsprechende Gruppe wird mit Sp(2k) bezeichnet, und heifit REELLE SYM-
PLEKTISCHE GRUPPE. Da Sp(n) fiir ungerades n nicht existiert, wird Sp(2k) in der
Literatur bisweilen auch als Sp(k) bezeichnet!

4.7 Spiegelungen

Wir wollen nun spezielle Abbildungen T' € O, (F) fiir symmetrische und schiefsym-
metrische b beschreiben, und zwar solche, die eine Hyperebene als Fixpunktmenge
{x € E : Tx = z} besitzen. Sei F diese Hyperebene und 0 # y € F*, dh.
F = {y}t. Sei y ¢ F mit b(y/,y) = 1 (moglich, da b(y',y) =0 =19y € {y}+ = F),
dann 148t sich jedes © € E als ¢ = b(x,y)y’ + (x — b(z,y)y’) schreiben, und
blx — b(z,y)y',y) = 0, d.h. © — b(z,y)y’ € F. Das gesuchte T muf} also folgende
Gestalt haben:

T(x) = bz, y)T(Y') + (x = b(z,y)y") = x + bz, y)(T(Y') —y') = = + bz, y)y"
Damit T die Form b erhélt, muf3
b(z1,x2) = b(T(21), T(22)) = b(z1 + b(x1,9)y", w2 + b(22,y)y") =
= b(x1,22) + b(x1,y)b(y", x2) + b(x2,y)b(x1,y") + b(a1,y)b(x2, )by, y")

gelten, d.h. b(zl, Y)b(y", x2) +b(xa, y)b(x1,y") +b(x1,y)b(x2,y)b(y",y") = 0. Wenn
wir zo = gy’ setzen und z; L y wihlen, dann folgt b(x1,y"”) = 0 also ist y”
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{y}*+ = Ry. Sei also y” = Ay (mit A\ # 0, da T nicht die Identitiit sein kann).
Dann ist
0 = Ab(21,9)b(y, T2) + Ab(22, y)b(21,y) + b(x1,y)b(x2, y)\b(y, )
= Ab(z1,9)b(x2,y)(£1 + 1 + Ab(y, y))
fiir alle 1 und x2 genau dann, wenn 1+ Ab(y,y) = F1 (wihle dazu z1 = z9 :=¢’).
Im symmetrischen Fall ist dies dquivalent zu Ab(y,y) = —2 (also b(y,y) # 0 und

A= —%) ist und im schiefsymmetrischen ist es immer erfiillt.

Die T € Oy(E) mit einer Hyperebene F' = {y}* als Fixpunktmenge sind also genau

5(y.y) Y

() z — 2b@w) mit b(y,y) # 0 im symmetrischen Fall,
x) =
x4+ Ao(z,y)y mit 0 # X € R im schiefsymmetrischen Fall.

Diese T heiflen auch SPIEGELUNGEN, in Analogie zum Fall, wo b eine euklidische

Metrik ist.
M T(x) 2Ab(X,y)y X

Im symplektischen Fall ist jede Spiegelung orientierungserhaltend, denn T'(y') =
y + Ay liegt auf der gleichen Seite von F wie 3’ und somit ist (lg /\1y> die
Komponentendarstellung von T bzgl. der Zerlegung £ = F @ Ky’ = F x K, und
im symmetrischen Fall orientierungsvertauschend, denn T'(y) = y — 2y = —y und
somit ist id 0

0 -1
FoKy~F xK.

) die Komponentendarstellung von T' bzgl. der Zerlegung E =

Es 148t sich fiir  # 2’ mit b(z,z) = b(a’,2’) genau eine Spiegelung T' finden mit
Tz =2/, wenn b(z, ") # b(z, z) ist, denn ' = x + Ab(x, y)y gilt genau dann, wenn
y = p(2’ —2) mit 1 = A\p2b(x, 2’ —2) = \u?(b(z, 2') — b(x, z)) gilt. Diese Abbildung
T 148t (z' —z)* fix. Im symmetrischen Fall ist dann A\b(y,y) = Au?b(z' —z, 2" —2) =
—2. Beachte, daf fiir positiv definites b wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
die Situation b(x,z’) = b(z,z) nicht eintreten kann. Im symplektischen Fall ist
b(x,x) =0 =b(z,2') immer erfiillt.

Proposition.
Fiir jede (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Bilinearform b : Ex E — R wird
die Gruppe Oy(E) von den Spiegelungen erzeugt.

Man kann zeigen, dafl im symmetrischen Fall n = dim F viele Spiegelungen geniigen
und im symplektischen sind mindestens n + 1 notwendig (siehe [24, Sur les Groups
Classique, Hermann, Paris 1967]).

Beweis. Im symmetrischen Fall wéhlen wir eine Orthonormalbasis von E (d.h.
b(ei,e;) = 0 und b(e;,e;) = +1) Die Bilder €] := T'(e;) sind dann ebenfalls eine
Orthonormalbasis. Wir zeigen nun mit Induktion, da8 T bis auf Zusammensetzung
mit Spiegelungen die Menge {ey,...,ex} fix la8t:

In der Tat, wenn T nach Induktionsannahme die Menge {ej,...,ex_1} fix 1a8t,
und b(eg, e),) # b(er, ex) ist, dann bildet die Spiegelung S am orthogonalen Kom-
plement zu e) — e den Vektor e auf e} ab und laBt (e}, — ex)t 2 (e})t N
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(ex)t 2 {e1,...,er_1} fix, also laBt ST sogar {ei,...,ex} fix. Ist anderer-
seits b(ey,e),) = b(ek,er), dann spiegeln wir zuerst am orthogonalen Komple-
ment zu ey (mit b(eg,ex) = £1 # 0) und danach an jenem zu e}, + e (mit
bler + e}, ex + €},) = 2(b(ex, ex) + b(ex, e})) = 4b(ex, ex) # 0). Diese Spiegelungen
lassen (ex)t N (ex + €},)t D {e1,...,ex—1} invariant und ihre Zusammensetzung
bildet e; auf —e, und weiter auf e ab, also ldB8t 7' bis auf diese Spiegelungen
{e1,..., e} invariant.

Im symplektischen Fall beweisen wir die Aussage mittels Induktion nach j :=n —
dim F', wo F:= {z: Te = x}. Fiir j = 0ist T = id. Sei also j > 0. Fiir jedes y € E
ist b(y,z) = b(Ty,Tx) = b(Ty,z) fiir alle x € F, d.h. Ty —y € F*.

Falls b(T'y,y) # 0 fiir ein y € E ist (= y ¢ F), dann existiert eine Spiegelung,
welche y auf Ty abbildet und die (Ty — y)*~ D F fix 1i8t. Bis auf diese Spiegelung
148t also T auch F & Ry fix.

Andernfalls ist b(Ty,y) = 0 fiir alle y. Sei vorerst F'N F+ # {0}. Dann wihlen wir
ein 0 #x € FNF* und ein y € E mit b(y,z) = 1 (geht wie in der Beschreibung von
Spiegelungen). Es gilt dann y ¢ F, da 2 € F+. Weiters ist b(Ty,z) = b(Ty, Tx) =
b(y,x) = 1 und somit existieren Spiegelungen die y auf x + y, bzw. Ty auf z + y
abbilden (denn b(y,x + y) = b(y,x) # 0 und b(Ty,z + y) = b(Ty,x) # 0), und
(x+y—y)tN(x+y—Ty)* D F fix lassen. Also laBt T bis auf diese Spiegelungen
F & Ry fix, und wir kénnen die Induktionsannahme anwenden.

Ist F = {0}, dann existiert ein z € E = F+ mit b(z,y) = 1 = b(z,Ty), denn
erginze (e; := y, e := T'y) zu einer Basis eines Lagrange Teilraums (beachte, daf§
der von {y, Ty} erzeugte Teilraum isotrop ist) und setze z := e! +e? in Termen der
dualen Basis (e?)¥_,. Nun verfahre wie gerade zuvor.

Ist schlieflich £ # {0} und F N F*+ = {0}, dann ist £ = F @ F* und b induziert
auf F* eine symplektische Form, denn fiir y' € F+ mit b(y',y) = 0V y € F* gilt
y' € (F+)* = F und somit 3’ = 0. Weiters 18t T € Oy(FE) den Raum F~ invariant,
denn b(Ty',y) = b(Ty', Ty) = b(y',y) = 0 fiir alley € F und ¢’ € F+. Da T|p. nur
0 als Fixpunkt hat, folgt aus dem vorigen Fall, dafl T'| 1 eine Zusammensetzung von

Spiegelungen lings Vektoren in F* ist. Solche Spiegelungen lassen aber F' = F++
fix und somit ist T auf ganz E die Zusammensetzung dieser Spiegelungen. O
Folgerung.

Es gilt Sp(2k) C SL(2k). O

4.8 Niedere Dimensionen

Die Elemente der Abelsch’en unter den folgenden Gruppen G werden wir gemeinsam
diagonalisieren. D.h. fiir jedes T' € G werden wir die Eigenwerte A1 und zugehérige
(von T unabhingige) Eigenvektoren ey bestimmen. Wenn A” die Diagonalmatrix
mit Eintragungen )\JTr und AT ist, und U die Matrix mit Spalten e, und e_ ist,
dh. U(e;) =ey und U(eg) =e_, dannist T-U =U - AT, dh. U™L-T-U = AT.
Die Konjugation mit U bildet also die Gruppe G isomorph auf eine Gruppe von
Diagonalmatrizen in SL¢(2) ab.
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(1) a®>+c =1 (bler,e1) =1)

b 2) PP+d®=1 (bleg,e)=1)

denn ( d) € S0(2) & (3) ab+ed=0 (bler,es) =0)
(4) ad—bc=1 (det=1)

Dann folgt

d-(3)—b-(4): —b=c(d>+b*) =c,

b-3)+d-(4): d=al*+d*) =a
und somit a? + b? = 1. Kiirzer folgt das alles auch aus der Matrizengleichung
BT = (T*)71B, mit B = id.
Die Eigenwerte von T sind Ay = a4 b mit zugehorigen Eigenvektoren e = (1, £1).
Also bildet die Konjugation mit U = (1» 14) die Gruppe SO(2) isomorph auf die

1 —1

Diagonalmatrizen mit konjugiert komplexen Eintragungen vom Betrag 1 ab.
L(1 —i\ (a b\ (1 1Y _(fa+ib 0
2\1 1 -b a i —i) 0 a—1ib
SO(2,1) = {(Z z) ca,beR, a2 — b2 = 1} =

~ {(3 1%) :AGR\{O}} >~ R\ {0},

Analog wie bei der SO(2) folgt die erste Gleichung aus der Matrizengleichung mit

B = ((1) 91). Der erste Isomorphismus ist dann analog durch Konjugation mit der

Matrix U = ({ ;) der Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay := a + b gegeben.
Konjugieren mit U liefert

() B O R CHY S G R

mit (@ +b)(a —b) = 1.

SL(2) = {(i Z) ta,b,c,d € R, ad—bc=1} =
b
a

-{(

wobei der Isomorphismus durch Konjugation mit U := (i 7') geben ist, siehe [68,
34.5] und [68, 72.62], denn

(a b>:U—1.<O‘1+m2 51—1-2',6’2)_[]:(&1—1—61 a2—62>

ta,beC, |(12—b|2:1}7

c d B1—iB2 a1 —ian —ay — P2 a1 —

a+d b

—c a—d b+c
2 , Qg = 2 aﬁl_ 2 752__

2

= o =

Beachte daf die Quadrik {(a,b) € C? : |al? — |b|? = 1} vermdge (a,b) — (i%,b) =

la]’
a : « . » ol . . . .. .
( o b) diffeomorph zum “Zylinder” S* x C ist. Allerdings sieht die induzierte

Gruppenstruktur auf S' x C sehr kompliziert aus.
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e

Sp(2) = SL(2),
denn (CCL Z) € Sp(2) &

(0 3)=0 )0 9) (o)l o)

Sad—bec=1

—_

SO(3) = PSU(2) = PS3, wobei PG := G/Z(G) fiir jede Gruppe G und Z(G) :=
{9€G:VheG:g-h=h-g}das Zentrum von G bezeichnet. Jede Einheitsquater-
nione ¢ = a + ib + jc + kd (siche [68, 14.16]) wirkt orthogonal auf R* = H durch
Konjugation und 148t die Zerlegung R x R? invariant, denn ¢~ -1.-¢ = e =1
und

it paP=(tpa) @ p ) =7

=q P -a=IpP

also wirkt sie als Drehung am R3 = {0} x R3 C H. Der Kern dieses Gruppenho-
momorphismuses H 2 % — SO(3) ist offensichtlich Z(S3) = Z(H) N $3 = {£1}.
Damit ist $* — PS?% := §3/Z(S%) eine (Gruppen-)Uberlagerung (siche [68, 24.19))
und folglich PS? eine kompakte 3-dimensionale Lie-Gruppe die somit in SO(3) offen
eingebettet ist. Da SO(3) zusammenhingend ist, folgt SO(3) = S3/Z(S3) = PS3.

Geometrisch haben wir das in [68, 1.3] auch so gesehen: Eine Drehung ist durch
Drehachse und Drehwinkel festgelegt, also durch einen Vektor u € D3 welcher der
Drehung mit der Achse u/|u| € S? und dem Drehwinkel 7|u| € [, 7]/~ = S*
entspricht. Also erhalten wir eine 2-blittrige Uberlagerung S% — S3/~ = D%/~ =
SO(3) auch aus folgendem Diagramm

¢ pg

2l

id xei™-

S2 x [-1,1] S2 x St
D3—»D3/N> »SO(S)’

wobei die linke vertikale Abbildung durch (z,t) — tz, die rechte durch (v, p) —
“Drehung um v mit Winkel ¢” gegeben sind und ~ die von v ~ —v fiir v € S?
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4. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 5.2

erzeugte Aquivalenzrelation ist, siche dazu auch [68, 24.40]. Allerdings erhalten wir
so nicht die Homomorphie-Eigenschaft von S% — SO(3).

Beachte, dafl das Zentrum Z(SU(2)) von SU(2) durch {£id} gegeben ist und somit
PSU(2) := SU(2)/Z(SU(2)) = S3/Z, ist.

SO (3,1) = PSL(2) wird analog wie fiir SO(3) = PS® gezeigt. Fiir Details dazu
siche ebenso [68, 24.40]. Beachte, daf das Zentrum Z(SL(2)) von SL(2) durch
{£id} gegeben ist.

5. Glatte Abbildungen

Um verschiedene Mannigfaltigkeiten miteinander in Beziehung zu setzen, ben6tigen
wir natiirlich auch den Begriff der glatten Abbildungen zwischen ihnen und den
geben wir jetzt.

5.1 Definition (glatte Abbildung)

Sei f: M — N eine Abbildung zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M C R™
und N C R".

Die Abbildung f heifit GLATT (C'*) :< lokal 148t sie sich zu einer glatten Abbildung
f:R™ — R"™ erweitern, d.h.

VpeM3U(p) % R™3 f:U(p) = R™ glatt mitf|yrnv ) = flvnue)-
OIT.

Die konstante Abbildung, die Identitidt und die Zusammensetzung glatter Abbildun-
gen sind glatt: Seien f : M; — M sowie g : My — M3 glatt und f: Uy — R™ bzw.
g : Uy — R™3 lokale, glatte Fortsetzungen, dann ist (gOf) =gof: fﬁl(Ug) — R"
eine lokale, glatte Fortsetzung von g o f, also ist g o f glatt.

5.2 Beispiele glatter Abbildungen.

1. Fir die klassischen Liegruppen G aus Abschnitt ist die Multiplikation
mult : G x G — G glatt, denn fiir die offene Teilmenge GL(E) von L(E, E)
ist dies die Einschrinkung der bilinearen Abbildung (7,5) — T'S, und die
anderen klassischen Liegruppen G sind Teilmannigfaltigkeiten in GL(E).
Gleiches gilt fiir die Inversion inv : G — G, denn fiir GL(E) ist sie die
Losung der impliziten Gleichung mult(A4,inv(A)) = id, auf die der inverse
Funktionensatz anwendbar ist. Die Ableitung ist dabei durch

inv/(A)(B) = —A"'BA™!
gegeben.

2. Orthogonales-Komplement-nehmen L: G(k,n) — G(n — k,n) ist eine glat-
te Abbildung zwischen Grafmannmannigfaltigkeiten (siehe ) als Ein-
schrinkung der affinen, durch P — 1 — P gegeben Abbildung L(n,n) —
L(n,n) auf G(k,n) C L(n,n).

3. Die Bild-Abbildung Bild : V(k,n) — G(k,n) ist eine glatte Abbildung auf
der Stiefelmannigfaltigkeit (siche ), denn als Abbildung V(k,n) = {T €
L(k,n) : T'T = id} — G(k,n) C L(n,n) ist sie durch T — TT" gegeben:
Offensichtlich ist 77" die ortho-Projektion ((TT*)Y(TT') = TUT'TT! =
Tid T =TT mit BildT D BildTT* D BildTT*T = Bild T
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5.3 Lemma (Karten sind Diffeomorphismen).

Sei o : U — M eine lokale Parametrisierung der Mannigfaltigkeit M. Dann ist
@ ein lokaler Diffeomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢ glatt. Im Beweis der Richtung (1 = 4) von
Satz haben wir ¢ zu einem lokalen Diffeomorphismus ® : R™ x R*™™ — R"
erweitert. Aus der Bijektivitit von ¢ : U — M NV (ist Voraussetzung) folgt, dafl

et MOV U

als Abbildung existiert. Sie ist sogar glatt, denn lokal 1i8t sie sich zu der glatten
Abbildung ®~! erweitern. O

5.4 Lemma (Glatte Abbildungen).
Fiir eine stetige Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist glatt.

2. Fiir jede lokale Parametrisierung ¢ von M und jede lokale Parametrisierung
W von N gilt: Die Abbildung ¥~ o f o ¢ ist glatt wo sie definiert ist.

3. Fiir jedes p € M existiert eine lokale Parametrisierung @ von M um p und
existiert eine lokale Parametrisierung v um f(p), sodaf die Kartendarstel-
lung = o f o @ glatt ist.
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R™ R"

ytofop

Beweis. (1=2) Seien nun ¢ : Uy — Vi N M und ¢ : Uy — Vo N N lokale
Parametrisierungen. Die Abbildung ¢~! o f o ¢ ist genau fiir jene = € U; definiert,
welche f(p(z)) € Va erfiillen. Das ist aber die offene Menge Uy N (f o )~ 1(Va).
Obige Abbildung ist glatt, da sie nur aus glatten Funktionen zusammengesetzt ist.

(2=-3) Wenn die Aussage fiir alle lokalen Parametrisierungen gilt, dann erst recht
fiir eine spezielle.

(3=1) Zu zeigen ist, dafl f glatt ist. Dies ist eine lokale Eigenschaft, und lokal 148t
sich f folgendermaflen als Komposition von glatten Abbildungen darstellen:

f=vo@ofoplop™t. O
———

glatt nach (3)

6. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Unsere vorldufige Definition einer Mannigfaltigkeit ist nicht zufriedenstellend: Bish-
er verwendeten wir ganz wesentlich die Eigenschaften des umgebenden Raumes, der
mit dem Objekt, das wir beschreiben wollen, begrifflich nichts zu tun hat.

In diesen Abschnitt wollen wir nun den umgebenden Euklidischen Raum loswerden,
und kommen so zum Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit.

Die Relevanz dieses Ansatzes zeigen bereits folgende

6.1 Beispiele

(Siehe auch Abschnitt )
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1. Das Mobiusband entsteht “topologisch”, wenn man zwei Seiten eines Rechtecks
miteinander identifiziert und das Ganze mit der Quotiententopologie ver-
sieht. Denkt man sich dieses Gebilde im R3 realisiert und zerschneidet es
langs der Mittellinie, so entsteht bekanntlich ein mehrfach verdrehtes Band.
Fiihren wir dasselbe aber “topologisch” durch, entsteht ein einfaches, nicht
verdrehtes Band. Die beiden Figuren lassen sich aber im R® nicht stetig
ineinander {iberfiihren, das geht erst im R* wie wir in gesehen haben.

2. Der “Klein’schen Flasche” oder vor allem der “projektiven Ebene” sieht man
gar nicht ohne weiteres an, in welchen R™ sie “passen”, in den R? jedenfalls
nicht.

Wir erweitern nun die Definition von Teilmannigfaltigkeiten des R™ zu einer solchen
fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

6.2 Definition (Abstrakte Mannigfaltigkeit)

Sei X eine beliebige Menge. Eine KARTE (oder auch LOKALE PARAMETRISIERUNG)
von X ist eine injektive Abbildung ¢ : R™ O U — X, definiert auf einer offenen
Menge U C R™.

Zwei Karten @1, o heiflen C°°-KOMPATIBEL oder VERTRAGLICH, falls der KARTEN-
WECHSEL

w3t o w1 o1 (92(Ua)) = 93 (1 (Uh))

ein Diffeomorphismus offener Mengen ist. Die Idee dahinter ist, daf jede Karte ¢
glatt sein soll, und nach sollte dazu 5 Loy dort wo es definiert ist glatt sein.

e,

/A
TR

Ein C*°-ATLAS einer Menge X ist eine Familie C'°°-kompatibler Karten, deren
Bilder ganz X {iberdecken. Zwei C°°-Atlanten heiffen AQUIVALENT, wenn alle ihre
Karten miteinander C*°-kompatibel sind.

Eine ABSTRAKTE C°°-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Menge zusammen mit einer
Aquivalenzklasse glatter Atlanten.

6.3 Definition (Topologie einer Mannigfaltigkeit)

Auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit erhédlt man die finale TOPOLOGIE beziiglich

der Karten indem man definiert:
U C X heifit offen :< =1 (U) ist offen im R™ fiir jede Karte des Atlas.

Die Karten ¢ : U — ¢(U) C M werden dann zu Homéomorphismen. Denn stetig
sind sie nach Konstruktion der Topologie auf M und falls U; C U offen ist, so ist
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es auch p(U;) C M denn v~ (p(Uy)) = (¢! o)=L (Uy) ist das Bild unter dem
Homé&omorphismus ¢~ o 9.

Man verlangt nun {iblicherweise, dafl diese Topologie HAUSDORFF ist, d.h.: je zwei
disjunkte Punkte lassen sich durch disjunkte offene Umgebungen trennen, denn
Eindeutigkeit von Limiten ist fiir die Analysis von zentraler Bedeutung und fiir die
meisten (aber keineswegs alle, siche z.B. [68, 30.15]) in den Anwendungen auftre-
tenden Mannigfaltigkeiten ist sie es.

Die folgende Proposition zeigt, dafl diese Definition wirklich eine Erweiterung von
Definition ist.

6.4 Proposition.
Jede C° - Teilmannigfaltigkeit M eines R™ ist in natirlicher Weise eine C'*°-Mannig-
faltigkeit und ihre Topologie ist die Teilraumtopologie.

Beweis. Einen Atlas auf M erhilt man aus allen lokalen injektiven Parametrisierun-
gen mittels . Die Kartenwechsel sind dann glatt nach und die Topologie
von M ist die induzierte Topologie des umgebenden R™, da die Parametrisierungen
lokal Einbettungen sind, siche den Beweis von . O

6.5 Proposition (Maximaler Atlas).

Sei A ein C*°-Atlas fir M, dann ist
Amax = {p : ¢ Karte fir M und ¢ vertriglich mit allen ¢ € A}

der eindeutig bestimmte mazimale Atlas, der A umfaft.

Beweis. Wir zeigen zuerst Ap,.x ist ein C*°-Atlas: Seien ¢, ¥ € Apax, dann ist
zu zeigen, dafl ¢! o1 glatt ist. Sei x € 1~ 1(Bild ) also ¥(x) € Bild ¢ N Bild 1.
Da A ein Atlas ist, folgt die Existenz eines x € A mit ¢(z) € Bildx. Somit
ist o loxyox toy = (x"toyp)to(x o) lokal um z definiert. Die beiden
geklammerten Teile sind laut Definition von Ayax glatt und folglich ist auch ¢~ o)
glatt.

Sei nun B ein C*°-Atlas, der A umfafit, dann ist z.z.: B C Ap.x. Sei ¢ € B, dann
ist ¢ vertréglich mit allen ¢» € B. Da B D A, ist ¢ vertréglich mit allen ¢ € A, also
ist nach Konstruktion ¢ € A ax. O

6.6 Mannigfaltigkeiten via Kartenwechsel

Die folgenden Uberlegungen zeigen, daff die Kartenwechsel, also eine Familie von
lokalen Abbildungen R™ — R™ schon die ganze Information iiber M enthalten.
Sei dazu {gap : @, 8 € A} eine Familie von Diffeomorphismen offener Teilmengen
endlichdimensionaler Vektorrdume, sodaf3 g;BI = ga Und gap © gy C gay gilt (Das
sind offensichtlich Eigenschaften von Kartenwechseln). Es sei U, := Dom g4, und
wir definieren eine Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung U, U =
Uafa} x Uy durch: (a,z) ~ (B,y) < gap(y) = . Dies ist in der Tat eine
Aquivalenzrelation:

Reflexivitit: Esist goo = idy,, denn aus g, = guoo folgt Bild gae = Dom goa =
U, und aus gaa © gaa C Jao folgt, da go. als Diffeomorphismus injektiv ist,
Joo = id. Somit ist (e, z) ~ (a, x).

Symmetrie: Es sei (a,z) ~ (8,y) also z = ¢gap(y), dh. y = g;é () = gga(x), also
B,y) ~ (a,z).
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Transitivitidt: Es sei (o, z) ~ (8,y) ~ (7,2), also gas(y) = x und gs,(z) = .
Somit ist ga~(2) = (gas © 98+)(2) = gap(y) = x, also z ~ z.

Nun sei M := <|_|aeA U(X)/N und g, : Uy = M durch = — [(a,z)]~ definiert.
Dann ist g, injektiv, denn aus (a, z) ~ (o, y) folgt = gaa(y) = y.

Aus idy, = gaa 2 GaB © Ysa = gﬁ_; © gga = idpom g4, folgt Dom(gsa) € U, und
gsa(Dom(gpa)) = Dom(gas) € Us.

Weiters sind die Kartenwechsel ggl 0 go durch y = (g[;1 °ga)(z) & 95(y) = ga(x)
S (a,x) ~ (B,y) © = = gup(y) © ¥y = gpa(r) gegeben. Somit ist M eine C'°-
Mannigfaltigkeit und Kartenwechselabbildungen gg, = ggl 0 Go-

6.7 Definition (Topologische Mannigfaltigkeit)

FEin topologischer Raum M heifit TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIGKEIT :< es gibt
eine Familie von Hom6omorphismen zwischen offenen Teilmengen eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums und offenen Teilmengen von M, deren Bilder M iiberdecken.

Solche HomGomorphismen heiflen KARTEN von M. Und eine Familie von Karten,
deren Bilder M {iberdecken, heifit ATLAS.

Bemerkungen

1. Falls M eine topologische Mannigfaltigkeit und A ein Atlas fiir M ist, so
sind alle Kartenwechsel automatisch Homéomorphismen auf offenen Teilen
des R™. Man braucht also “nur” geniigend viele unter ihnen zu finden, so
daf die entsprechenden Kartenwechsel differenzierbar sind, um einen glatten
Teilatlas zu erhalten, und somit M als glatte Mannigfaltigkeit zu erkennen.

2. Nicht jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt aber einen C'*°-Atlas. Das
erste Beispiel [57] war 10-dimensional. Heute ist 4 die niedrigste Dimension,
fiir die es ein Beispiel gibt.

Wir wollen nun unseren Differenzierbarkeitsbegriff fiir Abbildungen zwischen Teil-
mannigfaltigkeiten auf abstrakte Mannigfaltigkeiten iibertragen. Das Lemma
legt folgende Definition nahe:

6.8 Definition (Glatte Abbildung)

Seien (M, A) und (N, B) zwei C*°-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f: M — N
heiflit GLATT & f ist stetig, und fiir jeden Punkt x € M existieren Karten ¢ €
A und ¢ € B, sodal € Bildy, f(z) € Bild¢ und die KARTENDARSTELLUNG
1™l o foy von f glatt ist. Das gilt dann ebenso fiir beliebige Karten ¢ € A und
Y € B.
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Insbesonders ist die Identitét id : (M, A) — (M, B) genau dann ein Diffeomorphis-
mus, wenn die beiden Atlanten A und B dquivalent sind.

6.9 Bemerkungen

1. Die Stetigkeit von f setzt man voraus, damit die Kartendarstellung auf einer

offenen Menge definiert ist.

. Da der Kartenwechsel glatt ist, geniigt es, obige Eigenschaft bei jedem x fiir
eine Karte aus A und fiir eine aus B um f(z) zu fordern, sie iibertrigt sich
dann auf auf alle Karten.

. Wenn man R als topologische Mannigfaltigkeit auffalt, lassen sich sehr leicht
zwei C°°-Strukturen angeben: A; := {id : R — R}, und Az := {¢(x) = 23 :
R — R}. Diese sind nicht vertriglich, da ¢~!oid : # — ¥ nicht glatt
ist (denn £ (/) existiert nicht bei 0), definieren also zwei verschiedene
C°°-Mannigfaltigkeitsstrukture auf R. Allerdings sind die beiden Strukturen

diffeomorph, also doch gewissermaflen gleich:

R A R hier Mannigfaltigkeiten
@T idT
R _d, R hier Vektorraume

Die Abbildung f = /z ist ein Diffeomorphismus: f, f~! sind bijektiv und
klarerweise stetig. Ebenso ist f glatt, da (id ' ofop)(z) = f(23) = Va3 =«
glatt ist. Analog ist f~! glatt, da (¢~ ' o f~loid)(x) = o~} (23) = x glatt
ist.

. Ab dim M = 4 gilt nicht mehr allgemein, daf§ zwei C'°-Atlanten einer topol-
ogischen Mannigfaltigkeit bis auf Diffeomorphismus gleich sind. Fiir Dimen-
sion kleiner als 4 wurde es hingegen in [91] gezeigt. Nach [84] trigt zum
Beispiel die S” mindestens 15 nicht diffeomorphe C>°-Strukturen; die S3!
mehr als 16 - 105. Genauer gilt:

dim=n |7 |89 |10 |11 |12 |13 |14 | 15 |16 |17 |18

Strukturen auf S™ [28 |2 (8 |6 (992 |1 |3 |2 [16256 |2 |16 |16

Fir R™, n # 4 gibt es genau eine glatte Struktur. Fiir n > 4 wurde das
in [105] bewiesen. Ganz iiberraschend konnte Kirby 1982 beweisen, daf} fiir
den R* eine exotische C*°-Struktur existiert. In [107] wurde gezeigt, daf es
sogar iiberabzahlbar viele gibt.
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5. Die Klasse der C'°°-Abbildungen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten bilden
eine KATEGORIE. Dabei versteht man unter einer Kategorie eine Klasse
von Riaumen (Objekten) und Abbildungen (Morphismen), sodal zu jedem
Objekt die Identitét ein Morphismus und die Zusammensetzung von Mor-
phismen wieder ein solcher ist. Es ist also fiir drei C'*°-Mannigfaltigkeiten
M, N, P und glatte Abbildungen f: M — N und g : N — P zu zeigen:

a) go f: M — P ist glatt.
b)id : M — M ist glatt.

6.10 Lemma (Offene Teilmannigfaltigkeit).

Sei (M, A) eine C*®-Mannigfaltigkeit, und U offen in M. Dann ist U in natirlicher
Weise eine C°°-Mannigfaltigkeit. Ein Atlas auf U ist durch die Einschrinkungen
von Karten von M gegeben und die Topologie dieser Mannigfaltigkeit ist die Spur-
topologie von M.

Beweis. Klarerweise ist Es ist Ay := {p|,-1(v) : ¢ € A} ein C*°-Atlas fiir U, denn
die Kartenwechsel

(Wlp—111)) " o @lo-1wry = W 0 @)1
sind als Einschrinkungen von C'*°-Funktionen selbst C'°°. Die Topologie der Man-
nigfaltigkeit U ist die Spurtopologie, denn eine Menge W C U ist genau dann in
der Mannigfaltigkeit U offen, wenn (p|,—1()) 1 (W) = ¢~ H(W) C ¢~ *(U) offen
ist fur alle Karten . O

6.11 Bemerkungen

1. Es ist also sinnvoll, von C'*°-Abbildungen zu sprechen, die nur auf offenen
Teilmengen einer C'*°-Mannigfaltigkeit definiert sind.

2. Die Karten ¢ einer C'°°-Mannigfaltigkeit sind Diffeomorphismen
@ :R™ D Domp — Bildy C M.
off. off.

Insbesonders besteht A . aus all jenen Karten ¢, die Diffeomorphismen auf ihr
Bild sind, d.h. ¢! o ¢ ist ein Diffeomorphismus offener Mengen fiir alle Karten

e A

6.12 Beispiele von Atlanten

1. 8" = {z € R™! : [g| = 1}

Wir konstruieren Karten durch radial-Projektionen auf die Tangentialebenen ( “Ra-
dialprojektion”).

a+v=Ax mit (av)=0 =

=z vi=(r,a)  r—a, v 2= (a+v) latuTh
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Eine Karte fiir eine Umgebung von « ist also
Yo R"=at 5 {2€8": (2,0) >0} C M
¢a(v) i = (a+v)-|(a+v)™
i) = (ma) s —a
Die Menge {p, : @ € S} bildet einen C'*°-Atlas fir S™. Allerdings tiberdecken auch
die Bilder der Karten ¢4, fiir i = 1....n + 1 die S™. Da sowohl ¢, als auch ¢!

glatt auf einer offenen Umgebung im R"*? sind, sind klarerweise alle Kartenwechsel
glatt.

2. Der Atlas der stereographischen Projektion fiir S™ hat als Karten v, mit o« € S™:

1pa:{oﬁ‘—hS’"\{Oc}

v at20w—a)- (JuF+1)7t

mit der Umkehrabbildung

el (@) = (@ — (z,0) @) - (1= (z,0)) 7"

Die Karte v, ist fiir S™\{a} definiert. Fiir einen Kartenwechsel geniigt es also, noch
eine Karte fiir « zu finden, etwa 1_,. Den Kartenwechsel fiir diese beiden Karten
erhilt man aus elementaren geometrischen Uberlegungen: Es seien v und v* die
Bilder von x unter ¢! und 1~ . Die Dreiecke (a, 2, —a) und (e, 0,v) haben zwei
gleiche Winkel, je einen rechten und jenen bei «, also sind sie &hnlich. Die Dreiecke
(0,v*, —) und (o, z, —) sind aus entsprechenden Griinden ebenfalls dhnlich.

z

p

k%

n/2-p
n/2-B- v

< e
=™ ™

AN

-p

Aus dem Strahlensatz erhilt man:

ol
1 |v*]

= [l = [T = (¥Iaoa)(v) =0T = v o7

3. Die naheliegende Frage, wie die beiden durch (1) und (2) gegebenen Strukturen
auf S™ zusammenpassen, ist so zu beantworten: Die Karten sind vertriglich (d.h.
erzeugen denselben maximalen Atlas), denn

etz (za) !t —a
Ygive B+2w—B)- (v +1)7t
B+2w—p)- (v +1)"

-1 . —
Pa Owﬁ-v'—)<5+2(U_6).(|,U|2+1)—1,a> «
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6.12 6. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN

ist eine — wenn auch komplizierte — C'*°-Funktion. Die Vertréglichkeit der Karten
kann auch daran erkannt werden, dafl die Karten als lokale Diffeomorphismen des
umgebenden Raums aufgefafit werden kénnen.

4. EINPUNKTKOMPAKTIFIZIERUNG des R":

Wir definieren auf R” := R™ U {co} einen Atlas durch o und x, diese sind
gegeben durch:

Xo * R" — RZO
Xo(z) =2
Xoo : R = R
Xoo(0) = 00 und yoo () = 2 - || 2 sonst.
Die Kartenwechsel x5! o Yoo und x3!' o xo von R\ {0} — R"\ {0} errechnen

sich als: x + z - |z|72. Dieser Kartenwechsel ist uns schon in (2), bei der Sphire,
begegnet.

Behauptung: RZ = S™ mittels f(oco) = e; und f(z) = ¢, (x). Es ist klar, dafl
f bijektiv ist. Bleibt zu zeigen, dafl sowohl f als auch f~! glatt ist. Die dafiir zu
untersuchenden Félle sind:
o o foxo=xo=idgm (0}
o Uil o foXe =Xy ©Xeo
e Y. ofoxo=xxoxXo
° 1/):;1 o f 0 Xoo = idgrn\ {0}
Dies sind alles Diffeomorphismen, also ist f ein Diffeomorphismus.
5. PROJEKTIVE RAUME
P" := { Geraden durch 0 im R"*} = (R"*1\ {0})/~
wobel  ~ y & 3 A € R\ {0}, sodal Az = y. Als Karten wihlt man etwa fiir
0<i1<n:
R™ — R* T — p"
. {(1/17--~,1/”)H (W' (CD)5y Ty

Das Vorzeichen ist dabei so gewihlt, dal P so orientiert wie moglich wird, siehe

27.24.3 |. Die ¢; gehen bijektiv von R™ nach {z € R**1\ {0} : 2*1 # 0}/ mit
Umkehrabbildung

—1)¢ ) ,
np;l N (AL | ( ) (2% .. 2t e,

:L:’L

Der Kartenwechsel berechnet sich folgendermaflen:
(0 o)y = ey (CD) Sy )]

= y (y 7"'7yi7(_l)i’yi+17'"7yj_17yj+1""’y/n/).

(O.B.d.A. j > i)

Das ist ein Diffeomorphismus (seines Definitionsbereiches) und fiir ungerades n
zusétzlich Orientierungs-erhaltend. Also ist P™ eine C°°-Mannigfaltigkeit. Ganz
analoges Vorgehen liefert P¢ (komplexe Geraden in C"*+1) mit dim PE = 2n und Py
mit dim P = 4n.

In hatten wir eine weitere Beschreibung der projektiven Rdume P als Graf-
mannmannigfaltigkeit G(1,n+1) C L(R" T R"*!) gegeben. Dabei hatten wir Ger-
aden durch 0 im R"*! mit den orthogonal-Projektionen auf sie identifiziert. Wir
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6. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 6.13

wollen nun zeigen, daf§ dies diffeomorphe Rdume beschreibt. Sei dazu @; : R" —
R\ {0} gegeben durch (y!,...,y") — (v*,...,v% (=)}, ¢ ... y™). Dann ist
0; = mo @;, wobei 7 : R"1\ {0} — P" := R""!/ ~ die kanonische Projektion
x + [z] bezeichnet. Fiir a,b € E := R"" sei a @ b € L(E, E) definiert durch
(a @ b)(x) := {a,z)b (Fiir eine Erkldrung dieser Notation siehe ) Dann ist
(a,b) — a ® b bilinear und (a ® b)! = b ® a, denn

((a®@b)z,y) = (a,z) - (by) = (z, (b ® a)y).
Weiters ist
(a1 (9 bl) o (az X bg) = (a1,b2> as X by i T +— (al,b2>(a2,x>b1.

Folglich ist P := a ® b # 0 genau dann eine ortho-Projektion, wenn a = b gewéhlt
werden kann, denn aus P? = P folgt {a,b) = 1, aus P = P! folgt |b|?a = P'(b) =
P(b) = (a,b)b = b und 0.B.d.A. ist |b| = 1. Die ortho-Projektionen P vom Rang
1 sind also genau jene der Gestalt P = a ® a mit |a] = 1. Die glatte Abbildung
a — a1 ®1a; ist somit eine surjektive glatte (da @ bilinear ist) Abbildung f : R\
{0} = G(1,n + 1) und faktorisiert zu einer glatten Bijektion f : P" — G(1,n + 1).
Lokal erhalten wir eine glatte (da P — P(a) linear ist) inverse Abbildung, indem
wir Projektionen P = b ® b mit |[b] = 1 nahe a ® a den Punkt n(P(a)) € P
zuordnen: Es ist némlich P(a) = (b, a)b und somit f(m(P(a))) = f(x(b)) = f(b) =
b® b = P. Umgekehrt ist w(f(b)(a)) = 7r(<‘l;’|%> b) = m(b). Also ist f der gesuchte
Diffeomorphismus.

Pi ‘T’_)\%\
R — s RnJrl \ {O} T gn

pr >G(1,n +1) —— LR} R

/

hy

6.13 Bemerkung

Zwischen projektiven Rdumen und Sphéren gibt es einige Beziehungen:
(1) Die projektive Gerade P! = S1.

Als Karten fiir die S* wihlen wir 1, := P(o,1) und Y_ 1= 19 _1), die stereographis-
chen Projektionen zu den Punkten (0,1) und (0, —1) (vgl. Bsp. |6.12]). Fiir den
Kartenwechsel erhalten wir:

1
(w(‘o,ﬂ) 0 Yo,-1))(x) = (l/f(_o’l,l) o o,1))(x) = z auf R\ {0}

Als Karten fiir P! ordnen wir jeder Ursprungsgeraden den Schnittpunkt mit den

Geraden y = 1 (bzw. & = 1) zu, siche | 6.12.5 |

. '{R—>IP1\[(O,1)] und .{R—HP’l\[(l,O)]
z s [(1,2)] T )z [(2,1)
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Mit der Karte ¢_ erhalten wir alle Klassen bis auf [(0,1)] (das entspricht der
y-Achse). Diesen Mangel behebt die Karte ¢, . Wir berechnen die Umkehrabbil-

dungen:

et @] = (1L D) 2

<pjrl P\ [(1,0)] — R mit
_ x
ot (@ y)) = =
Y
Nun zum Kartenwechsel:

(¢ op)@) = e el = 1 (7 o pa)@) = w2l (@ 1)) = .

jeweils auf R \ {0}. Sei f: P! — S! gegeben durch:

e { P_ o=t auf P\ [(0,1)]
| ¥y 0@t auf P\ [(1,0)].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da aus ¢~ oty = ¢=' o ¢, folgt, daB 9_

=t =, 0t auf PL\ {[(1,0)],[(0,1)]}. Sie ist aber auch ein Diffeomorphismus.
Dies miissen wir nur fiir Kartendarstellungen zeigen. Auf P! \ [(0,1)] ist wegen
f(Bildp_) = Bildt_ die Kartendarstellung 9 "' o fop_ =1~ toh_op top_ =id

ein Diffeomorphismus.
— 5!
—R
Analog fiir x € P\ [(1,0)].
Einfacher sieht man P! 2 S! auch mittels | 6.12.4 |

/\
\/

(2) P{ = 52: Geometrisch 1Bt sich das wie folgt veranschaulichen: Man parametri-
siert ]P’}C durch die eindeutigen Schnitte dieser komplexen Geraden durch 0 mit mit
der komplexen affinen Gerade g := {(z,1) : z € C} = R2. Nur die komplexe Gerade
h parallel zu g, d.h. h = {(2,0) : z € C} € P{, wird nicht erwischt. Jene Geraden,
die nahe bei h liegen, haben ihre Schnittpunkte weit draulen auf g. Also entspricht
der noch fehlenden Gerade h der Punkt oo in der Einpunktkompaktifizierung R2,

von R2. DaB R% und S? diffeomorph sind wissen wir aber (siehe Beispiel )

)

ot

%*)

7. Produkte und Summen von Mannigfaltigkeiten

Die einfachste Moglichkeit, aus Mannigfaltigkeiten neue zu basteln, ist die Bildung
von Produkten und Summen, die wir in diesen Abschnitt behandeln.
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7.1 Proposition (Produkte).
Fir i = 1,...,n sei (M;, A;) eine C™-Mannigfaltigkeit. Dann ist [[._, M; in
natiirlicher Weise eine C*-Mannigfaltigkeit. Der Atlas auf [[ M; ist gegeben durch

HAZ ::{gol X...X(anQDiGAZ’}.
i=1

Das Produkt [ [ M; hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder C°°-Mannigfaltig-
keit N und C*-Abbildungen f; : N — M, existiert eine eindeutige C*°-Abbildung
f =", - fn), sodaf pr;of = f;. Dabei bezeichnet pr; : [[ M; — M; die C>-
Abbildung (x*,...,2") — zt. Die universelle Eigenschaft kann auch durch folgendes
Diagramm ausgedriickt werden:

Mi pr; HZ Mi

fi 3y

N
Die auf [], M; induzierte Topologie ist gerade die Produkttopologie.

Beweis. Offensichtlich ist durch den Atlas [], A; induzierte Topologie gerade die
Produkttopologie, denn das Produkt von Hom&omorphismen ¢; ist ebenso ein Ho-
moomorphismus

Y1 X ... Xy :Dome; X ... x Domp, — Bildp; x ... x Bildy, C HMZ
Die Kartenwechsel

(1 X oo xPp) Fo (1 X oo X o) = (Pt o) X oo X (Ut o o).

sind als Produkte von Diffeomorphismen (1, 16 ;) selbst Diffeomorphismen, und
somit ist [[ M; eine C'*°-Mannigfaltigkeit.

Wir behaupten nun pr; : [[ M; — M; ist glatt.

Sei (z1,...,2") € [[ M; und ¢ x ... X @, eine Karte um diesen Punkt. Dann ist
; Karte um z*. Somit ist

@it opr;o(pr X ... X @) s RMIFEme R (b ™) ey o

eine lineare Projektion, also glatt. Seien f; € C°°(N,M;), dann ist f : x
(fi(x),..., fn(z)) die einzige Abbildung mit pr; of = f;. Diese ist C*°: Sei ¢ dazu
eine Karte von N, dann ist

(gplx...X(pn)_lofogo:
= (1" X ... x oo (fiog,..., faop)
=(p1'ofioe,....,0 " 0 faop).

Laut Vorraussetzungen sind die ¢; Lo f; 0 ¢ glatt (da die f; glatt sind), also auch
f- O

7.2 Beispiele von Produkten

1. Der Zylinder ist eine Teilmenge im R3, nimlich das kartesische Produkt aus
der S* und einen offenen Intervall I C R, also C°°-Mannigfaltigkeit.

2. Der n-dimensionale Torus im R2" entsteht durch das m-fache kartesische
Produkt der S' C R2:

S'x St x. xS =T[s" =" =1"
i=1

andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013 45



8.2 7. PRODUKTE UND SUMMEN VON MANNIGFALTIGKEITEN

Fir n = 2 ergibt sich der uns schon bekannte “Fahrradschlauch” (vgl. )7
allerdings als Teilmenge von R* anstelle von R3.

7.3 Proposition (Summen).

Seien (M;, A;) C°°-Mannigfaltigkeiten. Dann ist die disjunkte Vereinigung ||, M;
in natirlicher Weise eine C°-Mannigfaltigkeit. Ein Atlas A auf ||, M; ist gegeben
durch |J; A; (hier ist keine Beschrinkung der Indexmenge notig).

Zusdtzlich hat || M; folgende universelle Figenschaft: Zu jeder C*-Mannigfaltig-
keit N und fiir alle C*°-Abbildungen f; : M; — N ezistiert eine eindeutige glatte
Abbildung f mit

f=f: M = N, sodap flus, = £:.

Dies kann auch durch folgendes Diagramm ausgedriickt werden:

M, | |, M,

k\ A JIf

N

Beweis. Fiir o, € |J A; ist entweder ¢~ 1ot = () oder ein i existiert mit p,1 € A;
und somit ist 9~! o ¢ glatt. Offene Mengen in | | M; sind Vereinigungen offener
Mengen in M;. Die universellen Eigenschaft ist nun offensichtlich. O

8. Zerlegungen der Eins

Um aus lokalen Konstruktionen (wie sie z.B. in der Analysis behandelt werden)
auch globale zu erhalten benéGtigen wir eine Methode, diese lokal zu verkleben.
Wir brauchen dazu “Gewichts”-Funktionen, d.h. Funktionen, die nur lokal nicht
verschwinden, grofler oder gleich 0 sind und zusammen sich auf 1 summieren. Das
sind die sogenannten Partitionen der Eins, die wir in diesen Abschnitt behandeln.

8.1 Definition (Partition der Eins)

Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und I eine offene Uberdeckung von M. Eine U
unterordnete GLATTE PARTITION DER KEINS ist eine Menge F von glatten Abbil-
dungen M — {t € R : ¢ > 0} mit den Eigenschaften:

1. Die Familie {Trg(f) : f € F} ist eine Verfeinerung von U,
dh. ¥V feF IU;eUd: Trg(f) CU;.
Dabei ist Trg(f) der Abschlufl von {z : f(x) # 0}.
2. Die Familie {Trg(f) : f € F} ist lokal endlich,
dh. Vpe M 3U(p) sodaB {f € F: Trg(f) NU(p) # 0} endlich ist.

3. Yierf =1

8.2 Satz (Partition der Eins).
Sei X C R™ offen und sei U eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es eine
C*>°-Partition der Fins, die U untergeordnet ist.

Beweis. Beh.: X (und in der Tat jeder separable metrische Raum) ist LINDELOF,
d.h. jede offene Uberdgckung von X besitzt eine abzéhlbare Teiliiberdeckung.
Sei also U eine offene Uberdeckung von X. Es sei

Xo:={(r,2):0<reQezeQ"NnX,3VUelU :U.(z):={y:|ly—z| <r} CU}.

46 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



8. ZERLEGUNGEN DER EINS 8.2

Dann ist Xy abzihlbar und nach Definition existiert fiir jedes (r,z) € X, eine
Menge U, , € U mit U,(x) C U, . Wir kénnen durch Auswahl also eine Funktion
U: Xy — U, (r,z) — U,, definieren. Wir behaupten, dafi das Bild Uy := ¥(X)
von ¥ eine abzéhlbare Teiliiberdeckung zu U ist. Abzdhlbarkeit ist klar. Sei also
x € X beliebig. Da U eine Uberdeckung von X ist existiert ein U € U mit = € U.
Da U offen ist existiert ein § > 0 mit Us(z) C U. Sei r € Q mit 0 < 2r < 4. Da
Q"N X in X dicht liegt existiert ein 2o € Q™ N X mit d(zp, ) < r und somit ist
z € Up(zo) CUs(xz) CU, also z € Uy(xg) C Uy g, mit (r,z9) € Xo.

Beh.: Es gibt glatte Funktionen mit beliebig kleinem Triger.
Betrachten wir dazu die glatte Funktion A : R — R mit

1 ..
h(t) = e t>0 firt>0
0 firt <0

Wenn wir fiir 9 € R™ und r > 0 nun
eine glatte Funktion ¢ : R® — R durch
o(z) := h(r? — ||z —x0||?) definieren, dann
ist p(z) > 0 fiir alle z € R™ und
0= (@) = h(r? — |z - z0]|*) &
eri—|lz—z* <0z ¢ U (x0).

Das heifit also, der Trdger von ¢ ist
gegeben durch Trg p = {x : ||z —x0|| < r}.

Beh.: Es gibt eine abzihlbare lokal endliche Verfeinerung {W,, : n € N} von U.
Sei U die gegebene offene Uberdeckung von X. Zu jedem x € U € U wihlen wir ein
r > 0 mit U,(z) C U. Nach obigem wissen wir, daf} es ein ¢ € C*°(R",R) gibt mit

Ur(z) ={y : ¢(y) # 0} =: Us,.

Diese Mengen bilden eine Verfeinerung von /. Da X Lindeldf ist, existieren abzihlbar
viele Funktionen ¢1, ¢g,... s.d. {U,, : n € N} eine Uberdeckung von X und eine
Verfeinerung von U ist.

Diese mufl noch nicht lokal endlich sein, darum definieren wir W,, wie folgt:
W, = {x ton(x) > 0 A pi(z) < L fiir 1 §i<n} CU,,.

Es ist klar, daf die W, offen sind (durch stetige Ungleichung gegeben), und Teil-
mengen von U, sind.

Die W, bilden eine Uberdeckung von X, denn zu jedem z € X existiert ein mini-

males ng mit v, () > 0 und somit ist z € W,,.

Um zu beweisen, dafl {W,, : n € N} lokal endlich ist definieren wir eine offene
Umgebung um z:
U(z) = {y : ono(y) > 5¢n,(2)} -
Falls Wy N U(z) # 0, dann sei y im Durchschnitt dieser beiden Mengen gewé#hlt
und es folgt:
ei(y) < ¢ firallei <k und  Lon, (@) < @n,(y).

Falls k& > ng ist, und zwar so grof3, dafl % < %gpno (z) ist, dann erhalten wir durch

1< Lon, () < Pno(y) < £

einen Widerspruch. Also existieren nur endlich viele k£ mit Wy, N U(x) # 0.
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Beh.: Es gibt eine Partition der Eins {f, : n € N} mit {z : f,(z) # 0} = W,,.
Wir definieren vorerst glatte Funktion v, : X — {t: 0 < ¢} durch

() 2= hpn()) (@) b i),
Dann ist
bn(2) £ 0 (%(x) > o) A (%—%(x) > o) A A (%_%_1(3&) > o) &z e W,

Da {W,, : n} lokal endlich ist, sind in der Summe Y | 1,
lokal nur endlich viele Summanden ungleich 0, und somit
ist ¥ := > 7 ¢, € C®(X,R). Diese Funktion 1 ver-
schwindet nirgends, da die {W,, : n € N} eine Uberdeckung
bilden.

Nun definieren wir f, := % € C*(X,R). Dann ist

_Xta _¥
ddn== =
n

(1) und (2) folgt nun aus: Trg(f,)
einU cU.

Un

Bemerkung

Dieser Beweis funktioniert fiir Lindel6f-Rdume X, in denen die Mengen der Gestalt
{z: f(z) # 0} mit f € C™ eine Basis der Topologie bilden.

8.3 Folgerung (Fortsetzung glatter Funktionen).

Sei M eine Teilmannigfaltigkeit des R™. Fine Abbildung g : M — R ist genau dann
glatt, wenn es eine offene Teilmenge M des R™ gibt, die M umfaft, und eine glatte
Abbildung §: M — R, die g fortsetzt, d.h. §la = g.

Beweis. (<) ist trivial.

(=) Es existiert fir jedes p € M eine offene Umgebung U, C R™ und eine glatte
Fortsetzung g¥ : U, — R. Sei U := {U, : p € M} und M = JU = U,¢p, Up-
Dann ist M C R"™ offen und M C M. Nach existiert eine Partition F der

FEins, welche U untergeordnet ist, also existiert insbesonders fiir jedes f € F ein
p(f) € M mit Trg(f) C Up(y). Die Abbildung g definieren wir nun folgendermafien:

G:i= Z f.gp(f)7
feF

wobei f - gP(f) auf M \ Trg(f) durch 0 fortgesetzt zu denken ist (beachte, dafl eine
auf einer offenen Uberdeckung stiickweise glatt definierte Funktion selbst glatt ist).
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In dieser Summe sind die einzelnen Summanden glatt, aber nur endlich viele sind
# 0. Das heifit aber gerade, dafl § : M — R ebenfalls glatt ist. Um auch die letzte
Gleichung zu zeigen, schrinken wir g auf M ein und rechnen fiir ein x € M:

g(z) = z) - D (z) = z)) -g(x) = g(x).
(@) feszug () (];f())g() gl@). O

g(z) N————
1

8.4 Folgerung (Partition der Eins fiir Mannigfaltigkeiten).

Jede Teilmannigfaltigkeit des R™ besitzt fiir jede offene Uberdeckung eine unter-
geordnete C™°-Partition der Fins.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von M. O.B.d.A. Seien die U € U so klein
gewihlt, daf} sie Bilder von Parametrisierungen sind und somit es offene Teilmengen
U des R" gibt, die M lokal trivialisieren, also insbesonders UNM = U erfiillen
(und fiir die U N M in U abgeschlossen ist). Es ist X := Uveu U C R” offen (und
M ist abgeschlossen in X: Sei néimlich z € X \ M, dann 3 U €Y : x € U\ M und
somit folgt 3 U(z) C U : U(x) N M = 0).

Nach existiert eine Partition F der Eins auf X, welche U := {U : U € U}
untergeordnet ist. Also ist {f|a : f € F} eine Partition der Eins, welche U unter-
geordnet ist. O

8.5 Proposition (Nullstellenmengen).

Jede abgeschlossene Menge A C R™ ist Nullstellenmenge einer C°°-Abbildung.
Vergleiche das mit dem Satz iiber Nullstellenmengen regulidrer Abbildungen.

Beweis. Sei A C R™ abgeschlossen und sei € R™ \ A, dann gibt es ein glattes
fe > 0mit z € Trg f, € R™\ A, kompakt. Sei U eine offene Uberdeckung von R"\ A
mit Mengen der Gestalt U, = {y : f.(y) > 0}, wobei € R™\ A. Da R"\ A Lindelsf
ist, besitzt U eine abzdhlbare Teiltiberdeckung. Seien f1, fa, ... die ensprechenden
Funktionen. O.B.d.A. sei

af’i1+.--+tn
‘ 333? ...0xtn (z)
Dies erreicht man durch Multiplikation von f; mit einer geniigend kleinen Zahl.
Die Reihe Y7, fr konvergiert dann in allen (partiellen) Ableitungen gleichméBig

und definiert somit eine glatte Funktion f > 0. Fir diese gilt: f(z) =0 < fi(z) =
0 fir alle k & o ¢ Uy, furallek e Ne e A O

1
gﬁfﬁrxeR"undtl—i—..—ktngk.

9. Topologisches iiber Mannigfaltigkeiten

9.1 Lemma (Topologie von Hausdorff Mannigfaltigkeiten).

Sei M eine Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit, dann gilt:

1. M ist lokalkompakt (d.h. ¥ © € M 3 U,, sodafi U, kompakt ist; anders
gesagt: es gibt relativ-kompakte Umgebungen,).
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2. Die C*°-Funktionen M — R trennen Punkte. Sie trennen sogar Punkte von
abgeschlossenen Mengen (d.h. fir x ¢ A, wo A abgeschlossen ist, existiert
ein glattes f : M — R, sodaf f(x) = 1 und f(y) = 0 fir alle y € A).
Insbesondere ist M also vollstindig requldr.

Beweis. (1) Sei z € M und ¢ ein Karte um = mit Dom ¢ C R™ offen. O.B.d.A.
gelte ¢(0) = z. Sei W, C R™ eine Kugel um 0, wobei W, C Dom ¢ kompakt ist.

Dann ist o(W,,) eine offene Umgebung von z, und ¢(W,) ist kompakt in M, da ¢
stetig ist. Also ist p(W,) = p(W,) und somit kompakt.

(2) Sei x ¢ A und A abgeschlossen, dann existiert eine relativ-kompakte Umgebung
W, von z, deren Abschlufl ganz in einer Karte ¢ liegt. Somit ist

() € T (Wa) C o™ (W)
wobei p~1(W,) offen und =1 (W,) kompakt ist. Da ¢ ~!(z) ¢ p~1(A) ist, gibt es
ein r, sodaf}
{y eR™ :d(y, o~ (x)) <7} C 7' (W,) und
{y eR™ 1 d(y, o~ (z)) <7} (A) = 0.
Aus Satz wissen wir, daf} es eine glatte Abbildung f : R™ — R gibt, sodaf}

fle™ (z))=1und Trgf C {y € R™ : d(y,¢o *(x)) <7}
Setzen wir nun g : M — R mit

flo™1(2)) falls z € Bild ¢
9(z) = {

0 sonst.

Dann ist g(z) =1 und A C (M \ Trgg), also g = 0 auf A. Da f und ¢ beide glatt
sind und g| MW, = 0 ist, ist auch g glatt. Das war die Behauptung. O

9.2 Definition (Parakompaktheit)

Ein topologischer Raum X heifit PARAKOMPAKT, falls es fiir jede offene Qberdeck—
ung U von X eine lokal-endliche Verfeinerung V gibt. D.h. V ist eine offene Uberdeckung
von X mit den Eigenschaften:
1. Fur alle Ve Vgibt es ein U € Y mit V C U (“Verfeinerung”).
2. Fiir alle z € X gibt es ein U,, sodafl hochstens fiir endlich viele V' € V gilt:
U, NV # ( (d.h. ist lokal-endlich).

Eine grofle Klasse von Beispielen fiir parakompakte Rdume liefert uns das

9.3 Satz (Parakompakte Mannigfaltigkeiten).
Sei M eine Hausdorff C°°-Mannigfaltigkeit, so sind dquivalent:
1. M besitzt C*°-Partitionen der Eins.

2. M ist METRISIERBAR, d.h. es existiert eine Metrik, welche die Topologie
erzeugt.

3. M ist parakompakt, d.h. zu jeder offenen Uberdeckung existiert eine lokal-
endliche offene Verfeinerung die M dberdeckt.

4. Jede Zusammenhangskomponente ist c-KOMPAKT, d.h. sie ist Vereinigung
abzdhlbar vieler kompakter Teilmengen.

5. Jede Zusammenhangskomponente ist LINDELOF, d.h. zu jeder offenen Uber-
deckung existiert eine abzdhlbare Teiliiberdeckung.
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Bemerkung (andere topologische Eigenschaften).

Es besitzt nicht jede (zusammenhéngende) Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit die oben
genannten Eigenschaften wie z.B. der folgende “lange Halbstrahl” zeigt: Sei 2
die Menge der abzihlbaren Ordinalzahlen (also die kleinste iiberabzihlbare Or-
dinalzahl),

_ 2 2 3 w w?®
Qf{O,l,?,...,w,er1,...,2w,...,w S wo o w W WY }

Betrachtet man Q x [0,1) \ {(0,0)}, versehen mit der lexikographischen Ordnung,
d.h. ((o,t) < (8,8)) © (o < B oder (¢ = f und t < s5)). Diese “Linie” kann mit
der Ordnungstopologie zu einer C°°-Mannigfaltigkeit gemacht werden, die zwar
Hausdorff, aber nicht parakompakt ist, siehe [104, Vol.I, Appendix A]

Fiir metrische Rdume sind bekanntlich die Eigenschaften Lindelof, separabel und
das 2. Abzihlbarkeitsaxiom (d.h. Existenz einer abzéhlbaren Basis der Topologie)
dquivalent (siehe [63, 3.3.1]).

Oft wird bei Mannigfaltigkeiten schwiicher nur Separabilitit vorausgesetzt (z.B.
[5] und [82]), allerdings wurde in [14] durch Modifikation der Fliche von Priifer
gezeigt, dafl es nicht-metrisierbare separable analytische Flichen gibt:

Die modifizierte Fliche S von Priifer ist der Quotient von | | R2/ ~, wobei

r=2a falls t =t/

z,y;t) ~ (2,y 1) ey =y und
(z,ys5t) ~ (2" y3t) ey =y oy +t=a"y +¢ andernfalls

Dies ist eine separable (Q? liegt dicht) Hausdorff’sche analytische Fliche, die das 2.
Abzihlbarkeitsaxiom nicht erfiillt, denn | Jz{(0,0)} ist iiberabzéhlbar und diskret.

t=1

%

—

t=0

(11
L]
L1 L]
L]
1]
1
[ ] ]
[ L] ]
| L[]
L[]

Andererseits wird bisweilen (z.B. [115], [59] und [12]) stirker das zweite Abzdhlbar-
keitsaxiom fiir die ganze Mannigfaltigkeit vorausgesetzt. Dies impliziert aber, dafl
nur abzdhlbar viele Zusammenhangskomponenten vorliegen und somit z.B. Satz
falsch wird, wie die Bliatterung des Torus mit irrationalen Anstieg zeigt.
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Beweis des Satzes [9.3 . (1=2) Mittels C*°-Partitionen der 1 kénnen wir lokale
Riemann-Metriken zu einer globalen Riemann-Metrik verkleben. Nach [72, 32.3]
liefert diese eine die Topologie erzeugende Metrik d auf den Zusammenhangskom-
ponenten von M. Durch

(z,y) = { THI

~ d(z,y) fiir  und y in der gleichen Zusammenhangskomponente
1 fiir £ und y in verschiedenen Zusammenhangskomponenten

ist dann eine die Topologie erzeugende Metrik auf ganz M definiert.

(2=3) Sei W eine offene Uberdeckung. Mittels Auswahlaxiom (siehe [63, 1.3.9])
versehen wir W mit einer Wohlordnung <. Fiir W € W und n € N sei W,, :=
Ueenrry, Ury2n(z) wobei U,.(x) den offenen Ball um x mit Radius r bezeichnet und

(1) YVIW:z¢V

My, = xzeX: (i) Vi<nVVeW:xzg¢gV
Dann ist {W,, : W € W, n € N} eine lokal-endliche Verfeinerung von W:
Verfeinerung: W, C W, da Uy jon(x) C Ugjon(x) € W fiir € Myy,y,.
Uberdeckung: Sei z € X, V :=min{W e W:2z € W}, In € N: Usjan(z) CV =
entweder (ii) und somit « € My, C V,, oder x € Wj fiir ein j < n und ein W e W.
Lokal-endlich: Sei x € X und V:=min{W e W: In:z e W,},dh. In:z eV,
und somit 35 : Up/gi () C V.
Beh.: i >n+j=VW e W: Uy onii(x) N W; = 0.
Wegen i > n ist Vy € My, : y ¢ V,, nach (ii) und somit d(y,x) > 2/27 wegen
Usjoi(x) € V. Aus n+j > j und i > j folgt somit

U1/2n+j ()N U1/2i (y) C U1/2j ()N Ul/gj (y) = 0, also U1/2n+j (x)NW; = 0.

Beh.: i < n + j=Uj jon+i (x) N W; # 0 fiir hochstens ein W e W.

Sei p € W; und p’ € W/ fir W,W’' e W, 0. BdA. W <W';dh. 3ye My, :p€
Uy /2i(y) und somit Us9i(y) € W nach (iii) und 3 ¢' € My ; : p' € Uyj9i(y’) und
somit y' ¢ W nach (i). = d(y,y’) > 3/2" = d(p,p') > d(y',y) —d(p.y) —d(p',¥) >
1/2" > 2/2" im Widerspruch zu p, p’ € Uy jon+s (2).

Folglich wird Uy jon+; (2) nur von endlich vielen W; getroffen.

(3=4) Sei My eine Zusammenhangskomponente von M. Es existiert eine Uberdeckung
mit relativ-kompakten Mengen (vgl. Lemma ) Diese kann, da M, parakom-
pakt ist, als lokal-endlich angenommen werden. Sei U so eine Uberdeckung, dann
gilt sogar:

{UelU:UnNW # 0} ist endlich fiir jedes W € U,
denn zu jedem x € W existiert ein V,, soda V, nur endlich viele U € U trifft. Da
W kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung {Vy,, ..., V,, } von W. Sei
U €U mit UNW # . Somit existiert ein i, sodal U NV,, # 0. Fiir die endlich
vielen i tritt dieser Fall jeweils nur fiir endlich viele U € U ein, also ist auch

{UelUu:UnNnW #0}
endlich.

Wir wihlen nun ein Wy € U. Sei W5 die Vereinigung iiber jene endlich vielen U € U,
deren Schnitt mit Wy # () ist.

Induktiv sei nun W,, die Vereinigung iiber jene U € U, deren Schnitt mit W, _1 # ()
ist. Jedes W; ist Vereinigung endlich vieler relativ-kompakter Mengen, also selbst
relativ-kompakt. Ist W := |J,, Wy, so ist W offen. Wir wollen zeigen, dafl W = M.
Dafiir geniigt es zu zeigen, dal My \ W offen ist. Sei also = ¢ W, dann existiert
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ein U € Y mit z € U. Klarerweise gilt U N W = (), sonst gibe es ein n, sodafl
UNW, #0,alsox € UC W,,1 CW. Dies ist ein Widerspruch.

Nun ist also My = W U (Mp \ W), und sowohl W als auch My \ W sind beide
offen. Da M, zusammenhingend ist, mul W oder My \ W leer sein. Aber W # 0,
also My \ W = 0, und somit ist My = W. Die Gleichung My = |J,, W,, zeigt die
o-Kompaktheit von Mj.

(4=-5) Sei X eine Zusammenhangskomponente, also X = (J,, iy K7 mit kompakten
K,,. Jede offene Uberdeckung U von X besitzt soit eine endliche Teiliiberdeckung
U, von K,,. Und somit ist | U, eine abzidhlbare Teiliiberdeckung von X, d.h.
X ist Lindelof.

(5=1) In wurde ein Beweis fiir die Existenz von C'°°-Partitionen der Eins
gegeben, der als Voraussetzung Lindelof und die Existenz von C'°°-Funktionen mit
beliebig kleinen Tragern verwendet. Letzeres ist wegen ebenfalls gegeben.

Dies ist eigentlich ein Satz iiber lokalkompakte Hausdorff-Riume (wenn man C°-
Partitionen duch stetige Partitionen in | 1 | ersetzt). Allerdings kann man den Beweis
von (1 = 2) in dieser Allgemeinheit so nicht fithren, sondern (4 = 5) folgt unittelbar
aus den Metrisierungssatz [63, 3.3.10] von Nagata und Smirnov und (1 = 3) gilt
offensichtlich: Sei némlich U offene Uberdeckung und F zugehérige Partition der
Eins. Dann existiert fiir jedes © € M eine Umgebung U, sodal I := {f € F :
Trg f N U, # 0} endlich ist (dies entspricht der 2. Bedingung fiir eine Partition der
Eins). Somit ist ({z : f(z) > 0}) e eine lokalendliche Verfeinerung von U. O

neN

Zum Abschluf} dieses Exkurses in die Topologie noch einige Bemerkungen zur Di-
mensionstheorie (Fiir detailliertere Ausfithrungen siche [26]):

9.4 Definition (Uberdeckungsdimension)

Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum. Man sagt die UBERDECKUNGSDIMEN-
SION von X ist hochstens n (kurz: UD-dim X < n), falls es zu jeder offenen
Uberdeckung von X eine offene Verfeinerung der Ordnung n + 1 gibt. (U heifit
VON ORDNUNG n + 1, wenn der Durchschnitt iiber n + 2 verschiedene Mengen aus
U immer leer ist.) Per Definition ist UD-dim X = n < UD-dim X < n, aber nicht
UD-dim <n — 1.

9.5 Satz (Eigenschaften der Uberdeckungsdimension).
Es gilt:

1. UD-dim [0, 1]" = n.

2. Wenn A abgeschlossen in X ist, dann gilt

UD-dim A < UD-dim X.
3. Fir eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung A von X gilt:
UD-dim X < sup{UD—dimA :Ae A}

Ohne Beweis, siehe [26, S.295,268,278]
9.6 Folgerung.

Fiir jede m-dimensionale, parakompakte, Hausdorff Mannigfaltigkeit M ist UD-dim M =
m.

Beweis. M besitzt eine offene Uberdeckung durch Mengen ¢((0,1)™), wobei ¢
eine Karte fiir M ist welche auf einer Umgebung von [0, 1]™ definiert ist. Da M

andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013 53



9.7 9. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN

parakompakt ist, existiert eine lokal-endliche Verfeinerung U. Sei U™ := {(V:Ve
U}, so ist U~ eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung. ¢~1(V) C [0,1]™.
Da ¢ Hom6omorphismus ist und somit die UD-dim bewahrt, gilt unter Verwendung

von [9.5

m (1)

. — . _ @,
UD-dim V = UD-dim ¢~ (V) < UD-dim [0, 1]™ == m,
. 3) . _
UD-dim M < sup{UD-dimV : V € V},

also UD-dim M < m. Umgekehrt gilt: Ist ¢ : [0,1]™ — M Karte, so ist ¢([0,1]™)
abgeschlossen in M, also ist nach :

) @ .. )
UD-dim M > UD-dim ([0, 1]™) = UD-dim [0, 1]™ <2 .

Zusammen folgt die Behauptung: UD-dim M = m. O

9.7 Folgerung.

Sei M eine parakompakte und zusammenhdngende Hausdorff-Mannigfaltigkeit. Sei
O eine offene Uberdeckung von M, dann existiert ein p < dim(M) + 1 und eine
Verfeinerung von O folgender Gestalt:

V={V":i<pneN}
sodaff V" NV™ =0, ¥n#m.

Beweis. Nach ist die Uberdeckungsdimension von M gleich dim M, also ex-
istiert zur offenen Uberdeckung O eine Verfeinerung @’ der Ordnung p < UD-dim M+
1. Da M parakompakt ist, existiert eine lokal endliche Verfeinerung O” und da M
nach | 9.3 | Lindelsf ist, kénnen wir annehmen, da diese Uberdeckung ©” abzihlbar
ist. O.B.d.A. ist also O eine abzihlbare lokal endliche Uberdeckung der Ordnung
.

Wir zeigen nun mittels Induktion nach p, daB jede solche Uberdeckung eine Ver-
feinerung der gewiinschten Form besitzt.

Dazu schrumpfen wir die Mengen in O zu einer kleineren Uberdeckung . Das soll
heilen, wir konstruieren fiir jedes O € O ein U € U mit U C O derart, daB die U
noch immer eine Uberdeckung bilden.

Dies kann induktiv geschehen: Sei O := {O,, : n € N}. Zwischen M \ |J,,~, Oy und
O; (erstere ist abgeschlossen, zweitere offen) schalten wir U; und U1 und erhalten
eine Uberdeckung {U;} U {O,, : n > 1}. (Dies kann geschehen, da nach eine
C*-Funktion f existiert mit Tréiger in Oy, die auf M \ |J, -, O, identisch 1 ist.
Nun erhilt man U; etwa durch Uy := {z : f(z) > 1/2}.) Im zweiten Schritt finden
wir genauso ein Uy zwischen M \ Uy UJ, 5, Oy und Oz; und so weiter.

Nun betrachten wir die beiden Familien:

Vp = die Menge der Durchschnitte von je p der O € O,
A, := die Menge der Durchschnitte von je p der UfirUel

und bezeichnen ihre Vereinigungen mit V, :=JV, und 4, :=J A4,.

Im folgenden Bild sind die grofien Scheiben die Mengen in O, die kleinen Scheiben
jene in U, die dunklen (rot/griin/blau firbigen) “6-Ecke” sind die Punkte die in
genau einem O € O liegen, die Punkte in den néchst helleren Streifen liegen in
genau 2 der O’s, die groferen “3-Ecke” liegen in genau 3 der O’s (sind also die
Elemente von V,) und die weiflen kleinen “Dreiecke” sind die Elemente von A,,.
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“‘v,'A“‘v,"A“',"A“‘V,'A“‘V,"
I

,"A“v,"A“‘v,'A“‘v,"A“v,"A“‘
l

“v,'A“‘v,"A“',"A“‘v,'A“‘V,"

Es ist V, eine Familie offener disjunkter Mengen, denn angenommen zwei ver-
schiedene Mitglieder von V), hétten nichtleeren Durchschnitt, so hétten zumindest
p+1 der O € O nichtleeren Durchschnitt, und das ist ein Widerspruch. Folglich ist
Vp € M offen.

Die Familie A, besteht aus abgeschlossenen Mengen und ist lokal endlich, da die
entsprechenden Elemente von V, disjunkt sind. Somit ist A, als lokal endliche
Vereinigung abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen und es gilt A, C V.

Wir behaupten nun, daf I eine abziihlbare lokal endliche Uberdeckung von M \4,
der Ordnung kleiner als p ist.

Angenommen, es gibt p Mengen in U, deren Durchschnitt — eingeschriinkt auf M \
A, — nicht-leer ist, so ist ebendieser Durchschnitt auch im Durchschnitt der nicht
eingeschrankten Abschliisse enthalten und liegt also nach Konstruktion in A,. Das
ist ein Widerspruch.

Nach Induktionsvorraussetzung existiert also eine Verfeinerung der Gestalt {V;" :
i < p, n € N} von U, welche M \ A, iiberdeckt und sodal V* N V;™ = OV i <
p¥Yn#m.

Zusammen mit der disjunkten Familie V), =: {V : n € N} bilden diese Mengen
dann die gewiinschte Verfeinerung von O. O

9.8 Folgerung (Endlicher Atlas).
Jede zusammenhdngende, parakompakte, m-dimensionale, glatte Hausdorff Man-
nigfaltigkeit von Dimension m besitzt einen Atlas mit hdchstens m + 1 Karten.

Beweis. Sei O eine offene Uberdeckung einer solchen Mannigfaltigkeit M mit
Bildern ¢(U) von Karten ¢ : U — M mit offenen U im R™. O.B.d.A. sei O
abzihlbar (M ist Lindelof), d.h

0= {ng(Ul) RS N},
wobei wir die U; als disjunkt annehmen kénnen. Es gibt nach eine Verfeinerung
der Gestalt:

{0} :i<p, neN}
mit m #n: OF N O = (), wobei p < dim M + 1. Zu O} gibt es ein diffeomorphes
U C R™, vermittels einer gewissen Karte ¢}'. Wir definieren nun

Yuor—Jor
x = i (z) € OF tir z € U

So sind die ¢; Diffeomorphismen, deren Bilder M iiberdecken, d.h.: {¢; : 1 <i < p}
ist ein C*°-Atlas. O

Pi:
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Als einfache Folgerung werden wir in | 11.11 | zeigen, daf3 jede solche Mannigfaltigkeit
bis auf einen Diffeomorphismus als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisiert werden
kann.
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III. Tangentialraum

In diesem Kapitel werden wir den Begriff der Ableitung auf Abbildungen zwis-
chen Mannigfaltigkeiten iibertragen. Da Ableitungen Richtungsvektoren ineinander
iiberfiithren, wirken sie nicht zwischen den Mannigfaltigkeiten sondern den ebenso zu
besprechenden Tangentialrdumen. Als Anwendung werden wir dann erste einfache
infinitesimale Eigenschaften wie Immersivitdt und Submersivitat von Abbildungen
besprechen. Unter zusétzlichen lokalen bis globalen Eigenschaften erhalten wir dann
Einbettungen, Faserbiindel und als Spezialfall Uberlagerungen.

10. Tangentialraum und Derivationen

Die Ableitung f’(x) einer Abbildung f : R™ — R™ an der Stelle z ist definiert als die
lineare Approximation an die nach 0 verschobenen Funktion f. Auf Mannigfaltig-
keiten 148t sich das nun nicht ohne weiteres iibertragen, denn um von einer linearen
Abbildung f’(z) sprechen zu kénnen, muf diese zwischen Vektorriumen (und nicht
zwischen Mannigfaltigkeiten wie f es macht) laufen. Wir benotigen also zuallererst
eine lineare Approximation an eine Mannigfaltigkeit M im Punkt z € M. Diese soll
dann der Definitionsbereich bzw. Wertebereich der linearen Approximation von f
bei x werden.

10.1 Satz (Beschreibung des Tangentialraums).

Sei M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und p € M. Dann sind folgende Teilmengen
des R™ ident:

1. Bild ¢'(0), wobei ¢ eine lokale Parametrisierung von M mit ¢(0) = p ist.
2. {d(0):c: I — M glatt, c(0) = p, I ein offenes Intervall mit 0 € I}.
3. Ker f'(p), wobei [ eine regulire Gleichung ist, die M lokal um p beschreibt.
4. Graph¢'(p), wobei M lokal um p als Graph der Funktion g beschrieben wird
mit p = (P, 9(p))-
Insbesonders ist diese Teilmenge wegen (1) oder (3) ein linearer Teilraum und wegen
(2) unabhingig von der gewdihlten Parametrisierung, Gleichung und der Darstellung
des Graphens.

Beweis. (1 C 2) Sei ¢/(0)(v) € Bild(¢’(0)), wobei v € R™ ist. Wenn wir die lokal
in M glatte Kurve ¢ durch
c(t) := (0 + tv)
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definieren, erhalten wir ¢/(0) = ¢’(0)(v).
(2 C 3) Wir betrachten nun ein ¢/(0) fiir eine Kurve ¢ € C*°(I, M) mit ¢(0) = p
und eine lokal regulére Gleichung f fiir M,

f'((p )((0)) = (foc)(0)=0.
~ S~~~
c(0) 0
dh. ¢(0) € Ker f'(p)

(3 C 1) Da wir bereits 1 C 2 C 3 gezeigt haben, geniigt zu zeigen, dafl die Teilrdume
in (1) und (3) gleiche Dimension haben:

dim Bild ¢’(0) = dimR™ =m
dim Ker f'(p) = n — dim Bild f/(p) = m.

N——
Rnfrn

(1 = 4) Eine Parametrisierung von M ist durch ¢(u) = (u, g(u)) gegeben.
Bild¢’(p) = Bild(id, g'(p)) = {(v,¢'(P)(v)) : v € R"} = Graphg'(p). O

10.2 Definition (Tangentialraum und Tangentialabbildung)

Den in beschriebenen Teilraum des R™ nennt man den TANGENTIALRAUM
an M im Punkt p und bezeichnet ihn mit 7,,M. Seine Elemente heiffen TANGEN-
TIALVEKTOREN.

Fiir f: M — N definiert
TyM — Ty N
Tl : {C'(O) — (foc)(0) fiir c € C*(I, M) mit ¢(0) =p
die TANGENTIALABBILDUNG von f im Punkte p € M.

Diese Definition ist sinnvoll, d.h. héngt nicht von der Wahl von ¢ ab, sondern nur
von ¢ (0). Seien ¢; und ¢z zwei solche Kurven mit ¢} (0) = ¢4(0). Zu f : R™ D M —
N C R" existiert eine glatte Abbildung

~ offen 3
f:R™ D U(p) — R™ mit f|y = f|U(p)'

Dazu rechnen wir nun:

(Foer)(0) = (Foer)(0) = F'(p)(€,(0) = F'(p)(c5(0) Z2=E (f 0 2)'(0).

Die Tangentialabbildung T, f ist linear, denn (T}, f)(c'(0)) = (foc)' (0) = f'(p)(c'(0))
also ist

T,f = f’(p)|TpM, wobei f eine lokale Erweiterung von f ist.

10.3 Beispiel (Quadriken).

Es sei f : E — R eine quadratische (d.h. f(tz) = t*f(x) und insbesonders f(0) =
0) glatte Form und ¢ # 0. Dann ist die Quadrik M = f~1(c) = {z € E :
f(z) = ¢} eine Teilmannigfaltigkeit von E, denn Differenzieren der Homogen-
ititsgleichung liefert f’(tx)(tv) = t2f'(x)(v), also f'(tx)(v) = tf'(z)(v) und weiters
" (tx)(tw,v) = tf"(z)(w,v), also f"(x) = f"(tx) = f”(0) fiir ¢ — 0. Nach dem
Taylor’schen Lehrsatz ist somit f(z) = b(z, x), wobei b := 1 f/(0) eine symmetrische
quadratische Form ist.
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Die Ableitung von f ist f'(z)(v) = b(z,v) + b(v, z) = 2b(z,v) und somit surjektiv
beziiglich v fiir € M, denn 2b(z,z) = f(x) = ¢ # 0. Der Tangentialraum von M
bei z ist also

T.M = {v € E:b(zx,v) =0} =z
Ein erstes Beispiel einer Quadrik ist die Sphire S™ = f=1(1), wobei f(z) := |z|?.

Die spezielle lineare Gruppe SL(E) := {T € L(E) : det(T) = 1} (siehe ) hat
als Tangentialraum bei id € SL(E) den Teilraum {7 € L(E) : 0 = det/(id)(T) =
spur(T)} der spurfreien linearen Abbildungen.

Die orthogonale Gruppe O(E) := {T € L(E) : T'T = id} (siehe ) hat als
Tangentialraum bei id den Teilraum {7 € L(E) : 0 = f'(id)(T) = T* + T} der
schiefsymmetrischen (d.h. antiselbstadjungierten) linearen Abbildungen, wobei f
die quadratische Abbildung f : T — T'T ist.

Allgemeiner ist fiir eine bilineare nicht-degenerierte Form b : £ x E — R der Tan-
gentialraum der in behandelten Gruppe Oy(E) := {T € L(E) : b(Tx,Ty) =
b(z,y)Vao,ye€ E}y ={T € L(E) : T'BT = B} (mit b(z,y) = (Bz,y)) bei id gerade
der Teilraum {T € L(E) : T'B + BT = 0}, der beziiglich B schiefsymmetrischen
linearen Abbildungen.

Fiir die in behandelten Gruppen G erhalten wir auf entsprechende Weise

(unter Verwendung von det’(A)(B) = det(A) spur(A~!B) aus ) folgende Beschrei-
bungen des Tangentialraums bei id € G, woraus wir wieder leicht die Dimension
von G ablesen konnen.

G TldG dim]R
GL(n) L(n) n?
GL¢(n) L¢(n) 2n?
GLH( ) LH(n) 4n2
SL(n) {T € L(n) : spurg(T) = 0} n? — 1

SLc(n) {T € L¢(n) : spurg(T) = 0} 2(n? — 1)
SLyg(n {T € Ly(n) : spurg(T) = 0} 4n? — 1
O(n),SO(n) {Te€Ln):T'+T =0} n(n—1)/2

O(n,k),SO(n, k) |{T € L(n) : T'I}, + I,,T = 0} n(n—1)/2
Oc¢(n), SOc¢(n ) {T € L¢(n) : T*+T =0} nn — 1)
U(n) {T € Le(n) : T*+T =0} n?
U(?Lk’) {TE Lc(n) :T*Ik-i-IkT:O} n?
SU(n) {T € Le(n) : T*+ T = 0,spure(T) = 0} n? — 1
SU(n, k) {T € Le(n) : T*Iy + LT = 0,spure(T) =0} n? — 1
Q(n) {T € Ly(n) : T*+T =0} n(2n + 1)
Q(n, k) {T € Ly(n) : T*I}, + I;; T = 0} n(2n + 1)
Q_(n) {T € Ly(n): T*i +iT =0} n(2n — 1)
Sp(2n) {T € L(2n) : T'J + JT = 0} n(2n + 1)
Spc(2n) {T € Lc(2n) : T*J + JT =0} 2n(2n + 1)

Im Detail bedeutet das z.B. fiir die O(n, k), da8

<A B) € T.aO(n, k) C L(R* x R" %) &

C D

“

< A

A BY' (=1 0\ (-1 0\ (4 B\ _,
C D 0 1 o 1)'\c p)~
Bt

t4+A=0, =C, D'+D=0
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und fiir die Sp(2n), dafl

(AB>mmwmguwaw>

ey ey

sCt=C, —-A'=D, B'=B.

10.4 Lemma.
Kettenregel: Fiir drei Mannigfaltigkeiten M, N, P und zwei glatte Abbildungen

f,g mit M LANS&p gilt die Kettenregel:
Tp(go f) =TrpygoTpf.
Fiir die Identitdt id : M — M gilt:
Tp(idar) = idg,ar : TyM — T, M.
Produktregel: Sind f,g: M — R glatt, so gilt die Produktregel
Tp(f-9) = () Tpg +9(p) - Tpf-

Satz iiber inverse Funktionen: Es ist f genau dann ein lokaler Diffeomorphis-
mus um p, wenn T, f ein Isomorphismus ist.

Beweis. Indem man alle auftretenden Funktionen glatt auf Umgebungen in den
umgebenden Vektorrdumen erweitert, folgt die Ketten- und die Produkt-Regel aus
den klassischen Versionen, siehe [64, 6.1.9] and [64, 6.1.13]. Der Satz iiber inverse
Funktionen ist ohnehin nur lokaler Natur also ebenfalls eine Konsequenz des klas-
sischen Satzes . O

Leider kénnen wir die in gegebenen Beschreibungen des Tangentialraums
nicht direkt fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten verwenden, da der umgebende Vek-
torraum wesentlich eingeht. Wir brauchen also noch andere (abstraktere) Beschrei-
bungen. Dazu beachten wir die Wirkung von v € T,M auf f € C*°(M,R) vermoge
f = T,f v und geben folgende

10.5 Definition (Derivation)

Eine Abbildung 0 : C*°(M,R) — R heifit DERIVATION iiber p € M, wenn sie linear
ist und die Produktregel erfiillt, d.h. fiir f,g € C°°(M,R) und « € R gilt:

L o(f+9)=0f+09g

2. I(af)=a-0f

3.0(f-9)=0f-g(p)+ f(p)- 99
Mit Der,(C*°(M,R),R) bezeichnen wir die Menge aller Derivationen iiber p € M.
Beziiglich der punktweisen Operationen, ist dies ein Vektorraum.
10.6 Satz (Tangentialvektoren als Derivationen).
Die Abbildung

T,M x C*=(M,R) — R
(v, f) = (T, f)(v)
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induziert einen linearen Isomorphismus
T,M — Der,(C*(M,R),R)
00, (5 f > (L))

Fiir jedes glatte f : M — N entspricht der Tangentialabbildung T, f von f via @,
folgende Zuordnung auf der Seite der Derivation:

o, :

T,M — " Der,(C®(M,R),R) > 9
T, f (F*)"
Prip) *
Ty N — Dery,)(C*(N,R),R)> (g 9(go f))=00of

Beweis. Wohldefiniertheit: Die Abbildung T,M x C*(M,R) — R, (v, f)
(T, f)(v) ist klarerweise bilinear, also induziert sie eine lineare Abbildung T, M —
L(C>(M,R),R) durch v — (f — (T, f)(v)). Diese Abbildung hat Werte im Raum
der Derivationen iiber p, denn seien f,g : M — R zwei glatte Funktionen und
v € T, M dann gilt nach der Produktregel :

o(f-9) =Tp(f-9)(v) = f(p) - (Tp9)(v) +g(®) - (Tpf)(v).

Kommutativitat: Sei f : M — N glatt und p € M. Dann kommutiert obiges
Diagramm, denn fiir v € T,M und g € C®(N,R) ist (®s,) o Tpf)(v)(g) =
(Tt 9)(Tpf)(v) = (Tp(g o f))(v) = O(go f), da 9 := &y(v) auf h € C*(M,R)
durch d(h) = (Tph)(v) wirkt.
Lokalitit von Derivationen: Jede Derivation 9 von C°°(M,R) iiber p € M ist
ein lokaler Operator, d.h. der Wert 9(f) nur von f € C*°(M,R) nahe p abhiingt:
Seien dazu also f1, fo € C°°(M,R) mit f; = f, nahe p vorgegeben. Sei f := f; — fo
und sei g € C*°(M,R) so gewihlt, dal g(p) = 1 und dafl der Tréiger von g in der
Menge der z mit f(z) = 0 enthalten ist. Dann gilt:

0=20(0) =0(g- f) = g(p)-0(f) + f(p) -0(g) = O(f).

~—~ ~—~
1 0

Daraus ergibt sich auch, da§ 9(f) = 0 fiir alle konstanten Funktionen f, denn

1)=90(1-1)=1-9(1)+9(1) -1, also 9(1) = 0.

Bijektivitit fiir offene Teilmannigfaltigkeiten: Wir wollen zuerst fiir den
ffen

Spezialfall 0 =p e M = U C R™ die Bijektivitit von ® beweisen. Sei (e;)7, die

Standardbasis im R ist, dann kann jeder Vektor v € T,M = R™ in der Basis als
v =), v'e; entwickelt werden. Betrachten wir nun

O :T,M > v+ 0, € Derp,(C*(M,R),R)

m

mit 9,(f) := (T,/)(v) = f'(p)(v) = Y _(3:f)(p) - ",

=1

wobei 0; f die i-te partielle Ableitung von f ist, d.h.
(0:)®) = 5 12 S0+ 1) = F'(D)(e).
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Die Derivation 0, ist nichts anderes als “Richtungsableitung d, in Richtung v and
der Stelle p zu nehmen” und @ ist injektiv, denn die Komponenten von v kénnen

vermoge
m

av(prj) = Z (Ol prj)(p) 2Dt =l

i=1\—/—/
di j

aus 0, eindeutig rekonstruiert werden.

Umgekehrt ist & aber auch surjektiv, denn fiir @ € Derg(C*°(U,R),R), f € C>(U,R)
und x nahe 0 gilt folgendes:
1

f@) =10 = [ pen@i= [ S eneaa =Y o [ o
i i=1 0 ,

=:h;(x)

und weiters, da 0 ein lokaler Operator ist,

o) = 0(/(0)) +9 (Z pr' h> =0+

= ZUL -(9:£)(0).

Also ist O(f) = 0, (f) = ®(v)(f) fiir alle f.

Bijektivitdt im Allgemeinen: Sei nun M eine Mannigfaltigkeit, p € M und ¢
eine lokale Parametrisierung von M zentriert bei p. Folgendes Diagramm zeigt, dafl
®,, eine Isomorphismus ist:

A(pr') hi(0) +pr'(0)-O(h) )
N N~ N——
=:w? (8;f)(0) =0

Toe

R™ =TyU

%lu

Dero(C*(U,R),R)

T,M < R"

@,,i
— L Der, (C=(p(U), R), R) ~= L~ Der, (C=(M, R), R)

IR

Dabei ist Tpp ein Isomorphismus nach und ; d( ist einer wegen des
Spezialfalls; (¢*)* : 0 — (f — O(f o)) ist einer, da ¢ : U — ¢(U) ein Diffeo-
morphismus ist; und schlielich ist der rechte untere ein solcher, da Derivationen
lokale Operatoren sind; Also ist auch ®, ein Isomorphismus, und somit der Satz
bewiesen. O

Wir kénnen den Satz nun dazu verwenden um den Tangentialraum abstrakter
Mannigfaltigkeiten wie folgt zu definieren:

10.7 Definition (Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit)

Unter dem TANGENTIALRAUM einer abstrakten Mannigfaltigkeit M bei p versteht
man den Vektorraum

T,M := Der,(C*>(M,R),R).
Beachte, dafl wir damit fiir Teilmannigfaltigkeiten M C R™ und insbesonders fiir
offene Teilmengen den in definierten Tangentialraum 7, M C R™ durch einen
nicht identen aber kanonisch isomorphen Vektorraum T, M C L(C*°(M,R),R) er-
setzt haben.

Ist f € C°(M,N) und p € M, dann heifit die durch
d— (T, f)(0) : g+ d(go [)) fiir & € T,M und g € C*°(N,R)
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definierte Abbildung T, f = (f*)* : T,M — Tj,)N, die TANGENTIALABBILDUNG
von f bei p.

10.8 Basen des Tangentialraums

Wenn wir wie fiir Abbildungen zwischen R™’s die Ableitung einer Abbildung zwis-
chen Mannigfaltigkeiten als Matrix (also als Jacobi-Matrix) schreiben wollen so
benotigen wir eine Basis. Aber selbst wenn wir im umgebenden Vektorraum eine
Basis gewahlt haben, so bekommen wir noch lange keine ausgezeichnete Basis des
Tangentialraums (man denke z.B. an die Sphiire S?). Wir kénnen aber wie fol-
gt vorgehen. Sei dazu M eine Mannigfaltigkeit, p € M und ¢ eine Karte von M
zentriert bei p. Dann ist Top : ToR™ — T, M ein linearer Isomorphismus nach
‘ 6.11.2 ‘ und ‘ 10.4 ‘ falls M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ ist, aber auch im all-

gemeinen Fall einer abstrakten Mannigfaltigkeit, da fiir diese ganz leicht
zu zeigen ist. Die Standardbasis (e;)"; des R™ wird durch den Isomorphismus
® : R™ 2 Derg(C*(U,R),R) auf die Basis der partiellen Ableitungen (9;|0)7; in
ToU abgebildet. Der Isomorphismus Ty bildet diese Basis weiter auf eine Basis
(07)p)™, in T,M ab, welche auf f € C°°(M,R) durch

07 1p(f) = (Toe)(9ilo) (f) = (") (ilo)(f) = Bilo (" (f)) = Oi(f 0 ¢)(0).

definiert ist, also durch partielles Ableiten der Kartendarstellung f o ¢ von f in die
i-te Richtung e; an der Stelle 0 = ¢ ~!(p). ZusammengefaBit also:

1R

Rm

ToU ——— T,M = Der,(C>(M,R),R)

& | IR

Top

OF|p: f = 0i(fop)e(p)

Im Fall einer Teilmannigfaltigkeit M C R™, sind dies (via der Einbettung T,M —
R™) gerade die partiellen Ableitungen 97|,y = (To®)(dilo) = (95%)(0) := ¢’ (0)(e;)
der Parametrisierung ¢ : U — M C R"™.

e;t 8i|0}

Seien (ul,...,u™) =@ 1 : M D p(U) - U C R™ die zu ¢ gehérenden lokalen
Koordinaten, dann bezeichnen wir 9y |, € T,M = Der,(C>(M,R),R) auch als

K3

9
ou’

P OF p-
Es driickt die Schreibweise 9 zwar deutlicher aus, da diese Derivation von der
Karte ¢ abhéngt und nicht, wie man der Bezeichnungsweise % falschlicherweise
entnehmen kénnte, nur von der i-ten Komponente u’ der Umkehrfunktion ¢~ =
(ul,...,u™). Die Bezeichnung % ist allerdings die iiblichere und macht auch keine

Probleme, falls man sie nur als (%)A und nicht als aii interpretiert.
7 (u?)
Ist ¢ nicht bei p zentriert, dann ist

S |, () = 0F1u(f) = 0i(f o @)@ ! (p)) fiix f € CF(M,R)

oul

p
und insbesonders ist

2 |, (W) = 8w 0 9) (07 (p) = 0i(pr?) (¢ () = Bi(pr’)(0) = &,

Ou’

p

da wegen der Lokalitdt von %

, die vorige Formel auch fiir f € C*(p(U),R) gilt.
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10.9 Transformationsverhalten von Tangentialvektoren

Fiir g € C°°(M,N) und p € M seien ¢! = u = (ul,...,u™) lokale Koordinaten

von M bei p sowie ¥~ = v = (v!,...,v") lokale Koordinaten von N bei g(p). Wir

wissen, dafl T),g : T,M — T,y N linear ist und (% p) eine Basis von T, M sowie
0 _

(5 f(p))

beziiglich dieser Basen aus?

eine von T,y N ist. Wie siecht nun die Matrixdarstellung [T,g] von T},g

Sei g = ¢! o g o ¢ die Kartendarstellung von g. Da nach Definition von T},g und

wegen ’ 10.4 ‘ und ’ 10.6 ‘ das folgende Diagramm kommutiert

(9)'(0)

él% 10.6 @J{%

Uv—2-v Derg (C (U, R), R) — % > Dery(C>(V,R), R)
¢ W le 10.4 Towlu
M—2sN Der, (C* (M, R), R) — 2% Der, () (C(N,R), R)

werden die entsprechenden Basen wie folgt abgebildet:
()(0)

e ———>7'(0)(e;) =132, 0:g° (0) - ¢;

+ cplu

0, ——— = (Tyg)(d) 59(0) - 0

Totp[i Tow—|;2

T, B
0f " (T,9)(8F) == 2, 0,5 (0) - &Y

Fiir die Komponenten von Tangentialvektoren & = Y. £'9f € T,M erhalten wir
also folgendes:

(T9)(©) = () (€07 ) = D€ (Tg)(07) = D'~ 3" 05’ (0) - 0
7 ) 7 J
=3 (X ¢ 050) o
jo i
Die Komponenten von n =}, 7738 = (Tpg9)(&) € Ty N sind somit durch
7 = fo’ +0:g7 (0)

geben, bzw. in Matrizen-Schreibweise

n! 01g*(0) ... 9,3(0) &1

n" 01g™(0) ... 9mg™(0) &m
also gerade durch Multiplikation mit der Jacobi-Matrix der Koordinatendarstellung
g=1vtogoypvong.

Wiéhlen wir insbesonders g = idy; und zwei Karten ¢ und 1 zentriert bei p € M.

Dann ist g der Kartenwechsel 1)~! o von den Koordinaten (u!,...,u™) := ¢! zu

den Koordinaten (v',...,v™) = ¢~!. Wenn wir obige Formel 9 = (7},id)(9) =

64 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



10. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 10.10

(T,9)(87) = >, 8:7(0)- 8;” formal als Multiplikation von Matrizen auffassen, dann
ist
i ogh(0) ... 91g™(0) Y

0%, Omg' (0) ... 9mg™(0) oy
also erhalten wir die Basis (97) aus der Basis (3;”) indem wir mit der transponierten

Jacobi-Matrix des inversen Kartenwechsels 1/~ o ¢ = (¢~ o)™ von ¢ zu ¥
multiplizieren.

Wenn wir nun 8?“3 =0, % = ('“);-b und glﬁ = azif setzen und beachten, daf

(O))p(f) = 0i(f o) (¢ (p)) ist und somit
8:5°(0) = (¥~ o g o))~ (p)) = Bi(v 0 go ) (¢ (p))

= 07 (17 0 9)(p) = (9 0 9) )

T oui
gilt, dann besagt obige Formel fiir g = id, daf
0] v - o 0
- =0 = T 1 @ = ii‘] . w — - —
8“/1 87, ( p ld) (67, ) zj: 8 g (O) 6] - aul avj

(beachte den memotechnischen Vorteil dieser Notation) bzw. in (formaler) Ma-
trizenschreibweise:

3 dut du™ el
ovt ovl t ovl oul
9 dul ou™ _0_
om o . Dom Jum
und
1 vt vt 1
?7 aul R aum g
m o™ o™ m
n Oul Tt Qum f

10.10 Beispiel

Sei M = R3. Wir wihlen 3 verschiedene Koordinatensysteme:

. L . 9 o
(1) KARTESISCHE KOORDINATEN (z, ¥, 2) mit zugehdrigen Basisvektoren g7, 57,

1o}

0z"

. e . ) ) )
(2) ZYLINDERKOORDINATEN (7, ¢, z) mit zugehdrigen Basisvektoren -, 350 B2

(3) KUGELKOORDINATEN (R, ¢, ) mit zugehorigen Basisvektoren %, %, %.

Fiir den Kartenwechsel und die Jacobimatrizen der Kartenwechsel erhalten wir fiir
2)=(1):z=r-cosp,y=r-sinp,z ==z
ox ox oz

or  dp Bz cosp —r-sinp 0

9y Oy 9y | _ :

or % D2 = S111 T -Cosp 0 3
9z 9z 0z 0 0 1

ar 9y 0z

O9R 0p 90 costy 0 —R-sind
do O oo | _ | o 1 0

aR 9o o0 | = | . ;
9z 0z 9Oz sind 0 R-cos?

andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013 65



10.11 10. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

und schliellich fir (1) — (3):

= /2?2 +y? + 22, ¢ = arctan(y/x), ¥ = arctan(z/y/x? + y?). Das Ausrechnen

der Jacobi-Matrix dieses Kartenwechsels iiberlassen wir dem Leser als Ubung.

Wenn wir am R? neben den kartesischen Koordinaten z, y neue Koordinaten # := z,
y = = + y verwenden, dann stimmen die jeweils ersten Koordinaten iiberein nicht
aber die entsprechenden Derivationen

0 or 0 oy o0 0 0 0

9z oz 97 oc By 0z 9y 0%
=<~ =<~
=1 =1
Also hiingt % nicht nur von u’ sondern von ganz (u',...,u™) ab!

Es gibt auch die Moglichkeit, den Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit
geometrischer zu beschreiben.

10.11 Lemma (Tangentialvektoren via Kurven).

Sei CP(R,M) := {c € C®°(R,M) : ¢(0) = x} die Menge der glatten Kurven
durch x € M. Fir eine solche glatte Kurve ¢ und eine glatte Funktion f: M — R
sei 0:(f) := (f o ¢)'(0). Dann definiert c — 0. eine surjektive Abbildung

8 : C=(R, M) — Der,(C®(M,R),R).

Wir kénnen also Ty M mit C2°(R, M)/ ~ identifizieren, wobei ~ folgende Aquivalenz-
relation auf CS°(R, M) ist:

cp~ey & VfEeC®M,R): (focr) (0)=(foc)(0).

Die Tangentialabbildung einer glatten Funktion g : M — N sieht in dieser Beschrei-
bung so aus:

(T:9)(0c) = Ogoc-

Dies entspricht also der Beschreibung von T, M fiir Teilmannigfaltigkeiten des R™
in|10.1.2 |. Sie hat allerdings den Nachteil, damit die Vektorraumstruktur von 7, M
nicht erkennen zu kénnen.

Beweis. Die folgende Rechnung zeigt, dafl 0. eine Derivation iiber x ist:

0.(f +9) = ((F +9)0¢) ©) = ((foe)+ (500 (0)
= (f o) (0) + (90 (0) = ef + g
)= ((noe) © = (Afo0) O
:AfOC)()—A 0.1
(f-9)0¢) 0) = ((fo0) - (g00) (0)

= (f0)(0)  (g00)(0) + (f 0 0)(0) - (g 0) (0)
= (0u1) - 9(2) + (Do) - /(@)

Um zu zeigen, da} die Zuordnung ¢ — 0. surjektiv ist, wihlen wir lokale Ko-

ordinaten =1 = (ul,...,u™) zentriert um = € M. Jedes Element von T,M =

Der, (C>(M,R),R) hat dann die Gestalt > ;" &'=2;|,. Wir definieren nun eine

/—\
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10. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

(lokale) Kurve ¢ : R — M durch c(t) := @(t&', ..., t&™), d.h. u'(c(t)) := t& fiir
i=1,...,m, dann gilt fiir f € C>°(M,R):

(Foc)O) = ((fop)ole™ 00)) (0) = (fop)(O)((¢™ 0V (0)
= (fo) ()., €) = 3_8i(f 0 2) (0)¢’

m m

i=1 i=1

Somit ist J. das vorgegebene Element von T, M, mit dem einzigen Schonheitsfehler,
daB ¢ nur lokal definiert ist. Da aber obige Rechnung nur vom Aussehen von ¢ nahe
0 abhéngt, kénnen wir ¢ so umparametrisieren, dafl sich nahe 0 nichts &ndert, aber
¢(t) ganz in Dom(p) bleibt.

«(f)-

Dafl T,,g die angegebene Gestalt hat ergibt sich sofort aus:

(1)@) (=07 o9) = ((Fog)oe) (0) = (folg00) ) =puclf). O

Vor allem unter Physikern ist auch folgende Beschreibung des Tangentialraums
iiblich:

10.12 Lemma (Tangentialvektoren via Koordinaten).

Fiir jede lokale Parametrisierung ¢ von M zentriert um x seten die Koordinaten
(5@);’;1 eines Vektors £, € R™ so vorgegeben, daf$ sie sich richtig transformieren,
d.h. fir je zwei Karten v1 und o mit Kartenwechsel ¥ = g02_1 o1 gelte &, =
Y'(0) - &, , oder in Koordinaten £, = Z;"Zl i (0) - €1, . Dann entspricht diesem
Koordinaten-Schema ein eindeutiger Tangentialvektor in T, M und umgekehrt.

Ist g: M — N eine glatte Funktion, so bildet T,g solch ein Schema §, € R™ auf
das Schema ny, € R™ ab, mit ny = (=1 0 go)'(0) - &,.

Beweis. Sei {, € R™ fiir eine lokale Parametrisierung ¢ vorgegeben und seien
(ul,...,u™) := ¢~ die zugehorigen lokalen Koordinaten. Dann definieren wir eine
Derivation d¢ € T, M durch 9 := Y./, ffp 32,5. Diese Definition macht Sinn, d.h.
ist unabhdngig von der Wahl der Karte ¢, denn die £, transformieren sich genauso
wie die Koeffizienten einer Derivation beziiglich der Basen (%)

Umgekehrt bilden die Koeffizienten {; einer Derivation 0 € T, M beziiglich der zu

¢ = (ul,...,u™)"! gehérenden Basis (52;), genau ein richtig transformierendes
Koordinaten-Schema.

Daf§ T, g diese Schemata auf angegebene Weise abbildet, folgt sofort aus der Ko-
ordinatendarstellung von T, g beziiglich der Basen (%) und (%) von T, M und
Ty)N- O

11. Immersionen

Wir wollen in den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels die Tangentialabbil-
dung verwenden, um spezielle Eigenschaften von glatten Abbildungen zu studieren.
Insbesondere interessieren wir uns fiir den richtigen Begriff von “Unterobjekten”
sowie “Quotientenobjekten” von Mannigfaltigkeiten.
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11.1 Definition (Immersionen und Submersionen)

Es sei f € C*°(M,N), wo M, N Mannigfaltigkeiten sind. Dann heift:

J REGULAR :¢ rang(T}, f) ist maximal(= min{dim T, M, dim Ty, yN}) ¥V x € M;
f IMMERSIV :& T, f ist injektiv V a € M;
f SUBMERSIV :& T, f ist surjektiv V o € M.

Man beachte, dafl eine Abbildung genau dann immersiv ist, wenn sie regulér ist
und dim M < dim N gilt. Ebenso ist sie genau dann submersiv, wenn sie regulér
ist und dim M > dim N gilt.

11.2 Rangsatz.

Es sei f € C*°(M,N) und r € N. Dann ist vang(T.f) =r V z € M genau dann,
wenn fir jedes x € M eine Karte ¢ zentriert bei x und eine Karte v zentriert bei
f(x) existiert, sodaf die lokal definierte Abbildung:

v lofop:RTxR™ " 5 R x R"™"
die Gestalt (z,y) — (z,0) hat.

Beachte, daf8 wir folglich (durch Einschrinken von ¢ auf ¢ =1 (f~1(Bild¢))) 0.B.d.A.
voraussetzen konnen, dafl f(Bildp) C Bild¢ ist und somit folgendes Diagramm
kommutiert:

flBild

M D Bildp — 2% . Bildy C N

@T: :Tw

R™ O Dom ¢ ——— > Domy C R"
Y lofop
Durch weiteres Verkleinern kénnen wir die Gestalt Dom ¢ = W7 x Wy C R" x R*™"
und Domy NR" = W; (oder mittels Kompaktheitsargument sogar die Gestalt
Dom v = Wy x W3 CR" x R"™") erreichen.

Beweis. (<) Es ist rang T}, f = rang Tp(v» ! o f o ) = rang((x,y) — (z,0)) = r.

(=) O.B.d.-A.sei M =R™, N =R", 2 =0 und f(z) = 0. Die Idee des Beweises
besteht darin, dafl f lokal ungefihr wie die Ableitung f/(0) aussieht, und diese ist
als lineare Abbildung vom Rang r bis auf Basiswechsel von der Form (z,y) — (z,0).
Sei namlich Fy := Bild(f/(0)), Fy := Fi-, Ey := Ker(f’(0)) und E; := E5. Es ist
r =rang(f’(0)) = dim(Fy) und somit dim(E}) := m — dim(FE3) = dim(Fy) und die
Komponenten-Darstellung von f/(0) : Ey @ Ey — Fy @ F5 hat folgende Gestalt:

A0
"0) —
mit invertierbaren A € L(FE1, F1) und wenn wir f = (fi, f2) schreiben, dann ist

A = d1£1(0,0).

Wir versuchen nun durch lokale Diffeomorphismen die Abbildung f auf die gewiinschte
Form zu bringen. Dazu betrachten wir zuerst eine leicht modifizierte Variante von
f nimlich die durch ¢! : (z1,22) — (f1(x1,72),72) gegebene glatte Abbildung
cpfl : By ® Ey — Fy ® Ey (die Bezeichnungsweise als Inverse werden wir gleich
rechtfertigen). Die Jacobi-Matrix von ¢~! in 0 sieht wie folgt aus:

ot = (MO0 4A00) - (4 2),
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Also ist (¢71)(0) invertierbar und wegen dem inversen Funktionen Satz ist
! ein lokaler Diffeomorphismus. Sei ¢ der zu ¢! inverse lokale Diffeomorphismus
und sei g := f o ¢, dann hat g = (g1, g2) folgende Gestalt:

9(y1,y2) = (y1,92(y1,0)).

Denn

r = (21,72) = p(y1,92) =
y=(y1,92) = ¢ (1, 22) = (fi(z1, 22),22) =
y1 = fi(z1,22) = fi(e(y1,92)) = 91(y1,92)-

Weiters gilt Rang ¢'(y) = Rang f'(¢(y)) = r, da ¢ ein lokaler Diffeomorphismus
ist. Also ist in der Komponenten-Darstellung von ¢'(y)

/ _ id 0
9w = (3192(y) 3292(1/))

die rechte untere Ecke dag2(y) = 0 und somit g2 (y1,y2) = g2(y1,0).

Um nun die zweite Komponente von g zu 0 zu machen setzen wir mit der Abbildung
VIR @ F - e, (die Bezeichnungsweise als Inverse werden wir ebenfalls
gleich rechtfertigen) definiert durch

U Y1, y2) = (y1,y2 — 92(y1,0))

zusammen. Die Komponenten-Darstellung von (1 ~!)(z) ist gegeben durch

—1y/ id 0
W) = (o0 1)

und somit ist ¥y ~! ein lokaler Diffeomorphismus, also wirklich das Inverse eines 1.
Weiters gilt

("o fop)(yr,y2) =¥ (y1,92(y1,0))
= (y1,92(y1,0) — g2(y1,0)) = (v1,0) O

11.3 Folgerung (Charakterisierung von Diffeomorphismen).
Fiir glatte Abbildungen f gilt:

f ist Diffeomorphismus < f und alle T, f sind bijektiv.

Beweis. (=) Die Abbildung f ist klarerweise bijektiv. Dafl auch T, f bijektiv ist,
haben wir in bereits gezeigt.

(<) Die Abbildung g := f~! ist wohldefiniert und stetig, da f als lokaler Diffeo-
morphismus offen ist. Nach dem Rangsatz existieren also Karten ¢ und ¢
um x bzw. f(z), sodaB f(Bild(y)) C Bild(¢)) und ¢~ o f o ¢ =id.

Bild g — > Bild
ETQO wTu
R™ <—3Domcpi>Dom1/J C—R™

Es kann O.B.d.A. folglich Dom ¢ = Dom ¢ gewihlt werden. Somit ist 2z — f~1(2) =
(po=1)(2) glatt auf Bild ¢ und f ist ein Diffeomorphismus, da 1) ~! eingeschriinkt
auf Bild ¢ einer ist. O
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11.4 Charakterisierung von Immersionen

Wir wollen nun versuchen herauszubekommen welche Teilmengen M von Mannig-
faltigkeiten N so zu Mannigfaltigkeiten gemacht werden kénnen, dafl die Inklusion
f=incl : M — N glatt ist und dafl die Tangentialrdume T, M von M vermoge
T, f bijektiv auf Teilrdume von Ty, N abgebildet werden, also f eine Immersion
ist. Wir miissen dazu versuchen die Eigenschaft, dal f eine Immersion ist, mittels
Karten von N auszudriicken.

Nach dem Rangsatz sehen Immersionen bzgl. geeigneter Karten ¢ zentriert
bei € M und ¢ zentriert bei f(z) € N mit f(Bild ¢) C Bild ¢ und Dom ¢ NR™ =
Dom ¢ wie die Inklusion incl : R™ < R™ aus, also ist f|gid, bijektiv von Bild ¢
auf

Bild(f[Bilay) = f(Bild ¢) = ¢(incl(Dom ¢)) = ¢ (Dom ) NR™) = ¢ (R™),

und damit

p= f|lgi11dtp o flBilag o = f|1§111d<p oY oincl = fl];illdcp ° |-

dom(y)
dom(o) injy dom(o)

Wir konnen also durch geeignete Wahlen von Umgebungen U, := Bildp von x € M
und Karten 1) von N zentriert bei f(z) einen Atlas mit Karten ¢ := f|6j o1)|gm von
M erhalten und die Kartendarstellung von f sieht dann wie die Inklusion R™ «— R™

aus. Dies zeigt die Richtung ( = ) von

Proposition. Charakterisierung von Immersionen.

Fir f € C>*°(M, N) sind folgende Aussagen aquivalent:

1. f ist immersiv;

2. Yx € M 3 U, offene Umgebung von x in M und eine Karte 1 zentriert
bei f(x) in N, sodafl f|L_le o Y|lgm : Domt NR™ — U, ein wohldefinierter
Diffeomorphismus (und somit eine Karte von M ) ist;
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3. f besitzt lokale Linksinverse, d.h. ¥ x € M 3 U, offene Umgebung von x in
M und 3 h: N 2 Vi) — M glatt mit Vi) 2 f(Us) offen und ho f = idy, .

Beweis. ( = ) habe wir eben gezeigt.
( = ) sei U, und v wie in . Wir setzen ¢ := f|[}zlo¢|Rm : Dom Yy NR™ — U,.

Durch Verkleinern der Karte 1 konnen wir erreichen, dafl Dom von der Form

Wi x Wy € R™ x R™™™ ist. Nun setzen wir Vj(,) := Bild¢ und h := g o progy~1,

wobei pr: R" =R™ x R*™™ D W; x Wy — W; C R™ die kanonische Projektion

auf den ersten Faktor bezeichnet. Dann ist h : Vi) — U, glatt und
hofop=gpoproy tofop=ypoproinc = ¢ =idoy,

also h o f =id auf Bild p = U,.

3|=1|) Wegen ho f =id lokal um z gilt id =T, id = Ty, ho T, f, also ist T, f
f(=)
injektiv und somit f eine Immersion. O

11.5 Folgerung.
Es sei f € C°(M,N) eine Immersion und g : P — M eine stetige Abbildung mit
fog € C®(P,N). Dann ist g ist glatt.

M-t nN

C
EQT Aecoo

P

Beweis. Sei z € P und z := g(z). Es existieren U, und h : Vi) — M wie in
11.4.3|. Da g stetig ist, ist g=!(U,) eine offene Umgebung von z und darauf ist
g=(hof)og=ho(fog) glatt. O

11.6 Bemerkungen

1. Bei ist die Stetigkeit von g wesentlich: Sei nédmlich g : |—m, [ = |—m, 7,
definiert durch
m—tfirt>0

g:t»—) 0 firt=0
—m—tfirt<O0

und f : (—m,7) — R? definiert durch f(t) := (sint, —sin 2¢)

1 T

; >0
=7
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11.9 11. IMMERSIONEN

Dann ist f o g glatt, aber g ist nicht stetig, ergo auch nicht glatt.

2. Eine Mannigfaltigkeit M, die Teilmenge einer Mannigfaltigkeit NV ist, heifit 1M-
MERSIVE TEILMANNIGFALTIGKEIT, falls die Inklusion incl : M — N eine Immer-
sion ist. Eine immersive Teilmannigfaltigkeit ist im allgemeinen keine Teilmannig-

faltigkeit im Sinn von oder allgemeiner von |11.10 | f : R — R? aus ist

eine injektive Immersion, aber f(R) ist keine Teilmannigfaltigkeit des R2.
3. Die Mannigfaltigkeitsstruktur einer immersiven Teilmannigfaltigkeit ist im all-

gemeinen nicht durch die von N festgelegt wie zeigt: f und f o g erzeugen zwei
verschiedene Mannigfaltigkeitsstrukturen auf M = Bild(f) & |-, «[.

11.7 Definition (Initiale und finale Abbildungen)
Sei f € C°°(M, N). Die Abbildung f heifit INITIAL :& fiir jede Abbildung g : P —
M mit der Eigenschaft, dafl f o g glatt ist, g selbst glatt ist.

Die Abbildung f heif3t FINAL :& fiir jedes g : N — P mit der Eigenschaft, dal go f
glatt ist, g selbst glatt ist.

11.8 Definition (Einbettung)

Es sei f: M — N glatt, dann heifit f EINBETTUNG :& f ist injektive Immersion
und f: M — f(M) ist ein Homéomorphismus auf sein Bild f(M) versehen mit der
Spurtopologie von V.

11.9 Satz (Charakterisierung von Einbettungen).

Fiir f in C*°(M, N) sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Finbettung;

2. fiir jedes x € M gibt es eine Karte » von N zentriert bei f(x), sodaff f=!o
Plgm : Domy NR™ — f~Y(Bildy) ein wohldefinierter Diffeomorphismus
(und somit eine Karte) ist;

3. f besitzt lokale Linksinverse im folgenden Sinn: ¥ @x € M 3 h: Vi) — M
glatt mit einer offenen Umgebung Vi) von f(x) in N und h(f(x)) = x
sowie ho f =id auf f~1(Vi(y))-
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Bild(p)=f 1 (Bild()) f N
—_—
X

@=|f Loy |gm W
]Rnfm
o dom(y)
dom(yp) njq dom(o)
0 R™M R™M

Beachte, dal der Unterschied zur Formulierung von Immersionen in nur darin
besteht, da8 das Bild der konstruierten Karten ¢ nun ganz f~!(Bild¢) und nicht
nur eine offene Umgebung U, von z ist, d.h. Bild ¢ N Bild f nur einen wie R™ C R"
aussehenden Teil enthalten darf.

Beweis.

( = ) Sei f eine Einbettung. Da f eine Immersion ist, existiert nach

fir x € M ein U, C M offen und eine Karte ¢ um f(z), sodafl
f~tot|gm : Domy NR™ — U,

ein wohldefinierter Diffeomorphismus ist. Wir wollen durch Verkleinern von Dom 1)
erreichen, dafl U, = f~!(Bild+). Da f ein Homdomorphismus auf das Bild ist, gibt
es W C Bild ¢ offen mit W N Bild f = f(U,). O.B.d.A. sei Bildy = W, dann ist
U, = f~1(Bild¢), denn

Uy = (fro)U,) = fHWNBild f) = f*Bildy NBild f) = f~*(Bild ).

( = ) Die selbe Definition von h wie im entsprechenden Beweisteil von
liefert nun ein Linksinverses auf U, = f~(Bild ).

( = ) Nach ist f immersiv.

Weiters ist f injektiv, denn andernfalls sei 1 # xo mit y := f(z1) = f(z2) und
h :V, — M ein lokales Linksinverses wie in . Dann ist z; € f~!(V,) und somit
x; = (ho f)(x;) = h(y) unabhingig von 7, ein Widerspruch.

Schliefllich ist f ein Homdomorphismus auf sein Bild: Sei dazu (x;); ein Netz in
M fir welches f(x;) gegen ein f(z~) konvergiert. Sei h : V. — M ein lokales
Linksinverses wie in | 3 | mit einer offenen Umgebung V' von f(z). Dann ist f(x;)
schlieBlich in V und somit x; schlieBlich in f=1(V) und damit konvergiert z; =

(ho f)(x:) = h(f(2:)) = h(f(Te0)) = Too- O
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11.10 Definition (Teilmannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M einer Mannigfaltigkeit IV, die selbst Mannigfaltigkeit ist und die
obige Eigenschaft beziiglich der Inklusion incl : M < N besitzt, heilt (REGULARE)
TEILMANNIGFALTIGKEIT von N.

Jede Teilmenge M C N, die fiir jeden Punkt x € M eine Karte 1) von N zentriert
bei z besitzt fiir welche M N Bildy = ¢¥(R™) gilt, ist selbst eine Mannigfaltigkeit
mit dem Atlas gebildet durch diese Einschrinkungen t|g= und die Inklusion incl :
M < N ist dann nach Konstruktion und eine Einbettung, also M eine
regulidre Teilmannigfaltigkeit von V.

Diese zeigt, dafl die Definition fiir regulédre Teilmannigfaltigkeuten von N = R™ mit
der in gegebenen iibereinstimmt, denn Karten v von N = R" wie in
(also mit M N Bildy = ¢(R™)) sind gerade lokale Trivialisierungen im Sinn von

2.11]

Das Bild f(M) jeder Einbettung f : M — N ist offensichtlich eine reguldre
Teilmannigfaltigkeit von N und die Einbettung induziert einen Diffeomorphismus
f: M — f(M) aufs Bild, denn sowohl f als auch incl : f(M) < N sind initial,
also f : M — f(M) ein Diffeomorphismus. Bis auf Diffeomorphismen sind also
Einbettungen nichts anders als die Inklusion von regulidren Teilmannigfaltigkeiten.

11.11 Whitney’scher Einbettungssatz.

Es sei M eine zusammenhingende o-kompakte (und somit parakompakte) C>°-
Mannigfaltigkeit der Dimension m, dann existiert eine Einbettung von M in einen
endlichdimensionalen Vektorraum. “Jede” abstrakte Mannigfaltigkeit lafit sich also
als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisieren.

Beweis. Sei {1); : 0 < i < m} ein endlicher Atlas nach (fiir einen elementaren
Beweis von | 11.11 | ohne Verwendung von Dimensionstheorie siehe z.B. [12, S.73]).
Sei weiters f; eine zu {Bild;} gehorige Partition der Eins und sei f : M —
[T (R x R™) die glatte Abbildung

m

v (filw), filx)dy (@), -

Um anzuwenden zeigen wir die Existenz lokaler linksinverser Abbildungen
gi - (RxR™)™ D V; — M fiir eine offene Uberdeckung {V; : 0 < i < m} von f(M).
Sei dazu

1
Vii= {(tay) tt > O,t*yi € D0m7/1i},

%

gi Vi = M, (t,y) = i(t; - yi)

Dann ist g; o f = id auf f=(V;), denn

=¥ (@) =2 O

filz)y; ()
fi(z) )

SV 32 e (gio (@) = o (
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11.12 Bemerkungen

1. Nach dem Beweis von lassen sich m-dimensionale Mannigfaltigkeiten
in den R™™*1) einbetten. Das geht aber auch in niedrigere Dimensionen.
Und zwar 148t sich M in den R™ einbetten, wobei
(i) fiir n = 2m + 1 der Beweis relativ einfach ist, siehe [50, S.55];

(ii) fiir n = 2m stammt er von [120].

Vermutung: Das minimale n = 2m — a(m) + 1, wobei a(m) die Anzahl der
Einser in der Dualentwicklung von m ist. Eine verwandte Frage ist jene nach
dem minimalen n fiir die Existenz einer Immersion M — R"?

(i) Fiir n = 2m ist der Beweis relativ einfach, siehe [50, S.24].

(ii) Fiir n = 2m — 1 stammt er von [120].

Vermutung: Das minimale n = 2m — a(m) um Immersionen zu erhalten.
Diese Vermutung konnte schliellich bewiesen werden! Auf kompakten Man-
nigfaltigkeiten von [20] und allgemein von [13].

2. Der Rang-Satz liefert uns auf einfachste Weise weitere regulidre Teilmannig-
faltigkeiten:

Sei f € C°°(M,N) mit rang(T,.f) = r V & € M. Dann ist f~!(y) eine
regulére Teilmannigfaltigkeit von M fiir jedes y.

Beweis. Dies ist eine lokale Eigenschaft, wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen,
dal M C R™ offen, N C R” offen, dann folgt aus , dal f lokal wie
(z,y) — (x,0) aussieht und das Urbild f~!(0) somit wie {0} x R™~". O

11.13 Folgerung (Retrakte sind Mannigfaltigkeiten).

Sei f € C®(M,M), sodafs fof = f. Dann ist A := f(M) regulire Teilmannig-
faltigkeit. D.h. glatte Retrakte von Mannigfaltigkeiten sind wieder Mannigfaltigkei-
ten.

Beweis. Man beachte, dafl x € A := f(M) genau dann wenn f(x) = z gilt: Denn

v = f(y) = f(x) = f(f(y)) = f(y) = =, und umgekehrt z = f(z) € f(M).
Sei zg € Aund ¢ : R™ DU — ¢(U) C M eine um z( zentrierte Karte. Fiir alle y
in der Umgebung V := f~(p(U)) N ¢(U) von zq gilt:

yefM) < fly) =y
S lofop)e W) =(¢ o Ny) =¢ ' (y)
& ({d-f)e ' (y) =0,
wobei f:=¢ lofop:UDep (V)= UCR™,
Fiir z nahe 0 gilt:
(fof)z)=(p"ofopoptofop)(z)=(p"ofPop)(z)=
= (p "o fop)(z) = f(2),

d.h. 0.B.d.A. sei 0 € U C R™ offen und f : U — R™ erfiille f(0) =0 und fo f = f
lokal um 0, und wir haben zu zeigen, dafl id — f eine reguldre Gleichung lokal um 0
liefert.

Es ist rang T, (id — f) > rang To(id — f) =: r. Aus fo (id—f) = 0 folgt Tiq —y(z)f ©
(id =T f) = 0 und somit Bild(id —T7 f) C Ker(T{jq —f)(z)f). Also ist lokal

rang(TZ (ld —f)) < dim Ker(T(id 7f)(z)f) =m — dim Blld(T(ld 7f)(z)f) <
< m — dim Bild(Ty f) = dim Bild(id —=Tp f) = r,
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11.16 11. IMMERSIONEN

wobei wir fiir die lineare Projektion Ty f die offensichtliche Gleichung ToR™ =
Bild(To f) @ Bild(id =T f) verwendet haben.

Nun verwende . O

11.14 Bemerkung

Man kann umgekehrt zeigen, dafi jede Teilmannigfaltigkeit M einer Mannigfaltig-
keit N das Retrakt einer offenen Menge in N ist, siche [68, 62.9] oder [50, S.110].
Zusammen mit dem Einbettungssatz besagt das, dafl zusammenhéngende
o-kompakte Mannigfaltigkeiten - bis auf Diffeomorphismen - genau die Retrakte
offener Teilmengen endlichdimensionaler Vektorrdaume sind.

Fiir f € C*°(M, N) sei der Graph von f definiert als
Graph(f) :=={(z, f(z)):x € M} C M x N.

Dann ist Graph(f) eine regulire Teilmannigfaltigkeit. Der Beweis bleibt als Ubung.
Hinweis: Graph(f) = M.

11.15 Satz von Sard.
Die Menge der kritischen Werte einer glatten Abbildung zwischen o-kompakten
Mannigfaltigkeiten hat Lebesgue-Mafs 0.

Siehe auch [12, S.58] und [50, p.68].

Dieses Resultat gilt auch noch, wenn f € C"(M, N) mit r > dim M —dim N ist. In
[120, A function not constant on a connected set of critical points, Duke Math. J.
1(1935) 514-517] wurde eine C*-Abbildung f : R? — R konstruiert, die auf einem
Bogen I kritisch, aber nicht konstant ist. Der Graph von f ist also eine Fliche
S C R3, auf welcher ein Bogen f(I) liegt, sodafl die Tangentialebene an S in jeden
Punkt horizontal ist, aber dennoch hat f(I) nicht konstante Hohe.

Definition.

Dabei heifit fiir eine Abbildung f : M — N ein Punkt z € M KRITISCH, falls
Tpf : ToM — Tz N nicht maximalen Rang min{dim M,dim N} hat. Ein Punkt
y € N heiBt KRITISCHER WERT, falls ein kritischer Punkt = € f~!(y) existiert.
Manchmal wir fiir kritische Punkte nur verlangt, dal T}, f nicht surjektiv ist, also
daB rang(T, f) < dim N ist. Zumindestens fiir den Satz von Sard macht das aber
keinen Unterschied, denn nur im Fall dim M < dim /N gibt es dann mehr kritische
Werte (nédmlich alle im Bild). Diese bilden aber nach ebenfalls eine Lebesgue-
Null-Menge.

Eine Menge N C R™ heifit LEBESGUE-NULL-MENGE, falls fiir jedes € > 0 eine Folge
von Wiirfeln ( oder Quadern oder Kugeln) (Qp)ren existiert mit N C (J, oy Qr und
> ken |Qr| < €, wobei wir |Q| fiir das Volumen von ) schreiben.

Eine Teilmenge N C M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M heifit LEBES-
GUE-NULL-MENGE, wenn dafl Urbild unter jeder Karte eine Lebesgue-Null-Menge
ist.

11.16 Lemma.
Es sei U CR™ und N C U eine Lebesgue-Null-Menge. Weiters sei f : U — R™
eine Ct-Abbildung. Dann ist auch f(N) eine Lebesgue-Null-Menge.

Beweis. Da U die Vereinigung abzahlbar vieler kompakter konvexer Mengen ist
(z.B. der Kugeln mit rationalen Mittelpunkts-Koordinaten und rationalem Radius,
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11. IMMERSIONEN 11.17

die in U enthalten sind), und weil die abzidhlbare Vereinigung von Lebesgue-Null-
Mengen wieder eine Lebesgue-Null-Menge ist, diirfen wir annehmen, daffi N in
einer kompakten konvexen Teilmengen von U enthalten ist. Weiters konnen wir
auch annehmen, daf die Wiirfel einer Uberdeckung von N ebenfalls in einer (etwas
grofleren) kompakten konvexen Teilmenge K C U enthalten sind.

Da f:U — R™ C!ist, ist x := sup{||f'(2)| : # € K} := || f'|x]loc < 00. Sei Q ein
Quader in K mit Seitenldnge a. Dann ist nach dem Hauptsatz

1
|f(x1) — f(zo)| = ‘/0 f'(@o + t(z1 — 20)) (#1 — 20) dt| < K - |21 — 20| < K a /m.

fiir alle 21,29 € Q. Also ist f(Q) enthalten in einem Quader mit Seitenlinge
2ka+/m und Volumen (2ka+/m)™ = (2ky/m)™|Q|. Das Bild einer abzihlbaren
Uberdeckung mit Quadern von Gesamt-Volumen kleiner als § := /(2 k/m)™ >
0 ist also in einer Uberdeckung mit Quadern von Gesamt-Volumen kleiner als
(2 ky/m)™ - § = ¢ enthalten. O

Es ist also eine Teilmenge N C M einer Mannigfaltigkeit genau dann eine Lebesgue-
Null-Menge, wenn die Urbilder unter den Karten eines festen Atlasses Lebesgue-
Null-Mengen sind.

Folgerung.
Es sei f: R™ — R™ C! und n < m, dann ist f(R™) eine Lebesgue-Null-Menge.

Beweis. Man wende | 11.16 | auf f := fopr: R™ = R" x R™ " — R™ — R™ und
die Lebesque-Nullmenge N := R™ x {0} C R™ an. O

Wir benétigen noch den

11.17 Satz von Fubini.
Es sei N C R™ kompakt und N N ({t} x R"™1) eine Lebesque-Null-Menge fiir alle
t € R. Dann ist N eine Lebesgue-Null-Menge in R™.

Fiir einen Beweis siche [12, S.59] oder [65, 7.6.9].

Beweis des Satzes von Sard | 11.15 | Beachte, daf} falls fiir jeden Punkt = einer
Menge X C R™ eine Umgebung U, existiert, s.d. f(U, N X) eine L-Nullmenge ist,
so ist f(X) = U,ex f(Uz N X) ebenfalls eine L-Nullmenge, denn abzahlbar viele
der U, iiberdecken bereits X, da X nach dem Beweis von Lindeloff ist.

Es gentigt somit den Fall f : R™ O U — R"™ zu betrachten. Sei D die Menge der
kritischen Punkte. Wir machen Induktion nach m. Fiir m = 0 ist der Satz trivial.

Im Induktionsschritt wollen wir anwenden, jedoch ist die Menge der kritis-
chen Werte nicht kompakt, aber die kritischen Punkte sind eine abz&hlbare Vere-
inigung kompakter Mengen, denn die Menge der Punkte x, wo eine fixe r X r-
Teildeterminante von f’(x) verschwindet ist abgeschlossen, also die abzihlbare
Vereinigung ihrer Durchschnitte mit den kompakten Béllen B, (z) fiir n € N, und
die kritischen Werte somit eine abzdhlbare Vereinigung der kompakten Bilder all
dieser kompakten Mengen (und damit anwendbar).

Sei

[e3

Dy :={zcU: 88— (x) = 0 fiir alle |o| < k}.
x(X

Die Dy, sind abgeschlossen und erfiilllen D 2 D; 2 Dy D .. ..

andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013 it



11.18 11. IMMERSIONEN

Es ist f(D \ D;) eine Lebesgue-Null-Menge:
Sei dazu z € D\D;. O.B.d.A. ist 52 f1(z) # 0. Dannist h: U — R™, (z},...,2™)
(fi(z),22,...,2™) ein lokaler Diffeomorphismus und g := f o h~! hat die Gestalt

g: (fi(x), 2%, )= (zh . 2™) = (fu(2),. .., fal2))
g: (2% .. 2™ = (g3 (ta),...,g"(t x)).

Die Hyperebene {t} x R™~! =2 R™~! wird unter g in die Hyperebene {t} x R*~!
angebildet und die Einschrinkung g;(z) := (¢%(t,2),...,g"(t,x)) von g auf sie
hat z als kritischen Punkt genau dann, wenn (¢, z) ein kritischer Punkt von g ist.
Nach Induktionsvoraussetzung, sind die kritischen Werte von g; eine Lebesgue-Null-
Menge, und nach dem Satz von Fubini auch jene von g, dies sind aber auch
jene von f = goh, da h ein Diffeomorphismus ist.

Es ist auch f(Dyg \ Dyy1) eine Lebesgue-Null-Menge:

1 ] akJrlfl 3 kal
Sei x € Dk \ Dk+1. OBdA. ist m(fl;) 7é 0 und sei w := B2 0Tk
Dann ist w|p, = 0 und g;‘i (z) # 0. Es sei h(z) := (w(x),x2,...,2m). Dann ist

h: U — R™ ein lokaler Diffeomorphismus und h(DxNU) C {0} x R™~! C R™. Wir
betrachten die Abbildung g := f o h~! und ihre Einschrinkung go : {0} x R™~1 —
R™. Die kritischen Werte von gg sind nach Induktions-Voraussetzung eine Lebesgue-
Null-Menge und jeder Punkt aus h(Dy NU) ist kritisch fiir go, weil alle partiellen
Ableitungen von g der Ordnung < k und insbesonders die der Ordnung 1 von gq
verschwinden. Also ist f(Dyx NU) = go(h(Dy NTU)) eine Lebesgue-Null-Menge.

Fir k> ™ — 1 ist f(Dy) eine Lebesgue-Null-Menge:
Es sei @ ein Wiirfel der Seitenlénge a. Aus der Taylor-Formel erhalten wir

11k
o) = @l =| [ S5 r ) h e

1 1—1¢ k
< Sup{Hf(kJrl)(x)H ‘e Q} / ( o ) dt ‘h|k+1 < T|h‘k+1
0 !

fiir alle 2 € D NQ. Wir zerlegen Q in r™ Wiirfel der Seitenlinge %. Sei Q' solch ein
Wiirfel, der einen Punkt € Dy, enthiilt. Dann ist jeder Punkt in @’ von der Form
x + h mit |h| < ¢ und somit ist f(Q') enthalten in einem Wiirfel der Kantenlénge

k+1yn
27 (%)kﬂ. Alle Wiirfel zusammen haben Gesamtvolumen hochstens ™ %

und fiir n(k + 1) > m konvergiert dieser Ausdruck gegen Null fiir » — oo. O

11.18 Retraktionssatz.
Es gibt keine stetige Retraktion D" := {x € R" : |z| < 1} — S"71 := {z € R":
|z =1}
Unter einer RETRAKTION f auf eine Teilmenge Y C X versteht man eine Abbildung
f X = Y welche fly = id erfiillt. Mehr der Anschauung entsprechend ist eine
DEFORMATION von Y auf X, d.h. eine stetige Abbildung F : [0,1] x X — X, mit
folgenden Eigenschaften:

o Vtel0,]] VyeY: F(t,y) =y.

e VzeX: F(0,x) =ux.

e VzeX: F(l,z)€eY.
Wenn wir mit F; : X — X die Abbildung Fi(x) := F(t,z) bezeichnen, so ist also
Fily =idy, Fy =idx und F; : X — Y eine Retraktion.
Umgekehrt kénnen wir aus einer Retraktion f : D® — S"~! C D" eine Deformation
F(t,x):= (1 —t)x +t f(x) machen.
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Beweis. Angenommen f wire eine Retraktion. Wir wollen zuerst zeigen, daf§ f
0.B.d.A. C* ist.

Aus f erhalten wir eine Retraktion f; : R® — S™~!, die in einer Umgebung von
Sn—1 O ist, z.B.

o J @) =a/lx] fie 1/2 < af
fule): {f(?:c) fiir |z| < 1/2.

Nach der Aufgabe [74, 20] (oder dem Satz von Stone-Weierstraf}) existiert eine
glatte Funktion fo : R" — R™ mit ||f2 — filleoc < 1. Sei nun A : R™ — [0,1] C*°
mit h(z) =1 fiir [z| < 1 und h(z) = 0 fiir [z[ > 1 und f3(z) := (1 — h(z)) f1(z) +
h(w) fo(x). Damn ist |fs(z) — f1(2)] = h(@) - |fa(2) — file)] < |fal@) — f1(2)] < 1,
d.h. f3(z) # 0 und fir |x] > 1 ist f3(x) = fi(x) = x/|x|. SchlieBlich ist f4(z) :=
fa(x)/|fs(z)| die gesuchte C*°-Retraktion. Wir nennen diese wieder f.

Nach dem Satz von Sard existiert ein regulirer Wert y € S"~! von f
und somit ist M := f~!(y) eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™ und
y € MNS™" 1. Essei z€ M ein weiterer Schnittpunkt der Zusammenhangskompo-
nente von y in M mit S™~! (Ein solcher existiert klarerweise, falls die Zusammen-
hangskomponente diffeomorph zu S ist, und andernfalls ist sie diffeomorph zu R
(siehe [65, 7.6.12]) muB also D™ wieder verlassen, denn f~!(y) N D" ist kompakt).
Dann ist f(z) = z # y ein Widerspruch zu z € f~1(y). O

11.19 Brouwer’s Fixpunktsatz.
Jedes stetige f: D™ — D™ hat mindestens einen Fixpunkt.

Beweis.

Angenommen f : D® — D" hat
keinen Fixpunkt. Dann ist r :
D" — 87! definiert dadurch,
dafl x € D™ auf dem Schnittpunkt
der Geraden von f(z) nach z mit
S7~1 der x niher liegt abgebildet
wird eine stetige Retraktion, im

Widerspruch zu | 11.18 |. O i

Explizit ist r gegeben durch:
r(z) =2z — Af(z) — ), wobei A >0 und
0=|r(z)* = 1= 2f(z) - 2]* - 2\(z|f(2) — 2) + |2 - 1,

(@l f (@) — @) + V(] f(@) —2)? + [f(x) — 22 (1 = |2]?)
f () —af? '

dh. A=

12. Submersionen

12.1 Proposition (Charakterisierung von Submersionen).

Sei f € C*°(M,N), dann gilt
f ist Submersion & f besitzt lokale Schnitte.

(D-h. ¥V x € M 3Uspy) €N Ig° € OF(Us(py, M) : g*(f(x)) = 2 und fog” =id
auf Ug(yy, also dort, wo g* definiert ist. Lokal gibt es also ein Rechtsinverses.)

andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013 79



12. SUBMERSIONEN

Beweis. (=) Nach dem Rangsatz existieren Karten ¢ um « und ¢ um f(z),
sodaf folgendes Diagramm kommutiert:

Bild p — > Bild

1 .

R" x R™—" = R™ D Dom ¢ ——= Dom 1) CR®

Dabei ist pr; : R™ — R™ die Projektion. Setzen wir jetzt Uy(,) := Bild(¢)) und
g° = @ oincloyp™1, dann ist g% glatt mit ¢°(f(z)) = z und

fog®=foypoincloy™' =4 opr,oincloy ™! = dy,,, -

(<) Seien Uy (,) und g% wie vorausgesetzt, dann gilt:

Tf(z) id = ide(l,)N = Tf(m) (f o gz) = TTf o Tf(m)gm = chf ist surjektiv. O

12.2 Folgerung (Submersionen sind offen und final).
Jede Submersion f: M — N ist eine offene Abbildung. Jede surjektive Submersion
f st zusdtzlich final.

Beweis. (f ist offen) Sei dazu U C M offen und y € f(U), also y := f(z) fiir ein
z € U. Nach 3U, und ¢* : U, — M mit ¢*(y) = = und fog” =id. O.B.d.A.
sei (¢%) ' (U) 2 Uy = f(U) 2 (f o ¢")(U,) = U, = f(U) ist offen.

(f ist final) Sei dazu g : N — P, soda$ go f glatt ist. Da f surjektiv ist, gibt es zu

y € N ein x € M mit f(x) =y, dazu haben wir nach noch U, und das glatte
g* : Uy — M zur Verfiigung, sodaf}

fog" =idy, = glu, =go(foyg”)= (g0 f)og" glatt ist,

also ist auch g glatt. O

13. Faserbiindel

Nach lassen sich fiir submersive Abbildungen f : P — M Karten ¢ : R™® x
R™=" D Wy xWsy — Pund vy : Wi — M so finden, dafl die Kartendarstellung von f
gegeben ist durch pr; : Wy x Wy — Wy. Die Zusammensetzung ¥ := @o (=1 xid) :
Bildy x Wy — W3 x Wy — Bild ¢ ist dann ein Diffeomorphismus s.d. fo ¥ = pry:

'
P Bild ¢ z Wi x Ws <1/;T:><idBﬂdw x Wy
lf leildap\L lp’h lprl
M )Bﬂd wa_/lBﬂd P

id

Eine stirkere Eigenschaft von Abbildungen f werden wir jetzt kennenlernen:
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13.1 Definition (Faserbiindel)

Eine glatte Abbildung p : P — M heifit FASERBUNDEL :< p ist lokal trivial, d.h.
VY y € M existiert eine offene Umgebung U C M und eine TRIVIALISIERUNG
U von p iiber U, d.h. eine C°°-Mannigfaltigkeit F' sowie ein Diffeomorphismus
U:U x F— p~}U), sodal folgendes Diagramm kommutiert:

1S

UxF LU —=P

1R

dabei heifit F' TYPISCHE FASER (Auf Zusammenhangskomponenten von M sind
alle Fasern diffeomorph).

Eine UBERLAGERUNG ist ein Faserbiindel p mit diskreter typischer Faser F. Dies
ist die glatte Version der Definition, die wir in [68, 3.7] gegeben haben.

13.2 Beispiele von Faserbiindeln

1. Fiir zwei Mannigfaltigkeiten M und F ist pry : M x F — M, (z,y) — « ein
Faserbiindel mit typischer Faser F. So geartete Faserbiindel heiflen GLOBAL
TRIVIAL (oder kurz trivial).

2. Die Projektion Méb — S des Mobiusbandes auf die Mittellinie ist ein
Faserbiindel mit typischer Faser (—1,1) & R.

3. Die Hopffaserung: S? — S2 ist ein Faserbiindel mit typischer Faser S!, siche

1)

>0

Beispiele von Uberlagerungen sind:

4. Die Abbildung R — S! gegeben durch t ~ (cost,sint) ist eine abzihlbar-
blattrige Uberlagerung.
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(O

5. Folgende Abbildung R x (—1,1) — Mob
(1 4+ tcos ) cos(2¢)
(f — | (1+tcosep)sin(2p)
tsin @
ist eine abzihlbarblittrige Uberlagerung. Dies faktorisiert iiber
R x (—1,1) = S* x (=1,1), (¢p,t) — (cosp,sing,t)

zu einer zweiblittrige Uberlagerung des Mabiusbandes durch den Zylinder

St x (=1,1):
R x (-1,1)
(7171) Mob

(2,9,8) = ((1+ ) (@2 = ), (1 + t2)22y, 1y
6. S* — P", 2 — R -z ist eine zweiblittrige Uberlagerung, siche Aufgabe [68,
72.53].
7. 8% = SO(3) und S° x S — SO(4) sind zweiblittrige Uberlagerungen, siche
bzw. Aufgabe [68, 72.66] und [68, 72.67).

St x
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IV. Vektorfelder

Gewdhnliche Differentialgleichungen werden auf Mannigfaltigkeiten durch Vektor-
felder beschrieben. Um von der Glattheit jener sprechen zu kénnen, bendtigen wir
das Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit bzw. besser als Vektorbiindel und diese
beiden Dinge stellen wir in den ersten beiden Abschnitten bereit. Die néchsten
beiden sind den Differentialgleichungen und ihren Losungen, den lokalen Fliissen,
gewidmet. Es wird dann die Lie-Klammer als Obstruktion gegen das Vertauschen
der lokalen Fliisse zweier Vektorfelder behandelt. Schlieflich folgt noch die Verall-
gemeinerung zu Integralmannigfaltigkeiten von Teilvektorbiindeln und der zentrale
Satz von Frobenius iiber deren Existenz.

14. Tangentialbiindel

14.1 Motivation

Wir wollen gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung auf Mannigfaltigkeiten
behandeln. Dazu betrachten wir zuerst den klassischen Fall: Ist eine Differentialgle-
ichung #'(t) = f(x(¢)) bzw. 2'(t) = f(t,x(t)) gegeben, wobei f: U — R", U C R"
offen ist, so erhidlt man als Losung zur Anfangsbedingung x(0) = xy eine lokal
definierte differenzierbare Kurve z : (a,b) — U.

Wir wollen nun U durch eine Mannigfaltigkeit M ersetzen. Als Losungskurve x :
(a,b) - M werden wir wohl eine differenzierbare Kurve in der Mannigfaltigkeit
erhalten. Deren Ableitung z'(¢) an der Stelle ¢ ist ein Tangentialvektor in Ty M.
Die die Differentialgleichung konstituierende Funktion f muf folglich Punkte x € M
auf Tangentialvektoren in diesen Punkten abbilden:

f:M3pw f(p) €T,M, dh. f:M— || T,M,
peEM

wobei LlpeM T,M die disjunkte Vereinigung aller T, M mit p € M bezeichnet.

14.2 Definition (Tangentialbiindel)

Sei M eine Mannigfaltigkeit, so ist der TANGENTIALRAUM von M definiert durch:
T™ = | | T,M = | J {p} x T, M.
peEM peEM

Auf TM definiert was : {p} xT,M > (p,v) — p € M die sogenannte FUSSPUNKTAB-
BILDUNG. Jedes glatte f : M — N induziert eine Abbildung Tf : TM — TN, die
sogenannte TANGENTIALABBILDUNG von f, die durch (Tf)(p,v) := (f(p), Tpf(v))
mittels der TANGENTIALABBILDUNG T, f : T, M — Ty ,) N von f bei p definiert ist.
Es ist also

Tflr,m =Tpf : TyM = {p} x T,M L {f(p)} x Ty N =Ty N
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auf den Fasern m~!(p) = T,M von 7 linear.

Seien f: M — N und g : N — P glatt, dann nimmt die Kettenregel aus die
sehr einfache Gestalt

T(gof)=TgoTf
an, wie folgende Rechnung zeigt:

(T(go N)@,v) = ((g° @) Talge )
(g(f(x))vTf(x)g((Ta:f)(U)))
(Tgo Tf)(w,v) = Tg(TS(x,v)) = Tg(f(x). Tof (v))

(g(f(x))v Tf(z)g«Tzf)(”)))
Weiters gilt T'idys = idpy und (Tf)~1 = T(f~1) fiir Diffeomorphismen f.

14.3 Bemerkungen

Um von f : M — TM schone Eigenschaften (insbesondere Differenzierbarkeit)
fordern zu konnen, brauchen wir eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur auf TM =

LIxEM T,M.
Sei dazu vorerst M = U C R™ offen, dann ist 7, M = R™ und somit
TM = | J {p} xR™ = M x R™.
peEM

Fiir glatte Abbildungen f : R™ O U — V C R"™ ist die Tangentialabbildung
Tf:UxR™—V xR"” gegeben durch

(Tf)(z,0) = (f(2), f'(z)(v)).

Sei nun M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und sei ¢ : R™ D U — W N M eine
lokale Parametrisierung. Es ist

T™M = | J{p} x T,M C M xR" CR" x R" =R*>".
pEM
und Ty : R?*™ D U x R™ =TU — TM, (x,v) — (¢(x), ¢ (z)(v)) ist eine lokale
Parametrisierung von TM: Sie ist auf der offenen Teilmenge TU des R?™ definiert
und dort klarerweise C°°. Weiters ist ihre Ableitung an der Stelle (z,v) € TU =
U x R™ in Richtung (w, h) € R™ x R™ gegeben durch

(Te) (z, v)(w, h) = (¢ (x)(w) + 0, " (@) (w, v) + ¢ (z)(h)).
Die Jacobi-Matrix von T'¢ bei (z,v) ist somit:

(02 i)

Da ¢ regulér ist, ist ¢’(z) injektiv und somit auch die Jacobi-Matrix von T'p, d.h.
T ist regulér.

Sei f : M — N glatt und seien ¢ : R™ — M sowie ¥ : R® — N lokale
Parametrisierungen und somit nach dem eben Gezeigen T'p und T lokale Parametrisierun-
gen von T'M und T'N. Die lokale Darstellung von T f beziiglich dieser Parametrisierun-
gen ist:

(TY) toTfoTe =T ) oTfoTe=TH "o fop).
Da die lokale Darstellung 1)~ o f o ¢ von f glatt ist, gilt gleiches auch fiir die von
Tf, also ist auch T'f glatt.
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Falls nun M schliellich eine abstrakte Mannigfaltigkeit ist, dann sollten wir mittels
der Karten ¢ : R™ D U — M von M einen glatten Atlas {Typ : TU = U x R™ —
TM?} von TM definieren kénnen. In der Tat zeigt die selbe Rechnung wie eben fiir
f =1idyy, daB der Kartenwechsel (%)~ ! o Tp = T'(1p~! 0 @) glatt ist.

14.4 Lemma (Tangentialbiindel als Faserbiindel).
Fiir jede Mannigfaltigkeit M ist TM —— M ein Faserbiindel.

Beweis. Wir miissen lokale Trivialisierungen von M —— M finden. Sei dazu
¢ : U — M eine Karte von M. Dann ist ¢ : U — ¢@(U) C M ein Diffeomorphismus
auf eine offene Teilmenge von M und Tp : U x R™ = TU — TM ist eine Karte
von T'M nach . Das Bild von Ty ist

Bild(Ty) = {(x,v) € TM : 2 € Bildp =: V, v € T, M}
={(z,v) eTM : 2 € V} =1} (V).

Eine Trivialisierung ¥ := T'¢ o (¢~! x R™) von 7 iiber V ist nun durch folgendes

Diagramm gegeben:
/T\

TM <290 (V) = TU ~—> U x R™ <=V x R™

Ty o Lp—lme
) -1

Bemerkung

Wir haben noch eine zusitzliche Struktur auf 7'M, denn die Fasern T, M = 7~ !(z)
sind Vektorrdume und Ty : R™ = TyR™ — T, M ist linear.

14.5 Definition (Vektorbiindel)

Ein Faserbiindel p : E — M heit VEKTORBUNDEL (VB), falls alle Fasern p~!(z) =:

E, Vektorrdume sind und fiir jedes zop € M eine offene Umgebung U C M sowie
eine lokale Trivialisierung ¥ existiert,

IR | &

UxRF — Y o p-1(U)
pry /
U

die faserweise linear ist, d.h. ¥, := ¥(x,.) : R¥ — E, ist linear fiir jedes z € U. So
eine lokale Trivialisierung heifit dann VEKTORBUNDELKARTE.

Unter einem Vektorbiindel E — M kann man sich eine Familie {E, : z € M} von
Vektorrdumen vorstellen, welche durch M in einen gewissen Sinn glatt parametri-
siert ist.

14.6 Satz (Tangentialbiindel als Vektorbiindel).

Das Tangentialbiindel TM — M jeder Mannigfaltigkeit M ist ein Vektorbindel.
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Beweis. Sei o : R™ D U =,V C M eine lokale Parametrisierung von M. Dann

erhalten wir nach eine lokale Trivialisierung ¥ von T'M als oberste Zeile des
folgenden kommutativen Diagramms:

\4

VxR £ g wrm L2 Ty,

U v

R |6

<

R|6

d

Bleibt zu zeigen, dafl v — ¥(z,v) von R™ — {z} x T, M = T, M linear ist. Diese
Abbildung ist aber
T¢*1(z)§0 U= (x,v) — (w_l(x),v) = (@(W_l(m))vT@*1(1)<P . U) = Tga*l(z)(P v
—_———

=z

und somit klarerweise linear. O

14.7 Bemerkungen
1. Zu zwei Vektorbiindelkarten ¢y : U x R* — p~'(U) und ¢y : V x RF —
p~ (V) ist der Vektorbiindelkartenwechsel
Yotoy  (UNV)xRFE »p~{(UNV) = (UNV) x R¥
von der Form
(2,0) = ((ory 0" 0 wv)(w, v), (bry 007 0 ) (&,v) ).
=z =vu(z)v
Die wesentliche Komponente (pryotpy,' o ) : (UNV) x R¥ — RF haben
wir dabei durch ¢y = (pryoty;t o ¥y)Y : UNV — L(k, k) beschrieben
(beachte dabei, dafl 1/1;1 o Yy faserweise linear ist). Diese Abbildung vy ¢
heifit TRANSITIONSFUNKTION. Es hat ¢y Werte in GL(k) C L(k, k), denn
die Inverse zu Yy (z) ist Yyv (z).
2. Im Falle des Tangentialbiindels TM — M erhalten wir Transitionsfunktio-
nen wie folgt:
Yi(z,v) = (2, Ty, 1 (mypi - v) =
’l/)iil(l',’u)) = (LE, (Tvi—l(aj)cpi)il w) =
(2,005 () (0)) 1= (0 05 (,0) = 0 (2, Ty 2105 0))
= (@ (To1 ) 2) ™"+ Ty 1) 05 - 0)
= (aj,qu(m)(gpi*l op;)-v) =
Y (@) = Tp,-10) (s 0 p5) = (i o) (0, H(z) =
Vi = (pi tog;) op; Tt
Also sind diese Transitionsfunktionen im wesentlichen die Ableitung des
Kartenwechsels ;7! o ¢; von M.

3. Die Transitionsfunktionen erfiillen allgemein die Kozykel-Gleichungen:

wUsUz (x) o 7/)U2U1 (I) = ¢U3U1 (x) fir alle x € Uy NU; N U3
Yyy(x) = idgn fiir alle x € U
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4. Nach Konstruktion ist die Abbildung zﬁUV :(UNV) x RF — RF mit @VU :
(x,v) = Yyy(x) - v glatt. Und wir behaupten nun, dafi dies dazu dquivalent
ist, daB Yy : UNV — GL(k) C L(k, k) selbst glatt ist. Um das zu beweisen,
bezeichnen wir mit ev die glatte (da bilineare) Evaluationsabbildung ev :
L(k, k) x RF — Rk, (A,v) — A-v.

(<) gilt, da

Do (UNV) x RF vuxB 7 by o RF —evy RE

(=) Esist Yyy : UNV — L(k, k) C°, falls ev, o ¢y glatt ist Vy € R,
wobei ev,, : L(k, k) — R*, T+ T(x) bezeichnet. Das ist der Fall, denn

(evy o vu) (@) = yvu(x) -y = dvu(z,y)

= evy o Pyy = Pyu(oy) ist C° Vy.

5. Sei nun M eine Mannigfaltigkeit und p : E — M eine auf einer Menge E
definierte Abbildung so, daf} eine Familie von fasertreuen (d.h. poty = pry)
bijektiven Abbildungen ¢y : U x R¥ — p~!(U) existiert, wobei die U eine
offene Uberdeckung von M bilden und die zugehérigen Transitionsfunktionen
Yyu : UNV — GL(k) wohldefiniert und glatt sind.

Dann konnen wir F auf eindeutige Weise zu einer Mannigfaltigkeit machen,
sodafl p: E — M ein Vektorbiindel mit Vektorbiindelkarten vy wird:

E<—p Y (U)<—U xRF -~ W x RFC— s R™ x R¥

Yu xR

- C m
M<~— U ———U —W R

Als Parametrisierungen von E kénnen wir ¢y o (¢ x RF) verwenden, wobei
die ¥y die gegebenen fasertreuen Abbildungen und ¢ Karten von M sind.
Die Kartenwechselabbildungen von E sind dann

(%v o (p2 x R")) ™o (Y o (p1 x RY)) = (03" 0 p1,9vu o (1 x RY)).
Nach Konstruktion sind die 1y Faserbiindelkarten und wir kénnen die Fasern
E, vermoge diesen zu Vektorrdumen machen und zwar so, daf die ¢y faser-
linear werden.

6. Aus wissen wir, daf sich eine Mannigfaltigkeit aus ihren Kartenwechseln
zuriickgewinnen 148t. Bei Transitionsfunktionen eines VB haben wir eine
dhnliche Situation: Sei U eine offene Uberdeckung von M. Ein Kozykel von
Transitionsfunktionen, d.h. eine Familie von glatten Funktionen ¢y : U N
V — GL(k) fir U,V € U, welche die Kozykel-Gleichungen () erfiillt,
definiert ein bis auf Isomorphie eindeutiges Vektorbiindel.

Um das zu zeigen, definieren wir: E, := {(U,w) : 2 € U € U, w € R¥}/ ~,
wobei

(U,w) ~ (V,w') & w' =yy(z) - w.
Es ist E, ein Vektorraum mit ¢y (z) : w — [(U,w)], ein Vektorraum-
Isomorphismus R¥ — E,. Die disjunkte Vereinigung

E:= |_A|4 E, = %({x} x E,)

ist ein Vektorbiindel iiber M mit der Fufipunktabbildung p : £ > (z,v) —
z € M, demn Ely = p*(U) = U,y Bx = U x R* vermoge der Trivial-
isierung ¢y definiert durch ¢y (z, w) := (z, [(U, w)]). Fir den Kartenwechsel
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gilt:
(W' ovu)(z,w) = vy’ (2,9u(2) - w) = (z,0) &
& (2, [(V,u')]) = v (2, 0') = Yo (z,w) = (z,[(U,w)]),
also w’ = Yyy(x) - w.
14.8 Definition (Vektorbiindelhomomorphismen)
Sind p: V — M und ¢ : W — N Vektorbiindel, so heiBt eine glatte Funktion f

VEKTORBUNDELHOMOMORPHISMUS iiber f : M — N, falls folgendes Diagramm
kommutiert und f; : Vi, — Wy (,) linear ist V. x € M.

1% W
|
M N

14.9 Definition (Teilvektorbiindel)

7

—

f
R

Esseienp: E — M, q: F — M zwei Vektorbiindel, sodafl F, Teilvektorraum von
E,ist V x € M. Dann heifit ¢ : F — M TEILVEKTORBUNDEL von p : £ — M,
falls zu E ein VB-Atlas {1y : U x RF — p~1(U)} existiert, der U x R C U x R*
auf Fly fiir ein | < k abbildet, d.h. ¢y : U x R* = E|y = p~*(U) und ¢|yxgy :
U x R = F|U.

Das bedeutet, da8 ¢;y(x) den “konstanten” Teilraum R! genau auf F, abbildet.

15. Vektorfelder

15.1 Definition (Schnitte von Biindeln)

Unter einem SCHNITT ¢ EINES VEKTORBUNDELS (oder Faserbiindels) F —2— M
versteht man eine Abbildung o : M — FE, welche p o o = id; erfiillt. Die Schnitte
des Tangentialbiindels TM — M heiflen VEKTORFELDER (VF) auf der Mannigfal-
tigkeit M.

Den RAUM DER GLATTEN SCHNITTE {0 € C*®°(M, E) : poo = id} bezeichnet man
mit C°(M <%= E) und auch mit I'(E —£— M) oder kurz mit I'(E), wenn die
Fufipunktabbildung klar ist.

Die Menge aller GLATTEN VEKTORFELDER auf M bezeichnen wir auch mit
X(M) 1= C°°(M <Z>— TM).
Schnitte kénnen addiert und mit reellwertigen Funktionen f auf M punktweise
multipliziert werden. Somit ist C°°(M «E-F) ein Vektorraum und sogar ein MODUL
iiber C*°(M,R), also ein “Vektorraum” iiber dem Ring C°°(M,R) (anstatt iiber
einem Korper), d.h. es gilt:
(f+9)§=rfE+g8 [(E+m) =FfE+ fn,
(f-9)§=1F(g-¢), 1-6=¢

Wir wollen mit Vektorfeldern oder allgemeiner mit Schnitten von Vektorbiindeln
konkret rechnen. Dazu benétigen wir lokale Darstellungen.
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15.2 Lokale Beschreibung von Schnitten

Lokal ist ein Schnitt s durch eine Abbildung 5 der Basis M in die typische Faser
R* gegeben.

s(@) =—————11g" (s(2)) (z,5(2))

Speziell fiir das Tangentialbiindel erhalten wir: Dem Vektorfeld £ entsprechen lokal
Abbildungen (f;);’;l : M — R™, deren Gestalt von der Wahl der Karte ¢ abhéingt:

TLpO(Lp71 XR?YL)

TM|giq v — Bild p x R™
Bild(yp)

Wir haben in gesehen, daf falls (ul,...,u™) = ¢! lokale Koordinaten auf
M sind, so ist (0f]p = 52t |p,-- -, 08|y = 52 |p) eine Basis von T, M fiir alle p im
Definitionsbereich U der Karte ¢ und der Isomorphismus T'p o (¢~ x R™) bildet
die Standardbasis (z,e;) auf a?n ab. Jedes Vektorfeld ¢ 148t sich also auf U als

¢ =37, €007 schreiben, wobei 0f die Vektorfelder p — 9f|, = 52|, sind. Der

Index ¢ der Komponenten §fp von & beziiglich der Basis 97 deutet die Abhéingigkeit
dieser Komponenten von der Basis an, die ja wiederum von ¢ abhingt. Zumeist
werden wir diesen Index aber, wie allgemein iiblich, weglassen. Wir kénnen die Kom-

ponenten & berechnen, indem wir £ = 3 i a?ui auf die lokale Koordinatenfunktion

u?/ anwenden: &(u?) = (ZZ ¢ 3‘31)(uj) =3¢ 53 =¢§;. Alsoist { = Zif(ui)azi'

15.3 Folgerung.
Ein Vektorfeld & ist genau dann glatt, wenn alle Komponenten ffa glatt sind.

Beweis. Dies folgt sofort daraus, dal die lokalen Schnitte % glatt sind, was
wiederum aus dem Diagramm

TM|U <22 v x R™ 25 7 x R

U L 1 4 U

folgt, denn dem Schnitt % ganz links entspricht rechts der konstante Schnitt « —
(x,€). O
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15.4 Beispiele von Schnitten

1. Das Tangentialbiindel von S™ C R™*! als Teilbiindel von TR"t!|gn = S™ x
R+ st TS™ = {(z,v) € S™ x R**! : (x,v) = 0}. Insbesonders ist T'S* =
{(z,y,u,v) : 22 +y? = 1, zu+yv = 0}, also T'S* = S x R mittels (z,y,t) —
(7, y,-ty, tx). Somit ist das Tangentialbiindel der S* trivial, und zwar ist es
der Zylinder.

2. Die Projektion: Mébiusband — St auf die Mittellinie ist auch ein VB, dessen
Faser (—1,1) @ R ist.

Dieses VB ist jedoch nicht trivial, denn andernfalls hétte man eine globale
Trivialisierung :

<

S xR— = Mob —>Mob

L \/

mit (S, 1) NSt := (S, 1) N(ST,0) = 0. So eine Abbildung gibt es aber
nicht.

3. Auch T'S? ist ein Vektorbiindel. Um die Frage, ob es auch trivial ist, beant-
worten zu kénnen, nehmen wir an, es gibe eine Trivialisierung ¢ : S? xR? —
TS?. Mit (., e1) hitte man eine stetige Abbildung, die jedem x € S2
einen nichtverschwindenden Tangentialvektor zuordnet, so eine Abbildung

existiert aber nicht (Igelsatz|29.12 ).

4. Da die S? eine glatte Gruppenstruktur tragt, ist 752 = 83 x R? wiederum
ein triviales Vektorbiindel.

IR

15.5 Definition (Linear unabhingige Vektorfelder)

Eine Familie von Vektorfeldern {1, ...,&} auf M heifit (UBERALL) LINEAR UN-
ABHANGIG, falls {&|, : 1 < ¢ < k} linear unabhéingig in T, M ist fiir alle p € M.

15.6 Bemerkung (Parallelisierbare Mannigfaltigkeiten)

Eine Mannigfaltigkeit M heifit PARALLELISIERBAR) wenn ihr Tangentialbiindel triv-
ial ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn sie m := dim M iiberall linear unabhéngige
Vektorfelder besitzt: Ist TM trivial, d.h.

R

TM < e M x R™
m %
M

dann sind die & : ¢ — ¢¥(z,e;) fiir 1 < ¢ < m linear unabhéngiges Vektorfelder.
Umgekehrt definiert ¢ (z, (v*)™,) := >, v () eine Trivialisierung von T'M, falls
{& 1} linear unabhiingig ist.

Z.B. besitzt St ein linear unabhingig Vektorfeld, da ihr Tangentialbiindel trivial
ist. Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, wieviele linear unabhéngige Vek-

torfelder auf den hoherdimensionalen Sphéren existieren (“wie trivial also deren
Tangentialbiindel ist”).

15.7 Satz (Linear unabhiingige Vektorfelder auf den Sphéren).
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Auf der S™ kinnen genau m Vektorfelder linear unabhingig gewdhlt werden, wobei
n+1=2%%.cmita € Ny, b€ {0,1,2,3}, ungeraden c und m +1=8-a+2°

Ohne Beweis. Das Resultat wurde durch [25], [53] und [1] erhalten.
Die Anzahl der linear unabhéngigen Vektorfelder auf den Sphéren héngt mit der

Struktur gewisser Algebren zusammen:

15.8 Proposition.
Es sei b: RFHL x R 5 R eine bilineare Abbildung, sodafl

1. Aus b(v,x) =0 folgt v =0 oder x =0 (Nullteilerfreiheit),
2. 3 vy € RFL sodaff b(vg,z) =2 V x € R**L (Linkseinheit),

dann existieren k linear unabhingige Vektorfelder auf der S™.

Beweis. Sei v € RFT! dann ist die Abbildung R"*! — R™*! mit z + b(v, x) linear.
Mit den Abbildungen p : R**1\ {0} — S™ (Radialprojektion) und incl : S™ — R"H+1
(kanonische Inklusion), kann ein glattes Vektorfeld &, : S™ — T'S™ wie folgt definiert
werden: &, = Tp o b(v,.) o incl. Sind {vg,v1,...v} iiberall linear unabhéngig im
R*+1 dann sind {&,,,...&, } linear unabhiingig: Sei

k
Z )\igvi x
i=1

Der Kern von T,p ist der von x erzeugte Teilraum im R**! =

k k
=0 = 0= Z)\iTwp(b(vi,a:)) = T$p(Z)\ib(Ui,m))

k
= Z Aib(vi, ) = —XNox = —Agb(vg, x) fiir ein A9 € R
i=1
k k
:b(ZAivi,x> =0 222 Y =0 & N =0V O
j i=0

15.9 Folgerungen.

1. Die Sphiren S*, S® und S7 sind parallelisierbar:
Als bilineare Funktionen b : R"t!1 x Rt — R welche die Eigenschaf-
ten (1), (i) von erfiillen, kénnen folgende R-Algebra-Multiplikationen
verwendet werden:
n=1: CxC—=C

n=3: HxH-—H
n=7: Ox0O—=0 wobei O=R® die Cayley-Zahlen (Oktaven oder Oktonionen) sind.

Wegen sind dies die einzigen parallelisierbaren Sphdren, denn aus
240+t 0 — 8a 4 20 folgt ¢ = 1 und weiter a = 0, also n = 2° — 1 fiir
be{0,1,2,3}.

2. Wenn n ungerade ist, dann besitzt S™ ein nichtverschwindendes Vektorfeld.
Fiir b : R? x R — R wobei n + 1 = 2k fir k € N ist, kann die
Skalarmultiplikation mit komplexen Zahlen verwendet werden:

C x Ck — CF, AL A = (AL AR

3. Wenn G eine Lie-Gruppe mit neutralem FElement e € G ist, so ist TG =

G x T.G. Der Isomorphismus ist durch
g = (Tr(g)vTLﬂ'(f)*l : 5) = (Tr(g)vTM(Oﬂ'(zs)*hg))
gegeben, fiir Details siehe [68, 67.2].
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16. Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

16.1 Definition (Integralkurve)

Es sei £ € X(M) und I ein offenes Interval mit 0 € I. Dann heifit ¢ : T — M
(Losungskurve) INTEGRALKURVE des Vektorfeldes £ durch p 1<

C(O) =D, Cl(t) - fc(t) fiir ¢ cl.

Wir werden folgenden iiblichen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung von
gewohnlichen Differentialgleichungen in Vektorrdumen benutzen.

16.2 Satz iiber gew6hnliche Differentialgleichungen.

Sei E ein Euklidischer Vektorraum (oder allgemeiner ein Banachraum) und f :
R x E — FE eine glatte Funktion. Dann existiert ein offenes Intervall I um 0 in R
und eine offene Kugel U um 0 in E, so daf fir alle x € U eine eindeutige Lisung
¢y : I — E der gewohnlichen Differentialgleichung

c(t) = f(t,cx(t)) mit c(0) =2
existiert. Weiters ist (t,x) — c5(t) glatt als Abbildung I x U — E.

Ohne Beweis. Siehe z.B. [64, 6.2.15] oder [24, 10.8.1 und 10.8.2].

Damit kénnen wir nun folgende globale Version auf Mannigfaltigkeiten beweisen.

16.3 Satz iiber gewo6hnliche Differentialglg. auf Mannigfaltigkeiten.

Sei & € X(M), dann gilt:

1. Zu jedem p € M existiert eine eindeutig bestimmte mazimale Integralkurve
cp (P, th) — M zu & durch p (d.h. jede andere Integralkurve ist eine
FEinschrinkung von c; ).

2. Ist 8 < oo, dann gilt limt/ti c(t) = oo, d.h. fir jede kompakte Menge
K C M st c(t) nicht in K fiir alle t hinreichend nahe bei t* .

3. Die Menge U = {(t,p); t* <t < th} C R x M ist eine offene Umgebung
von {0} x M. Die Abbildung F1° : U — M, definiert durch F1*(t,p) := c,(t),
ist C*>° und heift der LOKALE FLUSS des Vektorfeldes. Falls q := Flg(s,p)
ezistiert, so existiert Flé(t + s,p) genau dann wenn Flg(t,q) existiert, und
die beiden stimmen iberein. Diese Gleichung heifit auch EINPARAMETER-
GRUPPEN-EIGENSCHAFT, denn wenn F1¢ global definiert ist, dann besagt
sie: (F1%)V : R — Diff(M) ist ein Gruppen-Homomorphismus.

Beweis. (1) lokale Existenz und Eindeutigkeit: O.B.d.A. sei U C R™ offen,
§: U — R™ glatt. Wir suchen ein ¢ mit ¢/(t) = &) und ¢(0) = z. Dies ist eine
gewohnliche Differentialgleichung, deren lokale Losung nach existiert und
eindeutig ist, weil ¢ lokal Lipschitz ist. Sie ist C'*°, da £ glatt ist.

Globale Existenz und Eindeutigkeit: Seien ci, co zwei Integralkurven. Die
Menge {t > 0 : ¢1(t) = co(t)} ist eine abgeschlossene Teilmenge von Dom ¢y N
Dom cy. Angenommen sie stimmt nicht mit dieser iiberein, dann gibt es ein ¢ in der
Differenz. O.B.d.A. sei t > 0 dann existiert o := inf{0 < ¢ € Dome¢; N Domey :
c1(t) # co(t)}. Klarerweise ist c¢j(tg) = ca(tg). Nun sind aber ¢t — ¢ (tg + t)
und ¢ — co(tp + t) Integralkurven durch c¢;(tg) = co(tp) und stimmen somit
lokal iiberein. Das ist ein Widerspruch zur Eigenschaft des Infimums. Somit ist
¢p = U{c : cist Integralkurve durch p} die wohldefinierte eindeutig bestimmte
maximale Integralkurve durch p. Wir setzen (7 ") := Domc,.

92 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



16. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNG ERSTER ORDNUNG 16.3

(3) Wegen (1) ist {0} x M C U und F1°(0,p) = ¢,(0) = p.
Einparametergruppen-Eigenschaft: Es existiere ¢ := Fl(s,p), d.h. t¥ < s < tlfr, da
r +— Fl(r,p) die maximale Integralkurve mit Anfangswert p ist und diese ist fiir
t? < r < 8 definiert. Es ist ¢ — FI(t,F1(s,p)) die maximale Integralkurve mit
Anfangswert ¢ und somit fiir t < ¢ < ¢4 definiert. Fiir ¢ mit t* < s+t < ¢! ist
auch t — F1(t + s, p) eine Losung mit Anfangswert ¢ = Fl(s, p). Also gilt wegen der
Maximalitéit und Eindeutigkeit von ¢ + F1(, q¢) Gleichheit und t? <’ —s < —s <
! —s < t%. Insbesonders existiert also F1(—s, ¢) und stimmt mit FI(—s+s,p) = p
iiberein. Also folgt aus Symmetriegriinden, daf ¥ < t? + s und t4 +s < ¢¥.
Zusammen ergibt daB ¥ —t? = s =¥ — ¢4 und somit existiert F1(¢ + s, p) genau
dann wenn Fl(¢, ) existiert und die beiden stimmen iiberein.

Wir zeigen jetzt, daB U C R x M offen in der Produkttopologie ist und Fl darauf
C*: Fiir p € M sei

I:={tce [O, tﬁ) : Fl ist auf einer offenen Umgebung
von [0,t'] x {p} C U definiert und glatt}.

Wir zeigen indirekt, dal I = [0,%}) ist (analog geht man fiir t* vor):
Angenommen I C [0,t5). Sei to := inf([0,¢5) \ I) und g := Fl(to,p). Fiir p € M
existiert nach eine offene Umgebung von (0, p) € R x M, auf welcher der Flufl
FI definiert und glatt ist, somit ist ¢ > 0.

Ebenso ist Fl auf einer Umgebung (—¢,¢) x W von (0,q) glatt und wegen der
Stetigkeit von ¢ +— F1(t,p) bei ty existiert ein 0 < & < € so, dal Fl(tg — 4,p) in
W enthalten ist. Nach Konstruktion von ¢y ist Fl auch auf einer Umgebung von
[0,t0 — 8] x {p} glatt. Somit bildet x — Fl(¢ty — d,z) eine Umgebung von p glatt
nach W ab und damit ist die Zusammensetzung (s, z) — Fl(s, F1(to—d, z)) auf einer
Umgebung von [0, d] x {p} glatt. Wegen der Einparametergruppen-Eigenschaft ist
Fl(s,Fl(to—d,x)) = Fl(s+tg—0d, ), also Fl lokal um [tg—d, to] x {p} glatt. Insgesamt
ist F1 auf einer Umgebung von ([0,%o — ] U [tg — J,to]) x {p} = [0, 0] x {p} glatt,
und damit eine Umgebung von ¢y in I enthalten, ein Widerspruch zur Annahme.

Fl (p,to)
FI (p,to-5) q

(2) Sei K € M kompakt. Angenommen es existieren ¢, — ¢ < oo, soda§ p, :=
cp(tn) € K fiir alle n. O.B.d.A. gelte p,, = poo € K (denn K ist kompakt). Nach (3)
existiert ein § > 0 so, da§ der Flu} Fl(¢, ¢) wohldefiniert fiir |¢| < ¢ und ¢ nahe bei
Poo- Fiir n geniigend grof seien p,, solche Werte fiir ¢, d.h. F1(¢, p,) ist wohldefiniert
fiir |¢| < 6. Andererseits gilt:
Fl(t,pn) = Fl(t, cp(tn)) = Fl(t, Fl(tn, p)) = Fl(t + t,,p) = cp(t + tn).

Also ist ¢,(s) wohldefiniert nicht nur fiir 0 < s < ¢! sondern auch fiir s = ¢t + ¢,
mit |¢| < 6 und n hinreichend gro, d.h. ¢, — 6 < s < t, + 6. Sei n so groB, daf§
tn >t — 4. Dann ist ¢, auf [0,¢8) U (t, — 6,t, + ) 2 [0,¢"] wohldefiniert, ein
Widerspruch zur Voraussetzung, daf die Losungskurven nur bis vor ¢f definiert
sind.
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16.4 Beispiel (Exponentialabbildung)

Fiir T € L(n,n) definiert die Matrixmultiplikation mit 7" von links T, : S+ T o S
ein Vektorfeld auf L(n,n). Gesucht ist die Losungskurve ¢ : R — L(n,n), die
d(t) = Tu(c(t)) := T o c(t) mit vorgegebenen ¢(0) = S € L(n,n) erfiillt. Man
definiert

= 1
exp(T) := Z ET]C
k=0 "

und zeigt, dal die Reihe absolut konvergiert. Die Losung obiger Differentialgle-
ichung mit Anfangswert S lautet dann ¢(t) = exp(t7)oS, und der Flu8 ist F1(¢,S) =
exp(tT) o S, siche Aufgabe [68, 72.50].

16.5 Definition (Vollstindige Vektorfelder)

Ein Vektorfeld ¢ € X(M) heiBt VOLLSTANDIG, wenn F1° global (d.h. auf R x M)
definiert ist.

16.6 Bemerkungen

1. Aus|16.3.2| folgt direkt:

Ist M kompakt, so ist jedes Vektorfeld vollsténdig.

2. Falls M eine nichtkompakte Zusammenhangskomponente besitzt, dann ex-
istieren nichtvollstindige Vektorfelder, z.B.: M := R, &(z) := 1 + 22, also
c(t) = 1+c(t)?. Zum Anfangswert c(0) = 0 ist dann die Losung c(t) = tan(t)
nur fiir ¢ € (—7/2,7/2) definiert.

3. Sei M :=R? {(x,y) = y% und n(z,y) = (x2/2)8%. Wir behaupten, daf} £
und 7 vollsténdig sind:

FI*(t2,9) = (v + ty, y),
FI"(t;2,y) = (x,y + t2®/2), denn

d
7 FI*(t;2,y) = (y,0) =y - % +0- a% = ¢(Fl(t;z,y)) und analog fur 7.

Aber £ 47 ist nicht vollstéindig: Sei ¢(t) = (z(t), y(t)) eine Lésungskurve von
(€ + My =v2 + 5 2. Dann ist 2/(t) = y(t) und ¢/ () = 22(¢)/2, d.h.
2"(t) = 2%(t)/2 = 2/(t)? = 2(t)3/3 + C. Lést man die Differentialgleichung
zum Anfangswert y2 = z3/3 mit 2o > 0 so ist C' = 0 und es zeigt sich, daf

FIEH7(t, 20) = 1274\/132*% nicht global definiert ist.
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4. Sei FI¢(p) := FI5(t, p). Weil die Losungskurven in einer offenen Umgebung
von p existieren, gilt wegen der 1-Parameteruntergruppen-Eigenschaft fiir
kleine ¢ : (Flf)_1 = Flit. Der Fluf} Flf ist also ein lokaler Diffeomorphismus.

17. Lie-Klammer

In haben wir gesehen, da§ wir T, M mit Der,(C*(M,R),R) identifizieren
kénnen. Und zwar war fiir lokale Koordinaten (ul, ..., u™) die Wirkung eines Tan-

gentialvektors v = Y, v’ 8‘21 € T,M auf f € C°(M,R) gegeben durch:
p) () =0 ()

und insbesonders

(ZU dut 1P
:Zv 'aui |p(u?) = v, denn
52 [p(u?) = 0;(u? 0 ) (¢~ (p)) = Di(pr;) (0~ (p)) = 7.

Wir wollen nun sehen was passiert, wenn wir den Punkt p variieren, also folgende
Abbildungen betrachten:

17.1 Satz (Vektorfelder als Derivationen).
Es gibt eine bilineare Abbildung

X(M) x C*(M,R) — C*(M,R),
&)= & f =) p=&(f) €R).
Diese bilineare Abbildung induziert einen R-linearen Isomorphismus von X(M) mit
Der(C (M, R)) == {0 € L(C=(M,R)) : 8(f - g) = 0(f) - g + [ - Do)}

Auferdem gilt: (f-&)-g= f-(§-g), d.h. dieser Isomorphismus ist sogar C>°(M,R)-
linear, wobei Der(C°(M,R)) durch (f -0)(g) := f-0(g) zu einem Modul iber der
kommutativen Algebra C*°(M,R) gemacht wird. Beachte, daf € - f € C°(M,R)
wohingegen das Punktweise Produkt f - & € X(M).

Beweis. Wir definieren:
E(f)(@) = (E())() :==E&()(f) = (Tuf)(&(z)) = (prooT f o &) ().
Also ist £(f) = pryoT'f o€ € C(M,R).

Die Zuordnung (&, f) — &(f) ist linear in &, da Ty, f linear ist. Sie ist linear in f, da
&(z) € Dery, also linear ist.

Die induzierte Abbildung f — &(f) ist eine Derivation, denn

§(f9)(x) = &(@)(fg) = E(@)(f) - 9(x) + f(z) - £(x)(9)
= &()() - g(x) + f(z) - £(9)(x)
= () - 9)@) + (f-£(9) ()
= (6N g+ 1E9) (@)
Die induzierte Abbildung X(M) — Der(C*°(M,R)) ist surjektiv:

Sei 0 € Der(C*(M,R)) gegeben. Wir suchen ein Vektorfeld £ € X(M), welches
&(z)(f) = 0(f)(zx) erfiillt. Also ist

&(x) = evy 00 € Dery, (C°(M,R),R) =T, M.
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Verbleibt zu zeigen, daf§ ¢ glatt ist. Seien dazu (u',...,u™) lokale Koordinaten.
Dann ist {(z) = Y, £(2) 527 |2, und die Komponenten

€'(x) = £(2)" = (evy09)" = (evy 0d)(u') = I(u')(x)
sind glatt in z. Also ist £ € X(M). DaBl die beiden Abbildungen £ «+ 9 invers
zueinander sind, ist klar, denn

€' (x) = (evy 00)(u') = O(u")(w) = & (u') = &§'(x)
A(f)(x) = &(x)(f) = (evz 0d)(f) = O(f)(x).
Schliefllich zeigen wir die C°°(M, R)-Linearitét:
(f- Oy =(f-Ep-9=(fp-&)-9=f®)- (& 9)
=f()- (€ 9)p=Fp)-E(9)p) = (f-E@)lp- O

17.2 Folgerung (Raum der Vektorfelder als Lie-Algebra).

Durch die Zuordnung:
X(M) x X(M) — X(M),
(& n) = [&nl(: f = (€M) —nE(f))),

wird eine bilineare Abbildung definiert, die den Raum X(M) zu einer LIE-ALGEBRA
macht. D.h. es gelten:

1. Schiefsymmetrie: [£,n] + [n,&] = 0;

2. “Jacobi-Identitit”: €, [n, x]] + [n, [x, €] + [x, [§, ml] = 0;

3. Zusdtzlich gilt: [f€, gn] = fg- & n]+ fE(g) -n—gn(f) - €.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir den Raum Der(A) der Derivationen einer all-
gemeinen assoziativen Algebra A anstelle von C*°(M,R). Dazu definieren wir fiir
&,n € Der(A) die LIEE-KLAMMER von £ mit 5 als [{,n] :==€&on—no&.

Dann gilt [¢, 7] € Der(A), denn klarerweise ist [£, 7] linear und fiir f,g € A gilt:
(& nl(f - 9) =&m(f-9)) —n(&(f-9))

=&(f-n(9) + &) - 9) —n(f -&(9)) = n(€(f) - 9)
=1 -&(9) +&(Hnlg) +n(F)El9) +£m(f)) - g
= f-n(&(9)) = n()E(g) = £(f)mlg) = n(€(f) - g

=/f-1&nl(g) +[&m(f) - 9.
Die Abbildung (¢,7) — [£,n] ist bilinear, denn die Komposition in L(A, A) ist
bilinear und die Subtraktion in L(A, A) ist linear.
Sie ist schiefsymmetrisch, denn
[§n=E&on—nof=—Mmol—Eon)=—[n¢]
und erfiillt die Jacobi-Gleichung, denn:

(&, [, xI1 + [, D €1+ [ [€ml]
=[&mox—xon+mxof—Eox]+[x.§on—nog
=&o(mox—xon) —(nox—xenof

+no(xof—Eox)—(xo&—Eox)on
txo(§on—nof)—(fon—nof)ox
=0
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Zuletzt zeigen wir noch Punkt (3):

|
~
ANy
&
3
—~
=
_|_
&”
<
Iy
=
>
~—
~—

—g-n(f)-&h)
=(fg-len+f-&on—g-n()-€)n). O

Bemerkung

Beziiglich der VB-Kartendarstellung sieht [£, 7] folgendermaflen aus:
i ilinearité i 0 0

ZE(’? i’ Z kau"? uzk:[g ot kauk}

B ; d ; d o .\ 0
Z<§ k[@ul 8uk]+§(8uzl k)W_ k<wg)3u’)
; 0 0 o 0

—ZZ( 1508 ) g 4 |5 ) =0

Es ist also der Koeffizient von [£, 7] beziiglich a =2 gerade

k_ 1;377’“ 765k
[5,77] —zj:(ﬁ w—n W)

Man kann umgekehrt diese lokale Formel dazu verwenden, die Lieklammer zu
definieren. Man mufl dazu aber die Vertriglichkeit mit Kartenwechsel nachrech-
nen. Dies geht wie folgt:

S5 750 o

S (S () - X (S 50¢)) o
-2 (S (S >z< %)) 5
(2 S G * )

XY (g * o))

~S (G o) o
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Fiir offenes M C R" gilt also:
[Eonls = (E0m" o — nb0igk ) = (7)) (2)(&) — (€%) (2)(na)

3

d.h. [§,n)(x) = n'(2) - & — &' () - N

Beispiel

Es gilt: [£, 7] ist nicht vollstindig, wenn & und 7 wie in | 16.6.3 | sind:

12 12 Z2 11?2 Z2
d
(1) —alt) = —ci(t)/2
c(t) = ( ) ist Losungskurve <
= Laalt) = i) ex(t)
z2lt) =a 2

(t+A)
(z,y) ergibt sich A = 2 und B = ZX. Somit ist

4
2
Claay(t) = FIET (G 2,y) = (52, (t+ 2)°52) = (15573, (1+ t2/2)%).

Fir t = f% ist der Fluf} nicht definiert, d.h. [, n] ist nicht vollstéindig.

Es folgt: ¢;(t) = #25 und ca(t) = (t + A)? - B. Aus der Anfangsbedingung c(0) =
2

17.3 Definition (Verwandtschaft von Vektorfeldern)

Es sel f: M — N glatt, £ € X(M) und n € X(N). Das Vektorfeld £ heifit f-
VERWANDT mit n & Tfof=no f

™™ TN
g
M—t o N R

Es gilt dann, daB £ genau dann f-verwandt mit n ist, wenn £(g o f) = (ng) o f fiir
alle glatten g : N — R.

(=) &go f)p) =E&(go f) = (Tpf &)g =9 =n(g)(f(p)) = (n(g) o f)(p)

(<) (Tfol)pg=(Tf -&)g=¢E(gof)=Ego f)p) = (ngo f)lp) =ng9(f(p)) =
N7 (p)(9)-

17.4 Bemerkung (Push-forward von Vektorfeldern)

Fiir ein allgemeines f 148t sich zu einem gegebenen Vektorfeld kein f-verwandtes
Vektorfeld finden. Ist jedoch f ein Diffeomorphismus, dann ist Tf o € o f~! ein
Vektorfeld f.£ auf N fiir jedes Vektorfeld £ auf M.

™ TN
4 f*fT
M4f>N

Das Vektorfeld ¢ ist f-verwandt mit f.£ nach Konstruktion. Umgekehrt hat man
folgende Aussage:
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17.5 Lemma (Pull-back von Vektorfeldern).
Es sei f : M — N eine Immersion, n € X(N) und 0y € Bild(T,f) fir alle
p € M, dann folgt daraus: 3! Vektorfeld £(=: f*n), sodaf & f-verwandt mit n ist.

Beweis. Da T'f injektiv ist, kann jedem 74 ;) in Bild(7}, f) ein eindeutig bestimmtes
Element ¢, € T,M zugeordnet werden, es bleibt zu zeigen, £ : M — TM ist
C*°. Da f eine Immersion ist, existieren Karten ¢ und ¢ um p bzw. f,, sodafl
Y~ o fop =inclgm sgn. Sei & = > EL07. Es geniigt zu zeigen, daB &), : M — R
glatt sind. Da

(€0)p = &p(priop™") = &(pr; o9~ o f) = (T'f 0 &) (pr; 09 ™)
=0pp)(Pri oY) = (0h) yp) = (i, © f)p in p glatt ist,
folgt, daBl &, lokal um p glatt ist. Die f-Verwandtschaft folgt unmittelbar aus der

Konstruktion von &. O
17.6 Bemerkung

Wir haben gezeigt, dafl Vektorfelder mittels Diffeomorphismen f transportiert wer-
den konnen:

™™ TN ™ TN
T
M—L N M—t N

Dabei bezeichne f*n := T'f~1ono f nach und f.£ :=Tfofof~' nach[17.4]
Es gilt dann:

felf*n)=Tfo(f'nof t=TfoTf  onofoft=n
und analog f*(f.§) =&, d.h. f*: X(N) —» X(M) und f. : X(M) — X(N) sind fiir
Diffeomorphismen f zueinander invers.
17.7 Proposition.
Die Vektorfelder &; seien f-verwandt mit n; firi=1,2. Dann gilt:

1. & + & ist f-verwandt mit ny + 2.
2. [&1,&] ist f-verwandt mit [ny,n2].
3. (gof)-& ist f-verwandt mit g -n, wobei g : N — R glatt ist.

Beweis.
(1) folgt aus der Linearitidt von T, f.
(3) folgt analog, wegen

(Tfollgof)-E)p) =Tf(g(f(p) &) =9(f(p) (Tpf)ép

(2) folgt, da
[€1,&2](g 0 f) = &(&a(g 0 ) — &2(&u(g 0 f))

= ¢, ((m9) 0 ) — &2((mg) © f)

17.3

(m(n2g9)) o f — (m2(mg)) o f = ([, m2lg) o f. O
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17.8 Lemma.
Fiir glatte Vektorfelder & und n gilt:
€ ist f-verwandt mit n < foF1* = F1"7o(id x f) lokal um {0} x M.

Beweis.

(<) Es gilt
Gle=of (FI(t,p) = TF(FI*(-,p)'(0)) = Tf(&) und
gile=o FI(t, f(p)) = n(F1"(0, f(p))) = n(f(p))-

(=) Die Kurve F17(_, f(p)) ist die Integralkurve zu n mit Startwert f(p). Es ist
f(F1(t,p))]i=0 = f(p) und durch Differenzieren folgt:

(FoFECD) () = THFEECDY ) = (TF - Olerct) = 1l wecen-

Die Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt nun aus der Eindeutigkeit der Inte-
gralkurven von 7. O

17.9 Definition (Lie-Ableitung)

1. Fir £ € X(M) ist die LIE-ABLEITUNG L¢ in Richtung & auf Funktionen
f € C>*(M,R) definiert durch

Le : C®(M,R) — C*®(M,R)
f (p $li=o(FIE)* £(p) = Sli=olf 0 FIO)(t,) ).

2. Fur £ € X(M) ist die LIE-ABLEITUNG L¢ in Richtung ¢ auf Vektorfeldern
n e %( ) definiert durch

X(M) = X(M)
e (b El=o(FIE) n(p) = limo(TFIE, 0n 0 FIf)(p)).
Dabei beachte man, daf3 TFlg_t ono Flf : M — TM fiir alle t nahe 0 lokal
ein Schnitt ist, und somit ¢ — (T Flg_t onoFlf)(p) eine lokal definierte Kurve
im Vektorraum T, M fiir jedes p ist (wohingegen ¢ — (T Flg_t ono Flf) keine

Kurve R — X(M) ist), und somit die Ableitung <|,—o(T FI°, on o FI¥)(p)
ebenfalls in T, M liegt.

Der folgende Satz zeigt, dal wir die Lie-Ableitung von Funktionen und Vektor-
feldern schon kennen.

17.10 Satz (Beschreibungen der Lie-Ableitung).

1. Sei £ € X(M) und f € C*(M,R), dann gilt:
Lef =£f.
2. Seien &,n € X(M), dann gilt:
Le(n) = [€,m].
Beweis. (1) Da ¢, = c;(O) mit ¢, 1= FIE(,, p) ist, gilt
(Lef)p = =0 (F15)* F(p) = (f o FI(,p))'(0) = (f 0.¢,)'(0) = &(f) = (£)p-
(2) Sei a : R? — R durch
(t,8) = (lpic (o) (F 0 FI(5,.)) = TFI(s, ) (pre o)) (f) = (TFIS om0 FI ), (f)

100 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



17. LiIE-KLAMMER 17.11

lokal definiert. Dann ist

a(t,0) = nlpie e [
a(0,5) = ny(f o FI*(s, )

= d1al0,0) = #li=o(lpis(e.) f = li=o(nf)(FI(E,p)) = &(nf)
Bactl(0,0) = 5 li=0mp(f 0 FI(£,.)) = mp gk li=o(f 0 FI*(2,.)) = mp(£S),

da 7, linear ist. Es gilt also

%|t:0a(t7 _t) = ala<0a 0) - 8204(0, 0) = gp(nf) - np<£f) = [£7 n]pf
sowie &|ioa(t, —t) = &|i=o(TFI%, on o FI;), f = Le(n)pf. O

17.11 Satz.
Die Lie-Klammer ist eine Obstruktion gegen Kommutativitit der Fliisse. Genauer
heif$t das:

1. Esist [¢,n] = 0 < FEoFIl" = FI"oFl (Diese Abbildungen sind lokal fiir
kleine t und s definiert).

FIE(FLL(p)) FLL(FLE ()

Fld(p) Fl ¢ (p)

2. Seic:R— M mit ¢(t) := (F17, 0 FI°, o FI? 0 F1%),, lokal definiert. Dann gilt:
c(0)=p, d(0)=0, '(0) € T,M ist wohldefiniert und c”(0) = 2[£, n],.

FI{(FIE(p))

FISC(FIT(FLE(P)))
Fl{(p)

ct) =R RS FTFEE@)) T p
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Beweis. (1) (<) Es gilt
FIF (F1"(s, p)) = FI} FLI(p) = FII FIj (p) = FI"(s, FI (p)),
d.h. FEoF1" = F17o(1 x FI5)

17.8 ¢ ¢ ¢
7 ist Fl;-verwandt mit 7, d.h. TFl; on =no Fl;.

= n=TFI, onoFl, da (FI{)~' = FI°, ein lokaler Diffeomorphismus

= 0:% |t=077:% |t=0TF1£—tO77°F1§ €, nl.
(=) Aus [£,n] = 0 folgt:
H(TFE onoFIf)(p) = i | _, (TR, 0T FI, on o FIE o FIf ) (p)

- (TFlf_t ol | _(TFI, onoFI)o F1§)(p)

L0 gt of, ] o FIS) () = 0

Also ist TF1§_t ono F1§ = TFlg ono Flg = 7 konstant in ¢, d.h. no F1§ = TFlf on.
Somit ist 7 ist F1$-verwandt mit 5. Nach ist schlieBlich FI17 o FI5 = FI5 o F17.

(2) Es sei ¢ : R — M lokal definiert und C*° und ¢’ : R — T'M der kanonische Lift
von c. Die Kurve ¢’ : R — T(T'M) kann ebenfalls als Lift aufgefait werden.

R R R
M TM T(TM)
™M T M

c=myoc "
, ” = C=TpMOTTMOC
¢ =mrpoc

Falls ¢/(0) = 0, 1&B8t sich ¢”’(0) als Derivation auffassen: f — ¢”(0)f := (f o ¢)”(0)
ist linear und
"(0)(f9) = ((fg) )" (0) = ((f o c)(g 0 ¢))"(0)
(f 2)"(0)(g0c)(0) +2(f 0 ¢)'(0)(g 0 ¢)'(0) + (f 2 c)(0)(g © )" (0)
= ("(0)£)g(c(0)) + £(c(0))(c"(0)g).

Also ist ¢’(0) eine Derivation tiber ¢(0) = p, d.h. ¢’(0) € T, M.

Es sei ag(t, s) := (F1} OFIE)(]?)
ai(t, s) == (FI¢, o FI7 o FIE) (p)
as(t, s) == (FI", o FI o FI7 o FIS) ().

Dann gilt: ¢(t) = aa(t,t)
az(0,s) = (s, s)
a1(0,s) = ap(s, s).

102 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



17. LiIE-KLAMMER 17.12

Sei f € C*(M,R), so gilt:

o (foag) =
O(foar)=—({f)om
N(foa)=—(nf)oas

92(f 0 a0)(0,5) = (£f)(0(0, 5))

92(f o a1)(0,s) = 01(f o ao)(s,s) + O2(f o a)(s, )

Do(foa2)(0,5) =(foar)(s,s)+0a(foai)(s,s)

(nf) oo

= ¢(0)f = (f0¢)(0) = Fli=o(f 0 a2)(t,?)
= 01(f 0 a2)(0,0) + 9a2(f 0 2)(0,0)
—(nf)p + 01(f 001)(0,0) + 92(f 0 a1)(0,0)
—mf)p = (£f)p + 01(f 0 20)(0,0) + 92(f 0 )(0,0) = 0
¢"(0)f = (£ 20)"(0) = ()*li=0(f 0 2)(t, 1)
= 97(f © @2)(0,0) + 20201 (f 0 2)(0,0) + 93 (f © 2)(0,0)

O3 (f © 2)(0,0) = A1 (—=(nf) 0 a2)(0,0) = (=n(—=nf))a2(0,0) = (n(nf)),
0201 (f 0 a2)(0,0) = da((—nf) © a2)(0,0)
= 01((-nf) 0 @1)(0,0) + d2((—nf) o a1)(0,0)

)p +01(=nf 0 ap)(0,0) + da2(=nf o ap)(0,0)
)o = (mf)p — Enflp = —(mf)p

93 (f 0 a2)(0,0) = 97 (f 0 1)(0,0) + 20105(f © a1)(0,0) + 83 (f 0 a1)(0,0)
97 (f 0a1)(0,0) = (£££),
9201(f 0 1)(0,0) = 02((—&f) 0 1)(0,0)
= (=€ 00)(0,0) + 02(—Ef 0 a0)(0,0)
= —(n&f)p — (§€f)p
93 (f 0a1)(0,0) = 87 (f © 2)(0,0) + 2010(f © a0)(0,0) + 83 (f 0 a0)(0,0)
= (mf)p +2(Enf)p + (EEF)p

Durch Einsetzen ergibt sich:

O)f =mmf —2mnf + EEF — 2 f — 286f +mmf + 2Enf + &£ f
=20nf —néf)=2[nf O

17.12 Satz (Kommutierende Fliisse kommen von Karten).

Es seien {&}5_| linear unabhingige Vektorfelder auf M, und [&;,&;] = 0 ¥ i, .
Dann ezistiert eine Karte ¢, sodafs lokal gilt: & = 0 firi=1...k.
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Beweis. O.B.d.A. sei M C R" offen, p =0 und &(0) =e; fir i = 1,...%. Es sei
@(ty, ... t,) :=FI* (tl,Fl&(tQ,...Flfk(tk;o, Oyt t) - .))
- (Flfll o...oFlfl’:)(O,...,O,tk+1,...tn).

Es gilt ¢(0) = p und ¢ ist ein lokaler Diffeomorphismus, da die partiellen Ableitun-
gen fiir ¢ < k folgende Gestalt haben:

Bip(th, ... tn) = 8%(1«“1511o...oF1§;o...oFlfg)(o,...,o,mh...tn)

1
2 (Flf; oFIfio.. . o FIf o...oFlf:)(O,...,0,tk+1,...tn)

1
:@((Flﬁ; oFIf! ... o FIf: o...oFlfg)(o,...,o,tk+1,...tn))
- gi((mf; o...oFlfl’:)(O,...,O,tkﬂ,...tn))

:51(80(151» ;tn)>a

dabei bedeutet .., da§ der entsprechende Term ausgelassen wird. Also ist & = 97

fir ¢ < k. Fir ¢ > kund t; = --- = t;, = 0 gilt nach Voraussetzung:
Oilt,=09(0, ..., 0,1:,0,...,0) = (-)(0,...0,£;,0,...0) = €.
Somit ist ¢/(0) = idg= und 97 (q) = di()(p~1q) = &(q) fiir i < k. O

17.13 Bemerkungen

1. Es gilt auch die Umkehrung: Ist ¢ eine Karte, dann verschwinden die Lie-
Klammern der Basisvektorfelder 97, also kommutieren ihre Fliisse paarweise.

2. Essei{ € X¥(M) und £, # 0. Dann existiert nach | 17.12 |fiir k = 1 eine Karte
¢ mit £ = 9¥. Da offensichtlich d; ¢-verwandt mit 87 ist, ist @(F1 (¢, z)) =
F1%(t, o(x)) nach und somit ist

FIE(t,p) = o(F17%' (£, (p))) = (¢ (p) + te1).

Der FluB jedes nicht-stationdren Vektorfelds ist also bis auf Diffeomorphis-
men ¢ durch die Translation x — x + t e; mit konstanten Geschwindigkeit-

L

3. Es sei §, = 0 (also p eine Nullstelle des Vektorfelds) und somit F1¢ (t,p) = p,
d.h. p ist ein Fixpunkt (stationdrer Punkt) des lokalen Flusses. O.B.d.A.
ist U C R™ offen und £ : U — R™ mit £(0) = 0. Dann ist £'(0) : R™ —
R™ linear, und die Eigenwerte von £'(0) bestimmen generisch das lokale
Verhalten des Flusses (siehe Biicher {iber dynamische Systeme).

17.14 Proposition.
Es sei M C R? eine Fliche und X1, Xo punktweise linear unabhdingige Vektorfelder

auf M. Dann existiert eine lokale Parametrisierung ¢ von M mit 0;p(u) parallel
zu X;i(p(u)) firi e {1,2}.
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Fiir Hyperflichen im R™ mit n > 3 ist der analoge Satz falsch!

Direkter Beweis. Sei ¢ eine lokale Parametrisierung von M und Y; := (X))
die lokalen Vektorfelder auf R? mit T, Y;(v) = X;(¢)(v)). Wir suchen einen lokalen
Diffeomorphismus 4 : R? — R?, (v}, v?) = (u!,u?) mit ¢ := 9poh~! wie gewiinscht,
d.h. 9;¢(u) parallel zu X;(p(u)). Dies bedeutet:

0= (u")(v) - Y;(v) =Y O (v) - Y} (v) fiir i # j,
k=1

denn dann ist (h=1)'(u) - e; = W' (h~1(u))~! - e; parallel zu Y;(h~1(u)) und somit
dip(u) = Th-1(uytb-(h~1) (u)-¢; parallel 2u Tj, 1 ()9 Yi(h ™ (u)) = Xi(v(h~ " (u))) =
Xi(¢(u)). Obige partielle Differentialgleichungen von der Form &yu(v) - Y*(v) +
dou(v) - Y2(v) = 0 sind lésbar, denn sei t — v(t) eine Integralkurve des Vektorfelds
Y, dann ist Lu(v(t)) = Ou(v(t)- (v1) (t) 4+ 0au(v) - (v?)(t) = dru(v(t)) - Y (v(t))+
dou(v(t)) - Y2(v(t)) = 0 fiir jede Losung u der partiellen Differentialgleichung, also
u o v konstant. Also ist u(F1¥ (t,v)) = u(v). Wenn wir somit u auf einer Kurve
normal zu Y vorgeben, so ist u dadurch lokal definiert und erfiillt die partielle
Differentialgleichung. O

Beweis mittels kommutierender Vektorfelder. Vergleiche dies mit |17.12].
Seien X7, Xo punktweise linear unabhéngig. Dann existieren lokal Funktionen a; >
0 mit
0 = [a1X1,a2X2] = ara2[X1, Xo] + a1 X1 (a2) X2 — a2 Xa(a1) X1
X X
1(112)X2 B 2(a1)X1)
a9 aq

= alaz([leXz} +

und somit nach | 17.12 | fiir k£ = 2 eine Karte ¢ mit ;¢ = a;X; fiir i = 1,2, denn
[X1, Xo] = b1 X1 + by X2 mit glatten Koeffizienten Funktionen b und bs und somit

Xl(a2)

o = by und

miissen wir nur die partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

analog %fl) = —b; l6sen, was offensichtlich mdoglich ist, denn dazu kénnen wir

die Werte auf einer Kurve transversal zu X; beliebig vorgeben (nach |17.12 ] fiir
k = 1 kénnen wir zu einem nicht verschwindenden Vektorfeld X eine Karte ¢ mit
X = 01 finden). O

18. Integralmannigfaltigkeiten

18.1 Bemerkung

Wir haben in gesehen, dafl Integralkurven von Vektorfeldern nicht immer
global definiert sind. Anschaulich gesprochen sind sie nicht fiir alle t € R definiert,
weil sie bereits in endlicher Zeit nach “unendlich” entweichen. Es sind also die
Losungskurven “zu schnell”,| d.h. die Geschwindigkeitsvektoren zu grofi. Wir kénnen
aber den Flufl global machen, indem wir seine Geschwindigkeit verkleinern.

Abstrakter:

i) An Stelle von Vektorfeldern betrachten wir eindimensionale Teilrdume E, C
T,M ¥ p € M, also Teilvektorbiindel.

ii) An Stelle von Losungskurven betrachten wir Integralmannigfaltigkeiten, das sind
1-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten N von M, fiir die T, N = FE,, gilt. Wir kénnen
diese Begriffe auch im mehrdimensionalen Fall formulieren:
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18.2 Definition (Integralmannigfaltigkeit)

Es sei E ein Teilvektorbiindel von 7 : TM — M (in der (élteren) Literatur auch
als DISTRIBUTION bezeichnet). Dann versteht man unter einer INTEGRALMANNIG-
FALTIGKEIT N zu E eine zusammenhingende Mannigfaltigkeitsstruktur auf einer
Teilmenge N C M, sodaf} incl : N — M eine Immersion ist und T'incl : T,N — E,,
fiir alle p € N eine Bijektion ist.

18.3 Beispiele

1) Fiir eindimensionale Teilvektorbiindel, die ja lokal von einem Vektorfeld
aufgespannt werden, existieren immer Integralkurven zu diesem Vektorfeld,
und damit auch Integralmannigfaltigkeiten des Biindels.

Z.B.: Hat ein “konstantes” Vektorfeld am Torus irrationalen Anstieg, dann
liegt jede ihrer Integralmannigfaltigkeiten dicht.

2) Man bemerke allerdings, dafl das Teilvektorbiindel E im allgemeinen nicht
global durch ein VF aufgespannt wird. Ein Beispiel ist das Mobiusband, wo
FE alle Vektoren sind, die von Kurven in der Faser herriihren.

3) Im mehrdimensionalen Fall gilt im allgemeinen nicht, dal jedes Teilvek-
torbiindel eine Integralmannigfaltigkeit erzeugt. Betrachte das folgende Beispiel:
M =R® mit B,y = ({2 +y2, a%}) C Ty, R
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= =

Sei N eine Integralmannigfaltigkeit durch (0,0,0). Wir betrachten vorerst
den Schnitt NN{(0,y, 2) : y, 2 € R}. Wegen Ty N = R?x {0} ist dieser Schnitt
lokal eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Tangentialraum ((0, 1,0))
in jedem Punkt Punkt, also Teil der y-Achse. Fiir ein fixes yo betrachten wir
nun den Schnitt N N{(z,yo, 2) : z,z € R}. Wie zuvor ist dieser Schnitt lokal
eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit nun mit Tangentialraum ((1,0,yo))
in jedem Punkt, also Teil der Geraden (0, yo,0)+R-(1,0,y0) = {(z, y0, 2yo) :
x € R}. Somit ist N lokal durch {(x,y,zvy) : =,y € R} gegeben. Betrachtet
man aber den Tangentialraum in (1,0,0), so enthélt dieser Vektoren, deren
2. und 3. Komponente # 0 ist: T,y 2,)N = ((1,0,¥), (0,1,2)). Dies stimmt
aber mit E, , .y nur dort {iberein, wo x = 0. Eine Integralmannigfaltigkeit
durch 0 existiert also nicht.

18.4 Bemerkung

Angenommen FE ist ein Teilbiindel von T'M, das durch jeden Punkt eine Integral-
mannigfaltigkeit besitzt. Sei p € M und N die Integralmannigfaltigkeit durch p
und seien £,  Vektorfelder auf M mit &,,n, € E, fir alle z. Wegen Lemma
existieren Vektorfelder £1,7; auf N, sodaBl £1,7; beziiglich incl verwandt sind mit
&, n. Dann ist [£1, 1] ein Vektorfeld auf N und [£1,7;] ist incl-verwandt mit [£, n].
Wir erhalten [§,n], = T'incl [&1,m]p € Ep.

18.5 Definition (Integrable Teilbiindel)

Ein Teilvektorbiindel E von T'M heifit INTEGRABEL :< fiir je zwei glatte Vektor-
felder &,n auf M mit §,,n, € E, V p folgt: [£,n], € E,V p.

Ubung: Man zeige, da das Teilbiindel von | 18.3.3| nicht integrabel ist. Hinweis
betrachte die beiden erzeugenden Vektorfelder.

18.6 Lokales Integrabilitdtstheorem von Frobenius.

Es sei E ein Teilvektorbiindel von m: TM — M. Dann ist E genau dann inte-
grabel, wenn zu jedem p eine Integralmannigfaltigkeit durch p existiert (genauer: es
existiert eine Karte o mit p(0) = p, sodafl o(R¥ x {a}) eine Integralmannigfaltigkeit
fiir jedes a ist).
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Die Bilder p(R* x {a}) heilen auf englisch PLAQUES, also frei iibersetzt Blittchen.

Beweis. (<) Das haben wir bereits in gezeigt.
(=) O.B.d.A. sei M C R™ offen, ¢ : M x R™ — M x R™ sei eine VB-Karte, die F
trivialisiert, d.h. ¢, := 1(z,.) : R¥ x {0} — E, ist ein Isomorphismus fiir jedes z.
Sei 0.B.d.A. Ey = R¥ C R™ und vy = id, also pr, o1 o incly, = id € GL(k). Damit
ist auch pry, o), oincly € GL(k) fiir alle z nahe 0.
Wir wollen nun jeden der Teilriume E, als Graph einer linearen Abbildung f, :
RF — R™~* darstellen. Wegen Graph(f.) := {(v, f(2)v) : v € R¥} und E, =
{(Y (w,0),¥%(w,0)) : w € R¥} muB f,(v) = ¥2(w,0) mit ¥1(w,0) = v fiir ein
(eindeutig bestimmtes) v € R¥ sein, also f. gegeben sein durch:

f:M — L(k,m — k) mit

fiz— 1/;3 ) (¢;|Rk)71 = pr,,_1 o, o (pry o1, o inclk)f1

v=y3 (W, 0)

Rmk Rmk
f,(v)=y%(w,0) ‘ E;=graph(f)
/P
IRk IRk
! |

Was sagt nun in diesem Zusammenhang die Integrabilitit aus?

Es gilt fir &€ € X(M): & € E, & & € Graph f(p) & & = (&1lps&2lp), mit
f(p)(&lp) = (&lp)- Seien &,m : R™ — R™ = R™F x RF mit &, n, € E,. Nach
Voraussetzung ist [£, 7], € E, also

(&, n1(p) = ([& nl1(p), F(P)([€ 1)1 (p))) und andererseits

(&, nl(p) = 0" (p) (£(p) — € (p ( (p))
= (1) (W) ~ L@ ), ) (D) - &E) (1))
= (h ) EP) — &) (1), ' G)ED) (mB) + £0) (11 R} ED)))

Daraus folgt fiir vy := &;(p) und vy := 71 (p) mit vy, ve € RF:

f'(p)(v1, f(p)v1)va = f'(p)(v2, f(p)v2)v1.

Wir wollen ein ¢ : R™ — R™ finden, sodaB8 ¢(R* x {a}) (fiir alle a) eine Inte-
gralmannigfaltigkeit ist. D.h. (9;1¢)(z) : R¥ — E, () soll ein Isomorphismus sein.
0.B.d.A. (wie sich zeigen wird) schrinken wir das Aussehen von ¢ durch folgende
Bedingung noch weiter ein:

©(0,y) = (0,9),  (919)(2) -v = (v, f(p(2))v).
Ist o(z,y) =: (p1(z,9), p2(z,9)) =: (p1(z,9), 9y(2)), so gilt:
(O101(2) - 0, 0192(2) - v) = O1p(2) - v = (v, f(p(2)) - v)
= ¢i(z,y) =z, also p(z,y) = (v, g4(2)),
wobei g,(0) = y und g;(x) = f(z, gy(z)) gelten mus.

Es folgt nun alles aus dem folgenden Satz . O
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18.7 Satz von Frobenius fiir totale Differentialgleichungen.

Es sei f : R™ = RF x R" — L(k,n) eine lokale C™-Abbildung. Dann gilt: Es
existiert zu (zo,y0) € R™ genau dann eine lokale C*°-Abbildung gz, 4, : R¥ — R
Mit G o (0)0 = F(T, Gag o (2))0 und gy y, (T0) = yo wenn f'(2) (v, f(2)v1)ve sym-
metrisch in vy, vy ist.

Weiters ist die Abbildung (zo, Yo, T) > Gug .y (x) C.

Bemerkung

Sei {e1,...,em} eine Basis fir R™, fi(2) := f(z)e;. Dann ist f(z)v = Zle fi(z)vt
und 9;g(x) = fi(z,g(z)) mit 1 < i < k ist ein System von partiellen Differential-
gleichungen. Wir werden den Beweis von in basisfreier Darstellung fithren.
(Einen Beweis in Koordinatenschreibweise findet man z.B. in [104, Vol.I, S.254].)

Beweis von | 18.7|. Siche [64, 6.5.1]

(=) Fiir zo = (z0,y0) € E x F sei g eine lokale Losung obiger Differentialgleichung
mit Anfangsbedingung ¢g(z¢) = yo. Dann ist ¢’ = fo(id, g) und nach der Kettenregel
ist

9" @0)(v1.2) = (9') (@0)(v1)(v2) = evu, ((g') (20} (01) ) = evuy ((F © (id. ) (wo) (v1))
:wQOmwmxmyummo):ﬂmwmﬂmwwwa

Der letzte Ausdruck ist also symmetrisch in v; und vq, weil ¢”(x¢) es nach dem
Satz von Schwarz ist.

(<) Es sei (20,90) € E x F fix. Wir versuchen die totale Differentialgleichung auf
eine gewoOhnliche zuriickzufithren indem wir zuerst nur untersuchen was bei x( in
Richtung v € E passiert.
Dazu nehmen wir vorerst an, dafl eine lokale Losung g der totalen Differentialgle-
ichung mit Anfangswert g(z¢) = yo existiert und setzen g(t,v) := g(xg + tv). Dann
gilt
0 _ , _
29(t,0) = /(w0 + t0) -0 = f(wo + tv,g(zo + 10)) v = flo + 10,9(4,0)) v,
9(0,v) = g(xo) = yo-
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir § welche somit lokal (d.h. fiir
[t] < e, ||v]| < ¢ mit einem gewissen € > 0) eine eindeutig bestimmte Losung
g besitzt, welche von (t,v,xzg,y0) C° abhingt. Daraus sollten wir eine Losung g
der totalen Differentialgleichung vermoge g(x) := g(t, v) erhalten, wenn wir tv :=
x — xg setzen. Naheliegend wire t = 1 zu wahlen, aber solange existiert womdoglich
die Losung g nicht, darum wéhlen wir ¢ := ¢ und somit v := =0 also setzen
wir g(z) = g(e, £=%0) fiir ||z — 20| < € und miissen nun ¢'(z)(w) und dazu
insbesonders 02g berechnen. Die Idee dabei ist, dafl

_ 0 B 0
g (t,v)(w) = el T g(t, v+ sw) = 35 o g(wo + t(v + sw))
= g'(zo + tv)(tw) = f(xg + tv, g(zo + tv))(tw)
= f(zo + tv, g(t,v))(tw)
gelten sollte. Also definieren wir k£ : R — F' durch

k(t) := 02g(t, v)(w) — f(wo + tv, (¢, v)) (tw).
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Dann ist k(0) = 92g(0,v)(w) — f(zo + 0v,§(0,v))(0w) = 0 und somit ergibt sich —
wobei wir der Ubersichtlichkeit halber nach Anwendung der Kettenregel das Argu-
ment (¢,v) bei § und bei deren Ableitungen sowie das Argument (xo + tv, g(¢,v))
bei f und bei seinen Ableitungen weglassen —

Dty = 2 (a1, 0)aw) — (2o + 0,300, 0)) ()

0 _ 0 _
:82§g(t,v)(w)—(81f-v~tw—|—32f~ag-tw+f'w>
— <~

f(xo+tv,g(t,v)) - v fv
:(81f-tw-v+82f~(62§~w)~v+f~w)—(f’-(v,f-v)-tw—!—f-w)
M81f~tw-v+82f-(agg'w)-v—f’~(tw,f-tw)-v

=0of - (O2g-w— f-tw) -v=0sf-k(t)-v.

Da letzteres eine lineare Differentialgleichung (mit nicht konstanten Koeffizienten)
und k(0) = 0 ist, folgt k& = 0. Folglich ist fiir ¢ := ¢ und v := #=%

g/ (@)(w) = D29(e, =222)(2w) = Dug(t,v) (2w) = flao + tv, 3(t,v)) (tw)
= f(2.3( =2 ) (w) = fla,g(@))(w). O

18.8 Spezialfille

Insbesonders erhalten wir (falls f : R™ x R™ — L(m,n) nur von einem Faktor
abhéngt):

1. Fir f: R™ — L(m,n) gilt: f'(z) vy -va = f'(x) - v2 - v1 < es existiert lokal
ein g : R™ — R"™ mit ¢(0) =0 und ¢'(x)v = f(x)v, d.h. ¢’ = f.

2. Fir f:R™ — L(m,n) gilt: f'(y)(f(y)v1)v2 = f'(y)(f(y)v2)v1 < es existiert
lokal ein g : R™ x R™ — R™ mit g,(0) =y und g, (z) = f(gy())-

18.9 Integrabilitidtstheorem von Frobenius, globale Version.

Es sei E ein integrables Teilbiindel von T M, dann gilt

1. Es existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur Mg auf M, sodaf$ die Inklusion
incl : Mg — M eine Immersion ist und T incl(TMg) = E gilt, d.h. Tincl :
TMg — E CTM st bijektiv

2. Sei f: N - M glatt und Tf(TN) C E. Dann ist f : N — Mg glatt, d.h.
Mg ist feiner als M.

3. Jede Zusammenhangskomponente von Mg (diese heiffen MAXIMALE INTE-
GRALMANNIGFALTIGKEITEN) ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit von M
und ist parakompakt falls M es ist.

4. Ist N eine zusammenhdngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist N eine of-
fene Teilmannigfaltigkeit einer Zusammenhangskomponente von Mpg.

In dieser Situation spricht man von der von F induzierten BLATTERUNG (engl.: FO-
LIATION) Mg von M. Die maximalen Integralmannigfaltigkeiten heiflen BLATTER
(engl.: leaves) der Blétterung (Achtung: Dies ist etwas anderes als die Blétter einer
Uberlagerung).

Beweis. Nach Voraussetzung existieren Karten ¢, sodal ¢ (R¥ x {a}) eine Inte-
gralmannigfaltigkeit fiir jedes a ist.
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///////%
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Sei f: N — M glatt, Bild(T'f) C E, f(p) = q und ¢ eine E trivialisierende Karte
um ¢ wie in . Dann liegt f lokal in einer “Schicht” p(R* x {a}), denn fiir
f=¢ lofist
Bild(T, f) € R* x {0}
Ja: f(p) € R* x {a}

(1) Auf der Menge M ist {@\(ka{a})7  trivialisiert E wie in , a€ Rm*k}
ein Atlas. Dazu ist zu zeigen, dafl der Kartenwechsel auf offenen Mengen definiert
ist:

}:»Bﬂdng’f x {a}.

Betrachte ¢y, @a; a1, ag und p € @1 (R¥ x {a1}) N2(RF x {az}). Da 1l (®RFx{ar}) :
R* x {a;} — M eine Integralmannigfaltigkeit ist, liegt nach dem eben gezeigten
Bﬂd(@l'(RkX{al})) lokal in @Q(Rk X {ag}). Es ist also

-1
(@2|(ka{a2})) 0(<P1|(ka{a1}))
lokal wohldefiniert und als Einschrankung glatt.
Wir bezeichnen die so erhaltene Mannigfaltigkeit mit Mg. Die Inklusion Mg — M
ist eine Immersion, denn TMp = E da T(p(R* x {a})) = E| ®rx {a}) ist.

(2) Sei f: N — M glatt und Bild(T'f) C E. Dann liegt f lokal in einer Schicht
©(R* x {a}) und somit ist (¢|(ka{a}))71 o f lokal wohldefiniert und glatt, also
f: N — Mg glatt.

(3) Mit M ist auch Mg ist parakompakt: 0.B.d.A. sei M zusammenhingend, C
sei eine Zusammenhangskomponente von Mg. Dazu geniigt es z.z., dal C' durch
abzihlbar viele Kartenumgebungen ¢(R* x {a}) iiberdeckt wird.

Seien A eine Menge abzéhlbar vieler E trivialisierende Karten, die M iiberdecken;
po € C fix und p € C beliebig: Es existiert also eine Kurve ¢ in C, die py und
p verbindet. Somit existieren endlich viele Karten ¢1,...,9, € A und ay,...,a,,
sodaf:
po € 01(R* x {a1}), p€ on(R* x {a,}) und
pi(R* x {a:}) N it (R x {ait1}) # 0.

Zu vorgegebenen ¢;, @;t1, a; gibt es hochstens abzéhlbar viele a;41, sodafl

@i(R* x {a;}) N ir1(R* x {ai1}) #0,
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18.11 18. INTEGRALMANNIGFALTIGKEITEN

denn andernfalls giibe es eine Uberdeckung von ¢;(R* x {a;}) N Bild ¢;4; durch
iiberabziihlbar viele disjunkte (in der von (@;[gr x {41) ' (Bild ;1) C R¥ induzierten
Topologie) offene Mengen ¢;41(R¥ x {a}), welches ein Widerspruch zur Lindel6f-
Eigenschaft wére.

Bild(¢i.1)

oi (R¥xaj )

LWL

Also gibt es nur abzihlbar viele endliche Folgen (5, a;);, die der Bedingung ; (R* x
{a;}) N pis1(RF x {a;11}) # O geniigen. Jedes p € C wird durch eine geeignete
Folge erreicht. Also wird C' durch abziihlbar viele Mengen der Form ¢(R* x {a})
iiberdeckt.

Die Zusammenhangskomponente C' ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit: Sei f :
N — C C M glatt. Lokal liegt f in Bild p, auBlerdem liegt f in C. Da C (als
abzihlbare Vereinigung von Schichten) aber (nach dem eben gezeigten) héchstens
abzihlbar viele Schichten von ¢ trifft, liegt f lokal in einer Schicht (verschiedene
Schichten héngen nicht zusammen). Somit ist f : N — Mg stetig und damit auch
glatt.

(4) Sei N — M zusammenhéingende Integralmannigfaltigkeit, dann ist incl : N —
Mg glatt nach (2). Weiters ist incl : N — Mpg injektiv und immersiv (da incl :
N — M es ist) und submersiv (da T'incl : T,N — E,, bijektiv ist), also ein lokaler
Diffeomorphismus. Somit ist incl : NV < Mg ein Diffeomorphismus auf eine offene
Teilmenge von Mg. O

18.10 Proposition (Urbilder von Punkten).

Essei f: M — N glatt und x — Ty f habe konstanten Rang r. Dann ist Ker(Tf) :=
L, Ker(Ty f) ein integrables Teilvektorbiindel von T M und die Zusammenhangskom-

ponenten der Niveauflichen f~1(q) sind die mazimalen Integralmannigfaltigkeiten
zu Ker(T'f).

18.11 Definition (Riemann-Mannigfaltigkeit)

Eine RIEMANN-METRIK auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Funktion g die jedem
Punkt z € M eine positiv definite symmetrische Bilinearform g, : T, M x T, M —
R zuordnet, sodaf fiir beliebige Vektorfelder £,7 € X(M) die Abbildung =
92 (&, M) von M nach R glatt ist.

Eine RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit
einer ausgezeichneten Riemann-Metrik g.

Ist die Metrik nur bis auf Vielfache mit glatten positiven Funktionen festgelegt, so
spricht man von einer KONFORMEN MANNIGFALTIGKEIT.
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18. INTEGRALMANNIGFALTIGKEITEN 18.12

Ersetzt man die Bedingung der positiven Definitheit, durch die des nicht-Degener-
iertseins, d.h. v — (v,-) und v — (-, v) ist injektiv als Abbildungen R™ — (R™)*, so
erhélt man eine PSEUDO-RIEMANN-METRIK und als zugehorige Mannigfaltigkeiten
PSEUDO-RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN. Falls die Signatur -1 ist, so spricht man
auch von einer LORENTZ-MANNIGFALTIGKEIT.

Betrachtet man komplexe Mannigfaltigkeiten und ersetzt die Bedingung “Bilinear-
form” durch “Hermite’sche Form”, so spricht man von HERMITE’SCHER M ANNIG-
FALTIGKEIT. Der Realteil der Hermite’schen Form liefert eine Riemann-Metrik.

18.12 Definition (Linge und Distanz)

Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit, dann kénnen wir die LANGE VON TAN-
GENTIALVEKTOREN &, € T, M als /g, (&, &) definieren.
Falls ¢ : [0,1] — M eine glatte Kurve in M ist, so sei die LANGE ¢ definiert durch

20 = [ oo, ) i

Wie man sich leicht iiberzeugt haben wir fiir zusammenhéngende Riemann-Mannigfaltigkeiten
(M, g) auch eine Metrik d, : M x M — RT im Sinne der Topologie:

dy(p,q) == inf{L(c) e € CP(R,M); ¢(0) =p, c(1) = q}.

Fiir jedes glatte immersive f : N — M definiert (v, w) > g¢(o)(Tof - v, Tp f - w) fiir
v,w € T, N eine Riemann-Metrik f*g auf N und fiir diese gilt:
Ly«g(c) = Ly(f o c) und somit
dg(f(x), f(y)) = inf{Ly(c) : c verbindet f(x) mit f(y)}
<inf{L4(f oc) : ¢ verbindet  mit y}
= inf{L-,4(c) : ¢ verbindet « mit y}
=ds-4(,y), folglich
F({a s dyeglw,20) < 1)) € {y + dyys F(20)) < ).

Wir zeigen nun, dafl die Metrik d := d, die Topologie erzeugt:
Um zu sehen, dafl d stetig ist, verwenden wir, dafl die Kartendarstellung u*g bzgl.
einer Karte v : R™ D U — «(U) € M und z in einem Kompaktum in U Ungle-
ichungen

M; - Jol? < (u*g)o(v,v) < M5 - |v]?
mit My, My > 0 erfiillt und damit ist

u({x D —xo] < Miz}) C u({x dysg(x, o) < 5}) C{y : dy(y,u(zo)) < e}

In der Tat: Einerseits ist {(u*),(w,w) : Jw| < 1,2 € Kompaktum} kompakt, also
beschriinkt durch ein M2 und somit (u*),(v,v) = |v|? (u*)z(w,w) < M2 |v|? mit
v =: |v| w. Andererseits ist M} := inf{(u*g).(v,v)/|v]? : v # 0,2 € Kompaktum} >
0, denn andernfalls existieren x, und v, # 0 mit

(U*g)xn (Wn, wn) = (U*g)xn (Vn, Un)/|vn|2 = 0 fiir wy, 1= vy /v
und fiir Hiufungspunkte x., von x, und ws von w, ist dann |we,| = 1 aber
(U 9) 2o (Woo, Weo) = 0.

Umgekehrt sei u(U) eine Kartenumgebung zentriert bei yo und V' eine relativ kom-
pakte offene Umgebung von 0 mit V' C U. Da d stetig ist gilt r := d(u(V), M \
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18.12 18. INTEGRALMANNIGFALTIGKEITEN

u(U)) > 0, und somit ist {y : dy(y, 40) < £} = u({z : dy-y(z,0) < £}) fiir alle = < £,
da Kurven ¢ der Linge Ly(c) < ¢ die bel yo starten ganz in w(U) liegen miissen.
Weiters ist dy-q(x,0) > M;|z| wegen

Li©) = [ fw o c®yar= [ 1] =21 10

Sei 0 < e < £ mit VD {x: Mijz| < e} D {z : dy4(z,0) < e}. Dann ist

{y:dy(y,90) < e} = u({w : dyy(2,0) < e}) Cu(V) Cu(U).

Interessant ist es, eine kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten tatséchlich zu
finden. Dies ist ein Variationsproblem, welches wir in Paragraph [68, 57] angehen
werden.

|

114 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013



VI. Differentialformen

In diesem Kapitel beginnen wir mit 1-Formen und dem dafiir nétigen Kotangen-
tialraum. Danach verallgemeinern wir diese zu Differentialformen hoheren Grades
(kurz: n-Formen) verallgemeinern. Nach einem der Motivation dienenden Abschnitt
stellen wir die notige multilineare Algebra zusammen, und verkleben die damit
aus den Tangential- und Kotangential-Rdumen konstruierten Tensorrdume zu Ten-
sorbiindel. Als Schnitte der Biindel alternierender Tensoren erhalten wir die Dif-
ferentialformen. Wir behandeln die wichtigsten Operationen auf ihnen: Die duflere
Ableitung, die Lieableitung und den Einsetzungshomomorphismus. Insbesonders
schauen wir uns das fiir Riemann-Mannigfaltigkeiten genauer an. Als Anwendung
reiffen wir die De Rham Kohomologie an.

19. Konstruktion und 1-Formen

19.1 Motivation

Fiir Kurvenintegrale im R™ ist der Begriff der 1-Form wichtig, da dies ldngs Kur-
ven integrierbare Objekte sind (siche [68, 3.10]). Wir wollen diesen Begriff nun
auf Mannigfaltigkeiten ausdehnen. Wir erinnern uns daran, dafl eine 1-Form auf
einer offenen Teilmenge M C R™ eine Abbildung w : M — L(R™,R) ist. Das
Kurvenintegral von w ldngs einer Kurve ¢ : R — M ist dann als gewthnliches
Riemannintegral von ¢ — w(c(t))(c¢/(t)) definiert. Auf einer allgemeinen Mannigfal-
tigkeit M ist ¢/(t) € Tep) M und somit mu w(z) € L(T, M,R) = (T, M)* fiir jedes
xr € M sein.

19.2 Definition (1-Formen)

Unter einer 1-FORM auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Abbildung w,
die jedem Punkt z € M ein lineares Funktional w(x) € (T M)* zuordnet.

Sei f : M — R eine glatte Funktion. Dann erhalten wir eine 1-Form, das TO-
TALE DIFFERENTIAL df von f, durch df(x)(v) := v(f) € R fiir alle v € T, M =
Der, (C*(M,R),R).

Wir wollen nun 1-Formen in lokalen Koordinaten beschreiben. Dazu benétigen wir
Koordinaten in (Tp;M)*. Ist E ein m-dimensionaler Vektorraum und (g;)7* eine
Basis in F, so erhiilt man eine Basis (¢°)™; von E*, die sogenannte DUALE BASIS
indem man die Funktionale ¢* auf der Basis (9;)7%, durch g'(g;) = 5;'- festlegt,
wobei 5;- das Kronecker-Deltasymbol ist, d.h. 6¢ := 1 und 5; =0 fur ¢ # j.

Seien nun (ul,...,u™) lokale Koordinaten auf M. Dann ist (a‘zi )™, eine Basis von
T, M. Berechnen wir nun das totale Differential du’ der i-ten Koordinatenfunktio-
nen ', so erhalten wir:

du' (507) = go7(u') = 0;(u’ o) 0 ™! = 9;(pr;) 0™ = 4.
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19.3 19. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN

Also ist (du®)™ , gerade die duale Basis zur Basis ( a?u? ), von T, M und fur £ =

3L 5o ist du'(€) = &'. Fiir das totale Differential df einer Funktion f : M — R
erhalten wir somit

%

denn df(@)(€) = &(F) = (X, €0 5% ) () = Xy du' (&) 2 = (3, 5 - du ) (&),

19.3 Transformationsverhalten von Vektoren

(Vgl. mit [68, 1.1] und ) Sei im Folgenden E ein endlich dimensionaler Vek-
torraum, G := (g;)™™ , eine Basis in £ und 2’ die Komponenten (Koordinaten) eines
Punktes z in E beziiglich (g;), also z = 3"/~ 2%g;. Sei G := (g;); eine weitere Ba-
sis und 77 die Koordinaten von x beziiglich (g;). Und sei A jener Isomorphismus
von E, welcher g; auf g; abbildet. Stellt man die Vektoren g; beziiglich der Basis
(i) dar, d.h. g; = >3 a%gi, so ist [A] == (a});; die Matrixdarstellung [A]g g
von A beziiglich der Basis (g;) fiir Dom(A4) = E und fiir Bild(A) = F, sowie die
Matrixdarstellung [id]g g der Identitét beziiglich der Basis (g;) fiir Dom(id) = F
und der Basis (g;) fiir Bild(id) = E, und ebenso [A]g g beziiglich der Basis (g;) fiir
Dom(A) = E und fiir Bild(A) = E. Dabei zihlt der obere Index i die Zeile und
der untere die Spalte der Matrix. Die ersten beiden Matrixdarstellungen folgen aus
[68, 1.1] wonach die j-te Spalte der Matrixdarstellung einer linearen Abbildung die
Koeffizienten des Bildes des j-ten Basisvektors bzgl. der Basis im Bildraum sind.
Hingegen ist [A]g g = 1, denn A(g;) = g; also [A(gi)]g = (¢7);, und somit ist

[Algg = [Alg,g - lidlgg =1-[Alg.g = [A]l
Zusammengefaft: [A] = [A]g g = [A]g g = [id]g g und [A]g g = 1.
Fiir das Transformationsverhalten der Komponenten erhalten wir somit:
[z]g =1 [z]g = [A]g ¢ - [x]g = [A(z)]g = [A] - [z]g
Umgekehrt ist A~! : E — E gegeben durch A~! : g; +— g; mit Matrixdarstellung
[A7Y = [A]7 =2 (89,

Es bezeichne E* := L(E,R) den zu E dualen Raum, G* := (g%) die duale Basis zu
G = (g:) definiert durch g*(g;) := 0%. Jeder Vektor z* € E* kann dann in der Form

z* =" x;9" geschrieben werden, mit z; = z*(g;) € R.
Wie transformieren jetzt diese Koordinaten?

Die Matrixdarstellung [T™]g« g« der Adjungierten einer linearen Abbildung 7" ist
die Transponierte der Matrixdarstellung (% )x,; = [Tlg.g von T, d.h. [T¥]g. g« =

[Tt g.g» denn

T(@)9) =7 (T(9) = 7' (3 thae) = St @) =1 = S’
k

Indem wir dies auf die Basiswechselabbildung A : g; — g; anwenden erhalten wir
[A*]g-*7g* = [A]g G= =1"=1, also A*(g ) g’

und weiters ¢/ = A*(g') = Y1, alg’, denn [A*]g. g. = [A]g ¢ = [A]*, und damit
das Transformationsverhalten fiir die Koordinaten von dualen Vektoren:

Y ag =at = i ji o j
T,9' =a" = E g’ = E rialgt = T = E a;x;.
i J 4,J J
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Vergleicht man nun die Transformationsformeln, so zeigt sich, dafl die Komponenten
x; der dualen Vektoren wie die Basisvektoren g; des Grundraumes transformieren:

:sz.i‘j, gi:zbggj ; i‘j :Zaéxi, gj :Zaz»gi.

Hingegen transformieren die Komponenten 2’ eines Vektors wie die Vektoren der
dualen Basis g*:

xi:Zaéij, gi:Za;—gj; gﬁj:Zb{xi7 §i=Zb§gi.

Dieser Sachverhalt motiviert auch die Verwendung von “oberen” und “unteren”
Indizes: Die Komponentenvektoren dualer Vektoren transformieren wie die Basis
im Grundraum (sie transformieren kovariant), die duale Basis und die Komponen-
tenvektoren im Grundraum transformieren kontravariant.

Vergleiche das aber mit folgender

19.4 Definition (Funktor)

Unter einem FUNKTOR F auf einer Kategorie versteht man eine Zuordnung, die
jedem Raum M einen anderen Raum F(M) zuordnet und jedem Morphismus
f M — N einen entsprechenden Morphismus F(f) zwischen F(M) und F(N)
zuordnet, soda8 F(idys) = idzar) und F von der Zusammensetzung je zweier
Morphismen die Zusammensetzung der zugeordneten Morphismen ist.

Man nennt einen Funktor F KOVARIANT, falls F(f) in die gleiche Richtung lduft wie
f,d.h fir f: M — Nist F(f): F(M) — F(N). Er heilt KONTRAVARIANT, falls
F(f) in die entgegensetzte Richtung liuft, d.h. fiir f: M — N ist F(f) : F(N) —
F(M). Insbesonders ist der Dualraum-Funktor (f : E — F) — (f* : F* — E¥)
kontravariant.

19.5 Transformationsverhalten von 1-Formen

Es sei ¢! = (ul,...,u™) bzw. ¢y~ = (v!,...,9™) eine Karte einer Mannigfal-

tigkeit M und 9f = a?ﬂ bzw. (‘31[’ = % seien die (lokalen) Basisvektorfelder des

Tangentialbiindels. Diese hangen nach wie folgt zusammen:
0] " out 0
P w 71 ® _
3 |l = E 8 8 | oder intuitiver 907 = avj B

m m

e = Z@“" Hi9¥|, oder 1ntu1t1ver - Z

o’ avl

Seien aj» = g'T“; bzw. bg = g” Kartenwech-
sels und das Vektorfeld ¢ habe die Darstellungen ¢ = Z{’ 5T = ZnJ 5,7, dann
gilt auch

. out 0O 0
=SS G =S| S0 (55) | an
J )

= &= Wn’—zan

und analog 7/ = 5. b ;03¢
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Fiir Kotangentialvektoren erhalten wir wegen die folgenden Transformations-
formeln:

du' = —dvj Za dv?
J

O i — 3 bldu.

Die Komponenten der Kotangentialvektoren, transformieren also kovariant, daher
heiBen Schnitte im Kotangentialbiindel (d.h. 1-Formen) auch KOVARIANTE VEK-
TORFELDER.

dv’ =

19.6 Konstruktion des dualen Biindels

Um iiber Glattheit von 1-Formen sprechen zu kénnen, miissen wir nun die disjunkte
Vereinigung T*M := (TM)* := ||, ¢ (T:M)* zu einer glatten Mannigfaltigkeit,
oder besser noch einem Vektorbundel machen. Noch allgemeiner wollen wir fiir ein
allgemeines Vektorbiindel £ - M die disjunkte Vereinigung E* := || ., (Ez)*
wieder zu einem solchen machen. Seien dazu Trivialisierungen ¢ : U x R¥ == E|y;
von F iiber offenen Mengen U C M gegeben. Wir brauchen eine Trivialisierung

et | R =U x (RF) = E*Jy = | | (B.)"
zeU zeU
Faserweise konnen wir ¢* als (¢*); = ((¢2)")7! = ((pz)"1)* : (RF)* — (E,)*
definieren, wobei (p,)* : (E;)* — (R¥)* die adjungierte Abbildung zum Isomor-
phismus @, : R¥ — E, bezeichnet.

Sei ¢ : UNV — GL(RF) die Transitionsfunktion fiir zwei Vektorbiindelkarten von
E. Die zu den Trivialisierungen ¢* gehorenden Transitionsfunktionen ¢* sind dann
durch
v () = (¥(x)*) " € GL((R")") = GL(R")

gegeben, wobei 1 (z)* die adjungierte Abbildung zum linearen Isomorphismus ¢ () :
R* — R* bezeichnet. Da A + A* linear ist von L(R* RY) — L((RY)*, (RF)*), die
Inversion A — A~ von GL(R*) — GL(R¥) glatt ist und ¢ : U NV — GL(R*) als
Transitionsfunktion des Vektorbiindels E ebenfalls glatt ist, gilt gleiches auch fiir
die Zusammensetzung ¢*

GL(RY)

O -
unv 2 GL(Rk/ \GL(IR{k)
/

N O
GL(R*

Also bilden die 9* einen Kozykel von Transitionsfunktionen fiir ein glattes Vek-
torbiindel E* — M und die ¢* sind die zugehorigen Vektorbiindelkarten. Diese
Vektorbiindel E* — M heifit das DUALE VEKTORBUNDEL zu F — M.

Im Spezialfall, wo E — M gerade das Tangentialbiindel TM — M ist, heifit
T*M := (TM)* — M KOTANGENTIALBUNDEL von M.

Der Raum I'(T*M — M) der glatten Schnitte des Kotangentialbiindels wird auch
mit Q!(M) bezeichnet.
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19.7 Glatte 1-Formen

Wie erkennt man, ob eine 1-Form w wirklich glatt ist? Nun, das ist lokal um einen
Punkt © € M genau dann der Fall, wenn ihre Darstellung beziiglich einer Trivi-
alisierung T*M|y 2 U x R™ mit ¢ € U C M glatt ist. Nach werden die
Trivialisierungen von T*M durch Dualisieren aus jenen von TM gewonnen. Zu
einer Karte ¢ : R™ D U — ¢(U) € M mit zugehorigen lokalen Koordinaten

(ul,...,u™) = ¢~ war die entsprechende lokale Trivialisierung von TM — M in

durch

TM 2 T(p(U)) «Ze— TU = U x R™ «+£B"_ () x R™

gegeben. Wobei der standard-Basis (e;) in {2} x R™ die Basis (% ‘ ) € T, M der
Richtungsableitungen entspricht. Die duale Abbildung zu T,,-1 ;) CR™ T.M
bildet somit die duale Basis (du’) von (T,,M)* auf die duale Basis (e?) von (R™)* =
R™. Die lokale Trivialisierung von T* M bildet somit e’ auf du’ ab, und eine 1-Form

w genau dann glatt, wenn alle ihre lokalen Koordinaten (Koeffizienten) w; — gegeben
durch w = Y, w; du’ - glatt sind.

19.8 Lemma (Schnitte des dualen Biindels).
Seip : E — M ein Vektorbindel, dann gibt es folgende Beschreibungen fiir die
glatten Schnitte des dualen Biindels E* :=| |, (Ey)* — M:

NE* > M):={ce C®°(M,E*):Vzx:o(x) € E:}
~{seC®(E,R): Va:s|g, € L(E,,R)}
> dem Raum der Vektorbiindelhomomorphismen

von B nach M x R diber idy,.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, daf§ die Schnitte o € I'(E* — M) genau den
faserweise linearen glatten Abbildungen s : E — R entsprechen.

Definiert man o <> s durch o(x) = s|g, =: s., so ist klar, dafl sich die Abbildungen
o ={(z,0(x)) : € M} und s = ||, ., 52 in eindeutiger Weise entsprechen.
Verbleibt zu zeigen, dal ¢ genau dann glatt ist, wenn s es ist. Dies ist eine lokale
Eigenschaft. Sei ¢ : U x R¥ — E|y eine Vektorbiindelkarte von p : E — U und
¢* : U x (R¥)* — E*|y die zugehorige Karten von E* — M. Lokal ist o durch
7:U — (RF)* = L(R*,R) mit o(z) = (¢*).(c(x)) = (z) o (p)~* und s durch
5:=s50¢:U xRF — R gegeben. Also ist 5(z,v) = s,(0.(v)) = o(z)(pe(v)) =
a(x)(v). Sei o (und also auch &) glatt, dann ist (x,v) — §(x,v) = a(z)(v) =
(evalo( X idrw))(z,v) ebenfalls glatt. Umgekehrt: Ist s glatt, so auch § und damit
auch eval, o7 = 5(.,v). Somit ist aber & : U — L(R¥,R) glatt, und damit auch o
selbst. O

19.9 Bemerkung

Wir wollen nun wie fiir glatte Vektorfelder in auch fiir glatte 1-Formen eine
algebraische Beschreibung. Wir kénnen eine 1-Form w auf ein Vektorfeld £ punk-
tweise anwenden, da w, € (T, M)* = L(T,M,R) und &, € T, M, und erhalten eine
Funktion w(§) : M — R mit  — w,(&;). In lokalen Koordinaten sieht das wie folgt
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19.11 19. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN

aus:

w:Zwidui; fzzgia?ﬁ'
= (') (L ot) = i) = 3w
i J

Also ist die resultierende Funktion w(§) glatt, falls w und ¢ glatt sind. Und klar-

erweise ist die Zuordnung (w,¢) + w(€) bilinear als Abbildung von Q'(M) x
X(M) — C>°(M,R).

19.10 Lemma (Raum der 1-Formen als C*°(M,R)-lineare Abbildungen).
Die bilineare Abbildung Q*(M) x X(M) — C*°(M,R) induziert einen C°(M,R)-
linearen Isomorphismus

QN (M) = Homeee (ar,r) (X(M), C® (M, R)),
wobei der rechte Raum aus allen C*° (M, R)-linearen Abbildungen von X(M) nach
C>(M,R) besteht.
Beweis. Klarerweise induziert obige bilineare Abbildung eine lineare Abbildung
von QY (M) in den Raum L(X(M),C>°(M,R)) der linearen Abbildungen.
Jedes w € QY (M) wirkt aber auch C*°(M,R)-linear auf ¢ € X(M), denn
Weiters ist Q' (M) — Homeeo (ar,r) (X(M), C> (M, R)) sogar C>°(M,R)-linear, denn
(f-w) O = (f-w)e(Ce) = (f(#)wa) (&) = f(2) wa(Ea) = f(2)-w(E)]a = (f-w(E))e-
Sei umgekehrt ein w € Homese (pr,r) (X(M), C>°(M,R)) gegeben.

Dann wirkt w lokal, d.h. £ = 0 auf U C M impliziert w(§) = 0 auf U: Zu x € U
wihlen wir ein f € C*°(M,R) mit f(z) =1 und Trg(f) C U. Dann ist f-£ =0
und somit

0=w(0)=w(f-=fwE) = 0=flz) wl)(r)=wE)).

Es wirkt w sogar punktal, d.h. £(z) = 0 impliziert w(&)(z) = 0, denn

(@) w(;siazi)u) = 2 gl =0
=0
Folglich kénnen wir eine 1-Form w durch w(z)(&;) = w(§)(z) definieren, wobei

& € X(M) so gewihlt ist, daBl £(z) = &, ist. Die 1-Form w ist dann glatt, denn lokal
gilt:
w= Zwi du’ mit w; = w(

Dafl diese beiden Zuordnungen invers zueinander sind, ist offensichtlich. O

Beachte, dafl sich dieser Beweis direkt zu einem fiir
F(E*) = HornC'OO (M,R) (F(E)7 c (M7 R))

verallgemeinern 148t.

19.11 Lemma (Pull-back von Schnitten dualer Biindel).
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Seienp : E — M,q: F — N Vektorbindel und f ein Vektorbiindelhomomorph-
1SMUS.

Dann ist f* : T(F* — N) — I'(E* — M) durch die Formel
5 (8)e - vz = Sfy(a) - [(vz) fiir s € T(F* = N), x € M, und v, € E,

wohldefiniert.

Vergleiche dies mit [17.5| und [17.4]. Falls p : E = M xR — M und ¢ : F =
N x R — N triviale Biindel sind mit f(x,t) = (fo(x),t), so verallgemeinert das
eben definierte Pull-back f* jenes fiir Funktionen g € C*°(N,R), denn der Isomor-
phismus C*°(N,R) 2 T'(F* — N) ist gegeben durch g = (s : N3y — (Fy 2 v~
gy)-v € FY)).

Beweis. Z.z. ist nur, dal f*(s) glatt ist. Via lokaler Trivialisierungen reduziert man
das Problem auf triviale Biindel. Betrachten wir also die Biindel p : U x R* — U,
q:V xR = V, und die Abbildungen s : V — (R)*, fo: U — V und f : U —
L(R¥ R?). Dann ist

[ (8)z Ve = Sgo(a) - [(vz) = (s0 fo)(2) - fu(va) =komp((s o fo)(z), fo) - va
also kommutiert

U I (s) (Rk)*

m%

(Ri)* x L(RK,Ri)

und f*(s) ist als Zusammensetzung zweier C°°-Funktionen selbst glatt. O

19.12 Pull-back von 1-Formen in lokalen Koordinaten

Sei f: M — N glatt und w € Q'(N). Dann ist f*w € Q'(M) definiert durch

19.11

(Fw)e(€) = (Tf)w)(@) Wy (Tof - €) fiir € M und & € T, M.

Insbesonders erhélt man

I (dg)p(fp) = (dg)f(p) (Tpf : fp) = Pry 'Tf(p)g Ty f &
:PTQ'Tp(gof)‘fp:d(gof)p’fp

also

f*(dg) = d(go f) =d(f"(g)) fir g € C*(N,R).

Wir wollen f*w in lokalen Koordinaten ausdriicken. Seien dazu (ul,...,u?) lokale
Koordinaten um z € M und (v, ...,v7) lokale Koordinaten um y := f(z) € N. Sei
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weiters w = Zj wj dv? die Koordinatendarstellung von w um y und f*w = i du?

jene von f*w um x. Setzen wir speziell £ := %

so erhalten wir:
xT

0 0 ) .
wi@Taf - ut x) - (f*w)I(aui 93) = (Z Nk duk) (5ui z) i
k
0 . afl b 8f]
wf(z)(Tarf~% m) (Zj:wjdvj)y( l out | vt y) ij(y 5 |
Also gilt

F(Zaar) = X (St o gir)

i J

Man beachte, dal das Kurvenintegral aus [68, 3.10] einer 1-Form w € QY(U) auf
einer offenen Menge U C R™ lédngs einer Kurve ¢ : I — U gerade durch

/cw/c;wz(x) da ::/ Zwi —dt /Olc*(w)

gegeben ist. Fiir eine abstrakte Mannigfaltigkeit M konnen wir genauso das Kur-
venintegral fcw einer 1-Form w € Q!(M) lings einer Kurve ¢ : I — M durch

1
/(A}Z:/C(JJ
c 0

definieren. Wir werden diese Definition im Abschnitt weiter verallgemeinern.

20. Motivation fiir Formen héheren Grades

20.1 Die Riemann-Metrik als Tensorfeld

In hatte wir Riemann-Metriken als Abbildungen definiert, die jedem x € M
eine Bilinearform g, : T, M x T, M — R zuordnen, und zwar so, dafl = — ¢, (&z, 1),
M — R glatt ist fiir je zwei glatte Vektorfelder {,n € %( ). Schreiben wir die
beiden Vektorfelder mittels lokaler Koordinaten (u!,...,u™) als £ = 3, €52 und
n=>3,n"52, so erhalten wir

92 (Eoy12) = Zf’nm 9a (auz aw) Zdu (M) 91,5 (),

wobei wir g; ;(x) 1= g (Bu” 81“) gesetzt haben. Es ist (&, 7,) — du® ()|, -du’ ()|,
eine bilineare Abbildung T, M x T,,M — R, die wir mit duz|m ® du? | bezeichnen.
Also gilt lokal

g= ng du’ @ du’

.7

20.2 Hessische Form

Sei f : M — R eine Funktion mit lokalem Extremum bei x, dann ist T, f : T, M —
T¢)R = R die Nullabbildung. Um umgekehrt schlielen zu kénnen benétigen wir
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die 2.Ableitung: Sei M eine offene Teilmenge des R™, (oder M eine Teilmannig-
faltigkeit die wir durch eine offene Umgebung und f durch eine Erweiterung darauf
ersetzen).

MxR"=TM-ZL, TR=R x R
T f(z,v) = (f(2), f'(z)(v))
M x R™ x R™ x R™ = T2M := T(TM) L T2R = R
721w, v 0) = (F@), £ @), @), @) 0,0) + @) w))

Im R™ ist pry(T?f(z,v;y,0)) = f"(z)(v,y), falls (z,v;y,0) im 2. Tangentialraum
der Mannigfaltigkeit liegt.

20.3 Beispiel

Zweite Ableitung von Funktionen am Kreis:
St={reR?:|z|=1}
TS = {(z,v) € (R?)?: |z| = 1, (z,v) = 0}
728" = {(z,v3y,w) € (R*)* : |2] =1, (z,v) = (z,y) =0,
(y,v) + (z,w) = 0}

Somit ist (z,v;y,0) € T%S! genau dann, wenn |z| = 1, v Lz, y L 2 und v L g,
also nur dann wenn v = 0 oder y = 0 ist. D.h. auf einer allgemeine Mannigfaltigkeit
148t sich f”(z) : T, M x T, M — R nicht sinnvoll definieren.

Falls T, f = 0, so ist dies doch moglich. Sei &,,n, € T, M, dann definieren wir
F(2)(&xyma) = n2(E(f)), wobei & ein Vektorfeld mit &(x) = &, sei. Schreiben wir
¢, und 7, in lokalen Koordinaten, d.h. &, = 3", ¢7-2 57 bzw. gy =37, ni%, so ergibt

sich:
Z 51 auz

; 0 ; Of
“ (S ) (S a0
- 0 ;0 B , o0&t of , 0 0
=S S (¢t ) =S S ),
1,7 af
—Zﬁ j(’)uﬂauZ z), da out |,

Wir haben also gezeigt, dafl obige Definition von der Fortsetzung unabhéngig ist
und in lokalen Koordinaten die iibliche 2. Ableitung liefert, falls f'(x) = 0.

=0.

Es ist also unter dieser Voraussetzung f” (x) : TuyM x T, M — R gegeben durch

Zfln Zdu &)du’ (n azf |
auﬂa Z 8u36uZ *

_ F
- (] Son T @ du’ )1x(&m)-
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Demnach ist f"(x) = Y. S - (z) du'l, ® du?|;. Wie transformiert sich dieser

i, Oul Ou’
Ausdruck beim Wechsel von Koordlnaten u' zu neuen Koordmaten 3?7 Wir haben
o’ 7 _ vk a _ Iv* of
dvt = =2 5o dv! und 55 =37, G505 2. Also ist 525 (f) = ), 9% o und

02 0 0
outoud ()= out (W(f)>
0 ok of
o out @ ok

s (o +(ka.( o oy of
81} S Ouiow | Oud l out ovlt/ Ovk

- Z o2k + o' ivk 82f
- - ouious 8uZ Oul  Ovlovk’
Somit ist
Z du® @ du? = Z dv' @ do* + Z *of of du ® du,
ou 28 J ov 18 k o - ouidui | vk
und der zweite Summand verschwindet im Punkt x, da \m =0.

20.4 Exakte 1-Formen

Fiir eine glatte Funktion f : M — R, wobei M C R™ offen sei, ist f' : M —
L(R™ R) glatt. Natiirlich interessiert man sich dafiir, wann die Umkehrung gilt,
also wann zu einer 1-Form w : M — L(R™ R) eine Funktion f : M — R existiert,
sodafl w = f’, ein solches w nennt man EXAKTE 1-FORM. Der Satz von Frobenius
liefert so eine Integrabilitits-Bedingung (siehe auch [64, 6.5.2]):

Lokal existiert so ein f genau dann wenn dw(z)(v1,v2) = 0V v1,v2 € R™, wobei
2dw(z)(v1,v2) = W'(x)(v1) - v2 — W' (x)(v2) - v1. Das so definierte dw : M —
L(R™,R™;R) ist fiir festes # € M alternierend (= schiefsymmetrisch) und bilinear.
Kiirzer schreibt man dw : M — L%,;,(R™,R) und sagt: dw ist eine 2-FORM.

Allgemein bezeichnet man eine Abbildung w : M — LK, (R™, R) als k-FORM, wobei
LY, (R™ R) den Raum der alternierenden k-linearen Funktionale bezeichnet. Ist
M = R™, so geniigt dw = 0 um ein global gegebenes f mit w = f’ zu finden. Ist
M C R™, so geniigt es i.a. nicht. Dazu ein Beispiel:

20.5 Beispiel

Wir betrachten die 1-Form

—Yv + TW Y T
S | SR R R
w(z,y) (v, w) g e w(z,y) Zi gt W
2 2
auf M := R?\ {0} aus [68, 3.10]. Wegen —( TT) = e = %(lffyz) ist

dw = 0. Angenommen, es gibe ein f mit w = f/, so miifite gelten:

Fo) = @ f )t ) = (5 o).

x2+y2’x2+y2
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Ist (20, v0) € ST ein Punkt, in dem f eingeschriinkt auf S! ein Minimum annimmt,
so gilt
(z0)

0= f/(wo,yo)(—yo,%) = —Yo- (—yo) + xo -

3+ Y3 xd+yd

=1, ein Widerspruch.

Fiir die eben betrachtete Form gilt also: dw = 0, aber es gibt keine Stammfunktion
zu w. Diese Diskrepanz zwischen Formen w mit dw = 0 und solchen der Gestalt
w = f’ = df kann verwendet werden, um etwas iiber die topologischen Eigenschaften
von M auszusagen (In unserem Beispiel war M nicht einfach zusammenhéngend).

Wie sieht das nun fiir beliebige Mannigfaltigkeiten M aus?
Sei allgemeiner w : « — w(x) eine 1-Form, dann miifite dw eine, auf M gegebene
Abbildung dw : x — dw(x) mit Werten dw(z) : T, M x T, M — R sein, die bilinear
und alternierend sind (solche dw heifien 2-FORM). Also ist (dw), € L%, (T, M, R).
Analog werden wir k-Formen definieren. Dazu wollen wir jetzt die grundlegenden
Tatsachen aus der multilinearen Algebra zusammenfassen.

21. Multilineare Algebra, Tensoren

21.1 Definition

Wir stellen zuerst die (multi)linear Theorie zusammen, fiir ein vertiefendes Studium
vgl. etwa [39] und [104, Vol.I, Cap.7]. Im folgenden bezeichnen E, F, etc. endlichdi-

mensionale Vektorriume iiber R. Wir bezeichnen mit L¥(Ey, ..., Ex; F) (oder kurz
L(E:,...,Eg; F)) den RAUM DER k-LINEAREN ABBILDUNGEN Ej X ...x E — F.
Dieser ist ein Vektorraum der endlicher Dimension dim(E;) - - - - - dim(Ey,) - dim(F).

Die Abbildung T': F1 X ... x E — R sei k-linear und S : Epy1 X ... X Epy; = R
sei i-linear.

Das TENSORPRODUKT von 1" mit S ist wie folgt definiert:
T®S:E; X...x Egyy > R (k+i)-linear
(T'®S)(v1,. .o vkg4) =T (v1, ..., 0k) S(Vkg1,- oo, Vkpi)

Vollig analog kann man auch das Tensorprodukt T ®- - -® T}, mehrerer multilinearer
Funktionale T; definieren.

21.2 Das Tensorprodukt von Vektorrdumen.
Fiir endlichdimensionale Vektorrdume Eq, ..., Ey ist das Tensorprodukt durch E1 ®
@ By == L¥(EY, ..., Ef;R) definiert. Gemeinsam mit der k-linearen Abbildung

®SE1X...XE]€*>E1®"'®E]§,
®:(T1,...,2) = T Q- ® xp, wobei
(@1 @ @) (Wi, yk) =yi(z1) - yel@n),

lost es folgendes universelles Problem:

Eix.. xE—2 B ® .-9FE
-
km linear
FA
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Ist {eg :1<i<dimE;} eine Basis von Ej;, dann ist eine Basis von E1 ® - -- ® Ej,
gegeben durch:

{ef, @ @ef 11<iy <dimBEy,...,1<i, < dimEy}.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aussage tiber die Basis. Die Menge {ell1 R ® efk
i1,...,ix} ist linear unabhéngig, denn aus >, pitk el @ ® efk = 0 folgt
durch Anwenden auf (eJ', ... ,ei’@) die Gleichung

= ( Z Iuilwu,’ik eg-l ® ®€ )(61 7.'.76.’];:7c)

11,500k

i1yeerin (1 ki Tk
E #1 k(6i1®"'®eik)(elv'-'aek)

Dies ist auch ein Erzeugendensystem fiir £ ® --- ® Ey, L(Ef, - E,’;; R), denn
jedes k-lineare p : EY x ... x E} — R 148t sich auf ( L...,2%) e By x...x E} wie
folgt beschreiben

) (S et Sk

—Z Zx“.. Ty, el er)
Z---Zeilx ...eik(xk)-u(eil,...,e};’“)
i i

LY e e et

wobei it o= pu(elt) ... elt) € R.

Folglich 148t sich jede multilineare Abbildung p : Fy X ... X Ey — F auf eine
eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung i : F1 ® - -+ ® Fy — F durch

/](6211@)...@ k),*‘u( zl,...,efk)

fortsetzen, sodal das angegebene Dreieck kommutiert. O
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21.3 Bemerkungen

1. Wir erhalten folgende natiirliche Isomorphismen (den ersten mittels vollstandiger
Induktion):

(. (E1®E)®---® Ey)

Il

L(Ey®---® Ep—1)", E;R)
B\ ®--® Ey_1)%: L(E},R))
El’ Ek 1aL(EZaR))
El? Ek lﬂEkvR)
1®"'®Ek
E1® Ey=L(E},E5;R) = L(ES,ET;R) = Ey ® By
E, @R =L(E],R";R) 2 L(E],R"™) 2 L(E{,R) = E{* 2 F,;
(E1®--®QEL)" 2 L(Fy,...,B;R) 2 L(ET", ..., E;";R)
=E® - ®FE]
LE,F)2 L(E,F*)=L(E,L(F*,R)) 2 L(E, F*;R)
2 [(E*,FR)=E*"QF
L(Ey,.. ,Exy; F)2XL(E1® - Q Ey, F)
Y(FQ  -QF)QF2XEQ --QFE, QF.

(
(

1

Il

(
(
(
(

Il

Il

L
L
L
E

2. Zu linearen Abbildungen T; : E; — F; existiert eine durch folgendes Dia-
gramm eindeutig bestimmte lineare Abbildung 11 ®- - - Ty : F1®---QFEy —

}7‘1 ® e ® Fk:
Eix.. xE,—EFE® --®E,
k-linear
T X...XTkllinear linear : T1®-- QT
A
Fy x ... x Fk F]_ X @ F.

-lin
Dabei ist T} ® - - - ® T}, auf der Basis (e}1 R ® efk) wie folgt gegeben:
(M@0 e--ed) =T ---®Tk(e’-“ )

Z(Tl J1 1 ®Z Tk Jk k

Ji

> (@i <Tk>“ e f

J15sk

3. Zwischen den verschiedensten soeben definierten Tensorprodukten besteht
der folgende Zusammenhang: Fiir T; € E stimmen die Tensorprodukte
L. 7@ - ®@T, € L(E,...,E;R) = (B ® - @ Ey)* von | 21.1];
2T Ty, e B ® - QE; Von;
3N ® - QT By ®-- ®Ek—>R®"'®RVOn
vermoge der Isomorphismen (E1®- - -®FEy)* = Ef®---QE; und R®- - -QR =

R aus iiberein.

4. QE =@, _(Q:~, E) ist eine graduierte, assoziative Algebra mit 1 und
heifit die TENSORALGEBRA iiber E. Dabei heifit eine Algebra GRADUIERT,
falls A = @,y Ar und die Multiplikation A* x A' in A*™! abbildet. Die
Elemente w € A, heilen HOMOGEN VOM GRAD k. Dabei setzt man ®0 E =
X,co £ =R, denn [[, .y E* = {0} und jedes f: {0} — R ist 0-linear. Die 1
istdanmn 1 e R=QRQ’ECRE.
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5. Die Tensoralgebra hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder linearen
Abbildung f: E — A, wo A eine assoziative Algebra mit 1 ist, existiert ein
eindeutiger Algebrahomomorphismus f : QX E — A, welcher auf ®1 E=F
mit f iibereinstimmt:

o~

E Q' EC (233

f F
linear " alg-homo
A

A

21.4 Definition

Mit L¥,,(E, F) bezeichnen wir den durch die alternierenden k-linearen Abbildungen
gebildeten Teilraum von L*(E, F). Bekanntlich heiBt eine Abbildung 7 : E x ... x
E — F alternierend, wenn 7**(T") := T o #* = sgn(w) - T fiir alle Permutationen
meSy:={m:{1,....,n} = {1,...,n} : 7 ist bijektiv} gilt, d.h.
T(Wr(1)s -+ Vn(ky) = T ()1, .., 75 (V)g) = 7(T)(v1, ..., vk)
=sgn(m)T(v1,...,v5) Yor,...,u; € E.

Eine Projektion alt : L¥(E, F) — L%,,(E,F) C L¥(E, F), genannt ALTERNATOR,
auf diesen Teilraum ist gegeben durch

1 .
alt(T)(vy, ..., vx) = o Z sign(m) T'(Vr(1)s - -+ » Vn(k))
" weSy
alt(T) = o Z sign(m) 7 (T')
TESK

Fiir alternierende multilineare Funktionale T' und S definiert man das AUSSERE
oder “HACK”-PRODUKT (englisch: wedge-product) durch:

(k +i)!

(T/\S)(’l}l,...7’l)k+i) = T4l

alt(T ® S)(’Uh PN 7vk+i) =

1
=l ZSgnW “T(vr1ys -5 Vr(k)) - SOn(et1)s - - Un(hriy)

1
=l Z Z SgN o SgN M SEN Ta-

71,72 o stkw.

“TWa(r (1)) -+ s Vo(m (k) " S Vo (ra(k+1))s - - + > Vor(ma (ki)
= Z (—1)2s=rle@=).

o(l)<---<o(k)
. T('Ua(l)a RN 7”0(16)) . S(’Ul,. . .,’?(1)‘,. . ~7'?(k)|7~ .. ,’UkJrrL’).

In dieser Rechnung haben wir die Permutation 7 von {1,...,k + i} in eindeutiger
Weise als oo(m;Umg) geschrieben, wobei 7 eine beliebige Permutation von {1, ..., k},
my eine solche von {k + 1,...,k + i} ist und o eine von {1,...,k + i} welche
auf {1,...,k} und {k + 1,...,k + i} streng monoton wachsend ist. Es ist also
o(1) < -+ < o(k) die monotone Anordnung von {7 (1),...,m(k)} und o(k+1) <
-+ < o(k+1) jene von {m(k+1),...,7(k+1i)}. Damit ist 7, = 6~ om|y, ) und
o =0t OT| k1, kti}- s ist sgn(o) = (—l)zjﬁk(”(j)fj), denn um die natiirliche
Ordnung von o(1),...,0(k + ) wiederherzustellen miissen fiir alle 1 < j < k die
o(j) — j vielen kleineren Zahlen aus {o(k + 1),...} mit o(j) vertauscht werden.
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Falls T', S und R linear sind, dann ist
@ASWmW—T@mﬂMT@ﬂm@—da<NW SWU

und somit

2((TANS)AR)(w,v,u) =

= (T AS)(w,v) R(u) — (T'AS)(v,w) R(u)
+ (T'AS)(v,u) R(w) — (T A S)(w, u) R(v)
+ (T AS)(u,w) R(v) — (T'A S)(u,v) R(w)
- (T(w) S(v) — T(v) S(w)) R(u) — (T(v) S(w) — T(w) S(U)) R(u)
+ (T() S(u) = T(w) S(v)) R(w) — (T(w) S(u) ~ T(u) S(w)) R(v)
+ (7w S( )S(v) = T(v) S(u)) Rlw)

= 2T(w) S(v) R(u) + 2T (v) S(u) R(w) + 2T (u) S(w) R(v)
2T (v) S(w) R(u) — 2T (w) S(u) R(v) —2T(u) S(v) R(w)
(T(w) S(w) R(w))
= 2det | T(v) S(v) R(v)
T(u) S(u) R(u)

und folglich verschwinden auch im 3-fachen Produkt von 1-Formen alle Faktoren.
Dies ist der Grund fiir die Wahl des Faktors (kkjr;!)! bzw. ﬁ, siehe auch |[21.6.2]
Analog zu obiger Formel fiir T'AS kénnen wir auch direkt ein Hackprodukt mehrerer

multilinearer alternierender Funktionale definieren. Beachte noch, daf3

TAS=(-1D"MSAT,

denn

(T/\S)(’Ul,.. 'Uk—l-i) =

= ngn T(Vr(1ys -+ V(i) = S Vn(kt1)s - - s V(i)
= m ngn(w’ o o’) . T(’Uﬂ./(o(l)), N 7Uﬁ/(g(k))) . S(vﬂ/(o(k+1))7 . 7Uw’(o(k+i)))

_Sgn k" ! ngl’l /(1),...,’07‘./(,’)) 'T(vw/(i-‘rl)a"'avﬂ’(i-‘rk))

= (—1)* (S A T)(vl, ey Ukd)

wobei 1 = 7’ o 0 und & jene Permutation ist, welche den Block (1,...,k) mit
(k+1,...,k+1) vertauscht und Vorzeichen (—1)* hat.

21.5 Lemma (Das #uflere Produkt eines Vektorraums).

Es sei das k-fache duflere Produkt der Vektorrdume E definiert durch /\kE =
LY (B R) und A : Ex ... x E — /\kE C ®"E = L¥(E*,R) sei die folgende
alternierende, k-lineare Abbildung:

A (v, )b—>1}1/\---/\v;€ mit
(01 A=+ A (w?, ngn Tr(l) )-~--w”(k)(vk)
zk!alt(vl ® - @ug)(wh, ..., wh),

also vy A+ Avg = Klalt(v; ® -+ - @ vg).
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Das duflere Produkt lost folgendes universelles Problem:

k
Ex...xE N E
k-linm\ = " linear
ya

F

Ist {e;}*, eine Basis von E (also m = dim E), dann ist {e;, N---Ne; 1 <
iy < -+ < ix < m} eine Basis von N°E, also ist dm A" E = (). Speziell fiir
k=dim FE erzeugt ey A--- Aeg ganz /\’C FE und

(er Ao Aer) (.. k) =3 sgn(m) wi® - wi™ = det(w?, ..., w").

Beweis. Esist A : Ex...x E— A" Edurch Ex ... x E-25 ®" F Aalt, /\kE
gegeben, folglich bildet (e;, A---Ae;, )i <...<i, ein Erzeugendensystem von /\ E=
L’Z\lt(Eé R).

Es ist auch linear unabhéingig, denn fiir aus Y, .., p* o™ el A---Aef =0
folgt durch Anwenden auf (e1 soeos€F) mit jy < --- < jj die Gleichung
0=( 3 el aeneh (el et)
1 <<t
= D (e A Al ) (e )
s)el, . el
1< <ip
— Mﬂl ----- Jk

Folglich 148t sich jede alternierende multilineare Abbildung pp: E x ... x E — F
auf eine eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung [ : /\k E — F durch

/:’L(ezll/\'”/\efk) M( 217~-~?€f;c)

fortsetzen, sodafl das angegebene Dreieck kommutiert. O

21.6 Bemerkungen

1. Es gelten die folgenden Identitdten:

Lk, (E (/\E F) und (/\E) ~ [k, (B,R) = Lk, (B* R /\E

2. Zu jeder linearen Abbildung T : E — F existiert eine durch folgendes Dia-
gramm eindeutig bestimmte lineare Abbildung A" T : A* E — A" F:

Ex..xE-—2sN\'E

Tx...le AT
\

Fx.. xF-2sN'F
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Damit wird A" zu einen Funktor. In der Tat ist A" 7T auf der Basis (e;, A
-+ Ae;, ) wie folgt gegeben:
k
(/\ T)(eil ARRRNA eik) = T(eil) ARERNA T(eik)

=D THf A NY T,
J1 Jk

Z szll """ Tz]: fjl /\"'/\fjk

J1s--dk

_ Jr(1) Jr (k)

= D DT T i A A
J1<<jp ™

= D DT T sen(m) i A A i
J1<-<jp T

= Z det(TiJ:)TyS Fin N N
J1<-<Jjk

3. Firm = dim(E) ist der Raum A\ E := ;" A\’ E eine graduiert-kommutative
assoziative Algebra mit 1 € /\0 FE =R, die sogenannte AUSSERE ALGEBRA
iiber E. Dabei heifit eine graduierte Algebra A = P, .y Ax KOMMUTATIV,
falls: a € Ay, b€ Aj = a-b=(—1)" b-a. Esist dim(A E) = >", () = 2™.

22. Vektorbiindel-Konstruktionen

22.1 Definition (Tensorfelder und Differentialformen)

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und x € M. Als Vektorraum E ver-
wenden wir nun den Tangentialraum 7, M von M bei z. Dann ist E* = (T,,M)*,
und wir bilden das Tensorprodukt

TM@- @TM®(T,M)*®- & (T,M)* = LPTYT:M,..., T,M;R).

p-mal g-mal
Die Elemente dieses Vektorraums bezeichnet man als p-FACH KONTRAVARIANTE,
G-FACH KOVARIANTE VEKTOREN oder Tensoren. Eine Basis von T, M ist gegeben
durch (52:)™,, wobei (u!,...,u™) lokale Koordinaten um z von M sind. Die duale
Basis von (T, M)* haben wir mit (du®)™, bezeichnet. Nach erhalten wir als
Basis des Tensorprodukts:

( 0 &...0 2 ® dul ®~~®dujq)_

Ou’l ou'r

Analog bilden wir A¥(T,M)* = L*, (T, M,R). Die Elemente dieses #ufleren Pro-
duktes nennt man k-FORMEN und eine Basis bildet

(duil VANREIWAN duik)i1<...<ik.

Lassen wir nun noch den Punkt x € M variieren, so konnen wir Abbildungen
w:Msz—w)eT,M® - T MQ(T,M)" Q- @ (T,M)"

p-mal g-mal
betrachten. Diese heiflen p-FACH KONTRAVARIANTE UND g-FACH KOVARIANTE TEN-
SORFELDER.

Eine Abbildung
w: M3z wx) e A¥NT,M)*
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heifit DIFFERENTIALFORM VOM GRAD k.

Um von der Glattheit eines Tensorfelds (oder einer Differentialform) sprechen zu
konnen sollten wir die Familie der Vektorrdume

(BMe e TMe (LM) ®- o (LM)")

p-mal g-mal

xeEM

zu einer Mannigfaltigkeit oder besser gleich zu einem Vektorbiindel iiber M machen.

Wir gehen dabei wie beim Tangentialbiindel und den daraus konstruierten Kotan-
gentialbiindel vor:

22.2 Direkte Summe von Vektorbiindel

Seien £ 2+ M und F -4+ M zwei Vektorbiindel iiber M sowie ©¥ eine Trivial-
isierung von F iiber U C M und ¢ eine solche von F iiber dem 0.B.d.A. gleichen
U.Mit ¥ : UNV — GL(RF) und ¥ : UNV — GL(RY) bezeichnen wir die Tran-
sitionsfunktionen zu je zwei solcher Vektorbiindelkarten {iber U und V. Wir wollen
nun die disjunkte Vereinigung £ @& F := | |, ., (E. @ F,) zu einem Vektorbiindel
machen. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

PEOF = P g o RMI = RF @R =5 E, @ F,.
Die Transitionsfunktionen yF®f : U NV — GL(R**!) sind dann durch
YEOF (1) .= P (2) @ v (x) € GL(R*) x GL(R') — GL(R*)

P ()] 0 > ~
. Also ist
0 [WF ()]
YEOF glatt. Somit ist F @ F — M ein Vektorbiindel, die sogenannte WHITNEY-
SUMME von F und F'.

gegeben. Die Matrixdarstellung von ¢F®F () ist ([

22.3 Tensorprodukt von Vektorbiindel

Analog zur direkten Summe machen wir nun die disjunkte Vereinigung F @ F' :=
Ll,cr (Er ® F;) zu einem Vektorbiindel, dem sogenannten TENSORPRODUKT von
E und F. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

PP = F & pf R RN SR 2 B, 0
Die Transitionsfunktionen y*®F : U NV — GL(R*) sind dann durch

PEOF (1) .= P (z) @ ¥ (z) € GL(R™) C L(R* @ R, R*F @ RY)
gegeben. Als Matrix ist 1)@ (z) gerade (aib3)(ij),(r,s)» Wobei (af) die Matrix von

¢F(z) und (b3) die Matrix von ¢¥(z) sei. Sind ndmlich (e;)i_; und (f;)5=; die

Standardbasen im R* und R! und (a?) sowie (bj) die Matrixdarstellungen von
A € L(RF) und B € L(R!), so ist A® B : R¥ @ R — R* @ R! gegeben durch
(A® B)(v®w) = A(v) ® B(w). Auf die Standardbasis (e; ® f;);; angewandt

erhalten wir also:

Ale) 2 BUf;) = (D aier) @ (3o 051) S albs e @ fi

Also ist YpP®F glatt.
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22.4 AuBeres Produkt eines Vektorbiindels

SchlieBlich machen wir die disjunkte Vereinigung A” E := ||, <), A” Ex zu einem
Vektorbiindel, dem sogenannten p-FACHEN AUSSEREN PRODUKT von E. Als Vek-
torbiindelkarten verwenden wir faserweise

N E /p\@pf) R() g/p\Rk =, ;\Ex.

Die Transitionsfunktionen A" : U NV — GL(]R(;;)) sind dann durch

N E(z) = ;\(¢E(x)) e GLRG)) ¢ L(;\Rk,i\mk)

gegeben. Wie zuvor zeigt man wieder, diesmal mittels | 21.6.2 |, daf} die Transitions-
funktionen glatt sind.

Allgemeiner hat man folgende Konstruktion:

22.5 Theorem (Funktorielle Vektorbiindel Konstruktionen).

Es sei F eine Zuordnung, die jeder Familie von (k + 1) endlichdimensionalen Vek-
torrdumen einen endlichdimensionalen Vektorraum zuweist und die FUNKTORIELL
1st.

Funktoriell bedeutet, dafs jedem (k+i)-Tupel linearer Abbildungen
T; : F; — Ej fir j <k “kontravariant in den vorderen Variablen”
T;: E; — F; fir k <j “kovariant in den hinteren Variablen”
eine lineare Abbildung

.F(Tl,...,Tk_H') : .F(El,...,Ek_H‘) —)./_'.(Fl,...,Fk_H)

zugeordnet wird, die mit Komposition und Identitdt vertrdglich ist und glatt von
T1,...,Tky; abhdngt.

Dann ist fir (k +1) viele Vektorbindel p; : E; — M eine nattirliche Vektorbindel-
Struktur auf F(En, ..., Exy) ==, F(Eila, - - Extila) gegeben.

Ein Beispiel eines solchen Funktors ist die direkte Summe @; der auf Vektorbiindel
angewandt die Whitney-Summe liefert.

Ein weiters ist der Dualraum-Funktor, der auf das Tangentenbiindel 7 : TM — M
angewandt das Kotangentialbiindel 7*M = | | (T, M)* — M liefert.

Andere Beispiele sind das Tensorprodukt und das duflere Produkt sowie Kombina-
tionen von ihnen, wie A" T*M = LK, (TM,R) = (/\k TM) .

Beweis. Die Vektorbiindelkarten F(1)1,...,¥;+;) werden aus jenen fiir E; faser-
weise durch folgende Formel gewonnen:

]:(1/}17 s 7wk+i)|m =
= F(@03" - 007 (e, Wsa)a)
= F(1, .o hpgi)|e s FRN L RN 25 F(B 4y Eryils)

Die zugehorigen Transitionsfunktionen sind dann die Zusammensetzung folgender
drei Abbildungen:

(1las oy Ursile) : UNV = GLRM) x ... x GLRN#+)
(inv,...;id,...): GL(RNl) X ... X GL(RNk'H) N GL(RNI) < % GL(RNIH»i)
F1GLEM) x ... x GLERM) - GL(FEY,... . BY+)) O
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23. Differentialformen

23.1 Definition (glatte Tensorfelder und Differentialformen)

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN p-FACH KONTRAVARIANT UND ¢-FACH KOVARI-
ANTEN TENSORFELDER oder kurz p-¢-TENSORFELDER, d.h. der glatten Schnitte
des Vektorbiindels

TM® - @TM® (TM)*®---® (TM)*
—_———

p-mal g-mal

wird auch mit 77(M) bezeichnet.
Lokal 148t sich jedes Tensorfeld & als

dim(M) ) )
b= Y TSR0 5k ©d @ © du

schreiben. Und wir wissen, dafl & genau dann glatt ist, wenn alle Komponenten
@;i;’; glatte reell-wertige Funktionen sind. Insbesondere sind die 0-0-Tensorfelder
gerade die reell-wertigen Funktionen, die 1-0-Tensorfelder die Vektorfelder und die

0-1-Tensorfelder die 1-Formen.

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN DIFFERENTIALFORMEN VOM GRAD p, d.h. glat-
ten Schnitte des Vektorbiindels A”(TM)* wird mit QP(M) bezeichnet. Diesen
Raum koénnen wir auch anders beschreiben:

OP(M) = F(/p\(TM)* = M)
F((/P\TM)* — M)

:/P\TM—HR:% EL(/’\TZM,R)V:U}

1%

1%

{w
{w

1%

p
DTM - Riw, € Ly (TMR)Y o}

Wegen A\°(TM)* = M x R stimmt der Raum Q°(M) der 0-Formen mit C> (M, R)
iiberein. Jede Differentialform w vom Grad k 148t sich lokal als

w= Z Wiy, in du® A -« A dut*

i <o <ldg

schreiben. Wieder gilt, dafl w glatt ist, wenn alle seine lokalen Komponenten w;; ..,
glatt sind.

Fiir die Koeffizienten w;, . ;, ergibt sich aus

, . 21.5
(du“/\---/\du“ﬂ( 0 . 9 ):

Ouit’ "7 Qudk

11 a ik a
= ngn(w) du <3ujﬂ(1>> ceeedu (8ujw<k)>

B {sgn(ﬂ) falls eine Permutation 7 existiert mit jr ) = ix V £k

0 sonst.
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folgende Formel fiir j; < -+ < jg:

w(z2:,..., 525) =

_ i i o) o\ _
f( Z wiln_ik'dul/\uJ\du’“) (8uj1,...,3ujk)—wj'l___jk-

11<...<ig

23.2 Bemerkung

Wegen
T.M@ - T MQS(T,M)"®@ - @ (T, M) =

p-mal g-mal

> L(TaM)*,...,(T.M)", T, M, ..., T,M;R)

p-mal g-mal

konnen wir ein p-g-Tensorfeld

P = Z @;1""’ipi®...®i®dujl ® - ® dul

1--Jq Ou'l ou'p
il 7'~~;ip
jl 1-<~7jq
punktweise auf ¢ Tangentialvektoren &1, ...,¢&; € T, M und p Kotangentialvektoren
wl, ..., wP anwenden:

(I)(wlv"'vavflv"'qu) =

e sty 0 9 J 1 1 sq_ 0
- Z q)jl,...,jq (auil ® ®du q)(zwrldu a"'azgqq ausq)
Sq

’il,...,ip T1
J15--Jaq
_ 115--05lp 1 ¢r1 Sq §J
B Z ¢j17~"1jq ' wT16i1 ''''' 5qq553
i1yeerip
J1seees Ja
T1 “Tp
S1,..+38¢q
_ inpeip |1 P e j
= Z @jl,.u,jq .wil . ....wip .61 ..... qq.
i15eenrip
J1seees Ja

Satz (Tensorfelder als C*°(M,R)-multilineare Abbildungen).

Obige Abbildung liefert einen linearen Isomorphismus des Raums T der glat-
ten p-q-Tensorfelder mit dem Raum L’ém(MR)(Ql(M), o, X(M); C°(M,R)) der
C> (M, R)-multilinearen Abbildungen.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von | 19.11 | vor:

Offensichtlich wirkt jedes Tensorfeld ® auf 1-Formen w?, ... w? € QY(M) und auf
Vektorfelder &1, ...,&, € X(M) als C°°(M,R)-lineare Abbildung, durch

P(wh, ... WP €, o) (x) = @m(wl(x), o wP(2), (), . ()

und wegen der obigen lokalen Formel

1 B1,ee0yl 1 ] ;
D(w',...,wP &, &) = E o ) ""Wfp g
W15y
jla-“:j::

liegt ®(w!,...,wP &1, .. &) € C(M,R).
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Umgekehrt sei ® : QY(M) x ... x X(M) — C®(M,R) eine C°°(M,R)-multilineare
Abbildung. Falls eines der Vektorfelder oder 1-Formen o lokal um = € M ver-
schwindet, so auch ®(w?,...,w? &, ..., &,), denn sei f € C*°(M,R) so gewihlt,
daBl f =1 auf dem Tréger jenes Schnittes o und f(z) = 0 gilt. Dann ist f -0 = 0o
und wegen der C*° (M, R)-Linearitét ist

@(wl,...,wp,fl,...,fq)(x) = f(m)~q)(wl,...,wp,fl,...,fq)(a:) =

Folglich erhalten wir die lokale Formel

) i , 4
P(w,. .. WP €, E) = Z QI wl Wl a,

mit (I>“’ ;‘; = (I)(aun ,...,dul®), deren rechte Seite an der Stelle z nur von Wert

der 1- Formen und Vektorfelder an dieser Stelle abhéngt. Also definiert
Dy (Whay s Egle) = B!, WP €, 6 (@)

ein glattes Tensorfeld, das gesuchte inverse Bild zu ®. O

23.3 Satz (Differentialformen als C°°(M,R)-multilineare Abbildungen).

Es ezistiert ein linearer Isomorphismus von QF (M) mit {w XM x .. xEM) —

C®(M,R) : w ist k-linear alternierend und C*°(M,R)-homogen }

Beweis. (=) Offensichtlich ist w(&1,...,&k)lp = wp(&1lp, - - -, E&klp) k-linear und al-
ternierend.

Die Abbildung w ist aber auch C'*° (M, R)-homogen:
w(fgla v agk)lp = wp(fp€1|p7 s 7§k|P) = f(p) wp(§1|pa e 7£k|p)
= f'w(gla"'agkﬂp
(STNIY) w
Weiters ist M —===k s TM .- @ TM R glatt, also w(&1,...,&) €
C>(M,R).

(<) Seiw: X(M) x...x X(M) — C*>°(M,R) mit obigen Eigenschaften. Es ist z.z.,
daB w(&,...,&k)|p nur von & |p, . . ., €k |p abhéngt, denn dann konnen wir definieren:

Wp(&alps -5 8klp) = w(€1, oo, k)lp-

Sei & = 0 lokal um p, sei f € C°°(M,R) mit f(p) =0 und f =1 dort wo & # 0.
Dann gilt f - & = & und somit wie zuvor

w(gla s vgk)|1? = w(fgla see vgk)|p = f(p)w(flv o afk)|17 -
Sei weiters & = 37" €(52) lokal. Dann gilt

w(r, ..., &) = (Z§1<8x1) ~--a€k)=Zfiw<%w-w€k)

und da & |, = 0 gilt £}|, =0 Vi und somit w(&1, ..., &)|, = 0.

Sei w = Y wrdx! eine lokale Darstellung von w, dabei ibt del .= dxr A - A date
fiir ist I = {i; < -+ <ix}. Es ist wr(p) = w(afn 7"'7395% )|p glatt bei p, albo ist
w € QF(M). 0
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24. Differentialformen auf Riemann MF

24.1 Bemerkung zur Dualitit

Fir M = U C R™ konnen wir das Tangentialbiindel und das Kotangentialbiindel
identifizieren, denn TM = M x R™ und T*M = M x (R™)*. Es sind also sowohl
die Vektorfelder als auch die 1-Formen auf M mit Abbildungen M — R™ ident. Im
allgemeinen gibt es aber keinen solchen kanonischen Isomorphismus zwischen T, M
und (7, M)*. Wir wollen nun Mannigfaltigkeiten beschreiben, fiir welche es einen
solchen dennoch gibt. Inwiefern ist denn ein endlich dimensionaler Vektorraum F
und sein Dualraum E* isomorph? Da sie die gleiche Dimension haben sind sie iso-
morph. Aber um einen solchen Isomorphismus angeben zu kénnen, verwendet man
iiblicherweise eine Basis von F und als Bildvektoren die duale Basis von E*. Wahlt
man eine andere Basis, so dndert sich auch der Isomorphismus. So kénnen wir auf
einer Mannigfaltigkeit nicht vorgehen, denn in 7, M haben wir keine ausgezeichnete
Basis zur Verfiigung.

Eine zweite Moglichkeit so einen Isomorphismus zu erhalten ist die Verwendung
eines inneren Produkts (-, -) auf E. Dann induziert diese bilineare Form eine lineare
Abbildung ¢ : E — L(E,R) = E* durch v — (v, ). Diese ist injektiv, denn: V w :
(v,w) =0 = v = 0. Aus Dimensionsgriinden ist sie somit ein Isomorphismus. Thre
Umkehrabbildung bezeichnen wir mit b := =1 : E* — E. Wegen #(£)(n) = (£,71)
ist (bw,n) = (£,m) = #(&)(n) = w(n), wobel wir £ := bw gesetzt haben und somit
w = f& ist.

Wie sieht # in Koordinaten aus? Sei (e;) eine Orthonormal(!)basis von E und (e?)
die dazugehérende duale Basis. Dann ist #(e;)(ej) := (e;,e;) = 8;; = €'(e;), also
bildet # die Basis (e;) auf die duale Basis (e?) ab.

Falls (g;) eine beliebige Basis von F ist und (g°) die dazugehorende duale Basis von
E*| so gilt:

1(g:)(gr) = <gi79k> =9k = Zgi,j gj(gk)

= #(¢:) =) gij9 und
7

fv) =1 (Z vi9i> = Zvi Zgi,jgj = Z (Z gi,j’Ui> g’
i i j j i
Bezeichnen wir mit v’ die Koordinaten des Vektors v € E beziiglich der Basis (g;)

und mit v; die Koordinaten des dazugehtrenden dualen Vektors f(v) € E* beziiglich
der dualen Basis (g*), so gilt also:

_E .yl
v; = 9i,5U .
i

Sei nun M C R" eine Teilmannigfaltigkeit des R™. Dann ist T, M ein Teilraum vom
R™ und erbt somit das iibliche innere Produkt von R™. Also ist (T,,M)* isomorph
zu T, M vermége dem Isomorphismus § : T, M — (T, M)*. Wir erhalten also auch
eine faserlineare Bijektion der Biindel TM — M und T*M — M. In Koordinaten

ist sie durch _
s Zgi,jduj
J
gegeben, wobei g; ; == (g;,g;) mit g; = % und ¢° = du’. Da die g; glatte Funk-
tionen von M D U — R" sind, sind alle Koeffizienten g; ; : M O U — R glatt, und
somit die Biindel TM und T* M isomorph.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013 137
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Es entsprechen sich also auch die glatten Schnitte eindeutig, d.h. X(M) = Q' (M).
Das Vektorfeld, welches einer exakten 1-Form df entspricht, heifit GRADIENTEN-
FELD grad(f) von f. Fiir offene Teilmannigfaltigkeiten M C RM wird die Koor-
dinatendarstellung von grad(f) aus jener von df durch transponieren gewonnen,
nicht aber fiir allgemeine M.

24.2 Tensorfelder auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

Allgemein wissen wir, dal QY(M) = C*°(M,R) ist und wir wollen nun Q*(M)
anders beschreiben. Sei dazu vorerst £ ein endlich dimensionaler Vektorraum mit
innerem Produkt. Wir haben dann nach einen Isomorphismus § : £ — E*
definiert durch £ : v — (v,-). Sein Inverses bezeichnen wir mit b := §71. Sei (e;)
eine Orthonormalbasis von E und (e?) die duale Basis von E*, dann ist:

ﬁ:x:ineieEHineieE*.
i i

Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit mit dem zugehoérigen Tangentialraum
g: T, M = (T, M)*. Eine Basis im Tangentialraum ist gegeben durch %, diese wird
nach abgebildet auf lj(a%) = Zj gj.i du?. Und allgemeiner wird & € T, M wie
folgt abgebildet:

ﬂ:f:zi:f%ETzMHw:zi:widu € (T, M)".

wobei £ = > 9w, w; = > gi ;& und g;; = <%,%> sind, und (¢*7) =
(gi;)" ist. Es folgt, daB auf kanonische Weise TM = T*M ist, und somit der
Raum der Vektorfelder X (M) kanonisch isomorph zum Raum der 1-Formen Q' (M)
ist.

Allgemeiner gilt:

24.3 Volumsform

Sei E ein endlich dimensionaler, orientierter Vektorraum mit innerem Produkt.
Falls (eq,...,en) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von E ist, so definieren
wir det € L")}, (E;R) durch det(eq, ..., ey) = 1. Um zu zeigen, daf diese Definition
nicht von der gewéhlten Basis abhéngt wéihlen wir beliebige Vektoren g; € E und
betrachten die Abbildung A : E — E, welche e; auf g; := >, aéei abbildet. Dann
ist
det(g1,---,9m) = det(Z al'ej, ... ,Za{;{‘ejm)
Ji Jm
= Z al' - .oalm o det(eg,, ... e;,)
. . —_————

VARTER JIm

=0, falls j1,...,7m keine
Permutation von 1,....m

= Z a{(l) oo ad ™ sgn(j) det(er, . . ., em)
7 Permutation -1
= det(a;)i ;-

Falls also (g;); insbesonders eine andere positiv orientierte Orthonormalbasis ist, so
ist [A] € SO(n), also 1 = det[A] = det(g1, ..., gm)-
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Da wir diese Konstruktion auf den Tangentialraum einer orientierten Riemann-
Mannigfaltigkeit anwenden wollen (dort aber nicht eine orthonormal-Basis) sondern
nur eine (positiv orientierte) Basis ( %) ; gegeben haben, bendtigen wir auch fiir
so eine Basis (g;) eine Formel fiir die Determinante: Dazu betrachten wir wieder
die inneren Produkte

s = ) = (S oben o) = St o) = Sl
5k.z
und erhalten (g; ;)i ; = [A - A"] und weiters
det(gij)i,; = det([A] - [A]") = (det[A])?
und schliellich (wegen det[A] > 0)

det(g1,...,9m) = det[A] = {/det(g;;)i; =: VG,

Fiir jede orientierte (siehe [68, 34.3]) Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) ist det €
L™ (T, M,R) und wir definieren die VOLUMSFORM voly; € Q™ (M) der Mannigfal-
tigkeit durch

volps () :=det € L7}, (T, M;R).

Diese Volumsform wollen wir mittels lokaler Koordinaten (ul,...,u™) berechnen.
Es bilden die g; := % eine Basis in T, M, von der wir annehmen diirfen, daf sie pos-
itiv orientiert ist, wenn wir ein Orientierungs-erhaltende Karte ¢ = (u!,...,u™)~!
verwenden. Es ist vol = voly . dub AL LA du™ mit
Vol(ﬁu1 et auim) = (Voll’m’m dut AN dum) (%, cee, %)
=voli,...m- Z sgn() du' (au«(l) ) du™ (auw(m) )= voli, . m,
T Or(1),1 Ox(m),m

da 7 die Identitéit sein muf}, sieche auch . Wegen obiger Rechnung ist
VOl(aul,..., (')um) det(g1,- -, gm) = VG
mit G := det(g;;)i; und g; ; == (95, 9;) = 9(32, 52 )-

Wir erhalten fiir orientierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten der Dimension m fol-
genden Isomorphismus:

COO(M,R)iQm(M), f|—>f-V011V[.
25. Graduierte Derivationen

25.1 Lemma (Algebra der Differentialformen).

Es ist Q(M) = @, (M) eine graduiert kommutative Algebra beziiglich dem

punktweisen Hackprodukt (siche )
(a A 6)12(517 o 7§k+i) =
1
= il ngnﬂ 0 (&n1)s o Enr))  BeEathrr)s - > Exlhti))s

fiir a € QF(M), B € QY (M) und & € T, M. Fiir parakompakte Mannigfaltigkeiten
M ist sie als Algebra durch {f, df : f € C*(M,R)} erzeugt.

Beachte, da8 f -w = f Aw fiir f € C°(M,R) = Q°(M,R) und w € Q(M) gilt.
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Beweis. Da die Fasern ATy M = @, A" T M graduiert kommutative Algebren
sind, ist auch Q(M) = T(AT*M) eine graduiert kommutative Algebra. Lokal wird
Q(M) durch {f, df : f € C*(M,R)} erzeugt, denn w = >, _ _; i dutt A
...Adu®. Um das auch global zu erhalten, benstigen wir einen endlichen Atlas von
M. Fiir zusammenhéngende parakompakte Mannigfaltigkeiten existiert ein solcher
nach . Wir wiihlen eine Partition {f1, ..., fn } der Eins, welche dem zugehorigen
Vektorbiindel-Atlas von T* M untergeordnet ist. Dann ist w = ) j fjw und fiw =
D ii ey Witin,indu AL Adu', wobei (u', ..., u™) lokale Koordinaten auf eine
Umgebung W; von Trg( f;) sind, die zu globalen glatten Funktionen auf M erweitert
wurden und die Koeffizienten wj;, .. ;. globale glatte Funktionen mit Tréger in W;
sind. O

,,,,,

25.2 Zuriickziehen von Formen

Sei f : M — N glatt, dann haben wir die Tangentialabbildung T, f : T,M —
TfpyN, sowie deren Adjungierte (7}, f)* : T;(p)N — Ty M. Falls nun p nicht durch

f(p) determiniert ist, d.h. f nicht injektiv ist, oder zu gewissen ¢ € N kein p mit
f(p) = q existiert, d.h. f nicht surjektiv ist, 148t sich keine Abbildung T*f : T*N —
T*M aus den (T, f)* zusammensetzen. Es &8t sich aber nach | 19.11 | dennoch ganz
allgemein aus

k
N AL AR TN

L,

M — N

eine Abbildung

P (A7) 0 ) = ((ATN) N S T((ATh) — a) = 0k

definieren. Dabei heifit f*(w) die mit f ZURUCKGEZOGENE FORM zu w.

k
(Fr@)plEr A= 7 &) = wrn (NTHE A A &)

oder unter Verwendung des Isomorphismuses (/\k T.M )* =~ Lk, (T, M;R) auch
als

(Ffw)p(§rs -3 &) = wrn) (Tpf - Ealps -+ Tpf - Eklp)-
Das so definierte f* : Q(N) — Q(M) ist ein Algebrahomomorphismus — wie man

leicht nachrechnet — und es gilt: (f1 o f2)* = f2* o fi* fiir zusammensetzbare Ab-
bildungen f1 und fs.

Mittels des Ismomorphismuses (/\k TM)* = /\k(T*M) kann man f* firwy,...,w; €
QY (M) auch #quivalent durch f*(wy A---Awg) = f*(w1) A+ A f*(wy) definieren,
wobei f*(w;) die in | 19.12 | definierte zuriickgezogene 1-Form ist.

Seien (u')iZ; lokale Koordinaten auf M und (v/)7_; lokale Koordinaten auf N.
Dann liBt sich w € QF(N) lokal als

w= Z Wiy VYA LA dot
jl <~~~<jk
schreiben. Die zuriickgezogene Form muf} eine lokale Darstellung der Form

ffw)= Z Niv,...yin du™ A ... A du'

11 <...<tg
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besitzen. Wir berechnen nun die lokalen Koeffizienten n;, . ; von f*(w):

Miv,eosin (:17) = f*(w)w (3&%7 ) 67?%)
k
= i) (N Tof) (52 A+ 1 520))
O(v’s o f
_wf(w)( Z det(¥>tﬁsazl/\“'/\ 9 >

Ot Ovik
J1<<Jk
= 3 (20 (e
ou't t,s vl vk
J1<-<Jjr ’
8(Ujs of)
= Z det( Outt )t Swjl,u-’jk (f(ﬂ?))
1< <J ’
Also ist
flw= > N WGP AU A A du
<<ty J1<<Jjk
i1, 0t=1...m j1,....5k=1...n
dvil vt
] ] outl e ou'k
. . oI, ... vI*
Wobei  pjilF = det (M =det| : .
(uir, ... ulx) ik e
Out T Juk
) o’ a ,
mit i = ui (v) o f),

25.3 Folgerung (Pull-back von Volumsformen).
Sei f: M — N glatt, dim M = m = dim N und (z',...,2™) lokale Koordinaten
von M und (y*,...,y™) solche von N. Dann gilt:

f(g-dy* Ao ANdy™) = (go f)-det ((W) ) cdz' A Ada™.
ij=1

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von . Als m-Form ist f*(g-dy* A---ANdy™) =
h-dx' A--- Adx™ fiir eine glatte Funktion h. Durch Anwenden auf (8%1, .

ox™
erhalten wir:
0 0
— * . 1 oo m _— _—
h*f (g dy A /\dy )<ax1""’axm>
0 0
— * . 1 PN m _ —_—
= 1@ @t ey (TF e T )
afil b afim o
= . 1 “en m _ —_—
=(gof) (dy A Ndy )<Z Ol 6yil""’i Oxl ayim,>
d o \ayof) dymof)
. 1 .. m
=(gof) Z (dy' A--- A dy )(ayn"“’ayim) i
m 6 Tr(i)o a jO m
—(gof)'zsgn(ﬂ')n(yaif)—(gof)'det<( (% if)> ) L
7r i1 o v Jig=
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25.4 Bemerkung

Speziell fiir f =id und g = 1 folgt aus :

1 ay] 1
dy - N--- ANdy™ = det gy cdrt A AN dx™.
T

In haben wir die kommutative Algebra A := C°°(M,R) betrachtet. Den
Raum Der(A) ihrer Derivationen konnten wir mit dem Raum X(M) der Vektor-
felder auf M identifizieren. Wir haben auf Der(A) die Struktur einer Lie-Algebra
gefunden. Wir wollen dhnliche Ideen nun auf die graduiert kommutative Algebra
A := Q(M) der Differentialformen auf M anwenden.

25.5 Definition (graduierte Derivation)

Eine Abbildung D : Q(M) — Q(M) heifit GRADUIERTE DERIVATION VOM GRAD
d, falls D linear ist, fiir alle k den Summanden Q¥ (M) in Q4% (M) abbildet und fiir
allew € QF(M) und n € Q(M) die Produktregel D(wAn) = D(w)An+(—1)4*wADn
gilt.

Mit Derq(2(M)) bezeichnen wir den VEKTORRAUM ALLER GRADUIERTEN DERIVA-
TIONEN von Q(M) vom Grad d, und mit Der(Q(M)) bezeichnen wir die direkte
Summe @, Derg(Q(M)).

Allgemeiner heifit fiir eine glatte Abbildung ¢ : N — M eine Abbildung D :
Q(M) — Q(N) GRADUIERTE DERIVATION UBER g*, falls D linear ist, fiir alle k den
Summanden QF(M) in Q4T*(N) abbildet und fiir alle w € Q*(M) und 1 € Q(M)
die Produktregel D(w A7) = D(w) A g*(n) + (=1)4*g*(w) A D gilt.

25.6 Lemma (Eindeutigkeit graduierter Derivationen).

Es sei g : N — M C*. Jede graduierte Derivation D : Q(M) — Q(N) dber
dem Algebra-Homomorphismus g* : Q(M) — Q(N) ist eindeutig durch die Werte
D(f) und D(df) fir alle f € C*°(M,R) festgelegt.

Beweis. Da f und df die Algebra (M) erzeugen folgt dies sofort aus . Wollen
wir aber die dort verwendete Dimensionstheorie nicht hineinstecken so konnen wir
dies auch wie folgt zeigen:

Hétten wir zwei solche Derivationen, so betrachten wir die Differenz D. Wir miissen
zeigen: V f: D(f) =0, D(df) =0= D =0.

Wir behaupten zuerst, daf3 die Derivation D ein lokaler Operator ist. Sei ndmlich
w € Q(M) lokal um g(z) gleich 0. Dann wéhlen wir ein f € C*°(M,R) mit f(g(x)) =
1 und fw = 0, und erhalten

0=D(0) = D(fw) = Q(’Q/\g*(W) +9°(f)- D(w)
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Und an der Stelle z € N gilt 0 = f(g(z))-D(w)(xz) = D(w)(z). Da D ein lokaler und
linearer Operator ist, diirfen wir ihn durch eine lokale Darstellung durchtauschen:

i< <ip
= Z (D(wih“_,ip) /\g* (du“ A--- A dulp)
i1 < <ip A rumnd

=0

p
+ ) g Wiyy) g7 (du) A AD(dUF) A A du%) =0. O
k=1

25.7 Beispiele graduierter Derivationen.
Aus folgt, da8 Dery(Q(M)) = {0} fiir d < —1, denn D(QF(M)) C QF+4(M) =
{0} fiir £ + d < 0 und insbesonders fiir k¥ € {0,1} und d < —1.

Wir wollen als néichstes Der_;(Q2(M)) bestimmen. Sei also D : Q(M) — Q(M)
eine graduierte Derivation vom Grad d = —1. Dann ist D(C*°(M,R)) = {0} und
die lineare Abbildung D od : C*®°(M,R) — QY(M) — QY(M) = C°°(M,R) erfiillt
(Dod)(f-g) = Dig-df + f-dg) = D(g) Adf + (~1)%4g - D(df) + D(f) A dg +
(-1)%4f . D(dg) = (Dod)f-g+ f-(Dod)g, wegen D(g) = 0 = D(f). Also ist
D o d auf C*°(M,R) eine Derivation und somit durch ein Vektorfeld £ gegeben,
d.h. D(f) = 0 und D(df) = &(f) = df(¢) fir alle f € C*°(M,R). Wir werden in

zeigen, dafl wir durch (¢ew) (&1, .., &) == w(&, &1, ..., &) zu jeden Vektorfeld
& € X(M) eine graduierte Derivation i¢ vom Grad d = —1 definieren konnen.

Nun zu Der(Q(M)). Sei also D : Q(M) — Q(M) eine graduierte Derivation vom
Grad d = 0. Dann wirkt D auf Q°(M) = C°°(M,R) derivativ, ist also durch ein
Vektorfeld £ gegeben, d.h.

d

D(f) = &(f) = Le(f) = —

dt ’t:o (Flf)*f (siehe ‘ 17.9 ‘ und ‘ 17.10 ‘)

Der letzte Ausdruck 4 |t:0 (F1%)*w macht aber auch fiir w € Q(M) einen Sinn

und wir werden in zeigen, dal dadurch fiir jedes Vektorfeld £ € X(M) eine
Derivation £¢ vom Grad d = 0 auf Q(M) definiert wird. Wir werden in
zeigen, daf dies alle Derivationen vom Grad 0 sind, die zusiitzlich D(df) = d(DYf)

erfiillen. Um eine globale Formel fiir £¢ zu erhalten, differenzieren wir die Funktion
w(éy, ..., &) (fiir w € QF(M) und & € X(M)) in Richtung von ¢ an der Stelle
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x € M und erhalten:

(g'w(€17~--7€k)>m = (W(élw"agk)oFlf)w

=0
=0 WS (2 (15 -+ k)

Wyt (o) (TFIE-TFIE, 1, TFIETFIE, &)
(((Flf)*w)a: (TFI, & i€ oy - - ,TFIS, 'fk'|F1§(x)))
(51 (FI)* (€1) @) (P () )

_ (% | () (@), &)

t=0

0
ot
0
ot
0
ot li=0
0
ot
0
ot li=o

+§:ww<§1(x),...,;€ L:o ((F1§)*(gi)(x)),...,gk(x))
= (Lew)z (§1(2), -, &k(T))
k
£ (@) (6@ (),

und somit

£€W(§17--~7§k) = g 'w(é-lv"'aé-k) - Zw(gla"wgifh [€7£i]7£i+17"'a§k)-

i=1

Insbesonders ist

(Ledf)(n) = &(df () — df ([§,m]) = & - f) = [&,n] - f =n(§- ) =d(&- F)(n)

Schliellich wollen wir noch eine ausgezeichnete Derivation vom Grad d = 1 angeben.
Nach hoffen wir ja durch die Abweichung der Ableitung einer 1-Form (oder
allgemeiner einer k-Form) davon symmetrisch zu sein, zu erkennen ob die Form
selbst Ableitung einer Funktion (bzw. k — 1-Form) ist. Betrachten wir dazu zuerst
den Fall, wo M = U offen in einen Vektorraum F ist. Dann ist eine k-Form auf U
eine Abbildung

w:U — L%, (E;R)
und ihre Ableitung ist
W' U — L(E,L%,,(E;R)).
Setzen wir diese mit dem Alternator von
L(E, L%y, (E;R)) C L(E, L*(E;R)) = L*(E,R) & LT (E,R)
zusammen, so erhalten wir die Abweichung dw davon, dal w’(z) symmetrisch ist

fir alle x € U.

Es ist also
dw(x)(€o, .-, &) = ﬁ ngn(a) W' (2)((0)) Earys - - - > (k)

k

Z(_l)zw,(x)(&,)(&)? sy Ev s 7£k)~

=0

1
k41

Um nun eine globale Formel fiir d auf beliebige Mannigfaltigkeiten M zu erhalten
ersetzen wir die Vektoren &; € E durch Vektorfelder §; € X(F) und Differenzieren
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w(&o,---,'& ..., &) an der Stelle z € M in Richtung &;(z) und erhalten:
(w0 & 80) @ () = @ E@)E @), . Gl0) . ()
+ 3 w@)(e (@) - Gila), s Gila) )

+Zw(x)(...,%,...,§}(x)~§i(m),...)
Und Einsetzen in obige Formel liefert
k
(k+ Ddw(z)(&o, - &) = D (=1 (2)(&(@)) (& (@), .-, &G(@) - &)
=0
k
=S (D& wltoreen, & 1)) (@)
=0
= Y () @) @) 6@ 6o(@), -, G G )
~ S D) (@) (€ (@) - (@), Eo(@), -, @) G (@)
Jk i | -
= (Z(_l)zgl : W(foa ey 51 P 75](5)
=0

+ 3 (), €, 507...,E,...,lf_j\7...,§(k))>(m).

1<j

Wegen des lastigen Faktors (k + 1) ersetzen wir dw besser durch (k + 1) dw.

25.8 Lemma (Lie-Algebra der graduierten Derivationen).

Der Raum Der(Q(M)) ist eine graduierte Lie-Algebra beziiglich der punktweisen
Vektoroperationen und dem graduierten Kommutator als Lie-Klammer:

[D1, Ds] := Dy 0 Dy — (=1)%92Dy 0 D fiir D; € Derg, (UM))
Im Detail bedeutet das:

1. Die Klammer [-,-] : Derg, (Q(M)) x Derg,(2(M)) — Derg, +a4,(Q2M)) ist
bilinear fir alle dy, ds.

2. Sie ist GRADUIERT ANTIKOMMUTATIV: [Dy, Da] + (—1)"l1 da [D2, D1] = 0.

3. [Do, ] ist eine graduierte Derivation beziglich [-,-], d.h. es gilt die GRADUIERTE
JACOBI-IDENTITAT

[DO, [D17 DQH = [[D07 D1]7 D2] + (_1)d0d1 [Dlv [DOv D2]]7
oder dquivalent und zyklisch symmetrisch

(—l)don [Do, [D1, Do]] + (—1)d1d° [D1, [D2, Dol] + (—1)d2d1 [Ds, [Dg, D1]] = 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis abstrakt fiir eine beliebige graduiert-kommutative
Algebra A anstelle von Q(M).
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Behauptung: [Dy, Do) € Dery, +4,(A) fiir D; € Dery, (A) fir i = 1,2.
(D1, Do](X -Y) = (D1 oDy — (~1)h% Dy o Dl)(X Y)
=D, (DQX Y 4 (—1)% X DQY)
~ (~1)hd=p, (DlX Y 4 (—1)rh X DlY)
=D1DyX .Y + (=1)h( =+ D, X . DY
+ (=1)*2D; X - DoY + (—1)"®2F*h X . D DY
— (~1)h%eDyD X Y — (—1) Bt dtodp X Dy
— (=1)hdtediD, X DY — (—1)hdetdietdr . Do DY
= [D1,Dy]X - Y + (=1)% i+ X . [D; Do)V fiir 2 := grad(X).

Klarerweise ist [, -] bilinear und graduiert antikommutativ.
Verbleibt die graduierte Jacobi-Identitéit zu zeigen:
[Do,[D1, D] — [[Do, D1}, D3] — (=1)**[Dy, [Do, D)) =
= [Dy, D1 Dy — (=1)"2DyDy] — [Do Dy — (—1)%% Dy Dy, Dy
— (=1)*%[Dy, DoDy — (—1)%% Dy Dy]
= DyD1 Dy — (—1)4% DyDy Dy
_ (—1)Witdz)do p P, Dy 4 (—1)hdetde(di+d) o, D) Dy
— DoD1Ds + (—1)%% Dy Dy D,
T (_1)(dg+d1)d2D2DOD1 _ (_1)dgd1+(do+d1)d2D2D1D0
— (=1)%% Dy Dy D, + (—1)%4t9% Dy Dy Dy

4 (_1)d0d1+(do+d2)d1DOD2D1 _ (_1)d0(d1+d2)+(d0+d2)d1D2D0D1
= 0. O]

25.9 Theorem (Die wichtigsten graduierten Derivationen).
Sei £ € X(M).

(te) Durch 1e(f) =0, te(df) := ¢ - f ist eine graduierte Derivation te vom Grad
—1, der EINSETZOPERATOR festgelegt.

(Le) Durch Le(f) =& f, Le(df) := d(§ - f) ist eine graduierte Derivation Le¢
vom Grad 0, die LIE-ABLEITUNG festgelegt.

(d) Durch d(f) :=df, d(df) := 0 ist eine graduierte Derivation d vom Grad +1,
die AUSSERE ABLEITUNG, festgelegt.

Globale Formeln fiir diese graduierten Derivationen sind mit w € QF(M) und &; €
X(M) gegeben durch:

(Lfow)(é-h o 75]@71) = w(é_Oagh oo agkfl)

(‘Cﬁow)(é-h e 76/(7) = 60 : w(gla cee 75/@) - Zw(fla e afifh [§Oa§i]7§i+la DR 751@)

i=1
k

(dw) oy -5 &) = D _(=1)'& - w(&o, .- LE )

=0
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25. GRADUIERTE DERIVATIONEN 25.9

+Z(_l)i+jw([€i7§j}7507--~7g\7--~7,£_j|7~-~;§k)~

1<j

Die graduierten Kommutatoren sind durch folgende Tabelle gegeben:

[Dh DQ} LU ‘CW d
Le 0 —ten) | —Le

Le | e Liem 0

d c, 0 0

Falls n € X(N) verwandt mit £ € X(M) beziiglich einem glatten g : M — N ist,
d.h. Tgo & =nog erfillt ist, so gilt:

g owm=1cog’, g oly=~Leog", giod=doyg
Weiters gilt:
tpew = frew, Lpew = fLew+df Ngw, (Lew)(z) = %h:o(Flf)*wu

Beweis. Wir fithren den Beweis in 15 Schritten:

1. Behauptung. tcw € Q¥ 1(M):
Offensichtlich ist ¢¢w alternierend und k — 1-linear und es gilt

Lﬁw(fgla cee 751@71) = w(g’ ffla e 75]4:71) = fw(é-)glw .. 7€k71)
= fl'fw(flv"'afk—l)~

2. Behauptung. 1 € Der_1(Q(M)). Sei dazu o € Q¥+ und B € Q!, dann ist:

Lgo(a/\ﬁ)(€17~--,€k+l> =
= (A B)(&os&1s -+ -5 Errt)

1
SRCESVIT ZSgn(W) (&r0)s -+ 5 &xh)) BErha1)s -+ Enlhrr))

= Z Sgn(ﬂ-) a(g‘n'(O)a v 7£ﬂ(k)) ﬁ(éw(k-l—l)v oo 7§7r(k+l))

7 stkw.t
= Z sen(7) a(&x(0)y - -+ > Enk)) BEnkt1)s -+ s En(hrt))
7(0)=0
+ Z Sgn(ﬂ—) a(fﬂ(O)a cee ?gﬂ(k)) 6(£Tr(k+1)a cee )gﬂ'(k-'rl))
w(k+1)=0

= (l’foa A ﬁ) (517 e 7£k‘+l)
+ Z (1) sgn(n’) al€rr)s - &) B0 Enr(hta)s - - - > v oty

7/ stkw.T

= (Lﬁoa AB+ (=)o Lsoﬁ) (150 Ertr)-

Dabei ist n’ := wo (k+ 1,k,...,1,0) jene Permutation, die 0 auf 0 abbildet, auf
i+1<k+1 mit 7(¢) iibereinstimmt, und auf ¢ > k + 1 mit 7 ident ist.

3. Behauptung. dw € Q*T1(M):
Offensichtlich ist dw ist (k+1)-linear und alternierend. Die C*° (M, R)-Homogenitét
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ergibt sich wie folgt:

dw(f&os---,&k) = (féo) - w(&i,- - Ek)
+Z 67, fwé-()?"w,g‘v"'vfk)
>0
+ Z Jw f§07€J] goa"'a'g_j‘v' '7£k)
7>1=0
+ Z ’L+jw gzvé-]] fan"'aE;]a 'arg_;a '75/6)
7>i>0
=f- (- wlé,- &)
+Z §0a"'7,g\a"'7€k)
>0
+f Z 507"'72?"'751@‘)
>0
+ Z 50753] fj(f)§0)’g|7"'a’§_j‘a"'a§k)
7>1=0
+f Z Z+jw glagj] goa"'aZa"'a'g_j‘a"'vgk)
3>1>0
:f~dw(§07...,§k)
+Z SO)"wg\a"'agk)
>0
- Z ]gj 507507"'757"'7516)
7>1=0
:fdw(€077€k)
4. Behauptung. d(fw) =df Aw+ f - dw
d(fw)(éo,---,&k) =
*Z fw gOa"'agw'-fk)
+Z 7l+]f(-“-) €17£J] éh"'a@r"a?a"'agk)
7>
72 50;"'337"'351@)
+fz va"wEv"wgk)
+fz Z+jw 5175_7 517"'a’g|7"'a’§—j|a"'a§k)
7>
= S v (€0 & &)+ F e deo(Eos )
(df/\w+f/\dw)(§0>-~~,§k)~

148
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25. GRADUIERTE DERIVATIONEN 25.9

5. Behauptung. d ist ein lokaler Operator
Sei dazu w|y = 0 und € U. Dann existiert ein f € C*°(M,R) mit Trg f C U,
f(x) =1 und df (z) = 0. Folglich ist fw = 0 und damit

= d(fw)(z) = df (x) Nw(z) + f(2) - dw(z) = dw().

6. Behauptung. d und ¢ erfiillen die “Anfangsbedingungen”.
Das folgt sofort durch Einsetzen in die globalen Formeln:

) (f) =0
teo (df) = df (§o) = &o(f)

0
0) = G- f(&)+ Y =&(f)
i=0 0

d(df ) (&0, €1) = o - df (&1) — & - df (o) + (=1)"F df ([€0, &1))
=& (& f)—& (- f)—1[,&] - f=0

7. Behauptung. d(du!) = 0, wobei du! := du®* A---Adu®*— fiir I := (iy,...i5_1)-

k
—
o 9 o
d(du )(auna-'-’ 3ujk) = Z(_ ) Buh (du (aunv'“v udi aujk))

=1

— —
i+1 2] 9 a9 9
+Z l d B’U‘ji,m],...’m"..m’..')
>4
=0, da [;2, 52 o] = 0 und du’ '(52;) konstant ist.

d(ZwIdul) Zdw A du! —|—w1/\ddu ! %dui/\dul
J;

ji i1
8. Behauptung. d € Der,;(Q(M)), i.e. d(a A B) = da A B+ (—1)Tla A dB mit
a=>Y,ardu’ und ﬁ:ZJﬁ_]duJ.

d(a A B) = Zd arBy dul A du’)

Z Q1B oyt A dul A du”
I1,J%

:Zggg du’ A du’ AZBJdu + ‘”Zazdu /\Z%ﬁf du' A du’

=da B+ (-1 )'”a/\dﬁ.

9. Behauptung. Es gelten die Formeln fiir die Kommutatoren von Einsetzopera-
toren ¢¢ beziehungsweise fiir d.

Wegen geniigt es die “Anfangswerte” zu iiberpriifen:
[te, Ly] = 0, da dies eine Derivation vom Grad -2 ist
[d,d|(f) = (dod — (~=1)"d o d)(f) = 2d(df) = 0
[d, d)(df) = 2(d o d)(df) = 2d(d(df)) = 2d(0) = 0
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10. Behauptung. Der Kommutator [d, t¢] ist durch die globale Formel von L
gegeben, also ist L¢ € Derg(2(M)).

([d’ Lio]w)(fh o 7516) = d(bﬁow)(glv cee ’gk) - (_1)1.(71)%0 (dw)(gh cee vgk)
=0T gl )

+ ) DT ([ e € € )

0<i<y

+dw(§07§13"'7£k)

:*Z 507 "72’?7"'7£k)

i>0

+ Z l+] 50757/76]]"'ag‘w"a,g—j‘a"'agk})
0<i<y

+Z 605"'a25"'a€k)
>0

) D€L E ] ooy €y & )
0<i<y

5 gla"'agk +Z ]w 5075] gla"'aga"'vfk)

7>0

= (Egow)(«fl, e ,€k)

11. Behauptung. Es gilt die “Anfangsbedingung” fiir L.
Le=dote—(—1)TVH e 0d =
Le(f) = d(eef) +1e(df) =0+¢- f
Le(df) = d(edf) + 1e(d*f) = d(&- f) +0

12. Behauptung. Es gelten die Formeln fiir Kommutatoren mit L.
Wieder brauchen wir nur die Anfangswerte zu iiberpriifen (oder wir verwenden die
Jacobi-Identitét):

[Le,tn](f) =0 =1gn(f), da der Grad —1 ist

[Le, wnl(df) = Le(n - f) = wn(d(§ - f))
=& f)—n- (& ) =[&n(f) = viem(df)
[Le, Lol(f)=&-n-f—n- E f=1&n(f) = Liem(f)
[Le, Lo](df) = Le(dn - f)) — Ly(d(€ - f))
=d(&-n-f-—n-& f)=d&n] f) = Ligy(df)
[d, Le)(f) =d(§- f) — ﬁs(df)ZO
[d, Le](df) = d(d(€ - f)) — Le(ddf) = 0.

13. Behauptung. Es gelten die Vertauschbarkeitsrelationen mit g*.
(9" 0 w)(df) = g"(df (n)) = g"(n(f)) =n(f)og

€07 09) = d(] 09)(&) = 1elg" (d)) = (10 9") ()
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oder direkt

(9" 0 ty)wp(&r,- -, &) = 9" (Lgw) (&1, -, &k)
= (an)|g(p) (Tpg : éllpa v Ipg - £k|p)
= wlgp) (Mg, Tpg - E1lps -+ Tpg - Eklp)
= w|g(p)(Tp9 “Elps Tpg - &ilps - - Tpg - Eklp)
= (g"w)p(&lps&1lps - - - Eklp)
= (te(g"w)) (&1, - - Ek)p
= (e o g )wp(&r,- - &k)-

Fiir d haben wir das folgende bereits in gezeigt:

(g7 o d)(f)(Elp) = 9" (df)(Elp) = dflg(p) (Tg - €lp)
=d(f o g)(&lp) = d(g™(f))(Elp) = (dog™)(f)(Elp)
(9" 0 d)(df) = g™(ddf) = g"(0) = 0 = d*(¢"f)
=d((dog")(f)) =d((g" o d)(f)) = (d o g")(df).
Fiir £ folgt es nun durch Anwenden der Kommutatorformel:

groLly=g o(dow+iod)
=g"odoi,+g"otyo0d
=dog o, +1c0g*od
=dowog*+iodog”
=(dow +igod)og’
=Leog".

14. Behauptung. Es gelten die Homogenitétsformeln fiir ¢z¢ und L.

tew(€rye ey §em1) = W(fE &y &m1) = frw(& €, Ekm1)
=frew(, .. &k-1)
Lew = [d, te]w = d(tpew) + tpe(dw)
=d(f - 1ew) + f - 1e(dw)
=df Ngw~+ f-d(tew) + f - te(dw)
=df New+ f- Lew.

15. Behauptung. L; ist die Lie-Ableitung aus .
Beide Seiten definieren eine Derivation vom Grad 0, also geniigt es auf Funktionen
und exakten 1-Formen auszutesten:

41, o(FI}) f=L|,_of oFI; = &f = Lef,
&m0 (FIE)" (dfy) (np) = 2|0 (dF) (s ) (T FIE 1)
= d|i—o(TFL ny) f = Limonp(f o FI})

1o (Llemo(f 0 FI3)) = m,(Ef)
= Le(df)(np)-

Das beendet den Beweis von . O
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25.10 Die Frolicher-Nijenhuis und Nijenhuis-Richardson Klammer

Wir wollen nun allgemeine graduierte Derivationen genauer beschreiben. Dazu nen-
nen wir eine graduierte Derivation D € Dery(€2(M)) ALGEBRAISCH, wenn sie auf
den 0-Formen Q°(M) = C*°(M,R) verschwindet. Fiir so eine Derivation gilt

D(fw)=D(f) Aw+ (=1)"*f - D(w) = f - D(w).

Folglich ist D ein lokaler Operator und sogar tensoriell, d.h. D(w), hingt nur von
w, ab (Hinweis: Wende d auf lokale Darstellungen von w an). Nach ist D
eindeutig durch D|qi(ar) : QY (M) — QF1(M) C Q(M) bestimmt, und dies ist

faserweise ein Element von

k41 k+1 k+1
L(T;M, A T;M) *T,Me \T;M=T,Me(\ T.M)" =
k+1
> L(/\ T, M, TxM) = LK (T, M, T, M)

welche glatt von x € M abhéngt, also eine vektorwertige £ + 1-Form
k+1 k+1
K € Q" Y (M; TM) = F(L(/\ TM, TM)) ~ F(L(T*M, A T*M)).

Sei umgekehrt K € QFFY(M;TM) beliebig. Dann konnen wir eine algebraische
Derivation tx € Derg(Q(M)) durch folgende Formel definieren:

(Lrw) (X, Xpr) =

—;Zsi n(o) w(k (X, X ), X X )

- (k+1)'(l—1)' . gnlo o(1)r s No(k+1))s No(k+2)s - a(k+l))»
wobei w € QY(M) mit I > 1 und Xi,..., Xy € X(M). Dabei zeigt man (xw €
QFHY(M) und 1x¢ € Dery(Q(M)) wie in ’ 25.9.1 ‘ und ’ 25.9.2 ‘
Die Abbildung i : Q*T}(M;TM) — Der,(Q(M)) definiert einen linearen Iso-
morphismus auf die Teil-Liealgebra der algebraischen Derivationen, und macht

somit QT (M, TM) := @, VT (M, TM) selbst zu einer graduierten Liealgebra
(deren Klammer auch NIJENHUIS-RICHARDSON KLAMMER heifit).

Beweis. Sei x € M. Da AT;M nach |21.6.3| die freie graduiert kommutative
Algebra iiber dem Vektorraum T M ist, konnen wir

k+1 k+1
K, € L(/\ T, M, TwM) S L(T;M, A T;M) c L(T;M,/\T;M)

zu einer eindeutig bestimmten graduierten Derivation A T:M — ATrM aus-
dehnen und erhalten somit eine eindeutig bestimmte Derivation ix € Dery(Q2(M)).

Die angegeben Formel verifiziert man durch Anwendung auf Hackprodukte w von 1-
Formen. Offensichtlich ist der graduierte Kommutator zweier algebraischer graduiert-
er Derivationen selbst algebraisch, und somit gelten auch die iibrigen Aussagen. [

Wir definieren fiir K € Q¥(M;TM) eine graduierte Derivation L := [tf,d]. Die
Abbildung £ : Q(M;TM) — Der(2(M)) ist injektiv, da Lx f = [tk d|f = ik (df )£
d(ux f) = df o K fiir alle f € C°(M,R).

Proposition.
Jedes D € Derp(QU(M)) hat eine eindeutige Darstellung D = v, + Lx mit L €
QFL(M; TM) und K € QF(M;TM). Das Bild von L ist die Teil-Liealgebra aller D
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mit [D,d] = 0. Die Abbildung L induziert somit eine graduierte Liealgebra Struktur
(die FROLICHER-NIJENHUIS KLAMMER) auf Q*(M;TM).

Beweis. Fiir fixe Vektorfelder X; € X(M) beschreibt f +— D(f)(Xy,...,Xk) eine
Derivation C*°(M,R) — C'*°(M,R). Folglich gibt es ein Vektorfeld K (X7, ..., X) €
X(M) mit D(f)(X1,...,Xk) = K(X1,...,Xp)(f) = df(K(X4,...,X})). Offen-
sichtlich ist K € QF(M;TM) und die definierende Gleichung fiir K ist D(f) =
df o K = Lk f fir f € C*(M,R). Also ist D — L algebraisch, d.h. D = Lk + ¢,
fiir ein L € QFFY(M;TM). Wir haben

0=[tk,0] = [tr, [d,d]] = [[ti,d],d] + (_1)k_1[d7 [k, d)] =2[Lk,d|

Somit ist 0 = [d, D] fiir D = L + ¢, genau dann, wenn 0 = v, d] = L, i.e. L =0.
Die Eindeutigkeit der Zerlegung ergibt sich aus der Injektivitdt von ¢ und £ und
weil einzig die 0 eine algebraische mit d kommutierende Derivation ist. O

Esist dfo[X,Y] = Lix y)f = [Lx, Ly]f fiir die Frolicher-Nijenhuis-Klammer [X, Y]
von X,Y € Q*(M,TM).

25.11 Differentialformen am R3

Fiir offenes M C R™ wissen wir, dafl X(M) = C*°(M,R™) ist vermdge der Abbil-
dung £ => f; % < (fi)™, = f, wobei ¢ die Standardkoordinaten sind. Ebenso
ist Qm(M) =2 C°(M,R) vermoge * : f - volys <+ f, mit volpyy = dzt A -+ A dz™.
Schliefllich sieht der Isomorphismus * o f : X(M) — Q' (M) — Q™~1(M) nach [68,

41.5] wie folgt aus: *(#¢) = VG Y2, (=1)" e dat A --- Adz A< Ad™
Fiir m = 3 liefert das

#(88) = eV dx® A dax® — 2 dat A dx® + 3 dat A da?

= da? Ndad + €2 da® A dat + €3 dat A da?

Zusammenfassend haben also folgende Isomorphismen:
. QO(R3
QYRS
-2 (R3
. O3(R3

B, R)
R3,R3) via der Basis da!, dz?, d2®
R3,R3) via der Basis dx? A dz?3, da® A dzt, dxt A dz?

) (
) (
) (R?,
) (

1
2
3
4 > (R3,R) via der Basis dz' A dz? A da®

1%
Q

Wie sieht nun d beziiglich dieser Basen aus?

O (R3, R) —£20 . oo (R3, R3) — 2L o 0o (B3, R3) — IV 0o (RS, R)
T
QO(R3) d Q1(R3) d 02(R3) . da 03(R3)

f (f1, f2, f3) (f1, f2s f3) f
| | | |

f >, fidx! +J;12Cilwz23/>\ddfl f dz Ada? Ada®

+f3 dz Adz?
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Der Operator d ist somit durch folgende Formeln gegeben:

d:QR?) of = df =) SLda’

d: Q' R%) 3 fida' = > dfi Ada' = 5L dal A da
% i,
:(%—%)dfyz/\dﬂcg—k(%—%)d:ﬂ A dat
+ (85 — 25y dat A da?

d: Q% (R?) of) de? Ada + fo da® Adat + f3 dat A da? —
H(Z afl) dzt A da® A da®

Also stimmt er bis auf natiirliche Isomorphismen {iberein mit:

grad f = <8f ﬁ é)f)

Oxl’ Ox2’ Ox3
0fs Ofx 0fi Ofs O0fs 0Of
rOt(fl’fz’f?’):<8x2_8x3’8x3_8x1’8x1_8x2

le(,flaf27f3) 8f1 + g;z T %

Es folgen direkt aus d?> = 0 die bekannten Sitze aus der Vektoranalysis:
(rotograd)f =0, (divorot)(f;) =0
und ebenso folgt direkt aus dem Lemma von Poincaré (siehe (6) in ):

rot(f;) =0 = 3 f, sodaB lokal grad f = (f;) gilt.
div(fi) = 0= 3 (g:), sodall lokal rot(g;) = (f;) gilt.

26. Kohomologie

Wir wollen nun das Bild von d : Q¥(M) — Q¥*1(M) zu beschreiben versuchen.

26.1 Definition der Kohomologie

Es sei d: Q(M) — Q(M) die duflere Ableitung.
1. Z¥(M) := {w € QF(M) : dw = 0}, der RAUM DER GESCHLOSSENEN DIF-
FERENTIALFORMEN (oder auch KOZYKELD).

2. B¥(M) := {dw : w € Q*~1(M)}, der RAUM DER EXAKTEN DIFFERENTIAL-
FORMEN (oder auch KORANDER).

3. H¥(M) = Z¥(M)/B*(M), die k-TE DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M.
Diese ist wohldefiniert, da B¥ (M) C Z¥(M) wegen d o d = 0 gilt.

4. H(M) := @, H*(M), die DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M.
5. bp(M) := dim(H"*(M)) € NU {+00}, die k-TE BETTIZAHL.

6. far(t) == >, bitF, das POINCARE-POLYNOM. Dieses ist wohldefiniert, falls
alle Bettizahlen endlich sind.

7. x(M) := fy(=1) =Y, (—1)*b, die EULER-CHARAKTERISTIK von M.
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26.2 Definition (Kohomologie-Funktor)

Sei g : M — N glatt, so gilt ¢*(dw) = d(g*w) fiir ¢* : Q(N) — Q(M) nach .
Somit existieren die Einschriinkungen g* : Z¥(N) — Z*(M) und g* : B¥(N) —
B¥(M) und die Definition der linearen Abbildung

g :H(N)—> HM), [w]+— [¢g"w].

macht Sinn:
B¥(M)—— Z¥(M) — H"(M)

* * *

g g9 g

BF(N)—— ZF(N) ——= H"*(N)

26.3 Satz (Kohomologie-Axiome).
Die Kohomologie hat folgende Eigenschaften:

1. HO({x}) =R, H*({x}) =0 fiir k # 0 (DIMENSIONSAXIOM ).
2. f,g: M — N glatt, f ~g= f*=g* (HOMOTOPIEAXIOM ).
3. Sei M =], M, = H*(M) =[], H*(M,) (DISTUNKTE VEREINIGUNG ).
4. Sei M = U UV mit U,V C M offen, dann existieren lineare Abbildungen
Ok, die die folgende lange Sequenz exakt machen:
s HR(M) S jRUY e HRYNYV) Sy gRU A V) 2
e, gL (M) — HMYU) © HFYY(V) — BHFYY U NV) =
mit den Inklusionen iy : U < UUV, iy : V<> UUV, jy: UNV =< U
und jy : UNV — V. Diese Sequenz heifit MAYER-VIETORIS SEQUENZ und
0% heifit EINHANGUNGSOPERATOR.
Ein Folge linearer Abbildungen - - - Ly By, ey heit EXAKT, falls Bild f;, =

Ker fr41 fiir alle £ ist.

Beweis.
Klar, da QF({x}) = {0} for k # 0 und Q°({*}) = C=({*},R) = R.
Sei H € C*°(M x R, N) eine (glatte) Homotopie von f nach g, d.h. H(x,0) =
f(x) und H(z,1) = g(z) fiir alle z € M. Fiir w € QF(N) ist H*w € QF(M x R). Sei
ji : M — M x R definiert durch ji(z) := (z,t). Dannist Hojo = fund Hoj; =g
und somit

9 = =(Hoj)" = (Hojo) = (i —jo) o H".
Fiir ¢ € QF(M x R) ist j;p € QF(M) und t +— j; ¢ ist eine glatte Kurve in QF(M)

und somit
Ly 1
Gt o= | Gatedt= [ Ji(Lep)tr
0 0
wobei £ := 2 € X(M x R) das Einheitsvektorfeld in R-Richtung bezeichnet, denn

jers = Floj, fiirt,s e R =

d d
= 3|, (ers) 0 = - S:O( 5 0Jt) e
d d
= | Gre D)o =ii( G| @9)e) =i (Ler)
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Somit definieren wir Faserintegration I} durch
1
I} QF (M x R) — QF(M), Ii(p) ::/ Jrodt.
0
Es gilt
1 1
(do 13)(¢) = / tedt) = [ dtiorai= [ iitagiar
0 0
é(dw) (I o d)();

Jt (Lew) dt = Iy (Lep) = Ig((d 0 tg + 1g 0 d)p).

—Jo)¢
Wir definieren nun den Homotople-Operator G : QF(N) = QF1(M) mit G =
I} oue o H*, d.h.:
QF(N) 9= QFL(A)

H*l ng
QF(M x R) — = QF1(M x R)
Dann ist
g =" =01—Jdo) e H”

=I}o(dow+tcod)o H*

=(doljow+1Ijotod)oH"

=do(IfoweoH*)+(IjotgoH")od=doG+God.
und somit ist g*w — f*w = d(Gw) + G(dw) = d(Gw) exakt, falls dw = 0. Also ist
g —f*=0:H(N)— H(M).
Klar, da QF(L], Ma) =TT, 2%(M,) und d diese Zerlegung respektiert.
Wir zeigen zuerst, daf3

0 — QFU U V) L R ) @ QF(V) L R (U N V) - 0
exakt ist.
Die Abbildung f := (i];,4},) ist klarerweise injektiv mit Bild(if;, ¢, ) = Ker(jj;—j¢).
Die Abbildung g := (j{; — ji/) ist surjektiv: Sei dazu {hy, hy} eine Zerlegung der
Eins zur Uberdeckung {U,V} und ¢ € QU NV). Mit ¢y := hyp € QU) (und
oUlo\Trg(hy) = 0) bzw. oy 1= —hyp € Q(V) (und @y [\ 1eg(hy) = 0) gilt:
(i — v )(ev, ev) = pulunv —evivnv = (hv + ho)e = ¢.

Also ist die Sequenz exakt.

Um daraus die lange exakte Sequenz in der Kohomologie zu erhalten kénnen wir
das nachfolgende allgemeine Resultat verwenden. O

26.4 Theorem.

Es sei 0 — C' - C -2 C" — 0 eine kurze exakte Folge von Ketten- Abbildungen,
d.h. C, C" und C" sind Kettenkompleze (i.e. Z-graduierte Vektorridume mit soge-
nannten Randoperatoren, d.h. linearen Operatoren & vom Grad 1, welche 0? = 0
erfiillen) und die verbindenden linearen Abbildungen f und g sind vom Grad 0 und
vertauschen mit den Randoperatoren.

Dann erhalten wie eine lange exakte Folge in Homologie:

JC Hq(C') —H—UL)H(I(C’) _Hqlg) | Hq(c”) 0 Hq+1(cl) Hopa(£) ,
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Dabei ist die g-te HOMOLOGIE H,(C) des Kettenkomplexes C wie zuvor durch
Hq(C) = Ker(aq : Cq — Cq+1)/Bﬂd(aq,1 : Cq,1 — Cq)
definiert.

Beweis. Betrachte das kommutative Diagramm

0 ot o, 0
6\L 8l 8l
f g
0 o+ Co+1 g1 —=0

Es sei 0,[2"] :=[(f "t 0o g 1) ()] fiir 2/ € C" mit 92" = 0.

Wir zuerst zeigen, dafl es moglich ist Elemente in den entsprechenden inversen
Bildern zu wéhlen und dann zeigen wir, daf§ die resultierende Klasse nicht von
irgendeiner der Wahlen abhéngt.

Sei dazu z;] € Cy ein Zykel, d.h. 9z] = 0. Da g surjektiv ist finden wir ein z, € C,
mit gz, = 2. Da gdr, = dgx, = 0z, = 0, finden wir ein z;,; € C;,; mit
fa . = 0xg. Und daher ist 2, € f~'dg~ 'z, Weiters ist foz,, = dfx), =
00z4 = 0. Da [ injektiv ist erhalten wir 0z, ; = 0 und daher kénnen wir die Klasse
0z := [x;4] bilden.

9 "
Ty —— 2z,

L

!/
$q+1 I Tg41t 0

[,

O0xy g 0

Nun die Unabhéngigkeit von allen Wahlen. Sei dazu [z;] = [z/], d-h. 3 2], :
Oxy_y = z, — z,. Wihle z,,7, € C; wie zuvor, so da8 gz, = z;] und g7, = 7.
Ebenso wie zuvor wihlen wir 2 1, Ty 1 € Cpy mit fo = 0xgund fT;,, = 0Z,.
Wir haben zu zeigen, da8 [v} ;] = [7},]. Dazu wihlen wir z, 1 € C, 1 mit
grq—1 = xy_q. Dann ist g0z, 1 = dgxy—1 = Oz | = 2, — z, = g(xq — T,) und
daher existiert ein x; € Cyq mit fz; = v, — T, — 0x,—1. Weiters ist fox) = dfx) =
INwg —Tg — 0xg1) = O1g — 0%g — 0 = f(2) 1 —T(yq). Da f injektiv ist, haben wir
xjﬁ_l — jg+1 = 317;, d.h. [:17;_,_1] = [:E;_H].

Exaktheit bei H,(C"):

(C) 02" = [ff10g~ "] = [0g~'2"] = 0.

(2) Essei 02/ =0 und 0 = f.[¢'] = [f2], d.h. a: 0x = f2'. Dann erfiillt 2" := gz
sowohl 0z” = dgx = gOx = gfz = 0 als auch 0.[z"] = [f~10g 1gz] = [f~10z] =
[2'].

Exaktheit bei H,(C):

(S)dagof=0.

(2) Es sei 0z = 0 mit 0 = g,[z] = [gz], d.h. T 2”: 92" = gz. Dann 3 z: gz = 2.
Daher ist gz = 02" = 9gx = gox = I 2': f2' = z — O0x = fOr' = Ofx =
d(z—0x) =0= 02’ =0und f.[2'] = [fz] = [z — 0z] = [2].

Exaktheit bei H,(C"):

(C) Wir haben 0.g.[z] = [f 109 1gz] = [f~102] = [f~10] = 0.

(D) Es sei 92 = 0 und 0 = 8,[2"], d.h. I 2': 92’ = 2/, wobei 2/ € f~tdg=12",
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d.h. 3 2: g = 2” und fz’ = Ox. Dann ist 9(x — fa’) = fz/ — f(92') = 0 und
glx — fa') = 2" — 0, d.h. gz — fa'] = [2"]. O

26.5 Bemerkungen

1. Die De-Rham Kohomologie ist durch die Eigenschaften aus Satz schon
eindeutig bestimmt, siehe [114, Kap.5].

2. Fiir die 0. Kohomologie gilt:

HO(M) = {f € C*(M,R) : df = 0}
={f € C*(M,R) : f ist lokal konstant} = R*,

wobei p die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M ist.

3. Falls k < 0 oder k > dim M so ist QF(M) = 0 und somit H*(M) = 0.

4. Seien M und N HOMOTOPIEAQUIVALENT, d.h. es gibt glatte Abbildungen f :
M—=Nundg: N - M mit fog~idy und go f ~ idy;. Die Abbildungen
H(f):=f*:HN)— H(M) und H(g) := g* : H(M) — H(N) sind dann
inverse Isomorphismen. Z.B. ist offene Mdbiusband homotopiedquivalent mit
dem Zylinder.

5. Ist insbesondere A C M ein DEFORMATIONSRETRAKT, d.h. eine Homotopie
h: M xR — M existiert mit h(-, 1) = idps, h(X x{0}) C A und h(_,0)|4 =
ida, so gilt H(M) = H(A). Z.B. ist die Basis jedes Vektorbiindels vermoge
der Einbettung als Nullschnitt ein Deformationsretrakt des Totalraums.

6. Ist M KONTRAHIERBAR, d.h. ein Punkt p in M existiert, welcher ein Defor-
mationsretrakt von M ist, dann gilt H(M) = H({p}), d.h. jede geschlossene
Form ist exakt (dies ist das versprochene POINCARE-LEMMA). Falls M = R™
— oder allgemeiner M C R™ sternférmig (bzgl. 0) ist —soist h: M xR — M
mit (z,t) — t -z eine Kontraktion von M zu einen Punkt, also ist M kon-
trahierbar. Lokal ist also jede Mannigfaltigkeit kontrahierbar.

7. Ist M einfach zusammenhéngend, dann ist H!(M) = 0. Um dies zu zeigen
geht man so vor: Sei w € QY(M) mit dw = 0. Wir wollen ein f € Q°(M) =
C*°(M,R) finden mit df = w. Dazu wihlen wir einen fixen Punkt zop € M
und suchen fiir jeden anderen Punkt x € M eine Kurve ¢, welche 2y mit x
verbindet, und definieren

f(z) = /Cw:/;c*w).

Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Kurve ab, denn die Zusam-
mensetzung mit einer zweiten verkehrt durchlaufenen Kurve liefert eine geschlossene
Kurve c. Diese ist nach Voraussetzung homotop zur konstanten Kurve konst,,,,

also ist [¢*(w)] = [(konsty, )* (w)]. Die beiden Formen auf [0, 1] unterscheiden

sich also nur um eine exakte Form dg, und somit ist:

/Cw:/olc*(w):Al(konstzo)*(w):/olozo.
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Da lokal so ein f mit df = w immer existiert und [ df = f(c(1)) — f(c(0))
gilt, ist das oben definierte f glatt und ist die gesuchte Stammfunktion wegen

/ — / _ d _ d 1 .
Po@O) = (o= 3| st =G| (1C0)+ [ et @)
d 1 ) Ly /
T t—O/O we(p) (b (t5)) ds = /o dt|,_, Wets)(t ' (ts)) ds

N /0 we(0)(¢(0)) ds = we(o) (< (0))

8. Falls ... E; —Liy E; 1 — ... eine exakte Sequenz von endlichdimension-
alen Vektorrdumen ist, so folgt durch Aufsummieren der Gleichung

dim E; = dim(Ker T;) + dim(Bild(T;)) = dim(Ker T;) + dim(Ker T; 1)
die Identitat

> (1) dimE; =0
Die Mayer-Vietoris Sequenz impliziert also, daf} fiir die Euler-Charakteristik
folgendes gilt:
XWUUV)+x(UnV)=x(U)+x(V)

9. Da R™ kontrahierbar ist, ist seine Euler-Charakteristik jene des Punktes also

1 nach Dimensionsaxiom | 26.3.1 |. Es ist x(SY) = 2 wegen | 26.3.3 | Nach
ist fiir jeden Punkt * € M einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit
X(M) = x(M\ {*}) + x(R™) = x(R™ \ {})

= XM\ {+}) + x({+}) = x(5™71)

= XM\ {}) +1 = x (™).
Fiir die Sphéren erhalten wir somit

X(8™) = Xx(R™) +1 = x(§™1) =2 - x(5"7)
und insbesonders x(S1) = 2 — x(S°) = 0 und somit y(M) = x(M \ {*}) +1
fiir dim(M) = 2.
Kompakte 2-dimensionale zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten M, vom
Geschlecht g erhiilt man aus S2 durch Ankleben von g Henkeln (nach )
oder g Mébiusbéndern (nach ), also ergibt sich rekursiv
im nicht-orientierbaren Fall:
X(Mg) = x((Mg—1\ {x}) UMb) = x(My—1 \ {*}) + x(M&b) — x(S")
=x(Mg—1)—-1=2-(9-1)-1=2—g,

und im orientierbaren Fall:

X(My) = x((Mg—1\ {x—,%4+}) U St x R)
= X(My_1) =2+ x(S' xR) — x(5' U S")
=x(Mg1) —2=2-2(g—-1)-2=2-2

10. Die Euler-Charakteristik y einer Mannigfaltigkeit, 18t sich auch dadurch
berechnen, dafl man sie TRIANGULIERT, d.h. in Simplexe zerlegt. Sei ~;
die Anzahl der verwendeten Simplexe der Dimension i, dann gilt: y =
> ;(=1)%v;. Insbesonders gilt fiir jeden Polyeder, daf$ die Anzahl der Eck-
en minus die Anzahl der Kanten plus die Anzahl der Seitenflichen gleich
2 = x(S?) ist (siehe algebraische Topologie).
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11.

12.

13.

Eine weitere Moglichkeit die Euler-Charakteristik zu berechnen ist mittels
MORSE-FUNKTIONEN, das sind Funktionen f : M — R, deren kritische
Punkte nicht degeneriert sind, d.h. die Hessesche Matrix ist definit. Sei S (f)
die Anzahl der kritischen Punkte, in denen die Hessesche Matrix genau k neg-
ative Eigenwerte hat, so gelten die Morse-Ungleichungen, siehe [50, S.161—
162]

Br(M) < Br(f)
D (=1)RBe(f) = x(M).

k

Noch allgemeiner kann man fiir ein Vektorfeld £ mit ausschlielich isolierten
Nullstellen (z.B. das Gradientenfeld einer Morsefunktion) einen Index ind, (&)
in diesen Punkten definieren, siehe | 29.28 | oder [50, S.133]. Und es gilt dann

x(M) = Zf(z):O ind,(§) nach einem Satz von Hopf, siehe |29.30 | oder [50,
S.164].

Falls es also ein nirgends verschwindendes Vektorfeld gibt, so muf} die Eu-
lercharakteristik x (M) verschwinden. Dies zeigt den Igelsatz | 29.12 |,

Man kann umgekehrt zeigen, dafl auf jeder kompakten, orientierten, zusam-
menhéngenden Mannigfaltigkeit mit x (M) = 0 ein Nullstellen-freies Vektor-
feld existiert, siehe [50, S.137].

Die Kohomologie der Sphéaren S™ fiir n > 1 ist:

also hat das Poincaré-Polynom die Form: fgn(t) = 1 4 t" und — wie wir in
@ bereits gesehen haben — ist die Euler-Charakteristik x(5?"~1) = 0 und
X(§%") =2.

(i) H°(S™) = R folgt aus (2).
(ii) H*(S™) = 0 fiir k > n gilt immer, vergl. (3).

(iii) Bleibt zu zeigen: H*(S™) = HF+1(S"*1) fiir 0 < k sowie H'(S™) = 0
fir n > 2 und H'(S') =R.

Esist S"" = U UV mit U := {x € S"" : -1 < (z,a)} und V := {z €
St 41 > (z,a)} fiir fix gewithltes a € S"T1. Also ist UNV = S x R und
somit H({U NV) = H(S™) nach . Die Mayer-Vietoris Sequenz (fiir k > 1)

160
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ist

!
H*U) e H* (V) = H*({x}) ® H"({*})
1
HYUNV) = H*S™)
]
ch-l-l (U U V) _ Hk+1(Sn+1)
i
H* (U) @ HFH(V) 2 HM ({s)) @ M ({+))
1

Also ist H*(S™) =2 H*+1(S"*1) fiir alle k > 0. Der Anfang der Sequenz
sieht so aus:

0
¢
HO(S") =R
¢
H({=}) @ H*({x}) = R*
¢

HO(S") = {
1
Hl(Sn+1)

1
0

Folglich ist H'(S') = R und H*(S™"!) = 0 fiir n > 0 wegen @

R? firn=0
R firn >0
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VII. Integration

In diesem Kapitel entwickeln wir die Integration auf orientierten Mannigfaltigkeiten.
Die integrierbaren Objekte sind dabei die Differentialformen maximalen Grades.
Wir beweisen den allgemeinen Satz von Stokes und fithren dafiir auch Mannigfal-
tigkeiten mit Rand ein. Im Fall einer orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit haben
wir eine ausgezeichnete Form maximalen Grades, die Volumsform. Schlielich ver-
wenden wir die Integration um die Kohomologie weiter zu analysieren.

27. Orientierbarkeit

Um Integrationen auf Mannigfaltigkeiten durchfithren zu kénnen bendtigen wir
einen Orientierungsbegriff: Man beachte etwa die Formel f(f f=—Jf fir das
gewohnliche Riemann-Integral iiber ein Intervall [a, b].

27.1 Definition (Orientierbarkeit)

Eine Mannigfaltigkeit M heifit ORIENTIERBAR :< es existiert ein kompatibler Atlas
A, sodaB (M, A) im Sinne von [68, 34.3] orientiert ist.

Ein Vektorbiindel £ — M heifit ORIENTIERBAR :& es existiert ein Vektorbiindelat-
las A, dessen Transitionsfunktionen Werte in GL1 (R") := {T € GL(n) : det(T") >
0} haben.

27.2 Proposition (Orientierbare Vektorbiindel).
Sei E — M ein Vektorbiindel. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Das Vektorbiindel E — M ist orientierbar.

2. Auf jeder Faser E, kann eine Orientierung gewdhlt werden und dazu ein Vek-
torbiindelatlas, dessen Vektorbiindelkarten faserweise orientierungserhaltend
sind.

3. Auf jeder Faser E, kann eine Orientierung gewdhlt werden, sodafs jede Vek-
torbindelkarte mit zusammenhdngender Domdne entweder iberall faserweise
orientierungserhaltend oder iberall orientierungsvertauschend ist.

Beweis. (1) = (3): Sei also A ein Vektorbiindelatlas, dessen Transitionsfunktionen
faserweise orientierungserhaltend sind. Wir definieren eine Orientierung auf E,
indem wir fiir irgendeine VB-Karte ¢ € A um « die induzierte Orientierung vom
R* nehmen.

Das ist wohldefiniert, denn wiirden ¢, ¢’ auf E, verschiedene Orientierungen in-
duzieren, so wire ¢ ! oy’ bei x orientierungsvertauschend. A ist also ein VB-Atlas,
der aus faserweise orientierungserhaltenden Karten besteht.

Sei 1 irgendeine beliebige VB-Karte um x mit zusammenhéngender Doméne, dann
ist zu zeigen, daf} v lokal um x orientierungserhaltenden bzw. vertauschend ist.
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Sei also 1, orientierungserhaltend bzw. vertauschend. Die Transitionsfunktion )
zu ¢ hat Werte in GL(R¥), in = hat sie einen Wert in GL, bzw. GL_. Also
hat sie lokal Werte in der offenen Menge GL, bzw. GL_, und damit ist ¢ lokal
orientierungserhaltenden bzw. vertauschend.

(3) = (2) ist klar.

(2) = (1) Der in (2) geforderte Atlas hat faserweise orientierungserhaltende Tran-
sitionsfunktionen. (Diese sind faserweise Zusammensetzungen von orientierungser-
haltenden Vektorraumisomorphismen.) O

27.3 Lemma (Orientierbare Mannigfaltigkeiten).

M ist orientierbare Mannigfaltigkeit < TM — M ist orientierbares Vektorbindel.

Beweis. (=) Die Transitionsfunktionen des durch M induzierten Vektorbiindelat-
las auf TM — M sind genau die Ableitungen der Kartenwechsel fiir M.

(<) Betrachte den von den Karten auf M induzierten VB-Atlas auf TM — M
und wiihle auf den Fasern von T'M eine Orientierung wie in Punkt (3) der Propo-
sition : Ist ¢’ eine durch eine Karte ¢ von M induzierte Vektorbiindelkarte
von TM — M, die orientierungsvertauschend ist, so ersetze ¢ durch eine umpara-
metrisierte Karte ¢ := ¢ o j, mit j : R¥ — R¥,

-1 0 ... O
. 0 +1
Ji=
: 0
0O ... 0 +1

Der so erhaltene Atlas auf M hat nur orientierungserhaltende Kartenwechsel, liefert
also eine Orientierung auf M. O

27.4 Beispiel

Sei G eine Lie-Gruppe, also eine Mannigfaltigkeit mit glatter Gruppenstruktur:
Dann ist TG — G global ein triviales Vektorbiindel (siehe [68, 67.2]) und da jedes
triviale Vektorbiindel orientierbar ist, sind TG — G und G selbst orientierbar.

27.5 Bemerkung

Sind alle Mannigfaltigkeiten M; orientierbar, dann sind es klarerweise auch [] M;
und [[ M;. Z.B. sind alle Tori, T" := (S')", orientierbar, denn S! ist eine Lie-
Gruppe.

Es gilt auch die Umkehrung, denn offene Teilmannigfaltigkeiten von orientierbaren
Mannigfaltigkeiten sind offensichtlich orientierbar (also mit [], M; auch M;) und
falls M x N orientierbar und N # 0 ist, dann wihlen wir einen Punkt y € N
und eine kontrahierbare (und somit orientierbare) Kartenumgebung V' von y. Es
ist dann M x V als offene Teilmannigfaltigkeit orientierbar und wir kénnen T, M
kohérent orientieren indem wir die Orientierung von T, ,y(M x V') und jene von
T,V verwenden.
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27.6 Definition (Transversale Abbildungen)

Zwei glatte Abbildungen f; : M; — N fiir i € {1,2} zwischen Mannigfaltigkeiten
heien TRANSVERSAL falls Bild(T}, f1) + Bild(Ty, f2) = T, N fir alle (x1,z2) €
M7 x M5 mit f1($1) =y= fg(l‘g) € N.

Ist fo die Inklusion einer Teilmannigfaltigkeit, so sagt man f; sei TRANSVERSAL zu
M, in dieser Situation, d.h. wenn Bild(T} f1) + T,M> = T,N fiir alle z € M; mit
y = f(x) € Ma.

Sind beide f; Inklusionen von Teilmannigfaltigkeiten, so sagt man diese schneiden

einander TRANSVERSAL in dieser Situation, d.h. wenn T, My + T, My = T, N fiir
alle x € My N M.

27.7 Beispiel

Sei A:=S'in N :=R? und M := S* sowie f : M — N wie im folgenden Bild.

transversal

nicht transversal

transversal

Es ist bei Transversalitéit nicht gefordert, daf§ die Summe “direkt” ist; Z.B. ist die
Identitdt f : M := N — N transversal zu jeder Teilmannigfaltigkeit A C N mit
Bild(T% f) N Ty A = Ty A # {0}.

27.8 Satz (Pull-back von Mannigfaltigkeiten).

Fir i € {1,2} sei f; € C°(M;, N) mit f1 transversal zu fa.
Dann ist das PULL-BACK
My Xy My := M,y X (f1,N,f2) My = {(Il,l’g) € My x My : fl(xl) = fg(l‘g)}

eine reguldre Teilmannigfaltigkeit von My x My
und hat folgende universelle Eigenschaft:

Fiir jedes Paar glatter Abbildungen g; : X — M, =

mit f1 o g1 = foo0 gy emistiert eine eindeutig bes- My Xy My = My
timmte glatte Abbildung g : X — My Xy Mo mit \Lprl \Lh

pr; ogi = g- M, ————=N
1

Beweis. Nach geniigt es My X My lokal durch eine regulidre Gleichung zu
beschreiben. Sei also (29,29) € My x 5 Ma. Indem wir N lokal um f;(z9) = fa(29)
durch eine offene Teilmenge in R™ ersetzen, ist f(x1,2z2) := fi(z1) — fa(z2) = 0
eine lokale Gleichung fiir das Pullback und diese ist regulédr, denn Bild(7{4, 4,)f) =
Bild(T}, f1) + Bild(Th, f2) = T, N.

Nach Definition gilt f; o pry = fa o pry auf My xy Ms. Es ist ¢ = (g1,92) :
X — My x M, die einzige (glatte) Abbildung mit pr;, og = g¢;. Diese hat wegen
fi 091 = fo0go Werte in der Teilmannigfaltigkeit M; Xy Ms und ist somit auch
dorthinein glatt. O
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27.9 Folgerung (Urbilder von Teilmannigfaltigkeiten).
FEs sei f € C*°(M, N) transversal zu einer requliren Teilmannigfaltigkeit K von N.
Dann ist ist f~1(K) eine regulire Teilmannigfaltigkeit von M.

Insbesonders ist der Durchschnitt My N My zweier sich transversal schneidender
Teilmannigfaltigkeiten My und My von N selbst eine Teilmannigfaltigkeit. O

In [68, 24.46] wird ein Beispiel gegeben, das zeigt, dafl dieser Satz “stirker” ist als
11.12.2|.

Man rufe sich die Begriffe Vektorbiindel (siehe ), Vektorbiindel-Homomorph-
ismus (siche [ 14.8 |) und Teilvektorbiindel (siche [ 14.9]) in Errinnerung.

27.10 Proposition (Bild eines Vektorbiindelmonomorphismuses).

Seienq: F — M, p: E — M zwei VB, f : F — E ein VB-Monomorphismus
(d.h. ein faserweise injektiver VB-Homomorphismus) iiber idys, d.h. folgendes Di-
agramm kommutiert:

F —f> E
M
Dann gilt: f(F) ist ein Teilvektorbiindel von E und ist isomorph zu F — M via f:
f(F)
)

f
N
M

Beweis. Da lokal beide VB trivial sind, nehmen wir 0.B.d.A. an, dafl F' = M x R"
und E = M x R¥ ist, und somit f : M x R® — M xRF die Form f(z,v) = (x, f.(v))
hat. Da f,, : R* — R* injektiv und linear ist, konnen wir weiters f,, = incl : R* —
R* annehmen. Sei pr eine Projektion R* — R™ zu incl, dann ist proincl = id €
GL(n). Die Abbildung  + prof, ist eine Abbildung von M nach L(n,n), die
somit lokal um xy Werte in der offenen Teilmenge GL(n) C L(n,n) hat. O.B.d.A.
sei M diese Umgebung von zy. Es gilt:

f

R

F

F F(F) ¢ E——— M xRF
NT"/"'MX]R"X{O} NT#’
MxR'——MxR*"C—— s M xR" x Rk—"

wobel ¢ : (x;v,w) — (z; fz(v) + (0,w)) dann eine VB-Karte mit Umkehrabbildung

67 (,2) = (o ((rofe) " opr) (2) 2 — £ (((prefe) opr) (2) )

ist und f(F) entspricht M x R™ x {0}. Es ist also f beziiglich dieser Karte die
Inklusion M x R™ = M x R™ x {0} < M x Rk, O

27.11 Folgerung (Tangentialbiindel einer Teilmannigfaltigkeit).

Seiincl : A C M eine regulire Teilmannigfaltigkeit. Dann ist (T incl)(T'A) =2 TA
ein Teilbiindel vom TM| 4.
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Beweis.
TA T incl TM|A( TM
R ™M ™M
A——M
Man wende | 27.10 | auf den VB-Monomorphismus 7 incl an. O]

27.12 Folgerung (Tangentialbiindel von Summen und Produkten).

Die folgenden Diagramme beschreiben Vektorbindel-Isomorphismen:

T M) 2 T, T M) 2,
WHMi\L HﬂMi\L ”LIMi\L L]”Mi,l
[[M; ———T[ M, || M; —— | M, O

27.13 Lemma (Pull-back Biindel).
Seip: E— M ein VB und f: N — M glatt. Dann ezistiert am Pull-back f*E :=
N xur E — eine eindeutig bestimmte VB-Struktur f*p:=pri|p-g: f*E — N fir
welche p* f :=pry |p+5 : f*E — E ein faserweise bijektiver VB-Homomorphismus
tber f ist.

F B

sl

Dieses Biindel hat folgende universelle Eigen-
schaft: Fiir jedes andere VB q : F' — N und VB-
Homomorphismus f : F — E dber [ existiert

- =
EN

['E——=F

ein eindeutiger VB-Homomorphismus f+: F — P f
f*E tberidy, der das nebenstehende Diagramm if P lp
kommutativ macht: N — M

Beachte, das die Faser (f*E), := (f*p)~*(z) von f*p: f*E — N iiber x gegeben
ist durch {(z,v) : v € p~'(f(2)) = Ej(s)} und durch p*f = pr, bijektiv auf
Ey ) abgebildet wird, also f*E = |_|9L,€ u Er) als Reparametrisierung vermdge
f: N — M des Biindels E = Llye ~ £y aufgefaBBt werden kann.

Beweis. Da p : E — M submersiv ist, sind f und p transversal zueinander und
somit f*E := N Xx,; E eine Teilmannigfaltigkeit von N x E nach mit der
universellen Eigenschaft fiir glatte Abbildungen ¢ und f.

Um zu zeigen, dal f* : f*E — N ein Faserbiindel ist miissen wir lokale Triv-
ialsierungen finden. Sei dazu ¢ : U x RF — E|y eine lokale Trivialisierung von
E|y. Beachte, dafi das Pull-back einer offenen Teilmenge U C M vermége einer
glatten Abbildung p: E — M gegeben ist durch p~!(U) wie ein direkter Nachweis
der universellen Eigenschaft zeigt. Explizit ist der Diffeomorphismus p=1(U) =2
U xpy E gegeben durch z — (p(z),z) und z < (u, z). Weiters ist das Pull-back
eines trivialen Biindels pr; : M x R¥ — M lings f : N — M das triviale Biindel
pr; : N x RF — N wie ebenfalls ein direkter Nachweis der universellen Eigenschaft
zeigt. Explizit ist der Diffeomorphismus N x R¥ 22 N x5, (M x RF) gegeben durch
(z,v) = (z,(f(z),v)) und (z,v) += (x, (y,v)). Betrachtet man ein Rechteck welches
horizontal in zwei Quadrate zerlegt ist wobei das rechte Quadrat ein Pull-back ist,
so ist das Rechteck genau dann ein Pull-back wenn es das linke Quadrat ist, wie
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eine einfache Diagramm-Jagd zeigt, siehe [70, 3.8.3] und [70, 3.8.4]. Wir wenden
dies nun auf inclof und f oincl an:

m

f_l(U)XRk;f*Ebc—l(U) E‘U;UXRIC
FE—>E
i )
pry ¥ pry
/N*>M
f—l(U) f \ U

Da die so konstruierten Biindelkarten sowie p*f und f faserweise linear sind,
entnimmt man ebenfalls diesen Diagramm. O

27.14 Lemma (Einschrinkung als Pull-back).
Ist p: E — M ein Vektorbiindel und A eine regulire Teilmannigfaltigkeit von M,
dann gilt E|4 = incl* E.

Beweis. Klarerweise hat p|,-1(4) : B4 :=p~'(A) — A die universelle Eigenschaft

von Lemma |27.13 |, da p~!(A) nach reguliire Teilmannigfaltigkeit von E ist
(p ist Submersion). Somit ist E|4 zu incl*(F) isomorph. O

27.15 Lemma (Exakte Vektorbiindelsequenzen splitten).

Sei B -5 F' 25 E? cine kurze exakte Sequenz von VB iiber einer parakompakten
Mannigfaltigkeit M (d.h. i und p sind VB-Homomorphismen iber idy;, i faserweise
injektiv, p faserweise surjektiv und faserweise gelte: Bild (i, ) = Ker(p,)). Dann gilt:
E'~ E's E2.

Beweis. Nach induziert ¢ : E® — E' einen Isomorphismus auf ein Teilvek-
torbiindel, d.h. 0.B.d.A. ist 7 die Inklusion eines Teilbiindels. ist.

Wir konstruieren nun einen rechtsinversen )
Vektorbiindelhomomorphismus j : E? — E* EXC : E! E?
zup: Bl — E2. Lokal ist El|y = U x R™ j\ \T \T
und E?|y 2 U x RF fiir geeignete m, k € N.
Unter dem ersten Isomorphismus entspricht

p

B’y s By — L B2y

E° den Teilbiindel U x R™ x {0} fiir ein gT %T %T

n < m. Damit induziert die lokale Darstel- ;7 « gn ¢ U x R™ U x RF
lung von p einen Isomorphismus U x {0} x Uxincl \

R™" — U x R¥ und dessen Inverse ist ein U xincly ET
lokales Rechtsinverses zu p. U x RF

Mittels einer Partition der 1, welche der Uberdeckung mit diesen trivialiserenden
Umgebungen U untergeordnet ist konnen wir diese lokalen Rechtsinverse verkleben
und erhalten klarerweise ein Rechtsinverses j : E2 — E' zu p. Der Isomorphismus
E°x ) E? = Elist dann durch (2, 22) + 4(2°) +7(2%) gegeben und hat als Inverses
2o (i1 (2 — j(p(2))), p(2)), denn = — j(p(2)) € Ker(p) = Bild(i). O
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Wir wollen nun das Tangentialbiindel 7 : TE — FE (des Totalraums eines) Vek-
torbiindles p : E — M genauer untersuchen. Das Interesse daran ist insbesonders
in Hinblick auf T2M = T(T M) gegeben.

Lokal ist E durch M x R¥ und damit TM x RF > M x RE M « RF x R*
TE durch T(M xRF) = TM xRF xR¥ xR

gegeben. Andererseits ist das Pull- i\ J Vf
back-Biindel p*(TM) = E xp; TM

lokal durch TM x R¥ und PTTM) B p*(E)
p(E) = E xu E lokal durch l ip i
M x R* x RF gegeben.

TM — M > E

Somit ist T'E lokal isomorph zu p*(T'M) x gp*(E). Um diese lokalen Isomorphismen
zu globalen zu machen werden wir eine natiirliche kurze exakte Sequenz p*(E) —

TE — p*(TM) von Vektorbiindeln iiber E konstruieren und darauf dann
anwenden.

27.16 Lemma (Tangentialbiindel eines Vektorbiindels).
Seip: E — M ein VB. Dann ezxistiert eine kurze exakte Sequenz von VB iiber E:

E xy E = p*(E) 22y TE TPy 5 (TM) = E x 3y TM.

Nach |27.15| ist somit TE = (E XM E) XE (E XM TM) =F XM E XM 1—‘]\47
allerdings ist kein natiirlicher Isomorphismus vorhanden.

Beweis.

Einen Vektorbiindelhomomorphismus (7, Tp) : TE
TE — p*(T'M) in das Pull-back kénnen wir durch
nebenstehendes Diagramm definieren. Lokal ist
TE durch TM xR xR* und p*(T'M) durch T M x
R* sowie Tp : TE — TM durch (£,v,w) + €&
gegeben. Somit ist (7, Tp) lokal durch (£, v, w) —
(&,v) beschrieben. Insbesonders ist (w, Tp) faser-
weise surjektiv.

Der faserweise Kern von (7, Tp) sind jene Vektoren, die durch Tp auf 0-Vektoren
abgebildet werden, sollten also die Tangentialvektoren an Kurven in den Fasern von
E sein. Deshalb definieren wir einen VB-Homomorphismus (den sogenannten VER-
TIKALEN LIFT) vlg : p*(E) = E xpy E — TE durch p*(E) = E X E 3 (v,w) —
4|,_ov+tw € TE. Beziiglich der lokalen Beschreibungen M x R* x R¥ von p*(E)
und TM x R* x R* von TE ist er durch (z,v,w) — 4 |—o(z,v + tw) = (05, v, w)
gegeben. Faserweise ist er somit injektiv und es gilt

Bild(vlg) (s,0) = {(0z, v;w) : w € R"}
= {(fa;,U,UJ) : (51,7 ) - O (z,v) = (Ow7v)} = Ker((ﬂ-an)(z,v))a

also ist die Sequenz exakt. O
27.17 Proposition.

Es seip : E — M ein Vektorbiindel. Dann ist TE|y := 0*(TE) 2 E® TM
(kanonisch) als Vektorbindel iber M, wobei 0 : M — E den Nullschnitt bezeichnet.
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Beweis. Wir betrachten folgendes Diagramm:

Die obere punktierte Abbildung ist durch v — %|t=0t -v gegeben und die diagonale
Abbildung ¢ existiert wegen der Eigenschaft des Pullbacks. Nach Konstruktion ist
Tp o= 0. Offensichtlich ist ¢ ein Vektorbiindelmonomorphismus und T'p|7g),, ein
Vektorbiindelepimorphismus, denn Tpo T0 = T'(p 0 0) = T'idp; = idpps mit und
somit ist 70 : TM — TE|y C TE ein kanonisches Rechtsinverses zu Tp|rgj,, -

Exaktheit von
0—-FE—>TE|y—>TM—0

folgt, denn lokal wird E durch M x R* sowie TE durch TM x R* x R* und TE|,
durch TM x {0} x R¥ beschrieben. Weiters ist ¢ lokal durch (z,v) — %|—o(z, tv) =
(04,0,v) und Tp auf TE|ps durch (§,0,v) — £ gegeben.

Tplre|,,

EC—L>TE‘M—>TM

- T

in01113

M x RF CZ22 0 T x {0} x RE — 2 s T

IR

(2, v) ——(04,0,) ]

27.18 Proposition. Linearer Zusammenhang eines Vektorbiindels.
Es seip: E — M ein Vektorbiindel. Ein Isomorphismus TE = p*(E) x g p*(TM)
wird dquivalent durch jede der folgenden Abbildungen beschrieben:

1. Fin HORIZONTALER LIFT, d.h. ein rechtsiverser Vektorbindelhomomorphismus
C :p"(TM) — TE iiber E zu (w,Tp) : TE — p*(TM) = E xpy TM der
auch Faser-linear iber T M ist.

2. Fine KONNEXION (engl. LINEAR CONNECTION) ® : TE — VE := p*(E)
Faser-linear iiber E (d.h. ® € QY(E;VE)) und auch diber mpy : TM — M
mit Bild® = VE und (I)|Bild<b =id.

3. Einen KONNEKTOR, d.h. ein Vektorbindelhomomorphismus K : TE — E
tber p und tiber mpr mit Kovlg =pry: Exy FE—-TE — E.

4. Fine KOVARIANTE ABLEITUNG V : QY(M; E) = T(E) —» T'(T*M ® E) =
QY M; E) mit V(f-s) = f-Vs+df @s fiir alle s € T(E) und f € C°(M,R).
(Es kann V mit der gleichen Formel wie in zZu einer sogenannten
AUSSEREN KOVARIANTEN ABLEITUNG Q*(M; E) — Q*TY(M; E) erweitert
werden, siehe z.B. [75, 37.29]).

5. Fine KOVARIANTE ABLEITUNG V : X(M)xT'(E) — I'(E), welche C*°(M,R)-

linear in der ersten und R-linear in der zweiten Variable ist und Vx(f-s) =
f-Vxs+ X(f) s erfillt fir alle s € T'(E) und f € C*°(M,R).
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Beweis. Die Morphismen in sind durch folgendes Diagram beschrieben:

/ TprQ K v._Tﬁy?Tp TpT prQT X
o . (7TE7TP)
* c ) .
M P(E) — > VEG == TE > p"(TM) M
\ \Lpn \LﬂE ﬂE\L prli /
: p

Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit
T(Ely) = (E|ly) x R™ x RF =2 U x R¥ x R™ x R* haben die Abbildungen des
obigen Diagramms folgende Gestalt

(wi) x&(w,y):(oﬁ,y)

<.
w:=w—T4(v,y)
/ L’rz T maroTp Tr pry o
7.0

(z,v) (z,v) (z,v) (z,v)
wobei ', : R¥ x R™ — RF bilinear und x + I', glatt ist.
(1]e[2]) Eine kurze exakte Sequenz E° —i—s E' —2— E? splittet (d.h. E' =
E° @ E?) genau dann wenn p ein Rechtsinverses s, bzw. wenn i ein Linksinverses ¢
besitzt: Die Verbindung zwischen s und ¢ ist durch q(z;) =i~ !(z1 — s(p(21))) und
s(p(z2)) := 22 — i(q(22)) gegeben.
((:)) Da i : p*(E) — TE ein VB-Isomorphismus auf das vertikale Biindel

V' E ist, ist eine Projektion TE — V E eindeutig durch ihre zweite Komponente
K:TE 25 VE=~E®FE 22, F gegeben.

(:>) Mittels Konnektor K : TE — E erhalten wir zu X € X(M) und s €
['(E) einen Schnitt Vxs : M —%*— TM 53 TE £~ Evonp: E — M, da
poVxs=poKoTsoX =nmoTpoTsoX =mwoTidoX = 7o X = id. Beachte,
dafl diese Formel auch Sinn macht, wenn f : N — M glatt ist, X € X(N) und
s € T'(f*E), d.h. ein Schnitt ldngs f in E ist.

Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit
T(E|ly) 2 (Ely) x R™ x RF 2 U x RF x R™ x R* hat V folgende Gestalt:

§(@) = (2,y(@),  s(@) = (@,5()),
Ts(a,y) = (2.52).4.5@)1),  K(@,v,y,0) = (v,0 - Tu(v,9))
Ves(x) = (K o Tso &)(x) = K (,5(2), y(x), 5'(2) (y()) )
= (5 (@) (y(@)) = Tu (5(2), y(@)) )

(4]<5]) Bsist (Vs)(X,) := (Vxs)(z). Wegen der C°(M, R)-Linearitiit von X
Vxs wird dadurch Vs € Q!(M; E) definiert.

(<:) Jeder nicht-vertikale Vektor o € T'E 1488t sich schreiben als 0 = T's - £
fiir gewisse £ € T, M und s € T'(F) mit « = 7 (Tp- o) und s(z) = 7g(§) € E,.
Wegen pos = id ist dabei £ = Tp(Ts - £) = Tp(o) eindeutig bestimmt. Wir
definieren K (o) := (Vs)(§) € E; C E. Diese Definition héngt nicht von s ab: Aus
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der geforderten Produktregel folgt, daff V ein lokaler Operator ist. Sei eine lokale

Trivialisierung U x R¥ = E|;; beschrieben durch g; : U x RF 3 (z,¢;) + g;(z) € E,

also s = >, 5" - g; lokal mit gewissen Koeffizienten 5 € C*°(M,R). Dann ist
Us(€) = V(D5 9:)(©) = D (5'(@) - Vaule) + d5'(€) - gs(w) ).

und hiingt somit nur von 5%(x) und ds*(£), also von T's- & = o ab. Wir erweitern K

auf VE durch Kovlp =pry: Exy E=2VECTE = E.

Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit
T(Ely) = (BE|ly) x R™ x RF 2 U x R* x R™ x R¥ hat Vs(¢) und damit K folgende
Gestalt:

o= (z,v,y,w)=Ts-& mit & = (x,y) und s(x) = (z,5(x)),
Ts(e.y) = (2,5@).0.5 @), F@) =2 E) @) o
Ty(v,y) = — Zvi -Vgi(z,y) € R¥ ist bilinear in v und y

Vs(€) = (z,—T4(v,y) + 5 (2)(y)) nach obiger Formel

K(z,v,y,w) =Vs(§) = (Jc,§'(m)(y) - Fw(v,y)) = (:r:,w - I’w(v,y)). O

27.19 Proposition.
Jedes Vektorbiindel p : E — M ist isomorph zu einem Teilvektorbiindels eines
trivialen Biindels M x R® — M.

Beweis.
M x R®
7 \
EC > E®TM - TE|C TE 1 L Rs xR
e
M M M0 s pc T ps

Es sei f : E — R® eine Einbettung (oder auch nur eine Immersion) der Mannig-
faltigkeit E in einen R®. Dann ist T'f : TE — R® x R® ein Vektorbiindelmonomor-
phismus iiber f : E — R® und somit Tf ot : E < TE|y — TE — R* x R® =
(f 0 0)*(R® x R*) ein Vektorbiindelmonomorphismus iiber M — E — R®, also
(p,prooT for): E— M x R*® ein Vektorbiindelmonomorphismus iiber id ;. O

Man kann zeigen (siehe [68, 26.22]), daf so ein Vektorbiindelmonomorphismus bere-
its fiir s = dim(FE) existiert.

27.20 Definition. Universelles Vektorbiindel.

Es sei p : E — M ein Vektorbiindel mit Faserdimension k (ein sogenanntes k-
Ebenenbiindel iiber M) und f : F — M x R?® ein Vektorbiindel-Monomorphismus
wie iiber id,s. Daraus erhalten wir eine Abbildung g : M — G(k, s) mit
Werten in der Grafimann-Mannigfaltigkeit der k-Ebenen im R® indem wir = auf
das Bild von f, : Rk =~ E, — R* abbilden. Nun betrachten wir das UNIVERSELLE
VEKTORBUNDEL E(k,s) — G(k, s), wobei

E(k,s) :={(e,v) € G(k,s) x R* : v € €}
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und den Vektorbiindelhomomorphismus

7:E = Ek,s), v (9(p(0); fpw)(v))-
Damit ist F = g*(E(k,s)) und g heift KLASSIFIZIERENDE ABBILDUNG des Vek-
torbiindels p : £ — M.

pry

M x RS ——— R®

fT y

E " >E(k75)c—>G(k,S)st E4f>MXRSL>]RS

P J J
pry

27.21 Bemerkungen

1. Sind 2 der folgenden 3 Vektorbiindel orientierbar, so auch das dritte: E; —
M, Es - M, E1 & Es — M. Aus faserweisen Orientierungen zweier dieser
Biindel 148t sich leicht eine Orientierung auf dem dritten konstruieren.

2. Sei By —— E; -2 FE, eine kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln.
Falls zwei der Biindel orientierbar sind, so ist es auch das dritte (Beniitze,
daB jede kurze exakte Sequenz von Vektorbiindel nach splittet, d.h.
Ey = Ey&® E>, und dann )

3. Ist ein Vektorbiindel £ — M orientierbar und f : N — M glatt, so ist auch
das induzierte Biindel f*(E) — N orientierbar (Wéhle auf (f*(E)), = Ey ()
die Orientierung von Ey(,)).

4. Sind 2 der folgenden 3 Objekte orientierbar, so auch das dritte: £ — M
als Vektorbiindel, E als Mannigfaltigkeit, M als Mannigfaltigkeit (Beniitze
die kurze exakte Sequenz aus [27.16]: p*(E) — TE — p*(TM), sowie die
Tatsache, da E — M das von 0 : M — E induzierte Biindel zu p*(E) — E
und TM — M das von 0 : M — F induzierte Biindel zu p*(TM) — FE ist,
also M genau dann orientierbar ist, wenn p*(T'M) — FE es ist, und E genau
dann, wenn p*(E) — E es ist).

E p*E E TM — p*(TM) —=TM
R
M—Lop " M Y/ g— E—2 M
\/ \_/
id id

27.22 Beispiele

1. Vektorbiindel mit eindimensionaler Faser sind genau dann orientierbar, falls
sie trivial sind. Alle 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.
Das Vektorbiindel Méb — S* ist nicht orientierbar, ebensowenig das Mobius-

band als Mannigfaltigkeit nach Bemerkung .

2. Jedes komplexe Vektorbiindel ist orientierbar, denn GL(C") C GL, (R*")
nach [68, 14.14] oder auch weil GL(C™) zusammenhingend ist und die orien-
tierungserhaltende Identitéit enthélt. Das Tangentialbiindel einer komplex-
en Mannigfaltigkeit ist ein komplexes Vektorbiindel und daher orientierbar.
Somit ist also jede komplexe Mannigfaltigkeit selbst orientierbar.
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3. Eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn eine
komplexe Struktur existiert, siehe [19].

4. Sei E — M ein Vektorbiindel mit einfach zusammenhéngender Basisman-
nigfaltigkeit M, dann ist das Vektorbiindel £ — M orientierbar, da wir
lings Kurven in der Basis die Orientierung der Fasern fortsetzen kénnen und
diese nicht von der gewéhlten Kurve abhéngt, da die Basis einfach zusam-
menhéngend ist. Insbesondere ist jede einfach zusammenhéngende Mannig-
faltigkeit orientierbar.

27.23 Lemma (Nullstellenmengen sind orientierbar).
Sei f: M — N glatt, y € N und rang T, f = dim N fiir alle v € f~(y). Falls M
orientierbar ist, so auch die Mannigfaltigkeit f=(y).

Beachte, dafl dies nicht fiir f von konstantem Rang r < n gilt: So ist das Mobiusband
diffeomorph zum Urbild der 0 unter der Abbildung f : (¢,v) — ((, Sln(@/2)),v> .

cos(p/2)
(" Sl,n(‘p/g)) vom Volltorus S! x R? — R? mit Rang 1, denn
cos(p/2)

f(z,y, u,w) = f(cos p,sin g; u, w)

usin® £ £ —wsin £ cos &, —usin £ cos £ + w cos? %)

129” - 7w —7u—|— 1+xw> und

): (fv4+y) 0

(1 COSP . 51n¢w su;pu_’_ 1+c20s<pw>
1-—

1—z _y
det<2 12I

_Yy LT
2

Beweis. Indem wir N durch eine bei y zentrierte Karte V' ersetzen und M durch
die offene Teilmannigfaltigkeit f~1(U) konnen wir 0.B.d.A. N = R™ und y = 0
annehmen. Es ist A := f~1(0) nach ’ 11.2 ‘ bzw. ’ 11.12.2 ‘ eine Teilmannigfaltigkeit
von M mit T, A = Ker(T,f). Folglich ist TA < TM|4 — f*(TR")|s eine kurze
exakte Sequenz von Vektorbiindel iiber A. Da TM — M ein orientierbares und
TRF ein trivial Biindel ist, sind auch die Pullback-Biindel TM|4 und f*(TRF)|4
orientierbar und somit auch TA — A nach , also ist A orientierbar. O

27.24 Beispiele

1. Alle S™ sind orientierbar.

2. Alle kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im R? sind orientierbar,
siehe Klassifikationssatz .

3. P! = S!ist orientierbar. Die projektive Ebene P? enthiilt ein Mébiusband als
offenen Teil, also ist sie nicht orientierbar. Allgemein gilt: P" ist orientierbar
< n ungerade.

4. TM ist als Mannigfaltigkeit immer orientierbar, als Vektorbiindel hingegen

nur, wenn M als Mannigfaltigkeit orientierbar ist:
Fiir jedes beliebige Vektorbiindel p : £ — M haben wir nach die
kurze exakte Sequenz p*(E) — TE — p*(TM). Im Falle E = TM und
p = wp reduziert sich das auf 7*(TM) — T(TM) — 7*(TM), also ist
T2M — TM als Vektorbiindel isomorph zu 7* (T M) & 7* (T M). Die Summe
gleicher Biindel ist aber immer orientierbar: Wahlt man auf den Fasern der
beiden Summanden die gleiche Orientierung, so ergibt das auf der Summe
offenbar eine Orientierung, die, unabhingig von der jeweiligen Wahl ist.

174 andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013
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27.25 Die Orientierungsiiberlagerung

Sei M eine Mannigfaltigkeit, M°" := {(p,w) : p € M, w Orientierung auf T,,M}.
Wir definieren einen Atlas A fiir M°" mittels Karten ¢ fiir M durch ¢ : Dom ¢ —
Me" x — (p(z), tw) wobei w die Orientierung ist, welche unter T'¢ aus der Stan-
dardorientierung des R™ entsteht, ist. Es ist A ein C*°-Atlas auf M°", denn seien ¢
und ¢ Karten auf M, dann folgt gpll 014 (und genauso goll ot_, etc.) ist genau auf
der offenen Menge {z € R™ : (p~tot))(z) ist orientierungserhaltend (vertauschend)}
definiert und stimmt dort mit ¢ ~! o iiberein:
z € Dom(p; ' otpy)

Sz e Dom(cpf1 o) s.d. Tptp und T(,-10y)(2)® die gleiche Orientierung induzieren
& 2 € Dom(p o) s.d. (p ' oeh)(x) orientierungserhaltend ist.

Es ist pr; : M°" — M offensichtlich eine zweibléttrige Uberlagerung von M, die
sogenannte ORIENTIERUNGSUBERLAGERUNG von M.

Die Mannigfaltigkeit M°" ist orientiert, wobei die Orientierung auf T{, ., M°" =
Tp,M gerade w ist.

Es gilt auBerdem: M ist orientierbar < M°" =2 M x {—1,1}, denn:

(<) Die Einbettung M — M x {—1,1} = M°" ist offen also ist mit M°" auch M
orientierbar.

(=) Ist M orientierbar, dann gibt es auf T, M eine ausgezeichnete Orientierung w,.
Somit liefert (p, £1) — (p, tw,) eine Trivialisierung M x {—1,1} = M°".

27.26 Beispiel

(1) Ein zweifach verdrehtes Mobiusband (also ein Zylinder) ist die Orientierungs-
iiberlagerung des Mobiusbandes.

(2) S™ = (P™)°" fiir n ungerade.
28. Integration und der Satz von Stokes
28.1 Proposition.

M st orientierbar < AU™MT* NI ist als Vektorbiindel trivial.

Beweis. Es sei m := dim M.
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(=) Es geniigt die Existenz eines nirgends verschwindenden Schnittes w € Q™ (M)
zu zeigen (Ein solcher liefert dann unmittelbar eine globale Trivialisierung @ :
(z,t) = t-w, des eindimensionalen Biindels A™T*M — M). Auf dem Bild U

jeder orientierungserhaltenden Karte (u!,...,u™)~! kénnen wir ein wy € Q™(U)
durch (.u(](%7 e (%Lm) := 1 definieren. Es ist dann wy(vy,...,vy,) > 0 fir jede

positiv orientierte Basis. Wir wihlen eine Uberdeckung ¢ von M mit solchen offenen
Mengen U und zugehorigen wy, und sei {fyy : U € U} eine untergeordnete Partition
der Eins. Wir definieren w € Q™ (M) durch w := >, fu - wy € Q™(M). Dann ist
Wz (V1, ..., Um) > 0 fiir jede positiv orientierte Basis von T, M, also insbesonders

wy # 0.

(<) Sei @ : M xR — A™T*M ein globaler VB-Isomorphismus, dann ist w :=
®(_x {1}) eine nirgends verschwindende m-Form. Wir orientieren T, M indem wir
eine Basis (v;)!; von T, M positiv orientiert nennen, falls w,(vy,...v,) > 0 ist.
Sei (ul,...,u™)~! eine Karte mit zusammenhiingender Domiine. Da w nirgends
verschwindet ist wy, (%, ey auim) # 0 und somit wy (%, ey auim) # 0 iiberall
positiv oder iiberall negativ, also ist TM — M als Vektorbiindel orientierbar nach

27.2.3 | und damit auch M als Mannigfaltigkeit. O

28.2 Motivation

Wir kénnen Funktionen f : M — R nicht so ohne weiteres iiber eine Mannigfal-
tigkeit integrieren. Sehen wir uns dazu den einfachsten Fall der 1-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten an. Wenn M ein Intervall in R mit Grenzen a und b ist, dann
miBt das {ibliche Riemann-Integral [ uf= f: f die orientierte Fliache unterhalb des
Graphens von f. Damit wir das Integral fiir eine beliebige (1-dimensionale) Man-
nigfaltigkeit M definieren konnen, brauchen auf jeden Fall eine Orientierung auf M.
In diesem Kapitel seien also alle Mannigfaltigkeiten orientiert. Weiters miissen wir
aber auch (infinitesimale) Lingen (bzw. Volumina) auf M messen kénnen. Falls M
eine Riemann-Mannigfaltigkeit ist, dann kénnen wir das mittels der Volumsform
volps tun, im eindimensionalen Riemann’schen Fall also mit dem Bogenelement.

Auf abstrakten Mannigfaltigkeiten brauchen wir ein Substitut fiir das Volumsele-
ment. Im 1-dimensionalen, wire das eine 1-Form w € Q'(M) (welche in keinem
Punkt verschwindet). Dann kénnten wir das Integral f v J w von f bzgl. w iiber
M definieren. Da aber f - w selbst eine 1-Form ist, geniigt es [ o w fiir beliebige
1-Formen w € Q'(M) zu erkléren. Sei dazu c : [a,b] — M eine orientierungserhal-
tende globale Parametrisierung, dann ist [ yW = fab We(r) (¢(t)) dt das wie iiblich
definierte Kurvenintegral.

Auf allgemeinen orientierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M wollen wir
nun das Integral f oy w fiir beliebige m-Formen w € Q™ (M) mit kompaktem Tréger
definieren.

28.3 Definition (Integration von Differentialformen)

Sei M eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und w € Q™ (M) mit kom-
paktem Tréger.

1. Falls M = U C R™ offen ist, dann 148t sich w als

wzh, ..., x™) = f(zb, ..., a™) dat Ao A da™
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mit f € C(U,R) schreiben. Das Integral definieren wir dann als gewdhn-
liches Riemann-Integral:

/Mw = /Uf(x17...,xm)d(x1,...,xm).

Man beachte, dafl fiir jeden orientierungserhaltenden Diffeomorphismus g :
R™ 2DV — U CR™ gilt:

/g(v)w = /Vg*(w),

denn falls w = f dx! A--- Adx™ ist, so ist

(9" (W))(2) = (f o g)(w) det(g'(x)) dz' A--- Adz™
——
>0
nach und somit die Integrale gleich nach der Transformationsformel
fiir mehrdimensionale Integrale, siehe z.B. [65, 7.5.10].

2. Falls Trgw C ¢(U) fiir eine orientierungserhaltende Karte ¢ : R™ D U —
©(U) C M ist, definieren wir:

| wi= [ o

Diese Definition macht Sinn, denn sei Trgw C ¢(U) N (V) =: W fiir zwei
Karten ¢ und 1 mit orientierungserhaltenden Kartenwechsel g := ¢~ o) :
=Y (W) — ¢~ 1(W) . Dann gilt

*

* Tr ( *‘*’) Cc 71(W) *
/ww>g¢ @ / ¢M=/ o (w) =
U =L (W) g(p=1(W))

£ gy = [ ) RS [y,
——— \%4

Pt (W) Y=L (W)

(pog)*(w)

3. Ist Trgw beliebig kompakt, so withlen wir eine endliche, offene Uberdeckung
mit Kartenumgebungen von Trgw, sowie eine Partition der Eins {h;}, die
der Uberdeckung untergeordnet ist. Dann hat jedes h; - w Triiger in einer
Karte, und somit kénnen wir nach definieren:

foo= [ (r)e =5 [ e

Auch diese Definition macht Sinn, denn sei {g;} eine zweite Partition der
Eins, die einer endlichen Uberdeckung des Tragers mit Kartenumgebungen
untergeordnet ist. Dann gilt

2 (Sone= T8 e
T e

28.4 Bemerkung (Dichten)

Falls wir iiber nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeiten integrieren wollen, brauchen
wir etwas anderes als m-Formen. Dazu definieren wir ein eindimensionales Vek-
torbiindel vol (M) durch Angabe der Transitionsfunktionen x +— |det’(x)| €
GL(1) zu den Kartenwechseln ) von M. Schnitte von vol(M) heilen DICHTEN,
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solche kann man dann iiber M integrieren. Falls M orientierbar ist, ist vol(M) =
A™T*M.

28.5

Wir steuern jetzt auf den Satz von Stokes zu: Nach dem Hauptsatz der Analysis
(siehe z.B. [64, 5.2.2]) ist f; f/(z)dx = f(b) — f(a). Insbesondere gilt: ffoo f =
ff f' = f(0), falls Trg f kompakt ist und a < inf(Trg f) ist.

Lemma (Satz von Stokes fiir Halbriume).

Sei H = H™ = {(t,z) : t <0, x € R™} ein (m+1)-DIMENSIONALER HAL-
BRAUM. Die Teilmenge 0H = {(0,z) : x € R™} = R™ heifst der RAND wvon H,
und fiir jede m-Form w mit kompaktem Triger am R™T1 gilt:

/dw:/ w::/ incl* w,
H OH OH

wo incl : 0H — H die Inklusion ist.

Beweis. Es gilt fiir w € Q™ (R™"1):

m
—
szwide/\---/\ dx* N+ Ndx™;
1=0

dw:ZZa—deJ/\de/\m/\ dz® A ANdz™ 40

=0 j=0
m 9 : .

= awi(—l)’ dz® A AN dx™ =
i=0 v

= / dw = i(—l)i / i (a0, .. gy Bubind
= 2. i e
0
= / < %(x(% Looa™) dm0> d(z', ... z™)
m \J oo 0T

m . +00 9. . —
+Z(—1)1/H </ (9(:2 dﬂ) d®, ..., 2 ™)
i=1 i o

:/ wo(0,zt, ... 2™)d(z", ..., 2™) 40,

wobei H; := {(t,z*,...,2" ..., ™) : t < 0} ist, und der 2. Summand 0 ist, da

)

Trgw kompakt ist. Andererseits gilt

/ w::/ incl® w
OH oH

[25.2] ™ & m
EX] Zwi(O,xl,...,xm)det(W) det A+ A dz™

OH i—o

:/ wo(0,zt, ... a™) d(zt, ..., 2™) 40,

denn

8(300,...,?,...735’”) 1 fiire=0
det( ) =
Azt ..., xm) 0 sonst O
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Wir wollen diese Uberlegungen nun auf Riume iibertragen, die nur lokal wie H
aussehen:

28.6 Definition (Berandete Mannigfaltigkeit)

Eine C*°-MANNIGFALTIGKEIT MIT RAND ist

eine Menge M zusammen mit einem Atlas M

A von injektiven Abbildungen ¢ : U — M,

wobei U C H offen in einem abgeschlosse- / \{ ///
nen Halbraum H, und die Kartenwechsel /

r="
I

Yo o L ((V)) = ¥~ Hp(U)) auf of-

fenen Teiln.lengen von Halbrdumen definiert /&ii/'

und glatt sind.

Dabei heifit eine Abbildung zwischen solchen Mengen glatt, wenn es eine glatte
Fortsetzung auf offene Mengen im R™ gibt. Wie iiblich setzen wir voraus, daf die
durch den Atlas induzierte finale Topologie Hausdorff und parakompakt ist. Der
RAND von M (nicht im topologischen Sinn) ist dann definiert als

OM = {p € M : Jeine Karte ¢ um p mit o *(p) € OH}.

Da der Kartenwechsel ein lokaler (Diffeomorphismus und somit) Homéomorphismus
des R™ ist, erhilt er innere Punkte, und folglich ist p € OM < ¢~ (p) € OH fiir
jede Karte ¢ um p. Der Rand 9M ist dann eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand),
wobei ein Atlas auf OM durch die Einschriankungen ¢|sps der Karten ¢ von M
gegeben ist.

Man kann die Begriffe TM, T*M, C>(M, N), A*T*M und Q¥ (M) wie auf Man-
nigfaltigkeiten ohne Rand definieren.

28.7 Definition (innerer Tangentialvektor)

Ein Vektor v € T,M heifit INNERER TANGENTIALVEKTOR falls p ¢ OM oder
To ' (p,v) € Ty-1()H =R x R™~! 0-te Komponente kleiner als 0 hat.

28.8 Lemma (Verlingern berandeter Mannigfaltigkeiten).

Jede Mannigfaltigkeit mit Rand lift sich zu einer Mannigfaltigkeit ohne Rand “verl-
dangern”, d.h. sie ist Teilmannigfaltigkeit der gleichen Dimension:

Beweisskizze. Mittels Partition der Eins findet man ein VF auf M, das nur aus
inneren Tangentialvektoren besteht. Durch “Zusammenstauchen” kann dessen Flufl
global gemacht werden: FI(1,.) : M — M \ OM ist dann eine Einbettung von M in
die Mannigfaltigkeit ohne Rand M \ OM. O

Einfache Beispiele fiir berandete Mannigfaltigkeiten sind das abgeschlossene Mobiusband
und die abgeschlossene Kugel.

28.9 Lemma (Orientierbarkeit des Randes orientierter Mannigfaltigkei-
ten).

Der Rand einer orientierten Mannigfaltigkeit M mit Rand ist in kanonischer Weise
orientierbar.

Beweis. Eine Basis (e;)7; von T,,(0M) heifit positiv orientiert, falls (e, ..., en)
in T, M positiv orientiert ist fiir einen nach aulen weisenden Tangentialvektor eg.
(d.h. —eg ist innerer Tangentialvektor) O
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28.10 Bemerkungen

Sei N eine orientierte Teilmannigfaltigkeit von Kodimension 1 der (n+1)-dimensionalen
orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M und sei v, fiir x € N der eindeutig bes-
timmte Vektor in T, M, soda8 (v, e, ..., e,) eine positiv orientierte Orthonormal-
basis in T, M ist fuir eine (jede) orientierte Orthonormalbasis (eq, ..., ey) von T, N.
Sei v zu einem Vektorfeld gleichen Namens auf ganz M fortgesetzt, so gilt

voly = inkl* (¢, (volys)) auf N,

denn voly(e,...,e,) = 1 = voly(vn,e1,...,en) = (tuy voly)(er, ..., ep,). Ins-
besonders gilt das fiir den kanonisch orientierten Rand N = OM einer berandeten
Mannigfaltigkeit M. Der Vektor v ist dann der nach auflen weisende Einheitsnor-

malvektor, siehe

28.11 Satz von Stokes.
Sei M eine (n+1)-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand OM wund
dieser trage die kanonische Orientierung. Sei w € Q™(M) mit Trgw kompakt, dann

gilt:
/ dw :/ w ::/ incl*w  (wobei incl: OM < M)
M oM oM

Beweis. Sei {h;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung mit Kartenbildern
untergeordnet ist und w; := h; - w. Dann ist:

28.3.3
w:Zwi, wobei Trgw; C Trgh; / w:Z/ Wi,
i oM 7 Jom

28.3.3
dw = Zd(wi), wobei Trg(dw;) C Trgw; dw = Z d(w;).
4 M B M

Also ist der Beweis auf den Fall reduziert, wo Trgw in einer Kartenumgebung
liegt, also 0.B.d.A. w € Q"(R"*') und M = H, und diesen haben wir in
bewiesen. 0

29. Anwendungen der Integration auf die Kohomologie

29.1 Kohomologie

Wir wollen nun fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten M die hochste Kohomologie
H™(M) bestimmen.

29.2 Definition. Kohomologie mit kompakten Triger.
Indem wir die Teilriume QF (M) := {w € QF(M) : Trgw ist kompakt} anstelle von
QOF (M) verwenden definieren wir die Kohomologie mit kompakten Triger durch
ZF(M) == Ker(d : Q¥ (M) — QFF1 (M)
BF(M) := Bild(d : QF1(M) — QF (M)
HE(M) := Z¢(M)/Bg (M)
Beachte dabei, dal BX(M) # {dn € QF¥(M) : n € Q*~1(M)}, denn z.B. ist fiir
f € CX(R™) mit 0 # f > 0 die Differentialform w := fdz' A--- Adz™ € QP(R")
wegen dem Poincaré-Lemma exakt, aber fiir kein n € Q271 (R") ist dn = w,

denn nach dem Satz | 28.11 | von Stokes wire dann 0 < [p, w = [p. dn = [;n =0
ein Widerspruch.
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Ein direkte Verallgemeinerung dieses Arguments zeigt, dafl es fiir jede orientier-
bare Mannigfaltigkeit M ein wy € Q7"(M) mit [, wo = 1 gibt. Insbesonders ist
H™(M) # 0 fiir alle orientierbaren m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M. Wir
wollen nun zeigen, dai H*(M) = R fiir alle solchen zusammenhéngenden M ist,
also fiir alle w € Q*(M) ein n € Q" 1(M) existiert mit w = (f,, w)wo + dn, und
damit [ : Q7" (M) — R einen Isomorphismus H*(M) = R, [w] — [,, w induziert.

29.3 Lemma.
Es sei r : R™T1\ {0} — S™ die Retraktion x oy und v € X(R™*Y) das
Vektorfeld v : x — x. Dann ist

(r* volgm)(x) Ly VOlgm+1 ()

G

1 m o —
=0

Beweis. Da fiir  # 0 der Tangentialraum T, R™*! von T, (||z|| S™) und v, erzeugt
wird, geniigt es beide Seiten auf Vektoren vy, ..., v, aus diesen Teilraumen auszutesten.

Falls v; = v, fiir mindestens ein ¢ ist, so ist die linke Seite 0, denn T,r - v =
4|,_or(z+tz) =0 und ebenso die rechte Seite:

1 1

17 Wy VOIlpm+1 ) (..., V5,...) = 777 VOlpm+1\Vg,...,Vg,...) = U.
s (v Vol ) )= e Ol )=0

Sind andernfalls alle Vektoren v; € Tp(||z|| S™), so ist Tyr - v; = ”—iuvi7 denn 7 :

||| S™ — S™ ist eine Streckung mit Faktor m Damit sind ebenfalls beide Seiten
gleich, denn nach |28.10 | (siehe auch Aufgabe [74, 37]) ist

volgm = incl” (¢ (volgm+1)) incl” (i(fl)ixi dz® A Ada A - /\d:ﬂm>

und somit -

(r*volgm ) (v1, ..., vm) := (VOlgm )p(z) (ﬁvl, A ﬁvm)
= W (i(—l)iri(m)dajo /\-~-/\%/\---/\dmmyvl,...,vm)
= W(LV volgm+1)z(V1,...,Up). O

29.4 Lemma. Integration nach Polarkoordinaten.
Es sei B :={x € R™"L . ||z|| < 1} und f € C*°(B,R). Dann ist

1
/ f = / f VOI]Ranl - / g VOlS"L mlt g A / tmf(t :I;) dt
B B m 0

Beweis. Sei h : S™ x [0,1] — R gegeben durch h(y,t) := t™ f(ty) und weiters
dt A volgm := pri(dt) A pri(volgm) € QmH(S™ x [0,1]). Wenn wir auf S™ x [0, 1]
die von dt A vol S™ induzierte Orientierung verwenden so ist

1

/ g VOlSm = / / tm f(t ,) dt VOlSm = / h dt /\VO]Sm .

Sm m Jo T S™ x[0,1]
=h(_t
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Es ist B\ {0} = 5™ x (0,1] vermoge ¢ : © (Hi—“, lz]]) mit Umkehrabbildung
(y,t) — ty. Mit p(x) := ||z|| ist dann

©*(dt Avolgm) = ©*(pr3(dt) A pri(volgm)) = (pryop)™(dt) A (pry op)™(volgm)
p*(dt) Ar*(volgm)

m ; m

) . 1 o ;

AN —— “Digtdel A m
E T dz? A Tt E (=D)'a*dx" A---Ada* A ANda
i—0 i=0

1

0 m
Tl dz” N ---Ndz

Z(gcz)2 da® A Adx™ =
i=0
und fiir  # 0 somit

©*(h dt Avolgm)(x) = h(p(x)) ¢*(dt Avolgm)(z) = ||z||™ f(x) L da® Ao A dz™

]|
= f(x)da® A - Ada™.
Also ist
f=Ilim ©*(h dt Avolgm) = lim / h dt A volgm
/B eNO JB\eB eNO Jo(B\eB)
= lim h dt A volgm = / h dt A\ volgm
eNO Jgm e 1] Smx[0,1]

:/ g VOlSm . O

29.5 Theorem.
Fiir jede zusammenhdngende orientierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist
H"(M) = R vermdge [w] = [, w.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, daf BY"(M) der Kern von [, : Q7"(M) — R ist,
d.h. fiir jedes w € Q' (M) mit [,, w =0 ein n € Q" H(M) existiert mit w = dr.

Beh.: Das Theorem stimmt fiir M = R.

Sei w € QY(R) mit [pw = 0. Wegen dem Poincaré Lemma existiert ein
f € C*°(R,R) mit w = df. Da Trgw = Trg f' kompakt ist, existiert ein N, s.d.
f sowol auf (—oco,—N] als auch auf [N, +00) konstant ist. Wegen 0 = [w =
Jodf = 72 p/(0)dt = [1 F/(8)dt = f(N) = f(=N) ist f(N) = f(—N) und somit
g:=f—f(N)e C® und w = dg.

Beh.: Falls das Theorem fiir S™ gilt, so auch fir R™*1.

Seiw = fda®A---Ada™ € QPTHR™ ) mit [p,,., w = 0 und 0.B.d.A. sei Trg(w) C
{z : ||z]] < 1}. Wegen dem Poincaré Lemma existiert ein n € Q™ (R™+!)
mit w = dn. Nach Aufgabe [74, 36] ist 0.B.d.A.

1 ™ . [
n(xz) = / t" f(tx) dt - Z(—l)lml de® A Adxt A A de™
0 i=0

(t=20) 1 Izl o —_—
- ||x\|m+1/ = (s”i”) ds- > (~1)'a" da® A+ A dat Ao Adz™
0

=0
[l T
g (175) e 0" oo

|

0
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Es sei g : ™ — R definiert durch g(z) := fol tmf(tx)dt und B := {x € R™T1 :

[z]| < 1}. Da
N 1
= Rm+1w- Bf mgVOSm

existiert nach Voraussetzung ein A € Q™~1(S™) mit g volgm = dA.
Wegen f|Rm+1\B = 0 ISt

n(z) = /01 pm (tx) dt - (r* volgm)(z) fiir o ¢ B

]
= n=_(gor) -r*volgm =r*(g volgm) = r*(d\) = d(r*\) auf R+ \ B.
Sei nun h € C*(R™*1,[0,1]) so, da h = 0 nahe 0 und hlgm+1\p = 1. Dann ist
her*X € QL (R™HL) und
w=dy=d(y—d(h-r*A)) mit (5 —d(h -1 X))

Rm+1\B = (n—d(r*A))

Beh.: Fualls das Theorem fiir R™ gilt, so fir alle m-dimensionalen zusammen-
hingenden M.

Sei dazu wy € Q7' (M) mit [wo =1 und Trgwy C Bild ¢y fiir eine Karte ¢ : R™ —
M. Wir zeigen, daB zu w € Q" (M) ein n € Q1 (M) gibt mit w = (f,, w)-wo+dn.
Daraus folgt insbesonders w = dn fiir alle w mit [w = 0.

Betrachten wir zuerst den Fall Trgw C Bild# fiir eine Karte ¢ : R™ — M: Es
gibt dann endlich viele Karten v; : R™ — M mit Bild; N Bildy;11 # 0, 1o die
obige Karte bei wy und weiters ¢; = v ist. Dazu gibt es w; mit kompaktem Trager
Trgw; C Bild;_1 N Bild¥; und fwi = 1. Da das Theorem fiir R™ = Bildv;_1
vorausgesetzt ist, existieren n; € Q7 ~1(M) mit Trgn; C Bild;_; und w; —w;_1 =
dn;. Schliellich existiert ebenso fiir ¢ := f w ein 741 mit w — cw; = dm41. Daraus
folgt

Rm+1\B = 0.

l l
w=cw+dny =...=cwp —|—CZ dn; + dmi41 = cwo —|—d(m+1 +ch).
i=1 i=1

Sei nun w € Q™(M) beliebig und { f;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung
mit offenen zu R™ diffeomorphen Mengen untergeordnet ist, dann ist f;w = c;wg +
dn; fiir ein n; € Q7~H(M) und somit w = Y, fiw = (3, ¢;)wo + d >, mi, wobei
Jyw=>¢ [y wo+ [, d>;m =, ci, eine endliche Summe. O

29.6 Satz (H6chste Kohomologie).
Fiir zusammenhdngende m-dimensionale Mannigfaltigkeiten M ohne Rand gilt:

R falls M kompakt und orientierbar ist,

0 sonst.

e {

H™ (M) =~ R falls M orientierbar ist,

0  sonst.
Fiir kompaktes orientierbares M haben wir diese Aussage in [68, 49.12] unter Ver-
wendung des Theorems von Hodge bewiesen. Der nachfolgende Beweis benutzt
dieses nicht.

Beweis. Nach ist H™(M) = R fiir alle orientierbaren M und damit
H™(M) = H™(M) =R fiir alle orientierbaren kompakten M.

Sei als néchstes M orientierbar aber nicht kompakt:
Da M nicht kompakt ist existiert eine Uberdeckung {Bildv; : ¢« € N} fiir Karten
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29.6 29. ANWENDUNGEN DER INTEGRATION AUF DIE KOHOMOLOGIE

¥;, s.d. jede kompakte Menge nur endlich viele Bild¢; trifft (siehe ) und
(durch Umordnen diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl) Bild ¢; N Bild v, 1 # 0. Sei
{fi 1 i € N} eine untergeordnete Partition der 1. Wir wéhlen wieder w; € QI"(M)
mit Trgw; C Bild¢; N Bild ;1 und [, w; = 1. Sei nun w € Q" (M) mit Trgw C
Bild¢; fiir ein j und ¢ := [}, w. Fiir i > j existieren dann n; € Q"' (M) mit
Trgn; € Bild ¢, und w = cw; + dn; sowie cw;—1 = cw; + dn; fiir ¢ > j. Somit ist

k o)
w=cwj+dn; = =cuwy +Zd77i = d(Zm)
i=j i=j
und g 1= >7;° i m; lokal endlich.
Sei nun w € Q™(M) beliebig. Dann ist f;w wie zuvor, also existiert ein p; €
Qm=Y(M) mit fjw = du; und Trgpu; C Ui Bild ¢, somit ist 3 u; lokal endlich

und
w= ijw = Zduj = d(ZMJ)a
also ist H™(M) = {0}. ] J ]

Sei schliefflich M nicht orientierbar:

Auf dem Totalraum der Orientierungsiiberlagerung p : M°" — M der Mannigfaltig-
keit M definieren wir die ORIENTIERUNGSVERTAUSCHUNG ¥ : Xx(, Fw) := (z, Fw)
und damit

QF (M) = {w € Q¥ (M°") : x*'w = +w}
QL (M) i= {w € QEM) & xw = 4w}

HE(MT) = {w € Q4 (M) s deo = 0} {dy 7 € Q57 (M)}
HE (M) = {w € Q& (M) : dew = 0} /{dn : n € Q5 (M)},

Wir behaupten:
QF(Mem) = QF (M) @ QF (M)
HM(M°") = HY (M°") & H* (M°T)
p* s HE(M) == HY (M)
und analog fiir Formen mit kompakten Triger. Sei w € QF(M°"), dann gilt:

1
w= 5((01 +x'w) + (w— X*w)) € QF @ Q" wobei Q NQF = {0}

= QF (M) = QF (M) & Q5 (M°") und

d(Qk) C Q5 wegen x*(dw) = d(x*w) = Fdw fiir w € QF

:> Hk(MOT) — HE (Mo’r‘) @ H_]f_(MOT)
Es ist p* : QF(M) — QF(M°") injektiv, da p eine surjektive Submersion ist, mit
Bild p*(Q%(M)) = QF (M°7):
(C) Weil x*p*w = (po x)*w = p*w.
(D) Sei w € QF (M°") und sei U C M°", sodaB p|y : U — p(U) ein Diffeomor-
phismus ist. Sei @[, = ((plv)™)*w. Dann ist @ € QF(M) wohldefiniert, weil
X w =w, und p*w = w.
Somit gilt p* : QF(M) 5 QF (M°r) < QF(M°"). Wegen p* od = dop* folgt daraus
p*: HE(M) 5 HE (M) « H*(M°") und analog p* : HF(M) 5 HY (M°) —
HEF(M°™), was die letzte Behauptung war.

X orient.vert.

Sei w € QF (M°"). Dann ist [w =0, denn [w = [ x*w — [ w. Somit
existiert fiir die orientierte Mannigfaltigkeit M°" nach Obigem ein n € Q™ ~(M°")
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mit w = dn und damit ist w = L (w + x*w) = 3(dn + x*dn) = d(n4) mit 7y
(4 xn) € QLN (MOT), also [w] = [dny] =0 € HY (M°"). Somit ist H"(M) =
HY' .(M°") = {0}. Und damit fiir kompaktes M auch H™(M) = H*(M) = {0}.
Falls hingegen M nicht kompakt ist, so folgt H™ (M) = {0} aus dem orientierbaren
Fall, denn p* : H™(M) — H™(M°") = {0}. O

R i

29.7 Beispiel

Fiir die orientierte zweibléttrige Uberlagerung S™ — P™ sei x die Antipodalabbil-
dung = — —z. Dann ist H*(P") = H%(S™) C H*(S™) analog wie im Beweis von

und somit

fir k # 0,n
fir k=0 (da P™ zush. ist)

H*(P") = HE(P™) =
(B e () fiir k = n gerade

B e ® e

fiir K = n ungerade

In der Tat ist x auf S™ genau dann orientierungserhaltend, wenn n ungerade ist
und somit ist [g, fw = [, x*w = (=1)" [, w fiir w € Q4(57), also wie am
Ende des Beweises von H?(S™) = 0 falls n gerade ist und fiir n ungerade ist
H_(S") =0 und damit H"(P") = H}(S™) = H"(S™) =R.

29.8 Brouwerscher Fixpunktsatz.
Sei f: B" := {z € R" : ||z|| < 1} — B™ glatt, dann gibt es ein x € B™ mit
f(z) = .

Beweis. Indirekt: Sei f(z) # x fiir alle x, dann gibt es eine glatte Retraktion
r: B® — Sl dh. r|gn-1 = idgn-1, sei ndmlich r(z) der auf der Seite von
x liegende Schnittpunkt der wohldefinierten Geraden durch z und f(z) mit der
Sphire S™~!. Wir erweitern r zu einer Retraktion gleichen Namens 7 : R® — S~ 1,
Nun folgt

Hn—l(sn—l) rr R Hn—l(Rn) inCl; Hn—l(sn—l)

0.

R: a id

Das ist ein Widerspruch. O

29.9 Definition (Abbildungsgrad)

Seien M, N zusammenhéngende, kompakte und orientierte Mannigfaltigkeiten von
gleicher Dimension m und sei f : M — N glatt. Der ABBILDUNGSGRAD deg f € R
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sei durch folgendes Diagramm definiert:

() 22D g

, H£ lz

deg f
<

deg f t<~— 1t

degf - [lwl=degf- [w= [Hm(n)l = [(r70)= [ Fro

Falls M und N orientierte aber nicht notwendig kompakte Mannigfaltigkeiten gle-
icher Dimension m sind und f : M — N glatt und proper (d.h. die Urbilder kom-
pakter Mengen sind kompakt) ist, so verallgemeinern wir den ABBILDUNGSGRAD
deg f € R durch

wobei

Hm
() 2 e

deg f -t =<—1t

Beachte dabei, dal f* : QF(N) — QF (M) fiir properes f wohldefiniert ist und somit
auch H*(f) : HF(N) — HF(M).

29.10 Proposition.
Sei f : M — N eine propere glatte Abbildung zwischen zusammenhdngenden orien-
tierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und y € N ein reguldrer Wert von f.
Dann st
deg f = Z sign, f € Z,
z€f~(y)
wobei

) ! +1 falls Ty f : T, M — T, N orientierungserhaltend,
sign, f 1=
& =1 falls T, f : T,M — TyN orientierungsvertauschend ist.

Beachte, dal nach dem Theorem von Sard so ein reguldrer Wert y immer
existiert und weil f proper ist, ist f~!(y) endlich.

Beweis. Sei f~1(y) = {x1,...,2,}. Wir wihlen paarweise disjunkte offene Koor-
dinatenumgebungen U; von z;, s.d. f : U; — f(U;) ein die Orientierung erhaltender
oder vertauschender lefeomorphlsmus ist. Wir wollen erreichen, dafl V' := f(U;)
unabhiingig von i und f~* = |, U; ist. Sei dazu W C (), f(U;) eine kompakte
Umgebung von y. Dann 1st W’ = f*W)\U,;U; € M\ f~'(y) kompakt und
somit f(W’') ist abgeschlossen und enthélt nicht y. Sei V- C W\ f(W') C ", f(Us)
eine Umgebung von y. Dann ist

F7Hy) S V) S FTHWNFW) = fHWONFTHFWT) C FH W\ C UU
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und indem wir U; durchf ( ) N U; ersetzen diirfen wir 0.B.d.A. f~1(V) =UU;
und f(U;) € f(f7H(V)) €V C () ( l) C f(U;) also f(U;) = V annehmen.

N /,, \\\\

Y| EE— | fwy | | fUa) |

Sei nun w € Q7*(N) mit Trgw C V und [, w = 1. Dann ist Trg f*(w) C f~1(V) =
\U; Ui und

/Mf*wzzij/m f*wzzijsignmf-/mw=Zijsignmf-/Mw

29.11 Folgerung.

1. deg(f o g) = deg(f) - deg(g).
2. f ~ g zwischen kompakten Mannigfaltigkeiten = deg f = degg.
3. f ist Diffeomorphismus = deg f = +1;

Weiters ist deg f = 1 < f orientierungserhaltend ist.
4. deg f #£ 0 = f ist surjektiv.

Beweis. (1) da (fog)* =g*o f*.
(2) da dann H*(f) = H*(g) nach .
(3) folgt aus (1) unter Verwendung von deg f € Z nach |29.10 |

(4) Sei f nicht surjektiv. Dann ist deg(f) = 0 nach|29.10|, da jedes y € N \ f(M)
reguldrer Wert ist. Direkt sieht man das auch, indem man w € Q™(N) so wiihlt,

da Trgw € N\ f(M) und [y w = 1. Also ist deg f = deg f - [,,w = [, [*w =
J1,0=0. 0

29.12 Igelsatz.
Sei &€ € X(S?™). Dann gibt es ein x € S*™ mit £(z) = 0.

Beweis. Indirekt: Sei £(x) # 0 fiir alle . Dann gibt es eine Homotopie zwis-
chen Identitdt und Antipodalabbildung o (dazu verbinden wir z mit —z lings des
GroB(halb)kreises in Richtung &(x)) und somit folgt 1 = deg(id) = deg(o) = —1

siehe | 29.7 |), ein Widerspruch. O
( : D

29.13 Mayer-Vietoris Sequenz fiir Kohomologie mit kompakten Triger.
Sei M =U UV mit UV C M offen, dann existieren lineare Abbildungen 6y, die
die folgende lange Sequenz exakt machen:

L SHNUNV) M), gRO) @ BE(V) St g oY) e

L g UNY) - HY U)o HEFY(V) - HF' (U UV) —

mit den Inklusionen iy : U - UUV, 1y : V <> UUV, jy : UNV — U und
Jv : UNV — V wobei die Abbildungen iy;, ji;, etc. durch Fortsetzen mit 0 gegeben
sind.

Vgl. die mit .
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Beweis. Wegen geniigt es die Exaktheit von
0= QXUNV) = QLU Qi(V) = QEUUV) =0

zu zeigen. Offensichtlich ist die erste Abbildung injektiv. Die zweite is surjektiv,
denn w = hyw+hyw, wobei {hy, hy } eine Partition der 1 sei, welche {U, V'} unter-
geordnet ist. Die Zusammensetzung ist offensichtlich 0, und falls 7, (w1 )+41, (w2) = 0
ist, so ist Trgwy = Trg(ipwi) = Trg(if,ws) = Trgws, also w = wi|uny € QFUNV)
und jj;(w) = wy und ji, (w) = —ws. O

29.14 Bemerkung.

Die Kohomologie H} mit kompakten Tréger ist viel schwerer auszurechnen als H*,
da das Homotopie-Axiom fiir sie nicht gilt. Z.B. ist R™ Homotopie-dquivalent zu
{0} und H?({0}) = H°({0}) = R aber H?(R™) = {0}, denn jedes f € C>°(R™)
mit df = 0 mufl konstant und somit gleich 0 sein. Ein anderes Beispiel ist H2(S! x
R) = R, da der Zylinder S* x R orientierbar und 2-dimensional ist, aber H2(S!) =
H2(SY) = {0}.

29.15 Theorem. Die exakte Sequenz eines Paares.
Sei N C M eine kompakte Teilmannigfaltigkeit. Dann ezistiert eine lange exakte
Sequenz in der Kohomologie:

... —HF(M\ N)— HF(M) — HF(N) -2
ey MY M\ N) — HMY (M) — HMY(N) — .

Beweis. Beache, dafl
0 — QF(M\ N) = QF (M) 2% QF(N) — 0

nicht exakt bei QF(M) ist, denn Kerincl® enthilt alle w € QF(M) welche auf N
verschwinden, wihrend das Bild des Erweiterungsoperators QF(M \ N) < QF(M)
aus jenen w € QF(M) besteht, welche auf einer Umgebung von N verschwinden.
Deshalb ersetzen wir Q’g(N) = Qk(N) durch Qk(N C M), den Raum der Keime
auf N C M von glatten k-Formen. Also Q*(N C M) := oy Q¥(U)/ ~, wobei
U die offenen Umgebungen von N in M durchlduft und w; ~ wy & w; = wy auf
einer Umgebung von N in M.

Dann ist
0— QF(M\ N) = QF(M) -2 OF(N C M) =0
offensichtlich exakt.
Aus folgt nun die Existenz einer langen exakten Sequenz in der Kohomologie:

.= HFY(M\ N) — H¥(M) — H*(Q*(N € M)) 2 HFHY(M\N) - ...

Bleibt H(Q*(N € M)) = H(N) zu zeigen: Sei dazu p: M D U — N eine tubulére
Umgebung nach [68, 62.9], d.h. U ist offen in M und p diffeomorph zu einem
Vektorbiindel iiber N. Wenn wir eine Metrik g auf p : U — N wihlen, so sind die
Mengen U, := {¢ : g(£,€) < 2} eine Umgebungsbasis von N und 0* : H*(U;) —
HF(N) ein Isomorphismus, da U, Homotopie-siquivalent zu N ist. Einschrinken
OF(N C M) — QF(N) induziert eine Abbildung H¥(Q*(N C M)) — HF(N).
Diese ist surjektiv, denn die Zusammensetzung mit H*(U;) — H*(Q*(N C M)) ist
ein Isomorphismus. Sie ist auch injektiv, denn sei [w] € Q¥(N C M) geschlossen mit
w € QF(U;) und w|y € QF(N) exakt. Dann ist 0 = [w] € H*(U;), da incl*([w]) =
[w|n] = 0, also w exakt und damit auch [w] € QF(N C M) exakt, also verschwindet
die Kohomologieklasse [[w]] von [w] in H*(Q*(N C M)). O
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29.16 Folgerung.
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit kompakten Rand OM . Dannn existiert eine lange
exakte Sequenz:

... =HF(M\ OM) — HF¥(M) — HF(0M) 2=
ey gRY M\ OM) — HETY(M) — HEY(OM) — ... O

29.17 Folgerung.

R firk=m

R .
firk#m >0

1. Beweis. Wir wenden auf den abgeschlossenen Einheitsball M C R™ an.
Dann ist M\ OM = R™ OM = S™ ! und H¥(M) = H*(M) = H*({*}) = {0} fiir
k > 0 und somit liefert fir £ > 0 die exakte Sequenz

0 — HF(§™™1) 2y gHFFLR™) 0

mit Anfang
0—R— H(S™1) oy HL(R™) -0

wegen HO(R™) = {0}, siehe | 29.14 |. Daraus folgt
26.5.13 {R firl<k=m

Hk<Rm) _ Hk—l(sm—l)
¢ 0 firl<k#m

und

R firm=1

0 firm>1 0O

HR™) - {

2. Beweis. (k = 0) haben wir in | 29.14 | schon eingesehen.

(0 < k < n) Es sei w € QF(R") mit dw = 0. Nach dem Poincaré-Lemma existiert
ein n € QF~1(R™) mit dn = w. Sei B ein abgeschlossener Ball mit Trgw C B. Fiir
k = 1 ist also n auBerhalb B konstant, sagen wir ¢, und somit n — ¢ € Q?~}(R")
mit d(n —c¢) = dn = w. Ist k > 1 so ist jedenfalls n|g~\ g geschlossen und, wegen
R™\ B = R™\ {0} und H*~1(R™\{0}) = H* (8"~ 1) = {0} nach[26.5.13 ], existiert
ein A € Q" 2(R"\ B) mit d\ = n|gn\ 5. Sei f € C®(R™,R) mit f =1 auf R"\ 2B
und f = 0 auf einer Umgebung von B. Dann ist f A\ € Q¥~2(R") wohldefiniert und
n—d(f A) € Q*~1(R") hat kompakten Triger in 2B mit d(n—d(f \)) =dn =w. O

29.18 Vorbereitung fiir den verallgemeinerten Jordanschen Kurvensatz.
Sei M C R™*! eine kompakte zusammenhingende Hyperfliche. Wir wollen zuerst
zeigen, dal R™*1\ M mindestens 2 Zusammenhangskomponenten besitzt. Sei dazu
vorerst M orientiert. Fiir p ¢ M ist die Windungszahl von M bzgl. p definiert durch
1
Iz = pll
Es ist wys konstant auf den Zusammenhangskomponenten von R™*! \ M: Sei
némlich ¢ — p(t) eine Kurve in R™*\ M, dann ist ({,x) — 70 (z) eine Ho-
motopie und somit ¢ + deg(rp)|ar) = war(p(t)) konstant. Bis auf einen Diffeo-
morphismus (mit kompakten Triiger) ist 0 € M und M nahe 0 durch eine Hyper-
ebene v gegeben. Wir behaupten, dafl w,(M) — w,(M) = %1 fiir p, ¢ nahe 0 auf
verschiedenen Seiten von v und somit hat R™*1\ M mindestens zwei Zusamm-
nehangskomponenten. In der Tat ist ¢ + 74, |as\ {0} eine Homotopie und fiir x € vt

wn(p) = deg(rp|ar), wobeiry @ x+— (x—p), M—S™
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mit ||z|| < § ist das Bild eine Polkappe um v die fiir ¢ = 0 zum Aquator degeneriert
und dann in die andere Polkappe mutiert.

0

Erweitern wir diese Homotopie auf ganz M indem wir die Bilder von Punkten nahe
0 konstant nahe dem Pol v halten und die iibrigen Punkte nicht in die Nahe der
Pole gelangen lassen, so werden Punkte nahe dem Pol —v nicht mehr getroffen. Sei
nun y nahe —v ein regulirer Wert fiir r4,,. Dann besitzt der Endwert (¢ = 1) der
Homotopie ein Urbild 2 nahe 0 weniger als r, und somit ist wps(—v) = wpr(v) +

sign, (r—,) = war(v) £ 1 nach | 29.10 |

Sei nun M und N kompakt zusammenhéngend aber nicht notwendig orientierbar.
Wir definieren den mod-2 Grad von f : M — N durch deg,(f) := > 1€
Zo :=17/(2Z), wobei y ein regulirer Wert von [ sei.

zef~1(y

Wir miissen zeigen, daf3 diese Anzahl modulo 2 nicht von der Wahl von y abhéingt.
Seien dazu vorerst fy und f; glatt homotop vermoge H : [0,1] x M CRx M — N
und y ein reguldrer Wert von fy und f;. O.B.d.A. ist H(t,z) = fi(z) fiir ¢ nahe
i € {0,1} (Ersetze H durch (t,z) — H(h(t), ) mit h konstant nahe 0 und nahe 1).
Nach dem Beweis von sind alle Werte nahe reguldrer Werte selbst regulér
(und haben die gleiche Anzahl von Urbilder). Somit diirfen wir (wegen dem Satz
von Sard) annehmen, dafl y ein regulirer Wert von H und damit auch
von fo und f; ist. Damit ist H~'(y) eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von
R x M die {0,1} x M transversal schneidet. Die Spur H~!(y) N[0, 1] x M ist somit
eine disjunkte Vereinigung von endlich vielen zusammenhéngenden kompakten 1-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand C 9([0,1] x M) = {0, 1} x M und somit
ist die Gesamtanzahl der Randpunkte {(i,z) : i € {0, 1}, fi(z) = y} gerade, also ist

Z 1=- Z 1= Z 1 mod 2

zefy H(y) cefi () zef(y)

Sind nun yy und y; beides regulire Werte von f, dann existiert eine Diffeotopie
hi von N (d.h. ein Diffeomorphismus der mittels einer Homotopie bestehend aus
lauter Diffeomorphismen mit der Identitdt verbunden werden kann) mit kompakten
Tréger die yo auf y; abbildet (die Aquivalenzklassen von Punkten bzgl. Diffeotopien
sind offen: betrachte den Fluf3 Flf des Vektorfeld € = f - % mit geeigneten f mit
kompakten Triiger) und somit ist hy o f ~ f und y; regulidrer Wert von hy o f und
von f, also nach dem zuvor Gezeigten |f~*(yo)| = |(h1 0 f) " (y1)| = |f~1(y1)| mod
2.

Wenn wir die Windungszahl wy,(p) € Za nun wie zuvor aber mit deg, anstelle von
deg definieren, so kénnen wir den Beweis wie oben fithren und erhalten w,(M) #
wq (M) fur Punkte lokal auf verschiedenen Seiten von M.

29.19 Verallgemeinerter Jordanscher Kurvensatz.

Sei M C R"! eine kompakte zusammenhingende Hyperfliche. Dann ist M ori-
entierbar und R" "1\ M hat genau 2 Zusammenhangskomponenten und M ist der
Rand beider. Inbesonders gilt dies fiir M = S™.

Beweis. Die Kohomologiesequenz des Paares M C R™™! ist wegen |29.17

H?(Rnﬂ) — H™(M) 8, Hngl(RnJrl \ M) — H3+1(Rn+1) _ H”H(M)
— ——
=0 =R =0
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Somit ist dim H™ (M) 4+ 1 nach die Anzahl der (nach mindestens 2)
Zusammenhangskomponenten von R"*1\ M. Also ist dim H"(M) > 1 und damit
M orientierbar, also dim H"(M) = 1 nach und damit hat R™*!\ M genau
2 = dim H"(M) 4 1 Zusammenhangskomponenten.

Da nach den Argumenten aus |29.18 | nahe x € M Punkte in jeder Zusammen-
hangskomponente von R™*1\ M sind, ist M der Rand jeder Komponente. O

29.20 Folgerung.
Weder die projektive Ebene noch die Klein’sche Flasche lGf$t sich als Teilmannig-
faltigkeit von R3 realisieren.

Beweis. Andernfalls wiren sie nach | 29.19 | orientierbar. O

29.21 Beispiel.

Selbst fiir orientierbare zusammenhéngende 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten M
mufl H* (M) nicht endlich dimensional sein. Sei z.B. U := C\Z C R? und V C C die
Vereinigung der offenen Bélle um alle z € Z mit Radius % Dann ist UNV ~ |J, S*

und somit liefert die Mayer-Vietoris | 26.3.4 | Sequenz
0— H (U)& {0} - HY(UNV) 0.
Alsoist HY(U) 2 HY(UNn V)= H' (U, S") =], R = RZ

29.22 Definition.

Analog zur Poincaré-Dualitit H*(M) — H™ *(M)* fiir kompakte zusammen-
hiingende orientierbare M koénnen wir H*(M) — H™~*(M)* fiir allgemeine zusam-
menhiingende orientierbare M definieren. Dazu sei das CUP-PRODUKT U : H¥ (M) x
HI(M) — HFtI(M) definiert durch [a] U [8] := [a A 8] und die POINCARE-
DuaLITAT H*¥(M) — H™ *(M)* die vermoge H™(M) = R induzierte lineare
Abbildung,.

Eine TRIANGULIERUNG ist eine endliche Familie von diffeomorphen Bildern {c; : i}
des STANDARD m-SIMPLEX A,, := {z € R : Vi : 2" >0, Y ,2° = 1}, s.d.
oiNo; #0 = o0;Noj ist eine k-Seite von o; und von o;, wobei eine k-SEITE das
Bild der Teilmenge von A, ist, die durch 0-Setzen von m — k vielen Koordinaten
entsteht. Man kann mit einigen Aufwand zeigen, dafl jede glatte Mannigfaltigkeit
eine Triangulierung besitzt, siehe [90] oder [119].

6

1

3

Eine Triangulierung der projektiven Ebene und des Mdbiusbandes
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29.23 Proposition.
Sei M eine zusammenhdngende orientierte Mannigfaltigkeit. Dann ist die Poincaré-
Dualitit ein Isomorphismus H*(M) — H™ k(M)*.

Beweis (fiir triangulierbare Mannigfaltigkeiten). Falls M = U U V ist mit
offenen U und V, s.d. der Satz fiir U, V und U NV gilt, so folgt aus der Mayer-
Vietoris Sequenz und der dualen der Mayer-Vietoris Sequenz fiir
kompakte Triager

HY U)o HF-Y(V) = HY(UNV) = H*(M) - H*(U)® H*(V) = H*UNV)

! o |

HEPHU) @ HEPH(V)* = HEP U N V) = Hy(M)* = H(U)* @ Hi(V)* = H{(UNV)*

mittels nachstehenden 5-er Lemma | 29.24 | der Satz fiir M selbst, denn wie Aufgabe
[74, 40] zeigt kommutiert das Diagramm und die duale einer exakten Sequenz ist
(wie man leicht zeigt) ebenfalls exakt.

Um dies fiir einen Induktions-
beweis zu nutzen wihlen wir
auf jedem Seitensimplex der Sim-
plexe der Triangulierung einen
“inneren” Punkt, z.B. den Schw-
erpunkt. Rekursiv definieren wir
eine Uberdeckung von M durch
disjunkte Vereinigungen Uy of-
fener kontrahierbarer Teilmen-
gen von M wie folgt:

Es sei Uy die disjunkte Vere-
inigung von geeignet gewéhlten
kontrahierbaren =~ Umgebungen
jeder Ecke, die keinen der
anderen inneren Punkte enthélt.

Die Menge U, bestehe dann aus
der disjunkten Vereinigung von
geeignet gewihlten offenen kon-
trahierbaren Umgebungen der
gewihlten Punkte auf den Seiten

der Dimension k. >:< ]
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Explizit kann man das erreichen,
indem man alle Simplexe be-
trachtet, die als Ecken die zu-
vor gewéhlten inneren Punkte
haben, und zwar von aufsteigend
geordneten Seiten eines Simplex
der Triangulierung.

Nun wahlt man U, als die Vere-
inigung aller solcher “offener”
Simplexe die jeweils eine der

urspriinglichen Ecken als Ecke
haben.

Und allgemeiner nimmt man fiir Uy, die Vereinigung aller solcher “offener” Simplexe
die jeweils einen der inneren Punkte eines k-Simplexes als Ecke haben.

Offensichtlich ist o C |J;<, U; fiir jeden (abgeschlossenen) k-Simplex o und somit
Uio Ux = M. Weiters ist Uy = |],,, R™ und U, N, ., U; =, S*~ ' x R™ 7+,

Klarerweise gilt die Poincaré-Dualitét fiir R™ (denn Ho(R™) = R = H*(R™)* und
0 sonst) und mittels Induktion folgt, daB sie auch fiir S™ x R gilt (Siehe Aufgabe

(74, 39]). Da H*( (Ujes M; H]GJHk( ;) und HE( (Ljes M. _@JEJH’“(M)
gilt, folgt sie auch fiir Uy ﬁ U i<k Uj und somit mittels Induktlon fiir ;< Uj und
damit auch fiir M = U, gim(ar) Uj- O

andreas.kriegl@univie.ac.at © 24. Juni 2013 193



29.25 29. ANWENDUNGEN DER INTEGRATION AUF DIE KOHOMOLOGIE

29.24 5’er Lemma.
Sei
Al 1 A2 ¥2 A3 ®3 A4 Ppa A5

o Ak

By Y1 B, P2 Bs V3 B, Yq Bs

ein kommutatives Diagramm mit exakten horizontalen Zeilen. Falls alle bis auf den
mittleren vertikalen Pfeil Isomorphismen sind, so ist es auch dieser.

Beweis.
(fs ist injektive)
fzaz =0 =0 =13f3a3 = fipsaz
Ll p3a3 =0

exakt bei Ag 3 as : a3 = paaz
= N =

= 0= fzaz = fzp2azs = Y2 faas

kt bei B
2202 3 bk faas = Piby

f1 surj.

S E|a1:b1:f1a1
= faaz = 1 frar = fapran
Ly G = o1y

exakt bei Ag
- ——— a3z = P20y = Y2101 = O

P1 p2 ¥3

ai as as 0 °
fllﬁ f2i: fsl f4l2
by Y1 f2(a2) P2 0 Y3 0 o

(fs ist surjektiv)

fa surj.

bs === d a4 : faas = P3b3

exakt bei B
S22 foosay = Yy faas = Yathsbs = 0

L2 iay =0

exakt bei Ay Jas:a 03
> 31 a4 = 303

= Y3f3a3 = fapsaz = fias = P3b3
exakt bei B3
p——— S

I by : b3 — fzaz = paby

f2 surj.

—_— E'agtbnggaz
= b3 = fzaz + Paby = faaz + P2 faaz = f3(as + p2a2)

P2 ¥3 P4
° a9 as a4 Y404
lei fai f4l2 f5i:
. by —22 s by — P ey~ 20 0

29.25 Proposition.
Sei KC eine Triangulierung der kompakten Mannigfaltigkeit M und o; die Anzahl
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der i-Simplexe von K. Dann ist

Beweis. Wir verwenden die im Beweis von | 29.23 | konstruieren offene Mengen U, C
M, welche disjunkte Vereinigung von «y vielen Mengen diffeomorph zu R™ sind
und fiir die UxNUJ; ., U; disjunkte Vereinigung oy vieler zu Sh—1y Rm—k+1  gk—1

diffeomorpher Mengen sind. Somit gilt nach fiir die Euler-Charakteristik:
X(UUj)+ak_ (UU)+xUk (UU)er(UkﬁUU)
j<k
(U Uj ) —1)F Doy,

i<k
Also
(Uw) =x(Uu) + -
<k i<k
und damit

—x(U t3) =x@ + 3 (-1Va; = 3 (-1)a;. O

j<m j<m j<m

29.26 Definition. Thom- und Euler-Klasse eines Vektorbiindels.
Sei p : E — M ein orientiertes k-Ebenenbiindel iiber einer m-dimensionalen kom-
pakten orientierten zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit M. Das Cup-Produkt

U: H™(E) x HY(E) - H" (E)=R, [o]U[f] :=[aAfj]
induziert nach ‘ 29.22 ‘ und ‘ 29.23 ‘ die Poincaré-Dualitat

HEE) = H™E) (5] (o> [ and).
E
Da0: M < F ein Deformationsretrakt mit Retraktion p ist, ist H™(E) & H™ (M),
vermége [a] — [p*(«)] und somit
HFE)= H™E)* =~ H™(M)*

o= [ang) = (B b ol [ o)

NachistR > R* > H™(M)*, vermoge 1 — fM<: H™(M) =R, [7] — fM’y)

Somit existiert eine eindeutige Klasse U(p) = [r] € HF(E), die sogenannte THOM-
KLASSE des k-Ebenenbiindels p, mit

/p*(v)/\T:/ 7 fiir alle [y] € H™(M).
E M

vermoge

Die EULER-KLASSE x(p) € H¥(M) des k-Ebenenbiindels p ist dann als

x(p) :==0"(U(p)) = s"(U(p))
definiert, wobei 0 : M < E der 0-Schnitt bzw. s ein beliebiger (klarerweise dazu
homotoper) Schnitt von p ist.

Falls p : E — M einen nirgends verschwindenden Schnitt s besitzt, so ist x(p)
(K -$)*(U(p)) = 0, wobei K so grof§ gewiihlt wurde, daf§ Bild(K - s) N Trg(r) =
fiir [7] = U(p).

0
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29.27 Proposition.

Sei M eine zusammenhdngende kompakte orientierte m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei weiters p: E — M ein orientiertes k-Ebenenbiindel, E, seine Faser fiir
xr € M und j, : E, — E die Inklusion.

Dann ist die Thom-Klasse U(p) = [r] das eindeutige Element aus HF(E) mit
Jg, Js(T) =1 fir allex € M,

Beweis. Es sei U = [r] € H¥(E) die Thom-Klasse von p. Sei weiters u € Q™ (M)
mit [,, u =1, dann ist [, p*(u) AT = [, # = 1 nach Definition von U. Sei nun
W = R™ eine offene Teilmenge von M fiir welche E|y trivial ist, also 0.B.d.A.
Elw = W x R¥ und p = pr; sowie j, : v + (x,v). Dann existiert ein K > 0 mit
Trg(7],-1w)) €W x {v: |lv|| < K} und sei vorerst Trg(u) € W. Die Kontraktion
von W auf x € W induziert eine glatte Homotopie H : W x R* x I — W x RF
mit Hy = id und H; = (konst,, pry) = j, o pry. Es gilt Trg(H*7) C H~Y(TrgT) C
{(y,v,t) : |Jv|| < K}. Damit ist Trg(A) C {(y,v) : |lv]] < K} fiir X := ([J ote 0
H*)(1) € QW x RF) und damit nach dem Beweis des Homotopie-Axioms

(Ja © Pro)* T — 7 = (H1)"(7) — (Ho)"(7) = dA.
Somit ist (vgl. mit dem Beweis von oder siehe Aufgabe [74, 38])

/ p*(u)AT:/ pr’{uAprSJ';T*/ pr’{uAd/\:/ u'/ JuTs
W xRk W xRk W xRk w RF

denn pri p A dX = +d(pri p A X) und damit [i, e PrfpAdA =% [, e d(pri pA
A) = 0. Folglich ist ka J=7 unabhéngig von € W und wir bezeichnen diesen Wert
mit [, j*7. Aus [pp*(u) AT = 1 und [, p = 1 folgt [, j*7 = 1 nun mittels
Partition der 1, d.h. U hat die gewiinschte Eigenschaft.

Nun zur Eindeutigkeit: Wegen H*(E) = R gilt U’ = cU fiir jedes andere U’ €
HF(E) mit einem ¢ € R. Hat dieses auch die geforderte Eigenschaft so folgt j*U’ =
ji(cU) = ¢j:U und somit folgt ¢ = 1 wegen IET U =1= fET JEU. O

29.28 Definition. Index eines Vektorfelds in einer isolierten Nullstelle.
Sei £ ein Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R™ mit isolierter Nullstelle 0.
Dann ist der INDEX von £ bei 0 definiert durch

indo(€) = deg(r 0f0i: S s U\ {0} =55 R™\ {0} — sm—l),

wobei r(x) = H—il‘x und i : ™71 — U \ {0} die Einbettung einer samt ihrem In-
neren in U \ (€71(0) \ {0}) enthaltenen Sphiire ist. Dieser Index ist invariant unter
Diffeomorphismen: In der Tat, wenn A ein orientierungserhaltender Diffeomorphis-
mus mit h(0) = 0 ist, dann ist

h(tz)

n firt >0
H(z,1) = {h'(O)(w) sonst

eine glatte Homotopie zwischen h und h’(0) lokal um 0, und, da GL, (R™) zusam-
menhéngend ist, ist weiters h’(0) glatt homotop zu id. Somit ist r o & ~ r o h*¢ auf
R™\ {0} nahe 0 und damit deg(ro&oi) = deg(roh*£oi) fiir h*¢ := (Th)"Ltooh.
Um das auch fiir nicht-orientierungserhaltende i zu bekommen gentigt es speziell h :
(', 2™ L a™) s (2b, .. 2™ —2™) zu betrachten. Dann ist h*¢ = h™1o&oh
und somit roh*éoi=roh lofohoi=h"lorofoioh also

deg(roh*¢oi) =deg(h ' orogoioh) deg(ro&oi).
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Das radiale Vektorfeld  — x hat offensichtlich Index 1 bei 0. Allgemeiner hat ein
lineares Vektorfeld £ am R™, welches diagonalisierbar mit k£ negativen und m — k
positiven Eigenwerten ist, Index (—1)*, denn bis auf lineare orientierungserhaltende
Isomorphismen ist es von der Form

(1, Tm) = (=21, o, —Thy Tt 1y - -+, T
und hat eingeschriinkt auf S™~1 Abbildungsgrad (—1)* (e, ist regulirer Wert von
€oi=rofoimit einzigen Urbild e, und det(T,, &|gm-1) = (—1)).

Fiir ein Vektorfeld £ auf einer Mannigfaltigkeit mit isolierter Nullstelle = definieren
wir den INDEX ind, £ als indg & fiir eine Kartendarstellung £ von £ zentriert bei z.

29.29 Proposition.
Sei M eine kompakte orientierte zusammenhingende Mannigfaltigkeit und [u] €
H™M(M) mit [, pn=1. Sei & € X(M) ein Vektorfeld mit nur isolierten Nullstellen.
Dann ist
X(mar s TM — M) = ( Y ind, g) [u] € H™(M).
ze£~1(0)

Beweis. Sei [r] € H¥(TM) die Thom-Klasse von p = w5 : TM — M. Wegen

X(mar) == &€*([r]) nach miissen wir [, £*(1) = 2 zee—1(0) indy € zeigen.
Sei £71(0) =: {x1,...,7,} und U; zu einem abgeschlossenen Ball diffeomorphe
Kartenumgebungen von z;, also TM|y, = U, x R™ trivial. Somit existiert ein
K >0 (0.B.dA. K = 1) mit Trg(r|y;) € {(z,v) : [Jv]| < K} fiir alle i. Durch
eine Homothetie kénnen wir erreichen, daf ||&,| > 1 fiir all = ¢ (J, U; gilt, d.h.
Trg(¢*r) C €1 (Trg7) C UL, U;. Damit ist

| e =i/U £ ()

und es geniigt fU &*(7) = ind,, € zu zeigen. Der Einfachheit halber lassen wir den

Index 7 im Rest des Beweises weg. Im Beweis von | 29.27 |haben wir pr3 ji7—7 = dA
fiir ein A € QU x R™) mit Trg(A) C {(y,v) : ||v]| < 1} gezeigt. Fiir alle y € OU gilt
[I€y1l > 1 und somit A(§,) = 0, also ist

/UE*(T):/Uﬁ*préjiff/UE*dA:/US"‘pij;Tf/OUE*/\:/Uﬁ*przjif

Wegen dem Poincaré-Lemma ist jir = dp fiir ein p € Q" YR™). Fiir
y e U\ {z} sei &(y) = |£(1y)‘§(y). Dann ist |y glatt homotop zu £|gy und somit

/f*pr3j27=/€*pr§dp=/ £*pr§p=/ E*pr§p=/ (pryof)*p
U U ouU ouU L(Sm—1)

:/ (pr2o£ob)*p:deg(ro§OL)-/ p=ind, ¢ -1,
gm-1 s

m—1

denn mit D := {v € R™ : |jv|| < 1} ist

29.27
/ p=/ p:/dp=/j27=/ jiTl'D
Sm—1 oD D D m

29.30 Satz von Poincaré-Hopf.
Sei M eine kompakte orientierte zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und & €
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X(M) ein Vektorfeld mit nur isolierten Nullstellen. Dann ist

x(M) = Z )indff/Mx(ﬂM).

ze&~1(0

Beweis. Fiir € Q™ (M) mit [,, n =1 gilt nach | 29.29 | fiir jedes Vektorfeld ¢
> inda € [u] = x(mm)

ze€£~1(0)

>y )indmsz/M > indgon= [ xm)

ve€=1(0 €€=1(0) M
Es geniigt also eine Vektorfeld £ zu finden mit
X(M)y= > ind;¢&
ze£=1(0)
Wir verwenden dazu eine endliche Triangulierung und wie im Beweis von | 29.23 | auf

jedem Seitensimplex einen “inneren” Punkt. Nach ist x(M) = >t (=1 kay,
wenn «y, die Anzahl der k-Simplexe bezeichnet. Das Vektorfeld mit genau diesen
Punkten als Nullstellen wéihlen wir nun rekursiv auf den k-Simplexen so, daf es die
gewéhlten inneren Punkte als Senken hat.

und somit

Der Index so eines Vektorfelds ¢ ist (—1)* in diesen inneren Punkten der k-Simplexes

nach dem in | 29.28 | Gesagten und somit ist
Y indy =) (-D)Fap =x(M). O
k=0

ze€=1(0)
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