Lie Gruppen
Andreas Kriegl

email:andreas.kriegl@univie.ac.at

250071, WS 2016/2017, Mo. 9%-11' und Do. 9%-10%°, SR 9


mailto:andreas.kriegl@univie.ac.at

Einige Tippfehler wurden mir dankenswerter Weise von Markus Steenbock mit-
geteilt,
Wien, im Februar 2009.

Ein sehr umfangreiche Fehlersammlung verdanke ich Claudio Musmarra.
Wien, im Februar 2011.

Neben Tippfehlern hat mich Rudolf Zeidler auf Fehler in der Formulierung von

und dem Beweis in aufmerksam gemacht.

Wien, im Mai 2011.

andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017 i



ii

andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017



Inhaltsverzeichnis

. Beispiele von Lie-Gruppen

. Lokale versus globale Struktur

. Infinitesimale Struktur

. Infinitesimale versus lokale Struktur

. Untergruppen

. Homogene Réume und Gruppenwirkungen

. Auflosbare Lie-Gruppen und Lie-Algebren

. Halbeinfache Lie-Gruppen und Lie-Algebren
. Weiterfithrendes

© 0 N O Ut = W N

A. Appendix iiber Gruppenerweiterungen
Literaturverzeichnis

Index

38
43
47
58
61
90
114
128
132

143

145

andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017

iii



1.3

1. Beispiele von Lie-Gruppen

1.1 Die GL(m) als erstes Beispiel.

Dazu vorerst ein wenig Notation. Sei E ein euklidischer Raum, also nach Wahl
eines Ursprungs ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum versehen mit einem
skalaren Produkt (|-) : E x E — R. Nach Wahl einer (orthonormalen) Basis
(e;)™, konnen wir E mit dem R™ identifizieren (und das skalare Produkt von
z = (2")"; und y = (y")", ist dann durch (z|y) := > I, 2’ y" gegeben). Mit
L(FE) bezeichnen wir den Vektorraum aller linearen Abbildungen von F nach E
und allgemeiner mit L(E, F') den Vektorraum aller linearen Abbildungen von E in
einen zweiten euklidischen Raum F. Wir schreiben auch L(m,n) := L(R™, R™) und
L(m) := L(R™). Der Vektorraum L(m,n) is bekanntlich m - n-dimensional.

Die Teilmenge der invertierbaren linearen Abbildungen in L(E) bezeichnet man mit
GL(E) :={T € L(E) : T ist invertierbar} = {T' € L(E) : det(T) # 0}.

Offensichtlich ist GL(F) ein Gruppe beziiglich der Kompositionsabbildung p :=
o: L(E) x L(E) — L(FE), die sogenannte ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE (engl.
general linear group; daher die Abkiirzung). Da det : L(E) — R stetig ist, ist
GL(E) = det ' (R\ {0}) offen in L(E), und wir kénnen somit auch Analysis auf ihr
treiben. Da die Kompositionsabbildung bilinear ist, ist sie auch glatt (d.h. C'*).
Aus der Koordinatenbeschreibung der Inversion v : T + T~! kénnen wir auch
auf deren Glattheit schlieBen. Dies geht aber auch einfacher: Es ist v durch die
implizite Gleichung p(T,v(T)) = 1 fir T' € GL(E) eindeutig bestimmt, also nach
dem impliziten Funktionensatz ebenfalls glatt, falls die partielle Ableitung 0> von
w nach der zweiten Variable an jeder Stelle (T,7!) invertierbar ist. Da p in dieser
Variable linear ist, ist Oop (T, S) = w(T, -) : R+ ToR und somit ein Isomorphismus.

Zusammenfassend ist also GL(FE) eine endlich-dimensionale Mannigfaltigkeit, eine
Gruppe, und die Gruppen-Operationen p : GL(E) x GL(E) — GL(E) und v :
GL(E) — GL(FE) sind glatt, kurz gesagt GL(FE) ist eine LIE-GRUPPE.

1.2 Elementares iiber die GL(E).

Offensichtlich ist GL(E) = GL4(FE) U GL_(E) eine Zerlegung in die disjunkten
offenen Teilmengen GLy(FE) := {T € GL(E) : £det(T) > 0}. Dabei ist GL,(E)
eine Untergruppe (in der Tat die Zusammenhangskomponente der 1, wie wir spéter
sehen werden) und die links-Multiplikation mit einem Element Ty € GL_(E) liefert
einen Diffeomorphismus GL, (F) — GL_(E) (siehe auch [Kril6, 6]).

Es liegt GL(E) dicht in L(E), denn sei T € L(F) und sei 0 < s < |A| fiir alle
Eigenwerte A # 0 von T'. Dann ist Ty := T — s 1 invertierbar und Ty — T fiir s N\ 0.

Da die Determinante multilinear in den Spalten (oder auch polynomial in den Ko-
effizienten) ist, folgt ihre Glattheit. Die Richtungsableitung an der Stelle A in Rich-
tung B ist:

det’(A)(B) = &|,_odet(A+tB) = 4|,_odet(A- (1+tA"'B))

t
:%‘t:odet(tA).det(%+A_1B)
d n 1 1 » B
= dile=ot" det(A) - { = + =7 spur(A™'B) + -+ + det(A™'B)

= det(A) spur(A~'B).

1.3 Die Exponentialabbildung exp : L(E) — GL(E).
Bekanntlich kénnen wir durch Logarithmieren aus Produkten Summen machen.
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1.4 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

Dabei ist die Logarithmusfunktion die Inverse der Exponentialfunktion exp : t —
Y oreo %tk, R — Ry € R\ {0}. In der multiplikativen Gruppe GL(E) C L(E)
suchen wir nun ein Pendant exp : L(E) — GL,4(E) C GL(E). Die Reihe Y37 ) &T*
konvergiert fiir jede Element 7' einer Banach-Algebra also auch fiir T € L(F) und
spielt auch eine wesentliche Rolle beim Losen linearer gewo6hnlicher Differentialgle-
ichungen, denn ¢ : t — exp(tT) - = ist die Losungskurve der Differentialgleichung

¢’ =T o ¢ mit Anfangswert ¢(0) = x.

Beachte allerdings, daf im allgemeinen exp(X +Y) = exp(X)oexp(Y’) nicht gilt, es
sei denn X und Y kommutieren miteinander, d.h. X oY =Y o X gilt. Insbesonders
ist ¢ — exp(tT) eine 1-Parameter Untergruppe von G(E) (d.h. ein Gruppenho-
momorphismus R — GL(FE)). In diesen Zusammenhang ist natiirlich interessant
das Zentrum Z(GL(E)) := {T : ToS = SoTV S € GL(E)} zu bestimmen.
Dieses besteht genau aus R\ {0}, denn sei T' im Zentrum, also 70 S = SoT fiir alle
S € GL(FE) und wegen der Dichtheit sogar fiir alle S € L(E). Setzt man nun S(z) :=
(z|z) y fiir fixe z,y € F, so erhilt man 0 = (T'oS—S0T)(2) = (z|z) T(y)—(z|T(2)) v,
also muf} T'(y) linear abhéngig von y sein (setze z := x # 0), d.h. T(y) = A,y fir
Ay € R und somit (z|z) Ay, = (z, A, z) und insbesonders A, = A, fiir z = z # 0.

Weiters ist exp(SoT0S™1) = Soexp(T)oS~! (siehe [Kril6, 1]), d.h. exp vertauscht
mit Konjugieren und ebenso mit Transponieren: exp(T)" = exp(T").

Es gilt det(exp(T)) = P T (siche [Kril6, 3]).

Zwar ist exp’(0) = id und somit exp ein lokaler Diffeomorphismus L(F) — GL(E) C
L(F) und wir haben lokal eine Umkehrfunktion log. Global jedoch ist exp nicht
injektiv (fiir dim £ > 1), denn fir ky, ko € Z ist

2miky 0 ) _ (e 0 11 0 2m\ _,
AP0 omiky) T\ 0 emike ) TEPEW DA _op o ) T

denn
1 1 — . 0 27 (1 1 _ 271 0
2\1 4 —27 0 i —i)  \ 0 —2mi

und auch nicht surjektiv, denn das Spektrum von exp(A) (fir Matrizen in Jor-
dan’scher Normalform) liegt entweder in R, oder besteht aus konjugiert komplexen
Zahlen, also liegt folgende Matrix nicht im Bild von exp:

(01 01> € GL,(R?).

Wir wollen nun aus GL(F) weitere Beispiele gewinnen, dazu benstigen wir Kon-
struktionen aus der Gruppentheorie und dabei insbesonders Gruppenerweiterungen,

siehe Appendix .

1.4 Ax + b-Gruppen

Sei E = F®F' eine Zerlegung eines endlich dimensionalen Vektorraums F in lineare
Teilrdume F und F’. Es seien p und p’ die Projektionen auf F' und F’ mit Kern F’
und F. Jedes T' € GL(FE) hat beziiglich dieser Zerlegung folgende Darstellung

A B
(¢ 1)
wobei A =poT|p € L(F,F),D=p oT|p € L(F',F'), B=poT|p € L(F',F)
und C' = p’oT|p € L(F, F'). Also liiit T den Teilraum F invariant (d.h. T'(F') C F)
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1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.4

genau dann, wenn C' = 0 ist, d.h.

Te {(g‘ f;) A€ GL(F),D € GL(F), B e L(F, F) }.

Wir haben folgende Untergruppen der Gruppe G := GLp(E) := {T € GL(E) :
T(F)C F}:

> A€ GL(F),D e GL(F’)} ~ GL(F) x GL(F")
) . D € GL(F'),B ¢ L(F’,F)}

A B
0

1) A€ GL(F),B ¢ L(F’,F)}

Dual haben wir die folgenden Gruppen-

G Epimorphismen, die jeweils durch Ersetzen
der entsprechenden Eintragungen durch die
neutralen Elemente 1 bzw. 0 gegeben sind

Gr,a Ie.
ﬂ>< Xﬂ =
Gayp Ga,a Gy.q
g {/ - Jo-o
D=1 A=1
{1} G, Gq

1 Gy C G Ga.d 1
1 Gp.a© G G, 1
1 Gap © G Ga 1
1 Gy € Gha Ga 1
1 Gy € Gap Ga 1,
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1.6 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

Die natiirlichen Inklusionen der rechtsstehenden Gruppen liefern Schnitte zu den
Projektionen. Und somit erhalten wir mit semidirekte Produkte

G2GyX Gua X L(F',F) x (GL(F) x GL(F"))
G2 Gpgx Gy 2 Gpyx GL(F)
G2 Gup X Gqg=Gayp X GL(F')
Gpra 2 Gy x Gg 2 L(F',F) x GL(F")
Gap 2 Gy x G, 2 L(F',F) x GL(F),
Wegen

A B\ (A B\ (A B\ ' _[(AA AB'+BD'\ (A"' -A"'BD™
0 D 0 D 0 D L0 DD’ 0 D1
(Axa (A(B’fA’Ale)qLBD’)D*l
0 DD'D™!
lassen sich die entsprechenden Wirkungen leicht angeben.

Wenn wir als £ = F' x R wihlen, dann heifit die Gruppe G4 jener T € GLp(E)
die auf {0} x R als Identitidt wirken auch die Az + b-Gruppe, denn sie ist gerade
die Gruppe der affinen Abbildungen. Der affinen Abbildung = — A x4+ b wird dabei

die Matrix
A b
0 1

zugeordnet. Man beachte, dafi dies als Mannigfaltigkeit F' x GL(F) ist, aber die
Multiplikation komplizierter, nimlich die des semidirekten Produkts F' x GL(F)
ist, siehe [Kril6, 6].

1.5 Flaggen

Es sei F: {0} = Fy C Fy C --- C F,, = E eine aufsteigende Folge von Teilrdumen
(eine sogenannte Flagge). Dann ist GLx(E) := {T € GL(E) : T(F;) C F;} eine
Lie-Gruppe, denn sei F} := FJ»J;1 NF; = F;/F;_1,s0ist T € GLr(E) genau dann,
wenn es beziiglich der Zerlegung

E=F @& - -®F)

die Form
T171 . Tl,n
0 o
0 0 Thn

hat mit 7 ; € GL(F}) und T;,; € L(F], Fj) fiir j < [. Dies ist das prototypische

Beispiel einer auflésbaren Lie-Gruppe falls dim Fj, = k fiir alle k, siehe [Kril6, 10].
Eine Gruppe heifit AUFLOSBAR, falls sie durch endlich viele Erweiterungen aus
Abelschen Gruppen gewonnen werden kann.

1.6 Nilpotente Gruppen

Wir kénnen noch die Untergruppe jener Abbildungen betrachten, die auf F]’ =
F;/F;_; als Identitit wirken, d.h. in der Diagonale lauter Identitéten haben. Das
ist ein prototypisches Beispiel einer nilpotenten Gruppe, wenn dim Fj, = k fiir alle
k.
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1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.7

Eine Gruppe heifit NILPOTENT, falls es durch endlich viele zentrale Erweiterungen
(siehe ) aus den Abelschen Gruppen gewonnen werden kann.

Ein Spezialfall ist die HEISENBERGGRUPPE, die wir zuerst in anderer Form (siehe
[Kril6, 7]) beschreiben als

wobei b eine symplektische Form (d.h. b : Ex E — R is bilinear, schief-symmetrisch
und nicht degeneriert, siehe ) ist. Es ist (z,t)7! = (—z, —t). Wieder ist H als
Menge das Produkt der beiden (abelschen) Gruppen E und R. Diesmal ist es nicht
ein semidirektes Produkt, sondern eine zentrale Erweiterungl - R - H — F — 1,
die durch den Zykel b gegeben ist. Man kann H aber auch als Matrizengruppe
beschreiben, wenn wir 0.B.d.A. E := F @ F setzen und b(x1,y1; 22, y2) := (T1,y2) —
(x9,y1) wihlen (wir werden in zeigen, daf} jede symplektische Form von dieser
Gestalt ist) und F' = F* via z — (z, ) verwenden.

1 z* ¢
H={|0 1 y|:2*eF yeF teRY CGL[Rx FxR)
0 0 1
é qi % t reF z*=(z,)
= 00 1 - yeF y = (y,) p CSp(Rx F x F xR)
00 0 1 tek

Der zweite Isomorphismus ist gegeben durch

1 x* y* t
0 1 0 Yy . x* = <Jf,7>
(z,y,t) = T(x,y,t) := mit .
0 0 1 —T Yy o= <y, 7>
0 0 0 1
und hat Werte in Sp(R x F x F x R) beziiglich der
symplektischen Form 00 0 -1
b(ti, x1,y1, 513 t2, T2, Y2, 52) i= t1S2 —tasS1+T1y2 —Toy1, J.— 8 (1) _01 8
denn diese ist durch die Matrix J gegeben und - wie 1.0 0 0

man leicht nachrechnet - gilt T'(z,y,t)' JT(z,y,t) = J.

Der erste Isomorphismus ist durch

1oz* (t+2%(y))/2
(z,y,t) = T(z",y,t):= [0 1 y
0 0 1

gegeben (siehe [Kril6, 9]).

Nachdem wir nun einige “auflésbare” Gruppen kennengelernt haben, wollen wir uns
den “halbeinfachen” zuwenden.

1.7 Spezielle lineare Gruppe.

Diese ist definiert durch
SL(n) :={T € L(n,n) : det(T) = 1} C GL(n).

Also ist sie durch die Gleichung det(T) = 1, bzw. f(T) = 0 gegeben, wobei
f: L(n,n) — R die Funktion f(7T') := det(T) — 1 ist. Wir behaupten, daf diese
Gleichung regulir ist, d.h. die Ableitung der Determinantenfunktion surjektiv ist.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2017 5



1.9 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

Da die Determinante multilinear in den Spalten (oder auch polynomial in den Ko-
effizienten) ist, folgt ihre Glattheit. Die Richtungsableitung von det an der Stelle A

in Richtung B ist nach :
det’(A)(B) = det(A)spur(A~'B).

Dies zeigt die Surjektivitit von det’(A) und damit auch die Regularitit von det.
Ohne die gesamte Ableitung det’(A4) : L(R™,R™) — R zu berechnen, kann man
kiirzer auch so vorgehen:

det’(A)(A) = L], _odet((1+t)A) =n(l+1t)" '|;=o det A = ndet A.
—_—
(14)" det A

Folglich ist det’(A) surjektiv und SL(R™) eine Mannigfaltigkeit der Dimension
n? —1.

1.8 Bemerkungen zur SL(F).

Die kurze exakte Sequenz SL(F) — GL(E) iy (R4, -) splittet via dem Gruppen-
Homomorphismus s : Ry — GL,(E), t = {/t-1 dessen Bild mit ganz SL(E)
kommutiert. Nach ist somit GL4 (F) =2 SL(E) xRy als Lie-Gruppen vermége
(T,t) — VtT.

1.9 Orthogonale Gruppe.

Sie ist definiert durch (siehe auch [Kri07, 1.2]):
O(n) :={T € GL(n,n) : T" o T =id} = {T € GL(n,n) : (Tz, Ty) = (x,y)V =, y}.

So wie in Beispiel wollen wir nun zeigen, dafl die Ableitung fiir die quadratis-
che — daher auch glatte — Funktion f : GL(n) = Lsym(n,n) mit f(T):=T'oT =
komp(T*,T) surjektiv ist. Zu diesem Zweck, berechnen wir zuerst die Ableitung:

f(T) S =Xkomp(S",T) + komp(T*,S) = S"o T +T"0 S.

Die Dimension von Lgym(n,n) ist offensichtlich @ Fir ein R € Lgym(n,n)
existiert ein S € L(n,n) mit S*oT +T"0S = R, denn (S*oT) + (S*oT)! = R fiir
StoT =1iR, dh. S= (S = (3RoT~ 1)t = (T")"'LR. Folglich ist f surjektiv,
und somit O(n) eine Teilmannigfaltigkeit von L(n,n) der Dimension dim(O(n)) =
nz . n(n2+1) _ n(n2—1)_

Beachte, dafl det(T) = +1 aus 1 = det(1) = det(T'T) = det(T)? fiir T € O(n) folgt.
Somit ist O(n) = SO(n) X Zg, wobei SO(n) := O(n) N SL(n) = O(n) N GL4(n)
eine offene Untergruppe von O(n) ist.

Gramm-Schmidt Orthonormalisierung:

Wir wollen nun den Quotienten GL(n)/O(n) beschreiben. Beachte dazu, dai O(n)
kein Normalteiler ist. Nach wére es wiinschenswert eine “Projektion” von
GL(n) auf O(n) zu finden. Das Gramm-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren
(angewandt auf die Spalten der Matrizen aus GL(n)) liefert uns das Gewiinschte:
Sei (e;) die standard-Orthonormalbasis, T' € GL(n) und f; := T(e;) =: > ex T} .
Wir wenden nun das Orthonormalisierungsverfahren auf f; an und erhalten eine
Orthonormalbasis f; mit f =37, f; D{; mit Dj > 0 und Di =0 fir j > k. Es
sei S die orthogonale Abbildung S(e;) := f; =: > ex Sf. D.h. S = Do T, wobei
D die Abbildung ist, die f; auf fJ’ abbildet. Also gilt

YoenSf=Sle;)=fi= fiDj=> > eTfDj=3% ey TFDj
k 7 7 k k 7
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1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 1.10

Somit ist S¥ = Y7, TF Di, bzw. [T] = [S][D]!, wobei [S] € O(n) und [D] eine
obere Dreicksmatrix mit nur positiven Eigenwerten ist. Beachte, dal D und damit
auch S glatt von T" abhéngt.

Diese Zerlegung ist eindeutig, da der Durchschnitt der entsprechenden beiden Un-
tergruppen {1} ist.

Wir haben somit gezeigt:

Iwasawa-Zerlegung fiir GL(n).
Es ist o : O(n) x Dy(n) — GL(n) ein Diffeomorphismus, wobei Dy (n) C GL4(n)
die auflosbare Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit nur positiven Eigenwerten

ist. Folglich haben wir im Sinne von die Sequenz
O(n) = GL(n) - D4 (n),

wobei wir hier linke O(n)-Nebenklassen betrachtet haben, und ein Schnitt durch die
Inklusion Dy (n) — GL(n) gegeben ist.

Da T ~— T~ ein Gruppen-Antiisomorphismus ist, ist D, (n) auch isomorph zu den
rechten Nebenklassen.

Beachte, dafl K := O(n) eine kompakte Gruppe ist, denn fir 7' € O(n) ist 1 =
|T*T|| = ||T||? (siehe [Krilda, 7.1]) (also O(n) C L(n) beschréinkt und abgeschlossen).
Die Untergruppe D4 kénnen wir auch weiter zerlegen in Dy = A - N, wobei A
die Abelsche Gruppe der Diagonal-Matrizen mit positiven Eigenwerten und N die

nilpotente Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit 1 als Diagonaleintragungen ist.
Somit ist Dy = N x A. Insgesamt haben wir G := GL(n) in G = K - A- N zerlegt.

Beachte weiters, daf dies auch Zerlegungen GL (n) = SO(n)-Dy(n) und SL(n) =
SO(n) - (SL(n) N D4(n)) liefert.

Das Verfahren funktioniert genauso fiir noch zu behandlenden Gruppen SU(n) C
SLc(n) und Q(n) C SLg(n).

Es ist Dy(n) = (Ry)™ x R*»=1/2 = Rr(»+1)/2 a5 Mannigfaltigkeit und somit
kontrahierbar, d.h. O(n) ist ein Deformationsretrakt von GL(n) und es geniigt
somit fiir viele topologische Fragen (insbesonders homotopietheoretischer Natur)
die Untergruppe O(n) (bzw. SO(n)) zu studieren.

SO(n). Diese Gruppe wirkt offensichtlich auf R™. Der Orbit durch einen Punkt
xo € R"\ {0} ist {x € R" : b(z,z) = b(wg,z0)} = S"1: In der Tat kénnen wir
(fiir n > 2) sowohl x als auch z( zu einer positiv orientierten Orthonormalbasis
erginzen (erginze zu irgendeiner Basis und wende das Gramm-Schmidt Verfahren
an), und der Basiswechsel gehort dann zu SO(n). Insbesonders wirkt also SO(n)
transitiv auf S"~! und die Fixgruppe bzgl. 1 = (0,...,0,1) € S™~! ist isomorph
zu SO(n — 1) (denn T 148t dann auch 1+ = R™~! invariant), d.h. wir haben nach

die Sequenz:

SO(n — 1) = SO(n) —» S"~ 1,

1.10 Folgerung.

SO(n) und GL4(n) sind zusammenhingend und sind somit die Zusammenhangskom-
ponenten von 1 in O(n) bzw. GL(n). Das Zentrum von SO(n) ist {+1} falls n > 2
gerade ist und {1} falls n ungerade ist.

Beweis. Sei H eine zusammenhingende Untergruppe von G und G/H auch zusam-
menhédngend. Dann ist auch G zusammenhéngend, denn sei G = U UV mit nicht-
leeren offenen U und V. Somit G/H = n(U) U w(V) mit nicht-leeren offenen 7(U)
und 7(V) (denn 7~ (n(U)) = UH = U,y Uh). Da G/H zusammenhéngend ist,

andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2017 7



1.11 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

existiert ein 7(g) = g H € 7(U) N7(V). Der zusammenhéngende Raum gH 2 H is
Vereinigung der nicht-leeren (¢gH = 7~ *(n(g)) C 7~ Y(n(U)) =UH = gHNU # ()
offenen Mengen gH NU und gH NV, also D A gHNUNgHNV CUNV, was zu
zeigen war.

Mittels Induktion folgt nun aus der Sequenz SO(n — 1) < SO(n) — S™~! daB
SO(n) zusammenhingend ist und wegen der Iwasawa-Zerlegung auch GL (n).

Ein direkter Beweis, dafl SO(n) wegzusammenhéngend ist geht wie folgt: Es lafit
sich T € SO(n) C L¢(n) diagonalisieren mit Eigenwerten von Betrag 1. Da die
nicht-reellen Eigenwerte paarweise konjugiert zueinander sind, kénnen wir eine Ba-
sis so finden, daf§ T' Blockgestalt mit Blocken (+1) mit gerader Anzahl von —1’ern

oder ( lezg?;) zg;((g)) ) hat und somit offensichtlich in die Identitét deformiert werden

kann.

Zum Zentrum: Jeder lineare Teilraum F' C R™ der Kodimension 2 ist Fixpunkt-
menge Fix(T) := {z : Tz = z} eines T € SO(n) (ergénze die Identitdt auf F' durch
eine Drehung auf der orthogonalen Ebene F*, siehe auch ) Sei S im Zentrum
Z(SO(n)) und Tz = z. Dann ist S(z) = S(T'(z)) = T(S(x)), also S(z) ein Fix-
punkt von T, d.h. S(Fix(T)) C Fix(T). Da jede Gerade ¢ durch 0 Durchschnitt aller
Ebenen der Kodimension 2 ist (fiir n > 2), die ¢ enthalten, ist S(¢) C ¢, also jedes
x # 0 ein Eigenvektor, und somit sind alle Eigenwerte von S gleich und folglich
S = +1, wegen det(S) = 1. O

1.11 Polarzerlegung.
Wir wollen nun einen zweiten Schnitt und damit eine weitere Beschreibung des
Quotientenraums der Sequenz

O(n) = GL(n) - GL(n)/O(n)

geben. Wir haben O(n) in als f~1(id) definiert, wobei f : L(n) — S(n) :=
Lsym(n,n) = {T : T* = T} durch f(T) := T'T gegeben war. Fiir T € GL(n)
hat f Werte in der offenen Teilmenge S (n) := {T € S(n) : T ist positiv definit}
von S(n), denn (T'Tx,z) = (Tx,Tx) = ||Tz||* > 0 fiir alle z # 0. Es ist f
konstant auf linken O(n)-Nebenklassen, denn aus RT = Ty mit R € O(n) folgt
f(Th) =T'R'RT = T'T = f(T). Diese Nebenklassen sind genau die Niveaufldchen,
denn sei umgekehrt f(77) = f(T), dann ist 7} = RT mit R := 717! und R'R =
(T~ T~ = (T-Y) f(T)T~ = (TN f(T)T-) = (T-YWITT! = 1, also
R € O(n) und damit O(n) - T3 = O(n) - T.

Ist die Inklusion S, (n) < GLy(n) ein Rechtsinverses zu f?
Dazu miifite 7' = T'T = T? fiir alle T' € S, (n)

sein, was offensichtlich nicht der Fall ist. Aller-  O(n) = GL(n) Iy S (n)
dings koénnen wir mittels Spektraltheorie aus

T'T die eindeutig bestimmte Wurzel S € S, (n) j v l
mit S? = T'T ziehen, und fir T € S (n) ist

id
diese gerade T S4(n) > S, (n)

Behauptung: T+ T2, S, (n) — S;(n) ist ein Diffeomorphismus.

Glattheit ist klar. Surjektivitdt folgt mittels Spektraltheorie, denn T ist nach Vo-
raussetzung orthogonal diagonalisierbar, d.h. es existiert ein R € O(n) s.d. A :=
RTR™! eine Diagonalmatrix mit notwendigerweise ausschliefllich positiven Eigen-
werten \; ist. Sei v/A die Diagonalmatrix mit Eigenwerten v/);. Dann ist /T :=

RWAR € Si(n) und VT~ = R-\WARR'WAR = R 'AR =T.
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Injektivitit: Sei S? = T fiir ein S € S (n). Somit kommutiert 7" mit S und damit
sind S, T und nach Konstruktion auch v/7 mit einen gemeinsamen R diagonalisier-

bar. Wegen S? =T = /T g miissen S und /7' die gleiche Diagonalmatrix haben,
also ident sein.

Diffeomorphismus: Es geniigt die Injektivitdt der Ableitung S — ST 4+ T'S an der
Stelle T € Sy (n) auf S(n) zu zeigen. Sei also T'S + ST = 0. Konjugieren mit R
liefert ARSR™' + RSR™'A = 0, woraus durch Koeffizentenvergleich fiir die Matrix
RSR™! = (s;,)i,; die Gleichungen (X\; + A;)s;; = 0, also RSR™! = 0 und damit
auch S = 0 folgt.

Cartan-Zerlegung fiir die GL(E).

Es ist o : O(n) x S4(n) — GL(n), (T,S) — T o S ein Diffeomorphismus, wobei
St (n) die Menge der positiv definiten symmetrischen Matrizen bezeichnet. Es ist
also GL(n)/O(n) = S (n) und ein Schnitt von O(n) < GL(n) - Sy(n) durch
die Inklusion Sy (n) C GL(n) gegeben. Weiters induziert die Exponentialabbildung
einen Diffeomorphismus exp : S(n) — Sy (n).

Beweis. Nach Obigem ist die Inklusion Sy (n) < GL(n) ein Schnitt der glatten
Abbildung T — VT'T, GL(n) —L= S, (n) SRV Si(n). Diese hat wie f : T +—
T'T genau die linken O(n)-Nebenklassen als Niveauflichen. Nach dem in
gezeigten, ist R := Tm_l € O(n) und somit o : O(n) x Si(n) — GL(n),
(R,S) — Ro S ein Diffeomorphismus mit Inverser T — (T - \/ITT_l7 VTT).

Die Einschrinkung der Exponentialbbildung auf S(n) ist surjektiv:

Sei dazu S € Sy (n). Dann existiert ein R € O(n), s.d. A := RS R™! eine Diago-
nalmatrix mit ausschliefllich positiven Eigenwerten )\; ist. Sei T := R~! log(A) R,
wobei log(A) die Diagonalmatrix mit Eigenwerten log()\;) ist. Dann ist T sym-
metrisch und exp(T) = R"'!AR=S.

Die Einschrankung ist auch injektiv:

Sei exp(T1) = exp(T») fir symmetrische 77 und T». Wieder sind A; := R; T; R;l
diagonal-Matrizen fiir gewisse R; € O(n) mit R; ' exp(A;) R; = exp(T;). Es geniigt
zu zeigen, dafl 17 und T, miteinander kommutieren, da sie dann vermoge einem
R = R gleichzeitig diagonalisierbar sind und somit exp(A;) = exp(As), also A; =
A5 und schlieBlich T} = Ty gilt. Dazu wihlen wir ein Polynom p mit p(e*) = X fiir
alle Eigenwerte der A;. Dann ist p(expT;) = R;lp(exp(Ai)) R, = R;l NR, =T
und folglich ToT} = p(exp T5)T1 = p(expT1)T1 = Tip(expTy) = ThTs.

Die Einschrinkung ist ein Diffeomorphismus:

Fiir S € S (n) wihlen wir ein s > ||S]|. Dann gilt ||s — S|| < s, denn s — S € S(n)
und somit ||s — S|| = max{|A| : A € o(s —85) =s—0(5)} < s,dap € a(S) =
0 <p < |5 < s Weil log(1 —z) := —=> 10, % fir |x| < 1 konvergiert, ist
S — log(18) :=1log(1 — L(s — 9)) eine fiir ||S|| < s definierte glatte Funktion mit
exp(log(19)) = 15, also S = exp(log(s) + log(1S)). Damit ist die Inverse von exp

s
lokal glatt, und somit exp ein Diffeomorphismus. O

Z_

B |z| fiir komplexe

Vergleiche die Cartan-Zerlegung mit der Polarzerlegung z =
Zahlen aufgefafit als Drehstreckungen am R2.
Der Vorteil der Iwasawa-Zerlegung besteht darin, dal D, = AN eine auflésbare

Untergruppe von G ist, jener der Cartan-Zerlegung ist, dal Sy (n) invariant unter
Konjugation mit K := O(n) ist.
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1.12 Gruppen invarianter Automorphismen, O,

Wir wollen nun die orthogonale Gruppe verallgemeinern, indem wir eine beliebige
Bilinearform b : E x E — R auf einem euklidischen Raum E betrachten. Mit

Oy(E) = {T € GL(E) : b(Tz, Ty) = b(z,y)V z,y € E}

bezeichnen wir die Gruppe aller invertierbaren linearen Abbildungen, die die Bi-
linearform b invariant lassen. Bekanntlich stehen die Bilinearformen b : £ x E — R
in bijektiver Beziehung zu den linearen Abbildungen B : E — E, vermoge:

b(:E,y) = <Bl‘,y> = <'T7Bty>
Denn b: E x E — R kénnen wir genausogut als Abbildung b : E — L(E,R) =: E*
auffassen, welche durch = — (y — b(x,y)) gegeben ist. Das skalare Produkt (_,_) :
E x E — R entspricht dabei einer Abbildung ¢ : E — E*, welche ein Isomorphismus
ist, denn Ker(t) = {z : (z,y) = 0V y} = {0}, und da dim(E) = dim(E*), ist ¢
bijektiv. Die Zusammensetzung B := =} ob: E — E* — E ist dann die gesuchte
lineare Abbildung, denn

b(z,y) = b(@)(y) = (o B)(x)(y) = «(B(x))(y) = (Bz,y).
Die Gleichung b(z,y) = b(Tz, Ty) ist somit mit (Bz,y) = (BTz,Ty) = (I"'"BTz,y)
dquivalent, und damit ist

Oy(E) = {T € GL(E) : T'BT = B}.

Wir sollten also zeigen, dafl dies eine regulidre Gleichung ist. Fiir die Ableitung
der Funktion f : GL(E) — L(E), welche durch f(T) = T'BT — B definiert ist,
erhalten wir f/(T)(S) = S*BT + T'BS. Wie bei O(E) kénnen wir nicht erwarten,
daf sie surjektiv nach L(E, E) ist, sondern wir brauchen einen linearen Teilraum
F C L(E,E) in welchem f Werte hat und auf welchen f'(T) surjektiv ist.

Wenn B (schief)symmetrisch ist, dann gilt das gleiche auch fiir f(7") und wir sollten
also fiir F' den Teilraum L (F, E) der (schief)symmetrischen linearen Abbildungen
verwenden. Dieser hat als Dimension n(n + 1)/2 (bzw. n(n — 1)/2), wenn n die
Dimension von E ist. Wenn U € F ist und T die Identitét ist, so ist U = f/(T)(S) =
StB+ BS dann nach S auflésbar, wenn wir ein S mit BS = %U in S finden konnen,
denn dann ist auch S'B = £(BS)" = £1U" = 1U. Falls B invertierbar ist, so ist
S := IB7'U die Losung. Falls T € GL(E) beliebig ist, dann hat die Gleichung
U = f(T)(S) = S'BT + T'BS die Losung S = 1B~1(T~1)U, denn dann gilt
T'BS = iU und S*BT = JU'T~Y(B7')'BT = +iU" = 1U. Falls also B injektiv
ist, oder dquivalent b nicht degeneriert ist, d.h. x =0 < Vy : b(x,y) = 0, dann ist
Op(E) eine Teilmannigfaltigkeit der Dimension

dim Oy () = n? —n(n+1)/2=n(n—1)/2 falls b symmetrisch ist
PRI 2 - n(n—1)/2=n(n+1)/2 falls b schief-symmetrisch ist.

Man beachte, daf$§ fiir invertierbares B und T € Op(E) automatisch det(T) = £1
gilt, denn 0 # det(B) = det(T*BT) = det(T)? det(B).

1.13 Der symmetrische Fall, O(n, k)

Im symmetrischen Fall kénnen wir nach dem Spektralsatz (Hauptachsentransfor-
mation) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren e; mit zugehérigen Eigenwerten
Aj € R fur B finden. Es ist dann

B(z) = Z)\j@veﬁ@j
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und somit
b(w,y) = (Bx,y) = Y _ Aj(w,¢;)(y, ¢5)
J
Da Ker(B) = {0} vorausgesetzt ist, miissen alle Eigenwerte A; # 0 sein, und somit
sieht b in der Orthogonalbasis f; := #ej wie folgt aus

VInI
b(‘ray) = Z xjyj - Z xjyj7

Aj >0 )\]' <0
wobei 7 := (z, f;) die Koordinaten von x beziiglich der Basis (f;) bezeichnet.

Man nennt so ein b auch PSEUDOEUKLIDISCHES PRODUKT. Solche sind fiir die
Relativitidtstheorie von Bedeutung. Beachte, dafi es Vektoren x # 0 gibt, welche
Norm b(z,z) = 0 haben und auch solche mit negativer Norm. Man nennt die mit
verschwindender Norm LICHTARTIG, d.h. Zj>k(xj)2 = ngk(xjf (dies beschreibt
einen “Kegel”), und die mit positiver Norm RAUMARTIG und die mit negativer
Norm ZEITARTIG. Betrachte z.B. die Form

((z1,22,23), (y1,Y2,Y3)) = T1y1 + TaY2 — T3Y3.

Dann sind die Vektoren im Inneren des Doppelkegels mit der xz3-Achse die zeitar-
tigen, die im Aufleren die raumartigen und die am Doppelkegel die lichtartigen.

Die Gruppe Oy(E) héingt also bis auf Isomorphie nur von der Signatur, d.h. der
Anzahl k der negativen der n Eigenwerte von b, ab und wird daher auch mit O(n, k)
(und z.T. auch mit O(n — k, k)) bezeichnet, wobei n = dim(FE) ist. Man beachte,
daBl O(n, k) = O(n,n — k) ist (ersetze dazu b durch —b). Die offene Untergruppe
SL(n)NO(n, k) wird mit SO(n, k) bezeichnet. Diese hat zwei Zusammenhangskom-
ponenten. Jene der Identitdt wir mit SO (n, k) bezeichnet und besteht aus all je-
nen T' € SO(n, k) deren Einschrankungen auf die beiden invarianten Teilrdume,
auf welchen b positiv- bzw. negativ-definit ist, jeweils positive Determinante haben.
Die O(4,1) wird (in der Physik, insbesondere in der speziellen Relativitétstheorie)
auch als die LORENTZGRUPPE bezeichnet.

1.14 Der schiefsymmetrische Fall, Sp(2n)

Im schiefsymmetrischen Fall kénnen wir eine Normalform wie folgt finden: Sei dazu b
eine nichtdegenerierte schiefsymmetrische Bilinearform, eine sogenannte SYMPLEK-
TISCHE FORM. Diese sind fiir die klassischen Mechanik von Bedeutung (sieche Ab-
schnitt [Kri07, 45]). Fiir eine Teilmenge A C F bezeichnen wir mit

At ={zecE: 2 LyVyc A}

das ORTHOGONALE KOMPLEMENT. Wobei & L y heifit, da§ b(z,y) = 0 ist. Da b
schiefsymmetrisch ist, ist « L x fiir alle z. Fiir jeden Teilraum F gilt dim F =
dim F + dim F* (in der Tat: i* o b: E — E* — F* ist surjektiv, wobei i : F — E
die Inklusion bezeichnet, denn b: E — E* ist nach Voraussetzung bijektiv, und
i* : E* — F* ist klarerweise surjektiv (wéhle ein linksinverses p zu ¢, dann gilt
i* o p* = id) und somit ist dim F = dim(Ker) + dim(Bild) = dim(F~) + dim(F)).
Beachte fiir lineare Teilriume A und B die Gleichungen A+t = A (<« A C A+
und Dimensionsgriinden), sowie (A + B)t = A+ N Bt (trivial) und schlieBlich
At + Bt = (At + BYHH = (At n Bt = (AN B)*L.

Eine Teilmenge A C E heifit 1ISOTROP, falls A C A+, d.h. blaxa = 0. Es sei F
so eine maximale isotrope Teilmenge. Fiir solche gilt F' = F*, denn andernfalls
kénnen wir ein y € F+ \ F zu F hinzufiigen und erhalten eine gréfere isotrope
Teilmenge F U {y}. Wegen der Bilinearitit von b ist AL ein linearer Teilraum

andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017 11



1.15 1. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN

fir jede Teilmenge A C E und somit auch F' = F=t, ein sogenannter LAGRANGE
TEILRAUM). Fiir solche ist folglich dim E' = dim F + dim F+ = 2dim F, also folgt
aus der Existenz von Lagrange Teilrdumen, dafl £ geradedimensional sein muf.

Wir wéhlen nun einen Lagrange Teilraum F' und dazu einen komplementéren La-
grange Teilraum F’. Das ist moglich, denn wenn fiir einen isotropen Teilraum
G mit GNF = {0} noch G + F C F gilt, dann ist G- + F = G+ + F+ =
(GNF)t = {0}+ = E D G+ F und somit kénnen wir ein y € G+ \ (G + F)
finden, fiir welches somit (Ry + G) N F = {0}, also G := Ry + G ein groferer
isotroper Teilraum ist. Es sei i’ : F’ < E die Inklusion. Dann ist i* o bo i’ :
F' < E —=— E* — F* injektiv, denn der Kern von i* o b ist F+ = F und
FNF' = {0}, und somit aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus. Wir be-
haupten, dafl der induzierte Isomorphismus E = F’ x F = F* x F die symplek-
tische Form b in die Form (y7,y1;93,y2) — yi(y2) — y5(y1) iibersetzt. Sei also
r; = y;+y; mit y; € F und y; € F'. Da F und F’ isotrop sind, ist dann
b(w1,22) = by1,y2) + by1,52) = by1,y2) — by, y1). Mit g7 := (i o bo @) (y})
ist b(y}, y2) = b(i'y, i) = (i} (i) = (" Do 1) () (42) = v (y») und somit ist
b(z1,22) = yi (y2) — ¥5(y1)-

Waihlen wir nun in F' eine Basis (e;)r<;j<or (mit 2k = n := dim F) und in F* die
duale Basis (7). Mit (e; := €}+;)j<k bezeichnen wir die entsprechende Basis in
F'. also i*oboi : ej — ek+7. Dann ist (€j)j<2k=n eine Basis von E, die jener von
F* x F entspricht, und weiters ist y*(y) = Zj>k y;y7, wobei y; die Koordinaten von

y* € F* bzgl. ¢/ und ¢’ jene von y € F bzgl. e; bezeichnet. Also ist die STANDARD
SYMPLEKTISCHE FORM AM RZ?F

S R . 0 —idg
borsaa) = 3 atef™ — el = (oo wit = (i ).

Die entsprechende Gruppe wird mit Sp(2k) bezeichnet, und heifit REELLE SYM-
PLEKTISCHE GRUPPE. Da Sp(n) fiir ungerades n nicht existiert, wird Sp(2k) in der
Literatur bisweilen auch als Sp(k) bezeichnet!

1.15 Spiegelungen

Wir wollen nun spezielle Abbildungen T' € O, (FE) fiir symmetrische und schiefsym-
metrische b beschreiben, und zwar solche, die eine Hyperebene als Fixpunktmenge
{x € E : Tx = z} besitzen. Sei F diese Hyperebene und 0 # y € F*, d.h.
F = {y}t. Sei y ¢ F mit b(y/,y) = 1 (moglich, da b(y',y) =0 =19 € {y}+ = F),
dann a8t sich jedes z € E als ¢ = b(x,y)y’ + (x — b(x,y)y’) schreiben, und
blx — b(z,y)y',y) = 0, dh. © — b(z,y)y’ € F. Das gesuchte T muf} also folgende
Gestalt haben:

T(z) =b(z,y)TYW) + (x —b(z,y)y") =z + bz, y)(T() — ) = =+ blx,y)y".
Damit T die Form b erhélt, muf3
b(x1, z2) = b(T(21), T(x2)) = b(z1 + b(x1,9)y", x2 + b(z2,9)y") =
= b(21,22) + b(x1, y)b(y", 22) + b(xa, y)b(x1,y") + b(z1,y)b(z2,)b(y", y")

gelten, d.h. b(x1,y)b(y", x2) +b(x2, y)b(x1,y") +b(x1, y)b(x2, y)b(y"”,y") = 0. Wenn
wir zo = gy’ setzen und z; L y wihlen, dann folgt b(x1,y”) = 0, also ist y” €
{y}++ = Ry. Sei also ¢ = Ay (mit A\ # 0, da T nicht die Identitit sein kann).
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Dann ist
0 = Ab(21,9)b(y, T2) + Ab(22, y)b(21,y) + b(x1,y)b(x2, y) by, )
= Ab(z1,y)b(w2,y)(£1 + 1+ Ab(y, y))
fiir alle 21 und z5 genau dann, wenn 1+ A\b(y,y) = F1 (wihle dazu z7 = x5 :=¥/').

Im symmetrischen Fall ist dies dquivalent zu Ab(y,y) = —2 (also b(y,y) # 0 und
A= —@) ist und im schiefsymmetrischen ist es immer erfillt.

Die T' € Oy(E) mit einer Hyperebene F' = {y}* als Fixpunktmenge sind also genau

T(z) = T — 2283;2/ mit b(y,y) # 0 im symmetrischen Fall,
4+ Ab(z,y)y mit 0 # X € R im schiefsymmetrischen Fall.

Diese T heiflen auch SPIEGELUNGEN, in Analogie zum Fall, wo b eine euklidische

Metrik ist.
M T(x) 2Ab(X,y)y X

l F
y F

Im symplektischen Fall ist jede Spiegelung orientierungserhaltend, denn T'(y') =
y' + Ay liegt auf der gleichen Seite von F wie 3’ und somit ist (ig Aly) die Kompo-
nentendarstellung von T' bzgl. der Zerlegung £ = F $ Ky’ = F x K, und im sym-
metrischen Fall orientierungsvertauschend, denn 7'(y) = y — 2y = —y und somit ist
(i{)i fl) die Komponentendarstellung von T bzgl. der Zerlegung £ = FeKy =2 FxK

(beachte y ¢ F, da b(y,y) # 0 und y € F1).

Transitivitit der Spiegelungen: Es lifit sich fiir  # 2’ mit b(z,x) = b(a’, 2’)
genau dann eine Spiegelung 7" finden mit Tz = 2’, wenn b(x, z") # b(x, x) ist, denn
2’ = x + \b(x,y)y gilt genau dann, wenn y = u(z’ — ) mit 1 = A\p?b(z, 2’ — x) =
A2(b(z,2') — b(z,z)) gilt. Diese Abbildung T' liBt offensichtlich (z' — z)* fix.
Beachte, daB fiir positiv definites b wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
die Situation b(x,z’) = b(z,z) nicht eintreten kann. Im symplektischen Fall ist
andererseits b(z,z) = 0 = b(2/, 2") immer erfiillt.

Proposition.
Fiir jede (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Bilinearform b : Ex E — R wird
Op(E) von den Spiegelungen erzeugt.

Man kann zeigen, daf} im symmetrischen Fall n = dim F viele Spiegelungen geniigen
und im symplektischen n + 1 viele (siehe [Die60, Sur les Groups Classique, Her-
mann, Paris 1967]).

Beweis. Im symmetrischen Fall wihlen wir eine Orthonormalbasis von E (d.h.
bei,ej) = 0 und b(e;, e;) = £1). Die Bilder €] := T'(e;) sind dann ebenfalls eine
Orthonormalbasis. Wir zeigen nun mittels Induktion, dafl T' bis auf Zusammenset-
zung mit Spiegelungen die Menge {eq, ..., e} fix 1aBt:

In der Tat, wenn T nach Induktionsannahme die Menge {e1,...,ex_1} fix 1aBt,
und b(ey, e),) # b(ek, ex) ist, dann bildet die Spiegelung S am orthogonalen Kom-
plement zu e, — e den Vektor ey auf e, ab und lit (e}, — ex)t 2 (e})t N

(ex)t 2 {e1,...,ex_1} fix, also laBt S™IT sogar {ei,...,ex} fix. Ist anderer-
seits b(ey,e),) = b(ek,er), dann spiegeln wir zuerst am orthogonalen Komple-
ment zu ey (mit b(eg,ex) = £1 # 0) und danach an jenem zu e}, + e (mit

bler + e}, ex + €},) = 2(b(eg, ex) + b(ex, €})) = 4b(ex, ex) # 0). Diese Spiegelungen
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lassen (ex) N (ex +e})t D {e1,...,ex_1} invariant und ihre Zusammensetzung
bildet ey auf —ey und weiter auf e) ab, also ldfit T bis auf diese Spiegelungen
{e1,..., e} invariant.

Im symplektischen Fall beweisen wir die Aussage mittels Induktion nach j :=
n—dimF, wo F:={x: Tax = z}. Fir j = 0 ist T = id. Sei also j > 0. Fiir jedes
y € Eist b(y,z) = b(Ty, Tx) = b(Ty,z) fir allex € F, d.h. Ty —y € F*.

Falls b(Ty, y) # b(y, y) fiir ein y € E ist (= y ¢ F), dann existiert eine Spiegelung,
welche y auf Ty abbildet und die (Ty — y)* D F fix li8t. Bis auf diese Spiegelung
148t also T auch F & Ry fix.
Andernfalls ist b(Ty,y) = b(y,y) = 0 fiir alle 3. Sei vorerst FF'N F+ # {0}. Dann
withlen wir ein 0 # z € FN F' und ein y € E mit b(y,z) = 1 (geht wie in
der Beschreibung von Spiegelungen). Es gilt dann y ¢ F, da € F*. Weiters ist
b(Ty,xz) = b(Ty, Tx) = b(y,x) = 1 und somit existieren Spiegelungen die y auf
x4y, bazw. Ty auf  +y abbilden (denn b(y,z+y) = b(y,z) # 0 und b(Ty,z+y) =
b(Ty,z) #0), und (z+y—y)*N(z+y—Ty)* D F (wegen x, Ty—y € F1) fix lassen.
Also 148t T bis auf diese Spiegelungen F' & Ry fix, und die Induktionsannahme ist
anwendbar.
Ist F = {0}, dann existiert zu y # 0 ein x € F+ = E mit b(z,y) = 1 = b(x, Ty),
denn ergénze (e; := y, ea := T'y) zu einer Basis eines Lagrange Teilraums (beachte,
dafl der von {y, Ty} erzeugte Teilraum isotrop ist) und setze x := el +¢? in Termen
der dualen Basis (¢/)¥_,. Nun verfahre wie gerade zuvor.
Ist schlieBlich F' # {0} und dennoch F'N F+ = {0}, dann ist £ = F @ F* und
b induziert auf F* eine symplektische Form, denn fiir 5/ € F* mit b(y',y) =
0V y € Ftgilt y € (FY)t = F und somit 3 = 0. Weiters 1ifit T € Op(FE) den
Raum F* invariant, denn b(Ty',y) = b(Ty', Ty) = b(y’,y) = 0 fiir alle y € F und
y' € FX. Da T|p. nur 0 als Fixpunkt hat, folgt aus dem vorigen Fall, da8 T'| .
eine Zusammensetzung von Spiegelungen lings Vektoren in Ft ist. Weil solche
Spiegelungen F = F1 fix lassen ist somit T auf ganz F diese Zusammensetzung.
O

Folgerung.
Es gilt Sp(2k) C SL(2k).

Beweis. Nach ist (ig )‘174) die Komponentendarstellung einer Spiegelung und

hat somit Determinante 1. O

1.16 Der degenerierte Fall

Falls b degeneriert ist, d.h. B einen nicht trivialen Kern K besitzt, dann kénnen wir
E := E/K betrachten. Falls b (schief)symmetrisch ist, so ist Ker B* = Ker B, und
somit induziert b eine nichtdegenerierte (schief)symmetrische Form b: E x E — R.
Jedes T' € Oy(E) erhilt diesen Kern, denn BT = (T~ !)! B impliziert, dafl BT(K) =
0 ist. Es ist also T € Oy(E), genau dann wenn T(K) C K und T € O;(E), wobei
T definiert ist durch das Diagramm

v
K sE-"S F

Wir verwenden nun den Isomorphismus F = K @ E, welcher durch (1 — sp, p) mit
der Inversen (k,Z) — k + s(Z) gegeben ist (denn p(1 — sp) = 0), wobeip: E — E
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die kanonische Projektion ist und s : FE — E ein lineares Rechtsinverses dazu. Dann
kénnen wir T' € Oy (K x E) wie folgt darstellen:

T|x Ts—sT
0 T
mit T|x € GL(K) und T € O;(E). Als Mannigfaltigkeiten ist also Op(E) ~
GL(K) x O3(E) x L(E,K), wobei der Isomorphismus gegeben ist durch 7
(T, T := pT's, (1 —sp)Ts = Ts — sT). Aus und folgt, dafl als Gruppe:
Oy(E) = (GL(K) x O3(E)) x L(E, K)

1.17 Der unsymmetrische Fall

Falls schliefllich b weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist, so zerlegen wir
b=b, +b_ in den symmetrischen Teil b, und den schiefsymmetrischen b_, wobei
bi(x,y) = (b(z,y) £ b(y,x))/2 ist. Dem entspricht iibrigens gerade die Zerlegung
von B = B, +B_, wobei By = (B+B")/2ist. Dann ist Oy(E) = O, (E)NOy_(E).
Allerdings wissen wir nicht, ob dieser Durchschnitt von Mannigfaltigkeiten wieder
eine ist. Fiir Lie-Gruppen kann man dies aber allgemein zeigen (abgeschlossene
Untergruppen von Lie-Gruppen sind ebenso Lie-Gruppen, siehe )

1.18 Die Gruppen U (n, k)

Betrachten wir den Spezialfall, wo b_(z,y) = by (Ix,y) vermoge einer Abbildung
I, die eine b, -Isometrie ist. Wenn (_)! transponieren bzgl. by bezeichnet so gilt
I'T =1 (da I eine by-Isometrie ist) und I* = —I (da b_ schiefsymmetrisch und b,
symmetrisch ist):

by(z,y) = by (I, Iy) = by (I'Ix,y)
_bJr(vax) = _b*(va) = b*(:&y) = bJr(vay) = b+($,]ty) = b+(]ty7.’£)

Also ist I? = —1 und wir koénnen folglich E vermége (r +is)z := ra + sI(x) fiir
r,s € R zu einem komplexen Vektorraum machen. Man beachte, dafl I auch eine
b_ Isometrie ist, denn b_(Ix, Iy) = by (I%z, Iy) = by (Iz,y) = b_(z,y). Wir fassen
die beiden Gleichungen by (Tz, Ty) = by (x,y) in R zu einer Gleichung b(Tz, Ty) =
b(z,y) in C = R? zusammen, d.h. b(z,y) := by (z,y) + ib_(x,y). Dann ist b kon-
jugiert symmetrisch, denn b(y,z) = by (y,x) + ib_(y,z) = by (z,y) — ib_(z,y) =
b(x,y), reell-bilinear und sogar C-linear im zweiten Faktor, denn

Also ist b eine HERMITESCHE FORM, die klarerweise ebenfalls nicht degeneriert ist
wenn dies fiir by gilt.

Ist umgekehrt b eine beliebige hermitesche nicht degenerierte Form auf einem kom-
plexen Vektorraum FE, dann ist ihr Realteil by eine symmetrische nicht degener-

ierte Form und ihr Imaginirteil eine symplektische Form b_ und es gilt b_(z,y) =
by (iz,y): In der Tat ist

b+($, y) = (b(l‘,y) + b(l‘,y))/Q = (b(x,y) + b(yvx))/Q €eR
b (z,y) = (b(z,y) — b(x,y))/(2i) = (b(z,y) — b(y, x))/(2) € R

und somit ist by (schief-)symmetrisch und es gilt by (z,3y) + ib_(z, iy) = b(z,iy) =
ib(x,y) = iby(z,y)—b_(x,y), d.h. by (x,iy) = —b_(z,y) oder dquivalent b_(z,y) =
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—b_(y,x) = by (y,ix) = by (iz,y). Somit ergibt sich auch aus der nicht-Degeneriert-
heit von b jene von by.. SchlieBlich ist 4 eine b -Isometrie, denn b (ix,iy) = (b(iz, iy)+

b(iz,iy))/2 = (—i*b(z,y) + —i%b(x,y))/2 = (b(z,y) + b(x,y)))/2 = by (2,y).
In dieser Situation ist

Oy 45_(E) = Op, (E) N Oy_(E) = Oy, (E) N L (E) = Up(E) € Le(E),

wobei

Le(E):={T € L(E) : T ist C-linear} ={T' € L(E) : TolI=1I10T}
Upy(E) :={T € GL(E) : b(Txz,Ty) = b(z,y)V z,y € E}

und wir die Bezeichnung U (fiir unitir) verwendet haben, da b nun C-wertig ist:
Offensichtlich ist Oy, N Op_ = Uy. Es ist Uy C Le(E), denn fiir T € Oy, N Oy_
gilt by (Tix, Ty) = by (iz,y) = b_(x,y) = b_(Tz,Ty) = by (iTx, Ty) und somit ist
T(ix) =iT(x) fir alle z, d.h. T € Le(E). Umgekehrt ist Op, N Le(E) € Oy, denn
b (Tx, Ty) = £b4 (iTx, Ty) = +by (Tix, Ty) = +by (iz,y) = bx(x, ).

Man beachte noch, daf3 schiefhermitesche Formen nichts anderes als ib fiir eine
hermitsche Form b sind, also nichts Neues liefern.

Sei nun E ein komplexer Vektorraum mit komplexer Basis (e;)i<n, d.h. jedes z € E
148t sich eindeutig als z = Z?=1 2 e; mit Koeffizienten 2J € C schreiben. Es sei
2) =: 29 izt die Zerlegung in Real- und Imaginérteil. Dann ist z = 2321 2! €j,
wobei ey, 4 := ie; fur alle 1 < j < nist. Also hat E als reeller Vektorraum die Basis
(ej)?zl. Man beachte, dafl zuerst alle Realteile und erst danach die Imaginéarteile
kommen, d.h. die durch die Basen gegebenen Isomorphismen E = C" und E = R*"
induzieren nicht den vielleicht erwarteten Isomorphismus C" 22 (R?)" = R?", son-
dern ist noch mit dem Umordnungsisomorphismus (R?)" = (R")? zusammengeset-
zt. Die Multiplikation mit ¢ am R?" ist also durch die Matrix

1 0 0

I:(? _01> mit1= |0 1
S
0 0 1

gegeben, und wir identifizieren L¢(n) mit {T € L(2n) : Tol =10T}.
Wenn T' € L¢(E) beziiglich der komplexen Basis (e;)<n die Matrixdarstellung

1.1 + ibl,l . a1,n + ibl,n
: : =A+1iB
an1+ ibn,l cer Qpp Tt ibn,n
hat, dann hat T beziiglich der reellen Basis (e1,...,e,;ie1,...,1e,) die Matrix-
darstellung
a1,1 N ain 7b1,1 N *bl,n
Gn,1 --- Qpn _bn,l SRS _bn,n _ A -B
bl,l e bl,n a1,1 e a1,n B A ’
bn,l ce bn n Qn,1 ce An,n

denn (A +iB)(e;) = Ae; + Bie; und (A+iB)(ie;) = —Be; + Ade;.
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Sei nun b die STANDARD HERMITESCHE FORM am C", d.h.
n
b(z,w) = Zijwj.
=1

Die Gruppe Uy(E) wird dann auch als UNITARE GRUPPE U (n) bezeichnet. Wenn
wir wie zuvor 27 = 27 + 32"t und w’/ = 7 + iy" I setzen, dann ergibt sich
n n
b(z,w) = Z(xjyj + xn-&-jynﬂ') w; Z(ijnﬂ‘ _ xnﬂ‘yj).
j=1 j=1
Also ist der Realteil von b gerade die positiv definite symmetrische Standardform,
der Imaginarteil gerade die symplektische Standardform und

U(n) = 0(2n) N Sp(2n) = O(2n) N Le(n) = Sp(2n) N Le(n).

Wenn b die STANDARD HERMITESCHE FORM MIT SIGNATUR k > 0 am C" bezeich-

net, d.h.
b(z,w) = Zijwj - Zijwj,
J>k i<k
dann wird die Gruppe Uy(F) mit U(n, k) bezeichnet, und eine analoge Rechnung
zeigt, dafl Realteil und Imaginérteil von b folgende Matrixbeschreibungen B haben

1 ... k k+1 ... n
-1 0 ... ... 0
0 . .
B, — 1, O
0 1 -1
mit 1 = ,
B — 0 -1z 1
-\ 0 .
0 0 1

also ist
U(n, k) = “O(2n,2k)” N “Sp(2n)” = “O(2n,2k)” N Le(n) = “Sp(2n)” N Le(n),

wobei die Gruppen unter Anfithrungszeichen nur bis auf Koordinatenvertauschun-
gen durch die Standardformen beschrieben werden.

Wie fiir reelle Vektorrdaume, 148t sich natiirlich auch fir komplexe Vektorrdume
zeigen, dafl die Gruppen U (n, k) reelle Teilmannigfaltigkeiten von L¢(FE) sind, siehe
[Kri16, 11].

1.19 Komplex lineare Abbildungen, GL¢, SL¢, SU(n), SU(n, k),

Sei nun E ein komplexer n-dimensionaler Vektorraum. Wie im reellen Fall kénnen
wir auch folgende Untergruppen des komplexen Vektorraums L¢(E) betrachten:

GL¢(E) :={T € L¢(E) : T ist invertierbar} = GL(E) N L¢(E)
SLe(E) = {T € Le(E) : dete(T) = 1}
SUL(E) :={T € SLc(E) : b(Tz,Ty) = b(z,y)V x,y} = Up(E) N SLc(E)
SU(n) :==U(n)NSLe(C")
SU(n, k) :==U(n,k) N SLc(C")

Dabei bezeichnet dety die komplexe Determinante und b : £ x E — C eine zumin-
dest reell-bilineare Form mit Werten in C.
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Es sei C, die Gruppe C \ {0} beziiglich der Multiplikation. Es ist GL¢(n) =
SL¢(n) x C, ein semidirektes Produkt, da die kurze exakte Sequenz

1 — SLe(n) — GLe(n) 4% C, — 1

via folgendem Gruppenhomomorphismus C. — GLc¢(n) splittet (cf. and

[15):

z 0 0
0 1
Z
0
0 0 1

1.20 Komplexe Gruppen, O¢, Spc

Ist nun b : E x F — C eine C-bilineare (schief-)symmetrische, nicht degenerierte
Form, dann wollen wir Uy (E) analog zum Fall einer hermiteschen Form als Durch-
schnitte reeller Gruppen beschreiben. Dazu zerlegen wir b in Real- und Imaginérteil,
d.h. b(z,y) = by(x,y) +ib_(z,y), wobei

bi(z,y) = (b(z,y) +b(z,y))/2 € R

Dann sind der Realteil b4 und der Imaginirteil b_ zwei reell bilineare (schief-)sym-
metrische reell-wertige Formen, und es gilt —b_(z,y) + iby(x,y) = ib(z,y) =
b(x,1y) = by (z,iy) + ib_(z,iy), d.h. b_(x,y) = —by(z,iy). Weiters gilt

bJr(ixa Zy) = _b*(ixvy) = :Fb*(yle) = :|:b+(y,z2x) = _bJr(xa y)
Eine R-lineare Bijektion, die sowohl b als auch b_ erhilt ist C-linear, denn

und umgekehrt erhélt jede Abbildung 7' die b erhélt, auch den Real- und Imag-
inarteil, d.h.

Oy, (BE)NOy_(E) = Oy, (E)N Le(E) = Uy(E) C Le(E).
Ist insbesonders b die standard C-bilineare symmetrische Form am C”, welche durch
b(z,w) =30, 2w’ gegeben ist, dann wird U, (FE) mit O¢(n) bezeichnet. Beachte,

dafl das Analogon zu O(n, k) fiir 0 < k < n uninteressant, da isomorph zu Og¢(n),
ist. Real- und Imaginérteil haben wegen

bzow) = (ady) — ey ) 103 (@l g ey
J J

10 0 1
B+:<o 1)’ 32(1 o)'

Sie haben beide Signatur n, denn

-1
1 1 1 1
) I ()
und somit ist

Oc¢(n) = “O(2n,n)” N “O(2n,n)” = “O(2n,n)” N Le(n),

wobei die Gruppen unter Anfithrungszeichen nur bis auf Koordinaten-Vertauschungen
und Drehungen durch Standardformen beschrieben werden.

folgende Darstellung
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Ist schlieBlich b die standard C-bilineare alternierende Form am C?>™, welche durch

m
b(z,w) := Z(zjwm+j — 2yl
j=1

gegeben ist, dann wird U,(E) mit Spc(2m) bezeichnet. Real- und Imaginérteil
haben wegen

b(z,w) = Z(ijm—m _ x2m+]y3m+] _ mm-‘r]yj + x3m+Jy2m+j)
J
+1 Z(xjy&m-‘rj + $2m+jym+j _ mm+ijm+j _ x3m+jyj)
J

mit z =: (¢7 + i 2> H)3™ und w =: (y7 +iy>"*7)¥7 folgende Darstellung

0 1.0 0 0 0 0 1
-1 0 0 0 0 0 -1 0
B+_000—1’B*_0100
0 01 0 -1 0 0 0

Somit ist
Spc(2m) = “Sp(4m)” N Le(2m),

wobei die Gruppe unter Anfiihrungszeichen nur bis auf Koordinaten Vertauschun-
gen — welche durch (0)(123) und (0)(132) geben sind — durch die Standardform
beschrieben wird.

Beachte noch, daf

GLc(E) C GL*(E) = {T € GL(E) : det(T) > 0}
Oc(n) C SL(2n)
Sp(C(Qn) - LC(2TL)3

denn det(T) = |detc(T)|*> > 0 nach [Kril6, 4] und 7' € O¢(n) = T'T =1 =
detc(T) = +1, also det(T) = |£1|?> = 1. Da Spc(2n) nach von den Spiegelun-
gen erzeugt wird, und diese positive komplexe Determinante haben, gilt auch die let-
zte Inklusion. Wieder hat O¢(n) zwei Zusammenhangskomponenten (dete = +1),
wobei SO¢(n) := SL¢(n) N O¢(n) jene der Identitét ist, wohingegen Spc(2n) und
SL¢(n) zusammenhéngend sind, siehe [Kril6, 12].

S
S

1.21 Quaternionisch lineare Abbildungen, GLy(n), SLu(n),

Man kann analoges auch fiir den Schiefkérper der Quaternionen machen. Als Vek-
torraum konnen wir ihn mit H := R* = C? identifizieren. Die Multiplikation 148t
sich zum Beispiel fiir (¢, ), (s,y) € R x R?* = H so einfiihren (siehe [Kril6, 16)):

(t,z) - (s,y) = (ts — (x,y),ty + sz + = X y).

Wir kénnen eine Konjugation durch

(t,z)* = (t,x) := (t,—x)

definieren. Es gilt p~q = §-p, weiters ¢-¢ = |¢|?> € R C H und somit ist 1/q = q/|q|*.
Es gelten dann alle Korper-Axiome bis auf das Kommutativgesetz der Multiplika-
tion (siehe Aufgabe [Kri07, 72.65] auch fiir andere Beschreibungen). Wenn wir die
Standardbasis von R? mit 4, §, k bezeichnen, dann ist 1 € R C H eine Einheit und es
gilt i2 =52 =k?=—1;ij = k= —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik. Damit Matrizen
mit quaternionischen Eintragungen quaternionisch linear (von links) auf Vektoren
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wirken, miissen wir quaternionische rechts-Vektorrdume E betrachten. Mit Ly(E)
bezeichnen wir den reellen Vektorraum aller T': E — E, welche H-linear sind. D.h.
Lu(E) = {T € L(B) : T(zi) = (T2)i, T(zj) = (T2)j, T(zk) = (T2)k) for all z}
={T € L¢(E) : T(2j) = (Tz)j for all z},
wobei die komplexe Struktur auf E durch C 2 C x {0} C H gegeben ist.
Wir erhalten dann die Gruppen
GLy(E) :={T € Lu(E) : T ist invertierbar} =GL(E)N Lu(FE)
SLy(F) := {T € Ly(E) : detg(T) = 1} SL(E)N Ly(E)

Es sei (e;)], eine Basis des quaternionischen Rechtsvektorraums E, d.h. jedes ¢ € E
hat eine Darstellung

q= Z ¢’ mit eindeutig bestimmten ¢! € H
=1

+omit 2!, 2"t € C darstellen, erhalten wir ¢ =

und wenn wir ¢! =: 2! + j2"

Sy ez 4 ()2 = SO0 €12t wobei wir e, := e gesetzt haben. D.h. (e; )
ist eine Basis von E als komplexer Vektorraum. Man beachte, dafl ¢j als quater-
nionische Koordinaten natiirlich ¢'j hat, aber als komplexe Koordinaten

n n

n n
g =Y el +32"i =Y e(iE + 522 =Y a(=2") + ) (e)?,
=1

=1 =1 =1

wegen zj = jz fiir z € C, d.h. die Koeflizienten von ¢j bzgl. der komplexen Basis

(ej)?il sind gegeben durch

21
0o -1\ [ .
1 0 :
22n

Wenn also z die Koordinaten bzgl. der komplexen Baisis sind, dann ist T' € L¢(E)
genau dann in Ly(E), wenn

TJz2=T(qj)=T(q)j=JT=
gilt, also T'J = J T erfiillt ist. Insbesonders ist detc(7) € R, denn
det (C(T) - det (C(J) = det (C(T . J) = det C(J . T) = det C(J) - det C(T).

Sei nun A + Bj die Matrixdarstellung von T' € Ly(E) beztiglich der Basis (e;)]",
mit komplexen Matrizen A und B, d.h. T'(e;) = >, enI]" =, em(A" + B/"j)
und somit

T(q): (Zelq) ZTBZ q —ZzemTl q 7267”2
—Zemz A™ + Bj) - (2 +jz"+l)

= (em Z(Ai”zl — B2 temi Y (B2 + A;wznﬂ)),
m l .

Also hat T beziiglich der komplexen Basis (e1,...,en,€1],...,€,J) folgende Ma-

trixdarstellung
A -B
B A )
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Wenn wir nun die komplexe Basis zur reellen Basis
(613 <oy Eng eljv R enj; elia SR eni; 61j’i, RS enjz)

ergidnzen, dann hat 7" nach dem in Gezeigten folgende Matrizendarstellung,
wobei wir A und B in Real- und Imaginérteil zerlegen, d.h. A = A; + A5 und
B= B1 + iBQZ

A -B A -B A, —B, —-Ay, B
Relp 4 —3‘“<B A> B a B a4
A -B A -B | A, —-By A -B
Il oa) T (B A) By, Ay B, A

Wenn wir diese Basis noch auf die natiirlichere Form
(1, . €ni€10, ..., ent;e1d, ... enj;e1k, ..., enk)

bringen, dann hat T folgende Darstellung

Ay —As —By —By 1 0 0 O
Ay, Ay —By B . . . . 001 0
B B, A —A, | mittels Konjugation mit 010 o0
By —-B; Ay A 00 0 —1

Wir werden Ly (n) somit als Teilraum von L¢(2n) bzw. L(4n) mit den so beschriebe-
nen quaternionischen Strukturen auf C2" bzw. R*" auffassen.

Da H ein schief-Koérper ist, geht nun aber so manches schief. So gibt die iibliche
Formel fiir die Determinante nichts verniinftiges, da sie nicht H-linear in den Spalten
ist. Wir behaupten als néichstes, dafl die komplexe Determinante auf Ly (E) positiv
ist, und somit detc(T) = |dete(T)| = ++/detr(T) fir T € Ly(F) gilt (siehe
[Kril6, 4]). Falls DC = CD (und D invertierbar ist) so ist

C D

A B (D 0\_(AD-BC B
¢ p)' \-c 1)~ \cp-bpc D

Also wegen DC = CD ist

det ¢ (A B) Zdetc(AD—BC).

In der Tat ist

C D

und fiir invertierbares D somit

det (A B) = det(AD — BC).

det (A B) - det(D) - det(1) = det(AD — BC) - det(D)

C D

Fir A, B € L¢(n) mit (0.B.d.A.) det(A) # 0 ist somit:

A0 A B\ _ 1 A7'B
0 A1) \-B A) \-A4B 1
. A7 0 1 A7'B
mit det ( 0 Al 115 1
0, da nach [HRO1, p.253] die Eigenwerte von 1 + C'C konjugiert und die reellen
von paarweise auftreten. Also gilt

GLy(E) C GL{(E) := {T € GL¢(E) : detc(T) > 0}
GLH(E) = R+ X SLH(E)
SLH(E) = {T € LH(E) : det(c(T) = ].} - SL((:(E),
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wobei der Isomorphismus durch 7'+ (det(T)/™, det(T)~*/"-T) wie im reellen Fall
(siehe ) gegeben ist.

1.22 Quaternionische Formen, Q(n), Q(n, k), Q_(n)

Sei schliefflich ¢ : E x E — H eine Funktion die quaternionisch linear in der zweit-
en Variable und konjugiert (schief)symmetrisch nicht degeneriert ist. Es ist also
q(z,y\) = q(z,y)\ fir A € H, q(y, z) = £q(z,y) und damit g(z\,y) = £q(y,z\) =
+q(y, )\ = Ag(z,y). Dann bezeichnen wir mit

Qq(E) := {T € GLu(E) : ¢(Tz,Ty) = q(z,y)V x,y € E}

Wie zuvor zeigt man, dafl dies eine Mannigfaltigkeit ist. Wir setzen s(z,y) :=

meq(x’y) = ‘I(Zﬁg);Q(m’y) — Q(l"y):;:‘I(y’x)

. Dann ist s (schief)symmetrisch (wegen

der 2. Darstellung), R-wertig (wegen der 1. Darstellung) und R-linear. Fiir alle

A €S2 CH gilt

Ag(@, y)A + Aq(y, ) A
2

da s(x,y) € R mit allen Quaternionen vertauscht.

s(xA, yA) = = \s(z,y)\ = Ms(x,y) = s(z,7),

Es gilt q(z,y) = s(x,y) + i s(xi,y) + j s(xj,y) + k s(xk,y), denn
s(z,y) +is(zi,y) +j s(xj,y) + ks(zk, y) =

= %((q(% y) +iq(xi,y) + 7 q(xj,y) + kq(zk,y))

+ (q(y, @) +iq(y, xi) + j gy, j) + ka(y, wk)))
1 . L .
= 5 (4a(e,0) % (4w 2) + ialy, )i + aly,2) 5 + ka(y,2) k) )
1 _
=3 (4q(x, y) F 2q(y, rc))
q(z,y),
wobei wir fiir die vorletzte Zeile ¢(y,x) =: a + ib + jc + kd setzen, und dann alles
ausmultiplizieren.
Man beachte auch, daff fir A € {i,7,k} die Form (z,y) — s(zA,y) R-bilinear

ist und s(yA\,z) = £s(z,y\) = Fs(xA2,y\) = Fs(z\,y) erfiillt, d.h. ebenfalls
(schief)symmetrisch ist.

Umgekehrt sei s : E x E — R (schief-)symmetrisch und R-bilinear und es existieren
s-Isometrien I und J mit I? = —1 = J2 und IJ + JI = 0 (Achtung: Die Multi-
plikation von rechts mit A € {i,7, k} ist nicht H-linear sondern nur eine R-lineare
Abbildung I, bzw. J und K : x — xk = zij = J(I(z)) = JIz). Dann kénnen wir
E zu einem quaternionischen Rechtsvektorraum machen durch

x-(a+ib+je+ kd) :=xza+ I(x)b+ J(x)c+ JI(x)d
und g(z,y) = s(z,y) +is(lz,y) +js(Jz,y) + ks(Jlz,y)
definiert eine konjugiert (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Form die H-linear
in der zweiten Variable ist. Offensichtlich ist jedes invertierbare T', welches ¢ und
damit auch s, s(I_,.), s(J_, ), s(JI_,_) invariant liBt, automatisch H-linear, denn
s(ITz,Ty) = s(Iz,y) = s(T1z,Ty) und somit ITx = TIxz und analog fir J. Es

gilt also
Qq(E) = Os(E)NGLu(E).
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Falls nun ¢ eine Standardform ist, d.h. eine der folgenden Formen:
n
1=1

1>k 1<k
n

q(z,w) = Ziw
1=1

l

dann werden (wir) die entsprechenden QUATERNIONISCHEN GRUPPEN mit
Q(n) = Usn(n)
Q(n, k) = Un(n, k)
Q- (n) = Ua(n) = Spu(n)
bezeichnen. Beziiglich der reellen Basis (eq,...;e14,...;5€17,...;e1k,...) und der

entsprechenden reellen Koordinaten

(b, .. ;™ e fiir 2 und

1 ) 1 2n+1 3n4l "
(yh .yt A P ) i w,

wobei Zl — {L'l + i$n+l +j$2n+l + k$3n+l und wl — yl + Z'yn—i-l +jy2n+l + k’y3n+l,
erhalten wir fiir s:

s(z,y) = Z(xlyl gy g2l 2nl :L,Sn+ly3n+l)
]

_ Z(xlyl gty g g 2nl 2l x3n+ly3n+l>
1>k

_ E '(:17 Y gyl g g2l 2 +x3n+ly3n+l)
1<k

s(z,y) = Z( glyn g gyl gl x3n+ly2n+l)
!

D.h. die Matrizendarstellungen sind

1, 0 0 0

0 1, 0 0 . . .

0 0 1, 0 mit 1; wie zuvor;

0 0 0 I
01 0 0
10 0 0 J 0\ 0 -1
0 0 0 1 (0 J) mltJ_(l 0)
0 0 -1 0

und somit ist
Q(n) = O(4n) N Ly(n) C SLy(n)
Q(n, k) = “O(4n,4k)” N Ly(n) C SLu(n)
Q-(n) = “Sp(4n)” N Lg(n) C SLy(n)

Wir konnen aber auch je zwei Komponenten zusammenfassen. Wie wir bereits bei

der U(n) in gezelgt haben, ist h(z,y) := s(z,y)+i s(xi,y) eine (schief )hermite-
sche Form und js(zg,y) + ks(zk,y) = j (s(xg,y) +is(xji,y)) = jh(zj,y), wobei
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(z,y) = h(zj,y) (symmetrisch) schiefsymmetrisch und somit komplex bilinear ist,
denn h(yj, z) = s(yj, x) +is(yji,x) = £s(xj,y) £ is(xji,y) = £h(zj,y). Also hat
q eine Zerlegung ¢(z,y) = h(z,y) + jh(xj,y) in (schief)hermiteschen und (sym-
metrischen) schiefsymmetrischen C-bilinearen Teil.

Fiihrt man das wieder fiir die Standardformen durch, so erhalten wir

azw) = S (3 — 2 (l + jurt)

l
_ Z(El’u}l +2n+lwn+l) +jZ(Zl’wn+l - Zn+lwl)
l l

q(z,w) =Y (2" = 2" (! + jum ) =Y (F - 2 ) (w4 jun T
1>k <k

— Z(El’wl + 5n+lwn+l) _ Z(lel + 2n+lwn+l)
1>k <k

+jZ(len+l _ Zn+lwl) 7jZ(len+l o Zn+lwl)
I>k 1<k

q(z,w) _ Z(Zl _ 2n+lj)’i(’wl +jwn+l)
l

_ Z(Eliwl + 2n+l(7j)z-wl _ 5n+l(fj)ijwn+l _ ElijwnJrl)
l

— Zi(zlwl _ Zn—i-lwn-&-l) _J-Z-Z(Zn+lwl + len—i-l)
l

1
und somit

Q(n) =U(2n) N Spc(2n) = U(2n) N Lug(n) = Spc(2n) N Lu(n)

Q(n, k) = “U(2n,2k)” N “Spc(2n)”
= “U(2n,2k)” N Ly(n) = “Spc(2n)” N Lg(n)

Q-(n) =U(2n,n)N “Oc(2n)”
=U(2n,n) N Ly(n) = “O¢(2n)” N Ly(n)

Warnung: Q(n) wird in der Literatur 6fters auch als Sp(n) bezeichnet. Dies ist
nicht die hier definierte Sp(n), welche deshalb dort als Spr(n) bzw. Sp(n,R) be-
zeichnet wird!

1.23 Ubersicht
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Gruppe |dimp kompakt |komplex |stichwortartige Beschreibung
GL(n) |n? — — detg # 0
SL(n) |n?-1 - - detg = 1
O(n) [nn—-1)/2 |+ — sym,lin,pos-def
O(n,k) |nn-1)/2 |- — sym,lin,def
Sp(n) Y |n(n+1)/2 |- - alt,lin,def
GLc(n) |2n? - + C-lin, dete # 0
SLc(n) |2n% -2 - + C-lin, det¢c =1
Oc(n)  |n(n—1) - + sym,C-lin,def
Spe(n) V) [n(n +1) - + alt,C-lin,def
U(n) |n? + — konj-sym,pos-def
U(n,k) |n? — — konj-sym,def
SU(n) |n?-1 + - konj-sym,pos-def, detc = 1
SU(n,k) [n?—1 - - konj-sym,def, detc = 1
GLg(n) [4n? - - H-lin, detg # 0
SLg(n) [4n% -1 - - H-lin, detg = 1
Qn) [n2n+1) |+ — konj-sym,H-lin,pos-def
Qn,k) [n2n+1) |- — konj-sym,H-lin,def
Q-(n) [n@2n-1) |- - schief-konj-sym, H-lin,def
D In diesen Fillen ist n = 2m gerade.
1.24 Niedere Dimensionen
Gruppe dimp n=1 n=2 n=3
SL(n) | n*—1 {1} ~ St xC dim = 8
SO(n) n(n—1)/2 {1} = ~ PSU(2)
SO(n,1) n(n—1)/2 — ~ R\ {0} >~ PSL(2)
Sp(n) | nln+1)/2 | - — SL(2) -
SLc(n) 2n? — 2 {1} ~ S3 x R? dim = 16
SOc(n) n(n —1) {1} >~ C\ {0} >~ PSLc(2)
Spc(n) n(n+1) — = SLc(2) -
SU(n) n?—1 {1} >~ 63 dim = 8
SU(n, 1) n?—1 = SL(2) dim = 8
SLy(n) 4n? —1 =53 dim = 15 dim = 35
Q(n) n(2n + 1) =93 dim = 10 dim = 21
Q(n,1) n(2n+1) — dim = 10 dim = 21
Q_(n) n(2n —1) =S1 P(SL(2) x SU(2)) dim = 15
dim = 0:

SL(1)=S0O(1)={1} CR und SL¢(1)=S0:(1)=SU(1) ={1} CC.
dim = 1:

U(l)={ze€C:zz=1}=81 CC.

Q_(1)=95'cC C C H, denn Ziw = q(z,w) = q(\z, \w) = Azidw = ZMidw, genau
dann, wenn i = AiA, oder dquivalent wenn |A| = 1 und \i = i), i.e. A = a + ib mit
a’?+ b2 =1.

Die definierende Gleichung der im folgenden gesuchten Untergruppen von SL¢(2)
ist neben detec = 1 durch b(Tz,Ty) = b(z,y) gegeben. Dafiir geniigt es (z,y) :=
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(e1,e1), (z,y) := (e1,e2) und (z,y) := (e2,ez) einzusetzen, oder wenn b(z,y) =
(Bx,y) ist, die Matrizengleichung T*BT = B zu losen. Da T' € SL¢(2) liegt, ist
T = (‘; S) invertierbar mit inverser Matrix 71 = (jic ’ab). Also 148t sich die

Matrizengleichung auch als BT = (T*)~! B schreiben, und liefert uns im Folgenden
die nétigen Bedingungen an die Koeffizienten a, b, ¢ und d.

Die Elemente der Abelsch’en unter den folgenden Gruppen G werden wir gemeinsam
diagonalisieren. D.h. fiir jedes T' € G werden wir die Eigenwerte A1 und zugehérige
(von T unabhingige) Eigenvektoren ey bestimmen. Wenn AT die Diagonalmatrix
mit Eintragungen AL und AT ist, und U die Matrix mit Spalten e, und e_ ist,
dh. U(e;) =ey und U(eg) =e_, dannist T-U =U - AT, dh. U™L-T-U = AT.
Die Konjugation mit U bildet also die Gruppe G isomorph auf eine Gruppe von
Diagonalmatrizen in SL¢(2) ab.

S0O(2) = {(_ab 2) ta,beR, a2+62:1} = {(8 ?\) :/\651} =~ st
(1) a®*+c*=1 (bler,er) =1)
denn (a b) cs0@) o @ Vrd=1 (e =1)
c d (3) ab+cd=0 (bler,e2)=0)
(4) ad—bc=1 (det=1)
Dann folgt
d-(3)—b-(4): —b=c(d>+b*) =c,
b-3)+d-(4): d=a®*+d*) =a
und somit a? + b?> = 1. Kiirzer folgt das alles auch aus der Matrizengleichung

BT = (T*)7'B, mit B =id.

Die Eigenwerte von T sind Ay = a4 b mit zugehorigen Eigenvektoren ex = (1, £i).
Also bildet die Konjugation mit U = (} ,11) die Gruppe SO(2) isomorph auf die
Diagonalmatrizen mit konjugiert komplexen Eintragungen vom Betrag 1 ab.

T CE NOR RGN

SO(2,1){<Z Z) ca,b€R, a2b21}~

{@ 1%)“%\{0}}%\{0},

Analog wie bei der SO(2) folgt die erste Gleichung aus der Matrizengleichung mit
B = ((1) _01). Der erste Isomorphismus ist dann analog durch Konjugation mit der
Matrix U = (% _11) der Eigenvektoren zu den Eigenwerten A1 := a + b gegeben.
Konjugieren mit U liefert

0 2)G )G )= %)

mit (a +b)(a —b) = 1.

1%

dim = 2:
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GL¢(1) =C.,.

SO0¢(2) = {(_ab 2) :a,bE(C,a2+b21} = {(g 1?@) :aG(C*} = C,,

denn wie fiir SO(2) erhalten erhalten wir die Gleichheit aus der Matrizengleichung
und den Isomorphismus durch Konjugation mit (1- ! ), siehe [Kril6, 17]. Dann ist

1(1 =\ (a b\ (1 1\_(atib 0
2\1 = b a i —i) 0 a—1b
und (a + ib)(a — ib) = 1.

dim = 3:

SL(2) = {(‘c‘ Z) ca,b,c,d € R, ad—bc:l} ~
) ta,beC, a|2|b|21},

S(PRE

wobei der Isomorphismus durch Konjugation mit U := (1 7) geben ist, siehe
[Kri07, 34.5] und [Kri07, 72.62], denn

a b\ _ g (aatier bitife) o (a+b az—f
c d B1—if2 a1 —ian —ag — B2 a1 — B
a+d b b+ ¢

—c a—d
T’OQ_ D) aﬂl_ 2 752—_ 9

QS

= o =

Beachte daf die Quadrik {(a,b) € C? : |a|* — |b|> = 1} vermége (a,b) — (+%,b) =

ma
( \/IL-T-W’ b) diffeomorph zum “Zylinder” S* x C ist. Allerdings sieht die induzierte

Gruppenstruktur auf S' x C sehr kompliziert aus.

%

Der Tangentialraum der speziellen linearen Gruppe SL(2) bei id ist wegen det’(A)(B) =
det(A) spur(A~'B) nach [ 1.7]:

TaSL(2) = {T € L(2) : Spur(T) = O} = {(i Z) td = —a},
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Die Exponentialabbildung exp : L(2) = T}aGL(2) — GL(2) aus bildet Tiq SL(2)
nach SL(2) ab (denn det(exp(T)) = 5P (7)) und ist ein lokaler Diffeomorphismus
bei 0 wegen exp’(0) = id. Fiir spurfreie T' gilt

2
a b a® + be 0 .
T? = (C _a> = ( 0 a2+bc) = —det(T) -id

und somit ist
2Tk &K T K TRk 2 (—detT)* X (—detT)F
T — —_ = — — 7.T
exp(T) kZ:O i Z(Zk)!+kz::()(2k+l)! ,;) 25)! +kzzo 2k 1 1)

k=0
sinh(v/—det T) sin(vdet T')
=cosh(v—detT) + ———= T =cos(VdetT) + ——— T
( ) v —detT ( ) vdetT
Man beachte, daBf keiner der beiden Faktoren coshz := < "';ﬂ und Si“;”“' =< ;;7
von der Auswahl des Vorzeichens von z := +/— det T' abhéingt.

Ist det T reell (wie z.B. fiir T € SL(2) C SL¢(2)), dann gilt:

Ist det T =0, so ist ¢t — exp(tT) = 1 + ¢T eine Gerade.

Ist A? := detT > 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT) = cos(tA) + sin(tA)xT eine
Ellipse mit Achsen id und %T. Insbesonders ist also exp nicht injektiv.

Ist —A? := det T' < 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT) = cosh(tA)+sinh(tA) 4T eine
Hyperbel mit Achsen id und %T. Die Einparametergruppen durch id sind somit
(enthalten in den) Schnitten der von id und T erzeugten Ebene mit dem “Hyper-
boloid” SL(2) C L(2). Daraus laft sich auch erkennen, daf§ exp nicht surjektiv
ist.

x

Sp(2) = SL(2),
denn (Z Z) € Sp(2) &

R NG RO RO R )

Sad—bec=1

SU(2,1) = {(% &> ca,B€C, |af - |8 = 1} =~ SL(2),

denn die Gleichheit folgt analog wie bei der SO(2,1) mit B := ({§ % ) und dem her-
mite’schen Produkt. Der Isomorphismus ist durch Konjugation mit U := % (% 7)
geben, siehe [Kri07, 34.5] und [Kri07, 72.62], denn

a b _ g (atice Bitife) ,_ (ot f az—f
c d B1—ifB2 a1 — i —ag — 2 oy —
a+d b—c a—d b+ec
2 , Qg = 9 761: 2 a62:_ 2

= o =

SU(2) = {(_ab Z) ca,b€C, |a]* +|b* = 1} ~ g3
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wobei die Gleichung wieder wie fiir die SO(2) folgt und der Isomorphismus durch
die Darstellung der Quaternionen H als Matrizen in GL¢(2) gegeben ist.

Q(1) = 5%, denn T € Q(1) genau dann, wenn T € G Lg(1) = H mit TT =1 (denn
zw =: q(z,w) = q(Tz,Tw) = TzTw = 2T Tw), und
(a+ib+jc+kd) - (a+ib+ jc+ kd) = (a —ib— je—kd) - (a+ b+ je+ kd)
= (a® +b* 4 & +d*) +i0 + j0 + kO.

SLy(1) = S3, denn
a —b
dete (5 g ) = |a\2 + ‘b|2.
und somit ist detc(g) = ||¢q||? fiir jede Quaternione q.

SO(3) = PSU(2) & PS3, wobei PG := G/Z(Q) fiir jede Gruppe G und Z(G) :=
{9 G:YVheG:g-h=h-g} das Zentrum von G bezeichnet. Jede Einheit-
squaternione ¢ = a + ib + jc + kd wirkt orthogonal auf R* = H durch Konjugation
und a8t die Zerlegung R x R3 invariant, denn ¢='-1-¢ = ﬁ -q=1und

g p-a?=( ' paq) (¢ pa)=7 D

=q '[P q=pl?

also wirkt sie als Drehung am R3 2 {0} x R® C H. Der Kern dieses Gruppenhomo-
morphismuses H 2 S% — O(3) ist offensichtlich Z(S3) = Z(H)NS* = {£1}. Damit
ist S% - PS%:= 5%/7(S%) eine (Gruppen-)Uberlagerung (siehe ) und folglich
PS3 eine kompakte zusammenhingende 3-dimensionale Lie-Gruppe die somit in
O(3) offen eingebettet ist und damit mit der Zusammenhangskomponente SO(3)
der O(3) iibereinstimmt, d.h. SO(3) = §3/Z(S3) = PS3.

Geometrisch haben wir das in [Kri07, 1.3] auch so gesehen: Eine Drehung ist durch
Drehachse und Drehwinkel festgelegt, also durch einen Vektor v € D3 welcher
der Drehung mit der Achse u/|u| € S? und dem Drehwinkel 7|u| € [—, 7]/~ =
S1 entspricht (Beachte, dal (r1,¢1) # (72, 92) genau dann die gleiche Drehung
beschreiben, wenn @1 = 0 = 9 oder (z1,¢1) = —(x2,¢2) ist). Also erhalten wir
eine 2-blittrige Uberlagerung S® — 93/~ = D3/~ = SO(3) auch aus folgendem
Diagramm

g pg

<l

id xe'™

S? x [-1,1] S§% x St

i |

]D)34>>]D)3/~> > S0O(3),

wobei die linke vertikale Abbildung durch (z,t) — tz, die rechte durch (v,p) —
“Drehung um v mit Winkel ¢” gegeben sind und ~ die von v ~ —v fiir v € S?
erzeugte Aquivalenzrelation ist, siche dazu auch [Kri07, 24.40]. Allerdings erhalten
wir so nicht die Homomorphie-Eigenschaft von S% — SO(3).

Beachte, daf das Zentrum Z(SU(2)) von SU(2) durch {£id} gegeben ist und somit
PSU(2) := SU(2)/Z(SU(2)) = S3/Zy = PS? ist.

SO (3,1) = PSL(2) wird analog wie fiir SO(3) 2 PS® gezeigt. Fiir Details dazu
siehe ebenso [Kri07, 24.40]. Beachte, dal das Zentrum Z(SL(2)) von SL(2) durch
{£id} gegeben ist.

1.25 Die SL¢(2).
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Wegen der Iwasawazerlegung aus ist als Mannigfaltigkeiten
SLc(n) ~ SU(N) x (Dyc(n)NSLe(n)) ~ SU(n) x ]RS’ZL—l) % Cn(n—1)/2

und fiir n = 2 ist
SLe(2) ~ SU(2) x R ~ 83 x R3.

Spc(2) = {T € GLc(2) : b(z,w) = b(Tz,Tw)} mit b(z,w) 1= ztw? — 22w!

0 —dey(T . _
(det(T) ot( ))} mit J = (9 5')

Genau wie Sp(2) in folgt Spe(2) = SLe(2):

Wir wollen nun die folgenden Uberlagerungen, die im Zusammenhang mit der
SL¢(2) auftauchen beschreiben:

- {T € GLe(2): J = THIT

SLc(2) X SLe(2) +-dim=12

SU(2) x SL(2) SL(2) x SL(2) SL¢(2) dim=6 SU(2) x SU(2)
" ™~
SL(2) dim=3 SU(2)
SO¢c(4) dim=12
Q_(Q) SO+ SOC dim=6 50(4)
SO+ 3 1 dim=3 0(3)

Die Uberlagerung Z, < SL¢(2) x SL¢(2) — SO¢(4)

Die Wirkung
p:GLc(2) x GLe(2) — Le(Le(2)), (T,8)— (R—TRS™Y),

eingeschréinkt auf SL¢(2) x SLc(2) erhélt die quadratische Form dete : Le(2) —
C und somit auch die (wegen T - T%* = det(T) id) zugehorige nicht-degenerierte
symmetrische C-Bilinearform

b: Le(2) x Le(2) — €, b(T, S) := Trace(T - 5°%)
Somit ist SOy(Lc(2)) =2 SO¢(4). Der Kern des Gruppen-Homomorphismuses
p: SLc(2) x SLe(2) = SOy(Le(2)) € GL(Le(2))
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ist
Kerp|SLc(2)z = ) :TR=RS VRELc(Q)

(T, 8 }
(T,T):T € SLe(2) N Z(L@(Q))}

I
— =

—

.3

{(Nid, Nid) : A? =1} = {(&id, £id) }.

Die Ableitung von p : SL¢(2) x SLe(2) — Le(Le(2)) bei (id, id) ist
p'(id,id)(T,S) : R—TR—RS

(wegen inv/(A)(B) = —A"1BA™!, siehe [Kril5, 5.2.1]) und hat Kern {(T,S) :

Spur(T) = 0 = Spur(S), TR = RS V R} = {(0,0)}. Aus Dimensionsgriinden

(dim SO¢(4) = 12 = 2 - dim SL¢(2)) ist somit p ein lokaler Diffeomorphismus mit

offenen Bild in SOy(L¢(2)) und da SO¢(4) zusammenhéngend ist (siche ), ist

p eine Uberlagerungsabbildung.

Die Uberlagerung SL¢(2) = Spe(2) — SO¢(3) = SOt (4,1)

Die Wirkung p eingeschrénkt auf die Diagonale SL¢(2) C SLc(2) x SLe(2) 148t die
Identitét id € L¢(2) invariant und somit auch ihr orthogonales Komplement, der
Teilraum der spurfreien Matrizen {R € L¢(2) : spurg(R) = 0} = C3. Insbesonders
ist der Kern dieser Einschrankung p : SL¢(2) — SO¢(3) nach wie vor {£id}.

Die Wirkung p; : SL¢(2) x SLe(2) — Le(Le(2)), (T,S) — (R — T RS™) lifit
ebenfalls det¢ und somit auch b invariant. Eingeschrinkt auf die Diagonale SL¢(2)
148t sie den reellen Teilraum der hermite’schen und der anti-hermite’schen Matrizen
invariant. Folgende Matrizen bilden eine Orthonormalbasis der ersteren

1 0 1 0 0 1 nd 0 1

0o 1)°\o -1)°\1 o) "\~ o)
Somit hat die Bilinearform b darauf Signatur 3 (denn deren Determinanten sind
1,-1,-1,-1) und folglich ist

SO,({T € L¢(2) : T* =T}) 2 S0(4,3) = SO(4,1).

Aus Dimensionsgriinden ist das Bild folglich die Zusammenhangskomponente SO (4,3) C
SO(4,3).
Der Kern von p1|gr,.(2) ist gegeben durch jene T' € SL¢(2) mit V R = R* : TRT* =
R. Fiir diese ist TT* = id, i.e. T* = T~ und V R € SL¢(2) : TRT™! = R
(da T* = =T = (iT*) = 4T'). Somit ist Kerp|gr.(2) = Kerpi|sr.(2) und damit
SO(C(3) = Blld(p|5Lc(2)) = Bﬂd(ﬂl|SLg(2)) = SO+(4, 1)

Die Uberlagerung SL(2) x SL(2) — SO*(4,2)

Es ist Le(Le(2)) die Komplexifizierung von L(L(2)), d.h. L(L(2))®C = Le(L(2) ®
C) = Le(Le(2)). Die Wirkung p eingeschréankt auf SL(2) x SL(2) 148t den Realteil
L(L(2)) und den Imaginérteil i - L(L(2)) invariant. Die Form b ist reellwertig auf
L(2) und hat Signatur 2, denn

()G 5)- 6 o) ()

bilden eine Orthonormalbasis. Also ist SO,(L(2)) = SO(4,2), siche [Kril6, 18].
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Die Uberlagerung Sp(2) = SL(2) = SU(2,1) — SO*(3,1)

Die Einschrinkung der Wirkung auf die Diagonale SL(2) 148t zusétzlich id und
dmait auch die spurfreien linearen Abbildungen invariant. Folgende Matrizen bilden
eine Orthonormalbasis des invarianten Teilraums {T" € L(2) : Spur(7T) = 0}:

1 0 0 1 q 0 1
o —1)>\1 o) "™ {-1 0/
Somit hat die darauf reellwertige Form b Signatur 2 (den deren Determinanten sind

—1,—1,1). Also ist
SO,({T € L(2) : spur(T) = 0}) = SO(3,2) = SO(3,1).

Die Uberlagerung SU(2) x SU(2) — SO(4)

Der Raum H der Quaternionen ist nach der Teilraum {(% _ab) ta,b e C}von
Le(2) und wird von SU(2) x SU(2) (wegen SU(2) = S C H C L¢(2)) invariant
gelassen. Die Bilinearform b ist positiv definit (wegen detc(q) = |¢||?) auf H und
somit ist SO, (H) = SO(4).

Die Uberlagerung SU(2) = S% = SLg(1) = Q(1) — SO(3)

Die Einschrinkung der Wirkung auf die Diagonale SU(2) lit R C H invariant und
somit auch das b-orthogonale Komplement RL. Also ist SO, (R+) =2 SO(3). Siehe
auch die Beschreibung von SO(3) in .

Die Uberlagerung SL(2) x SU(2) — Q_(2)

Esist SU(2,1) ={T € SLc(2) : T*JT = J} = SL(2) und das Bild von SU(2,1) x
SU(2) unter der Wirkung p 148t zusitzlich die konjugiert-symmetrische Sesqui-
linearform h : (Ry, Ra) — spur(J Ry R}) invariant, denn
R(TR1S™', TRyS™") = spur(JT RS~ (TR S™1)%)
= spur(JTRyS™(S*) ' R{T*) = spur(JT Ry (S*S) ' R{T*)
=spur(T*JTR2R}) = spur(JR2 RY)
= h(Rl, RQ)

Die Matrizen

(0 4 (1 0 (00 d'_00
€1 = A €g = 0 s €3 I— i 0 un €y = 0 —i

bilden eine C-Basis beziiglich welcher h die Standardform der SU(4,2) und b jene
der “O¢(4)” in der Beschreibung von @_(2) in ist (Rechnung!). Und somit
hat SU(2,1) x SU(2) Werte in U(4,2) N “O¢(4)” = Q_(2).

1.26 Einige transitive Wirkungen

Die Gruppen G der Form Oy(F), Upy(E) und Qp(E) wirken per Definition auf E
(durch T + (x — T(z))) bzw. auch diagonal auf E x E (d.h. T — ((z,y) —
(Tz,Ty))) und lassen die Niveau-Flichen E. := {& € E : b(z,z) = ¢} (bzw.
(E x E)e := {(z,y) : b(z,y) = ¢}) fiir jedes ¢ € K invariant. Fiir festes z € E,
bzw. (z,y) € (E X E).sei p: L(E) 2 G — E. bzw. p: L(E) 2 G — (E x E).
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die durch 7'+ T'(z) bzw. T — (T(z),T(y)) gegebenen linearen Abbildungen. Wir
werden zeigen, daf fiir alle diese Gruppen (bei geeigneter Wahl von ¢) zumindest
eine dieser beiden Abbildung p surjektiv ist, also G auf der Niveaufliche M = G-z
transitiv wirkt. Weiters werden wir zeigen, dafl die Fixpunktgruppe G, eines festen
Punkts z in der Niveaufliche vom selben Typ aber kleinerer Dimension wie G ist.
Die daraus erhaltenen Hauptfaserbiindel

Gy, —G—-M

(siehe ) lassen uns dann mit Induktion unter anderem die Homotopiegruppen
von G berechnen, siehe z.B. [Kril6, 21].

SO(n) Siehe [1.9]

SU (n) wirkt entsprechend auf C™ mit Orbits {z € C" : h(x,z) = ¢}, wobei h die
standard Hermite’sche Form ist. Insbesonders wirkt also SU(n) transitiv auf S?n—1
mit Fixgruppe bzgl. 1 = (0,...,0,1) isomorph zu SU(n — 1), d.h. wir haben die
Sequenz:

SU(n —1) < SU(n) - S*"1.

Q(n) wirkt schlieBlich auf H" mit Orbits {z € C™ : g(z, z) = ¢}, wobei ¢ die stan-
dard Quaternionisch-Hermite’sche Form ist. Insbesonders wirkt also Q(n) transitiv
auf S4"~! mit Fixgruppe bzgl. 1 = (0,...,0,1) isomorph zu Q(n — 1), d.h. wir
haben die Sequenz:

Q(n—1) = Q(n) - §4n~1,

SO (n, k). Diese Gruppe wirkt fiir k < n transitiv auf {z € R" : b(z,z) = 1} =
R* x S"~*~1 und die Fixgruppe von 1 = (0,...,0;1) ist isomorph zu SO+ (n—1, k).
Also haben wir die Sequenz:

SO+(7’L — 1,]{:) (N SO+(’I’L,I€) s Rk % Sn—k—l.
In der Tat {z € R" : b(z,z) = 1} = {(z,y) € RF x R"F : —|z|2 4 |y|? = 1} =
: k n—k—1 . . b
{(z,y):x e R" x S }, wobei der Isomorphismus durch (z,y) — (z, \/Wy)

gegeben ist. Da 1+ = R*" 1 ist G; = SO (n — 1, k). SchlieBlich folgt die Transitiv-
itét, indem wir fiir  # y mit b(z,x2) = 1 = b(y, y) in der z-y-Ebene z in y drehen.
(geht durch Zusammensetzung von zwei Spiegelungen um = — z und y — z, wobei
z ein Vektor in dieser Ebene mit b(z,2) = 1 und b(z,z) # 1 # b(z,y) ist). Siehe
[Kri16, 19].

SU (n, k) und Q(n, k). Hier gehen wir analog vor und erhalten
SU(n —1,k) — SU(n, k) - R?F x §2n—2k=1
Q(n—1,k) = Q(n, k) — R x gin—4k=1
Sp(n) wirkt transitiv auf M := {(z,y) € R*" : b(z,y) = 1} und die Fixgruppe von
(em, €21m) ist isomorph zu Sp(n —2), wobei n = 2m ist. Also haben wir die Sequenz:
Sp(n —2) < Sp(n) - R™ x "1,

Dafl Sp(n) transitiv auf M wirkt, kénnen wir wie folgt sehen: Fiir b(z,y) = 1 =
b(x',y") erginzen wir x und y zu komplementierten Lagrange Teilriumen F und
G und ebenso ' und 3 zu F’ und G’ (siehe | 1.14]). Wir kénnen nun z zu einer

Basis (e1 := z,€a,...,€,) von F erginzen und in G = F* die via z — b(z,.)
duale Basis (€41 := ¥, €m+t2, - - -, €2m) Wihlen. Und ebenso erhalten wir eine zweite
Basis (2, €5,...,€5,5y €19, -,€5,) von E. Der Basiswechsel ist klarerweise der

gesuchte Symplektomorphismus, denn b(e;;1,€e;) = §; ; fur alle ¢, j < m. Schliefllich
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wollen wir noch {(z,y) : b(z,y) = 1} bestimmen. Es ist b(x,y) = (Jz,y) und somit
erhalten wir eine Kette von Diffeomorphismen:

M := {(z,y) € R*™ : b(z,y) = (Ja,y) = 1} via J x 1

= {(@.0) € B (a.) = 1=y £0)} via (0.9) &= (o + T 50.)
= {(@.) €R" xR () =0} via (2.0) = o oo )

1

{(x,y,t) ER" x S" P x RY: (x,y) = 0} via (z,y,t) — (y,x;Int)
2TS" L xR via (y,z;t) — (y,2 +ty)
> gl R™.

SOc¢(n) und Spc(n). Hier erhalten wir analog (siehe [Kril6, 20])
SO¢(n —1) = SO¢(n) = {x € C" : b(w,z) =1} =TS}
Spe(n —2) < Spe(n) » {(z,y) € C" x C" : b(z,y) = 1} 2 TS*" !

P

(z,5) € B2 : Jof? — [yf* = 1, (z,y) = 0}

& {(;L’,y) € S" X R": (x,y) = O}
o~ Tsn—l
sowie
M= {(z,w) €T b(z,w) = (JZ,w)e = 1} = 751
Q_ (n) wirkt transitiv auf {x € H" : ¢(x,z) = i} mit Fixpunktgruppe @_(n — 1)
bzgl. 1:=(0,...,0;1). Also erhalten wir eine Sequenz
Q-(n—1) = Q-(n) » TS*™ /R,

wobei T'S?"~1/R das (ziemlich nicht-triviale) Komplement des durch Multiplika-
tion mit 4 gegeben trivialen Linienbiindels des Tangentialbiindels 7°5%"~! ist, siehe
[Kri07, 25.2].

In der Tat ist ¢(z,2) = —q(z, ), d.h. ¢(z,2) € {0} x R3, bzw. in Koordinaten

q(z,z) = i(Z(xl>2 4 (a2 (@202 (x3n+l)2)

1
+2j (Z g 2ntl xlx3n+l>

1
12k (Z plp2ntl xn+l$3n+l>.
l

Und somit ist

M = {(x,y,z,u) eR™ x R" XRHXRn¢Q($aI):i}

{@ gz o+ [y = 1+ |22 + Jul?,

(@), (z,0)) = 0, (2, ), (~u,2)) = 0}
= {(v,w) eS I xCr:vlwvl iw} = F.
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Also ist E das orthogonale Komplement in 7.5?"~! des trivialen Linienbiindels
{(v,iv) ;v e &1} CTS* = {(v,w) :veE S v lw}

Die Fixpunktgruppe ist offensichtlich Q_(n — 1), denn 1+ = H"~!. Dal Q_(n)
auf M transitiv wirkt, sehen wir wie folgt: Die Standardbasis ¢; erfiillt ¢(e,,es) =
i0r,s. Wir nennen so eine Basis eine Orthonormalbasis fiir ¢. Jeder Vektor f; mit
q(f1, f1) = i 1laBt sich zu einer Orthonormalbasis (f,) induktiv wie folgt erweitern.
Seien (fr)r<s bereits gewdhlt. Sei z # 0 in {x : ¢(fr,z) = 0V r < s}. Dann
ist « linear unabhéngig von {fi,..., f,}, denn andernfalls ist = > ___ fr A, mit
A\, € H, und 0 = q(f,, z) liefert induktiv A, = 0, d.h. z = 0. Da g nicht degeneriert
ist, existiert ein &’ mit ¢(z,2’) = 1. Dann setzen wir " :== 2’ + > __ friq(fr, o)
und es gilt: ¢(z,2") = q(x,2’) = 1 und q(f-,2") = q(f,2") + q(f-,2")i% = 0. Nun
ist g(x+a”" N\, z+2" ) = q(z, 2) = A+ A+ A q(z", 2") \. Wire also q(z, z) = 0 fiir alle
z € (f1,..., fx)T, dann wire A = X fiir alle A, ein Widerspruch. Da A — (z = A-x-))
transitiv auf {0} x R3 wirkt, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, da q(x,z) = i ist,
und somit ist x das gesuchte fi41.

Beweis der Transitivitidt: Sei A = a + bj mit a,b,z € C und ¢t € R. Dann ist

titzj=XNix=(a+bj)i(a+bj)=(@—jb)(ai+bij)=(a—0bj)(ai+bk)
=laf*i—bjai+abk—j|b*k=(la]* —|b]*)i+2ab)k
= (laf* = [b*)i + (2abi) j

genau dann, wenn
t=lal®> = |b|* und z = 2a@bi.

Ein Losung ist

V2 F|Z]2 -t z .
= [ SRS N —— = —
b >0und a sz

2

fiir z # 0. Fiir z = 0 wihlen wir entweder a = 0 oder b = 0 je nachdem ob ¢t < 0
oder t > 0 ist.
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Zusammenfassend haben wir also die folgenden Hauptfaserbiindel mit den angegebe-
nen Dimensionen

SO+(TL _ 1’ k) |G SO+(’I7,, k) s ]Rk X Snfkfl
n—1)(n—2 n(n—1
% % n—1
SU(n —1,k) = SU(n, k) — R+ x §2n—2k=1

n?—2n n?—1 2n—1

Qn —1,k) = Q(n, k) — R x Gin—4k-1

(n—1)(2n—1) n(2n+1) 4n—1
Sp(n —2) ¢ Sp(n) R™ x §n—1
n—2)(n—1) n(n+1

(n=2)( (1) -

SOc(n — 1) > SO (n) ——s= T.§"1

(n—1)(n—2) n(n—1) 2n—2

Spe(n —2) &—— Spe(n) ———— 15?71

(n—2)(n—1) n(n+1) 4n—2
Q (n-1)¢ Q_(n) TSR
(n—1)(2n—3) n(2n—1) 4n—3

1.27 Von den speziellen Gruppen zu den allgemeinen

Der Gruppenhomomorphismus

t 0 ... 0

0 1 0
sS:t—

0 0 ... 1

ist ein Schnitt fiir folgende kurze exakte Sequenzen von Gruppen

1 SL(n) ¢ GL(n) S R, —1
1 SO(n) O(n) - » 7, 1

1—> SO(n, k) —=O(n, k) L7, — > 1

detr

1——=SL¢(n) &—— GL¢(n) —>C, ——1

dete

1 SU(n) € U(n) St 1

1—>SU(n,kj)(—>U(n,k)£»Sl—>1

1—> S0c(n) > Oc(n) 2 7, — 1
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1.27

und somit semidirekte Produkte

Oc(n) 2 SO¢(n) X Zs

Die Abbildung u : (t,T) — tT liefert exakte Gruppen-Sequenzen

1—>R, x SL(2n+1) ——>GL2n+1) — 1

m

1—Ry xSL(n) ———GLy(n) ——— 1

1 /. C. x SLe(n) —2> GLe(n) ————> 1
1—> R, x SLu(n) —— GLy(n) ——> 1,

(vgl. mit )

wobei die erste, die zweite und die letzte folglich ein Isomorphismen beschreiben.

Beachte fiir die dritte Zeile, daf

1 1
(T =id& T = id mit 1 =det(T) = .
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2. Lokale versus globale Struktur

2.1 Definition (Lie-Gruppe)

Eine LIE-GRUPPE G ist eine Gruppe, die zugleich C*°-MF ist und deren Gruppen-
multiplikation mult : G x G — G glatt ist.

2.2 Bemerkungen

(1) Die durch Ly : h + g-h, Ry : h — h-g und durch mult(g, inv(g)) := e definierten
Abbildungen L, (Linkstranslation), R, (Rechtstranslation) und inv (Inversenbil-
dung) sind Diffeomorphismen von G: Klarerweise sind sie bijektiv und haben als
Umkehrabbildungen L,-1, Ry;-1 und inv. Die beiden ersten sowie ihre Umkehrab-
bildungen sind als Einschrankungen der glatten Multiplikation selbst wieder glatt.

Da bei festem h die Identitét
inv(g) =h~t-h-inv(g) = h " -inv(g-h7Y) = (Lh—l oinv ORh—l) (9)

gilt, gentigt es, die Differenzierbarkeit von inv beim neutralen Element e nachzu-
weisen. O.B.d.A. rechnen wir lokal im R™. Dort ist inv die Losung der impliziten Gle-
ichung mult(g, inv(g)) = e. Wegen mult(e, g) = g ist die zweite partielle Ableitung
von mult bei e die Identitdt und nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist inv
in einer Umgebung von e glatt.

(2) Jede Lie-Gruppe G ist automatisch Hausdorff:

Sei a # b, also mult(a,inv(d)) C G \ {e}. Da G als Mannigfaltigkeit T ist gibt es
Umgebungen U von a und V von b mit e ¢ mult(U, inv(V)), also ist UNV = §) und
damit G Hausdorff.

(3) Die Zusammenhangskomponente Gg von e ist ein Normalteiler von G:

Die Bilder von Gy unter L, (bzw. R,) sind zusammenhéngend. Da e € Gy, gilt fiir
g € Gp auch g € LyGo und also LyGy C Gy. Das gleiche Argument, angewandt auf
die inneren Automorphismen g — h - g - h~L, liefert die Normalteiler-Eigenschaft.
Siehe Aufgabe [Kril6, 14].

(4) Jede Lie-Gruppe G ist auch parakompakt:

Sei G4 die Zusammenhangskomponente um g, dann sieht man wegen der Stetigkeit
der Linkstranslation leicht ein, daB8 G4 = g-Gp. Sei U eine zusammenhéngende, rela-
tiv kompakte Umgebung von e, ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei U = U~!
(ersetze U durch U UU™!). Dann ist H :=|J,, U™ eine offene zusammenhéingende
Untergruppe von G. Die Teilmenge H ist auch abgeschlossen, denn die offene Ver-
einigung der Nebenklassen gH mit g ¢ H ist das Komplement von H. Also mufl
H die Komponente Gy umfassen, somit ist die Zusammenhangskomponente Gg
o-kompakt und damit auch parakompakt, siehe [Kri07, 18.4]. Jede andere Kom-
ponente ist von der Gestalt g - G, also ebenfalls parakompakt und damit auch

G.

(5) Von [MZ52] und [Gle52] wurde das 5. Hilbert-Problem 1952 positiv beant-
wortet: Jede lokalkompakte, lokal zusammenhédngende, endlich-dimensionalenale
topologische Gruppe la3t sich auf eindeutige Weise zu einer Lie-Gruppe machen.

2.3 Definition (Lie-Gruppenhomomorphismus)

Seien H und G zwei Lie-Gruppen. Eine Abbildung f : H — G heifit LIE(GRUP-
PEN)-HOMOMORPHISMUS, falls f glatter Gruppen-Homomorphismus ist. Ein lokal
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definiertes f heiffit LOKALER LIE(GRUPPEN)-HOMOMORPHISMUS, falls es im Defi-
nitionsbereich Dom(f) (einer offenen Umgebung von e) multiplikativ ist, d.h.

flz-y) = f(z)- f(y) fir alle z,y € Dom(f) mit = -y € Dom(f).
Wegen e? = e ist dann f(e) = f(e)? also f(e) = e und weiters f(z~1) = f(x)~! fiir
x € Dom(f) N (Dom(f))~*.

2.4 Lemma.
Seien H und G Lie-Gruppen und H zusammenhdngend. Stimmen zwei Lie-Homo-
morphismen von H nach G lokal iberein, so sind sie gleich.

Beweis. Durch die Umgebung, auf der die Homomorphismen iibereinstimmen, wird
H als Gruppe erzeugt, sieche Aufgabe [Kril6, 13]. Da Lie-Homomorphismen ins-
besonders Gruppen-Homomorphismen sind, stimmen sie iiberall {iberein. O

2.5 Lemma (Fortsetzen von Homomorphismen).

Seien H und G wie oben, zusdtzlich sei H einfach zusammenhdngend. Dann lafst
sich jeder lokale Lie-Homomorphismus f : H O Dom(f) — G zu einem Lie-
Homomorphismus f auf ganz H fortsetzen.

Beweis. Wir werden den lokalen Lie-Homomorphismus f lings Kurven fortsetzen,
die von e ausgehen. Sei U = U~! (ersetze U durch U N U~!) eine Umgebung,
sodaB U? := U - U C Dom(f) (setze U := Uy N Uz mit Uy - Uy C Dom(f)); zu
jeder Kurve c: [0,1] — H gibt es nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue (siehe
[Kri04, 5.1.5]) zur Uberdeckung durch die Mengen Uy := {t : c(t)™* - ¢(s) € U} mit
s €[0,1] ein § > 0, s.d. jede Menge A C [0, 1] mit Durchmesser kleiner als ¢ in einer
dieser Mengen enthalten ist, also wenn eine Folge (0 =ty < - -- < t,, = 1) so gewé&hlt
ist, daB |t;11 — t;| < & gilt, dann ist mit c(t)~1 - (') = c(t) "L - c(s) - e(s) "L c(t) €
U-U~! C Dom(f) fiir alle t,t’ € [t;,t;11]. Wir definieren

F(&) = £(eO) ™ et) - (eltn ) - elD).

Seien ¢ und d zwei Kurven mit gleichen Endpunkten und mit ¢(t) € d(t) - U fiir
allet. Sei 0 = rg < -+ <71 =1und 0 = 59 < .-+ < 5, = 1 so gewahlt, dafl
c(t)"t-e(t') € U fiir t,t' € [ry,rip1] und d(t)~1 - d(t') € U fiir t, ' € [s;, 8:+1]. Sei
0=ty < - <t, =1 die gemeinsame Verfeinerung, dann gilt f(c) = f(d), denn
mit u; == d(t;) 7' - e(t;) € U (ug = e = uy) gilt:

F(e) = f(e(0) e(m)) - (elrin) (D))

() eltn)) - oo f (eltar) ()

((@()uo) " (dltr)u) ) -+ £ ((@ltn-1)un—1) (L))
(

ugld(o)_ld(tl)ul) - f(u;ild(tn,l)—ld(l)un)

- f(un_l)—lf(d(tn_l)—lda))f(un)
= (Ao d(sn) - f(dsi) () = (),

Somit nimmt f auf homotopen Kurven mit gleichen Endpunkten gleiche Werte an
und da H einfach zusammenhéngend ist, hingt f somit nur von den Endpunkten
der Kurven ab. Setzt man also f(g) := f(cy), wobei ¢, eine e mit g verbindende
Kurve ist, dann ist f wohldefiniert.
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Wir zeigen nun, daf f ein Homomorphismus ist: Ist cg eine Kurve von e nach g
und c;, eine von e nach h, so verbindet folgende Kurve ¢4.;, den Punkt e mit g - h,

) cq(2t) fiir t <1/2
Cq. =
gh g cn(2t—1) firt>1/2

Es gilt f(g-cn) = f(cn), da

F((g-ent)™ (g~ enltinn))) = F(enlt) g genltin)) = F(ent) " enltirn)),

und somit ist f(g-h) = fleg.n) = fcg) - Flg-cn) = fleg) - flen) = Flg) - F(R).

SchlieBlich folgt, daB f glatt ist, denn f ist lokal bei ¢ gegeben durch ¢/ — f (¢) =

fleg) - flg™"- g'), denn fiir eine Kurve ¢,-1.¢/ die e mit g1 - ¢ lokal verbindet, ist
:f(cgfl'g/) :f(g_l'g/)' 0

flg- Cgfl-g/)

2.6 Lemma.

Es sei M — B ein Faserbiindel (siehe [Kri07, 23.1]) mit typischer Faser F. Falls
B und F zusammenhdngend sind, dann ist es auch M. Falls B und F einfach
zusammenhdngend ist, so auch M. Allgemeiner hat man die lange exakte Homo-
topiesequenz einer Faserung (siehe [Whi78, p.187, IV.8.6])

i)71']€(F‘)*>’]Tk(]\4)—)’/’T]C(B)i>’]‘rk,1(f7‘)*)

Beweis der 1. Aussage. (Vergleiche mit ) Ist fiir ein Faserbiindel p : M — B
sowohl die Basis B als auch die typische Faser F' zusammenhéngend, so auch der
Totalraum M. Denn seien U und V nicht leer und offen in M mit U UV = M,
dann ist p(U) und p(V) nicht leer und offen in B mit p(U) U p(V) = B. Weil
B zusammenhingend ist, gilt p(U) N p(V) # 0, also gibt es einen Punkt = €
p(U)Np(V), und UNF und VN F iiberdecken die Faser F' iiber x mit nicht-leeren
Mengen. Da F' zusammenhéngend ist, haben U und V nicht-leeren Durchschnitt in
F. Also ist M zusammenhingend.

Die Aussage betreffend des einfachen Zusammenhangs sieht man wie folgt ein: Sei ¢ :
S1 — M eine geschlossene Kurve. Da B einfach zusammenhiingend ist existiert eine
Homotopie (relativ {1} C S!, siehe [Krildb, 2.7.1] und [Krildb, 5.9]) zwischen
poc und der konstanten Kurve. Nun lifte (siehe [Kril4b, 2.29]) diese Homotopie zu
einer Homotopie (relativ {1}) mit Startwert c. Der Endwert der Homotopie ist eine
geschlossene Kurve in der Faser und 148t sich folglich in der Faser zur konstanten
Abbildung homotop verformen. Verklebt man diese beiden Homotopien, so erhélt
man eine Homotopie (relativ {1}), also ist M einfach zusammenhéngend.

Die Homomorphismen 7y (F) — 7 (M) und 7 (M) — 7 (B) sind die von der Inklu-
sion F' < M und der Quotientenabbildung M — B induzierten. Der Einhdngungs-
homomorphismusus 0 : 7 (B) — m_1(F) ist wie folgt konstruiert: Sei [¢] € mx(B)
mit ¢ : (S*, epy1) — (B, by). Zusammensetzen mit S*~1 x I — SF~1 x 1/8+~1 x
{0} = D* — DF/SF-1 = Sk liefert eine Homotopie S*~! x I — B die zu einer
Homotopie S*~1 x I — M mit vorgegebenen konstanten Anfangswert liftet. Der
Endwert des Lifts ist dann eine Abbildung S¥~! — F und reprisentiert somit das
gesuchte Element in 7;_1(F). Mit dieser Definition ist es nicht allzu schwer die
Exaktheit der Sequenz zu zeigen. O

Dies kann verwendet werden, um mehrere der folgenden Lie-Gruppen als (einfach-)zu-
sammenhéngend zu erkennen bzw. deren Homotopiegruppen zu bestimmen.

2.7 Beispiele von Fundamentalgruppen von Liegruppen.
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Wir wenden auf die Sequenzen aus an, die nach ’6.16‘ und ’6.15‘
Faserbiindel beschreiben:

SO(n —1) ——= SO(n) —— §"~!

SU(n —1) = SU(n) —— §?7~1

Spe(n — 2) &—— Spe(n) ——= TS ~1
Q_(n—1) = Q_(n) —=T51/R

Mit Anfangswerten aus | 1.24 |:

G, Gn/Gn-1 Startwert m1(Gr)
SO(n) Sn=T SO(2) = ST, SO(3) = S3/Zs Zs (n > 3)
SU(n) S2n—1 SU(1) = {1}, SU(2) = 3 {1}

Q(n) gan—t Q( )= 8° {1}
Sp(2n) | R* x §27—1 | Sp(2) = 81 x C Z

SO(C(TL) TSm1 SO(C(2) C \ {0} SOc( ) SLc(Q)/Zg Zio (n > 3)
Spe(2n) TS4n=1 Spe(2) = 5’3 x R3 {1}

Q () | TSR | Q (1) = z

Z.B. ist die lange exakte Homotopiesequenz fiir SU folgende:

o= M1 (87T = e (SU(n — 1)) = 7 (SU(n)) — mp(S% 1) — ...

T (SUMm—1)) fir 0 < k <

und, da 7 (S™) = 0 fir 0 < k < n gilt, ist 7, (SU(n)) =
= ... =21 (SU(1)) = {0} fir

2n — 2, also insbesonders 71 (SU(n)) = w1 (SU(n—1))
n > 2, d.h. SU(n) ist einfachzusammenhéngend.

Fiir die SO erhalten wir analog:

oo 1 (ST = T (SO(n — 1)) = m(SO(n)) — (ST — ...

und somit ist 7, (SO(n)) = m,(SO(n — 1)) fiir 0 < k < n — 2, also insbesonders
m(SO(n)) = m(SO(n —1)) =2 ... 2 71(SO(3)) fiir n > 3. Da Zy — SL(2) —
SO(3) die universelle Uberlagerung ist, ist 71 (SO(3)) = Zs.

Ahnlich geht man in den iibrigen Féllen vor.

Die Iwasawazerlegungen aus

O(n) <= GL(n) - D4 (n)
SO(n) = GL4y(n) - Dy(n)
SO(n) = SL(n) - Dy(n) N SL(n)
SU(n) = SLg(n) - Dy c(n) N SLe(n)
Q(n) = SLu(n) -» D4 m(n) N SLu(n)
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liefern uns wegen der Kontrahierbarkeit der rechtsstehenden Quotientenrdume fiir
k> 0:

m(GL(n)) = m(GLy(n)) = 7 (SO(n)) = m(SL(n)),

m(SLe(n)) 2 7 (SU(n))  und 7w (SLy(n m

und wegen GL¢(n) = SLe(n) x C, und GLg(n) 2 Ry x SLy(n) ist fir k >0
7(GLe(n)) =2 m(SLe(n)) x mx(Cy), also 71 (GLe(n)) = mp(S) =

T(GLu(n)) =2 m,(SLy(n)) x mp(Ry) = mp(SLy(n)), also Wl(GLH(n)) >~ {1}.

Insbesonders sind alle Totalriume der Uberlagerungen aus einfach zusam-
menhdngend.

2.8 Lemma.

Fualls G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe ist, dann ist eine diskrete Untergruppe
H C G genau dann ein Normalteiler, wenn sie im Zentrum Z(G) :={z € G : xz =
zzV x € G} liegt.

Beweis. (<) ist trivial.

(=) Da die Abbildung z +— zzz~! stetig ist und fiir z € H Werte in der diskreten
Teilmenge H hat, ist sie konstant und somit gleich zzz~! = exe™! = z, d.h.
x € Z(Q). O

2.9 Lemma (Universelle Uberlagerung einer Gruppe).

Sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe, dann ist die universelle Uberlagerung
G (siche [Kri07, 24.30] und [Kri07, 24.31]) der Mannigfaltigkeit G selbst eine
Lie-Gruppe. Der Kern der Uberlagerungsabbildung ist ein diskreter, zentraler Nor-
malteiler.

Beweis. Es ist G eine Lie-Gruppe, da die Lifte der Gruppenoperationen glatte
Abbildungen sind (Uberlagerung, einfacher Zusammenhang) und wegen [Kri07,
24.4] sind die fiir eine Gruppe nétigen Gleichungen auch auf G erfiillt: In der Tat
lassen sich stetige Abbildungen (wie G x G -2*2 G x G - G und G 2+ G %>
G) von einfach zusammenhingenden Rdumen unter Vorgabe von Anfangswerten
eindeutig lings der Faserbiindelabbildung p : G — G liften. Die Gleichungen wie
w(g,v(g)) = e oder u(gr, u(ge,93)) = u(p(gr, g2), gs) lassen sich als Identitéiten von
Zusammensetzungen und Produkten von u, v und id schreiben und gelten wegen
der Anfangsbedingungen p(e,e) = e und v(e) = e somit auch fiir die Lifte dieser
Zusammensetzungen die gerade die entsprechenden Zusammensetzungen der Lifte
i, 7 und id = id sind.

Nach Konstruktion der Gruppenoperationen auf G ist p : G — G ein Homomor-
phismus und somit Ker(p) ein Normalteiler. Da p : G — G cine Uberlagerung ist,
ist Ker(p) diskret und liegt nach im Zentrum. O

Beispiele von universellen Gruppen-Uberlagerungen.

e exp: R — ST = SO(2), siehe [Kri07, 3.9].

exp : C — C\ {0} = SO¢(2), siehe [Kri07, 3.5].
SU(2) = SLy(1) = Q(1) = §3 — SO(3), siche [1.25].
SLe(2) — SO¢(3) = SOt (4,1), siehe [ 1.25].

SU(2) x SU(2) = 3 x % — SO(4), siehe [1.25].
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o SL¢(2) x SLe(2) — SOg(4), siehe [1.25].
e Allgemeiner: Spin(n) — SO(n), siche [Kri07, 24.43].
Pin(n) — O(n), siehe [Kri07, 24.43].
SL(2) x SL(2) — SO*(4,2), siehe [ 1.25 ]

) = SU(2,1) = Sp(2) — SO*(3,1), siche [1.25].
o SL(2) x SU(2) — Q_(2), siehe [ 1.25].

2.10 Bemerkung

Zwei zusammenhéngende Lie-Gruppen sind also wegen genau dann als Lie-
Gruppen lokal isomorph, wenn ihre universellen Uberlagerungen isomorph sind.
Alle lokal isomorphen zusammenhéngenden Lie-Gruppen erhilt man aus ihren
einfachzusammenhéingenden Représentanten durch das Herausfaktorisieren (nach
) diskreter Normalteiler. In vielen Féllen (z.B. bei den halbeinfachen Lie-
Gruppen) ist das Zentrum der universellen Uberlagerung diskret, also erhilt man
alle lokal dazu isomorphen Lie-Gruppen durch Herausfaktorisieren von Untergrup-
pen des Zentrums. Insbesonders konnen wir dann das ganze Zentrum herausfak-
torisieren und erhalten die sogenannte adjungierte Gruppe.

3. Infinitesimale Struktur

Wir wollen nun die Gruppenstruktur der Lie-Gruppe benutzen um eine algebraische
Struktur am Tangentialraum zu erhalten. Dazu betrachten wir folgenden wichtigen
Teilvektorraum aller Vektorfelder:

3.1 Definition (Lie-Algebra einer Lie-Gruppe)

Der Teilvektorraum L£(G) (oder kurz LG) von X(G) := C*°(G = T'G) der soge-
nannten LINKSINVARIANTEN VEKTORFELDER ist definiert durch

L(G) := {f € X(G) : ¢ ist Ly-verwandt mit & fir alle g, d.h. TLgo & =€ o Lg},

d.h. es ist genau dann & € L(G) (siehe [Kri07, 29.3]), wenn T'L,(&p,) = €V g, h €
G und es geniigt diese Gleichung fiir h = e zu fordern (also sind diese Vektorfelder
durch ihren Wert bei e bereits eindeutig festgelegt), denn aus §; = T'L, (&) folgt:

TLy(&n) = TLg(TLn(&)) = T(Lg o Ln)(&e) = TLgn(&e) = Egn = E(Lg(R)).

3.2 Lemma.

Der Vektorraum T,G ist isomorph zu LG, ist also eine dim(G)-dimensionale Teil-
Lie-Algebra von X(G).

Das Tangentialbiindel m : TG — G einer Lie-Gruppe G ist isomorph zum trivialen
Biindel pr; : G x L(G) — G, also ist jede Lie-Gruppe parallelisierbar.

Beweis. Der lineare Isomorphismus 7.G = LG ist durch & +— (g +— T'L, - &) und
& < € gegeben. Es ist LG eine Teilalgebra, da fiir L,-verwandte Vektorfelder auch
deren Summe bzw. Lie-Klammer L -verwandt ist nach [Kri07, 29.7].

Die Einschréankung der Tangentialabbildung Tu : T(G x G) — TG der Multi-
plikation p : G x G — G liefert eine glatte Abbildung G x T.G — TG x TG =
T(G x G) — TG, welche bei fixen g € G der lineare Isomorphismus T'L, : T.G =
{9} x T.G — T,G ist. Also ist diese Abbildung (g,&) — T'Lgy - { ein faserlinearer
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Diffeomorphismus G' x TG — T'G mit inverser Abbildung & +— (7(£), T Ly(e)-1 -
). o

3.3 Folgerung (Lie-Algebra einer Lie-Gruppe).

Es definiert L einen Funktor von der Kategorie der lokalen Lie-Homomorphismen
zwischen Lie-Gruppen in die Kategorie der Homomorphismen zwischen endlich
dimensionalen Lie-Algebren.

Beweis. Sei f : G — H ein lokaler Lie-Homomorphismus, dann wird Lf : LG —
LH definiert durch (Lf - &) :=TLp - Teof - &, also durch folgendes Diagramm:

X(G) 2 G srn C X(H)

.6
Jedes € € LG ist f-verwandt mit Lf-€ € LH, d.h. folgendes Diagramm kommutiert

¢ Mo

1 e

G———H,
denn wegen L,y o f = fo L, ist

(»Cf : g)f(p) = TLf(p) 'Tef : fe = Tpf . TeLp ' ge = Tpf : £p~
Offensichtlich ist Lf - £ € LH eindeutig durch diese f-Verwandtschaft bestimmt
und daraus folgt mittels [Kri07, 29.7] die Homomorphie-Eigenschaft von £f. O

3.4 Lemma.
Jedes £ € LG induziert einen eindeutigen Lie-Homomorphismus

expe 1 R — G mit exp; = £ o expy .

Beweis. Lokal um 0 existiert eine eindeutige Losung exp, dieser Differentialgleichung
zum Anfangswert expg(O) = e und diese ist ein lokaler Lie-Homomorphismus: Sei
némlich ¢(t) := expg(s) " exp,(s +t), dann ist ¢ ebenfalls Losung dieser Differen-
tialgleichung, denn

C/(t) = T‘Lexpg(s)—1 . eXPlg(S + t) = TLexpg(s)_l . gcxps(s+t)

teLa
— /TLexpE(s)—1 : Tchp5(5+t) . ge = TLc(t) . 56 = 5c(t)~

Also ist

expe(t) = c(t) = expg(s)fl expg (s +1).
Weil R einfachzusammenhéngend ist, setzt sich exp, zu einem globalen Lie-Homo-
morphismus nach fort. Dieser muf} die Losung auf ganz R sein, denn

(expe(t) - expe(s))

d d
expg(t) = 7 expe(t +5) = 7
s=0 s=0

= TLexpg(t) L= gexpg(t)~ O

3.5 Folgerung (1-Parameter Untergruppen).

LG steht in Bijektion zur Menge der 1-PARAMETER, UNTERGRUPPEN von G, d.h.
der Lie-Homomorphismen von R nach G.
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Der (globale) Fluf zu ¢ € LG ist FI5(t,g) = g - expg t, d.h. FI§ = Rexp, t-

Beweis. Die Abbildung § — exp,, LG — Hom(R, G) ist injektiv, denn ¢ +— ¢’(0) €
T.G = LG ist ein Linksinverses. Dies ist auch ein Rechtsinverses, dennseic: R — G
ein Lie-Homomorphismus, dann ist ¢ Losung der Differentialgleichung:

d d
d(t) = &), c(t+s) = &), c(t) - e(s) = TLey - ¢ (0) = &y,
wobei ¢ das linksinvariante Vektorfeld zu ¢/(0) ist, d.h. ¢ = exp;.

Es gilt auch die behauptete Formel fiir den Flufl zu &, denn

0

a(g e(t)) =TLy-c(t) =TLy - &)

=TLg- TLc(t) Lo = TLg.C(t) e = Eg-c(t)- O]

3.6 Definition (Exponentialabbildung)

Unter der EXPONENTIALABBILDUNG expg; einer Liegruppe G versteht man die Ab-
bildung expg : LG — G, § — exp,(1) = F1*(1,e).

3.7 Lemma.
Die Exponentialabbildung expq einer Lie-Gruppe G ist glatt und erfillt Ty expg =
idr,q. Es ist also expg : LG — G ein lokaler Diffeomorphismus bei 0.

Beweis. Sei ¢(g,€) := (&,,0), dann ist ¢ € X(G x LG) und t — (exp(t€), €) ist die
Losung der zu ¢ gehorigen Differentialgleichung mit Anfangswert (e, &), also glatt
in €. Somit ist auch exp glatt, und es gilt: Tyexp - = %|t=0 exp(t€) = exp'g(O) =
€e- O

3.8 Folgerung.
Es sei f : G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus, dann kommutiert folgendes
Diagramm:

G- g

eXpg \L iCXPH

G——H

Ist insbesonders G eine Lie-Untergruppe von H, so ist expq die Finschrinkung von
eXpH .

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl ¢ — f(exps(t&.)) die Differentialgleichung fiir
t— expy(t- (Lf)(&)) lost. In der Tat gilt:

) )
af(expc (t&e)) =Tf - ot expg(t&e) =Tf - TLexpG(tge) “&e
=TLy(expgte)) - Tf € = TLy(expgre)) - £F - & U

3.9 Beispiele.
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1. Es sei G die abelsche Lie-Gruppe R™, d.h. u: G x G — G ist die Addition
(g,h) = g+hund ToLy-v = Oa1(g,0) - v = v. Also sind die linksinvarianten
Vektorfelder gerade die konstanten Vektorfelder, und die Lie-Klammer von
solchen ist 0, d.h. die Lie-Algebra LG ist R™ mit der 0-Klammer.

Die Differentialgleichung fiir ¢ : ¢ — expg(t - &) ist

0
&c(t) =&ot) = TLe(y) - §e = & mit Anfangswert ¢(0) = 0,
also ist ¢(t) =t - & und somit exps (&) = & die Identitét.

2. Seinun G die Lie-Gruppe GL(n). Da G offen in L(n, n) ist, ist T,G = L(n,n)
fir alle g € G. Die Multiplikation ist p : G x G — G ist die Komposition
(g,h) — g o h und hat als Ableitung u'(g,h) - (u,v) = gov + uo h. Die
linksinvarianten Vektorfelder GL(n) — L(n,n) sind also jene der Form

g—=vg:=TLg-v=0p(g,e) - v=govmit ve L(R",R").
Deren Ableitung auf der offenen Menge GL(n) C L(n,n) ist

Vo)) =

(g+th)ov=houw.
t=0 t=0

Die Lie-Klammer von u,v € TG = LG ist somit nach [Kri07, 29.2]:

d
Vg+th = @

[u,v]g :=0'(g9) - ug —u'(g9) - vg =ugov—vgou=go(uov—uvou),
Also ist die Lie-Algebra von G gerade L(n,n) mit dem Kommutator.
Die Differentialgleichung fiir ¢ : ¢ — expg (¢ - &) ist

0

&c(t) = ety = T Ly - &e = c(t) 0 & mit Anfangswert c(0) = id,

also ist c(t) = e'ée (siche [ 1.3]) und somit expg(€.) = eée. Das rechtfertigt
die Bezeichnung Exponentialfunktion fiir allgemeine Lie-Gruppen.

3. Die Exponentialabbildung der SL¢(2), siehe . Die Lie-Algebra der
speziellen linearen Gruppe SL¢(2) ist

slg(2) = {T € L¢(2) : Spure(T) = 0},
d.h.
a b
T = (C d> Es[c<2)<:>d— —a.
Wie wir in bei der SL(2) gesehen haben ist

exp(T) = cosh(v—detT) + sinh(v— det T) T

vV—detT
sin(vdet T')
=cos(VdetT) + ————T
( ) VdetT
Ist det T reell (was z.B. fiir die Untergruppe SL(2) C SL¢(2) der Fall ist),

dann gilt:

Ist det T =0, so ist ¢ — exp(tT) = 1 + tT eine Gerade.

Ist A% :=detT > 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT) = cos(tA) + sin(tA) 1T
eine Ellipse mit Achsen id und iT. Insbesonders ist also exp nicht injektiv.
Ist —A? :=det T < 0, so parametrisiert ¢ — exp(tT) = cosh(tA)+sinh(tA) 4T
eine Hyperbel mit Achsen id und %T.

3.10 Folgerung.
Sind f und g zwei (lokale) Lie-Homomorphismen mit Lf = Lg, dann ist f = g
lokal um e.
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Beweis. Nach ist foexp =expolf =expoLlg = goexp. Da exp nach
ein lokaler Diffeomorphismus ist, stimmen also f und g lokal iiberein. O

3.11 Folgerung.
Jeder stetige Gruppenhomomorphismus zwischen Lie-Gruppen ist bereits glatt.

Beweis. Sei f : G — H ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Zuerst betrachten
wir den Fall G = R. Es gibt ein radiales offenes U C LH um 0, sodafl exp |2y ein
Diffeomorphismus ist. Sei tg > 0 so gewihlt, dal f(¢) € exp(U) fiir |t| < to. Es gibt
somit &y, &’ € U mit f(to) = exp(&o) und f(tp/2) = exp(¢’). Dann gilt

exp(2¢') = exp(¢')” = f(t0/2)” = f(to) = exp(éo) =
=2 =& = f(to/2) = exp(&0/2).
Durch Induktion bekommt man: f(rtg) = exp(rf) fiir alle r = k/2™ mit |k| < 2™.

Da f stetig ist, gilt das fiir alle » mit |r| < 1. Also ist f glatt nahe 0. Sei nun G
beliebig, (&)™, eine Basis von T.G = LG. Wir betrachten die glatte Abbildung

0:R™ = G, (t1,...,tm) = exp(t1&1) - ... - exp(tm&m)-
Thre i-te partielle Ableitung bei 0 ist £;, somit ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus.
Es ist
(fop)(ts, .. tm) = flexp(t1é1)) - - .. - f(exp(tm&m))
lokal bei 0 glatt, also auch f lokal bei e. Wegen f = L) o f o Lg-1 ist f iiberall
glatt. O

3.12 Folgerung.

Sind zwei Lie-Gruppen als topologische Gruppen isomorph, so sind sie sogar als
Lie-Gruppen isomorph. D.h. die C°°-Mannigfaltigkeitsstruktur einer Lie-Gruppe
ist durch die Topologie bereits eindeutig festgelegt. O

4. Infinitesimale versus lokale Struktur

4.1 Definition (Unter-Lie-Gruppe)

Sei G eine Lie-Gruppe. Eine Teilmenge H heifit UNTER-LIE-GRUPPE von G falls H
Untergruppe von G ist, H eine Lie-Gruppe ist und die Inklusion von H in G glatt
ist. Letztere ist dann sogar eine Immersion und damit £(H) eine Unter-Lie-Algebra
von L(G): Angenommen T incl -£ = 0, dann ist incl(exp(t£)) = exp(t- T incl§) = e,
daher ist incl nicht injektiv (Widerspruch).

Bemerkung: Wir verlangen also nicht, daf§ eine Unter-Lie-Gruppe eine (regulire)
Untermannigfaltigkeit sondern nur eine immersive Untermannigfaltigkeit ist. Mit
dieser Definition wird etwa (R, +) mit der diskreten Topologie zu einer Unter-Lie-
Gruppe von (R, +) mit der Standardtopologie.

4.2 Bemerkung

Wir haben in [Kri07, 28.6] gesehen, dafi Integralkurven von Vektorfeldern nicht
immer global definiert sind. Anschaulich gesprochen sind sie nicht fiir alle t € R
definiert, weil sie bereits in endlicher Zeit nach “unendlich” entweichen. Es sind also
die Losungskurven “zu schnell”, d.h. die Geschwindigkeitsvektoren zu grofi. Wir
konnen aber den Fluf3 global machen, indem wir seine Geschwindigkeit verkleinern.

Abstrakter, indem wir die Geschwindigkeit insgesamt ignorieren:
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e An Stelle von Vektorfeldern betrachten wir eindimensionale Teilrdume E, C
T,M ¥V p € M, also Teilvektorbiindel.

e An Stelle von Losungskurven betrachten wir Integralmannigfaltigkeiten, das
sind 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten N von M, fiir die T,N = E, gilt.

Wir konnen diese Begriffe auch im mehrdimensionalen Fall formulieren:

4.3 Definition (Integralmannigfaltigkeit)

Es sei E ein Teilvektorbiindel von 7: TM — M (in der (élteren) Literatur auch
als DISTRIBUTION bezeichnet). Dann versteht man unter einer INTEGRALMANNIG-
FALTIGKEIT N zu E eine zusammenhingende Mannigfaltigkeitsstruktur auf einer
Teilmenge N C M, soda$ incl : N — M eine Immersion und T'incl : T,N — E,
fiir alle p € N eine Bijektion ist.

4.4 Beispiele

1) Fiir eindimensionale Teilvektorbiindel (d.h. LINIENBUNDEL), die ja lokal von
einem Vektorfeld aufgespannt werden, existieren immer Integralkurven zu
diesem Vektorfeld, und damit auch Integralmannigfaltigkeiten des Biindels.

Z.B.: Hat ein “konstantes” Vektorfeld am Torus irrationalen Anstieg, dann
liegt jede ihrer Integralmannigfaltigkeiten dicht.

2) Man beachte allerdings, daf§ Linienbiindel £ im allgemeinen nicht global
durch ein Vektorfeld aufgespannt werden. Ein Beispiel liefert das Mobiusband
7: M — S', wenn E := Ker(T'w) alle Vektoren sind, die von Kurven in den
Fasern herriihren.

3) Im mehrdimensionalen Fall gilt im allgemeinen nicht, dafl jedes Teilvek-
torbiindel eine Integralmannigfaltigkeit erzeugt. Betrachte dazu das Beispiel
M := R? mit Eyy. = <{E% + y%7 (%}) - T(g:’y’z)]R?).
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Sei N eine Integralmannigfaltigkeit durch (0,0,0). Wir betrachten vorerst
den Schnitt NN{(0,y, 2) : y, 2 € R}. Wegen Ty N = R?x {0} ist dieser Schnitt
lokal eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Tangentialraum ((0, 1,0))
in jedem Punkt, also Teil der y-Achse. Fiir ein fixes yg betrachten wir nun
den Schnitt NN {(z,yo,2) : z,z € R}. Wie zuvor ist dieser Schnitt lokal eine
1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit nun mit Tangentialraum ((1,0,y0)) in
jedem Punkt, also Teil der Geraden (0,y0,0) + R - (1,0,y0) = {(z, yo, zy0) :
x € R}. Somit ist N lokal durch {(x,y,zy) : x,y € R} gegeben. Betrachtet
man aber den Tangentialraum in (1,0,0), so enthélt dieser Vektoren, deren
2. und 3. Komponente # 0 ist: T,y 2,0V = ((1,0,9),(0,1,2)) # E(y .- fiir
x # 0. Eine Integralmannigfaltigkeit durch 0 existiert also nicht.

4.5 Bemerkung

Angenommen F ist ein Teilbiindel von T'M, das durch jeden Punkt eine Integral-
mannigfaltigkeit besitzt. Sei p € M und N die Integralmannigfaltigkeit durch p und
seien &, n Vektorfelder auf M mit &,,n, € E, fiir alle z. Wegen Lemma [Kri07,
29.5] existieren Vektorfelder &1, 1, auf N, soda8 1,7, beziiglich incl verwandt sind
mit &, 7. Dann ist [§1,m1] ein Vektorfeld auf N und [£1, 1] ist incl-verwandt mit
[€,m]. Wir erhalten [£,n], = Tincl [&1,m]p € E,.

4.6 Definition (Integrable Teilbiindel)

Ein Teilvektorbiindel F von 7 : TM — M heif3t integrabel, falls fiir alle Vektorfelder
von M die punktweise in E liegen dies auch fiir deren Lie-Klammer gilt. Dies ist
dquivalent dazu, daf fiir eine/jede lokale Basis (eq,...,e,) von Vektorfeldern in E
es Funktionen ‘cﬁj fiir 4,7,k = 1, ,nomit [e,e] = Y0, cf,jek gibt. In der Tat
sefen § =37, £'e; und 1 = ), 1’e; zwei Vektorfelder in E, so ist

€ = Y [€es, ;) EEEEEE ST (e 5] + € ealnf) e — 1 e5(€0) )

2y 2y

= Z(fiﬁj S ke +&en’)e; —nlei(€) ei)
i k

= Z(Z ik +> et = 0 6.7'(5'“)) €k
k i, i J

4.7 Lokales Integrabilitidtstheorem von Frobenius.

Es sei E ein Teilvektorbiindel von w: TM — M der Faserdimension n. Dann ist
E genau dann integrabel, wenn zu jedem p eine Integralmannigfaltigkeit durch p

andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2017 49



4.8 4. INFINITESIMALE VERSUS LOKALE STRUKTUR

existiert (genauer: es existiert eine Karte ¢ mit ¢(0) = p, sodaff o(R™ x {a}) eine
Integralmannigfaltigkeit fir jedes a ist).

Die Bilder ¢(R¥ x {a}) heiBlen auf englisch PLAQUES, also frei iibersetzt Blittchen.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz einer lokalen Basis (eq,...,e,) von Vek-
torfeldern in E mit [e;,e;] = 0 fur alle 1 < 4,5 < n:
Sei dazu (f1, ..., fa) irgendeine lokale Basis von E und (u!, u™) lokale Koordi-

naten von M. Dann ist f; = Z i auJ mit maximalem Rang((f Ni<i<n, 1<]<m) =

n. Durch Umordnen der Koordinaten u* kénnen wir erreichen, da A := (f/)1<i j<n
invertierbar ist und wenn wir mit (ey,...,e,) die aus (f1,..., f,) durch Transfor-
mation mit A~! gewonnene Basis von E bezeichnen, so ist:

ei:%JrZez%miteg:M%]R

9 :
[es, ¢5] = E eijm+0 mit eﬁj M =R
k>n

lei e;] = Zc’jek ZC7J< +Zek88l) mltc” M —R

und somit ¢ ; = 0, d.h. [e;, ;] = 0. Also kommutieren deren Fliisse FI,”.
Seien nun lokale Koordinaten (u',...,u™) gewéhlt mit 527 i|p fir ¢ < n,
d.h. 0.B.d.A. M = R™ und ¢;]o die standard Elnheltsvektoren fiir ¢ < n. Betrachte

¢ : R™ = R™ (vgl. mit [Kri07, 29.12]) gegeben durch

oty tm) = (Flfllo...oFlf:)(O,...7O,tn+1,...,tm)

Dann ist fiir 7 < n:

o . —
Dip(ty, ... itm) = ﬁmg((mg o...0 It o...omg;;)(o,...,o,tn+1,...,tm))

) [——
=i (FI5 (Pl o 0 I 0 0 FIER) (00,0, tut, o)) )

= 6i|§0(t1a-“7tm)

und somit ¢’(0) = id. Folglich ist ¢ : R™ — R™ ein lokaler Diffeomorphismus und
Epwy = ¢'(t)(R" x {0}). =

4.8 Integrabilitdtstheorem von Frobenius, globale Version.

Es sei E ein integrables Teilbiindel von T M, dann gilt

1. Es existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur Mg auf M, sodaf$ die Inklusion
incl : Mg — M eine Immersion ist und T incl(TMg) = E gilt, d.h. Tincl :
TMp — E CTM st bijektiv.

2. Sei f: N — M glatt und Tf(TN) C E. Dann ist f : N - Mg glatt, d.h.
Mpg ist feiner als M.

3. Jede Zusammenhangskomponente von Mg (diese heiffen MAXIMALE INTE-
GRALMANNIGFALTIGKEITEN ) ist eine initiale (siehe [Kri07, 21.7]) Teilman-
nigfaltigkeit von M und ist parakompakt falls M es ist.

4. Ist N eine zusammenhdngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist N eine of-
fene Teilmannigfaltigkeit einer Zusammenhangskomponente von Mg.
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In dieser Situation spricht man von der von F induzierten BLATTERUNG (engl.: FO-
LIATION) Mg von M. Die maximalen Integralmannigfaltigkeiten heiflen BLATTER
(engl.: leaves) der Blitterung (Achtung: Dies ist etwas anderes als die Blétter einer
Uberlagerung).

Beweis. Sei vorerst f : N — M glatt, Bild(Tf) C E, f(p) = ¢ und ¢ eine
E trivialisierende Karte um ¢ wie in [4.7], d.h. fir jedes a ist ¢ (R* x {a}) eine
Integralmannigfaltigkeit.

///////%
r

7o (ME)

S

-

=

]Rl'ﬂ»

Pra

RK

Dann liegt f lokal in einem Blittchen ¢(R* x {a}), denn fiir f := @~ o f ist

Bild(T, f) € R* x {0}

id f b x {al.
Eia:f(p)eka{a}}éBﬂdng ta}

Ein Atlas einer Mannigfaltigkeitsstruktur Mg auf der Menge M ist gegeben
durch:

{<p|Rk-X{a} : @ trivialisiert F wie in , a € ]Rm_k}

Betrachte dazu (p1,a1), (p2,a2) und p € p1(RF x {a1}) N pa(R* x {az}). Da
P1lrFx{ar} * R* x {a;} — M eine Integralmannigfaltigkeit ist, liegt nach dem
eben gezeigten Bild(¢1[g» x {q,}) lokal in ©2(RF x {az}). Es ist also ((pg\RkX{a2})_1 o
(¢1]r*x {a;}) lokal wohldefiniert und als Einschriankung glatt.

Die Inklusion Mg — M dieser Mannigfaltigkeit ist eine Immersion, denn TMg = E
da T(o(R* x {a})) = E|,®kx{a}) ist.

Sei f: N — M glatt und Bild(Tf) C E. Dann liegt f lokal nach der Vorbe-
merkung in einem Bléittchen o(R* x {a}) und somit ist (¢|@rxia})) ™" © f lokal
wohldefiniert und glatt, also f: N — Mg glatt.

Mit M ist auch Mg parakompakt: 0.B.d.A. sei M zusammenhingend, C' sei eine
Zusammenhangskomponente von Mpg. Dazu gentigt es z.z., dal C durch abzédhlbar
viele Kartenumgebungen (R x {a}) iiberdeckt wird (Siehe [Kril5, 9.3]).

Sei A eine Menge abzihlbar vieler E trivialisierende Karten, die M iiberdecken;
po € C fix und p € C beliebig: Es existiert also eine Kurve ¢ in C, die pg und
p verbindet. Somit existieren endlich viele Karten ¢g, ..., v, € A und ag, ..., ay,,
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sodafl:
po € po(R* x {ao}), p € pn(R* x {an}) und
pi(R* x {ai}) N i1 (RY x {ai1}) # 0.
Zu vorgegebenen ¢;, @;t1, a; gibt es hochstens abzéhlbar viele a;41, sodafl
0i(R* x {ai}) N pir1 (RY x {ais1}) # 0,
denn andernfalls gibe es eine Uberdeckung von ¢;(R* x {a;}) N Bild ¢;; durch
iiberabziihlbar viele disjunkte (in der von (@;|r  {43) ' (Bild p;11) € R¥ induzierten

Topologie) offene Mengen ¢;1(R* x {a}), welches ein Widerspruch zur Lindelsf-
Eigenschaft wire.

Bild(¢i.1)

o (R¥xaj )

L)

Also gibt es nur abzihlbar viele endliche Folgen (y;, a;);, die der Bedingung ¢, (R* x
{a;})Nir1 (R x {a;11}) # 0 sowie py € po(RF x {ag}) geniigen. Jedes p € C wird
durch eine geeignete Folge erreicht. Also wird C' durch abzéhlbar viele Mengen der
Form ¢(RF x {a}) iiberdeckt.

Die Zusammenhangskomponente C' ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit: Sei dazu
f: N — C C M glatt. Lokal liegt f in Bild ¢, auBBerdem liegt f in C. Da C (als
abzéhlbare Vereinigung von Blittchen) aber (nach dem eben gezeigten) hochstens
abzéhlbar viele Bléttchen von ¢ trifft, liegt f lokal in einem Blittchen von ¢ (ver-
schiedene Blittchen von ¢ hiingen nicht zusammen). Somit ist f : N — Mg stetig
und damit auch glatt.

Sei N — M eine zusammenhéngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist incl :
N — Mg glatt nach (2). Weiters ist incl : N — Mg injektiv und immersiv (da
incl : N — M es ist) und submersiv (da T'incl : T,N — E, = T, Mg bijektiv ist),
also ein lokaler Diffeomorphismus. Somit ist incl : N < Mg ein Diffeomorphismus
auf eine offene Teilmenge von Mg. O

4.9 Folgerung (Urbilder von Punkten).

Essei f: M — N glatt und x — T, f habe konstanten Rang r. Dann ist Ker(Tf) :=
Ll,ca Ker(T% f) ein integrables Teilvektorbiindel von T M und die Zusammenhangskom-

ponenten der Niveauflichen f~1(q) sind die maximalen Integralmannigfaltigkeiten
zu Ker(T'f), vgl. [Kri07, 21.14.2].

Fiir den Beweis, siche [Kril6, 25].

4.10 Satz (Untergruppe zu einer Unteralgebra).

Sei G eine Lie-Gruppe und H Unter-Lie-Algebra von LG. Dann existiert eine ein-
deutige zusammenhdngende Unter-Lie-Gruppe H von G mit LH = H.
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Beweis. Die Beweisidee ist die folgende: Falls H eine abgeschlossene Unter-Lie-
Gruppe von G ist, so werden wir in eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf G/H
so definieren, dafl die kanonische Quotientenabbildung = : G — G/H eine Submer-
sion ist. Die (Zusammenhangskomponenten der) Niveauflichen bilden dann nach
eine Bldtterung mit zugehorigen Teilvektorbiindel F := Ker(Tw) von TG. Es
parametrisiert H 5 h — ¢ - h die Niveaufliche durch g € G und somit ist

By i=KerTyr = Ty(g- H) = TLy - T.H = {¢, : € € LH}.

Sei nun umgekehrt H ein Unter-Lie-Algebra von LG und das Teilbiindel E von TG
definiert durch E, := {&, : £ € H}. Dann ist E integrabel nach Definition ,
denn sei (e;); eine Basis von H (bestehend aus links-invarianten Vektorfeldern),
dann ist auf [e;, e;] € H. Nach dem Satz von Frobenius existiert eine eindeutige
maximale zusammenhéngende Integralmannigfaltigkeit H durch e mit TH = E|g.
Bleibt zu zeigen, dal H Untergruppe ist: Sei dazu h € H, dann ist Ly-1(H) eine
zusammenhingende Teilmannigfaltigkeit. Da die Vektorfelder in A linksinvariant
sind, ist Lj,—1(H) ebenfalls eine Integralmannigfaltigkeit, also Ly-1(H) C H nach

wegen e € Ly,-1(H). O

4.11 Satz (Lie-Gruppe zu einer Lie-Algebra).
Sei G eine endlich dimensionale Lie-Algebra. Dann existiert eine (einfachzusam-
menhdngende) Lie-Gruppe G mit LG =2 G.

Beweisskizze. Jede endlich dimensionale Lie-Algebra hat nach dem Satz von Ado
(siche [HN91, §7.2]) eine treue Darstellung auf einem R™, d.h. G kann als Teilalge-
bra von L(n) = L(GL(n)) aufgefafit werden. Nach obigem Satz existiert eine
zusammenhéngende Unter-Lie-Gruppe G von GL(n) mit LG = G. Thre universelle

Uberlagerung G ist dann die gesuchte einfachzusammenhiingende Lie-Gruppe mit
Lie-Algebra G. O

4.12 Folgerung.

Seien G und H zwei Lie-Gruppen, f : LG — LH ein Lie-Algebra-Homomorphismus.
Dann existiert ein lokaler Lie-Gruppen- Homomorphismus f mit Lf = {.

Ist zusdtzlich G einfachzusammenhdingend, dann kann f global gewdhlt werden.

Beweis. Die Beweisidee ist die folgende: Sei f : G — H ein Homomorphismus.
Dann ist Graph(f) C G x H ein Unterobjekt und f ist die Losung der impliziten
Bedingung (z, f(z)) € Graph(f). Wir konnen also f(z) (lokal) aus dem Graphen
berechnen, falls z ein eindeutiges Urbild unter pr; : Graph(f) — G besitzt, und
dann ist f = pryo(pry |Grapn(s)) - Fiir (lokale) Lie-Gruppen-Homomorphismen f :
G — H gilt £(Graph(f)) = Graph £(f), denn (id, f) : G — Graph(f) C G x H ist
ein Lie-Gruppen-Isomorphismus und somit auch L(id, f) : LG — L(Graph(f)) C
L(G x H) und dies ist (id, £f) vermoge dem Isomorphismus L(G x H) = LG X LH

Umgekehrt sei also K := Graph(f) € LG x LH. Nach existiert zu dieser
Teilalgebra von LG x LH = L(G x H) eine Unter-Lie-Gruppe K von G x H mit
LK = K. Sei j := pryoincl : K < G x H — G, dann ist j ein Lie-Gruppen-
morphismus mit £j(€, F(€)) = T pry (T incl(&, §(€))) = pr; (€, 7€) = &. Also ist £
das Inverse zum Isomorphismus LG — K, &+~ (£,§(€)) und somit j ein lokaler
Diffeomorphismus. Sei schliellich f := pryoincloj~!, dann ist f ein lokaler Lie-
Gruppen-Homomorphismus und

Lf(€) = Lpry(Lincl(L51(€))) = pra(€,5(€)) = §(£).
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Fiir einfachzusammenhéngendes G folgt die Existenz eines globalen Homomorphis-
muses aus . O

4.13 Zusammenfassung

Somit stellt £ eine bis auf lokale (globale) Isomorphien bijektive Zuordnung zwis-
chen (einfachzusammenhingenden) Lie-Gruppen und endlich dimensionalen Lie-
Algebren dar.

Genauer: Der Funktor £ ist eine Aquivalenz (d.h. invertierbar bis auf natiirliche
Isomorphismen, siehe [Kri0O8, 1.22]) von der Kategorie der Keime lokalen Lie-
Gruppen-Homomorphismen zwischen endlich dimensionalen Lie-Gruppen in jene
der Lie-Algebra-Homomorphismen zwischen endlich dimensionalen Lie-Algebren.
In der Tat existiert nach zu jeder endlich-dimensionalen Lie-Algebra g eine
Lie-Gruppe G mit £(G) = g (d.h. der Funktor ist dicht, siche [Kri08, 1.22])
und nach zu jedem Lie-Algebra-Homomorphismus f ein lokaler Lie-Gruppen-
Homomorphismus f mit £(f) = f (d.h. der Funktor ist voll, sieche [Kri08, 1.10]).
Ist schliellich L£(f) = L(g) fir f,g : G — H, so ist f = g lokal um e nach
(d.h. der Funktor ist treu, siche [Kri08, 1.10]). Rein kategoriell folgt nun
die Existenz eines bis auf Isomorphie inversen Funktors, siehe [Kri08, 1.22], indem
wir zu jeder Lie-Algebra g eine Lie-Gruppe G mit LG = g wihlen und zu jedem
Lie-Algebra-Homomorphismus § : g — b den zugehorigen lokalen Lie-Gruppen-
Homomorphismus f zuordnen.

Schrankten wir £ auf die (volle Teilkategorie) der einfach zusammenhingenden
Lie-Gruppen ein. So sind die Morphismen nach eindeutig zu global definierten
Lie-Gruppen-Homomorphismen erweiterbar und die Teilkategorie ist dquivalent zur
ganzen Kategorie, denn die universelle Uberlagerung definiert einen Funktor welcher
bis auf natiirliche Isomorphie invers zur Einbettung der Teilkategorie ist.

4.14 Definition (Gruppen-Wirkung)

Wir wollen nun ein Situation diskutieren, die richtig interpretiert eine Verallge-
meinerung von auf die unendlich dimensionale Diffeomorphismengruppe H :=
Diff (M) von endlich dimensionalen Mannigfaltigkeiten M ist.

Unter einer glatten (LINKS-)WIRKUNG einer Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltig-
keit M versteht man eine glatte Abbildung ¢ : G x M — M die

ole,z) =z und (g, p(h,z)) = @(gh,z) fir alle g,h € Gund © € M

erfiillt. Natiirlicher wire es statt dessen die Abbildung ¢ : G — C*(M, M) zu
betrachten. Obige Gleichungen lauten dann

¢(e) = id und (g) o p(h) = 4(gh),
besagen also, dafi ¢ ein Gruppen-Homomorphismus von G in die Gruppe Diff (M)
der Diffeomorphismen von M ist. Um auch die Glattheit von ¢ in jene von ¢
zu {ibersetzen benotigt man allerdings eine glatte Struktur auf der unendlich-
dimensionalen Gruppe Diff(M). Dies liait sich auch machen, siehe z.B. [KM97,
43.1].

Was konnen wir als Lie-Algebra von Diff (M) erwarten? Fiir endlich-dimensionale
Lie-Gruppen H war LH = Hom(R, H) via § + (exp; : t + exp(t§)) nach .
Die 1-Parameter Untergruppen R — Diff (M) entsprechen nach oben Gesagten aber
gerade den Wirkungen von R auf M, also den Fliissen auf M. Nach [Kri07, 28.3]
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und [Kri07, 28.6.1] stehen die Fliisse ¢ auf (kompakten) M in Bijektion zu den
Vektorfeldern € auf M vermoge

0
a‘ﬂ(t’ LIT) = Etp(t,m) .

Also ist insbesonders 2 |;—o¢(t, 7) = &, und naheliegenderweise sollte < |,_@(t)(z) =
2 Ji—op(t,x) sein, d.h. £ der zu ¢ gehorende Tangentialvektor in T, (Diff (M)) und
L(Diff(M)) = X(M).

Was erwarten wir als Exponentialabbildung exp : X(M) = £(Diff(M)) — Diff(M)?
Fiir endlich-dimensionale Lie-Gruppen H war exp(v) der Wert an der Stelle 1 der
1-Parameter-Untergruppe die Ableitung v bei 0 hat. Fiir ein & € X(M) ist diese
1-Parameter-Untergruppe gerade der Fluf} ¢ — Flf von £ und somit exp(§) = Flg.
Fiir nicht-kompaktes M haben wir hier allerdings ein Problem, denn der Flufl F1¢
zu einen beliebigen Vektorfeld & muf nicht bis zur Zeit 1 existieren. Entweder be-
trachtet man also nur vollsténdige Vektorfelder (z.B. solche mit kompakten Triger)
oder nur lokale Fliisse.

Wir wollen nun die Lie-Klammer auf L£(Diff (M)) bestimmen. Sei dazu £ € X(M)
und L* das zugehorige linksinvariante Vektorfeld auf Diff (M), also

LE(g) 1= TLy(€) = TLy (%10 FIf ) = &limo (Ly(FI))) = &z (90 FIf) = Tgok.
Der Flu$ von L¢ sollte nach durch
£ *
FIf" = Rexp,(1) 1 g > g o exp(t§) = g o Fl; = (FIf)*(g)

gegeben sein. In Verallgemeinerung von [Kri07, 29.10] ist [L¢, L] = % |t:0(Flf£)*(L’7)
und somit

g, . :
(16, L7 = & leco(FIE ) (L) (i) = & oo (T FIZ; 017 0 FIF ) (i)
= 2}, TFIE (L7 (d o FIS)) = 2|, _oTFIL; (L7(FIS))

¢ *
= 4|, TFIL(TFL o) = &|,_oT((FI,)*)(T FI o)

= oo (FIE ) (T om) = oo (T(E) oo FIE,)

dt
= %|t:0(F1£—t)*77 = *[5777]’

wobei wir die hier unbewiesene Tatsache verwendet haben, daB T'(¢*) bis auf
natiirliche Isomorphismen g* ist, siche [KM97, 42.18]. Die Lie-Klammer auf £(Diff (M))
ist somit das negative jener von X(M).

Um auch den nicht kompakten Fall behandeln zu kénnen definieren wir: Unter einer
LOKALEN WIRKUNG einer Lie-Gruppe G auf der Mannigfaltigkeit M versteht man
eine glatte Abbildung ¢ : G x M D U — M, (g,z) — ¢ -z, definiert auf einer
offenen Umgebung U von {e} x M, fiir die Gleichungen einer Gruppenwirkung nur
dort gelten wo sie definiert sind.

Eine lokale Lie-Gruppen-Wirkung definiert genauso einen Lie-Homomorphismus
(:=Lp: LG — X(M) durch v ("(: x> Te o0 (v,0,)) = L|i=0 exp(tv) - .
Das sogenannte FUNDAMENTALE VEKTORFELD (” zu v ist p-verwandt zu R" x 0,
wobei RY(g) := TRy - v das von v € T,G erzeugte rechts-invariante Vektorfeld ist,
denn wegen ¢ o (id xL,) = o (R, x id) ist
(Cv o 90) (ga .Z‘) = T@(’Uv Otp(g,w)) = (TQO © (ld XTLQ))(Ua Ox)

= (T o (TRy xid))(v,02) = Te(R(g),02) = (T'p o (R” x 0))(g, z).
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Es ist [RY, R¥] = R["*] (siehe Proseminar) und somit —¢ ein Lie-Algebra-Homo-
morphismus, denn [¢?, ("] ist p-verwandt mit [RY x 0, R* x0] = ([R", R*] x[0,0]) =
Rl 5 0 und auch ¢! ist damit verwandt, also [, ¢"] = ¢ [w.v] oder dquivalent

[—¢%,=¢¥] = [ €] = ¢lol = ¢ ol — —clow,
Und es gilt analog zu folgende Umkehrung:

4.15 Satz.

(Siehe [Var84, 2.16.8] oder [Mic08, 6.5])

Sei G eine Lie-Gruppe, M eine glatte Mannigfaltigkeit und —C : LG — X(M)
ein Lie-Algebra-Homomorphismus. Dann existiert eine lokale Liegruppen- Wirkung
© von G auf M mit Lo = (. Ist zusitzlich G einfachzusammenhingend und ((v)
vollstindig fiir alle v € T.G (2.B. wenn M kompakt ist), dann lif$t sich ¢ global
wdhlen.

Beweis-Skizze. Die Idee dabei ist, dafl wir ein ¢ aus ¢ := Ly zuriickgewinnen
konnen, indem wir die Niveauflichen

e ' y)={(g,z):g-x=y}={(h"" h-y) :heG}

betrachten. Da ¢ : G x M — M lings {e} x M die Identitéit und somit submersiv
ist, definiert die Bldtterung durch Niveauflichen eine integrables Teilbiindel £ von

TG x TM nach . Es sei LV(g) := TL, - v das von v € T.G erzeugte links-
invariante Vektorfeld. Dann ist

Tir (7 @) = { Glimo (71 exp(—t0), exp(tv) - h-y) 1w € .G}
- {(L*v(h*),gﬂ(h ) v e TeG}
- {(Lv(h—l),g—”(h ) ive TeG}

also Eg ) = {(L"(9), (" (2)) : v € T.G}.

Sei also umgekehrt E(, . = {(L"(g9),(""(x)) : v € T.G}. Dann ist E ein inte-
grables Teilbiindel von T(G x M) — G x M, denn die Lie-Klammern der Basis-
Vektorfelder L¥* x (7% liegt ebenfalls drinnen. Seien N, ) € G x M die maximalen
Integralmannigfaltigkeiten von E.

Das Biindel E ist L, x id-invariant und somit ist (Lg X id)N(4 ) = N(g.p,y), da
(9-h,y) € (Lg x id)N(p ).

Wir definieren die Wirkung ¢ durch N Ng.e) € G x M, also

e,g-w) =
g i=(g.2) = (pryo(pr; [,.,) ") (€).

Es ist ¢ lokal wohldefiniert und glatt, da pry = T'pry : TNy ) = Ego) — TG
invertierbar ist (denn v — L(g), T.G — TG ist ein Isomorphismus).

Weiters ist ¢ eine lokale Gruppenwirkung:

Niegz) = Nig,a) | (Lg-1 x id)-
= N(g—l,g‘x) = N(g_lg,g;) = N(e,m) | (Lh X ld)
= Ning-1,g2) = Nina)

= Nign)—1,(gh)a) = Nea) = Nw1,ha) = Nw-1g-1,g.(ha)) = N(gh)~1,g-(h-a))
= (gh)-x=g-(h-x).
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Es ist Lo = (: (exp(tv) ™!, exp(tv) - z) € N(e,z) =

1

= (Gh-oexp(to) ™, Gl exp(tv) - @) € B

= (—v, Lo(v { cweT, G} = Lo(w)(z) =¢"(x). O

4.16 Integration auf Lie-Gruppen

In diesem Abschnitt sei G eine zusammenhéingende Lie-Gruppe. Sei weiters A eine
Determinantenfunktion auf LG = T,G, dann definiert

Ag(&lwu) = A(TLg—l '51,...)

eine linksinvariante nirgends verschwindende Differentialform vom Grad dim(G)
auf G, welche verwendet werden kann um G zu orientieren und um Funktionen
(mit kompaktem Triger) zu integrieren. Es gilt dann:

[ory-a= [ L L) - / (Lo (A)

[Kri07, 50.10.3] N

Beachte dabei, da8 L, fiir g € G in der Zusammenhangskomponente von e ein orien-
tierungserhaltender Diffeomorphismus ist. Also ist das zugehorige Integral ebenfalls
linksinvariant.

Dieses Integral ist bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt und wir schreiben
in der Folge kurz [, f anstelle [ f-A: Sein ndmlich v ein weiteres linksinvariantes
MafS auf G und f € C.(G) mit p(f) := [f-A #0. Dann ist Ay : G = R, z
u(f) v(R:(f)) stetig. Sei g ebenfalls in C.(G), dann hat auch (z,y) — f(x) g(x~1y)

kompakten Trager und mit S(g) :  + g(x~!) gilt:

u(f) - v(S(g)) = /G F@)v(S(9) Al) = /G F@) (L1 (S(9)) Alz)
_ / (@) / L1 (S(9)(y) dv(y) Alx)
G G
_ / / F(2) S(g)(x™" y) dv(y) Alx)
GJG
M -1 v

=/ / flyz) gy~ ya) Alx) dv(y)
GJG

Fubini x) g(x) dv x) = x x)dv T
2t [y o) dvl) A@) = [ a(e) [ o) dvt) A
= /GQ(ﬂC)V(RZ(f))A(J?) = p(g-ulf)-Ag) = ulf) - (g Ag)-
Also ist v(g) = u(S(g) - Ay) fiir alle g und damit Ay unabhéngig von f. Nach
Definition ist A(e) u(f) = Ar(e) () = w(R2(F)) = (1)

Wann ist p zusétzlich rechtsinvariant? Eine einfache Rechnung zeigt, dafi R;A
linksinvariant ist. Also ist R;A = A(g) - A firein A : G — R. Esist A : G — R*
ein stetiger Gruppen-Homomorphismus, denn R? =id und R} o R} = R?),. Wegen
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Ag™h) = A(g)~* gilt (da R, orientierungserhaltend ist fiir g € Gy)

/(foR )-A = /R*fR*lA /fR*lA /f)\ (GHA =g /fA

Man nennt G UNIMODULAR, falls A(g) = 1 fiir alle g, also p zusétzlich rechts-
invariant ist. Ist G kompakt, so existiert [ 1A und es gilt: [1A = [(1o0R,)-A =
Ag)~™'- [1A, also ist G unimodular.

Falls die Kommutatoruntergruppe G’ := [G,G] := (ghg ™ h™' : g,h € G)Gruppe
dicht in G liegt, so ist G unimodular, denn A\(G’) C [R*,R*] = {1} liegt dann dicht
in A(G), also ist A(G) = {1}.

Proposition.
Es ist G genau dann unimodular, wenn [, S(f) = [, [ gilt.

Beweis. Sei wieder u(f) := [, f.

(<) Falls u(f) = p(S(f)), so ist p rechtsinvariant, da p o S es ist, also ist G
unimodular.

(=) Sei umgekehrt G unimodular, also A = 1 und damit auch S(\) = 1. Dann ist

w(S(f) = pu(S(f) - SA) = ulf),
wobei die letzte Gleichheit ganz allgemein gilt:
Sei ndmlich v(f) := p(S(f) - S(A)), dann ist v linksinvariant, denn

v(Lyf) = n(SL;f) - SO) = n(By-s (S() - SO)
= u(B;1(S(F) - By 1 (SO) - S()(9))
= SO)(9) - 1B (S() - S))
= Mg M) - 1(S() - SO) = u(S(H - SN) = w()

also v = cp mit ¢ € R. Sei € > 0. Lokal um e ist |1 — A| < £ und fiir symmetrisches
g > 0 mit Triger in dieser Umgebung ist somit |[g(x) — S(g)(x) S(A\)(x)] < eg(x)
fir alle x, also
1 —cl - ulg) = ulg) — v(g)l = |nlg) ( (9)-SM)|
< pllg = S(g) SN < & - plg),

und somit ¢ = 1. O

5. Untergruppen

5.1 Lemma.
Sei H eine separable Unter-Lie-Gruppe von G, dann ist H initial in G.

Die Separabilitidt von H ist dabei essentiell, denn R mit der diskreten Topologie ist
nicht initial in R.

Beweis. Da LH Unter-Lie-Algebra von LG ist, existiert nach eine eindeutige
zusammenhingende Unter-Lie-Gruppe K von G mit LK = LH. Diese ist als max-
imale Integralmannigfaltigkeit nach initial in G. Da die Lie-Algebren gleich
sind, muf} die Zusammenhangskomponente Hy von H nach offen in K sein,
somit als Untergruppe auch abgeschlossen und daher mit der zusammenhéngenden
Gruppe K iibereinstimmen.
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Es besitzt H als separable Mannigfaltigkeit aber nur abzéhlbar viele Zusammen-
hangskomponenten, die also maximale Integralmannigfaltigkeiten sind. Glatte Ab-
bildungen f : M — G die (lokal) nur abzihlbar viele Blitter treffen liegen lokal
in einem Blatt und sind somit glatt nach H. Also ist H eine initiale Teilmannig-
faltigkeit. O

5.2 Lemma.

Sei M lokalkompakt, G eine o-kompakte lokalkompakte topologische Gruppe und
- G x M — M eine stetige transitive Gruppenwirkung. Dann ist G, := {g € G :
g -« = x} abgeschlossen in G fir alle v € M wund die Abbildung G/G, — M,
g- Gy g-x ist ein Homdéomorphismus.

Beweis. Da ev, : G — M, g~ g - x stetig ist, ist G, := (ev,) ! (x) abgeschlossen
in G und die nach induzierte bijektive Abbildung G/G, — M stetig.

Bleibt zu zeigen, dafl ev, offen ist, d.h. ev,(U) =U-x={g-z:g € U} offen in M
ist fiir alle offenen U C G Sei dazu go € U. Dann ist g, LU eine offene Umgebung
von e. Da G eine lokalkompakte Gruppe ist existiert eine symmetrische kompakte
Umgebung V von e mit V2 C gg 'U. Dann existiert eine Folge g, € G mit G =
Unen 9V, denn wegen der o-Kompaktheit von G existieren kompakte Teilmengen
Ky € G mit U,y K = G = U,eq 9V und somit existieren fiir jedes n endlich
viele g, ; € G mit K,, CJ; gV, also G =U,, Kn CU,, ; 91,;V° S U, 9nsV"

Somit ist M = |J,, 9»V - und da M lokalkompakt und folglich Baire’sch ist (siche
[Kri99, 3.2.4]), existiert ein n so, dal das Innere der kompakten Menge ¢,V - x
nicht leer ist (siehe [Kri99, 3.2.1]). Sei also g,h - x mit h € V ein innerer Punkt.
Dann ist 2 ein innerer Punkt von (g,h)'g, V-2 =h~'V.-2 CV V.2 C g;'U -z,
also go - « ein innerer Punkt von U - z. O

5.3 Satz iiber offene Abbildungen.
Seien G und H zwei lokalkompakte topologische Gruppen und ¢ : G — H ein
stetiger surjektiver Gruppen-Homomorphismus. Falls G o-kompakt ist, so ist ¢ of-

fen.

Beweis. Wir betrachten die Wirkung von G auf H welche durch g - h := p(g)h
gegeben ist. Offensichtlich ist diese stetig und sie ist transitiv, da ¢ surjektiv vo-
rausgesetzt ist. Der Stabilisator G. := {g € G : ¢(g9)e = e} = Ker(y) und somit
ist G/G. — H, gG. — p(g9)e = ¢(g) ein Hombéomorphismus nach , also
v:G— G/Ker(p) = G/G. — H offen, da 7 : G — G/G. offen ist. O

5.4 Satz.

Sei H eine separable Unter-Lie-Gruppe von G. Dann ist H genau dann reguldre
Teilmannigfaltigkeit (d.h. tragt die Spurtopologie, siehe [Kri07, 21.12]) von G, wenn
H abgeschlossen in G ist.

Beweis.

(<) Wir wenden auf die Identitdt von H mit der o-kompakten (da sepa-
rabel) Lie-Gruppen-Topologie nach H mit der Spurtopologie an; letztere ist auch
lokalkompakt, wenn H in G abgeschlossen ist.

(=) Als regulire Teilmannigfaltigkeit ist H lokal abgeschlossen in G, demnach ist
H offen und somit abgeschlossen im Abschlu8 H (siehe Aufgabe [Kril6, 28]), also
ist H = H abgeschlossen. O
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5.5 Satz (Abgeschlossen Untergruppen).

Jede abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe ist selbst eine Lie-Gruppe.

Dieser Satz wurde zuerst durch VonNeumann fiir Untergruppen von G = GL(n)
und dann von Cartan fiir beliebiges G bewiesen.

Beweis. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G. Wir setzen
H:={(0):ce C®R,G), ¢(R) C H, ¢(0) = e}. Dann ist H ein Teilvektorraum
von LG: Seien ¢(0) € H und t; € R, definiere ¢(t) := ¢;1(t1t) - c2(tot) € H, dann
gilt ¢/(0) =t1 - ¢4 (0) + t2 - 4(0) € H.

Behauptung: 1 = {£ € LG|exp(t- &) € H fiir alle ¢}.

(D) ist klar.

(Q) & := (0), sei ¢ : R — LG lokaler Lift (d.h. expoé = ¢ lokal um 0) mit
Anfangswert ¢(0) = 0. Es gilt:

£=c(0) exp(é(t)) = Toexp(&'(0)) = &(0) = lim n-é&(2)

- % t=0 n— o0

Setzen wir ¢, := 1/n und v, := n - é&(t,), so ist t,v, = é(t,) und exp(t,v,) =
exp(é(tn)) = c(tn) € H. Aus der nachfolgenden Behauptung ergibt sich dann
exp(t§) € H.

Behauptung: Seien v, € LG, 0 # t, — 0, v, — v, exp(t,v,) € H. Dann ist
exp(tv) € H fiir alle ¢.

Da exp(t,v,) "t = exp(—t,v,) ist, konnen wir uns auf positive ¢,, beschrinken. Sei
t € R beliebig und k,, := L%J €Z (ie. ky, <t/t, < kp+1). Dann ist t—t,, < kpt, <
t und somit konvergiert k,t, — t und exp(tv) < exp(knt,v,) = exp(t,v, )" € H.
Behauptung: 3 U’ C H', eine offene 0-Umgebung mit exp(U’) N H = {e}:
Anderenfalls existieren v, € H* \ {0}, v, — 0, exp(v,) € H. Setzen t; := [v}],
0.B.d.A. konvergiert vy, := v}, /tx, — v € HT\{0}. Dann ist exp(tyvy) = exp(v},) € H

und ¢, — 0. Aus der vorigen Behauptung folgt exp(tv) € H fiir alle ¢ und somit
v € ‘H, ein Widerspruch.

Behauptung: 3 U C LG eine offene 0-Umgebung mit exp(U NH) = exp(U) N H:
(C) Klar fiir jedes U da exp(h) C H.

(D) Es sei exp : Uy = exp(Us) und exp-exp : H x Ht D Up x U’ = exp(Uy) -
exp(U’) = exp(U) (da (§,n) — exp& - expn ein lokaler Diffeomorphismus ist) mit
U, U C U und U’ wie zuvor. Fiir a € exp(U) N H ist a = exp& - expn mit
EcU CHundn €U CH'. Esgilt expn € H (da a,expé € H), und nach der
vorigen Behauptung ist n = 0, also a = exp& mit £ € U N'H.

Somit ist exp : LG D U NH — exp(U) N H C G ein Homdomorphismus bei 0 und
{Lpoexpluny : h € H} bildet einen Atlas fiir H. Dessen Kartenwechsel

(Lpoexp) ' oLy oexp =exp oLy -1,p 0exp

sind dort glatt, wo sie definiert sind. Dieser Atlas ist wegen der letzten Behauptung
ein Teilmannigfaltigkeits-Atlas fiir H C G. O

5.6 Proposition.
[Yamb0] Sei H eine wegzusammenhingende Untergruppe einer Lie-Gruppe G.
Dann ist H eine Unter-Lie-Gruppe von G.
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Beweis fiir C*°-wegzusammenhingende H. Wie im Beweis von sei H =
{d(0): c € C*(R,G), ¢(R) C H, ¢(0) = e}. Wie dort folgt, dal H ein Teilvektor-
raum von LG ist. Seien ¢; fiir i € {1,2} zwei solche Kurven. Fiir h € H ist auch
c:t+ konj,(ci1(t)) :== h-ci(t) - h=! so eine Kurve, also Ad(h)(c}(0)) = ¢/(0) € H
(Ad(h) := T.konj,, siehe ) und somit auch die Ableitung [¢5(0),c;(0)] =
ad(c5(0))(c1(0)) € H von t — Ad(c2(t))(c)(0)) € H bei 0 (siehe ) Also
ist H ein Unter-Lie-Algebra. Sei Hy die maximale Integralmannigfaltigkeit (eine
Unter-Lie-Gruppe) des integrablen Teilbiindels welches durch die links-invarianten
Vektorfelder in H erzeugt wird. Fiir jede Kurve ¢ wie oben ist

T(Ley-1) - (t) = % =0 c(t) et +s) €H,

somit ist ¢ tangential an dieses Teilbiindel und liegt nach folglich in Hy, d.h.
H C Hy, da H C°°-wegzusammenhéingend vorausgesetzt ist.

Fiir die Umkehrung wihlen wir eine Basis (¢} (0),.. ., ¢ (0)) von H. Die Abbildung
o :RF - H C Hy, (t1,...,tx) = c1(t1) - ... - cp(t) hat invertierbare Ableitung
Tow : R¥ — H = T.Hy und ist somit ein lokaler Diffeomorphismus R¥ — Hy um 0,
also enthilt H eine 0-Umgebung von Hy (die Hy erzeugt) und somit ist H = Hg. [

6. Homogene Riume und Gruppenwirkungen

Wir wollen nun Orbitrdume X/G von Gruppenwirkungen G x X — X studieren,
insbesonders im Fall wo G eine Untergruppe einer Gruppe X ist und auf dieser durch
links-Multiplikation wirkt. Die zwei extremen Situationen dabei sind einerseits
jene diskreter Untergruppen (oder allgemeiner strikt diskontinuierlicher Wirkun-
gen, siehe ) und andererseits jene zusammenhdngender Untergruppen. Die all-
gemeine Situation der Wirkung einer Lie-Gruppe G konnen wir darauf zuriick-
spielen, indem wir die Zusammenhangskomponente Gg von G betrachten (G ist
nach [Kril6, 14] ein offener Normalteiler in G und somit G/Gy diskret) und nach-
folgendes Lemma anwenden.

6.1 Lemma (Zweiter Isomorphiesatz der Gruppentheorie).

Sei G x X — X eine Gruppen-Wirkung und N < G ein Normalteiler. So induziert
die Wirkung von G auf X eine solche von G/N auf X/N und eine Bijektion X/G —
(X/N)/(G/N).

Fiir einen Beweis siche Aufgabe [Kril6, 29].

6.2 Strikt diskontinuierliche Wirkungen.

Es wirke eine Gruppe G auf einem topologischen Raum X derart, dal die kano-
nische Quotientenabbildung 7 : X — X/G eine Uberlagerungsabbildung ist, also
eine Uberdeckung von X/G mit offenen Mengen V existiert, s.d. 7 =1(V) disjunkte
topologische Vereinigung Leru U von Mengen U ist, fiir welche 7|y : U — V ein
Homoéomorphismus ist. Somit ist V = 7(U) und U C 7= 1(V) C X offen. Damit
mly : U — V injektiv ist, muB fir {z} = 7|;'(7(2)) = Gz N U fiir jedes z € U
gelten, also gr = z aus gr € U mit x € U und g € G folgen, d.h. z € g7 UNU =
xr = g 'z, ie. g7! € G,. Falls nun X lokal zusammenhingend ist, so konnen
wir U als zusammenhiingend voraussetzen und (wegen gU C 7~ !(7U)) ist somit
gU = U falls gUNU # 0, also G, = Gy fiir alle z,2' € U, denn g € G, =
gr=x € gUNU = gU =U = 2 € gUNU = U = g € Gy. Die Mengen
{r € X :G, = H} — wobei H alle Untergruppen von G durchliuft — bilden somit
eine Zerlegung von X in offene Mengen. Falls also X zusétzlich zusammenhidngend
ist, so ist H := G, unabhingig von x und damit faktorisiert die Wirkung von G auf
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X zu einer Wirkung von G/H auf X mit den gleichen Orbits. In dieser Situation
konnen wir also 0.B.d.A. annehmen, dafl G, = {e} fiir alle z € X, d.h. die Wirkung
FREI ist. Die Mengen U haben dann die Eigenschaft, dal gU NU # () nur fiir g = e
gilt. Wir sagen, daf eine Gruppe G auf einem topologischen Raum X STRIKT DIs-
KONTINUIERLICH wirkt, falls fiir jedes z € X eine Umgebung U von z existiert mit
gUNU #D=g=e.

Nun die Umkehrung:

Proposition.

Es sei G eine Gruppe, welche strikt diskontinuierlich auf einem topologischen Raum
X wirkt. Dann ist p: X — X/G eine Uberlagerungsabbildung.

Wenn X zusditzlich wegzusammenhingend ist, so ist G die Gruppe Aut(p) := {f €
Homdo(X) : po f = p} der Decktransformationen von p.

Ist X zusdtzlich eine C°°-Mannigfaltigkeit und wirke G durch Diffeomorphismen,
dann ist auch X/G eine C*°-Mannigfaltigkeit (die nicht Hausdorff zu sein braucht)
und p: X — X/G eine C-Uberlagerunyg.

Beweis. Wir bezeichnen mit p : X — X/G die Quotientenabbildung. Im ersten
Schritt versuchen wir p : X — X /G zumindest mengentheoretisch als Uberlagerung
zu erkennen. Fiir jeden Punkt p(x) := Gz € X/G existiert nach Voraussetzung eine
offene Umgebung U von z in X mit gU NU =V g # e. Also ist

P (p(U)) =GU = | | gU,
geG

und jedes gU ist offen in X und damit ist p(U) offen in der Quotiententopologie.
Weiters ist plu @ gU — p(U) offensichtlich bijektiv, stetig und nach dem eben
gezeigten eine offene Abbildung, also ein Homémorphismus.

Folglich ist p eine Uberlagerungs- X <—— p~ geG gU geG p(U)
abbildung mit trivialisierenden

Mengen p(U) und zugehérigen /
Blédttern gU fiir g € G: X/G > p(U

Offensichtlich wirkt jedes g € G als Decktransformation. Umgekehrt seiv: X - X
eine Decktransformation. Sei z € X fix gewihlt. Dann gilt p(z) = p(vy(z)) und daher
gibt es irgendein g, € G mit g, -z = vy(x). Falls X zusammenhéngend ist, dann sind
die beiden Abbildungen ~ und g, gleich, da beide die Identitét iiberdecken und bei
x iibereinstimmen (siehe [Kri07, 24.4]).

Es wirke nun G auf der C°°-Mannigfaltigkeit X durch Diffeomorphismen. Wir
konnen 0.B.d.A. annehmen, daf} obiges U Bild einer Karte R™ D Q%) U C X ist.
Als Karten von X /G verwenden wir nun die Homémomorphismen R™ D U —£—
U £ p(U) C X/G.

Der Kartenwechsel fiir zwei derartige Karten poy : U — p(U) und poy : W — p(W)
ist definiert auf der Menge

{zelU:ple(x)) e p(b(W))} ={z €U : p(x) € GY(W))}
={zelU:3geq 2 €W mit p(x) =g((a'))}.
Da ¢, ¢ und g Hom6omorphismen sind, ist diese Menge offen. Und die Karten-

wechselabbildung (p o 1))~! o (p o ) ist gerade durch x + 2’ gegeben, d.h. durch
1™t og ! o, und ist somit glatt.

In der durch diesen Atlas definierte Mannigfaltigkeit X /G sind folglich die Karten-
bilder p(U) offen, und p|y : U — p(U) ein Diffeomorphismus. Somit auch po g=! :
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gU — U — p(U), also ist p: X — X/G eine C*-Uberlagerungsabbildung und die
Mannigfaltigkeitstopologie von X/G die Quotiententopologie.

Wenn X Lindelsf und X/G Hausdorff ist, dann ist auch X/G Lindelsf, da sich die
entsprechende Uberdeckungseigenschaft offensichtlich iibertragt O

6.3 Gegenbeispiel.
Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung

CC% = cos(z)?, % = sin(z).
»\\¢\\»/7‘ff/9
»\\¢\\»/fff/»
»\\¢\\»/7‘ff/$
»\\¢\\»/fff/9
»\\¢\\»/7‘Tf/»
»\\¢\\»/7‘ff/9
%\\¢\\»/f¢f/9
»\\¢\\A//ff/»
»\\¢\\»/7‘f7‘/9
»\\¢\\»/f7f/»
»\\¢\\A/7‘ff/#
»\\¢\\»/fff/$
»\\¢\\»/7‘Tf/%

Da dieses Vektorfeld beschrinkt ist, existiert der globale FluB ¢ : R x R? — R2,
welcher zu jedem ¢t € R und (z,y) € R? die Losung mit Werten (z,y) bei 0 zur Zeit
t assoziiert.

Wenn der initiale Wert cos z = 0 erfiillt, dann ist die Losung y(¢) = y(0) +¢ - sin z.

Andernfalls haben wir % = Ccf:(“mx)z = %ﬁ, daher muf} sie enthalten sein in
Translaten von {(y,z) : y(x) = ——}. Weiters ist die Zeit, die man benstigt um von
x = mg zu x = x1 zu gelangen, durch t(x1) — t(zg) = f;ﬂl 4y = ;1 mdac =
tanz|7L, = gegeben.

Man kann diese Differentialgleichung sogar explizit 16sen, denn
dx 9 dx
i cos(x)” = dtanz = cos(2)? =dt
= tanxz(t) =t + ¢; = x(t) = arctan(t + ¢1)
dy

tan(?
— =sinz = sin(arctan(t +¢1)) = £ an(t + 1)
dt 1+ tan(t + ¢1)?

= y(t) = co £ VIt (t+c1)2.

0

Beachte, dal der Quotientenraum R?/R nicht Hausdorff ist. Er besteht aus einer
abzéhlbaren Vereinigung | |, R von R’s zusammen mit den Punkten 7/2 4+ 7 - Z.
Ein Umgebungsbasis der Punktes 7/2 + wk wird durch Endintervalle der zwei be-
nachbarten R’s gegeben.
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Eine strikt diskontinuierliche Wirkung mit nicht-Hausdorff Orbitraum:

Wenn wir die Einschrinkung der Wirkung auf die Untergruppe Z C R am R? be-
trachten, dann ist diese strikt diskontinuierlich, denn hinreichend schmale vertikale
Streifen, welche keine der Achsen z = 7 + k7 fiir £ € Z enthalten, werden unter
dieser Wirkung nach rechts verschoben (hinreichend kleine Bélle um Punkte auf
diesen Achsen werden vertikal verschoben und nach rechts verzerrt).

Der Orbitraum R?/Z ist allerdings nicht Hausdorff, denn [(—7/2,0)] und [(7/2,0)]
lassen sich nicht trennen.

Eine freie nicht strikt diskontinuierliche Wirkung mit diskreten abgeschl.
Orbits:

Wir kénnen den Raum X := ([-7/2,7/2] x R)/ ~ bilden, wobei (—m/2,t) ~
(1/2,—t). Da die freie Wirkung von R vertriglich mit dieser Aquivalenz-Relation
ist, wirkt R ebenso frei auf diesem Mobiusband X. Die Bahnen der diskreten Un-
tergruppe Z C R sind offensichtlich diskrete abgeschlossene Teilmengen. Jedoch ist
die Wirkung nicht strikt diskontinuierlich und somit die Quotientenabbildung keine
Uberlagerung, da fiir jede Umgebung von [(7/2,0)] irgendein Translat um ¢ € Z es
wieder trifft.

6.4 Lemma.

Sei G eine Gruppe die strikt diskontinuierlich auf einer Mannigfaltigkeit M wirkt.
Dann sind die Orbits Gz abgeschlossene diskrete Teilrdume von M. Und die Topolo-
gie von M /G ist genau dann regulir (oder dquivalent Hausdorff), wenn {g € G :
gK N K # (0} endlich ist fiir jede kompakte Menge K C M.

Beweis. Nach sind die Orbits G -z = p~!({z}) als stetige Urbilder abge-
schlossener Mengen selbst abgeschlossen. Wenn G strikt diskontinuierlich wirkt und
U eine entsprechende Umgebung von « € X ist, dann ist der Orbit Gz eine diskrete
Teilmenge, da aus gU NU = OV g # e folgt, dal UN Gz = {x}, also ist jeder Punkt
in Gz offen. Insbesonders ist fiir jede kompakte Menge K die Menge Gz N K diskret
und kompakt also endlich.

(=) Sei K C M kompakt. Wir behaupten, daf jeder Punkt = € M eine Umgebung
U, C U besitzt, s.d. {g € G: gU, N K # 0} endlich ist. Sei {g € G : gz € K} =
{g1,-..,gn} und K’ := K\, ¢;U. Dann ist K’ kompakt und Gz N K’ = 0, also
p(z) ¢ p(K'). Wenn M/G reguldr ist, so finden wir eine offene Umgebung V' von
p(), die p(K') nicht trifft. Dann ist U, := U N p~1(V) die gesuchte Umgebung,
denn fiir alle g € G trifft gU, C p~1(V) die Menge K’ nicht und fiir g ¢ {g1,...,gn}
trifft gU, C gU die Menge |J!-, ;U nicht also auch nicht K C K’ UJ;_, ¢;U.

U
oV
= 0
-
[N
K
gU

64 andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017
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Die Familie {U, : z € K} bildet eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K,
also reichen endlich viele, sagen wir {U,,,...,U,, }, aus. Dann ist

C=

lsecighnk#0}c{gec:g(Ju.)nK £0} =

1

i

3

= 1{9 eG:gU,, NK # Q)} endlich.

(2

(<) Da M /G nach eine Mannigfaltigkeit ist miissen wir wegen [Kri07, 19.5]
nur zeigen, da§ M /G Hausdorff ist. Sei dazu y; # y2 in N := M/G.

pHv)

Falls y1,ys in einer trivialisierenden Menge V C
N liegen, dann konnen wir ein Blatt U tiber V
wihlen, die beiden Punkte x; := (plv) ' (y1) P v
und x5 := (p|ly)~!(y2) dort durch offene Umge-
bungen trennen, und da ply : U — V ein
Homoomorphismus ist, trennen die Bilder y; von

Y2.

% %

piv)

A %

Falls yo nicht in einer trivialisierenden Umge-
bung V von y; liegt. Dann wéhlen wir ein
Urbild z; von y; und eine relativ kompakte v
Umgebung U; von 21, deren AbschluB K := U;

im Blatt iiber V' von z; enthalten ist. Dann ist i
G - K abgeschlossen: Sei nidmlich z ¢ G - K,
dann existiert eine (relativ kompakte) Umge-
bung U von z, sd. {g € G : gUNK # 0}
endlich ist, denn nach Voraussetzung ist {g €
G:gUNK#0}C{geG:9glUUK)N(UU Gl e
K) # 0} endlich. Wenn wir fiir diese endlich

vielen g; € G, die Menge U nun so verklein-

ern, da g;U N K = () (geht, da g;z ¢ K), so

ist GUN K = () und damit auch UNGK = 0. v
Somit ist Us := M \GK offen und disjunkt von , v ( 4w
GU, C GK und die Bilder V; := p(U;) sind of-

fene Mengen, die y; und yo trennen. O

ptv)

pv)

Wir haben in ein Beispiel angegeben, welches zeigt, dafl es nicht geniigt
zu fordern, daf die Bahnen diskret (und die g # e fixpunktfrei) sind um eine
Uberlagerung zu erhalten und es auch nicht geniigt, daB G strikt diskontinuierlich
wirkt um einen Hausdorff-Quotienten zu erhalten.

In den meisten unserer Beispiele ist aber M eine Lie-Gruppe und G eine Unter-
gruppe von M, die durch Linksmultiplikation auf M wirkt. In dieser Situation gilt:
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6.5 Lemma.
Es sei M eine lokalkompakte Gruppe und G < M eine abgeschlossene Untergruppe.
Dann sind dquivalent

1. G ist diskret in M;
< 2. G wirkt auf M durch Linksmultiplikation strikt diskontinuierlich;
& 3. Fiir alle kompakten K C M ist {g: gK N K # 0} endlich.

Beweis. (:>) Sei K C M kompakt. Da (g, h) — gh~! stetig ist, ist K K ! :=
{k'k=! . k' k € K} kompakt und somit der Durchschnitt mit der diskreten abge-
schlossenen Teilmenge G endlich. D.h. {g€ G:ge KK '} ={geG:gKNK #
(0} ist endlich.

(<:) Sei K eine kompakte Umgebung von z. Dann existieren nur endlich viele
g € G mit gK N K # () und wir kénnen K so verkleinern, daf§ gK N K = () fiir alle
diese g # e.

(<:) Sei U eine Umgebung von e in M mit gU NU = § fiir alle g # e. Dann
ist g € gU und somit nicht in U fiir g # e, also U NG = {e}, d.h. {e} ist offen in
G. O

Wir kommen nun zum anderen Extrem, wo die wirkende Gruppe zusammenhéngend
ist.

6.6 Definition (Regulires Teilbiindel)

Man nennt ein integrables Teilvektorbiindel REGULAR (bzw. die zugehorige Bléitter-
ung regulér), wenn trivialisierende Karten existieren, die jede (maximale) Integral-
mannigfaltigkeit hochstens einmal treffen. Diese heilen REGULARE KARTEN.

Die Blétterung des Torus mit irrationalen Anstieg ist klarerweise nicht regulir und
der Raum der maximalen Integralmannigfaltigkeiten in der kanonischen Quotien-
tentopologie offensichtlich indiskret also keine Mannigfaltigkeit. Hingegen sind die
Blétterungen aus offensichtlich regulér.

Wir zeigen nun, dafl die regulidren Blitterungen genau jene aus sind.

6.7 Satz (Raum der maximalen Integralmannigfaltigkeiten).

Es sei M eine Mannigfaltigkeit und E ein requldres integrables Teilvektorbiindel von
TM. Dann existiert am Raum aller maximalen Integralmannigfaltigkeiten (also dem
Raum mo(Mg) der Zusammenhangskomponenten von Mg) eine (nicht notwendig
Hausdorff’sche) Mannigfaltigkeitsstruktur, sodaf die kanonische Quotientenabbil-
dung 7 : M — 7wo(Mg) mit p — (maz. Integralmannigfaltigkeit durch p) eine
Submersion mit Ker(T'n) = E ist.

Beweis. Es sei ¢ : R¥ x R"* — M eine regulire Karte von M fiir E. Man definiert
dann eine Karte g fiir mo(Mpg) wie folgt:

M —ﬂ>7T0(ME)
A
=
Rk X Rn—k bra 5 Rn—k

Offensichtlich ist ¢ : R"™* — 7(Mg) wohldefiniert und (weil ¢ regulir ist)
injektiv, also ¢ g bijektiv auf das Bild Bild(¢g) = 7(Bild ¢) = {C : CNBild ¢ # 0}.
Es bleibt z.z., dal der Kartenwechsel glatt ist. Seien ¢ und ¥ regulére Karten und
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C' ein Punkt (d.h. eine maximale Integralmannigfaltigkeit) im Bild von ¢g und ¢,
d.h. CNBildy # 0 # C N Bild .

Wir betrachten zuerst den Spezialfall, wo Bild ¢ N Bild ¢ N C' nicht leer ist. Sei p

ein Punkt in diesem Durchi(_:_hnitt.

r #

Ve
o (M)
b
—

-

<

Rm

=~
S
=

Wegen 1/}151 OYEOPry = 1/)51 omow =pryoth Loy ist 1/)]51 o ¢p als Einschrankung
eines Diffeomorphismuses lokal um pry(¢~*(p)) ein Diffeomorphismus.

Nun zum allgemeinen Kartenwechsel 1/)151 o @p: Wir definieren eine Aquivalenzrel-
ation auf der Menge der reguliarer Karten ¢ die C treffen:

¢ ~ 1 < Pt o pp ist Diffeomorphismus offener Umgebungen von ¢ (O).

Seien A, B Aquivalenzklassen, dann gilt: R(A) := U@GA Bild o N C ist offen in C.
Falls R(A) N R(B) nicht leer ist, so gilt A = B, denn wenn ¢ € A und ¢ € B
ist mit p € Bildp N Bildy¥ N C, dann ist 1/)51 o pg ein Diffeomorphismus lokal
um pry(p~1(p)) = ¢5'(C) nach dem zuvor Gezeigten, d.-h. ¢ ~ ¢ also A = B.
Die Vereinigung J, R(A) ist somit eine disjunkte Uberdeckung von C' mit offenen
Mengen. Da C zusammenhingend ist, gibt es also genau eine Aquivalenzklasse A.
Somit ist wgl o pp fiir je zwei Karten ¢ und ¢ mit C' € Bild ¢ N Bild ¢g lokal um
05" (C) glatt also mo(Mg) eine C°°-Mannigfaltigkeit.

Esist 7 : M — 7o(MEg) submersiv mit Ker(Tw) = F, denn die Kartendarstellung
von 7 bzgl. der Karten ¢ und g ist durch pry gegeben und somit Ker(T'r) via T'¢
faserweise durch R* x {0}. O

6.8 Gegenbeispiel.
Nicht-Hausdorff Raum der maximalen Integralmannigfaltigkeiten.

Nicht jede mo(Mg) ist Hausdorff, wie das Beispiel M = R?\ {0}, das vollstindige

Vektorfeld &, ) := (2 + yQ)% und E, ) = R-§,,) zeigt.
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pry

6.9 Lemma.

Es wirke eine Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M. Fir x € M ist T.G,
der Kern der Tangentialabbildung T.ev, vonev, : G — M, g— g- .

Fiir freie Wirkungen ist somit ev, eine injektive Immersion.

Beweis. Sei also v € T,G mit
0="T.evyv="T,evy( =0 exp(tv)) = &li=o exp(tv) - .

und folglich auch

d d
o exp(sv) - x = %\t:o exp((s +t)v) - x

- %\t:o exp(sv) - (exp(tv) - x)

d
= TLexp(s’u)%h:O eXp(tv) T = TLexp(s’u) -0=0.

Also ist exp(sv) - x konstant exp(Ov) - z = =z, i.e. exp(sv) € G, = {e} (da die
Wirkung frei ist) und somit v € T.G,. Die Umkehrung ist offensichtlich.

Falls nun die Wirkung frei ist, d.h. G, = {e} fiir alle z, und angenommen T} ev, :
T,G — Ty M ist nicht injektiv, dann wiirde gleiches auch fiir fir T, ev, : T.G —
T, M gelten (denn (ev, oLy)(h) = (gh)-x = g-(h-x) = Ly(evz(h))), im Widerspruch
wKerTeev, =T.G, =T.{e} =0. O

6.10 Proposition.
Jede bijektive Immersion M — N mit M Lindeldf ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Es geniigt dazu die Submersivitdt nachzuweisen. Angenommen, die Di-
mension des Zielraums ist grofer, dann gibt es auf Grund des Rang-Satzes [Kri07,
21.2] zu jedem Punkt eine Umgebung, deren Bild nirgends dicht ist. Wegen der
Lindelof-Eigenschaft iiberdecken abzihlbar viele dieser Bilder dann das Bild, was
ein Widerspruch zur Baire’schen Eigenschaft (des lokalkompakten Zielraums, siehe
[Kri99, 3.2.4]) ist. O

6.11 Lemma. Hausdorff Quotienten.

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einem topologischen Raum M wund die kano-
nische Quotientenabbildung m : M — M/~ offen (fir Submersionen 7 ist dies
nach [Kri07, 22.2] der Fall). Dann ist M/~ in der Quotiententopologie genau dann
Hausdorff, wenn ~ C M x M abgeschlossen ist.

Beweis. Es ist ~ C M x M abgeschlossen < V z ¢ y (d.h. n(z) # 7 (y)) 3U,, U,
offenen Umgebungen mit (U, x Uy) N~ = 0, dh. V2’ € U,y € Uy: 2’ A y.
Dann sind V, = n(U,) und V,, = 7(U,) offenen Umgebungen von w(z) und = (y)
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und V, NV, = 0, denn andernfalls [z]. € n(U,) N7(Uy), d.h. 2’ € U,y € Uy
mit 2’ ~ z ~ . O

Falls G auf M wirkt, so ist die dadurch beschriebene Aquivalenzrelation z ~ z’
= Jdge G2 =g-x Also das Bild der Abbildung v : G x M — M x M,
(g,x) = (g -x,x). Es ist ~ allgemein das Pullback M x,;/¢ M der kanonischen
Quotientenabbildung 7 : M — M/G.

6.12 Hauptfaserbiindel.
Wenn G auf M frei wirkt, so ist diese Abbildung ¢ : G x M — M Xy M
offensichtlich bijektiv. Weiters ist ¢ immersiv, denn

0= T¢(g7$) : (va) = (TvaprZ)(gvx) : (va) = (Tp(g7$) : (’U,U}),w)

impliziert w = 0 und somit 0 = T'p(g, z)(v,0) = Ty evy(v), also v = 0 nach
Falls 7 : M — M /G eine Submersion ist, so ist M X 57/ M nach [Kri07, 21.23] eine
(nicht notwendig abgeschlossene) Teilmannigfaltigkeit von M x M der Dimension
2dim M — dim(M/Q).

Beachte, dafl G die Orbits — das sind die Fasern von 7« — invariant 148t, und auf
diesen transitiv und nach Voraussetzung auch frei wirkt.

Um 7 : M — M/G als Faserbiindel zu erkennen, M
verwenden wir lokale Schnitte 0 : M/G DU — M o - 7 \‘n’\
von 7 (siehe [Kri07, 22.1]) und definieren ¢ : U x

G — M durch (u,g) — g - o(u). Offensichtlich ist Ve— > M/G

mo@ = mooopr; = pry, also hat ¢ Werte in -

7Y (U). Weiters ist ¢ : U x G — p~1(U) bijektiv, V x G > >
denn fiir x € p~1(U) ist u := p(z) € U und somit

existiert (wegen transitiv und frei) ein eindeutiges /

g€ Gmit z=g-o(u). V<sM/G

Es ist ¢ immersiv, da o(V') transversal zu den Orbits liegt; Genauer: Wegen poL, =
L, o ¢ geniigt es die Immersivitdt von ¢ bei (y, e) nachzurechnen (vgl. ):

0=Tyep- (w,&) = 0= T¢(y,e)7r(Ty e@(w €)= Ty, epry(w, &) =w

=0="Typ-(0,8) = t|t:0 exp(t) - o(y) = T'evo(y) €
0—¢

Falls G eine separable Lie-Gruppe ist (d.h. nach hochstens abzéhlbar viele
Zusammenhangskomponenten hat) so ist G und damit auch V' x G (fiir Kartenumge-
bungen V') Lindelof. Also folgt wegen dann, daf ¢ ein Diffeomorphismus und
somit eine Faserbiindelkarte fiir 7 : M — M/G ist.

Definition.

Es sei G eine Lie-Gruppe. Unter einem G-HAUPTFASERBUNDEL versteht man ein
Faserbiindel p : M — N mit typischer Faser G und einer (rechts-)Wirkung von G
auf M welche die Fasern invariant 148t und transitiv und frei auf ihnen wirkt.
Nach dem eben Gezeigten, kann fiir separables G die Voraussetzung “Faserbiindel
mit typischer Faser G” durch “surjektive Submersion” ersetzt werden.

Fiir G-Hauptfaserbiindel p : M — N ist die mittels lokalen Schnitt s : N D
V — M definierte Abbildung ¢ : V x G — p~1(V), (y,9) + s(y) - g nach dem oben
Gesagten ein bijektiver und immersiver Faserbiindelmorphismus. Da die Dimension

der Fasern p~!(y) nach Voraussetzung dim(G) ist. Ist ¢ faserweise (d.h. ev,(, :
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G — p~Y(y) € M) auch submersiv. Damit ist ¢ : V x G — p~(V) submersiv und
damit eine G-dquivariante (d.h. ¢(y, 9)-¢' = s(y)-99' = ©(y, g¢’')) Faserbiindelkarte,
denn lokal ist ein solcher von der Form (y, g) — (v, ¢4(9)).

6.13 Transportabbildung r von Hauptfaserbiindeln.

Fiir Submersionen p : M — N ist pxp : M x M — N x N transversal zu
A :={(y,y) : y € N} und somit M Xy M eine (nicht notwendig abgeschlossene)
Teilmannigfaltigkeit von M x M nach [Kri07, 21.22], oder benutze direkt [Kri07,
21.23].

Fiir G-Hauptfaserbiindel p : M — N ist die Abbildung ¢ : M x G — M xy M C
M x M, (x,g9) — (x,z - g) eine glatte Bijektion. Um ¢ als Diffeomorphismus zu
erkennen, geniigt die Kartendarstellung ¢ von 1 beziiglich der Haupfaserbiindel-
Karten V x G — 7= 1(V), (y,9) + s(y) - g zu untersuchen:

MXG—¢>M><NM

J J

7r‘1U><G—¢>7r‘1U><U7r‘1U<¢:7WUxG><U><G
GX@T% - Ag A (G gT
U><G><G—¢>U><G><G&>U><U><G><G

(0(u) - g1, 92) —> ((u) - g1, (o) - 91) - g2)

Gxp (0(u) - g1,0(w) - g192) <= (4, 913U, 9192)
P AXGxG ¢

(u, g1,92) —————— (U, g1, 9192) ——————> (u, u, g1, 9192)

Somit ist ¥ : (u, g1, g2) — (u, g1, g192) mit inverser (u, g1, g2) < (u, 91,97 ' g2).-

Fiir G-Hauptfaserbiindel ist insbesondere die Transportabbildung 7 := pryoth~! :
M xpjg M — M xG— G, (xz,7-g) — g, eine glatte Abbildung.

Im Allgemeinen kénnen wir fiir Wirkungen einer Lie-Gruppe G auf einer Mannigfal-
tigkeit M nicht erwarten, dafl der Orbitraum M /G eine Mannigfaltigkeit ist. Prob-
leme machen insbesonders Fixpunkte oder (noch schlimmer) nicht abgeschlossene
Orbits. Z.B. wirkt SO(n) auf R™ mit Fixpunkt 0 und R"/SO(n) = {r e R:r > 0}
vermoge SO(n) - x — ||z||. Oder R auf R™ durch ¢ -z := e’x.

Betrachten wir aber freie Wirkungen, dann kénnen wir folgendes zeigen:

6.14 Satz (Mannigfaltigkeit der Orbits).
Die Lie-Gruppe G wirke frei auf der Mannigfaltigkeit M. Dann gelten folgende
Implikationen:

1. M/G besitzt eine Mannigfaltigkeitsstruktur, sodafl m: M — M/G bzgl. der
Wirkung von G ein G-Hauptfaserbiindel ist.

= 2. Die Abbildung G x M — M x M mit (g,z) — (g-x,x) ist eine topologische
FEinbettung (oder dquivalent: die Abbildung 7 : M x M 2 {(y,z) : 3 g €
Gy=g-a2} =G, (g-x,x)— g, ist stetig).

& 3. Fir jede e-Umgebung V in G und © € M existiert eine Umgebung U von x
mit {g:gUNU#0Q} CV.

= 4. M/G besitzt eine (eindeutige) Mannigfaltigkeitsstruktur, sodaf8 = : M —
M/G eine Submersion ist.
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Fualls G separabel ist, so gelten auch die Umkehrungen.

Beweis. ( = ) Fiir G-Hauptfaserbiindel ist ¢ : MXG — M x /M C M xM
ein Diffeomorphismus, also insbesonders eine Einbettung.
Die Aquivalenz der beiden Bedingungen in ist klar, denn (g,x) — (g - z,x) ist

)
injektiv (da die Wirkung frei ist) mit Umkehrabbildung (g - z, ) — (g, ) definiert
am Bild.

( = ) Nach existiert fiir V und jedes x € X eine Umgebung U x U von
(e-z,z) mit V2O {g€G:(gu,u) €U xU fireinu} ={g e G:UnNgU # 0}.

( = ) Sei V' eine Umgebung von go € G und xg € M. Nach | 3 | existiert eine
Umgebung U von zo mit {g : z € U und g~z € U firein a2} = {g : gUNU #
0} C V—1go. Somit ist

{h  (ha,z) € goU x U fiir ein x} = g% {go_lh sz € U und gy h € U fiir ein x}
C g0 go_lv =V
( = ) Dazu stellen wir 7 : M — M /G als Zusammensetzung dar:
M — M/Go — (M/Go)/(G/Go) = M/G.

Fiir die erste Abbildung (induziert durch
die Wirkung der zusammenhingenden z
und somit separablen Lie-Gruppe Gj) Ter{w} 'l

E

Tev,

E, ¢ T.M

T.G

definieren wir E,, := Tev,(T.G) C T, M,
wobei ev, : G — G2 C M, g g-x LGxM ¢ ™
nach eine injektive Immersion ist. W /
Dies definiert nach [Kri07, 26.2] ein Teil-

vektorbiindel £ von TM — M als Bild TGxTM2T(Gx M)
eines Vektorbiindel-Monomorphismuses.

Weiters ist E integrabel, denn nach
induziert die Gruppenwirkung einen Lie- GxM=GxM

Algebra-Homomorphismus —¢ : LG —
X(M) dessen Bild Basisvektorfelder von (oY x M p
M d M

PT2 WGXﬂAli iﬂ'leﬂ M

F beschreibt.

Nach Voraussetzung ist ev, : Gy — Go-x C M eine injektive Immersion und somit
die maximale zusammenhéngende Integralmannigfaltigkeit durch .

Es ist E regulir, da Gox nach Voraussetzung

eine regulire Teilmannigfaltigkeit von M GxM M x M

ist (denn ev, ist als Einschénkung von 1 eine ji“kl «{z} Mx{z}
Einbettung, nun verwende [Kri07, 21.10] und v
[Kri07, 21.12]): Go — Goz ¢ >

Indem wir eine kleine zu Gq - x transversale Mannigfaltigkeit S wihlen erhalten
wir eine regulire Karte S x Gog — M, (y,g9) — g -y um z, denn deren Tangen-
tialabbildung T,,S x T.G — T, M ist gegeben durch T inklg +7, ev,. Also konnen
wir anwenden und erhalten eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf M/Gg, sodafl
M — M/Gj eine Submersion ist.

Fiir die zweite Abbildung beachten wir, dafl G/Gy auf M /Gy vermoge gGo-Gox :=
Gogx wirkt (siehe bzw. [Kril6, 29]). Die Wirkung dieser diskreten Gruppe ist

strikt diskontinuierlich: Nach () existiert eine Umgebung U mit {g : gU NU #
0} C Go. Sei (9Go - GoU) N GoU # 0, also existieren v/,u € U und g¢{, 90 € Go
mit ghgu’ = gou, d.h. go_lgogU NU # (. Somit ist go_lggg € Gy, also g € Gy,

andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2017 71



6.16 6. HOMOGENE RAUME UND GRUPPENWIRKUNGEN

d.h. gGy = Gy. Eindeutigkeit der Mannigfaltigkeitsstruktur folgt, da surjektive
Submersionen nach [Kri07, 22.2] finale Abbildungen sind.

( = ) Sei dazu G separabel. Offensichtlich 148t die G-Wirkung die Fasern
7Y (m(x)) = G-z von 7 invariant und wirkt auf diesen transitiv und (nach Voraus-
setzung) frei. Nach ist damit M — M/G fiir separables G automatisch ein
G-Haupfaserbiindel. O

Bemerkung. Nicht-Hausdorff Orbitriume.

Beachte, daf} jede strikt diskontinuierliche Wirkung die dquivalenten Eigenschaften

aus besitzt. Also fiir jede solche Wirkung mit nicht-Hausdorff Orbitraum (wie
B. ), die Basis des Hauptfaserbiindels M — M /G nicht Hausdorff ist, folglich

G x M — M x M nicht abgeschlossen ist und somit keine propere Wirkung (siehe

) vorliegt.

6.15 Satz. Homogene Riume.

Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G. Dann existiert auf der Menge der
(rechten) Nebenklassen G/H := {gH : g € G} eine eindeutige Hausdorff C>-
Mannigfaltigkeitsstruktur, fir die G — G/H eine Submersion ist. Es ist dann G —
G/H sogar ein H-Hauptfaserbiindel (siehe )

Ist H zusdtzlich normal in G, dann ist klarerweise G/H eine Lie-Gruppe und G —
G/H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus.

Beweis. Um G — G/H als Submersion zu erkennen geniigt es die Bedingung
von zu iiberpriifen: (2’ = h-xz,2) — h =2’ - 27! ist stetig.

Die Biindelstruktur (fiir nicht separables G) erhalten wir wie in folgender-
mafen:

Dap: G — G/H eine Submersionen ist, finden wir einen lokalen Schnitt o : U — G
nach [Kri07, 22.1]. Dann ist U x H — p~tU, (u, h) = o(u) - h eine Trivialisierung
mit inverser Abbildung g — (p(g),c(p(g))~! - g):

Es ist p(o(u) - h) = p(o(u)) = u € U und p(g) = p(o(p(g))) also g = o(p(g)) - h fiir
ein h € H, d.h. o(p(g))~'g = h € H. Weiters ist (u,h) = o(u) - h — (u,o(u)™?
a(u)-h) = (u,h) und g = (p(9),0(p(9) ™" - 9) = o (p(9)) - (e (p(9)) ™" - 9) = 9.
Da die rechts-Wirkung von H auf G genau die rechten Nebenklassen (=Fasern)
als Orbits besitzt und auf diesen transitiv und frei wirkt, ist G — G/H ein H-
Hauptfaserbiindel in der Terminologie von .

Weiters ist G/H Hausdorff, denn sei z,2’ € G mit n(z) # w(a’), i.e. 2’ liegt
nicht in der abgeschlossenen Menge xH. Somit existiert eine e-Umgebung U mit
U~Ux’ NzH = () und damit sind UzH und Ux’'H offene H-invariante disjunkte
Umgebungen von zH und zH'. O

Beachte, da8 G vermoge g - ¢'H := g¢' H transitiv auf G/H wirkt. Wir haben auch

folgende Umkehrung zu :

6.16 Satz. Transitive glatte Wirkungen.

Es wirke eine separable Lie-Gruppe G transitiv auf einer Mannigfaltigkeit M. Fiir
jedes x € M gilt dann: G, := {g € G : g-x = z} ist eine abgeschlossene Un-
tergruppe von G und ev, : G — M, g — ¢ - x, induziert einen G-dquivarianten
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Diffeomorphismus G/G, = M.

G, G- G

\ A
™ Ai

G/G,

M

Fiir nicht separables G gilt dies i.A. nicht, wie z.B. fiir die Wirkung von R mit der
diskreten Topologie auf R durch Translationen.

Beweis. Die transitive Wirkung G x M — M faktorisiert zu einer Wirkung G/G,, x
M — M,denn g-z =g -2 < g~ '¢’ € G,. Nach ist G/G, eine Mannig-
faltigkeit und die Quotientenabbildung 7 : G — G/G,, eine Submersion (sogar ein
G,-Hauptfaserbiindel), denn G, = ev, () ist eine abgeschlossene Untergruppe
von G. Somit ist die Wirkung G/G, x M — M glatt. Sie ist transitiv und auch
frei, denn z = gG, - x =g (G, - x) =gz < g € Gy, also induziert ev, : G — M
eine glatte Bijektion G/G, — M (siehe dazu auch ) die klarerweise mit den
G-Wirkungen vertauscht. Nach ist diese Bijektion immersiv. Wegen ist

sie sogar ein Diffeomorphsimus, denn G ist nach als Lie-Gruppe parakompakt
und hat wegen der Separabilitdt nur abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten,
ist also nach [Kri07, 19.6] Lindelof. O

Beachte, daf} fiir allgemeine glatte Wirkungen G x M — M und x € M, die
Abbildung ev, : G — G -z C M zu einer injektiven immersiven G-dquivarianten
Abbildung ev, : G/G, — M mit Bild G - z iiber 7 : G — G/G, faktorisiert.
Also der Orbit G - x mit der von G/G, induzierten Mannigfaltigkeitsstruktur eine
immersive Teilmannigfaltigkeit von M ist. Dies ist aber im Allgemeinen keine re-
guldre Teilmannigfaltigkeit wie das Beispiel des Flusses zum konstanten Vektorfeld
mit irrationalen Anstieg am Torus zeigt.

6.17 Definition. Faserbiindel mit Strukturgruppe.

Man sagt ein Faserbiindel 7 : P — M mit typischer Faser S habe STRUKTUR-
GRUPPE (F, wenn eine links-Wirkung von G auf S so existiert, dal die Transiti-
tionsfunktionen iiber glatten Abbildungen mit Werten in G faktorisieren welche die
iibliche Kozyklen-Bedingung (siehe [Kri07, 25.7.3]) erfiillen.

Offensichtlich ist dies eine gemeinsame Verallgemeinerung von Vektorbiindel und
Hauptfaserbiindel:

e Vektorbiindel sind Faserbiindel mit einen Vektorraum F' als typische Faser
und Strukturgruppe GL(F') mit der standard-Wirkung auf F, siehe [Kri07,
25.7.6].

e Hingegen sind G-Hauptfaserbiindel Faserbiindel mit typischer Faser G und
Strukturgruppe G wirkend auf G durch links-Multiplikation, siehe [Kril6,
33].

Proposition. Zu Hauptfaserbiindel assoziierte Faserbiindel.

Sei m : P — M ein G-Hauptfaserbiindel und A : G x S — S eine glatte links-
Wirkung. Dann wirkt G von rechts auf P x S durch (y,s)-g := (y-g,g~*-s) und der
Orbitraum (P x S)/G ist eine C*-Mannigfaltigkeit, sodaff P x S — (P x S)/G ein
G-Hauptfaserbiindel und (P x S)/G — M ein Faserbiindel mit typischer Faser S
und Strukturgruppe G ist.

Beweis. Klarerweise ist (y,s)-g := (y-9,9~!'s) eine rechts-Wirkung von G auf
P xS.Seio: M DU — P ein lokaler glatter Schnitt des G-Hauptfaserbiindels
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m: P — M. Dann betrachten wir folgends Diagramm:
Es existiert ¢ als surjektive Abbildung, da
m o pr; konstant auf den G-Orbits von
M P x S ist: m(pry(yg,9~'2)) = 7(yg) =
a7 =7ri(y, 2).
A Der linke vertikale Diffeomorphismus
JA ) s 3 j\ ist durch (y,2) — (y,7(y,0(7(y)))2)
’ gegeben, wobei die nach glatte Ab-

71 (U) x S Ux§——— bildung 7 : P xp P — G gegeben ist
A T ] e g
a Der vertikale Pfeil & in der Mitte ist durch
U U) x § L 71 (U) <Z—— U 6 :=po (o x5) gegeben.

Es macht & das linke Fiinfeck (2) kommutativ, denn
(50 (m x S))(y,z) = (po (0 x 8)o(mx S))(y,z) = p(omy, 2)
=p(y-(y,omy), 2) = p(y, 7(y,omy)-2).

Weiters macht & das rechte Quadrat (3) kommutativ, denn 7 x S ist surjektiv und
der Rand des Diagramms kommutiert offensichtlich. Wir kénnen & als Faserbiindel-
karte verwenden um (P x S)/G zu einem Faserbiindel mit typischer Faser S zu
machen, denn ¢~ (U) = p(m=1(U) x S) = 5(n(r~1(U)) x S) =&(U x 9):

Die Transitionsfunktionen der & sind durch (x,z) + (671 0 &')(z,2) =: (a',2')
gegeben, d.h. p(o(z'),2') = (a’,2") = ¢'(x,2) = p(c'(x),z). Somit existiert ein
g € G mit o(2') = o/(x)-g und 2/ = g~ 1z, also ist = 2’ und g = 7(0'(z), 0 (x)),
und damit 2z’ = 7(o(x),0'(z))-2. Das sind die Transitionsfunktionen (z,g)
g-7(o(x),0' () des Hauptfaserbiindels zusammengesetzt mit A : G — Diff(S).
Das bedeutet, da3 (P x S)/G — M ein Faserbiindel mit Strukturgruppe G ist.
Beachte dabei, dafl diese Rechnung auch zeigt, dafl & injektiv ist.

Karten fiir Px.S — (PxS)/G erhal-

p q
ten wir aus den Faserbiindelkarten PxS (PxS)/G M
o UxG — 7 YU), (.9) t ’L t
o(x)-g von m : P — M durch die

Zusammnensetzung ¢~ (U) x G — p~ g ' (U)) -

=1
q
p (¢~ (U)) von Diffeomorphismen
im nebenstehenden Diagram.

Das Diagram kommutiert, da das UxS

Fiinfeck jenes von oben ist, fiir das

Parallelogram ist das offensichtlich TJ / \ =i
und fir das Dreieck folgt es aus

o= pr,. S«—DUxGxSiUxSxG

Die Zusammensetzung der Diffeomorphismen U x S x G — 7~ 1(U) x S ist gegeben

durch (SL’,Z,g) = ((p($7g),2’) = (U(m)g,z) — (0’(3?)-9,T(O‘(.’L‘)g,0’(71'(0‘(.%')-9)))-2:) =

(o(z)-g,7(0(x)-g,0(x))2) = (6(2)-g,¢g*2) und somit auch G-dquivariant.

Nach Konstruktion sind die G-Orbits in P x S genau die Fasern von p: P x S —
(P x S)/G und da G frei auf P wirkt gilt selbes auch fiir die Wirkung auf P x S,
also ist P x S — (P x S)/G ein G-Hauptfaserbiindel. O

6.18 Bemerkung. Vektorbiindel versus Rahmenbiindel.

Falls umgekehrt p : M — N ein Faserbiindel mit typischer Faser F und Struk-
turgruppe G bzgl. einer links-Wirkung A : G x F' — F ist, so kénnen wir mit-
tels dessen Transitionsfunktionen ¥y : U N U’ — G ein G-Hauptfaserbiindel
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P := (U, U x G)/ ~ konstruieren, wobei U x G > (u,g) ~ (v,¢") € (U x G)
= u=u und Yy (u)-g = ¢’. Das mittels der Wirkung von G auf F assozierte
Faserbiindel (P x F))/G — N ist dann isomorph zu p : M — N, denn sie haben die
gleichen Transitionsfunktionen.

Falls p: P — M ein G-Hauptfaserbiindel ist und A : G — GL(k) eine Darstellung
ist, so ist das assoziierte Biindel P x g R¥ ein Faserbiindel mit typischer Faser R*
und Strukturgruppe GL(k) bzgl. der standard Wirkung, also ein Vektorbiindel nach
[Kri07, 25.7.6].

Fiir Vektorbiindel p : E — M mit Faserdimension k ist das zugehorige GL(k)-
Hauptfaserbiindel gerade das Rahmenbiindel GL(R*, E) — M. Dabei ist GL(R*, E) :=
{f € L(M x RF_ E) : f ist faserweise invertierbar} eine offene Teilmenge des Vek-
torbiindels L(M xR*, E) = ||, giq 2s L(R, E;) — M. Die Fasern des Rahmenbiindels
sind die linearen Isomorphismen R¥ — E, (oder auch die Basen in E,) und
die rechts-Wirkung von GL(k) auf diesen ist durch Umparametrisieren f +— f o
g gegeben. Es ist dann E = (GL(RF, E) x R*)/GL(k) beziiglich der Standard-
Wirkung von GL(k) auf R¥: Die Evaluationsabbildung ev : GL(R*, E) x RF — E,
(f,v) = f(v) ist GL(k)-invariant und hat lokale Schnitte z — ¢, gegeben durch
lokale Trivialisierungen ¢ : M x R¥ O U x R¥ —=— p=}(U) € E von E — M.
Sie induziert somit eine surjektive faserweise lineare Submersion (GL(R*,E) x
R*)/GL(k) — E. Aus Dimensionsgriinden ist letztere somit ein Vektorbiindel-
Isomorphismus.

6.19 Definition. Adjungierte Darstellungen.
Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Wir betrachten folgende Abbildungen:
konj: G — Aut(G), g+ (h— g-h-g™t)
Ad:G — GL(g), g+ L(konj,) =T.konj, =TLyoTR;-+ =TR;10TL,
ad:g— L(g,g), X (V= [X,Y])

Man bezeichnet Ad als die ADJUNGIERTE DARSTELLUNG DER LIE-GRUPPE und ad
als die ADJUNGIERTE DARSTELLUNG DER LIE-ALGEBRA.

6.20 Proposition.

Fiir jede Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra g sind konj : G — Aut(G) und Ad : G —
Aut(g) € GL(g) Gruppen-Homomorphismen (also konj eine Wirkung von G auf G
und Ad eine Darstellung von G auf g). Weiters ist ad : ¢ — Der(g) C L(g) ein
Lie-Algebra-Homomorphismus (also eine Darstellung von g auf g) und es gilt

L(Ad) = ad und Adoexpg = expgr(g) ©ad,
d.h.

d
g—L(g,9)

eXpG\L lexch(n)

G —a GL(g)

Beweis. Offensichtlich ist konj ein Gruppen-Homomorphismus und weil £ funkto-
riell ist auch Ad : G -5 Aut(G) £+ Aut(g) € GL(g) einer. Letzterer ist glatt,

denn Ad : G x g — g ist es. Wegen bleibt nur noch £(Ad) = ad zu zeigen. Fiir
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X,Y € gist

[Kri07, 29.10]

ad(X)(¥) = [X. Y] Lx(V) = o | () ),

0

T ot
0
SOt ‘t:O
~-T, Ad(g \ exp(tX)) (V) = T. Ad(X)(Y).
ot li=o
Damit ist ad = £(Ad) ein Lie-Algebra-Homomorphismus.

3.5

TF, Yix T Rexp(—tx.) Lpix (o) Ye

2 |

ot =0
0

TRexp(*tX)'TLexp(tX)'}/@ = a ‘t:O Ad(exp(tX))(}/@)

‘t:O

6.21 Induzierte Darstellung einer Wirkung mit Fixpunkt.

Die Argumentation in (fiir die Konjugation) zeigt, dafl eine G-Wirkung p :
G x M — M auf M mit Fixpunkt 2 vermége G 3 g — T (p(g,-)) € GL(T, M) eine
DARSTELLUNG von (G auf T,, M induziert — also einen Lie-Gruppenhomomorphismus
G — GL(T,M) —, d.h. eine Wirkung G x T, M — T, M, die in der zweiten Variable
linear ist.

Local Linearization Theorem.

Sei G eine kompakte Lie-Gruppe die auf einer Mannigfaltigkeit M wirkt, sei weiters
x € M ein Fizpunkt. Dann existiert ein G-dquivarianter Diffeomorphismus von
einer Nullumgebung in T, M auf eine Umgebung von x € M.

Beweis. Sei U eine G-invariante Umgebung von x und f : U — T, M glatt mit
T.f =id. Sei f(y) := fG g-f(g~1y) dg, wobei dg das nach invariante Haar-
maB auf G mit |, o dg = 1 bezeichnet. Dann ist f:U — T, M glatt, G-dquivariant
und T, f =id:

F(hy) =/Gg-f(g’1hy) dg:h-/Gh’lg-f((h’lg)’ly)dg
= h-/ g-f(g " y) dg = h-f(y),
G
(T.H0) = G henf(€(0) = Ghoo [ 01067 e(t)do

= /GTLngqxfTLgfrc’(O) dg = ' (0) = v.
e~

=z

Die lokale Inverse ist dann der gesuchte Diffeomorphismus. O

6.22 Bemerkung. Orbitrdume welche Faserbiindel sind.

In haben wir separable Lie-Gruppen G, die frei auf einer Mannigfaltigkeit
M wirken und fiir die der Orbitraum M /G selbst eine Mannigfaltigkeit und die
kanonische Abbildung = : M — M/G eine Submersion ist, betrachtet. Und wir
zeigten, dal dann 7 : M — M/G sogar ein G-Hauptfaserbiindel ist, wobei fiir
x € M Faserbiindelkarten ¢ : M/G x G DV x G — 7~ 1(V) C M gegeben sind
durch (u,g) +— g-s(u) fiir lokale Schnitte s : M/G 2V — 7= 1(V) C M von
7w mit $(G-x) = x. Diese Faserbiindelkarten sind G-dquivariant und insbesonders
U :=7YV) = ¢(V x G) eine G-invariante offene Umgebung von G-z in M
Folglich ist p := ev,opryop™t : U — V x G — G = G-x glatt, G-dquivariant und
pla.e =1id, denn p(g-z) = p(g-s(G-x)) = p((G-x,9)) = eva(pra(G-z, g)) = g-a. Sei
schlieBlich S :=s(V) = o(V x {e}) 2V x {e} = V. Dann ist

S =p(Vx{e}) = p(pry ' (e)) = p(pry " (ev; ' (2))) = (evy o pryop™") 7 (z) = p~' ().
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Beachte nun, dafl so eine dquivariante Retraktion p : M O U — G-x auch im
anderen Extremfall, wo z ein Fixpunkt der G-Wirkung ist (also G nicht frei wirkt),

existiert, ndmlich die konstante Abbildung M — {z} = G-z.
Definition. Aquivariante tubulire Umgebungen und Scheiben.

Es wirke G auf einer Mannigfaltigkeit M. Unter
einer AQUIVARIANTEN TUBULAREN UMGEBUNG
eines Orbits G-z versteht man eine G-dquivariante
Retraktion p : U - G-z von einer G-invarianten
offenen Umgebung U von G-z in M auf G-z. Es
heift dann S := p~!({z}) SCHEIBE (engl.: slice)
der Gruppenwirkung bei z.

6.23 Konsequenzen von Scheiben

Was folgt nun umgekehrt, wenn fiir eine Lie-

Gruppen Wirkung G x M — M mit Quotienten-

abbildung m : M — M/G so eine G-dquivariante Gx
tubuldre Umgebung p: M O U — G-z des Orbits

G- gegeben ist?

Offensichtlich ist dann (7, p) : U — 7n(U) x G-z

G-dquivariant und pr; o(w, p) = m. Weiters gilt:

1. Es ist p eine surjektive Submersion, denn id = poincl : G.x — U —» G-z,
und somit die Faser S := p~'({x}) und das Retrakt G-z abgeschlossene
Teilmannigfaltigkeiten von U (siehe [Kri07, 21.15]).

2. Firge G gilt: SNgS#0 < geG, & gSCS:

3.

(1 =2) Seiy € SNgS, dann ist y = g-y’ fiir ein y’ € S. Somit ist x = p(y) =
plgy') = g-p(y') = g-a, also g € G
(2=3) Sei g € G, und y € S. Dann ist p(g-y) = g-p(y) = gx = z, also
gy€p({z}) =5

(1 «<3) ist trivial, da S # 0.
U=@G-S:
GS=Gpt({x}) = pHGx) =U,day € p(Gz) & ply) € Gz &
dgeGiplgly) =g ply) =r e yeGp({z})
Fiir z € U ist G, enthalten in einer zu Gy konjugierten Untergruppe:
Nach ist z = g-y mit y € S und g € G. Fiir h € G, gilt somit: hgy = gy
=g lhgy=y=y€SNgthgS= g 'hge G, dh hegG,g "
Esist (m,p): M DU — w(U) x G-z C (M/G) x G-x surjektiv:
Sei (z,gz) € 7(U) x G-z. Dann existiert ein y € U mit z = m(y). Somit ist
p(y) € G-z, also existiert ein h € G mit p(y) = hx. Nun ist (7, p)(gh~ty) =
(m(gh~"y),gh~ p(y)) = (7(y), gh~"hzx) = (2, gx).
Hingegen ist (m,p) : U — w(U) x G-z nicht notwendig injektiv, also auch
keine Faserbiindelkarte im Unterschied zu :
Es wirkt z.B. SO(2) = S! auf R? mit Orbitraum R2?/S! = R* via der
Abbildung SO(2)-v — ||v|. Die invarianten offenen zusammenhéngenden
Umgebungen von 0 € R? sind genau die offenen Bélle U um 0 und die einzige
Retraktion U — G-0 = {0} die konstante Abbildung. Somit ist 7(U) x G-0 =
R* x {0} nicht homéomorph zu R

Wir wollen trotzdem versuchen die invariante Umgebung U = G-S besser zu
beschreiben:
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7. Die Abbildung G x S — G-S, (g9,y) — gy induziert eine G-dquivariante
Bijektion (G x S)/G, — G-S, wobei die (rechts-) Wirkung von G, auf G x S
durch (g,y)-h = (gh,h=1y) gegeben ist:

2

gy = ¢y mit y,y’ € S = y = hy’ mit h := g~ l¢’ € G h € G, und
(¢',y') = (gh, h~'y). Umgekehrt ist offensichtlich (gh)-(h~1y) = gy.

8. Fiir separables G ist (G x S)/Gy — G-S ein Diffeomorphismus:
Nach ist G-S = U und somit offene Teilmannigfaltigkeit von M. Nach

G xS — (G x8)/G, ein G,-Hauptfaserbiindel (und (G x §)/G, —
G /G, ein Faserbiindel mit Faser S und Strukturgruppe G, welches vermoge
der Wirkung von G, auf S assoziiert ist zum G, -Hauptfaserbiindel G —
G/Gy). Die nach | 7| bijektive Abbildung (G x S)/G, — G-S ist glatt, da
G xS — (G x95)/G, als Submersion final ist. Sie ist submersiv, da p :
GxS—G-S,(g9,y) — gy es ist:

6.16
Tu(T.G x T,S) = Tevy (T.G) + TLe (T,S) To(G-x) + T,

=BildT,p+ KerT,p=1T,M.

Somit ist T\ ,)u surjektiv fiir alle y € S nahe  und durch Verkleinern von
S konnen wir das fir alle y € S erreichen. Damit ist

Bild(T(g,y)p) = TLy(Bild(T(e ) = TLg(TyM) = T, M.
Aus Dimensionsgriinden ist sie somit ein Diffeomorphismus, denn
dim((G x S)/G,) = dim(G) + dim(S) — dim(G,) = dim(G/G;) + dim(S)
= dim(G-z) + dim(S) = dim(M).

9. Es ist S lokal diffeomorph zu T,M/T,(G-x) und falls G, kompakt ist, kann
dieser Diffeomorphismus G -dquivariant gewdhit werden:
Durch Differenzieren von y — g-y bei x fiir g € GG, erhalten wir nach |6.21
eine Darstellung von G, auf T, M fiir welche T,(G-xz) und T,S nach E
invariant sind. Somit ist der lineare Isomorphismus 7,5 = T, M /T, (G x)
G -dquivariant und S = T,S = T, M /T, (G-x) lokal als Mannigfaltigkeiten.
Falls G, kompakt ist, so zeigt , dafl auch der erste Diffeomorphismus
G -dquivariant gewéhlt werden kann.

Zusammenfassung.

Es wirke eine separable Lie-Gruppe auf eine Mannigfaltigkeit M. Falls fiir fizes
x € M eine dquivariante tubulire Umgebung p : U —» Gz des Orbits G-x mit
Scheibe S := p~1(x) ewistiert. So wirkt die Isotropiegruppe G, auf S und damit auch
auf G x S. Dadurch wird Gx S — (GxS)/Gy = G-S = U ein G,-Hauptfaserbiindel
und (G x S)/Gy - G/G, eine Faserbiindel mit Faser S und Strukturgruppe G,
welches assoziiert ist zum G, -Hauptfaserbindel G - G/G,.

Weiters ist S lokal diffeomorph zu T, M /T, (G-x) und wenn G, kompakt ist, kann
dieser Diffeomorphismus G, -dquivariant gewdhlt werden. O

6.24 Beispiel.

Die Standard-Wirkung von SOT(3,1) auf R? 148t per Definition die Niveaufliichen
M. = {v : b(v,v) = c} fiir jedes ¢ € R invariant, wobei b : R3 x R® — R die
symmetrische Standard-Form mit Signatur 1 bezeichnet. In Aufgabe [Kril6, 19]
wurde gezeigt, dal SOT (3, 1) transitiv auf M; wirkt und folglich auch auf allen M.,
mit ¢ > 0. Auf dem positiven Lichtkegel M := {v € R?: b(v,v) = 0 und prs(v) >
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0} C My wirkt SO™(3,1) ebenfalls transitiv, denn durch Drehungen um die z-Achse
konnen wir (z,y,2) € My auf (z,0,2)
abbilden und durch

1 22 227
2( oo 01> € S0*(3,1)
2

22—1 0 2°+1

kénnen wir (1,0,1) auf (z,0,z) ab-
bilden. Diese Wirkung besitzt keine
Scheibe fiir den Orbit M, denn jede in-
variante Umgebung U von M~ enthélt
die Orbits M, fir alle kleinen ¢ >
0. Eine &quivariante Retraktion r
U — My zusammen mit der Retraktion
des Lichtkegels auf einen Breitenkreis
wiirde aber eine Retraktion einer hin-
reichend kleinen Kreisscheibe {(z,y,¢) :
2492 < €2} CU - MP -
{(z,y,¢€) : 22 +y* = €%} auf ihren Rand
liefern.

6.25 Lemma.

Seien f: X XY — Z eine stetige Abbildung topologischer Riume, K C X kompakt,
yeY, W CZ offen mit f(K x {y}) CW.

Dann ezistieren offene Umgebungen U von K und V von y mit f(U x V) C W.

Beweis. Es ist W’ := f~1(W) eine offene Umgebung von K x {y}. Wegen K x {y} C
W' existieren fiir jedes x € K offenen Umgebungen U* von x und V¥ von y mit
U* x V® C W'. Da K kompakt ist, existieren endlich viele z1,...,z, € K mit
K C U ,U% = U. Sei V := (), V¥. Dann ist U eine offenen Umgebung
von K sowie V eine von y und f(U x V) C W, denn aus (z/,y') € U x V folgt,
Jiza' €U,y e VOV = (2,y) eU% x V& CW' = f~1(W). O

6.26 Equivariant Tubular Neighborhood Theorem.

Sei G x M — M eine glatte Wirkung einer separablen Liegruppe G mit kompakten
Isotropiegruppen G, fir alle x € M.

Diese besitzt genau dann Scheiben, wenn fiir jedes x € M und jede G,-Umgebung
W C G eine x-Umgebung V C M existiert mit {g€ G:V NgV #0} CW.

Beweis. (=) Es existiert eine e-Umgebung U mit U-G,-U~! C W, denn ¢ :
(W, h,g) — h-g-h~! ist stetig und G, ist kompakt also existiert nach eine

Umgebung der Form U x U x V. C ¢~ }W) von {e} x {e} x G,. Nach
ist G-z eine Teilmannigfaltigkeit von M und nach ist G/G, = G-z, also
evy 1 G — G/G,; = G-z offen. Dann ist U-z = ev,(U) offen in G-z und somit auch
p Y U-z) =U-p~t(x) =U.-S =V (siehe ) offen in M. Sei VNg-V # 0, also
existieren u,u’ € U und 2,2’ € S mit vz = gu'-2’, d.h. 2 = v~ !gv’'-2' und somit
u~tgu’ € G, nach , also g € U-G,- U ' =p(UxU xG,) CW.

(<)

Beh.: G-z ist regulire Teilmannigfaltigkeit von M : Nach induziert ev, : G —
G-z C M eine injektive Immersion G/G, — M. Bleibt zu zeigen, daf diese ein
Homoomorphismus auf ihr Bild G-z versehen mit der Spurtopologie von M ist. Sei
dazu y = gorx € G-z und U C G/G,, eine offene Umgebung von go-G, € G/G,.
Mit 7 : G — G/G, ist dann 7=1(U) eine offene Umgebung von go-G, in G und
W = 7T71(U)'g0_1 eine solche von go~Gz~gO_1 = Ggyy.o = Gy. Nach Voraussetzung
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existiert eine y-Umgebung V mit {g € G : VNg-V # 0} CW. Dannist ev; (V) C
7 Y(U), denn sei g € ev; (V) so ist ggal-y = g-x € V und damit gga1 € W, also
gEW-go=m"1(U).

Nach Voraussetzung ist G, kompakt und somit existiert nach ein lokaler G-
aquivarianter Diffeomorphismus ¢ : T, M — M bei 0 mit ¢(0) = 2 und Tpp = id.
Sei F' das orthogonale Komplement von T, (G-z) in T, M beziiglich einem G-
invarianten inneren Produkt (mittle irgend ein inneres Produkt iiber G,). Da G-z
unter G, C G invariant ist, ist es auch T,(G-z) und folglich auch F. Also ist
(G x F)/G, — G/G, ein wohldefiniertes Faserbiindel nach [6.17].

Dann ist ® : (g,v)-Gy — g-p(v) ein

lokaler Diffeomorphismus bei (e, 0)-G,, G x T,M Gx M

da (G/G,) x F nach lokal diffeo- Gxy
morph zu (GX F) /G, via ¢ := po(c x F) j \

ist und somit hat ® unter diesem Diffeo-

morphismus die partiellen Darstellungen S A
(Pod)(,0)=evyo0:G/G, 2Gx C M T&

und (® o 5)(e,-) = ¢|r. Wegen der G- oXE N
Aquivarianz ist ® auch ein lokaler Diffeo- G/Gy x F—=Gx x F

morphismus bei (g, 0)-G,. fiir jedes g € G.

Bleibt zu zeigen, da§ ® injektiv auf einer Umgebung von (G x {0})/G, ist:
Andernfalls existieren g, g, € G sowie v, — 0 und v}, — 0 in F mit p(gn, vn) #
p(gl,,v)) aber g,-o(vy,) = ¢’,-¢(v!,). Durch Anwenden von (g/,)~! kénnen wir g/, = e
voraussetzen. Somit konvergiert g,-¢(v,) = ¢(v)) = ¢(0) = z. Fiir jede (kompak-
te) Umgebung W der kompakten Teilmenge G, existiert nach Voraussetzung eine
Umgebung V von z mit {g € G : VNgV # 0} C W. Fiir alle hinreichend
grofien n liegt p(vy,) € V und g¢,,-¢(v,) € V und somit g, € W. Also konvergiert
eine Teilfolge der g, gegen ein go, € G. Wegen x = lim,, o gn-©(Vn) = goo 2 ist
Joo € Gz, und somit ein Widerspruch dazu, daf§ ¢ ein lokaler Diffeomorphismus bei
p(e,0) = (e,0)-G,, ist.

Nun ist go®~!: M — (Gx F)/G, — G/G, = G-z die gesuchte fiquivariante lokale
Retraktion. 0

6.27 Proposition.

Es sei S eine Scheibe der Wirkung G x M — M bei x und U := G-S die zugehdirige
tubulire offene Umgebung von G-x in M. Dann induziert die Inklusion S — M
einen Homdéomorphismus S/G, = U/G und dieser induziert einen Algebra-Iso-
morphismus C®(U/G) := C®(U)% = C>(8)% =: C*(S/G,) zwischen den Alge-

bren invarianter glatter Funktionen.

Wir haben zwar keine Mannigfaltigkeitsstruktur auf den Orbitrdumen aber die
Kandidaten der glatten Funktionen auf diesen entsprechen also einander. Beachte
weiters, dafl x € S ein Fixpunkt der Wirkung von G, ist, also diese nach
(lokal) isomorph zu einer Darstellung von G auf dem Vektorraum T,M /T, (G-x)

ist.
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T, M/T,(Gz) 2= 8 >G-S UC— > M

-~
-~

5/Gy € = U/GC—s M/G

Beweis. S/G, — U/G ist wohldefiniert: Sei z,z' € S mit 2’ = g-z fiir ein g € G, C
G, dann ist offensichtlich [z] = [2/] in U/G.

S/G, — U/G ist injektiv: Sei z, 2" € S mit 2’ = g-z fiir ein g € G. Nach | 6.23.2 | ist
g € G, und somit [z] = [¢/] in S/G,.

S/G, — U/G ist surjektiv: Sei u € U, also u = g-z fiir ein g € G und ein z € S,
also [u] = [#] in U/G und ist somit das Bild von [z] in S/G,.

S/G, — U/G ist stetig: Da S — S/G,, final ist.

S/Gy — U/G ist offen: Sei W C S/G,, offen, also m=}(W) G -invariant und offen
in S. Dann ist G x 7~ 1(W) C G x S offen und somit auch G-7=*(W) = (G x
7 Y(W))/G, offen in (G x S)/G, = G-S = U und G invariant, also das Bild
7((G x 7=Y(W))/G,) von W in U/G offen in U/G.

S=U

U/G

G xS (Gx8))G,=—G -
Topry \) (/
G x Y (W) —= G-a Y (W)
TOPry T
516, - l l —
\W (G x 7 (W) /Ga)

Algebra-Isomorphismus: Die Einschrinkung jeder G-invarianten Abbildung f €
C>(U) ist offensichtlich G-invariant auf S. Umgekehrt definiert jede G-invariante
glatte Abbildung f : S — C eine G;-invariante glatte Abbildung fopr, : GxS — C
und somit eine beziiglich der links-Wirkung von G auf U = (G x S)/G, invariante
glatte Abbildung U — C. Diese Zuordnungen sind offensichtlich invers zueinander,
denn G-invariante Funktionen auf G-S sind durch ihre Werte auf .S bereits eindeutig
festgelegt, und erstere ist klarerweise ein Algebra-Homomorphismus.

pry

S GxS (GxS))G, 22U s M
S/G. ses UG MG

6.28 Definition. Propere Wirkungen.

Eine stetige Wirkung ¢ : G x M — M einer topologischen Gruppe G auf einem
topologischen Raum M heiit PROPER, falls folgende dquivalenten Bedingungen
erfiillt sind:

1. Die Abbildung (p,pry) : G x M — M X M ist PROPER,
d.h. Urbilder kompakter Mengen sind kompakt;

< 2. Falls Ky, Ko C M kompakt sind, so ist {g € G : K1 N g-Ks # 0} kompakt.
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< 3. Falls K C M kompakt ist, so ist {g € G: K Ng-K # 0} kompakt.

Beachte, dafl {g € G : K1NgKs # 0} abgeschlossen in G ist. Denn sei K1Ngg Ky = 0,
d.h. goK2 € M\ K; dann existieren and offene Umgebungen U von gy und
W von Ko mit M\ K1 DUW DU-Ke,dh. UN{geG: KiNgKy #0} =10.
Insbesonders ist jede stetige Wirkung einer kompakten Gruppe proper.

Beweis. (ﬁ) Nach Voraussetzung ist (o, pry) "1 (K x K) C G x M kompakt

und somit auch

prl((gp,prg)_l(K X K)) = {g €G:Jx e M:(ppry)(g,x) € K x K}
={geG:3dzeK:greK}={geG: KngK #0}.

(2]<[3]) Sei K := K1 UKy. Dann ist {g € G : K1 NgKy # 0} C {g € G :

K nNg-K # 0} abgeschlossen und somit ebenfalls kompakt.

(<:) Sei K C M x M kompakt, also K C pry (K) xpry(K) mit K; := pr;(K) C

M kompakt fiir i € {1,2}. Dann ist (¢, pry) ~*(K) abgeschlossen in (¢, pry) (K7 X

(
Ks) = {(9,2) € Gx M : gz € Ki,z € Ko} C L x Ky, wobei L := {g € G
K, N g-Ky # (0} nach Voraussetzung kompakt ist.

O ..

6.29 Perfekte Abbildungen

Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen Hausdorfl-Réumen heifit PERFEKT
falls sie abgeschlossen ist und kompakte Fasern f~!({y}) hat. Solche Abbildungen
haben sehr gute Stabilitéitseigenschaften, siehe z.B. [Kri99, 3.3.10].

Lemma.
Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen Hausdorff-Rdumen.

1. Falls f perfekt ist, so ist f proper.
2. Falls Y kompakt-erzeugt ist, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. () Sei K C Y kompakt und U eine offene Uberdeckung von f~!(K).
Sei F die Menge der endlichen Teilmengen von U. Fiir jedes y € K ist f~1({y})
kompakt und somit Teilmenge von (J F' fiir ein F' € F. Damit ist y ¢ f(X \ UF)
und somit K C Jper(Y\ F(X\UF)). Da Y\ f(X \UF) (fiir perfektes f) offen
ist, existieren endlich viele Fy,...,F, € F mit K C /(Y \ (X \UF;)) und

somit ist

e Ut (v Um) = U e U m)
cUx\x\Ur) = UUF:UUF

1

-
Il

() Sei f : X — Y stetig, proper und Y ein KOMPAKT-ERZEUGTER RAUM,
d.h. er trigt die finale Topologie bzgl. seiner kompakten Teilmengen. Sei A C X
abgeschlossen. Fiir alle kompakten L C Y ist f~1(L) € X kompakt und somit
auch AN f~1(L) und (da Y Hausdorff ist) auch f(AN f~1(L)) = f(A) N L, also
abgeschlossen und damit auch f(A) abgeschlossen, da Y kompakt-erzeugt ist. I

6.30 Proposition. Scheibensatz.
Sei p: G x M — M eine propere Wirkung auf einem lokalkompakten Raum M.
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Fiir x € M sind dann die Isotropiegruppen G, kompakt, die Orbits Gz abgeschlossen
und M /G wollstindig requlir. Weiters existiert zu jeder Umgebung W von G, in G
eine Umgebung V von z in M mit {ge G:VNgV £0} CW.

Falls die Wirkung zusdtzlich glatt ist, so besitzt sie Scheiben.

Beweis. Es ist die Faser (p,pry) "z, z) = {(g,2) : gz = 2} = G, x {2} & G,
also G, kompakt.

Nach Voraussetzung ist (¢, pry) proper und nach somit eine abgeschlossene
Abbildung, den lokalkompakte Riume sind kompakt-erzeugt, siehe [Kri99, 2.3.2].
Damit ist aber G x {z} = (¢, pry)(G x {x}) € M x {z} abgeschlossen in M x M,
also auch in M x {z}, d.h. Gz ist abgeschlossen in M.

Es ist M/G Hausdorff, denn sei z,y € M mit Gz # Gy, also © ¢ Gy. Da Gy
abgeschlossen ist existiert eine Umgebung U von x mit U N Gy = 0. Sei V eine
Umgebung von y mit V NU = (. Durch Verkleinern kénnen wir annehmen, dafl
U und V kompakte Umgebungen sind. Nach Voraussetzung ist die Menge
K:={9€G:UngV # 0} kompakt und Ky C Gy C M \ U. Somit existiert
nach eine Umgebung V' C V von y in M mit KV' C M\ U,dh. Vge K :
UngV' =0 aberauch Vg ¢ K :UnNgV' CUNgV =10. Also ist UNGV’' = () und
somit sind 7(U) und 7(V’) trennende Umgebungen in M/G.

Da die Quotientenabbildung M — M/G einer stetigen Gruppenwirkung offen ist,
ist M /G lokalkompakt (siehe [Kri99, 2.2.8]) und damit vollstindig regulér (siehe
[Kri99, 2.2.2)).

Sei nun W eine offene Umgebung von G, in G. Gesucht ist eine Umgebung V' von
zmit {ge G:VNgV#0}CW,ie. VN(G\W)V =0:

Da (G\W)z x{z} = (¢, pry)((G\W) x{z}) C M x {z} als Bild einer abgeschlosse-
nen Menge unter einer abgeschlossenen Abbildung abgeschlossen ist, ist M\ (G\W)x
offen. Sei V! C M \ (G \ W)z eine kompakte Umgebung von z ¢ (G \ Gy)z 2
(G\ W)z. Da G proper wirkt, ist K := {g € G : V' NgV’' # 0} \ W kompakt.
Wegen Kz C (G\ W)z C M\ V' und weil M \ V' offen ist, existiert nach
eine offenen Umgebung V C V'’ von z mit KV C M\ V' C M\V,dh. VNgV =0
fiir alle g ¢ W, denn V N gV #  fiir ein g ¢ W impliziert g € K.

Falls die Wirkung zusétzlich glatt ist, so besitzt sie Scheiben nach , wobei
wir fiir die hier relevante Implikation dort die Separabilitdt von G nicht verwendet
haben. O

Beispiel.

Die Wirkung von SL(2) auf R? hat die Orbits {0} und R?\ {0} und ist wegen
somit nicht proper. Allerdings existieren Scheiben, denn der Orbit R?\ {0} ist offen
und der Orbit {0} hat R? als dquivariante tubulire Umgebung bzgl. der Retraktion
p = konstg : R? — {0}.

6.31 Folgerung. Invariante Partitionen der 1.

Es wirke eine Lie-Gruppe G proper und glatt auf M. Dann existiert zu jeder Uber-
deckung von M mit offenen G-invarianten Mengen eine untergeordnete Partition
der 1 mit G-invarianten glatten Funktionen.

In dieser Situation existiert eine glatte G-invariante Riemann-Metrik auf M.

Beweis.
Beh.: Sei p: U — G-x eine nach existente dquivariante tubuldre Umgebunyg.
Dann existiert eine G-invariante glatte Funktion f : M — R mit Trdger in U und

f‘Gm =1:
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Sei S := p~l(x) die zugehorige Scheibe und fo : S — R eine glatte Funktion
mit kompakten Tréiger in S und fo(x) = 1. Die gemittelte Funktion f; : z
sz fo(g-z) dg, wobei dg das invariante Haar-Mafl auf der kompakten Gruppe G,
bezeichnet, ist dann eine G-invariante glatte Funktion mit kompakten Tréger
G, - Trg(fo) € S, entspricht somit nach einer glatten G-invarianten Funk-
tion f auf U. Wegen Trg(f) = G- Trg(f1) C U laBt sich f durch 0 zu einer glatten
G-invarianten Funktion auf M fortsetzen.

Nun kénnen wir wie in [Kri07, 18.2] verfahren und uns dabei auf eine Zusam-
menhangskomponente von M beschrinken: Zur gegebenen Uberdeckung mit G-
invarianten offenen Teilmengen existiert eine Verfeinerung bestehend aus Carrier-
Mengen von G-invarianten glatten Funktionen. Da die Zusammenhangskompo-
nenten von M Lindeldf sind, reichen abzihlbar viele solche Funktionen f,. Sei
h € C*(R,R) mit h=*(0) = R_, dann ist hy : & — h(fo(2))-[L;-, H(E — fi(2))
G-invariant und die Mengen carr(h,,) bilden eine lokalendliche Verfeinerung. Also
ist hy,/ Y, hi die gesuchte Partition der 1.

Auf jeder dquivarianten tubuliren Umgebung p : U — G-z kénnen wir eine G-
invariante Riemann-Metrik v finden, indem wir eine Metrik auf S = p~!(z) wihlen
und diese iiber die kompakte Gruppe G, mitteln und die Zusammensetzung mit
pry : G x § — S faktorisiert dann zu einer G-invarianten Metrik auf U. Mittels
der vorher konstruierten Partitionen der 1 kénnen wir diese Riemann-Metriken zu
einer auf ganz M verkleben. O

6.32 Bemerkung.

Sei p: Gx M — M eine Gruppen-Wirkung. Dann ist p: G — Bij(M) ein Gruppen-
Homomorphismus. Die Wirkung heif3t EFFEKTIV oder auch TREU, falls dieser ein
Monomorphismus ist, d.h. {e} =Ker(p) ={g € G: Vo e M :gx =2} =(),Ge
gilt. Da Ker(p) ein Normalteiler ist, kénnen wir anstelle von G auch die Gruppe
G/ Ker(p) betrachten. Die Wirkung p induziert eine Wirkung dieser Gruppe auf M
mit den selben Orbits und somit auch dem selben Quotientenraum.

Falls p eine glatte Wirkung einer Lie-Gruppe auf eine C'°°-Mannigfaltigkeit ist,
so ist Ker(p) ein abgeschlossener Normalteiler und somit G/ Ker(p) ebenfalls eine
Lie-Gruppe nach [6.15], die glatt auf M wirkt (da G — G/ Ker(p) submersiv ist).

Sei die Wirkung also 0.B.d.A. effektiv. Es ist dann p ein Gruppen-Isomorphismus
von G mit einer Untergruppe von Homéo(M) C C(M, M).

Fiir topologische Réume X und Y versehen wir C(X,Y) mit der kompakt offenen
Topologie, d.h. eine Subbasis ist gegeben durch die Mengen Nk := {f : f(K) C
U}, wobei K C M kompakt und U C M offen sind, siche [Kri99, 2.4.2]. Man zeigt
leicht (siehe [Kri99, 2.4.10]):

e Y Hausdorff = C(X,Y’) Hausdorff.
X lokal-kompakt, X und Y 2. Abzihlbarkeitsaxiom = C'(X,Y") 2.Abz.axiom.

e Fiir zusammenhéngende parakompakte Mannigfaltigkeiten X und Y ist somit
fiir Teilmengen von C'(X,Y) kompakt und folgenkompakt équivalent, siehe

[Kri99, 2.5.3].

e Fiir stetiges p: Z x X — Y ist auch p: Z — C(X,Y) stetig, siche [Kri99,
2.4.5).

o Fiir lokalkompaktes Y ist die Komposition o : C(Y, Z)xC(X,Y) — C(X, Z)
stetig, denn es ist fog € Ny o Ngyv C Nk .y, wenn f(g(K)) CU und L
kompakt und V offen so gewihlt werden, daf g(K) CV C L C f~Y(U) gilt,

siehe [Kri99, 2.2.3].
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o Auf dem Teilraum Homoo(M) C C(M, M) ist auch die Inversion stetig (bei
id): Sei K C U. Indem wir K mit geodétischen Billen iiberdecken, diirfen wir
0.B.d.A. K als geodétischen Ball mit Radius ¢ > 0 um eine Punkt z( voraus-
setzen. Wir wéhlen einen geodétischen Ball By (z9) C U mit Radius ¢’ > 4
und betrachten die Umgebung Np v N Nygoy go mit V := U\ K und L die
geoditische Sphire mit Radius ¢'. Fir f € Np v N Ny ke gilt f(20) € K
und f(L) C V,dh. M\ L O f~Y(M \ V). Wir behaupten, da8 daraus
fHK)CU,dh. M\ K D f(M\U) folgt. Andernfalls existiert ein z ¢ U
mit f(x) € K, also ist f(x) = exp(tv)|i=; fiir ein v € T, M mit |v| < 6 und
f(zo) = exp(tw)|s=1 fiir ein w € Ty, M mit |w] < §. Also liefern diese beiden
Geoditen ein Kurve ¢ in K welche f(zo) mit f(x1) verbindet. Damit ist f~1o
¢ eine Kurve die 2o mit « ¢ U D By (xg) verbindet und somit die geodétische
Sphére L fiir ein to trifft, und somit c(tg) € f(L) N K, ein Widerspruch.

L f~1(c(to))
X

Insbesonders ist g : G — Homo6o(M) ein stetiger Homomorphismus topologischer
Gruppen. Falls die Wirkung einer Lie-Gruppe G zusétzlich proper ist, so existiert
nach eine G-invariante glatte Riemann-Metrik v, d.h. p(G) ist in der Unter-
gruppe Iso(M,~y) der Isometrien von M bzgl. v enthalten.

6.33 Lemma.
Sei (M,~) eine zusammenhingende Riemann-Mannigfaltigfaltigkeit. Dann ist die
Gruppe Iso(M,~) der Isometrien lokal kompakt und wirkt proper auf M.

Beweis. Dazu geniigt zu zeigen, dal Ny, relativ folgenkompakt ist fiir relativ
kompakte offene Mengen U (denn Nk y € Nig,v fir 7o € K):

Sei also g, € Niz3u C N{xg}ﬁ = C(M, M)\ N{zo} M\T Dann existiert eine
Teilfolge, fiir welche g, (7o) gegen ein yo € U konvergiert.

Beh.: {g,,(z) : n € N} relativ kompakt fir jedes x € M:

Dazu wihlen wir eine glatte Kurve ¢ : [0,b] — M mit |¢/(t)] < 1 und b € N, die z
mit z verbindet. Dann existiert ein IV € N, s.d. exp. fiir ¢ € [0, b] auf einer Umge-
bung des abgeschlossenen Balls mit Radius 1/N ein Diffeomorphismus ist (siehe
[Kri07, 62.8]) und somit ist ¢(“!) von ¢(+) durch eine Geodite ¢ —» exXP.(;/n) tU
der Linge < d(c(4),c(42)) < & erreichbar.

Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, daf die beschrinkte
Folge von Isometrien Tt 0)gn : (Teo M, Vao) = Ty, (20)> Vgn (o)) auf einer Basis von
To0yM in TM konvergiert, also Tygygn — £ € L(Te0)yM, Ty, M). Auf Geodéten der
Lénge 1/N durch ¢(0) konvergiert somit g,,, denn g, (exp(tv)) = exp(t Te(0)gn-v) —+
exp(t£(v)) fur |t| < 1/N, insbesonders also fiir ¢(0 + 1/N).

Durch rekursive Anwendung diese Arguments auf i/N anstelle 0 erhalten wir eine
Teilfolge der g,, die auch in z = ¢(%) konvergiert.

Beh.: {g,, : n € N} ist relativ kompakt in C(M,M):

Da {g, : n € N} C Iso(M), ist diese Menge gleichgradig stetig (da d(g,(z), gn(y)) =
d(z,y)) und somit nach Ascoli-Arzela (siehe [Kri99, 2.4.11]) relativ kompakt in
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C(M,M). Da Iso(M) offensichtlich abgeschlossen ist, ist Ny} v relativ kompakt
in Iso(M).

Beh.: Die Wirkung ist proper:

Sei dazu K C M kompakt. Wegen miissen wir zeigen, dafl jede Folge g,
mit K N g, K # () eine konvergente Teilfolge besitzt:

Seien also x,, € K mit g,x, € K. O.B.d.A. konvergiere x,, — Tso und ¢,Tn — Yoo-
Dann konvergiert ¢,%co — Yoo, denn

d(gnwoov yoo) < d(gnxoo»gnxn) + d(gnxnv yoo) = d(l'oov xn) + d(gnxna yoo) — 0.

Nach dem zuvor Gezeigten besitzt g, eine konvergente Teilfolge in C(M, M) und
deren Grenzwert ist wegen der Abgeschlossenheit in Iso(M). O

Nach [Kob67] ist Iso(M) sogar eine Lie-Gruppe der Dimension < w.

Achtung: Fir nicht zusammenhdngendes M ist diese Wirkung nicht notwendig
proper:

Sei My zusammenhéngend, G := Iso(M) mit M := My UR und z¢ € My. Dann ist
Gz, = Iso(Mp)z, % Iso(R) und Iso(R) = {z — tz + ¢ : ¢ € R} 2 R X Zo ist nicht
kompakt, also die Wirkung wegen nicht proper.

6.34 Proposition.

Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe, die auf der zusammmenhdingenden
Mannigfaltigkeit glatt und effektiv wirkt. Dann ist die Wirkung genau dann proper,
wenn eine Riemann-Metrik v auf M existiert, so dafi G vermdge p isomorph (als
Lie-Gruppe) zu einer abgeschlossenen Untergruppe von Iso(M, ) ist.

Beweis. (=) Nach existiert eine G-invariante Riemann-Metrik und somit ist
p: G — Iso(M,~) ein stetiger Gruppen-Monomorphismus. Sein Bild ist abgeschlos-
sen, denn sei g, € G mit p(g,) = h € Homoo(X). Wihle x € M und L eine
kompakte Umgebung von h(z). Dann ist {g € G : LN g-{x} # 0} = p~ (N(uy.1)
kompakt in G nach | 6.28.3 | und enthélt fast alle g,. Somit existiert eine Teilfolge
der g,, welche gegen ein g, € G konvergiert. Damit ist aber h = p(goo) € p(G).

Somit ist auch p(G) eine lokalkompakte topologische Gruppe (siehe [Kri99, 2.2.4]),
und damit p ein Homdomorphismus nach . Als abgeschlossene (oder auch als
C*°-wegzusammenhingende) Untergruppe der Lie-Gruppe Iso(M, ) ist §(G) selbst

eine Lie-Gruppe nach bzw. . Und nach ist p ein Diffeomorphismus.

(<) Nach wirkt Iso(M,~) proper auf M, also gilt gleiches auch fiir die
abgeschlossene Untergruppe G. O

6.35 Peter-Weyl Theorem.
Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ist der Raum der Matriz-Koeffizienten

{g — v(p(g)w) : p: G = GL(E) ist endl.dim. Darstellung, v € E*, w € E}
dicht in C(G,R) bzgl. der Supremumsnorm.

Beweis. Sei fp € C(G) := C(G,R) und € > 0.
Jedes f € C(Q) ist gleichméBig stetig bzgl. der Uniformitét von G, also existiert
eine offene Umgebung Uf von e in G mit |f(g) — f(¢')| < ¢ fiir alle g,¢' € G mit
g g €U
Sei U := Ufo. Wiihle ein glattes x € C°°(G,R) mit & > 0, Trg(rk) C U, [,r =1
und x(g7 1) = k(g) fiir alle g € G. Und definiere

K:C(G) — C(G) durch Kf := f*k
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also (vgl. mit [Kri05, 10.45] und [Kri05, 10.49])

/f /Gmcy y) dy,

wobei dy das invariante Mafi auf G mit u(G) = 1 bezeichnet. Dann ist K f wohl-
definiert (und Kontraktion):

1@ = [ s a] <1l | sty =151 [ s =1

Es ist || K fo — folleo < e
(o= 1)@ < | [foa) wty™"2) = fo(o) nly™o)| dy
<[ 0 - h@lstr o dy < [ sty o) dy =<,

G

Weiters ist K({f : ||fll2 < 1}) gleichgradig stetig (hat also insbesonders Werte in
C(@)), denn fiir =12’ € U* ist

[Kf(2) = Kf(2")] S/Glf(y)llfﬂ(y_lw)—fﬁ( “la)dy <ellfls < el f]e-

Nach Ascoli-Arzela (siche [Kri06, 6.4.4]) ist somit K({f : [|f]l2 < 1}) relativ-
kompakt also beschrénkt in C(G) und somit erweitert sich K zu einem kompakten
linearen Operator K : L?(G) — C(G) — L?(G). Da k reell-wertig ist, ist dieser
selbstadjungiert:

(K f,9) //f w(y~ 1) dy g(@) dx—/f / w(y~ 1) 9(@) da dy = (f, Kg).

Nach dem Spektralsatz (siehe [Kri06, 6.5.4]) ist Kf = >, Ai(f, wi)u;, wobei die
0 # A\; — 0 Eigenwerte mit endlich-dimensionalen Eigenrdumen und zugehorigen
orthonormalen Eigenvektoren u; sind. Bleibt nur noch zu zeigen, dafl die Eigenvek-
toren u; Matrix-Koeffizienten endlich dimensionaler Darstellungen sind.

Es ist G x C(G) — C(Q), (g, f) = (z + f(g~'x)), eine stetige Wirkung auf dem
Banach-Raum C(G), denn fiir g~ 'g’ = (¢~ ') ((¢/)'z)~ ! € USU") ist
[flg™ ) = F'((g) o)l < I f(g7 ) = f g™ )| + | f' (g7 ) — f((g") M)
<Nf=Fllo+e

Weiters ist K dquivariant:
(9K (F))(x) = / f) ny g ) dy (2= gy)
- /G Flg™'2) r(=""a) dz = K(g - f)(x)

Sei E; der (endlich dimensionale) Eigenraum von K zum Eigenwert \; # 0. Dann
ist E; G-invariant, denn fiir f € E; ist
K(g-f) = 9-Kf =gXif = Xi(g]),

und somit erhalten wir durch Einschréinken eine endlich dimensionale stetige (und
nach glatte Darstellung p : G — GL(E;). Es ist ev, : C(G) — C stetig
linear, also vfi=eve|g, € (F;)* und mit u; € E; ist vf(p(g)(u;)) = p(g)(ui)(e) =
U; (gfle) =u;(g71) = S(u;)(g), also S(u;) ein Matrix-Koeffizient dieser Darstellung
und damit u; einer der Darstellung

G oy GoP £ GL(E)® -2 GL(E?). O
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6.36 Mostow-Palais Einbettungssatz.

Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit auf welcher eine kompakte Lie-Gruppe G
glatt wirkt. Dann existiert eine dquivariante Finbettung von M in eine endlich-
dimensionale lineare Darstellung von G.

Jede kompakte Lie-Gruppe ist isomorph zu einer abgeschlossene Untergruppe einer
orthogonalen Gruppe.

Beweis. Die Wirkung von G auf M induziert eine Darstellung von G auf dem
unendlich dimensionalen Fréchet-Raum C°° (M, R) vermoge g-f : x — f(g~*-x) fiir
g € G, feC®°MR)und z € M und somit auch auf den Dualraum vermoge
(g:0)(f) :=L(g~t-f) = b(x — f(g-x)). Nach dem Beweis des Peter-Weyl Theorems
sind die u € C(G, R), fiir welche das lineare Erzeugnis E, := (G-u) von G-u
endlich dimensional ist, dicht in C(G,R).

Faltung mit glatten Funktionen f auf M liefert glatte Funktionen auf M mit der
gleichen Eigenschaft und somit sind diese dicht in C°°(M,R):

Fiir u € C(G,R) und f € C*°(M,R) sei

ux f: x»—>/ f(g~tx)dg,

dann ist g-(ux f) = (g-u) x f wie im Beweis von und somit

Eup = (G-(ux [)) = ((Gu) x f) = (Gu) x f = Eux .
Fir f € C°(M,R) ist (1) f : C(G,R) — C*°(M,R) (analog zum Beweis von
) stetig linear und f liegt im Abschlufl des Bildes (wéhle v > 0 mit [u =1
und kleinen Tréger) der v € C(G) mit (dim E,, s <) dim(E,) < oco.

Jede Abbildung f € C°°(M,R) faktorisiert zu einer dqui- M —= C°°(M,R)*
varianten Abbildung M — C*(M,R)* — E}, z +— ev, g,

tiber evy : £ — R, denn ! evy l I
(g-eva)(h) = eva(g™1-h) = (97" h)(2) = h(gw) = evga(h). RZ E}

Nach [Kri07, 21.13] 1d8t sich M glatt in einen R™ einbetten. Die Komponenten
der Einbettung kénnen wir somit C'*°-approximieren durch f; mit dim(Ey,) < oo.
Die resultierende Einbettung (fi,..., fn) : M — R™ induziert nach dem gerade
Gezeigten eine dquivariante Einbettung M — E := E} x ... x E} die mit
(evy,...,evy, ) 1 E— R™ zusammengesetzt (fi,..., f,) ergibt.

Betrachten wir nun insbesonders die Wirkung von G auf sich selbst durch Links-
multiplikation und ¢ : M := G — FE die G-idquivariante Einbettung in eine
lineare Darstellung p : G — GL(E). Diese ist treu, denn aus p(g) = id folgt
t(h) = p(g)(t(h)) = t(g-h), also h = g-h und somit g = e. Wir kénnen p orthogonal
machen, indem wir ein inneren Produkt iiber die Gruppe mitteln. O

6.37 Lie-Gruppen ohne treue/unitire Darstellungen.
1. Jede endlich-dimensionale unitire Darstellung der Gruppe SL(2) ist trivial:

Sei f : SL(2) — U(n) ein Lie-Gruppen Homomorphismus. Die Lie-Algebra £(SL(2))
hat als Vektorraumbasis £ := (§3), F = (99) H == ({ %) = [E, F]. Es ist

exp(tE) = (3 1) fiir t > 0 konjugiert zu exp(E) vermoge (‘f 1/\/{) und somit auch

flexp(tE)) zu f(exp(E)). Da U(n) kompakt ist, sind auch die Konjugiertheits-
klassen kompakt und somit abgeschlossen, also gilt die Konjugierheit auch fiir ¢ = 0,
ie. f(exp(tE)) = id fiir alle t > 0 und somit ist Lf(E) = 0 und analog fiir F'. Damit
ist Ker(Lf) = L(SL(2)) (wegen SL(2) = ({E, F,[E, F]})), also Lf = 0 und somit
f trivial.
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—_~—

2. Die (abzihlbar-blittrige) universelle Uberlagerung G := SL(2) von SL(2) besitzt
keine treue Darstellung f : G — GL(n):

Andernfalls wire £f : L(SL(2)) — L(n) ___ P
ein Lie-Algebra-Homomorphismus und £(SL(2))
ebenso seine Komplexifizierung £f @ C : \
L(SLe(2))=L(SL(2)) @ C — L(n)® C

= L¢(n). Da hingegen SL¢(2) einfach- L(SL(
zusammenhédngend ist, existiert nach
ein Lie-Gruppen Homomorphismus L(SLe(2)) Lfec Le(n)
fe: SLe(2)— GLe(n) mit L(fo)=Lf®C. (2)
Damit haben die Lie-Homomorphismen
f:G — GL(n) = GL¢(n) sowie SL(2) —
feom: G — SL(2) — SL¢(2) — GLc(n) \
dieselbe Tangentialabbildung £(f¢) bei e T
und stimmen somit nach and SL(2)
iiberein. Der zweite hat aber mindestens \
Ker(m) & m1(SL(2)) 2 Z als Kern, ist al- SLe(2) Je ~ GLe(n)
so nicht injektiv. (3)

[\
—
~

— GL(n)

3. Jede endlich dimensionale Darstellung von Hs/Z faktorisiert iiber Hs/Z —» R?:

Die Lie-Algebra der 3-dimensionalen Heisenberggruppe Hs aus hat als Vek-
torraumbasis

010 0 00 0 01

Y:=(0 0 0)],Z:=10 0 1| undX:=[Y,Z]=(0 0 0

0 0 O 0 0 O 0 0 O

Sei p : H3/Z — GL(FE) eine Darstellung und p’ := Lp : L(H5/Z) — L(E).

Da S' kompakt ist hat die Einschrankung plrsz :
S§' = R/Z — GL(E) 0.B.d.A. Werte in O(E) C GL(E)
U(FE ® C). Somit ist das schief-Hermite’sche p/(X) € % o h §
LUE®C) ={T : T* = —T} diagonalisierbar. Sei

Ey der Eigenraum zum Eigenwert A von p/(X). Fir R/ZC > H3/7 > H3/R
v e By ist p/(X)(p'(Y)(v) = p'(Y)(p'(X)(v)) +

X, Y])(v) = Ap'(Y)(v) + 0, also ist E) invari- T
ant unter p/(Y) und analog auch unter p'(Z). We- RC JiA R2
gen [Y, 2] = X ist 0 = Spur([p (V)| 5, p'(Z)| ) =

Spur(p/(X)|g,) = A dim(E)), also A = 0 und somit JA
R-X C Ker(p'). Damit ist R/Z C Ker(p), also p nicht
treu.

\/ZH

Z

o
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7. Auflésbare Lie-Gruppen und Lie-Algebren

7.1 Algebraischen Struktur von G versus jener von L(G)

Im Folgenden sei G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe, G := LG die zugehorige
Lie-Algebra und exp : G — G die Exponentialabbildung. Wir wissen nach ,
daB die Unter-Lie-Gruppen von G via £ den Teil-Lie-Algebren von G entsprechen.
Es stellt sich natiirlich die Frage nach dem genauen Zusammenhang zwischen der
Multiplikation in G und der Lie-Algebra Struktur von G. Eine direkte Rechnung
zeigt:

d d
7 o exp(t€) - exp(tn) = P ‘t:o exp(tf) - e + i exp(tn)
d
={+n= o ‘t:O exp(t(&+1)).

Es ist t — exp(t(£+n)) eine 1-Parameter Untergruppe und fiir Abelsche G auch t —
exp(t€) -exp(tn) und stimmt somit mit dieser iiberein. Das heifit, die Multiplikation
in Abelschen Lie-Gruppen G entspricht vermittels der Exponentialabbildung der
Addition in G. Im allgemeinen Fall (fiir nicht-Abelsche Lie-Gruppen) kann das
natiirlich nicht stimmen.

Ein weiterer Zusammenhang ergibt sich aus dem in [Kri07, 29.11.2] bewiesenen:

EE (%)2’ (G_toF_ 0G0 Fy), wobei F und G die Fliisse zu £ und # sind.
t=0

Im Falle linksinvarianter Vektorfelder haben wir nach also:
N

(&)
a2

2 (ds)
Definiert man den Kommutator in G als [a,b] := a~*b~ab, dann ist somit
Ly’

2 \dt

Der vollstandige Zusammenhang zwischen Gruppenmultiplikation und Lie-Algebra-
struktur wird durch die CAMPBELL-BAKER-HAUSDORFF FORMEL geliefert, die wir
nun herleiten.

[€,n] = e - exp(t§) - exp(tn) - exp(—t) - exp(—tn)

t=0

N =

=

exp(—s§) - exp(—s) - exp(sE) - exp(s7).

s=0

exp(t9).explon)] = [61) = [ 5 |, eo(t90 52| _, exoten)].

t=0

7.2 Lemma.

Es sei f : E — G eine glatte Funktion auf einem Vektorraum E mit Werten in
einer Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra g. Dann ist die linkslogarithmische Ableitung
6f + E — L(E,g) definiert durch 0f(x) := TLygy-1 0T, f. Falls g : E — G eine
zweite solche Funktion ist, dann g¢ilt die Produktregel:

3(f - 9)(x) = dg(x) + Ad(g(x) ") 0 0 (x).

Der Name kommt daher, da8 fiir f : R — (R, -) die (links)logarithmische Ableitung
51(x) = f(2)" - f'(x) = (log of () ist.
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Beweis. Wir rechnen wie folgt:

6(f - 9)(@) = TL(f(2)-g(x))-1 © Tu(f - 9)
=TLg@)-1 0 TLf(z)=1 © Ts(@).geni © (Taf Tog)
=TLg()-1 0 TLy(z)-1 0 (TRy(@) © Tof + T'Lj(z) 0 T2g)
= TLg(x)—l o TRg(w) o TLf(z)—l oT,f+ TLg(z)—l oT,g

Ad(g(x)™") 0 df(x) +dg(z) O

7.3 Proposition.
Die linkslogarithmische Ableitung d exp der Exzponentialfunktion exp einer Lie-Gruppe
G hat folgende Gestalt:

dexp(X) := T Lexp(—x) 0 Tx exp = g(ad(X)),

172_2 gegeben ist.

wobei die analytische Funktion g : L(g) — L(g) durch g(z) :=

Beweis. Fiir X,Y € g definieren wir eine glatte Kurve ¢ : R — g durch
c(t) ==t 0exp(tX)(Y) = dexp(tX)(tY) = d(exp(¢))(X)(Y).
Es gilt ¢(1) = d exp(X)(Y) sowie ¢(0) = 0 und

tdexp(tX)(Y)=0exp(0)(Y)+0- 9 dexp(tX)(Y) =Y,

/
c(0 ot li=0

) ’
()t t=0
Wei .

c(t+s) = (t+s)dexp((t +5)X)(Y) = (5(exp((t + s),)) (X)(Y)
(exp(t) - exp(s.) ) (X)(Y)

§(exp(s.))(X)(Y) + (Ad(exp(sX)fl) o 5(exp(t,)(X))) (Y)
= sdexp(sX)(Y) + Ad(exp(—sX)) (tdexp(tX)(Y))
= ¢(s) + Ad(exp(—sX)) (c(t))

und durch Differenzieren dieser Gleichung nach s bei s = 0 erhalten wir

d(t) =< (0) + % o Ad(exp(—sX)) c(t) c(0) + %

d0)+ad(—=X)-c(t) =Y — [X,c(t)].

es ad(—X) | C(t)
s=0

Dies ist eine inhomogene linearen Differentialgleichung. Die allgemeine Lésung der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung

c(s) = =X, c(s)]
ist ¢(s) := Ad(exp(—sX)) - co, denn dafiir ist

d(s) = % — Ad(exp(—tX)) Ad(exp(—sX)) co = ad(—X)(c(s)) = —[X, ¢(9)].

Mittels Ansatz s — Ad(exp(—sX))-co(s) durch Variation der Konstanten erhalten
wir die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung als

c(s) = Ad(exp(—sX)) /OS Ad(exp(tX))(Y) dt.
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Somit ist

Sexp(X)(Y) = ¢(1) = Ad(exp(—X)) /o Ad(exp(tX))(Y)dt

o ndx) /01 e 4t (v) = g(ad (X)) (Y),

denn

1 _
z_1 1— z
e_Z/ erdt =S = S g(z). O
0

z z

7.4 Theorem, Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel.
Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann ist

1
expX -expY exp<X+/ f(eadX,et adY) ~Ydt>
0

fiir X,Y nahe 0, wobei f : L(g) — L(g) lokal durch f(z) := Z2E) gegeben ist.

z—1

Beweis. Fiir fixes X,V € g sei ¢(t) := exp ! (exp(X) - exp(tY)) € g. Dann ist

d(expoc)(t) = dexp(c(t)) - ¢ (t) = g(ad(c(t))) - ¢'(t) nach . Andererseits ergibt
sich wegen exp(c(t)) ™! = exp(tY) ! - exp(X)~?! folgendes:

0
d(expoc)(t) = T Lexp(c(t)) - - a(exp(c(t))
0
= T'Lexp(i&Y)*l'exp(X)*1 ' & (eXp(X) : eXp(tY))

0
= T'Lexp(i&Y)*1 : T‘Lexp(X)*1 : TLexp(X) . eXp(tY)

ot

- TI/exp(tY)*1 ’ TLexp(tY) Y=Y,

und somit ist Y = d(expoc)(t) = g(ad(c(t))) - ¢/ (¢). Es sei f : GL(g) — L(g) lokal
durch f(z) := Zinf(f) definiert. Dann ist f(e®)-g(z) = 1 und somit f(e2d(c®)).y =
f(e2de®) . g(ad(c(t))) - () = ¢/(t), also ist

1 1
expfl(epr ~expY) = ¢(1) = ¢(0) +/ dt)dt =X +/ f(eadx et aLdY)(Y) dt,
0 0

denn

pad(e(t))

== Ad(exp(c(t))) = Ad(exp(X) - exp(tY)) =

6.20
= Ad(exp(X)) o Ad(exp(tY)) e2d(X) o ead®Y) [

Wenn man sukzessive die auftretenden Funktionen in Potenzreihen entwickelt, so
erhilt man

1—e? o (—2)* e (2
9(z) = — :(1_;(k!)).z =Z(l(€+)1),

T o
E
Il
[e=]

(¢
—
I
—_
~—

ol
—
N
I
—_
~—

x>

N L = zIn(z
In(z) = Z % und  f(z) := zl—(l) =
k=1 k=0

92 andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017



7. AUFLOSBARE LIE-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN 7.6

und damit

Alf(eadX~6tadY>(Y) dt =

1 % ( \k(padX  tadY _ 1)k
:/ (=1)%(e € 1) Cead X | tadY [y
0 k+1

il 4!
z+j>1
B Z (—1)F Z (ad X)1(ad V)71 ... (ad X)* (ad Y)7* (ad X)™ v
il cdglil g (g e+ k) m!

:/0 Z k+ Z iad(X)i'ad(Y)j)k-eadX-ZI;L—T:(;dey)n.ydt
‘ n=0 "

k+1
k>0 + i1,ei >0

Sortieren nach der Gesamtzahl von ad’s liefert die Baker-Campbell-Hausdorff Reihe:

(X Y]+ X)) ).

exp X - eprfexp<X+Y+ (X, Y]+ T

7.5 Lemma.
Die diskreten Untergruppen von (R™,4) sind genau die von linear unabhdingigen
Vektoren erzeugten Untergruppen.

Beweis. Wir beweisen das mittels Induktion nach n. Fir n = 0 ist es trivial. Sei
nun n > 0 und H eine diskrete Untergruppe. Wir wéhlen eine maximal linear un-
abhingige Teilmenge Hy := {hy,...,hi} von H. Falls k < n ist, dann liegt H in
der von Hy aufgespannten echten Teilraum, und wird somit nach Induktionsvoraus-
setzung von linear unabhéngigen Vektoren erzeugt. Andernfalls ist £ = n und wir
betrachten die von {h1, ..., h,_1} aufgespannte Hyperebene E. Dann ist HNE eine
diskrete Untergruppe von E und wird somit nach Induktionsvoraussetzung von lin-
ear unabhéngigen {h},...,h},} (mit k¥’ <n —1) erzeugt. Da die Basis {h; : j < n}
von E in H liegt, mufl ¥ = n — 1 sein, und wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf} die
{h1,...,h,_1} diese Erzeuger sind.

Sei nun @ der kompakte Quader {ngn tjh; : 0 <t; <1} Dannist HN(Q endlich,
und wir wihlen ein b’ = > . ¢; h; € HNQ (solche gibt es, z.B. hy,) mit minimalen
tn, > 0.

Wir behaupten, da§ H von der linear unabhéngigen Menge {h1, ..., h,_1,h'} erzeugt
wird: Jedes h € H 1t sich natiirlichalsh = > ._  s;jh;j+s,h' schreiben mit s; € R.
Fir geeignet gewéhlte k; € Z betrachten wir

H3 R =h =3 kyhy =kl =3 (55— ky)hy + (s (Zth)

Jj<n

j<n

j<n j<n i<n
= Z(SJ —kj + (sn — kn)tj)hj + (80 — kn)tnhn.
j<n

Wenn wir ky, := [s,| und k; := |s; + (s, — kn)t;] setzen, dann ist A” € Q und der
Koeffizient von h,, kleiner als jener von A/, also muf er 0 sein, d.h. s,, € Z. Dann
ist aber auch h — s, € H N FE und somit nach Induktionsvoraussetzung auch alle
anderen s; € Z. O

7.6 Folgerung.

Jede n-dimensionale zusammenhdingende Abelsche Lie-Gruppe ist isomorph zu (S1)* x
Rnk fir ein 0 < k <n.

Die einfach zusammenhdngenden Abelschen Lie-Gruppen sind also die zu einem
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(R*, +) isomorphen und die kompakten Abelschen Lie-Gruppen die zu (S')* iso-
morphen.

Beweis. Da exp : g — G fiir abelsche zusammenhéngende Lie-Gruppen G eine
Gruppeniiberlagerung ist (Siehe Aufgabe [Kril6, 39]: Als lokaler Diffeomorphis-
mus und Homomorphismus ist sein Kern diskret und damit exp eine Gruppen-
Uberlagerung nach ’ 6.21,16.5 ‘ und ’ 3.111), ist G ist von der Form R™/D, mit einer

diskreten Untergruppe D, d.h. D wird nach von k linear unabhéngigen Vek-
toren erzeugt wird. Nach Anwenden eines linearen Isomorphismuses (und somit
eines Gruppenautomorphismuses) kénnen wir also 0.B.d.A. annehmen, dal D =
(e1,...,ex)arp = ZF x {0} ist, und somit ist G = R"/D = (RF xR"~*) /(Z* x{0}) =
(R*/ZF) x (R"=k/{0}) = (S1)F x Rk, O

7.7 Niedrig-dimensionale Lie-Algebren und Lie-Gruppen

Ich mochte hier die Methode von [Gla] bzw. [GKKL] fiir die Klassifikation von
[Bia] der Lie-Algebren der Dimension 3 présentieren. Sei dazu vorerst E ein Vek-
torraum der endlichen Dimension n := dim E welcher mittels p : E x E — E zu
einer Lie-algebra wird. Dann ist p bilinear, also ein Element aus
I*(E,E):=L(E,E;E)2 L(EQE,E)~2 (EQE) R EF2E*®FE*®F

und, da g auch schief-symmetrisch sein muf}, liegt es sogar im Teilraum

L2, (B, E) = (/2\ E) ® E.

Je zwei Lie-Algebra Strukturen p und g’ auf E sind genau dann isomorph, wenn
ein g € GL(E) existiert mit g - p/(v,v") = p(g - v,g - v') fir alle v,v' € E, d.h.
w = g - u gilt, wobei die Wirkung von g € GL(E) auf L?(E, E) gegeben ist durch
g-p: ()= g-plgTtu,g7t ).
Jede n-dimensionale Lie-Algebra (F), [, ]) ist isomorph zu einer Lie-Algebra Struk-
tur g auf E indem wir eine linearen Isomorphismus g : F' — E wéhlen und p durch
(v, v') = g([g~(v), g~ (v')]) definieren.
Die Isomorphieklassen von n-dimensionalen Lie-Algebren stehen somit in Bijektion
zu gewissen Orbits der Wirkung von G := GL(E) auf L2, (E, E) = (N E*)© E.
Fir dimE = 1 ist L2, (E,E) = A’ E* © E = {0}, also existiert bis aus Isomor-
phie nur eine Lie-Algebra der Dimension 1 némlich (R,0) mit zugehoriger einfach
zusammenhéngender Lie-Gruppe (R, +) und (nach ) einziger weiterer zusam-
menhingender Lie-Gruppe R/Z = St
Fiir n := dim E > 2 versuchen wir die Darstellung von GL(E) auf L2, (F, E) in
irreduzible Summanden zu zerlegen:
Betrachten wir dazu vorerst die Darstellung auf L?(E,E) = L(E, L(E, E)). Die
G-dquivariante Abbildung
Spur, : L*(E,E) = L(E,L(E,E)) — L(E,R) = E*

(dabei ist die Wirkung auf E* durch g — (z* + 2* 0 g~!) gegeben) besitzt als (G-
fquivariantes) Rechtsinverses E* — E* ® L(E,E) = L(E,L(E,E)), z* — L 2* ®
idg, denn

Spur, (z* ® T)(x) = Spur(z*(z) T) = ™ («) Spur(T) = (Spur(T) z*)(z).
Betrachten wir nun die Einschrankung

tr:=Spur, |12 (p,p) : L (E, E) < L*(E, E) = L(E, L(E, E)) — E”,
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also

tr() @) = Spur(u(z, ) = 3 € (e, e0).
i
Sei weiters j : E* — L2, (E, E) gegeben als Zusammensetzung von z* — z* ® idg,
E* — L*(E, E) mit dem Alternator

alt : L2(E, E) — L2,(B, E), T — ((xl,@) s %(T(:ch:cg) - T(xg,xl)))

(siehe [Kri07, 38.4]), also

jrat— ((xl,xg) > %($*(x1)l’2 — x*(mg)xl))

spur

E*® L(E,E) = L(E, L(E, E)) ——

T
/ \ "

alt alt E )

Dann ist troj = "% 1d7 denn

L?

troj:a® — % <x1 — spur(a:z = x*(x1)(z2) — Z*(Ig)($1)> =

n—1
2

Somit ist L2, (E, F) & E* & Ker(tr) als G-Darstellungen. Die Lie-Algebra Struk-
turen in Ker(tr) heiflen spurfrei oder auch unimodular, denn eine Lie-Gruppe G mit
links-invarianter n-Form A ist unimodular < R;A =A& R;Ae =A, = L;Ae &
R}, oLy = Ad(g) ist Volums-erhaltender Isomorphismus, i.e. det(Ad(g)) = 1
fiir alle ¢ € G. Wegen expoad = Adoexp ist dies (lokal) dquivalent zu 1 =
det(Ad(exp(X))) = det(exp(ad(X))) = e3Pwr(d(X)) ynd weiter zu Spur(ad(X)) =
0.

Firn=2ist dimE* =2 =1-2 = dim(A’E* ® E) = dim(L?,(E, F)) und somit j
ein Isomorphismus. Die einzigen Orbits von G auf E* sind {0} und E* \ {0}. Die
einzige 2-dimensionale unimodulare Lie-Algebra ist somit die Abelsche (R?, +) und
die einzige 2-dimensionale nicht unimodulare wird durch p := j(v) fiir v € R?\ {0}
(also z.B. v := e;) beschrieben, denn j(e1)(z,y) = 1y — 1z = (0,21y2 — y122),
dies ist die Lie-Algebra der (einfach zusammenhingenden) ax + b-Gruppe (R, +) x

(]R-i-v ')a denn
T T yi y2\| _ (0 wiy2 — 122
0 0/)’\0 O —\0 0

Da das Zentrum von ax + b trivial ist, ist dies die einzige zusammenhéngende Lie-
Gruppe mit dieser Lie-Algebra.

*

T

= 2" (1) spur(idg) — spur(z* ®@ z1) = z*(z1)(n — 1)) =

Im Fall dim £ = 3 versuchen wir nun eine explizite Beschreibung von Ker(tr) als
L3 (B, L2y (B, R)) = A E* @V B & 12, (E*, L3, (F, R)) 7 geben: B sei dazu

p: L2 (E,E) — L3, (E, L2 . (E*,R)) gegeben durch

p(p) (21, 22, x3) (27, 03) == 2] (u(21, 22)) 25 (23) + 25 (u(w1, 22)) 27 (23)
(e, w3)) 5 (21) + 5 (u(22, 23)) 27
(s, 1)) 3 (w2) + 5 (p(2s, 21)) 27 (22)
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Dies ist bis auf einen konstanten Faktor (sym,. ,» o alts, a,.24) (27 (1(21, 22))25 (23))
und es gilt:

X1, Ta,x3) (x5, 25) =
= x5 (j(27) (21, 72)) 3?3(333) + 23 (j(@7) (21, 22)) 25 (23)
T2, 23)) x5 (1)

J(@7)(
(xik vaxl) Q(IQ)
)

—
hS]
(]
.
~—
—
&
%
—
—

+l’§(j(ﬁ)($37$1))$3 2) 17§(

= x5 (xf(xl)xg — x’{(xg)m) xi(x3) +x (xl (x1)x2 — o7 (22)2 1) x5 (x3)
+ (.’ET(.’EQ)JB — m*{(x;g)xg) x3(x1) + 25 (xl(xg)x3 — $1($3)x2) x5 (1)

+ a3 (e (@s)er — @i (e)as ) w5 (@2) + 23 (21 (@s)z — @3 (1)) @3 ()

= (] ®x§®x§)(az1 RILy T3 —Ta®T1 QT3+ L1 ®Tg Xz — Ty ® Ty QX1
FTT2Rr3Q0X1 — T3V X201 +T2QX1 QT3 — X3 QX1 QT2
+ 23071 QT2 —T1 QX3 QT2+ T3 QT2 X1 —x1®w2®x3)

=0
Die Wirkung auf p(u) mufl somit gegeben sein durch

(9 - p() (@1, 2, 3) (27, 25) := p(g-p) (1, T2, 23) (27, 73)
= z1((g-p) (21, 22)) - 23(w3) + - ..
=21 (9(ulg™ w1, g7 @) - ap(ws) + ..
= (21 09) (g™ w1, 97 @2))) - (w30 9) (9™ wa) + ...
= ulg™ 21,97 w2, g7 as) (27 0 g, 5 0 9).
Weiters sei Tr : L3}, (F, L%, (E*,R)) — L2, (E, E) implizit gegeben durch:

sym

T3 (Tr(ﬂ)(ﬂﬂl, xz)) = Spur(ﬁ(xl, z2,-)(-, x§))

Dann ist Tr dquivariant und tr o Tr = 0, denn

(troTr)(B)(x1) = Z e (Tr(B) (1, €;)) Z,B T1, e e5) (el e)

:—ZB z1,e5,¢;)(e’,el) = —(troTr)(B) (1)

Schliefllich ist p o Tr = 2 id, denn

Tr)(B)(ex, e2, 63)(637 63) =
= &(Te(B) (e, e2>> ¢ (es) + ¢ (Tr(/f)(ez, e3)) € (e1) + € (Tr(B) (ea, €1)) € (e2)
= 63(TT B 61762 Zﬁ (e1,e2,€i)(e",€%) = Bler, ea, e3)(¢%, €?)

|
)
o

96 andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017



7. AUFLOSBARE LIE-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN 7.7

Zusammengefafit:
alt
V..
Lglt(E Lgym(E*’ ]R)) 2 Lglt(E Lgym(E*a R))

Fiir n = 3 ist Bild(Tr) = Ker(tr), denn (C) haben wir bereits gezeigt und

(8B, 12,5 B))) = d (/\E*@V)

= dim
(e e 5]
= dim

(L2(E,E)) — dim(E*) = dim(Ker(tr)).

dim (Bild(Tr))

Fiir n = 3 ist 3 Trop+ j otr = id. Dazu geniigt es dies auf Bild(j) und Bild(Tr) zu
testen, wo es wegen obiger Gleichungen jeweils die Identitét liefert.

Die Zerlegung von W := L% (E, E) in

unimodularen Anteil: W; := Ker(tr) = Bild(Tr) & L3, (E, L2,,,(E*,R)) und

Sym

Spur-Anteil: W, := Ker(p) = Bild(j) = E*

ist somit gegeben durch Wi &Wo — W, (8, A) = Tr(8)+4(A), mit Inverser ($p, tr).
Offensichtlich ist Wy irreduzibel, denn E*\ {0} ist ein Orbit. Als Vektorraum (aber
nicht als G-Modul) ist A R? & R und somit

Wy = alt(E Lgym E* /\E’w< ®\/E = VE Lsym ]R)

wobei der Isomorphismus gegeben ist durch 8 — S(eq, €2, e3) und die Wirkung auf
L2 . (E,R) durch

sym

(9-b)(yi,y3) =det(g ") b(y; 0 g.y5 © 9)
denn

(9:B) (w1, w2, x3) (7, y5) = Blg™ w1, 9~ w2, 9~ x3)(yi 0 9,45 0 9)

(9:0)(y1,y3) = (9'5)(61762763)(yik7y;)
=B(g te1,9 "ea, g7 e3) (¥ 0 9,y5 0 9)
=det(g™") b(yio,y3 0 9).

Ein durch (b, ) € L2 (E*,R) x E* gegebenes u € L2 (E, E) (d.h. p = Tr(8)+j(\)

sym
mit B(x1,ze,x3) := det(xy,22,23)d) ist genau dann eine Lie-Algebra-Struktur,
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wenn ixb = 0 in E** ist, wobei (ixb)(N') := b(A, \) den Einsetzoperator beschreibt:
M(#(€17€2) ) ( Tr(8 )(61,62),63> +/t(j(/\)(€1,€2)763>
ZM(TI“(B)(Q,@Q ) = (Zﬁ e1,ea,¢i)(e’ e )6]763) =

zykl aykl g
= B(e1, e, e3)(e®, e!) pler, e3) + Bler, ea, e3) (e, %) p(ea, e3)
+ Blea,e3,e1)(e', €%) plea, e1) + Blea, e, 1) (e, €”) ples, 1)
+ Bles, eq, e2)(e?,e) u(es, e2) + Bles, er, ea)(e?,e) uler, ez)
-0
u(i) e, ea)ses) = Tr(8) (JN) (erea) ea ) +3(N) (i(N) (e, e2), ea)

ZJ (J (e1,€2), ) Zj ( e1)es — )\(62)61763> =

zykl zykl
_ Z( Aea)es — Ales)ea) — Alea) (Mer)es + )\(eg)el))
zykl
= Z(/\ 62 63 €1 — )\(63))\(61)62)
zykl
—0
N ( Yex, e2), 63) - Z(A(el)Tr(ﬁ)(eg,eg) v )\(eg)Tr(B)(eg,el)>
zykl zykl
= ZQ)\ (e1) Zﬂ (ea,e3,e1)( el ej)ej
zykl

—QZ ( e;)e’, e)ej—2z ()\ eJ>ejf2b()\ )

Esist ixp=0< VX :b(A\,N) =0« X € Kerb.

Beachte, da§ somit offensichtlich L2, (E*;R) & {0} € X := {(b,A) : txb = 0} und
{0} ® E* C X gilt.

Die Bahnen der Wirkung (g - b)(y5,v3) := det(g 1) b(y; o g,y5 o g) von GL(E)
auf Wy = L2 (E*;R) werden durch Rang und (Absolutbetrag der) Signatur von
b klassifiziert: Dies ist fiir die standard-Wirkung aus der linearen Algebra von g
auf bilinear-Formen b via (g:b)(y7,v35) = b(yi © g,y5 © 9) = (bo (9" x ")) (41, ¥3)
wohlbekannt und folgt dann fiir die hier vorliegende Wirkung:

Jeder Orbit der Standard-Wirkung von G auf L2, (E*,R) ist enthalten in einem
der mit det(g~!) modifizierten Wirkung, denn aus & = bo (g* x g*) folgt mit

9= @@
1 1 1 det(g)® 1
b / / — b * * — I: /
det(g) 20 X 9) = G degz Y X9 = et det(g 2

Falls t/ = t( Toi(g) bo (g* x g*), so hat b’ und b den gleichen Rang und die Signaturen

unterscheiden sich hochstens im Vorzeichen sign(det(g)), also ist ¥ oder —b’ im Or-
bit von b unter der standard-Wirkung. Umgekehrt liegt b und —b im gleichen Orbit
der modifizierten Wirkung, denn m bo(—id,—id) = E:Bi b = —b. Die 10 Or-
bits der standard-Wirkung vereinigen sich zu 6 Orbits der modifizierten Wirkung
mit symmetrischen Bilinearformen b als Reprisentanten mit den angegebenen Spek-
trum (d.h. Eigenwerten):
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Bianchi-Typ: | I II VI VIIj VIII IX
Rang/Signatur: | 0/0 1/+1 2/0 2/+ 2 3/+1 3/+3
Spektrum(b): | (0,0,0) | (1,0,0) (1,-1,0) | (1,1,0) (1,1,-1) | (1,1,1)
(-1,0,0) (-1,-1,0) | (-1,-1,1) | (-1,-1,-1)
Lie-Algebra: | Abel. nilp. aufl. aufl. einf. einf.

Nun zu den allgemeinen (nicht unimodularen) Orbits in

X :={(b,\) :ixb =0} C L2 (E*;R)® E*,

sym
d.h. wir wollen also X/G bestimmen.
Es ist G-(b, \) C pry (pry (G-(b,\))) = pry (G-b) C L2, (E*;R) ® E*, also zerfillt
das Urbild pr; *(G-b) jedes G-Orbits G-b C LZ,,(E*,R) in Orbits. Wir haben in
dieser Situation somit eine transitive G-Wirkung auf N := G-b, sowie eine G-
Wirkung auf M := prfl(N) N X und eine G-dquivariante Abbildung f := pry |x :
M — N und wollen den Orbitraum M /G bestimmen. Dazu betrachten wir die
Faser f=1(b) = {(b,\) : txb = 0} = {b} x Ker(b) und deren Orbitraum f=*(b)/G,
bzgl. der Wirkung der Isotropie-Gruppe G von b € N. Es gilt dann folgendes leicht
zu verifizierendes

Lemma. [GKKL, S.23].

Es wirke eine Gruppe G auf den Mengen M wund transitiv auf N. Weiters sei
f:+M — N G-dquivariant, y € N und G, die Isotropie-Gruppe der Wirkung auf
yeN.

Dann induziert die Inklusion ¢ : f~(y) < M eine Bijektion f~'(y)/G, = M/G.

f

M/G M N
4 1]
_A
' y)/Gy<~— " y) —{y} O

Um dieses Lemma anzuwenden miissen wir die Isotropie-Gruppe G, sowie deren
Wirkung auf der Faser F, := pry*(b) N X = Ker(b) € E* bestimmen. Da Ker(b)
unter der Wirkung von G, C G = GL(E) invariant ist, geniigt es dazu das Bild
Hy :={g|kerp : g € Gp} zu bestimmmen.

Die via Tr induzierte Wirkung von g € G auf L2, (E*, R) ist durch (g-b)(z7,b5) :=
det(g~ 1) b(z} o g,x5 o g) gegeben. Wenn wir ein euklidisches Produkt (_, ) ver-
wenden, so entspricht mittels des Isomorphismuses ff : E = E* der symmetrischen
Bilinearform b : E* x E* — R eine solche £ x E — R und damit ein symmetrischer
Operator B : E — FE, vermoge b(fx1,xs) = (Bx,z2). Die Wirkung von g auf b
iibersetzt sich somit zu folgender Wirkung auf B:

(9°b) (1, fw2) = det(g™") b(fw1 © g, farz 0 g) = det(g™") b(H(g"x1), §(g"22))
=det(¢7 ") (Bg'z1, g'zs) = (det(g~ )gBg'zy, x2),
also g-B := det(g~1)gBg".
Die Blockdarstellung von B bzgl. der Zerlegung E = Bild B @ Ker B ist von der

Form
B, 0
(7 0)
wobei 0.B.d.A. B; eine Diagonalmatrix mit nicht verschwindenden Eintragungen
(€ {£1}) ist.
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Lemma. [Gla, 3.26].

Es sei die symmetrische Bilinearform b: E* x E* — R vom Rangr < n :=dim FE
und dim(Ker b) = n — r =: m durch folgende Diagonalmatriz B € L(r +m,r +m)
vermdoge F = Bild B & Ker B beschrieben

_(B1 0
pe (50).
Die Isotropiegruppe Gy, der Wirkung g-b := det(g~1)bo (g* x g*) von G := GL(E)

auf L2, (E,R) (bzw. g-B :=det(g~') g B g*) ist gegeben durch

sym

Gy — {(gg ?) . g1 € GL(Bild B), g, € GL(Ker B), h € L(Bild B, Ker B),
2

det(g1) det(g2)B1 = g1 B1 gi}

und es gilt

. h
Hy = {g|KerB 19 € Gb} = {92 : 3 g1, 1 mit (gol g;> € Gb}

GL(Ker B) falls v # 2,
B {92 € GL(Ker B) : |det(g2)| = 1} andernfalls.

Beweis. Falls somit b (dquivalent B) unter g invariant ist (i.e. g € Gy), so ist Kerd
unter g* invariant, denn

b=det(g ") bo (9" x g*) = Kerb = Ker(det(g~ ") bo (¢* x g*))
={2":b(g"2", g"y") = OV y"}
={2* :b(g*z*, 2%) =0V 2*} = (g*) "' (Kerd)
Wegen Ker B = {1 : ¥V 29 : 0 = (Bxy,22) = b(fw1, f72)} = 71 (Kerd) ist #(Ker B)
g*-invariant und somit (Ker B)+ g-invariant, denn x € (Ker B)* = Vy € Ker B :

(g7, y) = (fy)(92) = 9" (ty)(z) = (#¢)(z) = (¢, x) = O fiir ein ' € Ker B. Somit
hat g beziiglich der Zerlegung E = (Ker B)* @ Ker B die Blockgestalt:

g M .
= t h - 0.
[g} <h2 92> mit na
Die Invarianz det(g) B = [g] B [g]! bedeutet, da$ fiir die (1, 1)-Komponente

det(g1) det(go) By = det(g) By = g1 B1 gt

gilt (alle anderen Komponenten sind 0 wegen hy = 0). Insbesonders ist det(g;)? =
(det(g1) det(ga))", also det(g1)>~" = det(ga)".

Nun zu Hp. Sei g2 € GL(Ker B).

Fir r # 2 sei ¢ := sign(det(ga)), A = |det(g2)|/ "), hy := 0 und g; :=
A diag(e, 1,...,1). Somit ist go € Hp, denn g1 B1gt = A2B; und det(g;) det(g2) =
Ne2|det(go)| = NTHET) = A2,

Fiir r = 2 ist det(g2)? = det(g1)" = 1 fiir g € Gy. Sei umgekehrt g, € GL(Ker B)
mit det(ge) € {£1}. Dann liefert hy := 0 und g¢; := diag(detgy,,1,...,1) ein Ur-
bild. O

Die Wirkung von G, auf der Faser Ker(b) ist nach diesem Lemma G, — H, =
GL(Ker B) surjektiv fiir r # 2 und andernfalls ist H, = {g € GL(Ker B) : det(g) €
{£1}} ihr Bild. Im ersten Fall gibt es also genau zwei Orbits von G} und jener mit
A # 0 heiit Typ V (fiir Typ I) und Typ IV (fiir Typ II). Fiir VIII und IX ist b nicht
degeneriert, i.e. Kerb = {0}, also gibt es dazu keine nicht-unimodulare Lie-algebra.
Fiir VIp und VI ist » = 2 und m = 1 und das Bild {#1}, also gibt es fiir jedes
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h > 0 einen Orbit {+h}. Ublicherweise verwendet man h < 0 fiir VI, und A > 0
fir VII,,.

Fiir B = diag(e1, €2, €3) mit zugehdrigen b € L2, (E*,R) und g € L3, (E, LZ,,,(E*,R))
sind die Strukturkonstanten uﬁj = eF(u(ei,ej)) von p := Tr(B) gegeben durch

[ ;= €4 jkEk, Wobei & j 1 = sign(o) falls (i, k) eine Permutation o von (1,2,3)

ist und 0 andernfalls.

Die von p := j(A) fiir A € E* sind durch uf,j = %()\(ei)éf — Ae;j)6F) gegeben.

Fiir X := 2he® € Kerb ist somit [ey, ez] = 0 und nur [e3, es] = —[ez, e3] = hesy und
—le1,es] = [es, e1] = hey ungleich 0.
Bianchi-Typ | [e2, e5] ler,es] | [e1, ea] L
I 0 0 0 0
II er 0 0 ({ex})
VIQ €1 €9 0 <{€1, 62}>
VIIO €1 —€9 0 <{€1, 62}>
VIII €1 —€9 —€s3 L
IX €1 —e€9 €3 L
\% e —e1 0 ({e1, ea})
IV e1 — €2 —€1 0 <{61’ 62}>
VIh<0 €] — h62 7h€1 + e2 0 <{€1, 62}> fir A 7é -1
VII;>o e1 — hey | —he; — ez 0 ({e1, e2})

Bemerkung: klassisch III:=VI_;.

In allen Féllen mit L' := ({[z,y] : 2,y € L})Lie-A1g. # L ist L' abelsch und L/L’
ist es ohnehin. Fiir dim L' = 2 ist dim(L/L’) = 1 und somit jeder lineare Schnitt
c:L/L" — L von L — L/L’ ein Lie-Algebra-Homomorphismus und damit L' —
L — L/L' eine semidirektes Produkt L’ x, (L/L’) (siehe ) von abelschen Lie-
Algebren, wobei o : t — teg und p : R — Der(L’) gegeben ist durch ad, ) |/, also
R :=ad, (1) gegeben ist durch R(e1) = [es,e1] und R(ez) = [es, ea].

Zugehorige einfach zusammenhéngende Lie-Gruppen findet man in diesem Fall
ebenfalls als semidirekte Produkte G = R? x R, denn wenn K — G —*— H
kurz exakt mit Schnitt s : H — G ist, so ist LH -5+ LG —£% LH ebenfalls die
Identitéit, also Ker(Lr) < LG -7 LH eine kurze exakte splittende Sequenz von
Lie-Algebren, wobei

LK={X€e€LG:Vt:exp(tX)ec K}
={X € LG: Vt:exp(Lr(X)) = m(exp(tX)) = 0} = Ker(Lr).

Umgekehrt seien G und H die einfach zusammenhingenden Lie-Gruppen zu g und
h sowie s : H — G und 7 : G — H die von den Lie-Algebra-Homomorphismen
induzierten eindeutigen Lie-Gruppen-Homomorphismen. Da gilt m o s = id und
somit ist G = Kerm x H und fiir K := Ker 7 wie zuvor L(K) = Ker(Lm) = b.

7.8 Definition. Derivierte- und Zentralreihen

Fiir das Weitere noch einige gemeinsame Definitionen fiir Lie-Gruppen und Lie-
Algebren: Sei dazu X eine (Lie-)Gruppe oder eine Lie-Algebra und sei V; < X
entsprechend eine Untergruppe oder Teilalgebra.

Fiir 9, z in einer Gruppe G bezeichnen wir den Kommutator mit [y, 2] := y~ 127 1yz2.
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Mit [Y7, Ya] bezeichnen wir die von allen Kommutatoren aus Y7 und Y3 aufgespannte
(abgeschlossene) Untergruppe oder Teilalgebra von X.

Mit Z(X):= {y : [z,y] = O fiir alle 2} bezeichnet man das ZENTRUM von X. Fiir
Lie-Gruppen G ist Z(G) eine Abelsche abgeschlossene Untergruppe.

Die DERIVIERTE REIHE ist rekursiv definiert durch
X .= X und X+ =[x x(0)]
und wir schreiben auch X’ fiir X1, ein charakteristisches Unterobjekt (siehe Auf-
gabe [Kril6, 43]).
Die ABSTEIGENDE ZENTRALREIHE ist rekursiv definiert durch
X%:= X und C"M X = X" = [X, X"].

Die AUFSTEIGENDE ZENTRALREIHE ist rekursiv definiert durch
CoX :=0und C,y1(X) :=p 1 (Z(X/C, X)),

wobei p : X — X/C,(X) die kanonische Quotienten-Abbildung und 0 das 1-
elementige Objekt bezeichnet.
Es steht Y < X fiir Y ist ein (abgeschlossener) Normalteiler bzw. ein Ideal in X.
Klarerweise gilt:

1.YCZ(X) <« [X,)Y]=0.

2. X ist Abelsch & X' = [X, X] =0« Z(X) = X.

3. Fiir Unterobjekte Y < X gilt: Y 4 X < [X, Y] C Y.

7.9 Lemma. Normalisatoren.

Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und ) C g ein linearer Teilraum. Dann
ist der Ng(h) :={g € G : Ad(g)h C b} eine abgeschlossene Untergruppe von G mit
dem Normalisator Ng¢(h) :={X € g:ad(X)h C b} als Lie-Algebra.

Beweis. Da Ad : G — GL(g) ein stetiger Gruppen-Homomorphismus ist, ist K :=
N¢g(h) eine abgeschlossene Untergruppe von G und somit Unter-Lie-Gruppe nach

55

Sei X € LK, d.h. exp(RX) C K = Ng(h), und Y € . Dann ist
= )

dt|,_, dt|,_,
und damit X € Ng(h).

Umgekehrt sei X € Ny(h). Dann folgt induktiv, dal (ad X)™h C bh und somit
Ad(exp(tX))h = e'2dXp C b, also exp(tX) € Ng(h) =: K fiir alle ¢t und damit
X = %\tzo exp(tX) € LK. O

ad(X)(Y) Ad(exp(tX))Y € b

Nach entsprechen die Unter-Lie-Algebren von g := LG in eindeutiger Weise

den zusammenhingenden Unter-Lie-Gruppen (siehe ) von G. Wir untersuchen
nun die entsprechende Frage fiir Ideal versus Normalteiler.

7.10 Proposition. Normalteiler versus Ideale.
Sei G eine Lie-Gruppe mit Zusammenhangskomponente Gy von e und Lie-Algebra
g, weiters by eine Teil-Lie-Algebra von g mit zugehoriger zusammenhdngender Unter-
Lie-Gruppe H = (exp h) grp. Dann sind dquivalent:

L. hdyg;
o2 edXpChVXeg;

102 andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017



7. AUFLOSBARE LIE-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN 7.13

o 3. Ad(Go)h C b;

(h) £(

Beweis. (1=2) h Jdg=g= N,

ie. e2dXp) == Ad(exp X)h C b.
(2=3), da 24X = Ad(exp X) und {exp LG) = Gj.
(3=>4) H := (exph) ist zusammenhingend, also H C Gy. Fiir g € Gy ist

Ng(h) = VX cg:expX € Ng(h),

konj, (H) = (konj,(exp b)) (exp(Te konj, -h)) = (exp(Ad(g)h)) C (exph) = H.
(4=1) Fir X € LGund Y € b, d.h. expRY C H, ist
exp(ReadXY) = exp(R Ad(exp X)Y') = (expo Ad(exp X))(RY)

(exp O‘C(konjexp X)) (]RY) (konjexp X © exp) (RY)
= konjepr(eXp RY) c konjepr(H> - H= <€Xp h>7

also e*XY € LH = b und somit [X,Y] = &|,_oe*d*XY €. O

7.11 Lemma. Der Kern der adjungierten Darstellung Ad.
Fiir Lie-Gruppen G ist Ker Ad = Z(Go,G) :={9 € G: Y h € Gy :|g,h] = e}, der
Zentralisator der Zusammenhangskomponente Go von e in G.
Beweis. (C) Fiir g € Ker Ad ist konj,(exp X) = exp(Ad(g)X) = exp X fiir alle
X € LG nach und, da G von exp LG erzeugt wird, gilt konj, (h) = h fiir alle
h e Gy, dh. g€ Z(Go,G)
(2) g € Z(Go, G) = konj, |, = id = Ad(g) = T. konj, = id, i.e. g € KerAd. O
7.12 Proposition. Das Zentrum.
Sei G eine Lie-Gruppe.

1. Fiir Lie-Gruppen-Homomorphismen f : G — H ist L(Ker f) = Ker Lf.

2. Fir zusammenhingendes G ist L(Z(G)) = Z(L(G)).

Beweis.
X eL(Kerf) < Vt:exp(tX) € Ker f & {e} = f(exp(RX)) = exp(Lf(RX)),
also Lf - X =0.

Wegen Z(G,G) = Z(G) i

t

wn

L(Z(G)=L(Z(G,Q)) L(Ker Ad) = Ker(£L Ad) == Kerad = Z(£LG). O

7.13 Erweiterungen

Eine Methode aus Objekten neue zu machen ist mittels Erweiterungen, also kurzen
exakten Sequenzen:
0— 27" X-2Y 0.

Im Falle von Gruppen, setzen wir die Pfeile als Gruppen-Homomorphismen vo-
raus mit ¢ injektiv, p surjektiv und Bild¢ = Kerp. Im Falle von topologischen
Gruppen soll zusitzlich i eine topologische (abgeschlossene) Einbettung und p eine
Quotientenabbildung sein. Im Falle von Lie-Gruppen, soll zusétzlich ¢ Einbettung
einer (abgeschlossenen) Untergruppe und p eine surjektive Submersion sein. Im

andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2017 103



7.14 7. AUFLOSBARE LIE-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN

Falle von Lie-Algebren, soll i ein injektiver und p ein surjektiver Lie-Algebra-
Homomorphismus mit Bildi = Kerp sein. Man sagt in diesen Situationen, dafl
X eine ERWEITERUNG von Z mit Y ist. Man sagt, die Erweiterung SPALTET AUF,
falls p einen rechtsinversen Homomorphismus s besitzt. Genau in dieser Situation
ist X semidirektes Produkt von Z mit Y. Beachte dabei, dafl bei Lie-Algebren ein
solches durch einen Lie-Algebra-Homomorphismus p : ¥ — Der(Z) beschrieben
wird:

Analog zu Gruppen ist die Bijektion Z x Y & X gegeben durch (z,y) — i(2) + s(y)
und (i~ (x — s(i(x))),i(x)) =+ x und die von X induzierte Lie-Klammer auf Z x Y’
gegeben durch

(), (23] = (7@ = s(p(@)), (@) = ([, 2] + pW)() = ply') (=), [y, 5]
mit
2 1= [i(=) + s(), (') + ()] = i([2, 7)) + [s(9).i(2)] = [s(y)), ()] + [s(w), 5(3/)]
= i([2, 21+ pW)() = py)(2) + (1)) + (1, ¥
wobei
p)(2) = i ([s(y), i(2)]) und ey, y') =" (Is(w), 5()] = 5([,v']) )

Ein Objekt heifit AUFLOSBAR, falls es durch endlich viele Erweiterungen aus Abelschen
Objekten gewonnen werden kann.

Es heifit NILPOTENT, falls es durch endlich viele zentrale Erweiterungen (d.h. mit
Bild(i) C Z(X)) aus Abelschen Objekten gewonnen werden kann.

7.14 Proposition. Auflésbare Gruppen.
Fiir Gruppen X sind folgende Aussagen dquivalent:

1. X st aufidsbar;
&2 Fn: XM =0;
&3 Fhr X sy, ey ey — (surjektive) Homomorphismen mit
Abelschen Kernen;
<4 IX: X=X X P> > X, =0 mit X;/X,; 41 Abelsch (und X;<4X).

Beweis. (1=2) Die Klasse der Objekte die (2) erfiillt enthélt die Abelschen (mit
n = 1) und ist stabil unter Erweiterungen: Seien ndmlich N <X und YV := X/N wie
in (2), dh. In,k mit N =0 und Y* = 0. Dann ist 7(X’) € Y’ und induktiv
7(X*)) CY®) =0, also X*) C Ker(nr) = N. Somit ist X*+tm) € N(®) =0,

(2=-3) Die (surjektiven) Homomorphismen
X=X/0-»X/X"Y ... 5 X/X'» X/X =0
haben Abelsche Kerne X () /X (1),

(3=4) Indem wir in der Sequenz aus (3) alle Y; durch die Bilder der davorliegenden
Zusammensetzungen ersetzen, diirfen wir annehmen, dafl diese Homomorphismen
surjektiv sind. Es sei X,,_; := Ker(h; o... 0 h;). Dann ist X,,_;+1 Normteiler von
Xp—iund h;_q0...0hy : X — Y;_; induziert einen Isomorphismus X,,_; /X, ;41 =
Ker(h;) mit Abelschen Bild.

i;:=h;_10...0h i
X g 1 1 YZ;I h }/;
Ker g; & Ker(h; o ¢;) % s Ker hi

H | y

Xn7i+1 C— Xpoj ————> ani/aniJrl

104 andreas.kriegl@univie.ac.at © 3. Februar 2017



7. AUFLOSBARE LIE-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN 717

(4=1) Seien X; wie in (4). Dann ist X;_; eine Erweiterung von X; mit Abelschen
Quotienten und somit X; auflésbar mittels Induktion. O

7.15 Proposition. Auflésbare topologische Gruppen.
Fiir topologische Hausdorff Gruppen X sind dquivalent:

1. X ist als topologische Gruppe auflosbar, d.h. durch endlich viele topologische
Erweiterungen (d.h. bzgl. abgeschlossener Normalteiler und Quotientenab-
bildungen) aus den Abelschen erreichbar;

<2 In: XM =0, wobei X' den Abschluff der Kommutator-Untergruppe be-
zeichnet.

< 3. dhir X hy Y; he o —In Y, = 0 von Quotientenabbildungen mit
Abelschen Kernen;

4 XX =X X DX, =0 mit X; /X1, Abelsch und X; abgeschlossen;

< 5. X ist als Gruppe aufiosbar.

Beweis. (1&2&344) folgt wie in .

(2=5) ist offensichtlich, da die algebraischen X () in den topologischen X (V) enthal-
ten sind.

(2«<=5) gilt, da die topologischen Derivierten in den Abschliissen der algebrais-
chen Derivierten X9 enthalten sind, denn fiir die algebraischen Konstrukte gilt:

[Xl,z] g [Xl,XQ] U.Ild somit [E,YQ] Q [X17X2} g [Xl,Xg], also [X(Z),X(l)} g
X (+1) und mittels Induktion das Gewiinschte.

O

7.16 Proposition. Auflésbare Lie-Algebren.
Fiir endlich dimensionale Lie-Algebren X sind folgende Aussagen dquivalent:
1. X st aufiisbar;
&2 In: XM =0;
&3 Fhp: X sy, ey ey =0 (surjektiv) mit Abelschen Kernen;
<4 X X=X X1 D> X, =0 mit X;/X; 41 Abelsch (und X;<X);
S5 IX: X=X X5 D> Xgimx =0 mit dim X; = 1+ dim X4 4.

Beweis. (12<344) folgt wie in .

(5:>4) dlm(XZ/XHl) =1= Xi/XiJrl ist Abelsch.

(5<=4) Seien die X; wie in (4). Da X;/X;.1 Abelsch ist, ist [X;, X;] C X;41, Also ist
jeder Teilraum von X; der X, erhélt ein Ideal. Indem wir Teilrdume mit jeweiliger
Kodimension 1 einschieben erhalten wir das Gewiinschte. O]

7.17 Folgerung. Auflosbarkeit von Lie-Gruppen versus Lie-Algebren.
Eine zusammenhingende Lie-Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es thre Lie-
Algebra g ist.

Beweis. (=) Sei G = Go>G1>- - ->G,, = 0 eine Reihe abgeschlossener Normalteil-
er mit Abelschen Quotienten. Dann ist g = LGo> LG, > --- > LG,, = 0 eine Reihe

von Idealen nach mit Abelschen Quotienten £LG;/LG;+1 = L(Gi/Gi+1), also

ist g nach auflosbar.

(«=) Wir zeigen mittels Induktion nach n, da G auflésbar ist, falls g™ = {0}. Das
Erzeugnis von exp(g("’l)) ist nach ein Normalteiler von G und somit auch
dessen AbschluB H mit Abelscher Lie-Algebra b := LH D g~ Y. Esist £L(G/H) =
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g/h mit (g/h)"~V C (g/g" )"~ = g(n=1) /g(»=1) = ) (nach Aufgabe [Kril6,
44]) und somit G/H nach Induktionsannahme auflgsbar. Damit ist aber auch G
auflosbar weil H (wegen b) Abelsch ist. O

7.18 Proposition. Nilpotente Gruppen.
Sei X eine Gruppe. Dann sind dquivalent:

1. X ist nilpotent.
&2 dn: X" =0;
&3 X X=X X4 - X, =0 mit [X7XZ] QXZ»H;
4. In: Cp(X) = X, wobei Co(X) :=0 und C;(X) :=p Y Z(X/Ci—1(X))).
Ist X eine topologische Gruppe, so kénnen alle X* und C; X durch ihre Abschliisse
ersetzt werden.

Beweis. (1=2) Abelsche Gruppen erfiillen (2) mit n = 1. Sei N — X — Y kurz
exakt mit N C Z(X) (und damit Abelsch) und Y* = 0. Dann ist p(X’) C Y’
und somit mittels Induktion p(X*) C Y* = 0. Damit ist X* C N also X*+! =
[X,X*] C [X,N]=0,da N C Z(X).

(2=3) setzte X; := X*.

(3=4) X, =0 =CpX. Sei X,,—; € C;X und p : X —» X/C;X die kanonische
Projektion. Dann ist [p(X), p(Xn—i—1)] C p([X, Xp—i—1]) C p(Xn—s) Cp(C;X) =0
(nach Aufgabe [Kril6, 44]), also X,,_;—1 C p~}(Z(X/C;X)) = Ci+1X. Und somit
ist nach Induktion X = Xy C C,, X C X.

(4=1) Wir zeigen mittels Induktion nach 4, da Y; := X/C,,_;(X) nilpotent ist.
Es ist X/Ch—y - X/C,_(;—1) ein Epimorphismus mit Kern C,_;_1)/Cp_; =
p(Ch_i—ny) = pp~HZ(X/Cr—i)) = Z(X/Cn_;), also ist Y; eine zentrale Er-
weiterung von Y;_1.

Fiir topologische Gruppen beachte, da§ [X, X;] € X;1. O

7.19 Satz. Nilpotente Lie-Algebren.
Sei X eine Lie-Algebra. Dann sind dquivalent:
1. X ist nilpotent.
<2, dn: X" =0;
<3 IX: X=X X P> > X, =0 mit [X,X;] C Xiy1;
& 4. In: Cp(X) = X, wobei Co(X) :=0 und C;(X) :=p Y Z(X/Ci—1(X))).

<5 dnrxy,..., 2 € X = ad(xy)o...oad(z,) =0.
Beweis. (1&2<3<4) zeigt man wie .
(2¢5), da X* von (ad(z1) o ...ocad(zy))y mit x;,y € X erzeugt wird. O

Nur fiir Lie-Gruppen G mit Abelscher Zusammenhangskomponente Gy von e ist
exp : (LG,4+) — G ein Gruppen-Homomorphismus, denn aus exp(X)exp(Y) =
exp(X+Y) = exp(Y+X) = exp(Y) exp(X) folgt, daBl (Gp)" = 0 ist. Wir wollen nun
fiir nilpotente Lie-Gruppen G eine Gruppen-Operation * auf g := LG so definieren,
dafl exp : (g,%) — G ein Gruppen-Homomorphismus wird, also exp(X xY) =
exp(X)exp(Y) fir X,Y € g ist. Dazu muf} folglich X xY durch die Campbell-
Baker-Hausdorff-Reihe aus gegeben sein.

7.20 Proposition.

Sei g nilpotent. Dann definiert die Campbell-Baker-Hausdorff-Reihe eine polynomi-
ale Multiplikation x, die g zu einer einfach zusammenhdingenden nilpotenten Lie-
Gruppe mit Lie-Algebra L(g,*) = g und Exponentialabbildung exp(y ) = idg macht.
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Beweis. Da g™ = {0} fiir ein n € N ist, bricht die Campbell-Baker-Hausdorff-Reihe
bei der n-ten Ordnung ab, also ist die dadurch definierte Multiplikation

* —1)k ad X)) (adY )t ... (ad X)*(adY)?* (ad X)™
oy xS U g A0V e X ad Y X
E+1 £ il g+ k) m!
k>0 015,020
J1ye5Jk 20
i+ >1
n—k>m>0

polynomial und somit global definiert. Klarerweise ist 0 x X = X = X %0 und
X*x(-X)=0=(—-X)*X.
Sei G die einfachzusammenhiingende Lie-Gruppe mit £(G) = g. Nach der Campbell-

Baker-Hausdorff-Formel ist exp : (g,x) — G ein lokaler Lie-Gruppen-Iso-
morphismus. Also ist

gxg—G, (X,)Y)—=exp(X *Y)exp(—Y)exp(—X)
lokal konstant e (und die Zusammensetzung mit exp~! damit global konstant
(X *Y)* (=X) *(=Y) = e). Analog folgt X x (Y xZ) = (X xY) x Z (lokal,
also global). Somit ist (g,*) eine Lie-Gruppe und exps : (g,%) — G ein lokaler

Lie-Gruppen-Isomorphismus und Lexpqs : L£(g,*x) = LG = g ein Isomorphismus
von Lie-Algebren.

o

Die zugehorige Exponentialfunktion exp, ) ist L(g, %) Lexp =4

id: g2 L(g,*x) — ¢, denn wegen nebenstehenden G

Diagramm gilt dies lokal und damit auch global ~" @) id e
. : £

wie nachfolgende Rechnung zeigt. (g,%) — G

eXp(g,*)(nX> = exp(g}*)(X)*~--*eXp(g7*)(X) = X% %X =nX.

Die Lie-Gruppe (g, *) ist nilpotent: Seien dazu g = gol>- - ->>g,, = 0 mit [g, g;] C gi+1
nach . Dann sind die g; auch Untergruppen von (g,x) und fir X € g und
Y € g; nahe O ist [X,Y](g ) := (=X)*(=Y)*xX Y eine endliche Summe (beginnend
mit [X,Y]) von Kommutatoren welche Y enthalten, also liegt dieser Kommutator

in g;41 und somit ist (g,*) nilpotent nach . O

7.21 Folgerung. Universelle Uberlagerung nilpotenter Lie-Gruppen.
Sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g.

1. Falls g nilpotent ist, so ist exp : (g,x) — G die universelle Uberlagerung von
G (und insbesonders surjektiv).

2. Es ist G genau dann nilpotent, wenn es ihre Lie-Algebra g ist.

Beweis. Wegen ist (g, *) die einfach zusammenhéngende Lie-Gruppe mit
Lie-Algebra L£(g,x) = g und exps : (g,%) — G ein (lokaler und somit globaler)
Lie-Gruppen-Homomorphismus. Als lokaler Diffeomorphismus ist sein Kern diskret
und damit exp eine Uberlagerung (siehe den Beweis von )

(::>) Sei G = Gy > ---> (G, = 0 eine Reihe abgeschlossener Normalteiler mit
[G, G;] € Gi4+1 nach . Dannist g = LGoP>- - -> LG, = 0 eine Reihe von Idealen
nach . Fir X €g,Y € LG, ist [X,Y] = (%)2 lt=olexp(tX), exp(tY)] € LG;t1,

siehe . Also LG nilpotent nach .

(:<:) Nach ist die einfach zusammenhéngende Lie-Gruppe (g, *) mit Lie-
Algebra g nilpotent. Somit gilt gleiches fiir den Quotienten G. O
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Bemerkung.

Man kann zeigen (siehe I11.3.21 in [HIN91, S.226]), dafi £(G™) = (LG)"™ und
L(GM) = (LG)™ fiir zusammenhiingende Lie-Gruppen G ist, wobei G™ und G()
die algebraische Zentral- bzw. derivierte Reihe bezeichnet.

Daraus folgt dann ebenfalls, dafl zusammenhingende Lie-Gruppen genau dann
nilpotent bzw. auflésbar sind, wenn es ihre Lie-Algebra ist. Insbesonders sind dann
auch die minimalen n in ’ 7.18 ‘ und ’ 7.19 ‘ bzw. in ’ 7.15 ‘ und ’ 7.16 ‘ gleich.

7.22 Lemma.
Fiir nilpotente Lie-Algebren g ist Z(g) = Z(g,*).

Beweis. Offensichtlich ist Z(g) C Z(g,*), denn fiir X € Z(g) und Y € g gilt
X*xY=X+Y =Y xX.

Xez

Umgekehrt, sei X € Z(g, ). Dann ist 24X = Ad(exp(g ) X) = Te konjx

T, idg = idg nach und, weil ad X nach nilpotent ist, ist somit ad X =0
(bringe ad X auf Jordan’sche Normalform), also X € Ker(ad) = Z(g). O

7.23 Folgerung.
Das Zentrum nilpotenter zusammenhdngender Lie-Gruppen ist zusammenhdngend.

Beweis. Nach | 7.21.1 | ist exp : (g, ) — G eine Uberlagerungsabbildung und nach
Aufgabe [Kril6, 15] ist exp(Z(g,*)) = Z(G). Nach ist schlieBlich Z(g, ) =

Z(g), ein Teilvektorraum. O
Bemerkung.

Fiir auflosbare Lie-Gruppen ist dies nicht der Fall, wie das semidirekte Produkt
G = C xy, R mit ¢(t)(z) := ez zeigt. Fiir diese einfach zusammenhéngende

auflésbare Gruppe ist Z(G) = {0} x 27Z, denn aus (z,t)- (w, s) = (z+ew,t+5) =
(w+ €*z,s + t) fiir alle w, s folgt z = €2 (setze w = 0) und w = e"*w. Weiters
ist G/Z(G) die Gruppe der Bewegungen von C und exp ist nicht surjektiv, siehe
[FIN91, S.231].

7.24 Proposition. Struktursatz nilpotenter Lie-Gruppen.

Sei G eine zusammenhdngende nilpotente Lie-Gruppe. Dann existiert ein zentraler
Torus K C G (d.h. eine kompakte Abelsche Untergruppe) mit G/ K einfach zusam-
menhingend und G diffeomorph (aber nicht isomorph) zu K x G/K.

Beweis. Es ist exp : (g, %) — G die universelle Uberlagerung nach . Somit ist
D := Ker(exp) ein diskreter zentraler Normalteiler mit (g, *)/D = G. Es ist D auch
eine Untergruppe von (g, +), denn exp(X +Y) = exp(X) -exp(Y) fir Y € Z(g) =
Z(g,*) nach . Sei £ := (D)y;,, das linear Erzeugnis von D, ein abgeschlossener
Normalteiler in (g,*), denn exp(X *Y) = exp(X) - exp(Y) = exp(X +Y) fiir
Y € Z(g) und fir W € gist [W, X] (5. = {e} C £ Somit ist K := exp(t) = £/D ein
zentraler Torus. Nun betrachten wir folgendes Diagramm mit exakten Zeilen und
Spalten:
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D Nach dem Isomorphiesatz existiert der punktierte
Pfeil G = g/D — G/K = (g/D)/(¢/D) = g/t

£ i\ und macht die letzte Zeile exakt. Da dieser offen-
sichtlich eine glatten Schnitt

eC (9, %) g/t
(g.%)/t=(g,+)/t 29— GC
i P besitzt, ist
K——=G > g/t G2 K x(g/t) 2K x (G/K). O

Es ist K als Abelsche kompakte Gruppe nach isomorph zu (S1)* fiir ein k und

G/K als nilpotente einfach zusammenhéingende Gruppe nach | 7.21.1| diffeomorph
zu R™ fiir ein m, also G diffeomorph zu (S1)* x R™.

7.25 Theorem. Struktursatz auflésbarer Lie-Gruppen.

Sei G eine zusammenhdngende auflosbare Lie-Gruppe. Dann ist G als Mannig-
faltigkeit diffeomorph zu (SV)F x R"™F. Ist G zusditzlich einfachzusammenhdingend,
so ist k= 0.

Der Beweis dieses Theorems ist viel aufwendiger als , siehe z.B. [HN91,
S.287].

Strukturtheorie von Lie-Algebren

7.26 Bemerkung. Kern der adjungierten Darstellung ad.
Sei g eine Lie-Algebra. Die adjungierte Darstellung
ad:g = L(g), X —ad(X)(:Y o [X,Y])
ist ein Lie-Algebra Homomorphismus mit Ker(ad) = Z(g) und Bild
ad(g) = Bild(ad) C Der(g) := {9 € L(g) : 8((X, Y]) = [0(X), Y] + [X,0(¥)]}
Insbesonders ist Z(g) < g — ad(g) eine zentrale Erweiterung. Um g als nilpotent

oder auflésbar zu erkennen, geniigt es somit dies fiir ad(g) C Der(g) C L(g) zu
zeigen.

7.27 Lemma.
Sei V. # 0 ein Vektorraum und g < L(V) ein Teil-Lie-Algebra. Falls X € g als
linearer Operator nilpotent ist (d.h. An : X™ =0), so ist es auch ad(X).

Beweis. Es ist ad(X) = Ly — Rx und wegen Lx o Rx = Rx o Lx somit

2n—1 om 1
ad(X)*~! = Z ( L

JntE R =0
k=0

denn in jedem Summanden ist eine der beiden Exponenten mindestens n. O

7.28 Lemma.
Sei V£ 0 ein Vektorraum und g < L(V) ein Teil-Lie-Algebra. Falls alle X € g
nilpotent sind, so ist Ker g := [y, Ker X # {0}.

Beweis. Sei 0 # X € g nilpotent und n > 0 minimal mit X™ = 0. Somit existiert
ein v € V mit vy := X" v # 0 und folglich ist 0 # v; € Ker X, da Xv; = X"v = 0.

Induktion nach dimg: Fir dimg = 1 ist g = KX, fiir ein 0 # Xy € g. Damit ist
Nxeq Ker X = Ker X # {0}
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Sei nun h eine echte Teilalgebra von g maximaler Dimension (> 1). Dann ist f
ad(X)-invariant fiir jedes X € b, also induziert ad einen Lie-Algebra-Homomorph-
ismus p: h — L(g/h), X — ((Y+h) — [X,Y]+h). Wegenist ad(X) nilpotent
und damit auch p(X) fiir alle X € h. Nach Induktionsannahme fiir p(h) C L(g/h)
existiert ein X € g\ h mit Xo + b € Ker(p(h)), d.h. [h, Xo] C bh. Damit ist auch
KXy + b eine Teilalgebra von g. Also ist wegen der Maximalitéit KXg 4+ h = g und
damit h < g mit Kodimension 1. Nach Induktionsannahme fiir j ist Vy := Ker h #
{0}. Es ist Xo(Vp) C Vo, denn fiir v € Vo und Y € b ist

(YXo)(v) = (XoY)(v) — [Xo, Y](v) € Xo(h(v)) — b(v) = {0}.

Wie beim Induktionsanfang angewendet auf Xg|y, existiert somit ein 0 # vy € Vj
mit Xo(vg) = 0. Insgesamt ist also g(vo) = h(vo) + KXo(vg) = {0}. O

7.29 Folgerung. Satz von Engel.
FEine Lie-Algebra g ist genau dann nilpotent, wenn ad(X) ein nilpotenter Operator
fiir alle X € g ist.

Beweis. (=) Sei g nilpotent, dann existiert nach|7.19.5|ein n € N mit ad(X)" =0
fiir jedes X € g.

(«=) Induktion nach dim(g): Nach angewandt auf ad(g) existiert ein 0 # X €
g mit [g, X] = {0}, d.h. Z(g) # {0}. Es besteht die Lie-Algebra g/Z(g) = ad(g) C
L(g) nach Voraussetzung nur aus nilpotenten Elementen und dim(g/Z(g)) < dim g.
Nach Induktionsannahme ist somit g/Z(g) nilpotent und damit auch die zentrale
Erweiterung g. O

7.30 Folgerung. Struktursatz nilpotenter Lie-Algebren.

Sei V # 0 ein Vektorraum und g < L(V) ein Teil-Lie-Algebra. Falls jedes X € g
nilpotent ist, so existiert eine Fahne {0} = V5 C ... CV, =V mit dim(V) = k
mit g(Vi) C Vi—1. Also existiert eine Basis von V', bzgl. der alle X € g strikt obere
Dreiecksgestalt haben und folglich ist g nilpotent.

Beweis. Nach existiert ein 0 # v; € V mit g(vy) = {0}. Dann ist V4 := Kuv;
g-invariant und somit induziert ev, einen Lie-Algebra-Homomorphismus p : g —
LV/Vi), X = (v+ Vi — X(v)+ Vi). Da p(g) nur aus nilpotenten Elementen
besteht, besitzt V/V; nach Induktionsanahme eine entsprechende Fahne Wy C ... C
W, fiir p(g). Die Urbilder V;yq := 7~} (W;)unter 7 : V — V/V; zusammen mit
Vo := {0} bilden dann die gesuchte Fahne fiir g.

Insbesonders ist g nilpotent (die Elemente von g¥ sind 0 auf der 0. bis k. Neben-
diagonale). O

7.31 Lemma.

Sei V. #£ 0 ein komplexer Vektorraum und g < L(V) eine auflosbare komplexe Teil-
Lie-Algebra. Dann existiert ein 0 # v € V mit g(v) C C- v, also ein gemeinsamer
Eigenvektor.

Beweis (Analog zu). Induktion nach dim g. Fiir dim g = 1 kénnen wir als
v einen Eigenvektor eines Erzeugers nehmen. Allgemein sein § O g’ eine komplexe
Hyperebene in g. Somit ist h < g nach und nach Induktionsannahme existiert
ein v # 0 mit h(v) C Co, d.h. fiir jedes Y € | existiert ein eindeutiges £(Y") € C mit
Y (v) = £(Y)v. Offensichtlich ist £ : h — C linear und v € Vp:={w eV : VY € h:
Y(w) =4Y)w}.
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Beh.: V} ist g-invariant:
Fir w € Vp und X € g ist

(Y X)(w) = (XY)(w) — [X,Y](w) = £Y)X (w) — £([X, Y])(w) fiir jedes Y € b.

Mittels Induktion folgt, da W* := Z?:o CX7(w) h-invariant ist, denn fiir Y € b
ist Y(w) = £(Y)w, (YX*)(w) = (XY)(X*tw) - [X, Y](X*1w) und X(Wk-1) C
W*. Sei kg maximal mit (ij)?o:o linear unabhingig (und somit Basis von ko).
Dann ist XW* C Wk und {0} C Cw = W° C ... C Wk eine h-invariante Fahne,
also Y|k, eine obere Dreiecksmatrix bzgl. der angegebenen Basis fiir jedes Y € b.
Die Diagonaleintragungen sind gleich ¢(Y"), denn aus Y (w) = ¢(Y)w folgt
(YXNw = XY X7 w +[Y, X] X7 1w

= X2Y X9 2w 4+ X[Y, X] X7 2w + [V, X] X7 1w

= XYw+ XY, X|w+ -+ [V, X] X7 w € (V) XTw + Wi,
Somit ist (ko + 1)¢([X,Y]) = Spur([X,Y]|wro) = Spur([X |y, Y liwre]) = 0, also
([X,Y]) =0 und damit X (w) € V;, denn Y Xw = XYw — [X,Y]w=1(Y)Xw+0
Wie beim Induktionsanfang existiert zu Yy € g\ b ein 0 # vg € Vp mit Yy (vg) € Cug,
also g(vg) = (h + CYp)(vo) C Cuyp. O

7.32 Folgerung. Satz von Lie.
Sei V' ein C-Vektorraum und g < L(V) eine auflisbare Teil-Lie-Algebra. Dann
eristiert eine g-invariante Fahne in V.

Beweis (Analog zu ) Induktion nach dimV: Nach existiert ein
0 # v €V mit g(v) € Cv =: V. Die Abbildung ev, induziert somit einen Lie-
Algebra-Homomorphismus p : g — L(V/V1), X — (v+ V4 — X (v) + V). Da dann
p(g) auflosbar ist existiert nach Induktionsannahme eine p(g)-invariante Fahne von
V/Vi und deren Urbild unter 7 : V' — V/V; zusammen mit Vp := {0} ist dann die
gesuchte Fahne fiir g. O

7.33 Folgerung.
Eine Lie-Algebra g ist genau dann auflésbar, wenn g’ nilpotent ist.

Beweis. (<) Sei ¢’ nilpotent und somit auflosbar, also gt = (g")(") = {0} fiir
ein n, d.h. g ist auflosbar.

(=) Sei nun g auflgsbar. Falls K = R ist, so sieht man leicht, dal dann auch die
Komplexifizierung g := C ®g g auflosbar ist, sei also 0.B.d.A. g eine komplexe
auflosbare Lie-Algebra. Nach besteht ad(g) aus oberen Dreiecksmatrizen und
damit ad(g’) = (ad(g))’aus strikt oberen Dreiecksmatrizen. Diese sind nilpotente

Operatoren und nach ist somit g’ nilpotent (und falls nétig damit auch der
Realteil). O

7.34 Definition. Halbeinfache Operatoren.

Sei V' ein Vektorraum, T' € L(V) und A € K. Es heifit
W(T)={veV:3In:(T—-\N"v=0}

VERALLGEMEINERTER EIGENRAUM.

Der Operator T heifit ZERFALLEND, falls V' = @, ViA(T'). Fiir solche Abbildungen

sei die Diagonalabbildung S definiert durch Sr|y, (7) := A der HALBEINFACHE und

Np =T — S7 der NILPOTENTE TEIL von T. Ein Operator T heifit HALBEINFACH
falls T' = Sy gilt.
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7.35 Proposition. Jordan-Zerlegung.
Es sei T € L(V) zerfallend. Dann gilt:

1. SoNp = NpSr.
2. T=Np & Sp =0« T is nilpotent, i.e. In:T" =0.
3. Sei S halbeinfach, N nilpotent und SN = NS.
= T := S+ N ist zerfallend mit N = Ny und S = St.
4. Sei A e L(V) mit AT =TA. = ASr = St A und ANy = NrA.

5. Sei W CV ein T-invarianter linearer Teilraum.
= Spr(W) CT(W) und Np(W) C T(W).

Beweis.

Offensichtlich ist Vy\(7') invariant unter 7" und S7 und damit auch unter Np.
Fiir v € V)(T) ist somit NprS7v = NrAv = ANpv = St Npv.

Die erste Aquivalenz ist offensichtlich. Nun zur zweiten:
Sr=0&V =V(T),dh Vv In: T"v = 0. Wegen dimV < oo ist dies
dquivalent zu T" = 0 fiir ein n.

Fiir v € V\(5) ist Sv = Sgv = Av und wegen T'S = (S+ N)S = S(S+N) =
ST ist fiir hinreichend groe n somit (T'— \)"v = (T — S)"v = N™v = 0,
also Vi(S) € VA(T), und, wegen V = >, Vi(S) C >\ VA\(T) C V, sogar
VA(S) = VA(T). Insbesonders ist T' zerfallend. Somit ist St|y, (1) = A =
Slvy(s) = Slvi(r) und auch Np =T — Sp =T — S = N.

AT =TA = (T—XN)"A=A(T—\)" = A(VA(T)) C VxA(T) = ASp = SpA
= ANT = NTA

Beh.: W =3, A(T)NW.

Sei niamlich ny so groB, daf V\(T') = Ker(T' —\)™*. Es ist der grofite gemein-
same Teiler der Polynome px(z) := [],, (2 — p)™* gleich 1 und somit ex-
istieren Polynome ¢y mit ), px - gx = 1. Sei Py := px(T) - ¢x(T’). Dann ist
Yo Pa=2,0(T) - qx(T) = id sowie P\P, = 0 fir X # p, da [], (z — X\)™
das Polynom gxg, teilt, und somit P, = 7, P,Px = P7 . Folglich ist
Bild(Py) = Va(T), denn fiir v € V3 (T') ist (T'— )™ v = 0 und somit P, (v) =
0 fir alle p # A, alsov =3 P,(v) = Px(v) € Bild(Py). Umgekehrt sei v €
Bild(Py), also v = Py (w) fiir ein w und somit Py(v) = P{(w) = Py\(w) = v
also (' = A)™ v = (T' = A)"pA(T)ga(T)v = [[,(T — p)"ax(T)v = 0, d.h.
v € VA(T). Sei schlieBlich w = Y7, vy € W mit vy € Vy(T). Dann ist
U\ = ZH PM U\ = P,\(U,\) = PA(U}) ew.

Sei nun A # 0 und v € VA(T) N W. Mit n = n) ist dann

_ — A" = - _\\k n n—k’v )"
0= (T—-)\) kZ:O( A) (k)T € (=\)"v+TW,

also V;A(T) N W C TW und somit W = Vo(T)NW +TW.
Aus Sty (1) = A folgt

SeW = ST(Z Va(T) N W) C O+ ATW C TW und somit
by A0
NeW = (T — S7)W CTW + SeW C TW. O

7.36 Proposition.
Sei X € L(V) zerfallend.
Dann ist ad(X) zerfallend mit Saa(x) = ad(Sx) und Nag(x) = ad(Nx).
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Beweis. Es ist ad(Sx) + ad(Nx) = ad(X) = Lx — Rx und somit
ad(Nx)ad(Sx) = (Lnx — Ryy) o (Lsy — Rsy)
= Lnysx + Rsynx — BnxLsxy — Liny Rsx

- LSxNX +RNXSX _LSXRNX - RSXLNX
= (LSX - RSX) o (LNX - RNX) = ad(SX) ad(NX)

Da Sx halbeinfach ist, existiert eine Basis (v1,...,v,) von Eigenvektoren von Sx
mit zugehorigen Eigenwerten ;. Es bilden die E*7(vy) := 9§, ,v; eine Basis von
L(V) mit

(ad(Sx)(Ei’j))(Uk) = Sin’j(’Uk) — Ei’jSX (Uk) = Sx(éj)k’l)i) — Ei’jo\k’uk)
= )\iéj,kvi — )\kEi’j (Uk) = ()\1 — )\j)Ei’j (U;.c),

d.h. ad(Sx)(E*) = (A\;— ;) E* und somit ad(Sx ) diagonalisierbar, also insbeson-
ders halbeinfach. Nach ist ad(Nx) nilpotent also ad(X) zerfallend und nach

7.35.3 ad(Sx) = Sad(X) und ad(Nx) = Nad(X)~ O

7.37 Folgerung.
Seien Wo C Wy Teilrdume von L(V) und X € M :={Y € L(V) : [Y, W3] C Wy}
mit Spur(XY') =0 fir alleY € M. Dann ist X nilpotent.

Beweis. Mit X € M (also ad(X)(W;) € W) sind nach Saacx)(Wh),
Naacx)(Wi) C ad(X)(W1) C Ws also Sx, Nx € M wegen [7.36]. Bleibt Sx = 0
(also X = Nx nilpotent) zu zeigen. Seien dazu Aq,..., A, die Eigenwerte von Sx
und eq,...,e, eine zugehorige Basis von Eigenvektoren. Sei () C K der von den );
erzeugte Q-Vektorraum und fiir Q-lineare Funktionale g : @ — Q sei Y := ¢(Sx)
die Diagonalmatrix mit den gleichen Eigenvektoren e; wie Sx und Eigenwerten
g(Ai). Sei p das Lagrange-Interpolations-Polynom mit p(A; — A;) = g\ — ;) =
g(Xi) —g(A)). Es ist ad(Y) = ad(g(Sx)) = p(ad(Sx)), denn wie im Beweis von

gilt:

ad(g(Sx))E™ = (g(\i) — g(\))E™ = p(Xi = Xj)E™ = p(ad(Sx)) E"

Wegen p(0) = 0 ist p(x) = z-pi(z) fiir ein Polynom p; und somit ad(Y)
ad(Sx)op1(ad(Sx)), also auch Y € M und somit Spur(XY') = 0. Da Nx die V(X
nach | 7.35.5 | invariant 148t und somit auch darauf nilpotent ist, gilt Spur(NxY')

> Spur(g(Ai)Nx vy, (x)) = 22, 9(Ai) Spur(Nx v, (x)) = 0 nach . Folglich ist

0 = Spur(XY') = Spur(NxY) + Spur(Sx g(Sx)) =0+ Z Aig(\;)

~—

Da die g € Q* die Punkte in @ trennen ist A; = 0 und somit Sx = 0. O

und weiters 0 = Q(Zl )\ig()\i)) = >, 9(N\)?, also g(A\;) = 0 wegen g(\;) € Q C R.

7.38 Proposition. Cartan-Kriterium.
Sei g < L(V) eine Teil-Lie-Algebra.
Dann ist g genau dann auflosbar, wenn ¥V X € g VY € g: Spur(XY) = 0.

Fiir eine Umformulierung siehe .

Beweis. (<) Wegen geniigt es g’ als nilpotent nachzuweisen, also wegen
’ 7.27‘ und ’ 7.29 ‘ (bzw. ) die Nilpotenz aller X € g’ zu zeigen. Dies folgt aus
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angewandt auf W7 :=g, Wy :=¢g' und M :={Y € L(V) : [Y,g] C ¢'}: Fir
Y eMund X :=[X1,Xo] € ¢’ C M mit X1, X5 € gist

Spur(XY') = Spur([X1, X3]Y) = Spur(X; XoY — X2 X1Y)
= Spur(X; X2Y) — Spur(X;1Y X») = Spur(X;[X2,Y])
= —Spur([Y, X2]X1) =0, da [Y, X2] € ¢'.

(=) 0.B.d.A. ist K = C. Nach existiert eine Basis von V s.d. alle X € g obere
Dreiecksmatrizen sind. Somit besteht g’ nur aus strikt oberen Dreiecksmatrizen.
Das Produkt einer oberen Dreiecksmatrix mit einer strikt oberen Dreiecksmatrix
ist aber eine strikt obere Dreiecksmatrix und hat somit Spur 0. O

7.39 Folgerung.
FEine Lie-Algebra g ist genau dann auflosbar, wenn Spur(ad(X)ad(Y)) =0 fir alle
Xeg undY €g.

Beweis. g ist auflosbar < ad(g) C L(g) ist auflésbar ist < Spur(ad(X)ad(Y)) =0
fiir alle ad(X) € ad(g)’ = ad(g’) und ad(Y) € ad(g) nach | 7.38]. O

8. Halbeinfache Lie-Gruppen und Lie-Algebren

8.1 Definition. Halbeinfache Lie-Algebren.
Im Gegensatz zu den auflésbaren Objekten, die ja sehr viele Normalteiler bzw.
Ideale besitzen, wollen wir nun Objekte mit wenigen Idealen studieren.

Eine Lie-Algebra g heifit EINFACH, falls dimg > 1 ist und sie nur die Ideale g
und 0 besitzt. Sie heifit HALBEINFACH, falls 0 ihr einziges auflosbares Ideal ist. Jede
einfache Lie-Algebra ist halbeinfach, denn andernfalls géibe es ein auflésbares Ideal
0 # h g, also h = g und somit wire g’ = 0, also g Abelsch und besifie also wegen
dim g > 1 eindimensionale Ideale=Teilrdume.

Die Summe by + ho auflosbarer Ideale h; < g ist ebenfalls auflésbar, denn mit b,
ist auch h1/(h1 N bh2) = (h1 + bh2)/h2 auflosbar und somit auch by + ha. Folglich
besitzt jede Lie-Algbra g ein eindeutiges maximales auflosbares Ideal, das RADIKAL
Rad(g) von g, und g ist genau dann halbeinfach, wenn Rad g = 0 gilt. Weiters hat
g/ Rad g keine nichttrivialen auflésbaren Ideale h und ist damit halbeinfach, denn
das Urbild 7=1(h) in g wire eine Erweiterung Radg < 7~ 1(h) — b von Rad g mit
dem auflésbaren Ideal § also selbst ein auflésbares Ideal.

Da Rad g auflésbar ist, existiert ein minimales 7 mit (Rad g)™ = 0 und damit ist
a := (Radg)™ Y ein CHARAKTERISTISCHES IDEAL (d.h. invariant unter Deriva-
tionen) in Rad g und folglich ein Abelsches Ideal in g. Somit ist eine Lie-Algebra
genau dann halbeinfach, wenn sie nur 0 als Abelsches Ideal besitzt.

Die KILLING-FORM Kk : g x g — K einer Lie-Algebra g ist die symmetrische
Bilinearform (X,Y) — Spur(ad(X)ad(Y)) aus . Sie erfillt x([X,Y],2) =
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k(X,[Y, Z]), denn (vgl. mit dem Beweis von )
A([X, Y], Z) = Spur (ad([X, Y]),ad(Z) )

:spur(<ad<> A(Y) — ad(Y) ad(X)) ad(2))

= Spu (ad( ) pur( )ad(X)ad(Z))
= Spu (ad( )fSpur( )ad(Z)ad(Y))
= Spur(ad(X )( d(Y)ad(Z) - ad(Z)ad(Y) ) ) = x(X, [Y, Z),

oder dquivalent

0=r(ad(Y)X, Z) + r(X,ad(Y)Z).
Man sagt dazu auch: s ist ad-invariant. Wir werden X L Y fir #(X,Y) = 0
schreiben.

8.2 Bemerkung.

Das Cartan-Kriterium angewandt auf ad g besagt (siehe ):
Eine Lie-Algebra g ist genau dann auflésbar, wenn g’ L g, d.h.

g Cgt={Xecg: X LYVY}={Xcg:s(X,Y)=0VY} = Ker(x).

8.3 Lemma.
Sein <g. Dann ist Radn=nnNRadg.

Beweis. Es ist Radn ein auflosbares und offensichtlich charakteristisches Ideal in
n < g und somit auch in g, also ist Radn C Radg. Umgekehrt ist n N Rad g ein
auflosbares Ideal in n, also nN Rad g C Radn. O

8.4 Lemma.
Die Killing-Form eines Ideals ist die Einschrdinkung der Killing-Form.

Beweis. Fiir X € n Qg ist die Matrixdarstellung von ad(X) bzgl. einer linearen
Zerlegung g = n @ R* von der Form

ad(X)|n =
(")
und somit ist fir X,Y € n:
kg(X,Y) = Spur(ad(X) ad(Y)) = Spur(ad(X)|s ad(Y)]s) = ka(X,Y). O

8.5 Theorem.
Eine Lie-Algebra g # 0 ist genau dann halbeinfach, wenn k nicht ausgeartet ist,
d.h. Ker(k) = g+ = {0} ist.

Beweis. (<) Falls g nicht halbeinfach ist, so besitzt g ein abelsches Ideal a nach
[81] Fiir 0 # X € aund Y, Z € g ist

(ad(X) ad(Y))*(2) = [X, [V, [X, [V, Z][] = 0, da [V, [X, [V, Z]]] € a
Somit ist ad(X)ad(Y’) nilpotent und damit «(X,Y) = Spur(ad(X)ad(Y)) = 0
nach fiir 1-dim. Lie-Algebren.

(=) Sei a := g* # 0 der Kern der Killing-Form. Dann ist a < g, denn fiir X € a,
Y,Z e gist k(Y,[Z,X]) = &([Y,Z],X) =0, also [Z, X] € a. Es ist ad(a) eine Lie-
Algebra mit Spur(XY) = 0 (wegen a = gt) fiir alle X, Y € ad(a). Wegen und
ist a auflosbar und somit g nicht halbeinfach. O
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8.6 Proposition. Halbeinfache als Summe einfacher.
Eine Lie-Algebra g ist genau dann halbeinfach, wenn einfache Lie-Algebren g; ex-
istieren mit g = [[,_; gi-

Jedes Ideal in Hle gi ist von der Form [[,c; g fiir eine Teilmenge I C {1,...,k}
Sei g halbeinfach. Dann gilt:

1. g=g¢g.
2. Ideale und homomorphe Bilder von g sind halbeinfach.

Beweis. (=) Falls g einfach ist, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei a # 0
ein minimales Ideal in g und at das orthogonale Komplement bzgl. der Killing-
Form. Dann ist at ebenfalls ein Ideal (wegen x(Y,[Z, X]) = x([Y, Z], X)). Es ist
anat = 0 (und somit g = a @ at), denn wegen der Minimalitit ist andernfalls
a = anat C at und somit a auflosbar nach Cartan’s Kriterium (siche

)7 ein Widerspruch. Es sind a und a’ halbeinfach nach und somit folgt
das Resultat mittels Induktion nach dim g.

Sei n < Hle g; =: g. Es ist pr;(n) < g;, also entweder 0 oder g;. Im letzteren
Fall ist g 2 g; = g; = [gs,pr;(n)] = [g5,n] € n und somit n = [, ; g; wobei
I:={i:pr;(n) #0}.

Da g; einfach ist, ist [g;, g;] = g; und somit

0.9] = Z[ngj] = Z[ngi} = Zgi =9

i, A
(<) Das Radikal von [, g, ist als Ideal von der Form [ [, ; g; und wegen ([ [;.; 9:)" =
[Lic;9i = [Lics 9 (siche ) nur dann auflésbar, wenn I = ().

Nach Obigem ist jedes Ideal h < g von der Form h = Hjngj fiir eine
Teilmenge J und somit h und g/h = Hi¢ ; @i halbeinfach. O

8.7 Satz.
Sei g halbeinfach, dann ist g = ad(g) = Der(g).

Beweis. Es ist Ker(ad) = Z(g) ein Abelsches Ideal und somit 0, also g = ad(g).
Nach ist ad(g) C Der(g). Weiters ist ad(g) <Der(g), denn fiir @ € Der(g) und

X,Y e gist
[0,ad(X)](Y) = (9 0ad(X) —ad(X) 0 9)(Y) = 9([X,Y]) — [X, 5Y]
= [0X,Y] + [X,0Y] — [X,0Y] = [0X,Y] = ad(dX)(Y).
Sei « die Killing-Form von Der(g), dann ist ad(g)* < Der(g). Da ad(g) = g halb-
einfach ist, ist 0 = Ker(k|aq(g)) = ad(g)™ Nad(g) 2 [ad(g)*,ad(g)] nach und

und somit ad(0X) = [9,ad(X)] = 0 fiir alle € ad(g)t und X € g, d.h.
0X € Ker(ad) = {0}, also 9 = 0. Somit ist ad(g)* = 0 und ad(g) = Der(g). O

8.8 Lemma.
Fiir jeden Epimorphismus 7 : g — § von Lie-Algebren ist m(Rad g) = Rad(h).

Beweis. (C) Mit Rad g ist auch m(Rad g) auflésbar, also m(Rad g) C Rad(h).
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(2) In dem Diagramm

Radg &——— g—— g/Radg

i i ¥
m(Rad g) & b —> b/m(Rad g)

ist g/ Rad g und damit auch h/7(Rad g) halbeinfach, also 71 (Rad ) = 0 wegen (C),
d.h. Radbh C 7 1(0) = 7(Rad g). O

8.9 Irreduzible Moduln.

Es sei g — L(V) eine Darstellung einer Lie-Algebra g auf einem Vektorraum V
(Man sagt dann auch V ist ein g-Modul). Die Darstellung heifit IRREDUZIBEL, falls
kein g-invarianter echter Teilraum 0 # W < V existiert.

Lemma von Schur.
Es sei V' ein irreduzibler g-Modul und0 # T : V. — V ein g-Modul-Homomorphismus,
d.h. linear und g-dquivariant. Dann ist T ein Isomorphismus.

Beweis. Es sind Ker7 und BildT' invariante Teilriume und wegen T # 0 ist
BildT # 0, also BildT = V, und KerT # V, also KerT = 0, d.h. T ist ein
Isomorphismus. O

Fiir Darstellungen p : g — L(V) definieren wir die SPURFORM &« : g x g — K durch
K(X,Y) := spur(p(X) o p(Y)). Dies verallgemeinert die Killing-Form, den letztere
ist die Spurform der adjungierten Darstellung ad : g — L(g). Es gilt:

1 w(X, Y], 2) = 5(X, Y, Z)).
2. gt =Kern:={X€g:x(X,Y)=0VY €g}dg.
3. g halbeinfach und p treu (d.h. injektiv) = k nicht-degeneriert.

gilt da Spur([X,Y] o Z) = Spur(X o [V, Z]) fiir alle X,Y,Z € L(V), cf.[8.1].
VXegh,VY,Zeg:w(Y,[ZX]) = (Y, Z],X) = 0, vgl. mit dem Beweis

von .

OB.d.A. g C L(V). Es ist x(X,Y) = Spur(X oY) =0V X,Y € g+, also gt
nach auflosbar und somit enthalten in Rad g = 0.

8.10 Satz von Weyl.

Sei g — L(V) eine Darstellung einer halbeinfachen Lie-Algebra g auf einem Vek-
torraum V. Dann besitzt jeder invariante Teilraum W <V ein invariantes Kom-
plement.

Beweis. O.B.d.A. sei die Darstellung treu, also g < L(V) (ersetze g durch das
Bild in L(V)).

Wir zeigen dies vorerst fiir Kodimension 1 (d.h. dim(V/W) = 1) mittels Induktion
nach dimV = dim W + 1. Der Modul V/W ist dann trivial (da 1-dimensional), i.e.
g-VCW.

Falls W irreduzibel (also z.B. dim W = 1) ist, dann verwenden wir den CASIMIR-
OPERATOR C' € L(V) definiert durch C' := ). e; o€}, wobei (e;); eine Vektorraum-
Basis von g ist und (e}); € g die beziiglich Spurform & : (X,Y) — Spur(X oY)
duale Basis, d.h. fi(ei,e;) =9, ;. Fiir fixes X € g sei [e;, X] =: Zj a;je; also a; ; =
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fﬁ([ei,XLe;) = n(ei,[X,e;}) und [e}, X] =: Zj bi,je;- also b;; = k(ej, €], X]) =
—r(e;, [X, €}]) = —a;;. Es ist C' ein g-Modul Homomorphismus, denn

C(X -v)— X -Cv) = Z(ei ()X -v)) - X - (ei(e;(v)))>
—ei(X - (ef(v)) +ei(X - (e5(v)))
= > (eallel, XT-v) + [ex, X] - (€l (v)))

— Z(ei(—ame; .v) +a; je; - (ei(v))) —0.

Weiters ist Spur(C|w ) = Spur(C') = >, Spur(e; oe}) = ). k(e;, €;) = dimg # 0.
Somit ist Cy := Cly ein Isomorphismus nach dem w 4 K
Lemma von Schur .und folglich C;' o C ein Cll %
Linksinverses zur Inklusion W «— V.

w

Andernfalls ist W nicht irreduzibel, d.h. es existiert ein Teilmodul 0 # Wy C W.
Es ist (V/Wh)/(W/W;) =2 V/W und dim(V/W;) < dimV, also existiert nach
Induktionsannahme ein Schnitt o : V/W — V/W;.

Sei P das Pullback von o lings 7 : V — V/W; (also P =2 7~ (o(V/W))). Dann ist
W1 — P — V/W kurz exakt und dim(P) < dim V, somit existiert auch ein Schnitt
o9 : V/W — P. Die Zusammensetzung o1 o o9 ist dann der gesuchte Schnitt zu
V- V/W.

Wi

/ %

v
Wy Wy _P V/W
l l o1 R
¥ Y
W C = v/w Ve To<p

W/ch V/W1 (W/W1)/(V/W1) V/W«;V/W1<U <V/W
\—/
id

Sei nun dim(V/W') > 1 beliebig. Vermoge X - T := [X, T ist L(V) ein g-Modul.
Wir betrachten folgenden Teilmodul

U={TeLV): T(V)CWund IXeK: T|y = Aid}

sowie den surjektiven Modul-Homomorphismus ¢ : U — K, T — X. Nach Obigem
existiert ein Schnitt o : K — U zu . Dann ist Tj := o(1) € U mit Tp|w = id. Wegen
X Th=X-01)=0(X-1)=0(0)=01ist 0= (X -Tp)(v) := X -To(v) — To(X - v)
fur alle X € gund v € V, also Ty : V. — W ein Modul-Homomorphismus der
linksinvers zur Inklusion W — V ist. O

8.11 Satz von Levi.

Jede kurze exakte Sequenz n — g 5 h von Lie-Algebren mit halbeinfachen by split-
tet. Insbesonders gilt dies fir Rad(g) — g — g/Rad(g), d.h. es existiert ein
Lie-Algebra-Isomorphismus o : g/Rad(g) = s C g auf eine (halbeinfache) Teil-
Lie-Algebra s von g mit m o o = id. Jede solche Teil-Lie-Algebra s heifit LEVI-
TEILALGEBRA.
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Beweis. Wir beweisen das Resultat mittels Induktion nach dimn.

Falls n nicht ein minimales Ideal ist, d.h. 3 a < g mit g/a<Zg/n

0 # a C n, so besitzt n/a — g/a — g/n einen Schnitt F AN

o : g/n < g/a nach Induktionsannahme. Sei p das Pull- Tﬂ o21 o)

back von o lings m : g — g/a (d.h. p = 771(Bild(0))). o 3¢
: . . g=< p 0

Dann besitzt a < p — g/n einen Schnitt oo nach In- y

duktionsannahme und somit ist o1 o o9 ein Schnitt von JA v

g—g/n. A v

Andernfalls ist n ein minimales Ideal und somit n = Rad g Abelsch, denn
m(Radg) = 0, also Radg C Kerm = n. Wire Radg = 0, so wére g halbein-

fach, also g = []; gi, und somit n = [],.; g; fiir eine Teilmenge I wie in .
Somit ist h = Hig‘é ; 8; ein Schnitt. Wir kénnen also n = Rad g voraussetzen. Es ist
(Rad g)’ C Rad g ein charakteristisches Ideal in Rad g also 0.

Weiters konnen wir [g,n] # 0 voraussetzen, denn 0 = [g,n] = ad(g)(n) hétte
zur Folge, dafl n C g nach als ad(g)-Modul ein Komplement ¢ besifie und
m: ¢ — g/n ein Lie-Algebra Homomorphismus wére, also € eine Levi-Teilalgebra
wére.

Sei V := L(g) und
Wy :=ad(n) CV,
Wy ={T €V :T(g) Cnund T(n) =0} O Wy und
Wy ={T €V :T(g) Cnund T}, € K-id} D W;.
Wir definieren eine Darstellung von g auf V' durch
XT:=ad(X),T]|=ad(X)oT —Toad(X) fir X egund T €V,
d.h. (X-T)(Y) :=[X,TY]-T(]X.Y]) fiir alle Y € g. Die W; sind dann offensichtlich
g-invariante Teilrdume von V', denn fiir X € g gilt:
X -ad(Y) = [ad(X),ad(Y)] = ad([X,Y)) fir alle Y € n,
(X -T)(g) =[ad(X),T](g) C [X,n] +T(g) C n fir alle T € W; und
(X TY2)=[X,TZ]-T([X,Z]) = [X,\Z] = A\[X,Z] =0 fiir alle Z € n.
Es ist Wa /W7 =2 K vermoge T — A mit T|, =: A € K, da T € V existiert mit
T|n =1-id und 0 auf einem linearen Komplement.

Behauptung: g Wy C Wy und n-Wy C Wy:

Sei T € Wy mit A-id := T|,. Fir X € g ist (X-T)(Y) = 0 fiir alle Y € n, d.h.
X T € Wy.

Fir X € nund Y € g ist [X,TY] € v/ = 0, also (X-T)(Y) = —T([X,Y]) =
[-AX,Y] = ad(—AX)(Y) und damit X-T' = ad(—AX) € W.

Somit wirkt h = g/n auf Wo/Wy und trivial auf Ws/W; und die kanonische Pro-
jektion ¢ : Wo /Wy — Wa /W7 =2 K ist ein surjektiver h-Modul Homomorphismus
und splittet folglich nach (da b halbeinfach ist), d.h.

3Ty € Wa : To|y = 1-id und g-Tp € Wy (Schnitt ist Modul-Homo.).
Dann ist € := {X € g: X-Tp = 0} eine Lie-Teilalgebra von g, denn
(X1, Xo] T := [ad([Xl,Xz]),To} = “ad(Xl)ﬁd(Xﬁ]yTo}
_ [[ad(Xl),To],ad(Xz)} n [ad(Xl), [ad(Xg),TOH

- [Xl.TO,ad(XQ)} + [ad(Xl),XQ-TO} = 0.
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Es ist €Nn = 0, denn andernfalls existiert 0 # Xy € €Nn C n (wegen [g,n] # 0
existiert ein X € n mit 0 # ad(X) = —X-Tp). Somit ist 0 = Xo-Tp = ad(—Xp)
wegen der Behauptung, d.h. [g, Xo] = 0 und damit 0 # KX, C n ein Ideal in g, ein
Widerspruch.

Sei nun X € g und damit X-Ty € Wy, also X-Ty = ad(Y) fiir ein Y € n. Wegen
der Behauptung ist ad(Y) = —Y-T; und somit (X +Y)-Ty =0, also X +Y € ¢
und damit X = (X +Y) + (=Y) eine Vektorraum-Zerlegung von g in € @ n, also
7le : € = b ein Isomorphismus. O

8.12 Die einfachen Lie-Algebren

Da jede Lie-Algebra g nach ein semidirektes Produkt aus dem auflésbaren
Ideal Rad(g) und einer halbeinfachen (Levi-)Teilalgebra ist, und letzter nach
in ein direktes Produkt einfacher zerfillt, bleibt nur noch eine Klassifikation der
einfachen Lie-Algebren anzugeben.

Die folgendene Tabelle aller komplexen halbeinfachen Lie-Algebren g hat als Ein-
trage die eingebiirgerte Abkiirzung fiir g, ihre Dimension dim, eine zugehérige Lie-
Gruppe G, die universellen Uberlagerung G und deren Zentrum Z(G).

Typ dim G G Z(G)
A, (n>0) | n(n+2) | SLe(n+1) SLe(n+ 1) /e
B, (n>1)|n@2n+1)|SOc(2n+1) | Sping(2n + 1) Zo
Cp(n>2) | n2n+1) Spe(2n) Spc(2n) Ly
. Ly (n=0(2))
D, (n>3)|n2n—-1)| SO¢(2n) Sping(2n) {Z2 < Zs (n=1(2)
Eo 78 Zs
Ey 133 Zs
Eg 248 0
Fy 52 0
Go 14 Aut(@c) Aut(@c) 0

Dabei ist O¢ die ALGEBRA DER OKTAVEN mit komplexen Koeffizienten, d.h. ein
komplex 8-dimensionaler Vektorraum, mit folgender Multiplikation fiir die Basis
(1,61,. .. 767):

1-1=1,1-¢,=¢;=¢;-1, e?:—l, ei-ej = —ej - e; fir i # 7,

e1 = eg - e = €3 - e4 = e5 - e7, sowie zyklische Vertauschungen hiervon.
Im Folgenden soll kurz skizziert werden, wie man diese Klassifizierung erhélt.

8.13 Definition. Zerlegung in Wurzelrdume.

Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra. Wir versuchen moglichst grofle Abelsche
Teilalgebren § von g zu finden, welche via ad : g — L(g) auf g diagonalisierbar
wirken, fiir welche also eine Basis von Vektoren X € g existiert mit ad(H)X =
AH)X fir ein A(H) € C zu jedem H € h. Diese Teilalgebren heiflen CARTAN-
ALGEBREN. Fiir eine allgemeinere Definition im Falle nicht halbeinfacher nicht
notwendig komplexer Lie-Algebren siehe [HN91, 11.3.15]. Offensichtlich ist A : h —
C linear und wir erhalten eine sogenannte WURZELRAUM-ZERLEGUNG

o= @D ox mit g1 = {X € g:ad(H)X = A(H)XV H € b}.
Aep*

Die A € h* mit gy # 0 heilen WURZELN und die gy WURZELRAUME. Wir schreiben
R fiir die Menge der Wurzeln A # 0. Fiir jede Wurzelraum-Zerlegung ist h C go,
da b Abelsch ist. Fiir H € b ist weiters go := {X : [h,X] =0} C{X : [H,X] =
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0} =: Kerad H. Um also ein moglichst grofies Abelsches und diagonalisierbar wirk-
endes b zu finden, sollten wir H € g mit diagonalisierbaren ad(H) und minimalem
dim Ker ad H suchen. Dazu definiert man den RANG von g als

rang(g) := min{dim KeradH : H € g und ad(H) halbeinfach}.

Ein Element H € g mit halbeinfachen ad(H) heifit REGULAR, wenn dim Kerad H =
rang(g). Falls H reguliir ist, so lift sich nicht allzuschwer zeigen, dafl h := Kerad H
eine Cartan-Algebra und ) = g ist und man kann weiters zeigen, daf3 jede Cartan-
Teilalgebra von dieser Gestalt ist, siche z.B. [FH91, D.3] oder [HN91, I1.3.19].

8.14 Darstellungen von sl¢(2)

Fiir die folgenden einfachen Resultate betreffend Darstellungen p : slg(2) — L(V)
siehe z.B. [Kir08].

1.

Die Lie-Algebra sl¢(2) := L(SLc(2)) hat als Basis

0 1 0 0 1 0
x= (g o) = (] 0) wa m=(5 5)

mit [H, X]=2X, [H,Y]=-2Y und [X,Y] = H.

Esist h := C-H eine Cartan-Teilalgebra von g = sl¢(2), R = {£2},92 = C-X
und g_o =C-.Y.

Die Lie-Algebra sl¢(2) ist einfach:

Es ist ad(H) diagonalisiert bzgl. {X,Y, H}. Jedes Ideal ist invariant unter
ad(H), also eine Summe gewisser dieser Eigenrdume. Falls es einen der Vek-
toren aus {X,Y, H} enthélt, so auch alle anderen.

Die Eigenwerte A € C von p(H) heiflen GEWICHTE und die Eigenvektoren

GEWICHTSVEKTOREN.
Sei Vy :={v: H-v = Av} der Raum der Gewichtsvektoren zum Gewicht .

5. X - V)\ Q V)\+2, Y- V)\ g V)\_Q, Vgl. mit | 8.15.1

V =@, Vi (die Gewichtszerlegung):
slc(2) (halb-)einfach = Darstellungen sind vollstédndig reduzibel = 0.B.d.A.
V irreduzibel. Es ist @, Vi invariant, also gleich V.

7. Ein Gewicht X\ heit HOCHSTES GEWICHT, falls fRe(A\) maximal ist.

8. Sei v € V), ein hochster Gewichtsvektor.

10.

Dann ist X-v = 0 und mit vy, := %ka gilt fiir £ > 0:
Huv, = ()\ — 2/{)7}}“ Yo, = (k + 1)'Uk+1> X, = ()\ —k—+ 1)Uk+1 (k‘ > 0)
Sei V' ein Vektorraum mit Basis vy, . .., v,. Dann definieren die Formeln aus

eine irreduzible Darstellung von sl¢(2) auf V. Jede irreduzible Darstellung
ist isomorph zu so einer, siehe z.B. [Kir08, 5.6].

Folgerung: Fiir jede endlich dimensionale Darstellung von slc(2) ist die
Gewichtszerlegung P, ., V,,. Weiters sind X : V,, = V_, und Y : V_, =V},
Isomorphismen, siehe z.B. [Kir08, 5.7].

8.15 Grundlegende Eigenschaften der Zerlegung in Wurzelrdume.
Man zeigt nun folgende elementare Eigenschaften:

1.

)\,,U, € h* = [g)\ag}t} g OX4pt
Xecg\,Yeg, =

ad(H)[X, Y] = [ad(H)X, Y] + [X, ad(H)Y] = (\(H) + u(H))[X, Y]
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10.

11.

12.

A €D A+ #0= gy L g, (vel mit[7)):

XegnYeg, = ad(X)ad(Y)g, C guygp Wegen | 1] = ad(X)ad(Y) ist
nilpotent = 0 = Spur(ad(X)ad(¥)) = x(X,Y).

R:={X e bh*\ {0} : gr # 0} ist symmetrisch, d.h. \€ R = -\ € R:
AeR, -A¢R=g\1lg,Vp€Rnach , ein Widerspruch zu .

k ist nicht-degeneriert auf b:
k£ nicht degeneriert auf g nach = Fiir 0 # H € h existiert X € g mit

k(H,X)#0 0oBdA Xegy=h.

(R) = b*, d.h. R trennt die Punkte in b:

Sei He hmit \(H)=0VA€eR=[H,Y]|=0VY €g\=HeZ(g)=0.
8.1

Xegyn,Yeg Heh=kr(H[X,Y) k([H,X],Y) = AH)&(X,Y).

AER= [g,\,g_,\];éO:

Sei H € h mit A(H) # 0 nach und 0 # X € g,. Die rechte Seite von @

kann wegen nicht fiir alle Y verschwinden und wegen ist 0.B.d.A.
Y eg_a.

Viebh* IIThehVHEL:k(H,T)) =\H).

Weiters ist [X,Y] =k(X,Y)ThV X €g,,Y €g_x:

K:h—bh*ist Iso nach:> VYAeb* 3Ty w(H,Ty) =k(Th)(H) = AH).
Fir V H € b gilt somit nach @:

K(H, k(X,Y)Tx) = 6(H, T\)k(X,Y) = \(H)r(X,Y) = s(H, [X,Y])

A€ R = ANTh) #0:

Nach [7] 3 X € gy, Y € gy mit [X,Y] # 0 = [X,Y] = ¢Th mit ¢ :=
k(X,Y) # 0 nach [8] = s := ({X,V,Th}) < g, denn [T, X] = A(T»)X und
[Th,Y] = =A(T))Y. Angenommen A(T)) = 0 = s’ = KT = s auflosbar,
0 # [X,Y] € ¢ = ad([X,Y]) nilpotent nach [7.33] und [7.19] = ad(T))
nilpotent, ad(7y) diagonalisiert bzgl. (X,Y,Ty) = ad(T)) =0=T\ =0 =
A = 0, ein Widerspruch.

A€ R = dim(gy) =1:

Dies benétigt etwas Darstellungstheorie: 3 X € g5, Y €g_,: H :=[X,Y] #
0,A\(H) = 2,5 := {X,Y,H}) = slc(2) wirkt irreduzibel auf V := CH &
@Dosrez 9x: Wegen A(H) = 2 ist die Gewichtszerlegung von V' gegeben
durch Vogy1 = 0, Vo = grx, Vo = CH nach . Wegen dim(Vp) = 1
ist V irreduzibel.

Die Gewichtsrdume jeder irreduziblen endl. dimensionalen Darstellung von
5lc(2) sind 1-dimensional nach

AER=s):=gx+0-x+[0xr 9-2] =slc(2):

sy ist eine Teilalgebra von g, da [gx, g-x] C go = bh. Wihle nun mittels @
und (Erzeuger) X € gy und Yy, € g_ mit 0 £ H) := [X,,Y)] € h und
A(H)y) = 2. Dann ist sy = sl¢(2).

w(H)y) € Z, d.h. die Eigenwerte von ad(H)) sind ganzzahlig.

Dies folgt aus der Darstellungstheorie von slz(2): sy = slg(2) wirkt auf g
und die Elemente in g,, haben p(Hy) als Gewicht und diese sind fir endlich

dimensionale Darstellungen von sl¢(2) alle ganzzahlig nach |8.14.10 |.
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13

14.

15.

16.

17.

8.16

STy = -

2 .
(H/MH)\)H)\.

])@

k(H, Hy) == r(H, [X5,Y) = A(H)K(XA, Y)

—
—

= H(H)\,H)\) = )\(H)\)I{(X)\,Y)\) QK(X)\,Y)\)

K(Hy, Hy)
2

Ein inneres Produkt auf h* ist definiert via dem Isomorphismus A — T},

h* = h: Also (A, u) == w(Th, T},).

AeR, ceR\{-1,0,1} = cA¢ R:

Dies folgt aus der Darstellungstheorie von sli-(2) angewendet auf die Darstel-

lung von sy auf @ p gen:

Es sei g := ¢\ € R mit ¢ € C. Nach ist 2¢ = 2&’)‘\? € 7Z und

ananlog % € Z, also ¢ € {:I:l,:I:Q,:I:%}. Durch Austauschen der Wurzeln

und wenn noétig Ersetzen von A durch —A\ liefert ¢ € {1,2}. Der Teil-

raum V = CH, @ @o;ékez gk ist eine irreduzible Darstellung von sy

nach und nach ist der Gewichtsraum Vo = gy = CX,, also

ad(X,) = 0: gx — gax. Nach ist Kerad (X)) der hochste Gewicht-

sraum, also hat V' hochstes Gewicht 2 und somit Vy = Vg = --- = 0, d.h.

V =g_,»®CH), @ gy, also nur £\ € R. Inbesonders ist 2\ ¢ R.

Sei Wy : b* — b* die Spiegelung an der Hyperebene u* (=Eigenraum zum

Eigenwert 1 und Wy(A\) = =\, d.h. Wy (v) = v — 2 (<22>)0‘ nach | 1.15 ).

Dann ist ny , := %/\ = %/\ = p(Hy) € Z:

B
:>075H)\ = [X)\,Y)\]!H(X,\,Y,\)T/\: T,\

() _ o) [14] s(T, T) [8] ) (1) 1], p(H)

AA) WA (T, Ty) A1) A(HA)

Die von {W) : 0 # X € R} erzeugte Gruppe W heifit WEYL-GRUPPE von g.
Die Weyl-Gruppe permutiert die Wurzeln, d.h. Wy (R) C R:
Falls n := p(H,) > 0, dann haben die Element von g, Gewicht n bzgl.
der Wirkung von s,. Nach wirkt ad(Y))™ als Isomorphismus vom
Gewichtsraum zu n auf jenen zu —n. Fiir 0 # v € g,, ist somit 0 # o(Yy)"v €
Ou—ni, also Wx(u) = o —nX € R. Der Fall n < 0 geht analog.

2

p(Hy)

Wurzelsysteme

Zusammenfassend erhalten wir folgendes fiir die Menge R der Wurzeln:

1
2
3
4

. R ist ein endliches Erzeugendensystem eines euklidischen Raums (siehe | 8.15.5 ).

.AER, ceC=cAeRE ce {£1} (siehe|8.15.15]).

- Fiir A\, € Rist nyy, = 2404 € Z (siche [8.15.12] und [8.15.16]).

.FirAe Rsei Wy:v—v— 28?‘\;)\ Dann ist W (R) C R (siehe |8.15.17 ).

Achtung ()7 (), (), A X € R = c € {#1,£2,+1}, aber nicht ¢ # £3, siehe
[Kir08, 8.2].

Allein aus diesen 4 Eigenschaften (eines sogenannten abstrakten WURZEL-
SYSTEMs R C V) erhalten wir weiters:
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5. Fir A\, u € R sei ¢ := <\u. Nach ist dann

Y
2 - =2 =: 7
cosO) 3] = 2y e €

und somit ny ,n, = 4cos(9)? € ZN[0,4]. Also gibt es nur folgende Félle,
wobei wir 0.B.d.A. |||l > ||\|| voraussetzen:

cos v 9 % N | T\
+1 [n(GF35) | 1 | £2 | £2
+3 | r(lx 1y V3| £3 | +1
ﬁ:? w(% == %) V2| +2 | 41
£ |G FH | 1 | 1| £t
0 T3 *lL oo

Bis auf den ersten Fall gibt es bis auf Vorzeichen nur eine Zerlegung n,,1,
in ganze Zahlen. Im ersten Falls ist die andere mogliche Zerlegung aus-
geschlossen, denn dann wére £4 = ny, = 21ell 150 © = £2A, ein Wider-

Rk
spruch zu .
AMp€ R AF#+p, (WAN)S0= A tpuekR:
(1, A) > 0= ny, >0=ny, =1nach[5|= W,(\) = A+nyu=A-peR
nach (oder Wix(p) = p+nuaA = p— A € R). Fiir (i, A\) < 0 ersetze A
durch —A\.
A€ R N#£p, p,ge Nmaximal mit A\—pp, A+qgp € R=p—q=mny,:
Wu(A) = A=nyup = A—pp = Wy (A+qp) = (A—nyupt) —qu = p = nyu+q.
/\,,uERundp,quwiein:>>\+ju€Rf1'iralle -p<ji<gq
Indirekt: Sei —p < r < s < g mit A+rp, A+sp € R, A+(r+1)p, A+(s—1)p ¢
R. Dann ist (g, A+ rp) > 0 und (u, A + sp) < 0 nach @ und somit

0= (u, At sp) = (p, A) + s, 1) > (s A) + (e, ) = (p, A+ rp) = 0.

Positive und einfache Wurzeln

9.

10.

11.

12.

Wegen A € R = —\ € R wihlt man ein lineares Funktional auf h* welches
auf R nicht verschwindet und nennt die Wurzeln welche auf positive Werte
abgebildet werden POSITIVE WURZELN. Und wir schreiben R, fiir die Menge
aller positiver Wurzeln. Mit R_ := —R, ist R=R_UR,.

Eine positive Wurzel heifit EINFACH, falls sie nicht Summe zweier positiver
Wurzeln ist.

A — u ¢ R fir alle einfachen Wurzeln \ # p:

A=p+A=—p)=A-p g R,p=A+p-N)=>p-A¢ Ry =
A—p¢R=R;yUR_.

<Ap > /2 fiir alle einfachen Wurzeln A, p:

Das folgt aus @ und : M\ < 7/2 & cos(<thp) >0 < (A u) > 0.

Die einfachen Wurzeln bilden eine Basis von h* und jede positive Wurzel
ist eine eindeutige Linearkombination mit Koeffizienten in N der einfachen
Wurzeln:

Lineare Unabhéingigkeit: Diese liegen auf einer Seite einer Hyperebene und
bilden stumpfe Winkel nach , sind somit lineare unabhingig, andern-
falls wire D, niAi =1 v = > ., niA mit n; > 0. Dann ist (v,v) =
D i<k Mis1j{Ais Aj) < 0 also v = 0, liegt aber auf der selben Seite der
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Hyperebene wie die A;.

Mittels Induktion folgt, daB jede positive Wurzel ganzzahlige Linearkombi-
nation von einfachen Wurzeln ist, denn sei A € Ry := {u € R: o(u) > 0}
nicht so zerlegbar mit minimalen ¢(\). Falls A nicht einfach ist, so existieren
AL, A2 € Ry mit A = Ay + A2 und somit ¢(A) = p(A1) + p(A2) > p(N;) > 0,
also \; zerlegbar und damit auch A.

Dynkin-Diagramm

13.

14.

15.

Das DYNKIN-DIAGRAMM des Wurzelsystems erhélt man, wenn man fiir jede
einfache Wurzel einen Knoten zeichnet, und je zwei Knoten mit n-Kanten
verbindet (fiir n > 2 vom grofieren zum kleineren Eigenwert), wobei n =
0,1,2,3 falls der Winkel zwischen den beiden Wurzeln =, 2% 3% 5T jst (spitze

2773717476
Winkel kénnen nicht auftreten, siehe )

Die halbeinfache Lie-Algebra g ist genau dann einfach, wenn das Wurzel-
system irreduzibel ist, d.h. heifft nicht orthogonale Summe zweier Wurzel-
systeme ist (siche z.B. [FH91, Exercise 21.6, S.322]). Und dies ist genau
dann der Fall, wenn das Dynkin-Diagramm zusammenhéngend ist, siche z.B.
[FH91, Theorem 21.11, S.325]).

Die zusammenhéngenden Dynkin-Diagramme lassen sich nun leicht mittels
Euklidischer Geometrie wie folgt klassifizieren (siehe z.B. [FH91, §21.2]):

(A) o——o0 o °
(Bn) o——o0 o—=o
(Chn) o——o oo

o
(D) o——o0 o
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(Es) o o o o o
o

(E7) o o o o o o
o

(Es) o o o o o o o

(Fy) o o—=o o

(G2) o—/——o

8.17 Rekonstruktion der Lie-Algebra aus dem Dynkin-Diagramm

1. Jede positive Wurzel A ist Linearkombination ) |, m;\; der einfachen Wurzeln

A; mit Koeflizienten m; € N welche aus dem Dynkin-Diagramm bestimmt
werden konnen:

(>°,mi =2)2\; ¢ Rnach|8.16.2 | \;+)\; € R< (\;,\j) < 0nach|8.16.6]
(Oo,mi >2) A\ = )\H‘Zj m;A;: Betrachte A\—pX;, ..., A\, ..., A g \; wie
in|8.16.6|. Esist p < m; und A —pA; € Ry und p nach Induktionsannahme

bekannt. Weiters ist ¢ = p — ny , nach |8.16.7]. Also A+ X; € R & p >
<>‘7)‘i>

nxN, = 2<>\7~,,qu> = Zj mjnx, ;- Jede positive Wurzel kann so erhalten
werden, denn sei A = Y .r;\; mit Y7, = m+ 1. Wegen 0 < (A, \) =
Yo Ti{A ) existiert ein ¢ mit (A, A\;) > 0 und nach ist A — \; eine
Wurzel.

A, A+ € R = [gx, 9] = 9o

Folgt aus der Darstellungstheorie von s, auf ZkeZ Outkr:

Da s irreduzibel auf V' := @, .5 9,12 Wirkt ist nach | 8.14.9 |fiir 0 # v € Vj,
mit Vg2 # 0 auch ad(X,) - v # 0, also [X,,Y)] # 0.

Sei T; die Basis von h welche via k den einfachen Wurzeln \; entspricht.
Sei H; := ﬁTZ, 0 # X; € gy, und Y; € g_,, mit [X;,Y;] = H;. Nach
und wegen go = b wird dann g als Lie-Algebra von {X;,Y;, H; : i}
erzeugt. Sei A € Ry, also A = 377 Ay mit 325, A, € R fiir alle s <7
(Siehe im Bew. von ) Definiere Xy := [X; ,[..., [Xi;, Xip] .- -] und Yy :=
[Klr?["'a[}/ﬁ? io] ]]

Dann ist {X»,Yx: A€ Ry} U{H, : i} eine Basis von g als Vektorraum.
Hat man zwei solche Darstellungen von A € R so unterscheiden sich die
entsprechenden X, nur um einen aus dem Dynkin-Diagramm bestimmbaren
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rationalen Faktor:

Fiir I = (ir,... i) sei Xy := [X;,...,[X:;, Xip]...]- Sei k = 4, und J =
(Jry---5J0)- Bsist X5 = ¢q1 - [Xu, [Yk7XJ]] mit einem 0 # ¢; € Q welches
aus dem Dynkin Diagramm bestimmbar ist, denn Ay — A\ = A\; — A\ ist eine
Wurzel und die Wirkung von sy, = sle(2) auf @, gx,+ir, ergibt sich aus
der Dimension (=Lénge dieser Folge=ny, », nach [8.16.7]).

Sei s maximal mit js = k. Fir K = (js—1,-..,Jo0) ist dann
Vi, XJ] = [Xj,,...,[X Vi, [ Xk, Xk]]] -],

Js+10
denn [Yi, [X;, Z]] = [X;, [Yk, Z]] fir @ # k. Da A + A\p eine Wurzel ist, ist
[Yi, [ Xk, Xk]] = g2 - Xk und somit

XJ = q142 - [Xk, [XjT".' [st+1,XK]] ]
Nach Induktion nach der Lénge r ist X(;, ;.. io) = X oorjos1rdetrejo)-

5. Die Lie-Klammer zweier Elemente obiger Basis ist bis auf einen aus dem
Dynkin-Diagramm bestimmbaren rationalen Faktor Element dieser Basis:
Fiir [X, X,] folgt dies aus | 4 | und analog fiir [Yy,Y,,]. Fir [Y), X,,] betrachte
[Y;, X,,] wie im Beweis von .

6. Umgekehrt 148t sich zu jedem Dynkin-Diagramm eine endlich dimension-
ale halbeinfache Lie-Algebra konstruieren: Dazu betrachtet man die freie
Lie-Algebra mit Erzeugern H;, X;,Y; fir ¢ = 1,...,n und dividiert (nach
[Ser87]) das Ideal heraus, welches durch folgende Relationen gegeben ist:

(X, Y]] :0f1'irz'7éj

[Xs,Yi] =
[HzaH ] =
[H;, X)) =mn;,;X; fur i # j
[H;,Y;] = n“Y fiir i # 5
(X, X;]=0=1[Y,,Y;] fallsn; ; =0
[Xi, [ X5, Xj]] = 0= [V, [V, Y]] falls n; ; = 1
(X, [ X5, [Xi, XG]]] = 0 = [V5, [Y5, [5, Y5]]] falls n; 5 =2
(X, [ X, [ X, (X, XG]I) = 0 = [V, [Y5, [V3, [3, Y51]]] falls ng 5 =3

Die Cartan-Teilalgebra ist von den H; erzeugt und deren Wurzelsystem ist
jenes des Dynkin-Diagramms, siehe z.B. [FH91, 337] oder [Kir08, 8.52].

8.18 Klassifikation der reellen einfachen Lie-Algebren.

Aus der Klassifizierung der komplexen einfachen Lie-Algebren 148t sich auch eine
der reellen einfachen Lie-Algebren erhalten:

Und zwar ist die Komplexifizierung jeder (halb)einfachen reellen Lie-Algebra eine
komplexe halbeinfache Lie-Algebra (siehe z.B. [Tit83, S.217, Lemma 2]). Erstere
heifft dann REELLE FORM der letzteren. Jede reelle einfache Lie-Algebra ist entwed-
er eine reelle Form oder die zugrundeliegende reelle Lie-Algebra einer komplexen
einfachen Lie-Algebra (siehe z.B. [Tit83, S.217, Satz 3]).

A. Weil hat gezeigt: wenn von zwei lokal isomorphen, zusammenhéngenden reellen
Lie-Gruppen mit halbeinfacher Lie-Algebra eine kompakt ist, dann auch die an-
dere. Kompaktheit ist also eine Eigenschaft halbeinfacher Lie-Algebren, und es
kann gezeigt werden, dafl zu jeder komplexen halbeinfachen Lie-Algebra genau eine
kompakte reelle Form existiert.

Die folgende Tabelle listet alle reellen Formen der einfachen komplexen Lie-Algebren
auf (siehe z.B. [Tit83, S.225]):
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G ist reelle Form von | kompakte Form ist
n>1 SL(n) A1 —
n>1 2k<n SU(n, k) A1 SU(n)
n>0 SLH(n) Aop_1 —
n>1 SL(C(TL) A, 1 X Anq —
n>1k<n | SO2n+1,k) B, SO(2n+1)
n>1 SOc(2n+1) B, x B, —
n>2 Sp(2n) Cp —
n>2 2k<n Q(n, k) Chn Q(n)
n>2 Spe(2n) C, xC, —
n>3 k<n SO((2n, k) D, SO(2n)
n>3 Q-_(n) D, —
n>3 SO¢(2n) D,, x D, —
k=1,....6 o
k=1,...,5 E;
k=1,...,4 Eg
k=1,...,4 Fy
k=1,....3 Gs

Dabei wurde wieder folgende Bezeichnungsweise verwendet:

SO¢(n) : ={A € GLe(n): A'A=1,A'"JA = J}

Sp(2n) : ={A € GL(2n) : A'JA=J}
SP(C( n):={AcGLc(2n): AL JA=J}

SO(n,k): ={A € SL(n): A'J,A=J}
SU(n,k): ={A € SLe(n) : A'JLA = Ji}
Q(n, k) : ={A € GLy(n) : A'JLA = Jp,}

Q_(n):={A € GLy(n): AlaA = a}

(0 id) fidpe 0
J_(—id 0)’ J’“‘( 0 —idk)’ a=i-id

8.19 Definition. Halbeinfache Lie-Gruppen.
Naheliegenderweise iibersetzt man nun die Eigenschaft (halb-)einfach zu sein von
Lie-Algebren auf Lie-Gruppen durch:

Eine Lie-Gruppe heifit HALBEINFACH falls ihre Lie-Algebra halbeinfach ist, oder
dquivalent falls sie keine zusammenhéngende auflésbare Normalteiler besitzt.

Eine Lie-Gruppe heifit EINFACH falls ihre Lie-Algebra einfach ist, oder dquivalent
sie nicht-Abelsch ist und keine nicht-trivialen zusammenhingenden Normalteiler
besitzt.

9. Weiterfiihrendes

Wir wollen abschliefend exemplarisch ein paar Themen angeben, die fiir ein weit-
ergehendes Studium der Lie-Theorie interessant sein konnten.

Wir haben in Gramm-Schmidt Orthonormalisierung und Polarzerlegung ver-
wendet um GL(n) als Produkt von O(n) und R**+1/2 darzustellen. Dies ist auf
halbeinfache Lie-Gruppen verallgemeinerbar:
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9.1 Definition.

Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra mit Killing-Form k. Eine CARTAN-INVOLUTIONON
von g ist ein Automorphismus 7 von g mit 72 = id und so, da8  auf den Eigenrdumen

zu +1 negativ und zu —1 positiv definit ist.

9.2 Theorem. Cartan-Zerlegung.

Sei G eine reelle halbeinfache zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g.
Dann existiert eine Cartan-Involution T von g. Sei ¢ :== {X € g : 7(X) = X},
p={X €g:7(X) =—-X} und K := (expt). Dann ist (k, P) — kexp(P) ein
Diffeomorphismus K x p 2 G und K = Ng(K). Jede kompakte Untergruppe ist in
einer zu K konjugierten Untergruppe enthalten.

Fiir einen Beweis sieche [HN91, I11.6.7 und II1.6.21].

9.3 Theorem. Iwasawa-Zerlegung.

Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra, g = €+ p eine Cartan-Zerlegung, a eine
mazimal Abelsche Teilalgebra von p, gy :={X € g: [Z,X] = M2)XV Z € a} fir
A€ea, A:={0# )X €a*:gy# 0} die Wurzeln, AT die positiven Wurzeln,
ni=3) \cat O und b:=a+n. Dann ist g =D adn und n nilpotent, b auflisbar.
Sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, K := (expt), A :=
exp a und N := expn. Dann ist (k,a,n) — kan ein Diffeomorphismus K X AX N —
G und A und N sind einfach zusammenhdingende Gruppen.

Sei B := (expb), P:=expp und 9 : G — G, k exp(P) — kexp(—P) die Cartan-
Involution von G. Dann ist b~ 9(b)b~=t, B — P ein Diffeomorphismus.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.6.32 und II1.6.33]

9.4 Definition. Kompakte Lie-Algebren.
In umgekehrter Vorgehensweise zu halbeinfachen Objekten tibersetzt man die Eigen-
schaft kompakt zu sein von Lie-Gruppen auf Lie-Algebren durch:

Ein Lie-Algebra g heiflt KOMPAKT, wenn eine positiv definite invariante Form ex-
istiert.

Ein Lie-Algebra g heifit REDUKTIV, wenn sie direkte Summe einer Abelschen und
einer halbeinfachen Lie-Algebra ist.

Kompakte Lie-Algebren sind reduktiv, siche [HN91, II1.5.2].

Wir haben bereits erwédhnt, dafl kompakte reelle Formen der halbeinfachen Lie-
Algebren eine besondere Rolle spielen. Einige Sétze in diesen Zusammenhang sind
z.B.:

9.5 Satz.
Fiir Lie-Algebren g sind dquivalent:
1. g ist kompakt;
< 2. g= LG fir eine kompakte Lie-Gruppe G;
Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.5.4].

9.6 Theorem.
Sei G eine zusammenhdngende halbeinfache Lie-Gruppe und LG kompakt. Dann
ist G kompakt und Z(G) endlich.

Fiir einen Beweis siche [HN91, I11.5.13].
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9.7 Lemma.
Die Cartan-Algebren einer kompakten Lie-Algebra sind genau die mazximal Abelschen
Unteralgebren. Je zwei Cartan-Algebren sind zueinander konjugiert.

Fiir einen Beweis siche [HN91, I11.5.15].

9.8 Proposition. Maximale Tori kompakter Lie-Gruppen.
Sei G eine kompakte zusammenhdngende Lie-Gruppe.

1. Die Lie-Algebren der mazimalen Tori sind genau die Cartan-Algebren von
LG.
2. Je zwei maxmale Tori sind zueinander konjugiert.

3. Die mazimalen Tori iiberdecken G.
Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.5.16].

9.9 Folgerung.
Fiir zusammenhdngende Lie-Gruppen mit kompakter Lie-Algebra ist exp surjektiv.

Fiir einen Beweis siche [HN91, I11.5.17].

9.10 Folgerung.
Das Zentrum jeder zusammenhdngenden kompakten Lie- Gruppe ist der Durchschnitt
der maximalen Tori.

Fiir einen Beweis siche [HN91, I11.5.18].

9.11 Satz von Scheerer.

Jede zusammenhdngende kompakte Lie-Gruppe besitzt einen Torus A C G so, daf
G=G x A.

Fiir einen Beweis siche [HN91, I11.5.19].

9.12 Hauptsatz iiber maximal kompakte Untergruppen.

Jede zusammenhdngende Lie-Gruppe G enthdlt eine kompakte Untergruppe K so,
daf8 jede kompakte Untergruppe in einer zu K konjugierten Gruppe enthalten ist.
K ist zusammenhdngend und maximal kompakt.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.7.3].

9.13 Folgerung.
Die mazimalen Tori jeder zusammenhdngenden Lie-Gruppe sind zueinander kon-
jugiert.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.7.4].

9.17 Theorem.
Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe, £ C g eine mazimal kompakt einge-
bettete Teil-Lie-Algebra, K := (expt) und T C K eine mazimal kompakte Unter-
gruppe in K. Dann ist T mazximal kompakt in G und es existiert eine abgeschlossene
Teilmannigfaltigkeit R™ = M C G so, daff (z,y) — xy ein Diffeomorphismus
M x T =G ist.

Fiir einen Beweis siche [HN91, II1.7.21].

Eine Antwort auf die Frage welche Lie-Gruppen denn Matrizengruppen sind liefert:

9.18 Proposition.
Eine zusammenhdngende Lie-Gruppe G besitzt genau dann eine endlich-dimensionale
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treue Darstellung, wenn G = B x H mit einfach zusammenhdngenden auflosbaren
B und reduktiven H ist.

Fiir einen Beweis siehe [HN91, II1.10.8].

Wie wir bei den halbeinfachen Objekten schon gesehen haben spielen Darstellungen
eine grofie Rolle, siche dazu [FH91] .

In Analogie zur Kohomologie von Gruppen, die wir in ’ A.7‘ und ’ A10 ‘ angerissen
haben, kann man die (Chevalley-) KOHOMOLOGIE EINER LIE- ALGEBREN bzgl. einer
Darstellung definieren und dafiir u.a. folgendes zeigen:

9.19 Lemmas von Whitehead.
Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra und p : g — L(V') eine Darstellung. Dann gilt:
1() —
1. H,(g) =0.
20y —
2. H;(g) =0.

Fiir einen Beweis sieche [HN91, I1.5.13 und I1.5.14].

Die Lie-Algebra von Matrizengruppen haben wir in iiber den Kommutator
der assoziativen Algebra L(n) beschrieben. Es dringt sich also die Frage auf, ob
jede Lie-Algebra auf diese Weise durch eine assoziative Lie-Algebra beschrieben
werden kann, d.h. man sucht einen universellen Pfeil fiir den Funktor, der assoziative
Algebren zu Lie-Algebren mittels Kommutator macht. Die Losung diese universellen
Problems existiert und heifit UNIVERSELLE EINHULLENDE. Fiir sie gilt:

9.20 Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt.

Sei g eine Lie-Algebra und {X1,...,X,} eine Basis des Vektorraums X. Dann ist
{Xf oo Xt > 0} eine Basis der universell einhiillenden (assoziativen)
Algebra.

Fiir einen Beweis siche [HN91, 11.6.8].

Zur weiterfithrenden Literatur {iber Lie-Algebren und Lie-Gruppen seien die fol-
genden Biicher empfohlen: [Hel78], [HN91], [Tit83], [Var84] und [War71].
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A. Appendix iiber Gruppenerweiterungen

A.1 Erweiterungen und Schnitte

Unter einer GRUPPENERWEITERUNG versteht man eine KURZE EXAKTE SEQUENZ
VON GRUPPEN
1- NG5 H—1,

d.h. alle Pfeile sind Gruppenhomomorphismen und fiir je zwei aufeinanderfolgende
Pfeile o —Liy o L1414 ¢ gilt Bild(f;) = Ker(f;+1). Im Detail bedeutet also Exaktheit
bei

(N) Die Abbildung ¢ ist injektiv (wir kénnen also N als Untergruppe i(N) von
G auffassen);
(G) Es gilt Ker(p) = Im(4), d.h. diese Untergruppe i(N) ist sogar ein Normal-
teiler und nach dem Homomorphiesatz ist Bild(p) = G/ Ker(p) = G/i(N);
(H) Die Abbildung p ist surjektiv, d.h. H = Bild(p) = G/i(N).
Bis auf die Isomorphismen ¢ : N = §(N) und Bild(p) = G/ Ker(p) ist eine kurze

exakte Sequenz also nichts anderes als eine Gruppe G mit Normalteiler i(N) und
Quotient G/i(N).

Sei s : H — G eine rechtsinverse Abbildung zu p : G — H (erhalten z.B. durch
Wahl von Urbildern und somit 0.B.d.A. s(e) = ¢). Dann ist G & N x H als Menge
vermoge der Abbildungen

G—NxH, g (g-s(p(9) " plg) und
NxH—G, (nh)—i(n)-sh).
In der Tat zeigt eine einfache Rechnung, daf§ die beiden Abbildungen invers zueinan-

der sind. Wir wollen nun die Gruppenmultiplikation von G in N x H ausdriicken,
d.h. durch das folgende kommutative Diagramm

(Nx H)x (NxH) >N x H

:l lg

GxG@——— =G
Sie sieht dann wie folgt aus:
(nl,hl) . (7’L27h2) = (z(nl) . S(hl) . Z(’I’LQ) . S(hg) . S(h1 . h2)_1,h1 . hg)

Wir bezeichnen N x H mit dieser Gruppenstruktur temporér als N x 3 H und haben
somit folgendes kommutatives Diagramm von Gruppenhomomorphismen:

1 N—>G—>H 1
A
incly v Pro
l1—N—>Nx,H——H——>1
Wenn wir die Abbildungen
c:HxH— N, ch,h):=s(h) -s(h)-s(h-h')"! und
p: H — Aut(N), p(h)(n):=s(h)-n-s(h)™?,

verwenden (wobei wir mit Aut(N) die Gruppe aller Gruppenisomorphismen N —
N (also Gruppenautomorphismen von N) mit der Komposition als Operation beze-
ichnen), dann kénnen wir die Multiplikation auf N x ¢ H auch wie folgt aufschreiben

(n,h) - (0, 1) = (- p(R)(n) - (1), B - ).
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Eine weitere Abbildung s’ : H — G ist genau dann ebenfalls ein Schnitt, wenn
eine (eindeutig bestimmte) Abbildung 7 : H — N existiert mit s'(h) = 7(h) - s(h)
fir alle h € H; denn 7(h) := s'(h) - s(h)~! hat genau dann Werte in N, falls
plr(h) = p(s' () - s(t)™Y) = p(s' (W) - p(s(B)~" = h- Bt = 1 gilt. Fir die
assoziierten Abbildungen ¢/ : H x H — N und p’ : H — Aut(N) heifit das
p'(h)(n) = 7(h) - p(h)(n) - T(h) ™"
c(h, ') = 7(h) - p(h)(r(h')) - c(h, h') - m(h- 1)~

Falls zwei exakte Sequenzen isomorph sind, d.h. ein Gruppenisomorphismus ¢ ex-
istiert, der folgendes Diagramm kommutativ macht,

N—‘sGg-—LtsH
A

v

N—sq H

; P

1

1 1

dann ist fiir Schnitte s : H -+ Gvonp: G- Hund s’ : H—- G vonp' :G' - H
auch pos’ : H —» G’ — G ein Schnitt von p : G — H und somit von der Form
pos’ =ior-s fiir eine Abbildung 7 : H — N. Mittels 7 kénnen wir ¢ als Abbildung
von N xg H =2 G’ nach N xg H 2 G nun wie folgt darstellen:

pln, B 2p (1) - ' () = (i () - o (s' (1)
=i(n) - Z(T(h)) -s(h) = z(n . T(h)) -s(h)=(n-7(h),h).

Wir werden in den folgenden Abschnitten nun untersuchen, welche Eigenschaften
c:HxH— N,p: H— Aut(N) und 7 : H — N in diversen Spezialfiillen besitzen
miissen.

A.2 Triviale Erweiterungen

Gehen wir als erstes der Frage nach, wann die Gruppenstruktur N x, H genau die
des Produktes ist, d.h.

i(n1) - i(ng) = i(n1 - n2) < i(n1) - s(hy) -i(ng) - s(ha) - s(hy - ha) ™1,
gilt. Wahlen wir n; = 1, so verkiirzt sich die Bedingung auf
i(ng) - s(hy - hy) - s(ho) ™t = s(hy) - i(n2).
Dies impliziert, dal s : H — G ein Gruppenhomomorphismus ist (setze ns = 1)

und s(h) mit i(n) fiir alle h € H und n € N kommutiert (setze ho = 1). In diesem
Fall ist also sowohl ¢(h,h’) =1 als auch p(h) = 1. Die Umkehrung gilt klarerweise.

In den néchsten beiden Abschnitten betrachten wir nun die Félle, wo nur eine der
beiden Bedingungen ¢ = 1 oder p = 1 erfiillt ist.

A.3 Semidirekte Produkte

Sei nun ¢ = 1, d.h. der Schnitt s : H — G ein Gruppenhomomorphismus (dies lift
sich nicht immer erreichen, betrachte z.B. 2Z — Z —» Zo := Z/27). Somit ist die
Multiplikation auf N x H somit durch

(n1, h1) - (n2, he) == (n1 - p(h1)(n2), hi - ho)
Dabeiist ps : H — Aut(N), b+ (n + i~ (s(h)-i(n)-s(h)~!)) nun ein wohldefiniert-
er Gruppenhomomorphismus. Andererseits liefert jeder Gruppenhomomorphismus
p: H — Aut(N) auf diese Weise eine Gruppenstruktur G auf N x H und eine kurze
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exakte Sequenz 1 - N -4 G -2+ H — 1, wobei i : N — N x H die Inklusion auf
den ersten Faktor und p: N x H — H die Projektion auf den zweiten Faktor ist.
Als Schnitt s kénnen wir die Inklusion auf den zweiten Faktor verwenden. Man sagt
in dieser Situation, dal G' das SEMIDIREKTE PRODUKT N X, H mit Normalteiler
N und Untergruppe H ist: Damit (1, 1) das neutrale Element ist, muf p(1)(n) = n
und p(h)(1) = 1 gelten. Fiir das Assoziativgesetz bendtigt man

p(h)(n') - p(hh')(n") = p(h)(n" - p(R')(n"))
und wenn wir n/ = 1 wihlen, folgt p(hh')(n”) = p(h)(p(k’)(n")), und mit A’ = 1
folgt p(h)(n')-p(h)(n") = p(h)(n’-n"). Es ist also N x , H mit obiger Multiplikation
genau dann eine Gruppe, wenn p eine Darstellung von H auf N (d.h. Gruppenho-
momorphismus H — Aut(N)) ist.

Es ist (n,h)™" = (p(h)~*(n™'),h™!) und somit ist
(L,h) - (n,1) - (L,A) ™ = (1 p(h)(n), h-1) - (p(R)~H (1), h™1) = (p(h)(n), 1),

d.h. p ist gerade die vom Schnitt s : h +— (1, k) induzierte Darstellung.

A.4 Getwistete Homomorphismen

Sei nun ¢’ ;= 7-s: H — G ein zweiter Schnitt, der auch ein Gruppenhomomor-
phismus ist. Aus s'(h-h') = s'(h) - s'(R') folgt 7(h-R') - s(h) - s(h') = s'(h-h') =
s'(h)-s' (W) =7(h)-s(h)-7(h)-s(h'), und somit 7(h-h')-s(h) = 7(h)-s(h)-T(h'),
oder dquivalent

7(h-1') = 7(h)- p(h)(r(h'))
Also ist 7 : H — N ein beziiglich p GETWISTETER GRUPPENHOMOMORPHISMUS
mit

P)(n) = ' (h) -n-s'(h) " =7(h) - s(h) - - s(h) " - 7(R) !
— 7(h) - p(h)(n) - T(h)~".

Umgekehrt definiert jeder beziiglich p getwistete Gruppenhomomorphismus 7 :
H — N eine neue Darstellung p’ durch

p'(h)(n) = 7(h) - p(h)(n) - (h) ™1,
denn

p'(h-h)(n) =7
(
(T( )+ p(h')(n) -
)

Wir wollen nun zeigen, dafl wir genau dann zwei isomorphe exakte Sequenzen er-
halten, wenn p und p’ mittels so einem 7 in Beziehung stehen. Es existiere also ein
Gruppenisomorphismus ¢ : G’ — G, der folgendes Diagramm kommutativ macht:

1 1

1 1

Dann ist sowohl s : H — G := N x, H, gegeben durch h — (1,h), als auch
die Zusammensetzung p o s’ : H — G’ — G ein Schnitt fiir G, wobei s’ : H —
G’ := Nx, H der Schnitt h — (1, h) sei. Also existiert nach Obigem ein beziiglich p
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getwisteter Gruppenhomomorphismus 7 : H — N (d.h. 7(h-h") = 7(h)-p(h)(7(R")))
mit @(s'(h)) = 7(h) - s(h) und somit ist

p(s'(h) -n-s"(h)™1) = (s'(h)) - (s ()~

b\
=
S~—"
—
S
I
5
b\
~—
=
—
S
I

da ¢ nach Voraussetzung auf N als Identitat wirkt.
Insbesonders besagt die Getwistetheit auch, daf3

T(h- ') = 7(h) - p(h)(r(R")) = 7(h) - m(h) ™" p/(R)(r(R')) - 7(h) = p' (W) (7 (W) - 7(R).

Nach konnen wir ¢ mittels 7 als ¢(n, h) = (n - 7(h), h) darstellen.

Umgekehrt konnen wir durch diese Formel mittels 7 nun einen Gruppenisomorphis-
mus ¢ : G’ — G definieren, denn

w(n,h) - o0’ h)=n-1(h

S
3

S
3

N e
=

— — —
)

(
(
(n-
(n-

90(” : p/(h) n/)’ h- h/) = @((nv h)- (n', h/))

Also stehen die Isomorphieklassen von Gruppenerweiterungen, die einen Gruppen-
homomorphismus als Schnitt zulassen, in bijektiver Beziehung zu

Hom(H, Aut(N))/ ~,

wobei zwei Darstellungen p’ und p dquivalent heiflen, wenn ein beziiglich p getwisteter
Gruppenhomomorphismus 7 : H — N existiert, welcher sie wie oben beschrieben
ineinander iiberfiihrt.

Beispiele.
Wir haben folgende kurze exakte Sequenz von Gruppen

1 — GL,(R") — GL(R") —Signedet y 7, 41,

wobei wir Zo als {£1} multiplikativ schreiben. Ein Schnitt s : Zy; — GL(R") ist

z.B. durch
+1 0
= ( 0 ian_l)

gegeben. Somit ist GL(R™) 2 GL; (R™) X Zsy ein semidirektes Produkt.

Sei G die Gruppe der affinen Bijektionen x — A -z + b (mit A € GL(F) und
b € E) des euklidischen Raums E. Diese wird auch als Az + b-GRUPPE bezeichnet,
siehe . Sie hat als Untergruppe die Gruppe E der Translationen x — x + b mit
b € E, welche der Kern des Gruppen-Epimorphimus G — GL(F) gegeben durch
(r — Az +b) — A ist. Ein Schnitt zu diesem Epimorphismus ist die Inklusion
GL(FE) — G. Somit ist auch G = E x GL(FE) ein semidirektes Produkt.
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A.5 Zentrale Erweiterungen

Sei nun p = 1, d.h. fiir den Schnitt s : H — G gilt folgendes:
i(n) - s(h) = s(h) -i(n) fir allen e N, he H

Damit das unabhéngig von s gilt, fordern wir allgemeiner, daf§ ¢(/N) im Zentrum
Z(G):={ge€eG:9-¢g =¢ -9V ¢ € G} von G enthalten ist und nennen solche
Erweiterungen 1 - N — G — H — 1 ZENTRALE ERWEITERUNGen. Insbesonders
ist dann N abelsch. Die auf N x H induzierte Gruppenmultiplikation ist also nach
Ausniitzen der Zentralitdt durch

(n1,h1) - (n2,h2) = (n1 - n2 - c(h, ha), h1 - ha)
gegeben, wobei ¢: H X H — N definiert ist durch
c(hi,ha) == s(hy) - s(hy) - s(hy - hy) ™
Die beiden Seiten des Assoziativgesetzes sind nun:
((n1,h1) - (n2,ha)) - (n3, hs) = (n1 - ng - c(h1, ha), hy - h) - (n3, h3)
(n1 no - C(hl, hg) ns - C(h1 . hg, hg), h,l . h2 . hg)
(n1,h1) - ((n2, h2) - (n3, hg)) = (1, hy) - (n2 - n3 - c(ha, ha), ha - h3)
= (n1-ng -n3 - c(ha, h3) - c(hi,ha - h3), hy - ha - h3)

Es liefert also ¢ genau dann eine assoziative Struktur, wenn die folgende “Kozykel”-
Gleichung erfiillt ist

c(hi, h) - c(hy - ha, hg) = c(ha, h3) - c(h1, hy - h3),
oder nach Ausniitzung der Kommutativitat

8c(h1,h2,h3) = C(h27h3) . C(hl . hQ,hg)_l . C(hl, hQ . hg) . C(hl,hz)_l = ].

Da wir (1) = 1 immer erreichen kénnen, indem wir s durch s'(h) := s(h) - s(1)~*

setzen, diirfen wir annehmen, daf ¢(1,1) = s(1) = 1 gilt und weiters:
1=20c(1,1,h) = c¢(1,h) - c(1,h) ™" - c(1,h) - c(1,1)" = ¢(1, h)
= 9c(h,1,1) = c(1,1) - ¢(h, 1)~ L. c(h, 1) - c(h, 1)71 = c(h, 1)71
=0c(h,h ™ h) =c(h™ ' h)-c(1,h) - c(h,1) - c(h,h ") =c(h™*, h) - c(h,h ™) ~*

Dies zeigt, daf} eine Abbildung ¢ : H x H — N in eine Abelsche Gruppe N, welche
die Kozykelgleichung dc = 1 und ¢(1,1) = 1 erfiillt, vermoge

(n,h)-(n',h'):==(n-n"-c(h,h"),h-H)
(n,h) L=t e(h,h )" RTh

eine Gruppenstruktur auf G := N x H festlegt und i : n+— (n,1) mit p: (n,h) — h
eine zentrale Erweiterung 1 — N—-+ G2 H — 1 beschreibt, denn (n, 1)-(n’, h') =
(n-n'-c(1,h),n)=(n" n-c,1),h)=(n,h) (n,1).

Weiters definiert A — (1, h) einen Schnitt s : H — N x H und es gilt

s(h) - s(h') - s(h-B)"Y = (1,h) - (1, 1) - (L h- 1)~
- (c(h, Y -e(h- b (1)) e e(h B (- W)Y, 1)
= (c(h‘vh/)’l)

136 andreas.kriegl@Qunivie.ac.at © 3. Februar 2017



A. APPENDIX UBER GRUPPENERWEITERUNGEN A6

A.6 Gruppen-Kozykeln

Wieder fragen wir danach, welche Kozykeln ¢ isomorphe Gruppen liefern. Sei dazu
vorerst ' ein zweiter Schnitt (mit s'(1) = 1). Dann ist s'(h) = 7(h)-s(h) = s(h)-7(h)
fiir eine Abbildung 7 : H — N, welche 7(1) = 1 erfiillt. Eine direkte Rechnung
(siehe ) fiir die assoziierten Kozykel ¢ und ¢’ ergibt
c(h,h')y=8r(h, 1) -c(h,h'), mit
or(h,b') :==71(W)-7(h-HW)"'-7(h).

Sei nun ¢ : G’ — G ein Gruppenisomorphismus, welcher das folgende Diagramm
kommutativ macht:

1 1

wobei G = N x H die vom Kozykel ¢ induzierte Gruppenstruktur, und G' = N x H
die von ¢’ induzierte Struktur sei. Wieder erhalten wir zwei Schnitte s und pos’ fiir
p: G — H, welche durch ein 7 : H — N wie folgt ineinander umgerechnet werden
konnen:

o(s'(h)) = 7(h) - s(h).
Fiir die Kozykeln liefert eine kurze Rechnung;:
d(h,h')=0r(h,h) - c(h,h').

Umgekehrt 148t sich mittels 7 : H — N ein Gruppenisomorphismus ¢ : G/ — G
wie bei semidirekten Produkten durch ¢(n,h) := (n-7(h),h) definieren, denn

(n-7(h)-n T(') c(h, W), h - ')
=(n-7(h)-n"-7(h')-Or(h, B )"t - (h, W), h - h')
=(m-n"-7(h-h) -(hh), k1)

=¢((n, 1) - (', 1))

Wir erhalten also, daf§ die Isomorphieklassen von zentralen Erweiterungen in bijek-
tiver Beziehung zu

p(n,h) - p(n, h')

{ce NIXH . 9c =0} /{or : 7 € N}

stehen. Dieser Quotient macht Sinn, da 8?7 = 0 fur alle 7 : H — N. Man beachte,
daf die Bedingungen ¢(1,1) = 1 und 7(1) = 1 weggelassen werden kénnen, da
or(1,1) = 7(1) und 8¢ = de, wobei c/(h,h') = c(h, ') - e(1,1)71 = e(h, ') -
Or(h,h') ist mit 7: b+ ¢(1,1)7!

Beispiel.
Die Heisenberggruppe H (siehe ) ist durch die zentrale Erweiterung
1-R—-H—-E—1

beziiglich des Kozykels b : E' x E — R, welcher eine symplektische (d.h. bilineare,
schief-symmetrische und nicht degenerierte, siehe ) Form ist, gegeben.
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A.7 Kohomologie von H mit Werten in einer Abelschen Gruppe

Man kann das 9, welches bei zentralen Erweiterungen in Form von dc und 97 aufge-
taucht ist auch verallgemeinern, indem man fiir eine Gruppe H und eine Abelsche
Gruppe N (die wir der Einfachheit halber additiv schreiben) wie folgt definieren:
d:C*YH,N)— C*(H,N) := {c: H* — N}
dc(hy, ... hit1) == c(ha, ... hpt1)+

k
+ Z(il)jc(hla ceey hj : hj—‘rla ceey hk—i—l) + (71)k+lc(hla ceey hk)
j=1

Eine direkte Rechnung zeigt 9* = 0 und somit kénnen wir die KOHOMOLOGIE von
H mit Werten in N als

HY(H;N) :=
= Ker(d: C*(H,N) — C*™'(H,N))/Bild(d : C*"'(H,N) — C*(H, N))

definieren. Es beschreibt also H'(H; N) die Isomorphieklassen von zentralen Er-
weiterungen von H mit zentraler Untergruppe N nach und es ist

H°(H;N) =Ker(d: C°(H,N) — C'(H,N)) = Hom(H, N)

A.8 Abelsche Erweiterungen

Betrachten wir nun den Fall, wo IV abelsch ist, aber nicht notwendig im Zentrum
von G liegt, also sogenannte ABELSCHE ERWEITERUNGEN N — G — H. Dann
konnen wir eine Wirkung p von H auf N durch

p(p(9))(n):=g-n-g "'

definieren, d.h. das in definierte p hingt nun nicht vom Schnitt s ab. In
der Tat folgt aus p(g) = p(¢’), dal g=! - ¢’ € N und somit ist ¢’ - n - (¢/)"! =
g-9gt-g -n-(¢)7t-g-g7' =g-n-g ! und folglich macht die Definition von p

Sinn und ist eine Darstellung, da konj : G — Aut(NN) eine ist.

NC % p

- H

p

G
konjl
A

Aut(N)

Ist nun s : H — G irgendein Schnitt, dann ist die Gruppenmultiplikation auf N x H
durch

(n1, h1) - (n2, he) = (n1 - p(h1)(nz2) - c(hi, ha), b1 - ha)

gegeben, wobei ¢ : H x H — N wie bei zentralen Erweiterungen in oder wie
in definiert ist durch

C(hl, h2) = S(hl) . S(hg) . S(hl . hg)il.
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Die beiden Seiten des Assoziativgesetzes sind nun:
((n1,h1) - (n2, h2)) - (n3, hs) =
= (n1 - p(h1)(n2) - c(ha, ha), by - ho) - (n3, hs)
= (n1 - p(h1)(n2) - c(ha, ha) - p(h1 - ha)(n3) - c(hy - ha, hg), ha - ho - h3)
(n1,ha) - ((n2, he) - (n3, hs)) =
= (n1,h1) - (n2 - p(h2)(n3) - c(ha, h3), ha - hs)

= (n1 . p(h1)(n2 . p(hg)(’ﬂg) . C(hg, hg)) . C(hl, h2 . hg), h1 . hg . hg)

Es liefert also ¢ (zusammen mit p) genau dann eine assoziative Struktur, wenn
(nach Ausniitzung der Kommutativitit von N) die folgende “Kozykel”-Gleichung
erfillt ist

C(hl7 hg) . C(hl . h2, hg) = p(hl) (C(hg, hg)) . C(hl, hg . hg),
bzw.
apc(hl, hQ, h3) = p(hl) (C(hg, hg)) . C(h1 . hg, h3>_1 . C(hh h2 . hg) . C(hl, hg)_l =1.

Da wir s(1) = 1 immer erreichen kénnen, indem wir s durch s'(h) := s(h) - s(1)~*
setzen, diirfen wir annehmen, daf ¢(1,1) = s(1) = 1 gilt und weiters:

1=0,c(1,1,h) = p(1)(c(1,h)) - c(1,h) - e(1,h) - e(1,1) " = ¢(1, h)
1= Bpelh, 1,1) = p()(e(1, 1)) - ey 1)~ - e, 1) - e(h, 1) = e, 1)
1=0,c(h, k"t h) = p(h)(c(h™*, ) - e(1,h) " - c(h,1) - c(h,h~1)~?

= p(B)(c(h™1, 1)) - e(h, A1)

Dies zeigt, dafl eine Abbildung ¢ : H x H — N, welche die Kozykelgleichung
Orhe =1 und ¢(1,1) = 1 erfiillt, eine Gruppenstruktur auf G := N x H durch

(n,h) - (n',h') == (n - p(h)(n') - c(h, B), b - 1)
(n,h)™ = (e(h™ h) ™ p(h™H) (1), R
definiert und zwar so, da 1 — N -+ G -2+ H — 1 eine abelsche Erweiterung

ist, wobei i : N = G durch n — (n,1) und p durch (n,h) — h gegeben sind. Es ist
s: H— N x H gegeben durch h +— (1,h) ein Schnitt und es gilt

s(h)-s(h')-s(h-h)"t=(1,h) - (1,A) - (1, h-B)"t = (c(h,h)),1).

A.9 Isomorphieklassen abelscher Erweiterungen

Wieder fragen wir danach, welche Kozykeln ¢ bei gleicher Wirkung p isomorphe
Gruppen liefern. Sei dazu vorerst s’ ein zweiter Schnitt (mit s’(1) = 1). Dann ist
s'(h) = 7(h) - s(h) fiir eine Abbildung 7 : H — N, welche 7(1) = 1 erfiillt. Die
folgende direkte Rechnung fiir die assoziierten Kozykeln ¢ und ¢ ergibt

d(h,h)=5s'(h)-s'(W)-s'(h-h)"?

=7(h) - s(h) - 7(W) - s(h') - s(h-R)~" - r(h-B)7
=7(h)-s(h) - T(W) - s(h)™" - s(h) - s(R) - s(h-B)) "' (h-B) 7
=7(h) - p(R)((h')) - c(h, h') - m(h- 1)~

=7(h) - p(h)(r(R)) - 7(h-1')~" - c(h, 1)

= 9,7(h, ') - c(h,h')

wobei 9,7 (h, 1) 1= p(h) (T(h/)) cr(h-B)~1 -7 (h) ist.
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Sei nun ¢ : G’ — G ein Gruppenisomorphismus, welcher das folgende Diagramm
kommutativ macht:

1 1

wobei G = N x H die vom Kozykel ¢ induzierte Gruppenstruktur, und G' = N x H
die von ¢ induzierte Struktur sei. Wieder erhalten wir zwei Schnitte s und pos’ fiir
p: G — H, welche durch ein 7 : H — N wie folgt ineinander umgerechnet werden
konnen:

o(s'(h)) = 7(h) - 5(h).
Fiir die Kozykeln liefert eine kurze Rechnung erneut:
d(hyh') = 08,7(h,h') - c(h,h').

Umgekehrt 148t sich mittels 7 : H — N ein Gruppenisomorphismus ¢ : G/ — G
wie bei semidirekten Produkten durch ¢(n,h) := (n - 7(h),h) definieren, denn

p(n,h)-p(n,h') = (n-7(h) - p(h)(n" - 7(I')) - e(h, h'), - 1)
= (n-p/(h)(n') - p'(W)(7(R")) - 7(h) - pr(h, W)~ - ! (B, 1), - 1Y)
=¢((n,h) - (n', h))

Wir erhalten also, dafl die Isomorphieklassen von Abelschen Erweiterungen bzgl.
einer Darstellung p : H — Aut(N) in bijektiver Beziehung zu

{ce NFXH . 9 c=0}/{d,7: 7€ N}

stehen. Dieser Quotient macht Sinn, da 827’ =0 fir alle 7 : H — N. Man beachte,
dafl die Bedingungen ¢(1,1) = 1 und 7(1) = 1 weggelassen werden konnen wie in

(a0

A.10 Kohomologie beziiglich einer Darstellung p : H — Aut(N)

Man kann das d,, welches bei abelschen Erweiterungen aufgetaucht ist auch verall-
gemeinern, indem man fiir eine Gruppe H und eine Abelsche Gruppe N (die wir
der einfachheithalber additiv schreiben) und eine Darstellung p : H — Aut(N) wie
folgt definieren:

9, : CFY(H,N) — C*(H,N) := {c: H*' - N}
8pc(h1, Cey hk+1) = p(hl)(c(hg, RN hk+1))—|—

Se(hseeo by Bty hig) + (1R (b, o by

Mx-

+
j:l

Eine direkte Rechnung (siehe [Kril6, 8]) zeigt 02 = 0 und somit kénnen wir die
KOHOMOLOGIE von H mit Werten in IV als

HY(H;N) :=
=Ker(9, : C*(H,N) — C*T'(H,N))/Bild(d, : C*~'(H,N) — C*(H, N))

definieren. Es beschreibt also HF} (H; N) die Isomorphieklassen von Erweiterungen
von H mit Wirkung p: H — Aut(N) und es ist

H)(H;N) = Ker(d, : C°(H,N) — C'(H,N)) = Hom(H, N)
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A.11 Transitive Gruppenwirkungen

Wir wollen zuletzt noch die Situation untersuchen, wo N nur eine Untergruppe
(und nicht ein Normalteiler) von G ist. Dann konnen wir zwar wieder die Menge
G/N der (rechten) NEBENKLASSEN {g- N : g € G} sowie die Quotientenabbildung
p: G — G/N, g+ g-N, betrachten. Es ist p(¢’) = p(g) & g~ !¢’ € N, denn
aus ¢’ N = gN folgt g~'¢’l € N und umgekehrt sei n := g~'¢g’ € N, dann ist
g'N =gnN = gN, also p(¢g') = p(9).

Hier ist G/N keine Gruppe mehr, allerdings haben wir eine Wirkung von G auf
G/N durch

g - gN = (g'g)N,
denn

(9192) - gN = ((9192)9)N = (91(929))N = g1 - (929)N = g1 - (g2 - gN).

Offensichtlich ist diese Wirkung TRANSITIV, d.h. fiir je zwei Nebenklassen go/N und
g1 N existiert ein g € G mit g- goN = g1 N (wihle g := g1g5 ).

Allgemein sagt man, daf eine Gruppe G (von links) auf einer Menge X wirkt (bzw.
daB X ein rechter G-Raum ist), wenn eine Abbildung A : G x X — X (genannt
LINKS-WIRKUNG) gegeben ist, die A(e,z) = z fiir alle 2 € X und A(gh,z) =
Mg, A(h, x)) fiir alle g, h € Gund z € X erfiillt, d.h. wo die durch g — (z — A(g,x))
definierte assoziierte Abbildung NG = Bij(X) ein Gruppen-Homomorphismus ist.
Unter einer RECHTS-WIRKUNG einer Gruppe G auf einer Menge X versteht man
eine Abbildung p : X x G — X, welche p(x,e) = z fiir alle z € X und p(x, gh) =
p(p(x,g),h) fur alle g,h € G und = € X erfiillt. Es ist p : X x G — X genau dann
eine Rechts-Wirkung, wenn A : G x X — X, definiert durch \(g,z) := p(z,g971),
eine Links-Wirkung ist, oder auch genau dann, wenn G°? x X — X (g, z) — p(z, g)
eine Links-Wirkung der Gruppe G°P, die als Menge G ist und die Multiplikation
o°P durch g e°P h := h e g gegeben ist. Letztere Aquivalenz folgt, da v : G — G°P,
g — ¢! ein Gruppen-Homomorphismus ist.

Umgekehrt wirke G auf einer Menge H transitiv (das konnen wir immer erreichen,
indem wir uns auf einen Orbit G - hy beschriinken). Sei weiters hg € H fix. Dann
ist Gp, == {g € G : g-hg = ho} eine Untergruppe von G, die sogenannte
ISOTROPIE(UNTER)GRUPPE bei hg, und G/Gp, ist isomorph zu H als G-Raum,
d.h. es gibt eine Bijektion ¢ : G/Gp, — H, welche mit der Wirkung vertauscht
(p(g-x) =g e(x)). In der Tat ist ¢ durch ©(gGp,) := g - ho gegeben und einfache
Rechnungen zeigen die behaupteten Eigenschaften.

Beachte, dafl je zwei Isotropiegruppen Gj, und Gy, konjugiert zueinander sind,
denn sei h1 = g1 - hg, dann ist

Gn,={9:9-hi=hi}={9:9-q1-ho=g1 ho}={9:97" 991 € Gr,}

Weiters entsprechen den Schnitten s : H — G mit s(p(1)) =1 von p: G — H die
Abbildungen ¢ : G — N mit qoi =idy : N - G — N welche mit der Rechts-N-
Wirkung vertauschen:

(—) Aus po s = idy folgt p(g) = p(s(p(g))) und somit existiert ein n, € N mit
g = s(p(g)) - ng. Also ist ¢ : g = ny = s(p(g)) ! - g eine wohldefinierte Abbildung
g : G — N. Es gilt gy = idy, denn s(p(n)) = s(p(1)) = 1. Und weiters ist
a(g-n) =s(plg-n)~"-g-n=s(p(9) " -g-n=q(g)-n

(++) Umgekehrt sei ¢ : G — N mit ¢|y = idy und vertausche mit der Rechts-/N-
Wirkung. Wir definieren s : H = G/N — G durch s(p(g)) := g-q(g)~'. Dann ist s
wohldefiniert, denn

siplg-n))=g-n-qlg-n) " =g-n-(q(g)-n) " =g-n-n""qlg)"" = s(p(g)).
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Weiters ist s(p(1)) = 1-¢(1)~! = 1 und p(s(p(9))) = p(g - a(9)~") = p(g), denn
9" -g-q(g) =aq(9) €N.
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