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Dies ist eine umfangreiche Aufgabensammlung zur Analysis 1. Es wird von den ProseminarteilnehmerIn-
nen keineswegs erwartet sich alle Beispiele anzusehen, geschweige denn diese zu l6sen. Die zu 16senden
Aufgaben sind links neben der Nummer mit () gekennzeichnet. Die iibrigen Beispiele sind fiir jene
gedacht, die entweder mehr Herausforderung suchen (nach meiner subjektiven Meinung schwerere
Beispiele sind mit ¥ rechts neben der Nummer gekennzeichnet) oder um mehr Sicherheit zu bekom-
men sich freiwillig noch mit weiteren Beispielen beschéftigen wollen. Zusétzlich habe ich jene Beispiele,
wo Mathematica hilfreich sein kann, um eine Idee zur Loésung zu bekommen mit # rechts neben der
Nummer gekennzeichnet. Die Uberschriften beziehen sich auf die jeweiligen Abschnitte in Skriptum
und Vorlesung.

Bleibt mir noch Euch viel Erfolg beim Losen zu wiinschen.

Andreas Kriegl
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2 Konvergenz von Folgen und Reihen
Motivation, siehe VO [1}, 2.1]

2.1. Bestimme analog zu [I1 [2.1.3] in der Vorlesung ein rekursives Nidherungsverfahren zur Berechnung

von /a.
Hinweis: In Analogie zur Berechnung von /a aus der Vorlesung, betrachte die Funktion f(z) :=a—=x
und bestimme deren Ableitung wie in der Schule.

3

2.2. Bestimme analog zu [I1 [2.1.3] in der Vorlesung ein rekursives Nidherungsverfahren zur Berechnung
von 1/a, welches ohne Benutzung der Division auskommt.

Hinweis: Betrachte die Funktion f(z) :=a — 1.

2.3. ® Es sei @ eine Niherung von y/a, dann ist 2% eine bessere Niherung. Konvergiert dieses
n m—+n
Verfahren gegen /a?

Metriken, siehe VO [1}, 2.2]

2.4. Zeige, dal die Taxi-Metrik d(z,y) := >, |rr — yx| eine Metrik am R™ (und auch am C") ist.
Hinweis: |z + w| < |z| + |w].

2.5. Zeige, dafl die Maximum-Metrik d(z,y) := max{|zr — yx| : 1 <k < n} eine Metrik am R™ (und
auch am C") ist.
Hinweis: |z + w| < |z| + |w|.

2.6. Zeige, dafl die Hamming-Metrik (siehe Vorlesung [I], 2.2.5]) eine Metrik auf der Menge der
endlichen Folgen in einem Alphabet A ist.

2.7. Es sei d die euklidische Metrik am R?. Es liege z1 im offenen Ball U, (z). Wie groff kann der
Radius s maximal gewiihlt werden, soda8l Ug(x1) C U,(zg) gilt. Stimmt diese Inklusion fiir dieses s
auch fiir eine beliebige Metrik d auf einer Menge X7 Ist es auch moglich fiir den abgeschlossenen Ball
B,.(xg) einen entsprechenden Radius s > 0 immer zu finden?

2.8. Zeige, daf} fiir die Euklidische Metrik ds, die Taxi-Metrik d; und die Maximum-Metrik d,
beziiglich beliebiger Punkte in R™ folgendes gilt:

Was bedeutet dies fiir die Bille (um 0 mit Radius 1)?

Hinweis: Zeige [2;] < />, |2j* < 32, |2 < n max{|z] i <n}.

2.9. Es sei d eine Metrik auf der Menge X. Zeige, dafl d'(z,y) := 1_‘?_(619”(%) ebenfalls eine Metrik auf

X definiert. Sind die gleichen Folgen in dieser wie in der urspriinglichen Metrik konvergent?

Hinweis: Fiir die Dreiecksungleichung zeige, da8 die Funktion f : ¢ — —— monoton wachsend ist und

ft+s) < f(t) + f(s) erfiillt. e

2.10. Versuche von mindestens 3 der folgenden Teilmengen von R festzustellen ob sie (beziiglich der
iiblichen Metrik) beschrankt?

a) {n—1:neN} d){n”—jl—n"—;:neN} g) {2"/n!:n € N}
b) {n —n?:n € N} e) {sin(n) : n € N} h) {n2?/2" : n € N}

c){vn+1—y/n:neN} f) {tan(n) : n € N} i) {n/(1+n?):n € N}
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2.11. Zeige, daB eine Teilmenge M C R™ genau dann beschrinkt ist, wenn fiir jedes i € {1,...,n} die
Menge M; := {x; : x € M} C R der i-ten Koordinaten von Punkten z € M beschrinkt ist.
Hinweis: Fiir die Maximums-Metrik ist dies leicht einzusehen, fiir die Euklidische Metrik folgt es aus

Aufgabe|(2.8)]

Grenzwerte, sieche VO [1], 2.3]

2.12. Zeige, daf eine Folge von Zahlen/Vektoren a,, genau dann gegen a», konvergiert, wenn a,, — tso
gegen 0 konvergiert.

2.13. Zeige: a, — ao impliziert |a,| = |acol-
Hinweis: ’\x| —y|| < |z —y| (wieso gilt dies?).

2.14. Zeige, da max{ay,,b,} — max{aeo, b}, falls a, = aoo und b, — by (und analog fiir min)
Hinweis: max{a,b} = (a + b+ |a — b])/2.

2.15. Es konvergiert a,, genau dann wenn a,; := max{a,,0} und a,, := min{a,,, 0} konvergieren.
Hinweis: a,, = a; + a,, .

2.16. Zeige, dal \/z,, = \/Too aus 0 < x,, — T, folgt.
Hinweis: Erweitere (,/T,, — \/Too)/1 mit /Ty, + /Too-

2.17. Verallgemeinere das vorige Beispiel auf die p-te Wurzel.
Hinweis: (27 — y?) = (v —y) - (2P~ + 2P 2y + - f ayP~2 4¢P~ 1).

2.18. Es sei a, > 0 fir alle n und es strebe a,, = a > 0. Fiir r € Q gilt dann, daf§ a], — al.

2.19. Zeige, dafl die rekursive definierte Folge x,41 := %(xn + a/x,) konvergiert (Hinweis: Mono-
tonie). Kannst Du den Grenzwert bestimmen?

2.20. ¥k Zeige, daB die Folge v/6, v/6 + /6, 64+ V6 + V6, ... konvergiert (Hinweis: Rekursions-

formel, Monotonie). Kannst Du den Grenzwert bestimmen?

2.21. ¥ Bestimme die Grenzwerte (sofern existent) von

2n2 + 3n ) 2n? + 3n ) 2n + 3n
2n — 3n? 3n — 2n3 3 o2

a)

2.22. ¥ Bestimme den Grenzwert (sofern existent) von vn2 +n —+v/n2 —n
Hinweis: Erweitere mit vn2 +n++vVn2 —n

2.23. ® Zeige: n(v/n+1—/n) = % sowie n(1 — /(1 —a/n)(1—b/n)) — (a+b)/2.
2.24. ¥ Bestimme

n? — .an n 3
TR ) g, VR 128 MR
nooon4+1 nocob5+4-377 nSe  nd

li

2.25. # Bestimme den Grenzwert von {‘/ﬁ2 und von v/n® + n3 + 1 sofern diese existieren.
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2.26. Es sei (ay,) beschrinkt. Dann gilt: lim, oo /> r_; |ax|” = sup{ay : k € N}.

O 2.27. ¥ Bestimme den Grenzwert (sofern existent) von 2777:

2.28. ¥ Bestimme lim,, o, 2.

2.29. ¥ Bestimme lim,,_, Z—: fir k € Nund a > 1.
Hinweis: a” =Y} _, (})(a — 1)

2.30. ¥ Bestimme lim,,_,o0 7%'

Die Aufgaben [(2.31)(2.40)| benstigen [, [2.5.5] aus der VO.

O 2.31. Zeige:nr— (14 %)”“ ist monoton fallend und konvergiert gegen e.

n\" n\"
e<7) Sn!ﬁen(7>
e e

Hinweis: Induktion mittels Aufgabe und [I} [2.5.5] aus der VO.

2.33. “L\/ﬁ — e. Hinweis: Aufgabe

2.34.

2.32. % Zeige:

%\/a — 0. Hinweis: Aufgabe |(2.33)

2.35. ® Zeige: lim,, oo (1 +2/n)" = €2.

2.36. ¥ Zeige: lim,, (1 +1/2n)" = \/e.

2.37. ® Zeige: lim, oo (1 + 2/n)" = € fiir z € Q. Hinweis: Aufgabe
2.38. # Berechne lim,, (1 4 1/n2)™.

2.39. ¥ Bestimme den Grenzwerte von: (1 — 1),

2.40. ¥ Bestimme den Grenzwerte von:

A=) +Q+55)°+ 1+ )™
5 :

(O 2.41. ¥ Betrachte die Folgen
= Vn+10° - Vn
\/W Vi
g
und zeige a, > b, > ¢, fiir n < 1000000. Berechne die Limiten der drei Folgen sofern sie existieren.

O 2.42. Esseix, < a firallen € Nund 2 := lim,,_, o, x,, existiere. Kann man daraus z,, < a folgern?
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2.43. Es existiere x4 := lim,_,o =, und es sei ., # 0. Beweise die Existenz einer Zahl N € N| s.d.
|zn| > |2oo|/2 fiir alle n > N gilt.

2.44. Es sei a, > 0 fiir alle n € N. Zeige: i — 0 & VK >0 3ng Yn > ng: a, > K (d.h. a, = 0)

2.45. Es seien {ny,ns,...} und {my, ms,...} zwei abzihlbar-unendliche disjunkte Teilmengen von N
deren Vereinigung N ist. Dann konvergiert a,, genau dann gegen aoo, wenn a,, — Goo Und G, — Goo
fur k — oo.

2.46. Zeige a, — aoo impliziert %Zzzl ar — Gs. Hinweis: Betrachte eventuell zuerst den Fall
s = 0.

2.47. 8 Zeige: [[;_,(1—7) = 0und [[;_,(1— ) — 5.

2.48. Essei M # () nach oben beschréinkt. Dann gibt es eine Folge in M die gegen sup(M ) konvergiert.

2.49. % Zeige: {/(*") — 4.

Hiufungspunkte, sieche VO [1), 2.4]
2.50. Bilde die Negation folgender Aussagen (dabei bezeichne z,, die Glieder einer Folge reeller Zahlen
und U die Umgebung eines Punktes p):
1. Alle z,, liegen in U.
. Alle z,, liegen auflerhalb U.
. Kein z,, liegt in U.

. Unendlich viele x,, liegen in U; genauer: Fiir unendlich viele n € N liegt x,, € U.

2
3
4
5. Unendlich viele z,, liegen auflerhalb U; genauer: Fiir unendlich viele n € N liegt x,, ¢ U.
6. Endlich viele z,, liegen in U, genauer: Fiir endlich viele n € N liegt x,, € U.

7. Hochstens endlich viele x,, liegen in U, genauer: Fiir héchstens endlich viele n € N liegt z,, € U.

Besagt eine dieser oder der negierten Aussagen fiir alle Umgebungen U von p genommen, daf§ p ein
Grenzwert (oder ein Hiaufungswert) der Folge (z,,),, ist?

2.51. Gib ein Beispiel einer beschrinkten Folge (a,), an mit
inf a,, < lima, < lima, < sup a,.
n n n

n

2.52. Es sei (an)n eine beschrinkte Folge und o, := inf{ay, : k& > n}. Zeige, daB a, gegen lim , a,
konvergiert, also liminfy a;, = lim,, infy>,, a; gilt. Formuliere ein entsprechendes Resultat fiir sup.

2.53. Es seien (a,), und (b, ), beschrinkt und > 0. Zeige, daf dann lim,, a,,b,, < lim,, a,, - lim,, b,, ist.
Gib auch ein Beispiel, daf3 Gleichheit nicht zu gelten braucht.

2.54. Wie konnte man Lemma [I} 2.4.4] auf unbeschréinkte Folgen erweitern.
Hinweis: Betrachte uneigentliche Konvergenz.

2.55. Bestimme lim = lim inf und lim = lim sup von

nsin(mn/3) + 1
n + cos(mn) + 1
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Unendliche Reihen, siehe VO [1], 2.5]

O 2.56. ¥ Bestimme sofern vorhanden den Grenzwert der folgenden Reihen:

k

-1
1. ZkZO %
2. Zk>0 Tk — Tk, wobei z, — 0

1 : g, i _1_ 1
2 k>1 Eet1) (Hinweis: EhtD) — K 1)

1
4. Zkzl 1k2—1

e

2.57. ¥ Zeige:

0 1 1
L Y i wrmeer = 1

[e%e] k _ 1
2. 2kt IO = 40

log(1+ 1) 1
3. D ko 1og(klog<k+1>) = Tog(2)"

2.58. Zeige: 3 ;7 (2k @k—1)2 — 4Zk 1 12~

2.59. ¥ Fiir welche o konvergiert:

O 2.60. ¥ Bestimme das Konvergenzverhalten von jeweils einer Reihe der folgenden drei Listen:

1.
S, >, >, o
>on &t > g >k moF
> ()2 SR 1/ ()
2. .
> (32) 5, i’ S mor
Son(ZEy S e fi o < 1
3. . -
S0 ¥, G Syl
o S >, L S, EU i af < 1

Se(-DM S 2= ) (e— 1+

(O 2.61. ¥ Bestimme das Konvergenzverhalten von jeweils einer Reihe der folgenden drei Listen:

1.
Z L? Zk & kaf Zn %W
> on T DT k)p firpeN

N “T B YuWa- Sr(=1F e - (L+ 1))
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2.
>k T >pa®
3. k k k+1
- Ve— "k
Zk( ;) (14_%)/% Ek( . +1)

2.62. ¥« Zeige die Konvergenz von:
1 1 1 1 1 1

VI-UNE VI3 VB1UVB VBrUVE VI-LVE VitV

2.63. Bestimme das Konvergenzverhalten VOI:
E ;
% k}hl(k) ln(h'l(k}))

2.64. Bestimme das Konvergenzverhalten von:
11 1 1 1

l—c+-—=+3

sta T mtyzTE T

2.65. ¥ Welche der folgenden Reihen sind absolut bzw. bedingt konvergent:

(=" (=" ="
anog(n)’ Z2n+1 und zn: nyn

n n

2.66. Ist a; > 0, monoton wachsend und beschriinkt so konvergiert », (* — 1)
k
2.67. Zeige, dafl wenn die Konvergenz einer Reihe mittels Quotiententest erkannt werden kann, so

k
auch mittels Wurzeltest. Umgekehrt nicht, wie ), 22(,;1) zeigt.

2.68. Es sei ), a konvergent und (by) beschriankt. Gibt ein Beispiel, da§ dann )~ axbi nicht zu
konvergieren braucht. Ist jedoch ), as sogar absolut konvergent so auch ), ayb.

2.69. Es sei ag := 0 und ay, := (—1)*"'/Vk fiir k > 1. Dann ist >, az bedingt konvergent und das
Cauchy-Produkt dieser Reihe mit sich selbst divergent.

2.70. ¥ Zeige:
L Y o(k+ )2k =1/(1—2)? fir |z < 1.
2. 300 kat =x/(1 —2)? fur [z] < 1.
3., In(1— %) =In(3).

Hinweis: Beginne mit der rechten Seite.

2.71. Wenn ), ay absolut konvergiert so auch Y, a?, nicht aber umgekehrt.

2.72. Minkowski-Ungleichung: Sind ), a7 und ), b7 konvergent, so auch Y, (ay + bx)? und es gilt

Z(akerk)Q < Zasz Zb%
k=0 k=0 k=0

S L el und es gilt d(a+ b) < d(a) + d(b).

2.73. Es seien aj, € R. Dann konvergiert d(a) : k 3F THTa]
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Beispiele fiir den Mathematica-Teil
Die folgenden 10 Aufgaben sind im PC-Labor Teil des Proseminars auf Diskette abzugeben.
2.74. Bestimme folgende Grenzwerte:

- 2n* + 3n i 2n* 4 3n i 2n3 + 3n

5 im 3 im ————
n—oo 2N — 3n n—oo 3N — 2n n—oo 3N — 2n

2.75. Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

O D OO VA S
2" n
( Zn 14+2n

n!)?

n n3 n 2n!
a™ > 1
T n n2

4

2
Zn ;7 Zn n
Sind die ersten beiden Reihen absolut konvergent?

2.76. Uberpriife das Konvergenzverhalten von 3 weiteren (wesentlich verschiedenen) Folgen oder
Reihen.

2.77. Eine dgyptische Pyramide mit quadratischen Grundrif}, Basislinge a und Hohe a sei aus Wiirfeln
der fixen Seitenlinge a/n aufgebaut. Bestimme ihr Volumen (Hinweis: Summenformel 12422+ - - 4n?)
und berechne den Grenzwert fiir n — oo und somit das Volumen einer mathematischen Pyramide der
selben Basis und Hohe.

2.78. Konvergieren die Reihen: Y7, m, PO #g(n) und Y0, m?

2.79. Finde die Grenzwerte von x,4+1 := f(x,) fiir f = sin und f = cos (oder eine trigonometrische
Funktion deiner Wahl) zu verschiedenen Anfangswerten zy und interpretiere das Ergebnis.

2.80. Finde den Wert von \/6 +v6+ 6+ ... (Hinweis: Rekursion).

2.81. Das Newtonverfahren zur approximativen Bestimmung einer Nullstelle einer Funktione f besteht

darin die rekursiv definierte Folge =, 11 = 2, — J{,((Z" )) zu untersuchen. Verwende dies um z = /2 (also

die Losung der Gleichung x3 = 2) ndherungsweise zu bestimmen.
2.82. Fertige ein Bild der Folge

n (3 sin(n) cos(n)? — sin(n)?, cos(n)® — 3 cos(n) sin(n)2>
an und interpretiere es.

2.83. Stelle die Reihe Y °° , —L — graphisch dar indem Du die Partialsummen der ersten 2" Sum-

n=2 n log(n)

manden fiir 1 < n < 30 betrachtest. Interpretiere das Ergebnis.

Die Liste der Aufgaben wird zu einem spéteren Zeitpunkt fortgesetzt. . .
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3 Stetige Funktionen
Stetigkeit, siehe VO [1}, 3.1]

3.1. Ist die Funktion f: Q — R, mit f(z) := 0 fiir 2 < V2 und f(z) := 1 fiir z > /2 stetig?
3.2. Wo sind folgende Funktionen stetig:

o r—vr+1

o x— Va2 +1

3.3. Wo sind folgende Funktionen stetig:

e x> vVr—vVr2+2
o x> Va+ Va2 =2

o i (z+1)%/3

3.4. Zeige, daf} folgende Funktion genau in den irrationalen Punkten stetig ist:

q

Firoes L falls ¢ = % € Q mit minimal gewéhlten ¢ € N
i T
0 andernfalls

3.5. Esseien f,g: R — R stetig und f|g = g|g. Dann ist f = g.
3.6. Essei f : R — R monoton (oder stetig) und es gelte f(x+y) = f(z)+ f(y) fiir alle 2,y € R. Dann

gilt f(x) =z f(1) fir alle # € R. Hinweis: Bestimme zuerst f(nz) und dann f(2) fir 0 # m € N
und n € Z.

3.7. Zu jedem 0 < t < 1 finde Folgen a,, \, 0 and £, \, 0 mit a» — ¢t Hinweis: t" — 0.

3.8. Ist (z,y) — Va2 + 92 bzw. ist (z,y) — v/2* + y* stetig auf R??
Unstetigkeit und Grenzwerte, siche VO [1l, 3.2]

3.9. ¥ Untersuche die Stetigkeit der Funktion z — %ﬁzm

3.10. Essei g : R — R beschrinkt. Dann ist  — x g(z) stetig bei 0.

3.11. Formuliere Grenzwertsitze analog zu [, 2.3.5] und [I, 2.3.16] aus der VO fiir lim,_,,_ und
limg_00- Wieso gelten diese?

z3+x27x71 m3+z27171

3.12. ¥ Berechne die Grenzwerte von: lim,_,1 o , limy,_q g
3,2 2
. x4 —x—1 7: 1—v1—x2 . T
limg 1 S lim, o Yz und lim, o o]
3 4 n 3
: s S i S z"—1 7 z”—
3.13. &7 Berechne hm:l;_>1 P hmw_>1 P hmw_>1 o1 hmw_>2 =2
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3.14. # Berechne lim, ¢ ‘”;:gk = k¢F~1. Hinweis: Aufgabe |(3.13)

. 2 . 2
3.15. ¥ Berechne lim,_,1_ % und lim, 14 ﬁ

3.16. Welche der folgenden Funktionen sind stetig?
3

x> sin(15%z), ¢+ COS(H%) und z — tan(ﬁ).

3.17. ¥ Ist die Funktion f : (z,y) — % stetig auf R?? Hinweis: (z,y) = rcos(p), rsin(yp).

3.18. Essei f wachsend auf (a, b) und nach unten (bzw. oben) beschréinkt. Dann existiert lim,_, 4 f(2)
(bzw. lim,_,— f(x)).

3.19. Essei f : (0,+00) — R monoton und « := limys,—00 f (1) existiere, so existiert limps;— 400 f(2)
und ist gleich a.

3.20. Zeige, daB lim,_, 1 f(x) genau dann existiert, wenn lim,_,o4+ f (%) existiert. Es besteht Gle-
ichheit zwischen den Limiten.

. 2 . 2 .
3.21. ¥ Berechne lim,_, o ig—ﬁ, limg o0 3;3021411, lim, oo (Ve +1—va—1)

3.22. ¥ Bestimme folgende Grenzwerte (falls sie existieren)

]

limg 00 #n(a:) lim, o =
. 1 3 .
hmz_)l(lfx — w) hmz_>oo IE(\/ x2 +1 7$)
. Vitzr—1 . sin(|x
lim,_,q - limg = %gl)

3.23. # Berechne folgende Grenzwerte: lim, 4 oo (V422 + 22 — 1 — 2z),
3 2% 4222 : . —1)l=]
hmat—>—oo %7 hmx—H—oo \/E( VL +1 - ﬁ) und hmz_H_oo ( ;) .

et 24311 (2-%)°0+3)°-1

3.24. ¥ Berechne folgende Grenzwerte: lim,_, 4 o und limg 4o

2¢d+x3+x 1+T}T_q\27
3
3.25. ¥ Berechne lim,_, o %, lim,_.¢ % und limg_q ij—:%
3.26. ¥ Berechne folgende Limiten
. 1— a3 . 3+ 1
lim — lim ————.
z—=1+ 1 — 2z + 22 z——oo 2 — 1

3.27. Eine auf einem Intervall I monotone Funktion besitzt hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen. Hinweis:
Diese sind Sprungstellen.

3.28. Essei f: X — R beschriinkt. Dann ist sup(f(X)) — inf(f(X)) = sup{f(z) — f(y) : z,y € X}.
3.29. Fiir monotone Funktionen f ist wy(z) = |f(z+) — f(z—)|.

3.30. Zeige die Doppelreihe Zzoj:Q %k konvergiert.

3.31. Zeige die Reihe $;° ) (*1?)2* konvergiert fiir [z| < 1 und bestimme ihre Summe. Hinweis:
("3%) =i +1).
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3.32. % Zeige, dafl die axiomatisch definierte Cosinusfunktion eine kleinste positive Nullstelle hat
(die wir dann 7/2 nennen konnen). Hiweis: Gehe indirekt vor und folgere die Monotonie (und
Beschrénktheit) von sin und cos auf {z : * > 0}. Betrachgtung der Grenzwerte lim,_, . sin(z) =
limy s 4 o0 sin(2z) und lim, 4o cos(z) = lim,, 4 oo cos(2z) fithrt auf einen Widerspruch.

3.33. Zeige unter Verwendung von Aufgabe|(3.32)] dafl die axiomatisch definierten Winkelfunktionen
folgendes erfiillen:

sin(m/2) = 1.

sin(m/2 — x) = cos(z) fiir alle x.

e sin und cos sind 27-periodisch, d.h. erfiillen die Gleichung f(x + 7) = f(x) fir alle x € R.

sin ist streng monoton wachsend auf [—7/2,7/2] und cos ist streng monoton fallend auf [0, 7]

3.34. Essei z,y > 0 mit 2% + y? = 1. Zeige, dafl genau ein ¢ mit 0 < ¢t < /2 existiert mit sin(t) =y
und cos(t) = x.

3.35. Beweisen sie folgende Identitdten fiir die axiomatisch definierten Winkelfunktionen:

sin(2x) = 2sin(x) cos(z) und cos(2z) = 2cos(z)? — 1

2 tan(z)
1—tan(z)?

tan(2z) = (fur |z < F)

sin(3x) = 3sin(x) — 4sin(x)? und cos(3x) = 4 cos(x)3 — 3 cos(x).
e sin(z)sin(y) = 1 (cos(z — y) — cos(z + y)) und cos(z) cos(y) = 3(cos(z — y) + cos(z + y))

1—¢t2
1+t2°

e s sei t = tan(§) mit [2| < 7. Dann ist sin(x) = 142_32 und cos(z) =

Kompaktheit, gleichméBlige Stetigkeit, siehe VO [1, 3.3]

3.36. Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist, d.h. mit jedem Punkt
eine e-Umgebung diese Punktes enthlt.

3.37. Es sei f stetig. Dann sind folgende Mengen abgeschossen:

o f710) = {a: f(z) =0}
o f7Ha)={z: f(x) = a}
o {w: f(x) = a}.

o {z: f(x) <b}.

o {z:a< f(z) <b}

3.38. Eine Abbildung f ist genau dann stetig, wenn die Urbilder aller abgeschlossenen Mengen
abgeschlossen sind.

3.39. Essei f: X — R stetig, f > 0 und X kompakt. Dann existiert ein a > 0 mit f(z) > « fiir alle
rzeX.

3.40. Zeige:
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e 7 ist nicht kompakt (aber abgeschlossen).
e (0,1] ist nicht kompakt (aber beschrinkt).

o {1,1/2,1/4,...,1/2™ ...} ist nicht kompakt.

3.41. Jede abgeschlossene nach oben beschrinkte nicht-leere Menge besitzt ein Maximum.
3.42. ¥ Ist die Funktion x — 23 auf R gleichmiBig stetig?

3.43. ¥ Ist die Funktion 2 — auf R gleichméfig stetig?

P
241

3.44. ¥ Ist die Tangensfunktion x ~ tan(z) gleichmiBig stetig? Wie sieht es mit ihrer Umkehrfunktion
arctan aus?

3.45. Gibt ein Beispiel einer beschrinkten Funktion an, welche trotzdem kein Maximum besitzt.
(Siehe (2.3.6))

3.46. Essei f : [a,b] — R stetig und € > 0. Dann existiert eine Treppenfunktion g mit || f — g|lec :=
sup{|f(z) — g(x)| : € [a,b]} < e. Hinweis: In der Nihe von = kénnen wir f durch die konstante
Funktion f(z) approximieren.

3.47. Bilder von Cauchy-Folgen unter stetigen Abbildungen miissen keine Cauchy-Folgen sein, wohl
aber unter gleichmiflig stetigen Abbildungen.

3.48. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist gleichméBig stetig.

3.49. Jede gleichmifBig stetige Funktion f : R™ O X — R? ist beschrinkt auf beschriankten Mengen.
Hinweis: Bolzano & Weierstra8.

3.50. Eine kompakte Schachtelung ist eine Folge kompakter Mengen K, mit K,, O K,,+1 und d(K,,) —
0. Zeige, daf eine solche einen eindeutigen Punkt z, € (,, K, besitzt. Jede Folge (a,) mit a, € K,
fir alle n konvergiert gegen x .

3.51. Finde stetige Funktionen aud (0, 1] die nicht beschrankt sind und solche die zwar beschrénkt
sind aber dennoch kein Minimum und kein Maximum besitzen.

3.52. ¥ Welche der folgenden Funktionen f ist gleichmiiBig stetig auf I:

o fixw— 1/x, I:=(0,+00).
o fiax—1/x, :=(1,4+00).
o fix— a2 I:=R.

o fixrra? I:=[a,b)].

3.53. # Welche der folgenden Funktionen f ist gleichmiBig stetig auf I:

o wry Tl [ i=1[2,3];

oz’ [:=[-1,1];

a2’ 1= (=1,1);

r 2, I :=(a,b);
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3.54. FEine Funktion f : X — R heif}t bei £ € X nach oben halbstetig, wenn Ve > 0 eine Umgebung
U von ¢ existiert mit f(z) < f(€) + ¢ fiir alle x € U. Zeige:

e f ist nach oben halbstetig bei £ genau dann, wenn limsup f(x,) < f(£) aus z,, — £ folgt.

e f ist genau dann noch oben halbstetig, wenn {z € X : f(x) < a} offen ist fiir alle a € R, bzw.
genau dann, wenn {x € X : f(x) > a} abgeschlossen ist fiir alle a € R.

e Die Funktion x(_o, 0] ist nach oben halbstetig, die Funktion x(_. ) ist es nicht. Eine Teilmenge
A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn y 4 nach oben halbstetig ist.

e Ist f auf einer kompakten Mengen nach oben halbstetig, so besitzt sie ein Maximum.

e Das punktweise Infimum einer punktweise nach unten beschrinkter Familie nach oben halb-
stetiger Funktionen ist nach oben halbstetig.

Stetige Gleichungen, siche VO [1, 3.4]

3.55. Essei f: I — R stetig mit f(I) 2 J, wobei I und J kompakte Intervalle sind. Zeige die Existenz
eines kompakten Intervalls I’ C I mit f(I') = J.

3.56. Essei f:[0,1] — [0,1] stetig. Dann existiert ein zo € [0, 1] mit f(zo) = zo.
3.57. ¥ Essei f:x— sin(%7) und g : @+ e —2x. Zeige, dafl es ein ¢ € [0, 1] gibt mit f(2¢) = g(wo).
3.58. Zeige, daf} jedes reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine Nullstelle in R besitzt.

3.59. Jede injektive und stetige Funktion auf einem Intervall ist streng monoton (siehe VO [IJ,3.4.3]).
Sind diese Voraussetzungen notwendig?

3.60. Die Umkehrfunktion einer injektiven stetigen Funktion f: R O X — R ist immer dann stetig,
wenn X kompakt oder offen ist. Hinweis: Bolzano & Weierstraf3.

3.61. Es sei f streng monoton auf einem Intervall. Dann wissen wir, dal f~' existiert und streng
monoton ist. Wieso folgt aus dem Umkehrsatz nicht, da8 f = (f~1)~! stetig ist?

3.62. ¥ Zeige, daB die folgenden Funktionen eine Umkehrfunktion besitzen:

1—a3

3
x> (1+x)? fir £ >0

T fire >1

3.63. # Zcige: Folgende Funktionen besitzen eine Umkehrfunktion und bestimme diese.

1—a8
23

x> (1+/x)? fir >0

T firz >1

T firxz >1

1— 23

3.64. Es sei p > 0. Dann gilt:

o Ist a, > 0 fiir alle n und a,, = 0, so strebt a? — 0.
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o 1/2P N\, 0 fir £ — +o00.

o 1P — o0 fiir x — +o00.

3.65. Zeige:

e Essei 0 <a < 1. Dann ist lim,_, o a® = 0.

e Essei a > 1. Dann ist lim,_, o a® = 400.
3.66. Esist lim, , | @ = 0. Hinweis: Aufgabe|(3.12)

3.67.

e Zeige:

1 1 1
— < log(1 -
+1<0g( + ) n

e Folgere die Existenz der Euler-Mascheroni’schen Konstante:
1
Jm (el
Hinweis: Vergleiche mit >, log(%£L).

3.68. Zeige:

i k+1 _ nlggo Z IOg
k=1

Hinweis: Aufgabe|(3.67)|
3.69. Zeige log,(b) - log,(a) =1 fiir a,b > 0.

3.70. Essei g: (0,+00) — R monoton mit g(st) = g(s) + g(¢) fiir s,¢ > 0. Dann existiert ein ¢ € R
mit g(t) = ¢ log(t) fiir alle ¢ > 0. Hinweis: Aufgabe |(3.6)

3.71. Finde eine stetige surjektive Funktion f : (0,1) — (0,1) ohne Fixpunkt.

3.72. Im Banach’schen Fixpunktsatz haben wir verlangt, dafi f(X) C X gilt. Zeige, daf§ fiir Kon-
traktionen f : R"™ — R™ mit d(f(z), f(y)) < gd(x,y) fir ein ¢ < 1 dies auf der Menge X :=

{x d(z, o) < M} automatisch gilt.
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3.73. Untersuche die Stetigkeit (stetige Fortsetzbarkeit) von z +— sinl, z — log(2?) und von z +»
x sin % Erstelle auch Graphiken dazu.

3.74. Bestimme lim,_, ;o (vT + 1 — /) sowie lim,_,3vx2 — 6x + 9/(z — 3).

3.75. Bestimme limg,_,q(3222)1/#* Jim, o (S0@))1/(@lg2) ynd lim, . (1 + 2)®.

x x

3.76. Welcher Unterschied existiert im Konvergenzverhalten der Folge n +— tan((n 4+ 2)m) und der
Funktion @ — tan((z 4+ 1)) bei +oo. Mache Graphiken dazu.

3.77. Ist (z,y) — ngifyz stetig zu (0,0) fortsetzbar? Erstelle auch eine Graphik dazu.

3.78. Untersuche limg ;o nyyQ Mache eine Graphik dalfiir.

3.79. Untersuche die Funktion x — x — sin(x). Besitzt sie eine Umkehrfunktion? Ebenso fir « —

x + cos(x).

3.80. Bestimme lim,_, o %2;75:: und begriinde das Ergebnis.

z—tan(x)
sin(x)

3.81. Bestimme lim,_,q und begriinde das Ergebnis.
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4  Differenzierbare Funktionen

Differenzierbarkeit, sieche VO [1], 4.1]

4.1. # Zeige unter direkter Verwendung der Definition (ohne Produktregel), daf die Funktion z +— 2™

(fir n € N) differenzierbar ist mit Ableitung z +— naz™~ 1.

S R At S 3/ S (3 Ll et
h—0 h h—0 h
n—1
= <n> 2P lim B F 1 = pan L
k h—0
k=0

4.2. Sei £ ein Punkt des offenen Intervalls I. Dann ist f : I — R genau dann differenzierbar bei &,
wenn die rechts- und links-seitigen Ableitungen lim, ¢4 L_g(f) existieren und gleich sind.

T—

4.3. ¥ In welchen Punkten ist z — |z| und in welchen ist z — |x|* differenzierbar. Da |z| = = fiir
x> 0und |z| = —x fiir @ < 0 ist, ist sowohl z — |x| also auch z ~ |x|3 differenzierbar auf R\ {0}.
Erstere Funktion ist nicht differenzierbar bei 0 nach Aufgabe denn die einseitigen Ableitungen
sind 41. Die Funktion x ~ |z|3 hat als einseitige Ableitungen bei 0

h[? —
p BEE=10]

lim +h% =0
h—0+ h h—0+

und ist somit differenzierbar auf R.

4.4. ¥ Die Funktion f : t — tsin(1/t) kann stetig zu 0 fortgesetzt werden, aber nicht differenzierbar.

4.5. ® Die Funktion f : ¢+ t2sin(1/t) fiir ¢ # 0 und £(0) := 0 ist differenzierbar aber die Ableitung
ist nicht stetig bei 0. Offensichtlich ist f’ nicht stetig bei 0, denn cos(1/t) oszilliert zwischen +1 und
lim;_,o 2t sin(1/t) = 0.

4.6. Essei f: (a,b) — R differenzierbar bei xg € (a,b). Welche der folgenden Aussagen sind richtig:

h—xq h— X0

f(xo) = f(zo — h)

! — 1~
fi(wo) = lim

h
o) = 20 = S =)
/(@) = lim f(xo + Qh)h— fxo + 1)
f,(xo) - hHOE%ﬁ\Of f(xo - hf)L : i(mo - k)
/ - flzo+h+k)— flzo+ k)
f'(wo) = h—»OJHE—er h

4.7. ¥ Leite die Formel cos’ = — sin her.

4.8. ¥ Differenziere die folgenden Funktionen:
3
x> L x e sin(e® + 1) und @ — /cos(2).
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4.9. ¥ Differenziere folgende Ausdriicke nach x:
a) e®® (a cos(bx) +bsin(bx)) b) e* a2

o) (1+vz) d) (1 + e®)?

4.10. ¥ Differenziere folgende Ausdriicke nach z:

3 z sin(x
a) %i; b) \/;)g(l() : C) cosl(x) +tan(g:)

4.11. ¥ Differenziere in jeder der folgenden Zeilen einen Ausdruck nach z:

a) Zfidb b) cot(z) := Z?;E;)) c) tan(z) + %
d) log <1+x) e) log (ﬁm) ) log(sin(x))

g) log(tan(x)) h) log(tan (%)) i) arcsin ( 2+}>
j) arctan(cot(x)) k) x arctan(x) — M

4.12. ¥ Differenziere folgende Ausdriicke nach z:

a) V1+a? b) \/3E2 ¢) Veltata?
d) \/z+\z+ T e) \/x2 + cos(Va3) f) —L

log(x)?
g) e-me)” h) log(1 + ) i) log(log(z))
j) sin(1 + z?) k) sin(1 + x3)2 1) \/cos(x?
m) tan(y/z)> n) Vesin(ve) o) arcsin(z?)
p) arcsin(\/%) q) arccos(z) r) arctan(%=1)
s) arctan (ﬁ)

4.13. ¥ Differenziere einen der folgende Ausdriicke nach x:

a) (1+x2)sm(x) b) (H—m)xz c) z®"

1—x

4.14. ¥ Zeige die Leibniz-Formel:
Fiir n € N und alle n-mal differenzierbaren Funktionen f und g gilt:

(f o)™ = Z( )f<k> o)

k=0

4.15. ¥ Bestimme die partiellen Ableitungen der Funktionen:
(7,y,2) + sin(z)? + yz und (z,y, 2) — cos(zy + 2).

4.16. ¥ Bestimme die partiellen Ableitungen folgender Funktionen:
(.y) = (sin( - ), cos(a® + y2)) und (z,) ~ (£, 2).

4.17. ¥ Bestimme die Richtungsableitungen an der Stelle (0,0) von

9,2 2 .
(5.5) > {y+ fir (2,y) # (0,0)
’ 0

fiir (x,y) = (0,0)

4.18. ¥ Bestimme die Richtungsableitungen an der Stelle (0,0) von

9023572424 fiir (z,y) # (0,0)
o {o "t (e) = 0,0)
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4.19. ¥ Berechne die ersten beiden Ableitungen von:
o x — sin(z?);
o x +— sin(z) cos(z)?;

I tan(ﬁ);

4.20. ¥ Berechne die ersten beiden Ableitungen von:

e x — cos(sin(z))
e x — arcsin(v/1 — x)

e 1+ arctan(z® + 2z)

4.21. ¥ Verifiziere: (L)% (cos(z)e™®) = —4 cos(z)e?,

4.22. % Beweise die Existenz der Umkehrfunktion arccos von cos : [0,7] — [~1,1] und bestimme
deren Ableitung.

4.23. ¥ Berechne folgende Grenzwerte mit Hilfe des Mittelwertsatzes:

1. limy,— 00 n(1 — cos(1/n)),
2. limy, 00 (VN2 + a2 — V/n2),

3. limg_,q % fiir a >0 und 8 # 0.

4.24. Es seien f,g : [a,b] — R stetig und auf (a,bd) differenzierbar. Weiters sei f(a) = g(a) und
0< fl(x) < ¢'(z) fiir a < x < b. Dann ist f(x) < g(z) fiir alle a < z < b.

4.25. Es sei f n-mal differenzierbar auf den offenen Intervall I und verschwinde auf n+1 verschiedenen
Stellen in I. Dann existiert ein &€ € I mit (™ (¢£) = 0.

4.26. ¥ Es sei 0 < a < 1. Fiir jedes b € R hat das Polynom z ~ a2® — 3a2 + b hochstens eine
Nullstelle in [—a, a].

4.27. Zeige: Eine auf einem Intervall differenzierbare Funktion ist genau dann Lipschitz stetig (d.h. es
existiert eine Konstante L € R mit |f(z1) — f(x2)| < L|z1 — 22| fir alle 21, x2 im Definitionsbereich),
wenn ihre Ableitung beschrinkt ist.

4.28. % Zeige: Die Funktion z — (1 + 1) ist streng monoton wachsend fiir z > 0.
4.29. Essei f(x) > 0 fur alle x. Dann ist f(z) > f(zo) + f/'(z0)(x — o) fir alle x # 0.

4.30. ¥ Diskutiere folgende Funktionen:

z2—1

® T x2+4+x—2

o 1> ze /%
2
o 1 pe 1/

o v LI n(z+1)
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o 1 i/

4.31. ¥ Fiir welche a,b € R hat die Gleichung 2 — a2 + b = 0 drei reelle Lésungen?

4.32. ¥ Berechne die Nullstellen, horizontale, vertikale (und ev. andere) Asymptoten, sowie ev.
Sprungstellenund skizziere die Funktionen:

x 11—z 1 1 14+2x+22 23+1  sign(z) ||

1422 142 =z x-1’ 14322 7 22-1" 14227 1422

4.33. Zeige: Fiir gerades n besitzt die Funktion z — Y 7'_, %T keine reelle Nullstelle.

4.34. Zeige: Fiir ungerades n besitzt die Funktion z — >, _, ””k—l: genau reelle Nullstelle x,,. Berechne
die ersten x,, ndherungsweise.

4.35. ¥ Fiir welche z nimmt Y ,_, (z — a;)? ein Minimum an?

4.36. ¥ Es seien P; und P, zwei Punkte auf der selben Seiten einer Geraden g der Ebene. Bestimme
jenen Punkt P der Geraden g fiir welchen Py P + P, P minimal wird.

4.37. ¥ Bestimme in jeder der folgenden Zeilen einen Grenzwert:

a) lim, o w b) lim, o “m;bw fir a,b>0 ¢) limg_o lcfﬁﬁ
d) th_w 1—(::25(1) e) 1lm1—>0 e;jce(;?;)z f) hmz_)o \/Cos(am)m—;/cos(bw)
g) lim, o 2esin(e)-o=s’/6 ) Tim,, o YIRS ) i, 2ten)
j) im0 = log(x) k) limg 0 2™ et fiir n > 0
1) limg g ﬁ — cot(x)) m) lim,_,q ﬁ — %) n) lim,_,q (% — 611_1>
0) limy_o(1 +az)/* fira € R p) lirnm_m(Smgcﬂ)g/m2
4.38. ¥ Bestimme in jeder der beiden folgenden Zeilen zwei Grenzwerte:
a) lim,_,1_ In(z)In(1 — z) b) limg 1 (s — +45) ) lim, o, VEYZEVE2

A) limy s oo Z fiir b>0a > 1 ¢) limy s yoozn(l+ 1) =1 ) lim,, o " e” fiir n >0

4.39. ® Es ist lim, oo n?((1 — 1)* — (1 — 2)) = (5). Somit ist (1 — 1) =1—2 4+ 2 mit |b,| < C
fir alle n € N.

4.40. ¥ Warum ist die folgende zweifache Anwendung der Regel von I'Hospital nicht zulissig:

o+ —x—1 32+ 2c—1 . bx+2
lim —— = lim —————— = lim —
r1 2 -1 r1 2z z—1 2

4.

4.41. ® TFir alle a,b > 0 zeige: lim, o (2F2)Y/" = Vab.
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4.42. Bestimme die Ableitung von x — e~ /7" bei 0.

4.43. Bestimme die Ableitung von x + z%sin(1/z) bei 0.

4.44. Bestimme die Ableitung von z — sin(x)*(*) oder x s log(z)*™(®),
4.45. Bestimme die Ableitung von  + log(sin(x)?) und von 2 + log(sin(z?)).

4.46. Uberpriife die Giiltigkeit des Mittelwertsatzes am Beispiel einer Funktionen f : [a,b] — R deiner
Wahl.

sin(x)

4.47. Bestimme lim, o )1/:‘c2 und begriinde das Ergebnis.

4.48. Diskutiere die Funktion z — z*, bzw. @ — /%,

4.49. Bestimme Rechteck mit Umfang 1 und maximaler Fliche. Oder: Lose eine Extremalaufgabe
deiner Wahl.

4.50. Extremalproblem des weitesten Wurfs: Ein Kérper wird mit Anfangsgeschwindigkeitsvektor
(v,w) und Anfangsgeschwindigkeit v? 4+ w? = 1 weggeschossen. Dabei ist w die horizontale und v
die vertikale Komponente. Unter Einflufl der Schwerebeschleunigung g hat er sich zum Zeitpunkt ¢
um (v, wt — %tQ) entfernt. Wie mufl der Anfangsvektor gewéhlt werden, damit die Ausgangshohe in
moglichst weiter Entfernung erreicht wird.

4.51. Bestimme fiir eine nicht zu triviale Funktion f in zwei Variablen die partiellen Ableitungen
afg”’y) und a‘féz’y). Vergleiche die Richtungsableitung <|,—of(z + at,y + bt) in Richtung (a,b) mit

x

a Bféa;,y) +b 6f((99;,y)
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Potenzreihen, siehe VO [1, 4.2]
4.52. ¥ Esseip:z+— > _,axz” ein Polynom. Die Koeffizienten erfiillen k! aj, = p*)(0). Weiters ist

n (k) P
plzo+h) =Y pikﬁ )y,
k=0 ’

4.53. Es sei f n-mal differenzierbar und p ein Polynom vom Grad < n mit p®) (zq) = f*)(20) fiir
0 < k < n. Dann ist p das n-te Taylor-Polynom von f an der Stelle x(

4.54. Die Nullstelle ¢ eines Polynoms p besitzt genau dann Vielfachheit &k, wenn 0 = p(§) = --- =
p*=D(€) und p*) (€) # 0. Hierbei bedeutet die Aussage “¢ ist eine Nullstelle der Vielfachheit < &k von
p”, daB (z — &) das Polynom p(z) teilt (mit polynomialen Quotienten). Vielfachheit gleich k bedeutet,
Vielfachheit < k aber nicht < k + 1.

4.55. (Schlomilch’sche Restglied) Es geniige f den Voraussetzungen des Taylor’schen Satzes und
p € N. Dann existiert ein 0 < § < 1 mit

f(x) — i %((E _ xO)k + f(n+1)($07;|;p5(37 — xO)) (1 _ 6)n+1_p(.’L’ . xo)n+1.
k=0 ’ E

Fiir p = n 4+ 1 erhalten wir das Lagrange Restglied
n+1
(D) (g 4 5l — o)) LT 20)"
aus [T}, 4.2.2]. Fiir p = 1 das sogenannte Cauchy’sche Restglied

SO (@0 + 6(x — x0))
n!

(1—=6)"(z — z)" .

Hinweis: Bei fixen  und zg sei r(t) := f(z) — > p_, f® (t)(mzi‘t)k und s(t) := (x — ¢)P. Nun wende

den Mittelwertsatz auf % an.

(O 4.56. Es sei f n-mal stetig differenzierbar und 0 = f(2¢) = --- = f " D(xg) # f(20). Falls n
ungerade ist, so ist zy keine Extremalstelle. Ist n gerade, dann ist zy eine Extremalstelle und zwar
genau dann ein lokales Maximum (Minimum), wenn ™ (zo) < 0 (> 0) ist.

4.57. ¥ Beweise folgende Formeln fiir 2 < n € N durch Differenzieren des Binomschen Lehrsatzes:

a) ik(Z) = non 1,

k=1
b) g(_l)klk@) —0,
©) kz:;k(k -1 (Z) =n(n—1)2""2

O 4.58. ¥ Zeige:
o sin(z)? = 2% — fat 4+ Zab+ ...

3
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e sin(z)? =a® — $2% + a7+ ...

o @ gyt (1-L2 (-1 L+ Dt

. 2 _ .2, 1.3 1.5
o sin(r)e™ =2 —x° + 327 — 552° + ...

cos(a:)

4.59. ¥ Bestimme die ersten 5 Koeffizienten der Potenzreihe von z > indem Du die Koeffizien-

ten des Quotienten mittels Koeffizientenvergleich bestimmst.

4.60. ¥ Bestimme die ersten 5 Koeffizienten der Potenzreihe der Umkehrfunktion arcsin von sin
ebenfalls durch Koeffizientenvergleich.

4.61. ¥ Zeige fiir hinreichend kleine z folgende Entwicklungen:

t 5 3 61

9., &sin(@) _ oy g2 +4m3+w +.

cos(x)? ’

2

3. g = L4327 + fat .,

sin(z)2

g 2l0oo) g 4 1y 2,24 5434

sin(x)?

4.62. ¥ Bestimme die Konvergenzradien von:

Zk(:’, —! 2k+1) )2 xk, Ek klog(k)/k xk, Zk: (Qkk) xk,

I R A

Dok bVEL fiir b > 0, PR R gk S Hj=1(1+%)j’
Qk 1

Zk(il)k(1£2)2ikxk7 Zk zgzkgk) xk, Zk k({c/i - 1):]'Jk

4.63. Fiir jede global konvergente Potenzreihe Y., ax(z — zo)® strebt {/|ay| gegen 0. Somit ist
lim,, o0 "%/F = 0.

4.64. ¥ Zeige, daBl die Taylor-Reihe an der Stelle o = 0 von f(z) := e® gegen f(z) konvergiert.

4.65. ¥ Beweise fir —1 <z <0:

4.66. ¥ Beweise fir 0 < z < 1:

13 (2k — 3)
/ _ _1\k—1 k
1+x_k:0( 1) Qihen 2%k

1 “(71),61 3o (2k—1)

4.67. ¥ Fiir alle |z| < 1 und p € N zeige: pﬂ => 0 (p+k)
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O 4.68. ¥ In (12) =223, 257 ) fiir faf < 1.

4.69. ® Bestimme die Konvergenzradien und die Summen folgender Potenzreihen: Y - (2k+1)(2z)%*

k

S Bk +2) 2%, 3 g

4.70. ¥ Gib die Taylorentwicklung von f bei z = 0 an und bestimme den Konvergenzradius: f(z) =
1

(1-x)3"

4.71. ¥ Zeige: Y 07 n2a" = A fir |z] < 1.

(1 $)3

4.72. ¥ Beweise fir n € N und beliebiges «, § mittels Koeffizientenvergleich:
> (02 ()
P k)J\n—k n

4.73. ¥ Bestimme mittels Potenzreihen folgende Summen:

2 Y

4.74. Es sei f in eine Potenzreihe Y, arz® fiir |z| < R entwickelbar. Weiters sei f gerade, d.h.
f(z) = f(—=) fir alle . Dann ist a = 0 fiir all ungeraden k.

4.75. Finde Beispiele die Zeigen, dafl Summen und Produkte von Konvergenzreihen grofiere Konver-
genzradien haben koénnen als die Komponenten.

4.76. ¥ Zeige mittels Reihenmultiplikation e®t? = 2 . eb.

4.77. Die Euler’sche Zahl e ist irrational.
Hinweis: Gehe indirekt vor und verwende den Taylor’sche Lehrsatz.

4.78. ¥ Beweise fiir alle z gilt:

o p2k+1
h(z
sin ,;) ST

e
33219

cosh(z) = Z 28!

k=0
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4.79. ¥ Zeige folgende Aussagen fiir alle z,y € R:
a) sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(z) b) cosh(2x) = cosh(x)? + sinh(x)?

¢) sinh(z + y) = sinh(h) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

d) cosh(z + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)

e) sinh’(z) = cosh(z) f) cosh’(x) = —sinh(x)
g) sinh(§)* = %)-&-t " h) cosh(%)? = %
1) tanh(m + y) = 1+tanh(x) tanhz!y)

4.80. ¥ Zeige folgende Identititen:

a) Arsinh(z) x+ Va2 +1) fiir alle z € R,
b) Arcosh(x) x+Va ) fir z > 1,

1 1+
¢) Artanh(z) = 3 ln(1 ) fir -1<z <1

4.81. ¥ Es sei

f:a— 2In(cosh(z/2))

g:x—=2In(l+e*)—z

h:x — In(1 + cosh(x))
Zeige f = g — In(4) = h — In(2) mittels Differentiation.

4.82. ¥ Zeige:

a) Arsinh'(z) = - b) Arcosh’(z) = ——

241 VaZ-1
¢) Artanh’(z) = =z d) Arcoth’(z) = =

4.83. ¥ Zeige: Artanh(z) =, % fiir |z| < 1.

4.84. ¥ Zeige: Arsinh(z) =z — %% + 5%5 + %% + ... fir [z < 1.

4.85. ¥ Arsinh(z) = v — %m—; + %% + %% +... fiir |z] < 1. Nach Aufgabe|(4.84)|gilt die Identitét
fiir |x| < 1. Wegen dem Leibnizkriterium konverglert die Reihe auch fiir || = 1 und da Arsinh stetig
ist bei +1 gilt die Gleichheit nach dem Abel’schen Grenzwertsatz.

4.86. ® Zeige:
11 1-31 1-3-51
m(l+v2) =1-53+ 535 5167

4.87. W Zeige:
T 131 1:3.51
2 2.4 2.4-67

4.88. # Die Tangente an den Einheitskreis im Punkt (cos(t),sin(t)) schneidet die Koordinatenachsen
in den Punkten (sec(¢),0) und (0, csc(t)). Driicke diese beiden Winkelfunktionen Secans und Cosecans
durch sin und cos aus.

4.89. ¥ Zeige, daB die Summensitze von Sinus und Kosinus mit folgender Formel fiir die komplexw-
ertige Funktion cis(«) := cos(a) 4 ¢ sin(a) dquivalent sind:
cis(a + 8) = cis(a) - cos(p).

4.90. ¥ Zeige:
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— 2x _ : 2z
2arctan(x) = arctan (171:2) = arcsin (HIQ

arctan(x) 4+ arctan(1/x) = 7 /2 fir x > 0

arcsin(z) = arctan (\/ﬁ) fiir |z| <1

oder durch Differenzieren.
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)

4.91. ¥ Leite Formeln fiir sin und cos von 4z und 5z her. (Hinweis: Moivre’sche Formel cis(nx) =

(cis(x))")-

4.92. ¥ Zeige sin(n/12) = (v/3 — v/1)/2v/2 und berechne cos(7/12) und cos(/5).

4.93. ¥ Bestimme folgende Grenzwerte einerseits mittels Potenzreihenentwicklung und andererseits
mittels der Regel von I'Hospital:

1.

2.

4.94.

li z—sin(z)
Nz —0 et —1—g—x2/2"

In(14x)2 —sin(z)?
)

hm'r—>0 1—o—a2

22 sin(x
limg 0 (17005((@))27

2
: e’ —1
hmx_m (1—cos(z))??

0 w/cos(aw);\/cos(bx) und

lim,,_,

. T 1522 —35x+8 sin(my/T) cos(m+/T)
limg 0 327(2(1—1)3(41_@ v ey ad)

¥ Bestimme folgende Grenzwerte:

. limg g (% — cot(:z:))7

lim, 0 (coth(x2) -1 coth(av))7
limzﬁo (% - emlfl) ’

lim, 0 %(Coth(m) arcsin(z) Sin(mzz))

x

. 4 (cot(xz) 1 cosh(2y/x)
limg o x( 1—z z 1-In(1-2) /*
: 1

limg 0 sin(x) e?—1

. 1—cos(2z)

limg 0 —niay

s In(14x)2 —sin(z)?
limg o =72

4
: e” —1
limg 0 (1—cos(z))?

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Dezember 2015



25

Abel

4.95. Es habe die Potenzreihe p(x) = 3, ar ¥ Konvergenzradius 0 < r < 400 und es konvergiere
Spapr® und Y, kagr*~1. Dann ist p im Punkt 7 linksseitig differenzierbar mit Ableitung p’(r) =

So k-1
Yoreq kagr

4.96. (Verallgemeinerte Abel’sche Grenzwertsatz) Die Potenzreihe f(z) := Y, aj 2" sei fiir |z < 1
konvergent und % — s mit s, :==ag+ -+ a,. Dann existiert lim,_,;_ f(z) und ist gleich s.

4.97. ¥ Bestimme Konvergenzbereich und Verhalten am Rand:

a) Skt b) Xy (1 )
k!(z—3)
k35 o--.?-(zk i) d) 2k 22k+1

)

)2t B £) Yu(~1)F32 (g — 1)1
n nng J n%l‘“

) 2t D X Gy ©"

s g

R A

o

@

Rt
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Beispiele fiir den Mathematica-Teil

4.98. Bestimme das Taylor-Polynom der Ordnung 15 von x — log(cos(z?)) bei x = 0.

4.99. Versuche die Taylor-Reihe von z — e~/ @’

Bauart der Ableitungen bei z # 0 zu erkennen.

bei 0 zu bestimmen. Hinweis: Versuche die (ungefiihre)

4.100. Wiéhle eine Funktion f mit f(0) = 0, bestimme das Taylor-Polynom bis zur Ordnung 10 von f
bei 0 und der Umkehrfunktion von f bei f(0). Und berechne die Zusammensetzung dieser Polynome.
siehe InverseSeries.

4.101. Vereinfache 2 cos(Zf) cos(%5%) und 2sin(%3¥) cos(%5%) und erklére das Resultat.

4.102. Driicke tan(x + y) allein durch tan(z) und tan(y) aus. Geht das mit Mathematica???
4.103. Vereinfache sin(2 arctan(t)), cos(2arctan(t)) und tan(2arctan(t)). (Hinweis: TrigExpand)

4.104. Berechne Y ;_  sin(nz) und erklire das Ergebnis.

4.105. Berechne Y ;_  cos(nz) und mache einen Beweisvorschlag.

4.106. Differenziere cosh™" sowie z — log(z + v/z2 — 1) und vergleiche die Ergebnisse. Was kannst
Du daraus schlieflen?

4.107. Vergleiche die Ableitungen von tanh™' sowie log }J_r—;" und ziehe daraus Deine Schliisse.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Dezember 2015



Literatur

[1] Andreas Kriegl. Analysis 1. Vorlesung, Univ. Wien, 2003/04. [4

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Dezember 2015

27



	Bände
	Analysis1
	Analysis2
	Analysis3
	»PS Analysis 1«
	PS Analysis 2
	PS Analysis 3
	Animationen
	Notebooks
	Syntax

	---------
	2  Konvergenz von Folgen und Reihen
	3  Stetige Funktionen
	4  Differenzierbare Funktionen
	Bibliographie

