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5 Integralrechnung

5.1. Zeige, daB jede Treppenfunktion, d.h. linear-Kombination von charakteristischen Funktionen von
Intervallen, D-integrierbar ist und bestimme deren Integral.

5.2. Zeige, dafl die einzige stetige Funktion f : [a,b] — R mit f > 0 und ff f =0 die Funktion f =0
ist. Gilt das auch fiir nicht-stetige aber D-integrierbare Funktionen?

5.3. Esseien f,g € Rla,b] mit [|f — g| = 0. Zeige, dal dann f = g fast iiberall ist.
Hinweis: Vgl. Aufgabe|(5.2)| und verwende [2] 5.1.7].

5.4. Zeige, daf} die Zusammensetzung D-integrierbarer Funktionen nicht D-integrierbar zu sein braucht.
Hinweis: Verwende als innere Funktion f aus [2 5.1.9] und versuche als Zusammensetzung die Dirich-
let’sche Sprungfunktion xg zu erhalten.

5.5. Essei f:[0,4+00) — R iiber jedes kompakte Intervall integrierbar und 7 := lim,_, o f(z) € R.
Dann gilt

1 x
7/ f—nfirz — 400
T Jo
Hinweis: Zerlege den Integrationsbereich in zwei geeignete Teilintervalle.

5.6. Beweise den Satz von Dini: Es sei X kompakt, f,, : X — R stetig, und (f,), strebe punktweise
monoton fallend gegen 0. Dann ist die Konvergenz sogar gleichméfig.

Hinweis: Wende den Satz von Heine-Borel auf eine Uberdeckung mit offenen Billen an, auf welchen
jeweils mindestens eine der Funktionen f,, kleiner als ¢ ist.

5.7. Es sei X kompakt und f, : X — R seien stetig und konvergieren gleichmifig gegen f.,. Jedes
fn habe eine Nullstelle. Dann besitzt auch f., eine Nullstelle.

5.8. Finde eine differenzierbare Funktion f : R — R deren Ableitung auf keinen Intervall [0,5] D-
integrierbar ist.
Hinweis: Es geniigt eine differenzierbare Funktion mit unbeschrinkter Ableitung zu finden.

5.9. (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen) Es sei f : [a,b] — R differenzierbar, dann nimmt f’ jeden
Wert 7 zwischen f’(a) und f/(b) an.
Hinweis: Es geniigt dies fiir f'(a) >n = 0> f'(b) zu zeigen.

5.10. Finde eine D-integrierbaren Funktion die keine Stammfunktion besitzt.
Hinweis: Aufgabe|(5.9)]

5.11. ¥ Bestimme folgende Integrale:
1. [cos(z)?dx

. fxPe”

3. [In(z)dz (Hinweis: 1 - In(z))

[\

4. fol arctan(z) dz (Hinweis: 1 - arctan(z))

5.12. # Bestimme folgende Integrale:

e [tan(z)dz (Hinweis: y := cos(z))
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o/ m dz (Hinweis: y := gm)

° fol V1 — 22 dx

2t
=)

. f:/; Sinl(z) dx (Hinweis: x := 2arctan(t) und somit sin(z) =

5.13. ¥ Bestimme die komplexe Partialbruchzerlegung von -s———5—— L - und von —£=1;.
z2—1z4—2z+1 z%4z
: . . 1 2241 z4+2
5.14. ¥ Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von s e e sy s B und von P S

5.15. ¥ Bestimme folgendes Integral
3 3
x
—d
/2 B2zl

5.16. Essei f:[a,b] — R stetig und «, 8 : [ag, bo] — [a,b] differenzierbar, dann ist

d [P

dt | f(s)ds = f(B(1)) B'(t) — f(a(t)) & (t) fiir t € [ag, bo].

5.17. Essei f(t) := flt 1 ds. Zeige ohne Verwendung des Logarithmus: f(zy) = f(z) f(y) und f(e*) =
x fiir alle x,y > 0.

5.18. # Bestimme folgende uneigentliche Integrale:

+oo
/ e "
0

1
1
—d
/0 V1—2z2

T

5.19. Essei f:[0,+00) — R monoton fallend und f > 0. dann existiert [;~ f € R genau dann, wenn
die Reihe ), f(k) konvergiert.
Hinweis: Majorante.

5.20. ¥ Zeige, daB Produkte uneigentlich integrierbarer Funktionen nicht uneigentlich integrierbar zu
sein brauchen.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Dezember 2015



Beispiele fiir den Mathematica-Teil, Abgabetermin 1./2. April
5.21. ® Versuche moglichst viel iiber folgende Potenzreihe unter (teilweiser) Verwendung von Mathe-

matica herauszufinden:
> (™) (5)
n 2/
n=0

Hinweis: Versuche Konvergenzbereich (inklusive Randpunkte) zu bestimmen, sowie die Summenfunk-
tion und deren Taylorreihe als Probe, die Ableitung, eine Stammfunktion, ihr Quadrat,. . ..

1
/ e dg
1

zu bestimmen, und, falls dieses (im eigentlichen Sinn) nicht existiert, finde eine moglichst groBes Teil-
intervall [a,b] von [—1, 1] auf welchem
b
/ e'/* dx
a

5.22. ¥ Versuche das Integral

doch existiert (Mit Begriindungen!).
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Weitere Tafelbeispiele zu Kapitel 5

5.23. Essei f: [a,b] — R. Fiir jede Zerlegung Z gegeben durch a =ty < t; < --- < t,, = b definieren
wir V(f,Z) == 3" ||f(t:;) — f(ti—1)|| und damit die Variation von f als

V(f):= sup{V(f, 7). Z ist Zerlegung von [a,b}} € [0, +o0].

Zeige, daB dies eine Norm auf dem Raum aller Funktionen f : [a,b] — R von beschrénkter Variation
(d.h. mit V(f) < o0) und f(a) = 0 definiert.

5.24. Essei f : [a,b] — R differenzierbar mit D-integrierbarer Ableitung. Zeige, dafl dann die Variation
V(f) aus Aufgabe |(5.23)| gerade f: |f/(t)| dt ist
Hinweis: Verwende den Mittelwertsatz um U(|f’|, Z) <V (f,Z) < O(|f'|, Z) zu zeigen.

5.25. Essei f : [a,b] = R von beschrinkter Variation (siehe Aufgabe |(5.23))). Zeige, da8 f; : ¢
V(fl{a,2]) eine monoton wachsende Funktion ist und f| := f — f; eine monoton fallende Funktion mit

=K+
Hinweis: Fiir a < 2y <y <bist fr(22) = fr(z1) + V(flizr,00)) Wnd V(flzy,201) = f(22) = f(21).

5.26. Um das Volumen V eines Korpers der bei Rotation einer Abbildung f : [a,b] — RT um die
x-Achse entsteht von innen und auflen zu approximieren betrachte das Volumen jenes Koérpers der
durch Rotation einer Untersumme bzw. einer Obersumme von f entsteht. Definiere dazu das Volumen

eines Zylinders als Hohe mal Grundflache. Folgere, dal V' durch das Integral m fab f(x)? dz berechnet
werden kann.

5.27. In Analogie zur 1-Norm ||_||; auf R" bzw. auf ¢! definiere

b
I1£112 ::/ |f(x)] dz fir alle f € R([a,b],R).
Ist dies eine Norm am Raum R([a,b],R) der D-integrierbaren Funktionen am Intervall [a,b]?

5.28. Es sei (f,), eine Cauchy-Folge in R([0,1],R) bzgl. der 1-Norm ||_||; aus Beispiel [(5.27)] Folgt
daraus die Konvergenz gegen eine Funktion fo, € R([0,1], R) bzgl. der 1-Norm?

Hinweis: Finde eine Reihe von Treppenfunktionen die bzgl. der 1-Norm absolut summierbar ist, aber
punktweise gegen eine unbeschrinkte Funktion konvergiert. Zeige jede hypothetische Summe dieser
Reihe bzgl. der 1-Norm muf} ebenfalls unbeschrankt sein, kann also keine D-integrierbare Funktion
sein.

5.29. Ist der Raum der (stetig) differenzierbaren Funktionen bzgl. der Supremumsnorm ||| vollsténdig?

Hinweis: Betrachte f,, : © — (/1 + 22.

5.30. Verwende [I, 4.2.11] um zu zeigen, dafl der Raum C!([a,b],R) der stetig differenzierbaren
Funktionen [a,b] — R bzgl. der Norm f — || fllco + ||/ |lco vollsténdig ist.

5.31. Essei (X, d) ein metrischer Raum und a € X fix. Fiir ¢ € X definiere eine Abbildung f, : X — R
durch f,(y) = d(z,y) — d(a,y). Zeige, daB = — f, eine distanzbewahrende injektive Abbildung
X — B(X,R) definiert.

Hinweis: Es ist || f2]|co < d(z,a) und || fo; — faslloo = supf{|d(z1,y) — d(x2,y)| : v € X} < d(z1,x2).

5.32. Es seien X und Y Mengen und E ein Banach-Raum (oder der einfachheithalber E = R).

Fir jede beschrdnkte Funktion f: X xY — E und fixes z € X sei f (z) : Y — FE gegeben durch
f@)(y) = f(z,y). Zeige:
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1. f(x) ist beschrinkt, also f(z) € B(Y, E).

2. Die Abbildung f i a — f(x) ist cbenfalls eine beschrinkte Abbildung X — B(Y,E), also
f € B(X,B(Y, E)).

3. Die Zuordnung f f ist bijektiv von B(X xY,Z) nach B(X,B(Y,Z)) und Normbewahrend,
d.h. |[fllee = [Iflloo-

(O 5.33. Betrachte den Teilraum FE der endlichen Folgen, d.h. aller Folgen (a,,),cn die schlieflich 0 sind,
also a,, # 0 fiir nur endlich viele n € N erfiillen. Zeige, da8 dieser in ¢* dicht liegt, also zu jedem a € ¢!
und € > 0 ein b € E existiert mit |ja — b1 <e.

5.34. Es sei E der Vektorraum aller Potenzreihen Y, ayz* fiir welche Y 7o |ax| < oo ist (also
z.B. alle mit Konvergenzradius > 1). Definiere die Norm von solchen Potenzreihen durch Y77 [|ax]|-
Zeige, daf dies ein Banach-Raum, ja sogar eine Banach-Algebra ist. Zeige weiters, dafl die Menge aller
Polynome ein linearer Teilraum ist, der in E dicht liegt, d.h. zu jeder Potenzreihe f und € > 0 existiert
ein Polynom p mit ||f — p|| < e.

O 5.35. Essei A eine Matrix (oder der Einfachheit halber eine 2 x 2-Matrix). Bestimme die Operatornorm
wenn man am Definitions- und am Wertebereich die 1-Norm verwendet.

5.36. Holder-Ungleichung: Es sei p > 1 und 1/p+ 1/¢q = 1. Falls die Reihen }_, |ax|? und >, |bx|?
konvergieren, so auch ), |axbg| und es gilt:

> larbil < (Z |ak|p)1/p (Z |bk‘q)1/q.

k k k

Hinweis: Betrachte zuerst endliche Folgen und setze A := Y ;_ |ax|? und B := >"}_, |[bx|P. Da In

konkav ist (In"(z) = —% < 0) gilt a'/Pb!/9 < %a+%b und somit (%)1/1’ (%)1/‘7 < %%4’%%

woraus das Gewiinschte durch Summation folgt. Fiir Reihen folgt dies nun durch Grenziibergang.

5.37. Minkowski-Ungleichung: Es sei p > 1. Falls die Reihen ), |ax|P und ), |bx|? konvergieren, so
auch ), |ap + by|P und es gilt:

(Z 0 + bk\p) 1/p < (Z |ak|p> 1/p n (Z |bk|p> 1/1)‘

Hinweis: Betrachte zuerst wieder endliche Folgen und setze A := Y, _, |ap+bk|P = > p_; |ap+bi| |ar+
b|P~t < ST0_ lak] lak + bklP7E+ 30— bk lak + bg [Pt und wende darauf die Holder-Ungleichung an.

5.38. Zeige, daB z — ||z, := (34—, |7&[P)'/? eine Norm auf R™ definiert.

5.39. Zeige, daB ||z]lco = lim,_, o0 ||2||p fiir x € R™ ist, was die Bezeichnung co-Norm fiir die Maxi-
mumsnorm gerechtfertigt.

5.40. Essei 7 := {(z)r € RY : Y00, [2%[P < oo}. Dann ist z — (3 pe; |2%[P)'/? eine Norm auf ¢7.

5.41. Jensen-Ungleichung: Es sei 0 < ¢ < p. Dann ist

- 1/q - 1/p
(X lel?) < (X hanl?)
k=1 k=1
Hinweis: Betrachte zuerst wieder endliche Folgen und setze A? := >} | |ax|P. Dann ist Zk(@)q <

A
Spr =1.
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O 5.42. Esseit € [a,b]. Dann ist evy : C([a,b],R) — R, f — f(¢) nicht stetig, wenn wir den Raum

C([a,b]) der stetigen Abbildungen [a,b] — R mit der 1-Norm || f|| := ff |f(¢)| dt versehen.
Hinweis: Finde stetige Funktionen f,, mit f,(0) =1 und ||f,]1 — 0.

5.43. Zeige, dafl C(X,R) fiir kompaktes X eine Banach-Algebra beziiglich der co-Norm ist.
Hinweis: Dies ist ein abgeschlossener Teilraum der Banach-Algebra B(X, R).

O 5.44. Ist der Raum aus Aufgabe eine Banach-Algebra?
Hinweis: Aufgabe|(5.43)

5.45. Fiir D-integierbare Funktionen f, g : [a,b] — R definiere ||f||2 := \/fab |f(®)|? dt sowie {f|g) :=
f: f(t) g(t) dt. Zeige, daB ||_||2 eine Norm ist, (_|-) : R[a,b] x R[a,b] — R bilinear ist und (|| f||2)? = (f|f)
gilt.

Hinweis: Verallgemeinere [T} 2.2.5] durch Ubergang zu Riemann-Summen und folgere die Verallge-
meinerung von [I} 2.2.3] daraus.

O 5.46. Essei k:[0,1] x [0,1] — R stetig, dann ist f — (t — fol k(t,s) f(s)ds, C[0,1] — C]0, 1] stetig.
Hinweis: Operatornorm.

O 5.47. ®Berechne die Ableitung der Kurve ¢ + (sin(t),sin(2t)) sowie ihr Integral von 0 bis /2.
Versuche Dir auch ein 3-dimensionales bzw. 2-dimensionales Bild der Kurve zu machen.

(O 5.48. Betrachte die Kurve c : t — (t"),en. Fiir welche ¢ € R hat diese Werte in in £1, £2, £>°. Ist sie
in diesen Punkten stetig (oder sogar differenzierbar)?
Hinweis: Mittelwertsatz

O 5.49. Essei a = (ar) € £ und fi : R — R differenzierbar mit f;(0) = 0 und |f{(z)| < ay, fiir alle
x € R und k € N. Zeige, dafl dann die Kurve ¢t — f(t) = (f1(¢), f2(t),...) (gleichmiBig) stetig von R
nach ¢2 ist.

Hinweis: Mittelwertsatz

O 5.50. Essei f wie im vorigen Beispiel. Zeige, dafl f (an der Stelle 0) differenzierbar ist (mit Ableitung)
(f£(0))-
Hinweis: Nach dem Mittelwertsatz ist |M — 1)) = 1fi(&) — fr.(®)] < 2a und fir € > 0
existiert ein N mit Y, y ai < . Somit mu man nur noch die ersten N Koordinaten kontrollieren.

5.51. Sei f: R — R gegeben. Betrachte dann die Kurve ¢ : R — , gegeben durch c(t)(s) :=
Sei f:R—R ben. B hte d die K R — B(R,R ben durch
f(t + s). Welche Vorraussetzungen an f sind notwendig, damit ¢ stetig bei 0 bzgl. der co-Norm auf
B(R, R) ist.

5.52. Es seien a und b n x n-Matrizen (oder Operatoren in A := L(E, E)). Nach [2, 5.4.15] ist
e’ =37 %ak wohldefiniert. Zeige, dal e® - e® = e*? falls a- b= b - a gilt.

Hinweis: Auch in jeder Banach-Algebra konvergiert das Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen,
siehe [Heuser, 110.2]

(O 5.53. Es sei a eine n x n-Matrix (oder ein Operator in A := L(E, E)). Nach [2, 5.4.15] existiert

n

ete = fozo ’;—!a”. Zeige, daf die Kurve t — ¢! differenzierbar ist bei 0 mit Ableitung a. Unter
Verwendung von Aufgabe |(5.52)| folgt Let® = ae'®.

5.54. Bestimme die Richtungsableitung <-|,—o det(a+tb) der Determinantenfunktion det an der Stelle
a =1id € L(R™,R") in Richtung b € L(R™,R™).
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Hinweis: Der zweithéchste Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist die Spur tr(a) = ), a; ;.
Somit ist

1 1
det(id +£b) = ¢" det(5 id+b) = ¢" (— +

o+ ey tr(B) - det (b))

=1+t tr(b) +---+t" det(d).

5.55. Betrachte die Inversion i : a — a~! fiir Matrizen (oder Elemente einer Banach-Algebra) und
bestimme deren Richtungsableitung %h:o(a +tb)~! an der Stelle a = id (oder eines allgemeinen
invertierbaren a) in Richtung von b.

Hinweis: [2] 5.4.16]
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Beispiele fiir den Mathematica-Teil, 2. Abgabetermin

Untersuche die stetigen Erweiterungen f : R? — R folgender Funktionen auf Differenzierbarkeit an der
Stelle (0, 0).

Mache Dir dazu ein aussagekriftiges Bild von f um eine Idee zu bekommen. Bestimme die par-
tiellen Ableitungen 0;f und 02 f und die Richtungsableitungen d, ., f(0,0) als Grenzwert. Versuche
herauszubekommen, ob diese die Ableitung f’(0,0) beschreiben. Betrachte die Kurve g : R — R2,
t — (t3,t) und kontrolliere die Kettenregel fiir f o g an der Stelle 0.

Benutze zu all diesem die Methoden aus den Notebooks “Mehrdimensionale Funktionen und ihre
Differentiation” sowie “Plots”.

5.56. ¥
o yz
f(zvy) T $4+y4
5.57. ¥
mzy
f(xvy) T 2 +y4
5.58. #
22 y2
f(z,y) == 22 4+ yt
5.59, ¥
4
_ Ty
f(xuy) T x2+y6
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5.60. Beweise [2] 5.5.25], also fiir kompaktes I und Banach-Rdume F und F die Wohldefiniertheit,
Linearitét und Stetigkeit des Variablen-Vertauschens: C(I, L(E, F)) — L(E,C(I,F)), g — § wobei

g(x)(t) := g(t)(x) ist.
Hinweis: [2] 5.5.22], [2] 5.5.23] und [2] 5.4.13].

5.61. ¥ Interpretiere t — sin ¢ bzw. ¢ + sin #2 als Abbildung R — C([0, 1], R) und bestimme deren
Ableitung. Uberpriife das Ergebnis mittels Mathematica!
Hinweis: Die Angabe lautet nicht sin(¢) bzw. sin(t?)!

5.62. ¥ In Analogie zu sin~! := arcsin setzen wir sin® := sin osin. Berechne die Ableitung von sin®

und vergleiche dies mit der Ableitung von z + sin(z)?.

5.63. ¥ Berechne die Ableitung von sin - cos, sin o cos und cos o sin.

6 Differentiation im Mehrdimensionalen

6.1. ¥ Ist f: (2,y) — wysin(1/(z% +y?)) zu einer bei (0,0) differenzierbaren Abbildung erweiterbar?
6.2. ® Ist f: (z,y) — 2%y?sin(1/(22+4?)) zu einer bei (0,0) differenzierbaren Abbildung erweiterbar?

6.3. Zeige, dafl die Ableitung f’ : F := Fy X E5 — L(E, F) fiir jede bilineare Abbildung f : F1 X Fy —
F linear ist. Gilt etwas entsprechendes fiir 3-lineare Abbildungen, wie z.B. (¢,r,s) — trs?

6.4. Es sei f: R — R” differenzierbar und |[f(t)|2 = 1 fiir alle t € R. Zeige, dafl z(¢) und z’(¥)
aufeinander normal stehen.
Hinweis: Es ist ||2(t)? = (x(t), z(t)).

6.5. ¥ Es seien f und g differenzierbar R — R3. Berechne die Ableitung von ¢ +— f(t) x g(t), wobei
x das Kreuzprodukt von 3-dimensionalen Vektoren bezeichnet, also

(w1, 22,73) X (Y1,Y2,y3) = (T2 Y3 — T3 Y2, T3 Y1 — T1 Y3, T1 Y2 — T2 Y1)-

Hinweis: Es ist x bilinear.

6.6. ¥ Bestimme die Ableitung der Division A : (x,y) + x/y und folgere daraus die Quotientenregel.
Hinweis: g :=ho(fg).

6.7. ¥ Essei f: (r, ) — (rcos(p),r sin(p)) die Abbildung die Polarkoordinaten in kartesische Ko-
ordinaten umrechnet. Bestimme die Ableitung f’(r, ¢) sowie deren Determinante.

6.8. ¥ Druck P, Volumen V und Temperatur T eines idealen Gases stehen in folgender Beziehung
zueinander: PV = ¢T mit einer Konstante ¢. Berechne 2% - 2L . 92 " yohei jeweils eine Variable als

oT " 9P "oV
Funktion der beiden iibrigen aufgefafit wird.

6.9. Essei f: E — F differenzierbar und R*-homogen vom Grad 1 < p € N, d.h. f(tz) = t? f(=) fiir
alle z € E und t > 0. Zeige f'(x)(z) =p f(z) fir alle z € E
Hinweis: Betrachte ¢(t) := f(tz) und berechne /(1) auf zwei Arten.
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6.10. Es seien f,g : F D U — R und zg € U, f stetig bei zg und g differenzierbar bei xy mit
g(xo) = 0. Zeige f - g ist differenzierbar bei xy und bestimme deren Ableitung.

6.11. ¥ Es sei g : R — R gegeben durch g(t) := (cos(t),sin(t),t) und f : R® — R gegeben durch
f(z,y,2) =2z — £ Bestimme die Ableitung von f o g an allen Stellen.
was sich stetig zu 0 erweitert.

6.12. ¥ Es sei
¢ t2 -1
A(t) :== | 'sin(t)  cos(t) tan(t)
e log(1+t) log(1—t)

Berechne die Ableitung von ¢ — A(t)? an der Stelle 0 (sowie jene von t — det(A(t))).
Hinweis: Die Matrizenmultiplikation ist bilinear (sowie Aufgabe |(5.54))

6.13. # Bestimme die Ableitung von z — 23 (oder z +— 2") fiir 2 € C aufgefaBt als Abbildung
R? — R2. Diskutiere die Invertierbarkeit dieser Abbildung.
Hinweis: Vgl. mit [2 6.2.2.1].

6.14. ¥ Bestimme die Ableitung von z — e* fiir z € C aufgefait als Abbildung R? — R2. Diskutiere
die Invertierbarkeit dieser Abbildung.
Hinweis: e*t1¥ = e(cos(y) + isin(y)), vgl. mit [2, 6.2.2.2].

6.15. ¥ Bestimme die Ableitung von f : z — 1 fiir z € C\ {0} aufgefaBt als Abbildung R*\ {(0,0)} —
R2.

6.16. ¥ Berechne die Ableitung von z — foﬁ sin(y? + 22 y) dy an der Stelle 0.

2

6.17. ¥ Es sei f(z,y) := - stz fol f(z,y) dy differenzierbar mit Ableitung fol o1 f(0,y) dy?

6.18. ® Es sei g(y) == # und h(y) := |y In(y)| fiir y > 0 und h(0) = 0. Sei schlieBlich f(z,y
\/Eg(h(%)) fir © > 0. Zeige, daB f stetig erweiterbar zu einer Funktion [0,1]?> — R ist, 9, f(0,v)

existiert und 0 ist, aber x — fol f(z,y) dy nicht differenzierbar bei 0 ist.
6.19. # Essei f(z,9) := In(y/22 + y2). Berechne ((01)2 + (92)2)f := (01)%f + (02)2f.

6.20. ¥ Essei f(2,y,2) := \/ﬁ Berechne ((01)2+ (02)% +(03)2) f := (01)%f + (92)%f + (93)2 f.

6.21. Essei (f,9): R2 DU — R? C? mit 0, f = dog und dof = —01g. Dann ist ((01)? + (92)%)f =
(01)%f + (92)%f = 0 und ebenso fiir g.
Hinweis: Satz von Schwarz.

6.22. Essei f,g: R — R zweimal differenzierbar, o € R und h(z,y) := f(x — ay) + g(z + ay). Dann
ist (02)%h = a2 (01)%h.
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[2, 6.2] Losung von Gleichungen

6.23. Es sei A eine Banach-Algebra, zo € A invertierbar und = € A derart, daB |z — xo| < 1/|zg"].
|zo—=|

Dann ist  invertierbar und |z7! — x| < — 2= |25 12
1=l | lzo—2|

Hinweis: (a-b)"! =b7!-a~! und die geometrische Reihe

6.24. ¥ Betrachte die Funktion p : C — C, z + 2% — 1. Berechne ihre Ableitung als Abbildung
R? — R?, (2,9) — (x +iy)® = 22 — (Re(2?),Sm(23)) und zeige, daBl diese lokal um jeden Punkt
z € C = R? auBer fiir z = 0 invertierbar ist.

6.25. ¥ Zeige, daBl (z,7) — (x—l—ﬁ, y—!—ﬁlﬂ) lokal um jeden Punkt (z,y) € R? ein Diffeomorphismus
ist.

6.26. ¥ Zeige, daB (z,y) — (x + cos(y)/2,y + cos(z)) lokal um jeden Punkt (z,y) € R? ein Diffeo-
morphismus ist. Gilt dies auch fiir (x,y) — (z + cos(y), y + sin(z))?

6.27. ® Lokal bei welchen Punkten (z,y) € R? ist (z,y) — (z +yz?,y+2y?) ein Diffeomorphismus?

6.28. ¥ Zeige, daB (z,y) — (z/3 +log(8 + y2),y/3 + log(11 + 22)) lokal um jeden Punkt (z,y) € R?
ein Diffeomorphismus ist. Stimmt das auch fiir (z,y) — (2/2 + log(3 + y?),y/2 + log(5 + 2%))?

6.30. ¥ Berechne die Ableitung folgender implizit gegebener Kurven:

Lemniskate: (22 + ¢y%)? = 2(2* — ¢°)
Kardioide: (22 + y? — )% = 22 4+ 3°

6.31. ¥ Finde eine Losung von e?*~¥ 4 3z — 2y = 1 und zeige daf sich die in der Nihe dieser Losung
befindlichen Losungen als differenzierbare Kurve = — y beschreiben lassen. Bestimme deren Ableitung
im Punkte der speziellen Losung.

6.32. ¥ Zeige, daB die Gleichung z* + 2z cos(y) + sin(z) = 0 fiir (z,y,2) nahe 0 nach z aufgelost
werden kann.

6.33. ¥ Zeige, daB das Gleichungssystem

2?4+ 9y —222=0
2?4+ 2y% + 2% =4
fiir kleine |x| aufgelést werden kann. Bestimme die Ableitung der Losung.

6.34. ¥ Zcige, daB das Gleichungssystem

224y — w240 =0
2+ 2 + 3+ =1

fiir kleine ||(z,y)|| in u und v aufgelést werden kann. Bestimme die Ableitung der Losung.

6.35. ¥ Zeige, daf die Gleichung [ e'*("*®) d¢ = 1 fiir kleine x eine Lésung y hat die differenzierbar
von x abhidngt. Bestimme deren Ableitung bei 0. Existiert ein Losung y fiir alle z € R?
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6.36. ¥ Essei f: R? - R C' und 95f(0,0) # 0 und f(0,0) = 0. Zeige, da8 die lokale Losung

der impliziten Gleichung auch als Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung z/(t) = — g;;gig mit

Anfangswert x(0) = 0 erhalten werden kann.

6.37. ¥ Es sei f : (0,+00) — R differenzierbar, o € R und es gelte f'(z) = 2 f(z) fiir alle z > 0.
Zeige, dafl es eine Konstante C' € R gibt mit f(x) = C z* fiir alle z > 0.
Hinweis: Separation der Variablen.

6.38. # Lose die Differentialgleichung /(t) = sin(t) e*(*).
Hinweis: Separation der Variablen.

6.39. # Lose die Differentialgleichung 2/ (t) = # — wf:)z mit z(1) = 1.

Hinweis: Fiir Diff.glg. der Form 2’ = f(x/t) liefert der Ansatz z = z/t eine mittels Separation der
Variablen l6sbare Gleichung.

6.40. ¥ Lose die homogene lineare Differentialgleichung
<:c’(t)) B (3 2> _ (m(t))
y'(t) 0 1) \y()

Hinweis: Finde zuerst y und danach = mittels Variation der Konstanten.

6.41. # Lose die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 2" (t) — 32/ (t) + 2z(t) = 0.
Hinweis: Durch den Ansatz y;(t) := z(t), y2(¢) := 2/(t) erhilt man die dquivalente 2-dimensionale

Differentialgleichung: /
(4O) = (1) ()

mit charakteristischen Polynom p(A\) = A? — 3\ + 2 und Eigenwerten A\; = 1 und Ay = 2. Seien v;
und vy entsprechende Eigenvektoren. Dann sind e*: v; Losungen der 2-dimensionalen Gleichung und
daraus erhélt man eine Losung der urspriinglichen Gleichung.

6.42. ¥ Untersuche die Differentialgleichung 2’(t) = /|=()| mit Anfangsbedingung x(0) = 0. Kannst
Du neben der trivialen Lésung @ = 0 noch eine weitere finden? (Hinweis: Separation der Variablen
und Fallunterscheidung). Warum steht dies nicht im Widerspruch zum Existenz und Eindeutigkeitssatz
fiir Differentialgleichungen?

6.43. ® Versuche die Losungen der Differentialgleichung 2/(t) = (t + z(t))? zu finden. Hinweis: Bei
Gleichungen der Form z'(t) = f(at + ba(t) + ¢) fithrt die Substitution y(t) := at + bx(t) + ¢ auf eine
zeitunabhingige Differentialgleichung, die mittels Separation der Variablen gelost werden kann.

6.45. ® Wihle die Koeffizienten a, b, ¢, d einer linearen Differentialgleichung
<x’(t)) B (a b) . (z(t))
y'(t) c d) \y(t)
so, daf} die beiden Eigenwerte A und p verschieden und beide reell und nicht 0 sind. Bestimme
zugehorige Eigenvektoren u,v € R? und daraus die allgemeine Losung

(55) o

mit aus den Anfangsbedingungen x(0) = ¢ und y(0) = yo berechenbaren Konstanten « und S.
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6.46. ¥ Untersuche das nicht-lineare Gleichungssystem

' =1z(6—2z —y)
v =y(6—2y—x)

indem Du zuerst die (vier) stationiren Punkte bestimmst, und in der Folge die Jacobimatrix in
diesen Punkten und deren Eigenwerte und Eigenvektoren. Was kannst Du daraus iiber die Form der
Losungskurven schlieffen?

6.47. ¥ Lose die inhomogene lineare Differentialgleichung z’(t) = —2x(t) + g(t) sowohl fiir g(t) := et
als auch fiir g(¢) := ¢, indem Du zuerst die zugehorige homogene Gleichung y/(t) = —2y(¢) 16st, und
danach Variation der Konstanten, d.h. den Ansatz x(t) := ¢(t) y(¢), fiir die Losung der inhomogenen
Gleichung machst und daraus ¢ bestimmst.

6.48. # Formuliere Bedingungen die garantieren, daf8 die Differentialgleichung '(t) = f(¢, z(t)) mit
x(0) = 0 vermoge Hauptsatz dquivalent zur Integralgleichung x(t) = fg f(s,z(s))ds ist. Man kann
zeigen, dafl auf diese Fixpunktgleichung = = i(x) mit i(z)(t) := fot f(s,z(s)) ds unter geeigneten Vo-
raussetzungen der Banach’sche Fixpunktsatz anwendbar ist. Fithre diese Rekursion fiir f(¢,z) := 1+
mit der konstanten Kurve z = x( als Anfangspunkt durch.
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[2, 6.3] Hohere Ableitungen

6.49. Bestimme die zweite Ableitung der Zusammensetzung zweier 2-mal differenzierbarer Abbildun-
gen.
Hinweis: Fiittere alle Variablen auf, d.h. bestimme (f o g)"(z)(v, w).

6.50. ® Bestimme die zweite Ableitung von (z,y) — xy(z + y), von (z,y) + sin(x)sin(y), von
(7,y,2) = oy — 22, und von (z,vy, 2) — Yz

6.51. ¥ Bestimme die Glieder der Taylor-Reihe von f(z,y) := sin(x) tan(y) an der Stelle (0,0) bis
zur 3.ten Ordnung.

6.52. Essei f: E — F homogen (d.h. f(Az) = A f(x) fiir alle A € R und = € E) und differenzierbar.
Dann ist f linear.
Hinweis: Bestimme die Ableitung an der Stelle 0.

6.53. Esseip e Nund f: E — F p-homogen (d.h. f(Az) = AP f(x) fir alle A € R und x € E) und
p-mal differenzierbar. Dann existiert eine symmetrische p-lineare stetige Abbildung g : Ex...xE — F
mit f(z) = g(z,...,z). Eine Abbildung f die sich so schreiben lift heifft homogenes Polynom vom
Grad p.

Hinweis: Vergleiche mit Aufgabe |(6.52)

6.54. Zeige: Eine Abbildung f : R™ — R ist genau dann ein homogenes Polynom vom Grad p wenn
sie eine Linearkombination von p-fachen Produkten der Koordinaten(-Funktionen) 1, ..., z, ist.

6.55. Zeige: Eine Abbildung f : E — F ist genau dann ein Polynom (d.h. eine endliche Summe
homogener Polynome), wenn sie unendlich oft differenzierbar ist, und eine Ableitung identisch 0 ist.

[2, 6.4] Lokale Extrema

6.56. # Bestimme alle kritischen Punkte von (z,y) + 2° + y° — 5xy und stelle fest bei welchen es
sich um Extrema handelt.

6.57. ¥ Bestimme alle kritischen Punkte von (z,y) — x* +y* — zy und stelle fest bei welchen es sich
um Extrema handelt.

6.58. # Finde Lage und Art aller Extrema von (z,y) — 2%y%(1 —z — y).
6.59. Bestimme die lokalen Extrema der Funktion f(z,y) := —2z + 23 + 2%y + zy? + v — 2y.

6.60. ® Es sei a = (a1,...,a,) € R™. Dann besitzt f(z) = >;_, |z — a;|> eine Minimum bei

_ l n .
T=4 D i Qi

6.61. ¥ Ist (0,0) ein Extremum von (x,y) — (2y — 22)(3y — 22)?
Hinweis: Die zweite Ableitung hilft hier nichts, darum untersuche das Vorzeichen von f nahe 0.

6.62. ¥ Bestimme die lokalen Extrema von (z,y) — 2?y/(1+2*+y*) und stelle nummerisch (mittels
Mathematica) fest an welcher Stelle sein Gefille maximal ist.

6.63. ¥ An welcher Stelle hat (z,y) — z/(1 4+ 22 + y?) sein grofites Gefille und in welche Richtung
geht dieses?
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6.64. ¥ An welchen Stellen hat (z,y) — zy/(1+ 2% +y?) sein grofites Gefille und in welche Richtung
geht dieses?
6.65. ¥ Bestimme 3 positive Zahlen a,b,¢ mit a +b+c¢ =3 und a - b - ¢ maximal.
6.66. ¥ Bestimme 3 positive Zahlen a, b, ¢ mit a + b+ ¢ = 3 und a? + b + ¢ minimal.
6.67. # Bestimme die lokalen Extrema von (z,y) — = +y unter der Nebenbedingung 1/2%+1/y? = 1.

6.68. ¥ Bestimme das groftmogliche Volumen a - b - ¢ eines Quaders mit gegebener Oberfliche 2(a -
b+b-c+c-a)=1.

6.69. ¥ Bestimme die Punkte (z,y, z) am Schnitt der Zylinder 2%+ (2 —1)2 = 4 und >+ (2 +1)®> =4
die maximalen bzw. minimalen Abstand von 0 besitzen.

6.70. Bestimme die maximale Fldche eines Dreiecks mit Umfang 1.
Hinweis: Die Heron’sche Flichenformel: \/s(s — a)(s — b)(s — ¢) mit s =

a+b+c
— -
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