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7 Integration
Integrale iiber kompakte Intervalle

7.1. Zeige: [,1=|I|.
7.2. Es sei f integrierbar. Dann ist | [, f| < [|f]los - |1]-

7.3. Eine beschrinkte Funktion f : I — R heifit Treppenfunktion falls eine Zerlegung Z von I existiert,
s.d. f am Inneren jenes Intervalls J € Z konstant (sagen wir cy) ist. Zeige f ist integrierbar mit

Jr=% e

Jez

wobei c¢; der konstante Wert von f am Inneren von J ist.

7.4. Es sei f: I — R integrierbar, f > 0 und f im Punkt £ stetig mit f(£) > 0. Dann ist fIf > 0.
Folgere weiters, daf} jede iiberall positive integrierbare Funktion positives Integral besitzt.

7.5. Es seien f,g : I — R integrierbar. Dann ist genau dann f fast iiberall gleich g, d.h. {z : f(x) #
g(z)} ist eine Nullmenge, wenn [, |f — g| = 0 ist. Hinweis: Aufgabe (7.4)

7.6. Berechne:
/ 2 +zyd(z,y) und / e d(x,y)
[0,1]x[0,1] [1,2]x[1,2]

7.7. Berechne

2223

2z
— 5 d(z,y,2) und / 5 dz,y,2)
/[1,2]x[2,3]x[0,2] (z +y)? 0,1]x[0,1]x[0,1] 1 + ¥?
7.8. Es sei f : [a,b] = R und g : [¢,d] — R integrierbar. Dann ist (z,y) — f(x)g(y) integrierbar auf

[a,b] x [¢,d] und b d
/[a,b]x[c,d] f@c)g(y)d(x’y):/a f(x)dm'/c 9(y) dy.

7.9. Es sei f : [a,b] — R stetig und iiberall positiv. Dann ist

/f dm /—dw _(b—a)2

Die linke Seite ist nach der vorigen Aufgabe f[a oE % d(z,y) = f[a oE % d(z,y) also auch 3 f[a oE (;Ez)

7.10. Es sei f : [0,1]? — R definiert durch

f(:my):{l fur y € Q,

2r sonst.

Zeige fo x,y)de = 1 fir alle y, fo fo z,y)drdy = 1 aber f[0.1}2 f(z,y)d(z,y) existiert nicht.
Hinweis: Bestimme A(f).
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Integrale iiber beschrinkte Teilmengen

7.11. Es seien f,g : B — R integrierbar mit B J-mef3bar. Weiters sei g > 0. Zeige die Existenz eines
¢ € [inf(f),sup(f)] mit
/ fa=¢ / g
B B
Falls B kompakt und wegzusammenhéingend und f stetig ist so ist ¢ = f(£) fiir ein € € B.

7.12. Es seien f,, : B — R integrierbar und B J-mefibar. Es konvergieren f, gleichméfig gegen f.
Dann ist f R-integrierbar und [, f = lim, o0 [5 fn-

7.13. Schwarz’sche Ungleichung: Es seien f,g : B — R integrierbar auf der J-mefibaren Menge B.

Dann ist
[ra=i[[r]

Hinweis: O.B.d.A. B = I ein Intervall und [ 2.2.3].

7.14. Es sei B J-meBbar und f : B — R stetig. Dann ist f integrierbar. Gilt dies auch falls nur
f: B — R stetig ist?

7.15. Es sei B C RP beschrankt und habe nur endlich viele Hiufungspunkte. Zeige, dafl B eine J-
Nullmenge ist.

7.16. Es sei B C RP J-meflbar und r > 0 und € RP. Dann ist auch x + r - B J-mefibar und
|z +7-B|=7rP-|B|.

7.17. Es sei B C R? eine beschriankte Teilmenge einer Hyperebene. Dann ist B eine J-Nullmenge in
RP.

7.18. Es sei B C RP beschriinkt, ¢ > p und ¢ : B — R? Lipschitz. Dann ist g(B) C R? eine J-
Nullmenge. Hinweis: Verwenden die vorige Aufgabe fiir B C RP C RY.

7.19. Es sei {a,, : n € N} eine Aufzihlung von QN [0,1] und € > 0. Sei I, := (an — zar7, @n + 5757),
A=, In und K :=[0,1] \ A. Zeige:

e Der innere Inhalt von A ist < e.

A ist dicht in [0, 1] und somit der d&ufere Inhalt = 1, also A und K nicht J-mefibar

A ist offen.

K ist kompakt.

7.20. Es sei I ein kompaktes Intervall, f = 0 am Inneren und f beschrinkt am Rand 0. Dann ist f
integrierbar mit [, f =0

7.21. Falls der innere Inhalt 0 ist, so ist das Innere leer. Beschrinkte Mengen mit leeren Inneren
miissen keine J-Nullmengen sein. J-mef3bare Mengen mit leeren Inneren sind J-Nullmengen.

7.22. Zwei meBbare Menge A und B erfiillen |A N B| = 0 < das Innere von AN B ist leer.

7.23. Zeige: Jede beschrinkte Nullmenge hat inneren Inhalt 0. Jede J-meflbare Nullmenge ist eine
J-Nullmenge.
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7.24. Es sei f : B — R integrierbar und |B| > 0. Dann ist

= g [ 101= (i [ ) =51

Hinweis: [T}, 2.2.3)

Integrationsmethoden
7.25. Berechne das Volumen von {(z,y,2) : (z,y) € [0,1] x [1,2],0 < z <z + y}.
7.26. Berechne das Volumen von {(z,vy,2) : (z,y) € [0,1] x [0,1],0 < 2z < 2% + y?}.

7.27. Berechne das Volumen von {(z,y,2) : (z,y) € [0,2] x [0,2],0 < z < zy? + y3}.

7.28. Bestimme den Flicheninhalt der Ellipse {(x,y) : & + % < 1}.
7.29. Bestimme das Volumen des Ellipsoids {(z, vy, 2) : z—z + Zé—j + i—i <1}

7.30. Zeige dafi das Volumen der p-dimensionalen Einheitskugel K, := {z € R? : ||z||2 < 1} durch

277
pT'(§)

Hinweis: Induktionsbeweis mittels Satz von Cavalieri, Funktionalgleichung der Gammafunktion sowie
die mittels Substitution beweisbare Formel

1 1 F(n+1)
1—t3)" 2 dt=—2 "
[La-m - g

|Kp| =

7.31. Zeige lim,_, |K,| = 0, wobei K, die p-dimensionale Einheitskugel bezeichnet. Hinweis: Fal-
lunterscheidung nach dem Rest von p modulo 2, fiir gerades p = 2¢ die Formel ¢I'(¢) = ¢! und fiir
ungerades [Heuser, 150.4].

7.32. Vertausche die Reihenfolge der Integration:

/Ol/oxﬂx,y)dydx
/1 ' /;f(x,y) dy dz

w/2  psin(y)
[ taydeay
0 0

/OI/ITf(w)dxdy

7.33. Berechne fB 22 yd(x,y), wobei B die obere Hilfte der Kreisscheibe mit Radius 2 und Mittelpunkt
0 ist.

7.34. Berechne [ (x + y?) d(x,y), wobei B das Dreieck mit Ecken (0,0), (1,0) und (0,1) ist.
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7.35. Berechne [, (2% + 4?) d(w,y), wobei B das Dreieck mit Ecken (0,0), (1,0) und (3, 3) ist.
7.36. Berechne [, zyd(z,y), wobei B := {(z,y) : 2,y > 0,y < Vx,y > 2} ist.

7.37. Berechne [,z yd(x,y), wobei B := {(z,y) : &,y > 0,y <,y > 2} ist.

7.38. Berechne [, Sméx) d(z,y), wobei B das Dreieck mit Ecken (0,0), (1,0) und (1,1) ist indem Du
zuerst nach y und dann nach z integrierst. Geht es auch umgekehrt?

7.39. Es sei B:={(z,y) e R? : 2 >0,y > 0,2+ y < 1}. Zeige [ a"y™ d(z,y) = %
Hinweis: Zeige mittels Induktion:

1 I'p!
/ 2"(1—z)Pdx = B

7.40. Verwende den Hinweis des vorigen Beispiels um

Zn: (=D* (n) _ ()’
n+1+k\k  (2n+1)!
zu zeigen. Hinweis: Siehe Hinweis zu Aufgabe [(7.39)]

7.41. Berechne [, md(x,y) fir B:={(z,y) : |z| < 1, |y] < 1}.

7.42. Es sei f € C([a,b],R) und B := {(x1,...,2,) :a <21 < --- <2, < b}. Dann ist

/Jsjﬁf(fj)d(xl,...xn) _ % (/abf>n-

7.43. Theorem von Archimedes: Die Volumina des eingeschrieben Kegels in einer Halbkugel, der Hal-
bkugel und des umschriebenen Zylinders verhalten sich wie 1: 2 : 3.

7.44. Zwei aufeinanderstehende Zylinder mit der z-Achse also Achse seien in die Einheitshalbkugel
eingeschrieben. Wie miissen ihre Hohen gewéhlt werden, daf sie zusammen maximales Volumen haben.

7.45. Volumen und Euler und Bernoulli-Zahlen: Es sei A, := {(z1,...,2n) : & + xj41 < 1fir 1 <
Jj < n}. Zeige:

o Al = LS e day.

o Es sei po = 1 und pg(x) = Ol_wpk,l. Zeige pn(0) = |Anl|, pe(1) = 0 fiir £ > 1 und pj(x)

—pr—1(x —1).

o Es sei f(z,y) := > peoPr(z)y* als formale Potenzreihe. Zeige %(m,y) +yf(l—=z,y) =0 und
f(Ly) = 1, also f(z,y) = a(y) cos(zy) + b(y) sin(zy).

e Setze x = 0 und folgere b = —1 und a(y) = tan(y) + —2—. Und somit ist

cos(y)
1 o0

t =1 E Anly™

an(y) =+ COS(y) + —~ | "‘ Y
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e Folgere, daf [Ag,_1 = (—1)"~1227(22" — 1) (5725!7 wobei By, die Bernoulli-Zahlen bezeichnet und

| Aoy | = %, wobei E}, die Eulerzahlen, d.h. die Koeffizienten von

1 & B oy
cos(z) ];) (2k)!y

bezeichnet.

7.46. (Urysohn Lemma) Es sei K C RP kompakt und U C R™ offen mit K C U. Zeige die Existenz
einer stetigen Funktion f: R™ — [0,1] mit f|x = 1 und trg(f) C U.

7.47. (Tietze Erweiterunsgsatz) Es sei K C R” kompakt und f : K — [0, 1] stetig. Dann existiert
eine stetige Funktion f : R? — [0,1] mit f|x = f. Konstruiere eine Folge stetiger Funktionen f :

R — [0,4(3) ' mit 0 < f — i<k fi < (2)*. Die Funktion fi=3732, fr ist dann die gewiinschte
Erweiterung. -

Substitutionsformel

7.48. Es sei B C R? kompakt und J-mefibar und g : RP — RP affin, d.h. g(z) = A - = + b mit einer
p X p-Matrix A und b € RP. Dann ist |g(B)| = | det(A)| - | B|.

7.49. Ein Kreissektor mit Radius r und Offnungswinkel ¢ hat Fliche %r2<p.

7.50. Berechne den Inhalt des Bereichs B der durch die Archimedische Spirale r = a ¢ fir 0 < ¢ <27
(in Polarkoordinaten) und der Strecke von 0 nach (0, 2a7w) begrenzt wird.

7.51. Berechne den Inhalt des Bereichs B der in Polarkoordinaten durch die Kardioide r = a(14-cos(y))
begrenzt wird.

7.52. Berechne den Inhalt des Bereichs B der in Polarkoordinaten durch die Lemniskate 2 = 2a? cos(2¢)
mit || < T begrenzt wird.

7.53. Berechne das Volumen der Kugel durch Ubergang zu Kugelkoordinaten.

7.54. Berechne Fliche der Ellipse und Volumen des Ellipsoids durch ‘elliptische’ Polar- bzw. Kugelko-
ordinaten

7.55. Zeige [ e dx = /7.
7.56. Berechne fB zd(z,y, z), wobei B die obere Hélfte der Einheitskugel ist.

7.57. Berechne das Volumen des Durchschnitts der Kugel {(z,y, 2) : 2% + y? + 2% < 4R?} und des
Kreiszylinders {(z,vy,2) : 2% + y? < R?}.

7.58. Es sei B, die Kugelschale {(z,y, 2) : p* < 2?+y?+2% < R*}. Bestimme lim,_,04 [5

1
V2 d(z,y, 2).

7.59. Es sei B € R3 J-meBbar und von variabler Dichte p : B — R. Die Masse ist dann durch
I}  p definiert. Bestimme die Masse einer Kugelschale, wobei die Dichte proportional zum Quadrat des
Abstands vom Mittelpunkt ist und ebenso, wenn sie verkehrt proportional zum Abstand ist.

7.60. Es sei B := {(2,9,2) : 0 <2 < 1,2> <y < 2,0 <z <z+y}und ple,y,2) =z +y+ 2z
Berechne die Masse des Korpers B mit Dichte p.
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7.61. Der Schwerpunkt eines Kérpers B mit Dichtefunktion p : B — R ist definiert als

(/Bxp(x,yw)d(%y,z)//Bp,/Byp(w,y,Z)d(%y,Z)//Bm/BZP(w,y?»Z)d(x,y,Z)//Bp)

Berechne den Schwerpunkt des Kugeloktanten B := {(z,y,2) : z,y,2 > 0,22 + y? + 22 < 1} bei
konstanter Dichte 1. Ebenso fiir die Halbkugel.

7.62. Es sei A C R™ abgeschlossen konvex und nicht-leer. Beziiglich der euklidischen Distanz existiert
fiir jedes € R™ ein eindeutig bestimmter Punkt a, € A mit d(z,a,) = d(z, A) und x — a, ist stetig.
Hinweis: Betrachte eine Folge a,, € A mit d(z,a,) — d(z, A). Verwende die Parallelogramgleichung
llu+v|? + ||u—v||* = 2(||ul|* + ||v]|?) mit v = 2 — a,, und v = x — a,, und die Konvexitit von A um a,,
als Cauchy-Folge zu erkennen. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus der Parallelogramgleichung. Die
Stetigkeit von z — a, folgt aus |d(z, A) — d(2’, A)| < d(x, )

7.63. Es sei A C R"™ kompakt, konvex und nicht leer, sowie f : A — A stetig. Dann existiert ein
Fixpunkt von f. Hinweis: Wéhle eine kompakte Kugel K 2 A und wende den Brouwer’schen Fix-
punktsatz auf g = fop: K — K an, wobei p : x — a, die stetige Abbildung R” — A aus Aufgabe

(762 ist.

7.64. Es sei E ein normierter Raum und {x1,...,2,} C E. Dann ist die konvexe Hiille

K :={x,...,2,}) = {zn:/\z% A >0, i&' = 1}
i=1 i=1

kompakt. Hinweis: {(A1,...,A,) € R" : \; >0, > | A\; = 1} ist kompakt.

7.65. 1. Formulierung des Fixpunktsatzes von Schauder:

Es sei E ein normierter Raum, A C E konvex und K C A kompakt und nicht leer. Dann besitzt
jede stetige Abbildung f : A — K mindestens einen Fixpunkt. Hinweis: Es sei ¢ > 0. Betrachte
eine endliche Uberdeckung mit e-Kugeln U.(z;) von K und eine untergeordnete Partition {g; : i €
{1,...,n}} von 1. Setze g = >, g; x; dann besitzt g o f nach Aufgabe einen Fixpunkt z. in
der konvexen Hiille Ko von {z1,...,2,}. Nun betrachte einen Haufungswert z., von z,,;, fiir k — oc.

7.66. 2. Formulierung des Fixpunktsatz von Schauder:

Es sei K eine konvexe abgeschlossene nicht-leere Teilmenge eines normierten Raumes £ und f : K — K
stetig. Dann besitzt f mindestens einen Fixpunkt falls K kompakt oder falls zumindestens f(K)
kompakt ist. Hinweis: Aufgabe |(7.65)|

7.67. Igelsatz (Hairy Ball Theorem)

Kein ungerade dimensionaler Igel 148t sich stetig kimmen, d.h. sei n ungerade und f : S»~' — R™ eine
stetige Abbildung. Dann existiert ein € S"~! mit f(z) € R-z. Hinweis: Andernfalls verschwindet der
Normalanteil g(z) := f(z)— (f(z)|x) z auf S"~! nicht. Nach [3]7.6.3] konnen wir g als C'* voraussetzen
und somit ist (g(x)|z) # 0. Wenn wir g(x) durch ||z|| g(x/||x||) ersetzen so erhalten wir zusitzlich
lg(z)|| = ||=||. Nun betrachte die Abbildung f; : © — = — tg(z). Es sei B := {x : 1/2 < ||z|| < 3/2}.
Man kann zeigen, da diese fiir kleine |¢| eine bijektive Substitutionsfunktion B — /1 + ¢?B mit
det(f/(z)) = 1+ >, t' p;(z) fiir gewisse stetige Funktionen p; : R™ \ {0} — R ist. Injektivitét folgt
aus der Beschranktheit von f’ und Surjektivitit von f: S™! — /14 #25"! aus dem Banach’schen
Fixpunktsatz angewendet auf @ — x¢ + tf() fiir fixes 29 € S"~1. Folglich ist

(1+2)"2 (Bl = |£i(B)| = |B| + 3¢ /B P
=1

wobei die rechte Seite ein Polynom in ¢ ist.
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7.68. Zeige: Jede abgeschlossene Menge A C R™ ist die Nullstellenmenge f~1(0) einer C'°°-Abbildung
f : R" —» R. Hinweis: Zeige daB es abzihlbar viele Funktionen f; € C°(R™,[0,1]) gibt, s.d. A =

Niex fi1(0). Es ist K, == max{||f(3)||oo :0 <j <n} < oo und somit die Reihe

=1
fizzlﬁfn

gleichméfig konvergent und auch jede ihrer gliedweisen Ableitungen und somit die gesuchte C°°-
Abbildung nach [I}, |4.2.11] und [I}, 4.2.8].

7.69. Essei ( : t— Zio:1 k! fiir t > 1 die Zeta-Funktion. Zeige:

2
3¢(2 oo e 0o oo 1
° % = k=1 1%2 = 2kt @ =2 k=0 m =2 k=0 (fo a?t dx) = f[o 12 W d(r1,72) =

1 T 7T2
Jo 3los(+55) = 7.

> one A o2 @d(ml, To) = fol %n(z) dr, die Catalan’sche Konstante

® f[0,1]2 1—921902 d(z1,2) = 372, 1712 = ((2).

Hinweis:

e Verwende die Substitutionsfunktion (¢,%3) (Sin(tl) Sin‘(tQ)) mit 0 < t1,tp und ¢ + 1o < 7.

cos(tz2)? cos(t)

e Wende Fubini und Partialbruchzerlegung auf das mehrdimensionale Integral in 1.

o Gehe dhnlich wie in 1 und 2 vor.

7.70. Fiir r € R sei f,. : R*\ {0} — R, z ~ ||z||5. Bestimme jene r fiir welche f, auch U := {x : 0 <
|z|| < 1} bzw. auf V := {x : ||z|| > 1} absolut integrierbar ist und bestimme diese Integrale.

7.71. Es sei I : v [[7 e """ 1 dt fiir 2 > 0 die Gamma-Funktion und B(z1,zs) := % fiir
1,22 > 0 die Beta-Funktion. Zeige:

(1) T'(z) = 2f0+oo e~ s22=1 s und somit I'(1/2) = /7.

(2) B(xy,22) =2 foﬂ/2 cos(t)?®1 = Lsin(t)2*2—1 dt

-1 +o0 p2e—1

(3) B(xl,JjQ = ﬁ]l tml—l 1— )Iz—l dt = 0+OO @st = 2f0 mdr fir xr1,Ty > 0.

Hinweis: Substitution ¢t = m

1. fl \;T Sln = n‘ggfg) fir 0 < n,m € N. Hinweis: z; = > und 23 = % und Substitution ¢ = s™.

(4) B(z,r) =2'"2*B(x, %)

(5) I'(2z) =22~ 1x~1/2D(2)T(z + 1) fiir 2 > 0.

6) T(n+3) = CrNVT fiir n e N.

22np!

n/2

(7) Kz e R™ : [zl < 1} = /iy
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7.72. Stirling Formel: lim,_, | L@ __ — \/27. Hinweis: Es sei a < 0 < b und g,h : [a,b] = R

e—Tgz—1/2
Y _. 7 > (0. Dann ist

stetig mit h(t) > ct? fiir ein ¢ > 0 und alle ¢ € [a, b], weiters existiere lim;_,o =z

2T

b
lim \/E/ g(t) e dt = ¢(0) T

T—r+00

\/E/bg(t) e ™M qp = / fx,s)ds

mit f(z,8) := X{/za,v/z0)9(5/V/T)e —oh(s/V®) zu erhalten. Es ist |f(z,5)| < ||g]loce™ °* und die rechte
——Hs

Substituiere ¢t = um

-

Seite integrierbar iiber R und lim,_, o f(z,s) = g(0)e . Nun substituiere t = xe® in der Definition
von I' und wende obiges fiir g(¢) :== 1 und h(t) := e’ — 1 — ¢t an.

7.73. Zeige die Produktdarstellung der Gamma-Funktion:

x

n*n!

Hinweis: Zeige der Reihe nach:

1. Zeige I'(z) = lim, o0 f; t**(1 — )™ dt indem Du

‘/Ontx—l (e_t— (1_2)71) dt’ </Ontl—1e—t(1 (1—;—2) )dt

1 [m 1
< —/ t" e tdt < —T'(x +2)
n Jo n

mittels Bernoulli-Ungleichung zeigst.

2. Nun wende Arzeld’s Satz iiber dominierte Konvergenz auf f,(t) := xjo,n)(1 — £)” — e~ an.

3. Substituiere schliefllich t = n s und verwende Aufgabe|(7.71.3)|um die gewiinsche Produktdarstel-
lung zu erhalten.

7.74. FEindeutigkeit der Gammafunktion.
Zeige: T' ist C'°° mit Ableitungen

+oo
() = / et t* 1 In(t)P dt.
0

Zeige, dafl die Gamma-Funktion die einzige logarithmisch konvexe Funktion ist, d.h. Inof ist konvex,
welche f(1) =1 und f(z + 1) = z f(x) erfiillt.
Hinweis: Zeige der Reihe nach:

1. Die Ableitungen von I'.

2. (Inol)"(z) = (I‘(x)]f‘”(m) - F’(x)2> T (2)?

3. fla+n) = flx) [T}Z o (z+j) und f(n) =n! fir 0 <neN.

4. Es sei g konvex und xg, x,y verschiedene Punkte mit x < y, dann ist

g(z) — g(xo) - 9(y) = 9(wo)
T — o Y — To
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5. FirO<x <1 und n > 2 ist

n(f(n = 1)) =In(f(n) _ W(f(n+2)) —In(f(r) _ Wn(f(n+1)) —In(f(n))

< <
(n—1)—n - (n+z)—n - (n+1)—n
und somit
_ —1)!
In(n —1) < In(f(n+x)) —In((n — 1)} < In(n)
x
= (n-1D"n-!< f(n+z)<n"(n-1)
(1) (n—1)*(n—1)! n* n! z+n
< < .
= z(z+1)...(x+n—-1) = @) < z(z+1)...(x+n) n
6. Fir0 <z <1 ist
L B (=
xw—i—n_x(x—l—l)...(m—&—n)_ * n—1
7.75. Zeige die Reflexionsformel fiir die Gammafunktion: T'(z) T'(1 — z) = Snteny fir 0 <z < 1.

Hinweis:

e Betrachte f(x) :=I'(x) (1 — z) sin(wz) fiir 0 < z < 1. Zeige, daf durch f(z) :=T(1 +z)I'(1 —
x) S”’;im) fiir |z| < 1 eine C*° Erweiterung von f auf (—1,1) gegeben ist, welche f(z) = f(z +1)
fir —1 < z < 0 erfillt und somit 1-periodisch auf ganz R fortgesetzt werden kann.

o Esist f(2)f(2) =nf(2) fir 0 <z < 1.

e Nun betrachte die beschrinkte Funktion g := (Inof)”. Zeige, dafl g(x/2) + g((z +1)/2) = 4g(z)
erfiillt und folgere daraus g = 0, also logof linear und periodisch und somit konstant In(f(z)) =
In(f(0)) = In(w), also f(x) == fiir alle x.

x—1
7.76. Zeige: f0+oo j;_l dsy = ﬁ Hinweis: Mittels Substitution (s1, s2) = (¢1 + to, %) ist
t x 1 ’ z—1 +oo x—1
— —T(2)T(1—2) = / ettt (1) —d(ty, 1) = / e 2 d(s), 52) = / 2 s,
sin(mx) R? to t R? So+1 0 so+1

7.77. Es sei ¢ : R — R? \ {0} C°. Zeige, daB es eine Richtung v € S! gibt, s.d. ¢/(t) nicht parallel zu
v in allen Punkten c¢(t) € Ry - v ist. Hinweis: Es sei ¢(t) = (x(t), y(t)). Wende den Satz von Sard auf
[t y(t)/z(t) fir t € R\ 271(0) an.

7.78. Berechne das Volumen des durch das Paraboloid 22 + 42 — z = 0, den Zylinder x? 4+ 3% — R? =0
mit R > 0 und die Ebene z = 0 begrenzten beschriankten Korper.

7.79. Zeige

1
/ dr = 41In(1 + V2).
[—1,1]2 |2

7.80. Es sei B := {x € R?: |22 < R} mit R > 0. Zeige:

2
/ |z]|2 dx = m ks und / e l2l3 gy = (1l — 67R2).
B 3 B
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7.81. Es sei B das Dreieck mit den Ecken (0,0), (1,0) und (0,1). Zeige:

/ ele=y)/(z+y) d(z,y) = Sinh(l).
B 2

Hinweis: Verwende die Substitution (¢,s) = (z — y,z + y).

7.82. Es sei 0 < a < b und B der Kreisring {z € R? : a < ||z < b}. Zeige

1
/ 3 dx = 4rIn(b/a).
B llzl3
7.83. Es sei @ eine positiv definite quadratische Matrix. Dann gilt fiir das Ellipsoid E := {z € R? :

(Qx|z) < 1} und die Einheitskugel K := {z € R? : ||z||2 < 1}:

K| = v/det(Q) |El.

Hinweis: Es existiert eine positiv definite symmetrische Matrix P mit P? = Q.

7.84. Es sei A := {z € R : 23 > a} mit a > 0, weiters B := {z € R? : ||z|]s < R} mit R > a und
C:={reR®: 2y + a3+ 23 > 1}. Bestimme

1 1 1
/ g d, / —5 dr, und / —g dx
ang [zl a =]z c =l

Hinweis: Aus [, 18t sich [, berechnen.

7.85. Es sei ((s) = Y p-, 7 die Riemann’sche Zeta-Funktion. Zeige:

L. +oo l.sfl
| =T
2.
+oo s—1
| S ==z
0 er + 1
3 400 ,2n—1 1 2n—1
0 g 1 e Bay,
/ T dr :/ @)™ = (c1yn- 1 (2)2n Ben
0 et —1 0 x—1 4n
Dieses Integral fiir n = 2 tritt bei der Strahlung eines schwarzen Korpers auf.
4.
+oo 5e®
Hinweis:

1. ﬁ = 220:1 e **_ vertausche nun Summation und Integration und zeige
+o00
/ ¥ e R da = T(s)/k°.
0

2. Ersetze x durch az fiir ¢ > 0 und differenziere nach a.
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7.86. Berechne Fresnel’s Integral fiir 0 < p < 2:

/+°° sin(z) dr — L(p/2)T(1—p/2) 0
0

P 2I'(p) 2T(p) sin(pm/2)

Hinweis: Zeige

1 1 Foo
I 7/ tp—l e—st dt
z? T(p) Jo

+oo s 1 +o0 +oo
/ sin(z) dx = / Pt / e St sin(x) d dt
0 xP L'(p) Jo 0

/+<x> sin(x) Do — 1 /+OO tp—l "
0 xP L(p) Jo 1+22

und verwende Aufgabe |(7.71.3)]

7.87.Essei U:={z €RP:|z|| > 1} und V :={x € R? : 0 < ||z||2 < 1}. Zeige die Existenz von

1 1
/—quﬁirq>p und /—qufﬁrq<p.
v l1zl3 v lzll3

7.88. Berechne

1 1
—————dx fir p >2 und / —— dax fiir p < 2.
/R2 (1+ [lzll2)» re |23

7.89. Zeige, daf} folgende Integrale nicht existieren:
/ 1 fiir ¢ < d / ! fiir ¢ >
——— firg<p un —— fiir ¢ > p.
e (14 [|lzl2)? re |23

7.90. Frullani’s Integral: Es sei 0 < a < bund f : I :=[0,1] X [a,b] — R gegeben durch f(z,y) := z¥.
Versuche || ; [ mittels Fubini auf zwei Arten zu berechnen. Die eine Art fiihrt auf fol l;n*(—i; dx und mittels

Substitution z = e~? zu
+oo e—at _ e—bt
/ T 4= n(b/a).
O t

7.91. Es sei f : (s,t) — se*!. Zeige: f: R? — R ist stetig und f0+oo f(s,t) dt existiert fiir jedes t > 0,
aber s f0+°° se~ st dt ist nicht stetig bei 0.

7.92. Zeige, dafl f0+°° |%| dt nicht konvergiert, aber das uneigentliche Integral

+oo ;
Sin (¢
/ S0 b ki 0 < p < 1
0 (2

schon. Zeige weiters:

+oo i
/ sin(t) P
0 t 2

Hinweis: Zerlege R in Intervalle der Léinge 7. Fiir die zweite Aussage betrachte f,(s,t) := e~ *¢ s’;‘# dt
und zeige, daf %go(s,t) = fo(s,t) fiir go(s,t) = —%(cos(t) + ssin(t)). Weiters ist |g(s,t)| < 2 und
nun f stetig bei 0. Partielle Integration liefert nun die Konvergenz des Integrals

+oo
/ fp(s,t)dt fur s > 0.
0
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Da Fy(z) := O+°° f1(s,t) dt gleichméBig bzgl. € [0, 1] konvergiert, ist Fy stetig und wegen |0y f1(z,t)| <
e~ fiir x > a ist F differenzierbar auf (a, +00) mit Ableitung F{(s) = — 0+OO et sin(t) dt = — 7.

Also ist Fy(s) = ¢ —arctan(s) fiir alle s > 0 und Substitution liefert Fy(s/p) = f0+oo e‘”@ dt, also

ist c— 5 = limp_.o4 Fl(i) =0 fiir s > 0. Und Stetigkeit von Fj bei 0 liefert die gewiinschte Gleichheit.

8  Volumina

Gauf} in der Ebene, Kurvenintegral

8.1% . Berechne folgende Kurvenintegrale fc f, wobei

o c(t):= (t2,#3) fiir t € [0,1] und f(z,y) = (zy?, z%y).

o c(t) := (t2,¢3) fir t € [0,1] und f(z,y) := (zy, 2% + y?).

o c(t) := (sin(t), cos(t)) fiir t € [0,7/4] und f(z,y) := (zy, 2?).

8.2 % . Berechne die Linge folgender Kurven:
e Die NEIL'SCHE PARABEL c(t) := (t2,t3) fiir t € [—a, a.
e Die KETTENLINIE ¢(¢) := (¢, cosh(t)) fiir t € [—a, a].

o Gelingt dies auch fiir die ELLIPSE c(t) := (a cos(t), bsin(t)) fiir ¢ € [0, 27]?

8.3% . Versuche die Mantelfléiche eines Zylinder zu verkleinern, indem Du in einschniirst, also durch
zwei Kegelstiimpfe ersetzt. Wie hiingt das auftretende Minimum von der Dimensionen des urspiinglichen
Zylinders ab?

Wer die Herausforderung liebt, der mége dies auch mit einen Kegelstumpf als Ausgangskorper machen.

8.4% . Verifiziere den GauB’schen Integralsatz an folgendem Beispiel indem Du beide Seiten getrennt
berechnest: B := {(z,y) € R? : 22 + ¢y?> < 1} und f(x,y) := (22, 2y).

Eines aus |(8.5){(8.8)

8.5 % . Berechne die von der Kurve ¢ + (sin(2t),sin(t)) eingeschlossene Fliche. Hinweis: Zeichnung.

8.6 % . Berechne die Fliche zwischen den ZISSOIDE t (11%, 1_’;—12) und ihrer Asymptote z = 1.

8.7% . Berechne die Fliche zwischen der STROPHOIDE # ij& (1,¢) und ihrer Asymptote x = 1.
8.8%. Das KARTESISCHE BLATT wird durch ¢ %(l,t) parametrisiert. Bestimme die Fliche der

Schleife, sowie die Fliche zwischen Kurve und Asymptote x +y = —1.

Eines aus|(8.9)|

8.9%. Die LEMNISKATE ist in Polarkoordinaten durch r(y) = 4/2cos(2¢) gegeben. Berechne die
Flache des von ihr eingeschlossenen Bereichs.

8.10% . Die PASCAL'SCHE SCHNECKE (die KONCHOIDE DES KREISES) ist in Polarkoordinaten durch
r(¢) = cos(p) + d fur fixes d > 0 gegeben. Berechne die Fliche des von ihr eingeschlossenen Bereichs.
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8.11%. Die KARDIOIDE (eine Pascal’sche Schnecke fiir d = 1) ist in Polarkoordinaten durch r(y) =
cos(¢) + 1 gegeben. Berechne die Fliche des von ihr eingeschlossenen Bereichs sowie deren Umfang.

8.12%. Die EPIZYKLOIDE bzw. HYPOZYKLOIDE ist (fiir d > 0 bzw. d < 0) durch die Parametrisierung

tis ((1 +d) cos(t) — d cos <1—§dt> (1 + d)sin(t) — dsin (1—5dt)>

gegeben. Bestimme im Fall d = £1/m mit 0 # m € N die durch sie begrenzte Fliche sowie deren
Lénge. Im Fall d = —1/4 ist diese Kurve die sogenannte Astroide.

8.13. Kurvenintegral und Windungszahl. Es sei z : RT x R — C, (r,¢) — re*? die Abbildung die
Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten x 4+ ¢y = z umrechnet. Bestimme die Ableitung dz und
zeige

dz . rxdr+ydy .xdy—ydx
7 ) Hide = H iy

Nun fasse letzteres als 1-Formen auf R? \ {0} auf und berechne damit fiir Kurven ¢ : I — R?\ {0} in

kartesischen Koordinaten eine zugehorige Kurve in Polarkoordinaten mit () := ¢(0) + |, %

Falls ¢ geschlossen ist, also ¢(a) = ¢(b), so muf} daB fiir ¢ : [a,b] — R nicht mehr gelten und w €
Z zahlt wie oft ¢ um 0 herumlauft.

8.14. Berechne (rot o grad)(f) und (divograd)(f) fiir jede C?-Funktion f : R? — R.

er 01 Oif er 01 O1
rot(grad /) =V x (Vf)=det |ea 02 Oof | =det|ea 0o G| f=0f=0
e3 O3 83f es O3 O3

div(grad f) = (V|Vf) = (V|V)f = A f

8.15. Vergleiche die Wirbelfreiheit eines Vektorfelds mit der Geschlossenheit der zugehorigen 1-Form
und fiir diese vergleiche weiters die Aussage des Gaufi’schen Integralsatzes mit den Sétzen [2] 6.5.4]
(bzw. [2,16.5.8]).

8.16. Es sei f : R? — R? ein lineares Vektorfeld, d.h. f(z) = A - z fiir eine 2 x 2-Matrix A. Bestimme
div(f) und rot(f). Was bedeutet es (fiir die Eigenwerte von A), dafl f quellenfrei oder wirbelfrei ist.
Hinweis: Siehe die Bemerkungen nach [2] 6.2.18].

8.17. Es sei f : R2 D U — R? ein C'-Vektorfeld. Zerlege fiir z € U die Ableitung A = f/(z) €
L(R? R?) in ihren symmetrischen Teil A, := (A + A") und schiefsymmetrischen A4, := (4 — A").
Zeige, dal f genau dann wirbelfrei ist, wenn f’(z), = 0 fiir alle z € U. Mehr noch, div(f)(z) ist der
charakterisierende Eintrag in der linken unteren Ecke des schiefsymmetrischen Teils von f(z).

8.18. Was bedeutet rot(f) = 0 und/oder div(f) = 0 fiir komplex differenzierbare f : C D U — C
(siehe [2]6.6.2]). Hinweis: Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichung(en).

8.19%# . Bestimme Rotation und Divergenz folgender Vektorfelder und iiberpriife ob diese quellenfrei
bzw. wirbelfrei sind:

2.
o fay) = (rbe 12k ).

2 2
o flay) = (i ke ).

s = (i i)
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Stokes im Raum, Oberflichenintegral, Rotation

8.20%. Berechne folgende Integrale des Vektorfelds f : (z,y,2) + (x,2, z2) am R3:

o c(t) = (t,t2,43) fur t € [0,1].

o O(u,v):= (u,v,uv) fir (u,v) € [0,1]%

8.21%. Bestimme den Einheitsnormalvektor folgender Flichen:

o &(u,v) := (sin(v) sin(u) cos(u), cos(v) /2, sin(v) sin(u)? — sin(v)/2).

o d(u,v) := (u?v,v*u,u —v).

8.22% . Bestimme die Rotation folgenden Vektorfelds und iiberpriife ob dieses wirbelfrei ist: f :
(xa Y, Z) = (y 225 m(ZQ - x2y2)v 2.1‘:[/2)

8.23 # . Verifiziere den Stokes’schen Integralsatz an folgendem Beispiel indem Du beide Seiten getrennt
berechnest: Es sei K eine Kreisscheibe in Mittelpunktslage, die Fliche ® : K — R3 gegeben durch

(u,v) = (u,v,u? —v?) und das Vektorfeld f : (z,y,2) — (2, 2,9).

8.24 % . Zeige, daB die Oberfliiche einer Fliche, die durch Rotation einer Abbildung f : R D [a,b] — R
entsteht, gegeben ist durch 27 f: f@)/1+ f'(x)?du.

8.25. Es rotiere eine C'-Funktion f : [a,b] — RT um die z-Achse. Zeige, daf} die Fliche der zu
Zerlegungen Z von [a,b] gehorenden approximierenden Kegelstiimpfe gegen 27 fab F@®)/14 f(¢)?dt
konvergiert. Hinweis: Benutze den Mittelwertsatz um diese Summe mit einer geeignet gewéhlten
Riemannsumme zu vergleichen.

8.26. Es sei f: K — R3 C'. Zeige, daf fiir Zerlegungen Z von K in Dreiecke die Gesamtfliche der
Bilddreiecke bzgl. f gegen die Oberfliche von B := f(K) konvergiert. Hinweis: Parametrisiere die
Dreiecke A mit Ecken a,b,c von Z durch die affine Funktion R?> — R? die (0,0), (1,0) und (0, 1) auf
diese Ecken abbildet. Nun verwende die Invarianz der Fliche von f(A) unter Reparametrisierung und
vergleiche diese mit der Fliche 3||(f(c) — f(a)) x (f(b) — f(a))| des Dreiecks mit Ecken f(a), f(b), f(c).

8.27# . Berechne jenen Teil der Oberfliche eines PARABOLOIDS 22 + y? = z welcher iiber der Kreiss-
cheibe {(x,,0) : 22 + y? < R?} liegt.

8.28 ¥ . Berechne die Oberfliche jenes Teils eines EINSCHALIGEN HYPERBOLOIDS (22432 —22—1 = 0)
und auch eines ZWEISCHALIGE HYPERBOLOIDS (22 4+ ¢y — 2?2 + 1 =0), der durch 2 = —Rund z = R
begrenzt wird.

8.29%. Bestimme Volumen und Oberfliche (als uneigentliche Integrale) des Koérpers, der durch Ro-
tation von x — 1/x entsteht in den Grenzen 0 < x < 1 und auch in den Grenzen 1 < z < +o0.

8.30% . Die KETTENLINIE ist der Graph von cosh. Bestimme die Oberfliche des durch Rotation um
die z-Achse entstehenden Koérpers zwischen den Grenzen —R < x < R. Bestimme auch die Lénge des
Bogens der Kettenlinie zwischen diesen Grenzen.

8.31%. Die TRAKTRIX oder SCHLEPPKURVE entsteht durch Rotation von o = Arcosh(1/y)+ /1 — y2

um die xz-Achse. Berechne deren Oberfliche in den Grenzen 0 < z < 4o00. Hinweis: Achtung: Es ist
nicht y als Funktion von x gegeben.
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8.32%. Zeige, daB die Oberfliiche eines Graphen einer Funktion f : R? O K — R gegeben ist durch

/K VIT @ @)

Wende dies auf f : (z,y) — zy definiert auf [—1,1]? an.

8.33% . Zeige, daB [, \/r2(1 + (%f)Q) + (%f)Qd(T, ) die Oberfliche des Graphen einer Funktion f

ist, welche in Polarkoordinaten (r,¢) — f(r,¢) gegeben ist. Wende dies auf f(r,¢) := r?sin(2p) im

Bereich 0 < r < R an. Hinweis: Substitutionsformel und Aufgabe

8.34. Oberfliche als Grenzwert von Volumina. Es sei ¢ : K — ¢(K) C R? eine kompakte Fliche.
Definiere
P: K xR— R (tu,v) = o(u,v) + try(u,v).

Zeige:

[e(K)| = lim —[®(K x [0,¢])

Hinweis: Berechne ®(K x [0, ¢]) mittels Substitutionsfunktion ® und schreibe die auftretende Deter-
minante als Polynom in ¢.

8.35. Es seien f,g : R? D U — R? differenzierbare Vektorfelder und p : U — R eine differenzierbare
Funktion. Zeige:

rot(f + g) =rot(f) +rot(g) und rot(p- f) = p-rot(f) + grad(p) x f

8.36. Es sei f: R3 D U — R C?. Zeige, daB rot(grad(f)) = 0.

8.37. Es sei S eine Fliche in R? und f : S — R stetig. Zeige:

inf(£(S)) || g/sfvolsgsup(f<5))|5|

Gaufl im Raum, Normalbereiche, Divergenz

8.38 % . Bestimme die Divergenz folgendes Vektorfelds und iiberpriife ob dieses quellenfrei ist: f :
(2,,2) = (232 2, cos(x) sin(y), =),

8.39% . Verifiziere den Gauf’schen Integralsatz an folgenden Beispielen indem Du beide Seiten getrennt
berechnest: K := {(z,9,2): 0 < 2 <4 — 2% —y?} bzw. K := {(2,9,2) : 22 + y? < 9,0 < 2z < 5} und
Vektorfeld f: (z,y,2) = (x +y,y + 2,2 + x).

8.40. Es seien f,g : R? D U — R? differenzierbare Vektorfelder und p : U — R eine differenzierbare
Funktion. Zeige:

div(f+g) = div(f)+div(g), div(p-f) = p-div(f)+(grad(p)|f) und div(f xg) = (rot(f)|g)—(f|rot(g))

8.41. Es sei f: R3 DU — R® C2. Zeige, daBl div(rot(f)) = 0.
8.42. Es f:R? DU — R C?. Der LAPLACE-OPERATOR A ist definiert durch

A(f) = (01)*f + (82)* f + (95)*F-
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Zeige: A(f) = div(grad(f)).

8.43. Fiir C%-Vektorfelder f = (fi, f2, f3) : R D U — R? ist der LAPLACE-OPERATOR A komponen-
tenweise definiert, also A(f) = (A(f1), A(f2), A(f3)). Zeige: rot(rot f) = grad(div(f)) — A(f).

8.44. Es sei B ein C'-Normalbereich beziiglich aller 3 Achsen und f,g: B — R C!. Zeige die ERSTE
GREEN’SCHE FORMEL:

[ terad(plgmado)) + [ £80) = [ f(rad glvom) volon
B B B
Hinweis: Wende den Gauf’schen Integralsatz auf f - grad(g) an.

8.45. Zeige unter den gleichen Voraussetzungen wie in Aufgabe [(8.44)| die ZWEITE GREEN’SCHE
FORMEL:

/B (f Alg) — g A(f)) = /3 (J terad glvon) — g (grad flvom) volos

8.46. Es sei B C R? ein C'*-Normalbereich und f : R* O B — R HARMONISCH, d.h. A(f) = 0. Zeige

/ (grad f|vag) vologg =0
oB
Hinweis: Aufgabe|(8.44)

8.47. Zeige unter den gleichen Voraussetzungen wie in Aufgabe [(8.46 )|

/ £ {grad flvop) volop = / | grad(f) 2.
oB B

Hinweis: Aufgabe
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(O 8.48. Seien f = (f1, fa, f3) und g = (g1, g2, g3) zwei Vektorfelder am R3. Sei v = f; dxt+ fo da+ f3 da
die zu f gehérende 1-Form, 8 = g1 da? A dx® + g da® A dxt + g3 dot A da? die zu g gehorende 2-Form
und v = (f|g) dz* A dz? A dz?® die zum Produkt (f|g) gehérende 3-Form. Zeige a A 8 = 7.

O 8.49. Seien f = (f1, f2, f3) und g = (g1, g2, g3) Vektorfelder am R3 und o = f; dzt + fo dz? + f3da®
sowie B = gy dax' + g dx? + g3dx® die dazugehorenden 1-Formen. Dann ist das zur 2-Form a A 3
gehorende Vektorfeld durch f x g gegeben.

O 8.50. Sei f = (f1,f2, f3) ein Vektorfeld am R? und o = f; do! + fo d2? + f3da® die zu f gehorende
1-Form und 3 = fidz? Ada® + fodx3 Ada' + fsdx' Adx? die zu f gehorende 2-Form. Zeige, dafl das
zu da gehorende Vektorfeld gerade rot(f) ist und die zu df gehorende Funktion div(f) ist.

O 8.51. Essei ®:R?2 D K — S C R? eine Fliche, dann ist dz A dy aus [3], 8.1.5] gerade die vermoge ®x
zuriickgezogende Form von dx A dy aus [3] 8.2.5].

8.52. Poincaré Lemma: Jede geschlossene Differentialform w (d.h. dw = 0) auf einer sternférmigen

Menge ist exakt (d.h. es gibt eine Differentialform @ mit d(&) = w).
Hinweis: Fiir eine (p + 1)-Form w sei eine p-Form @ definiert durch:

1
w(x)(v1,...,0p) 1= /0 tPw(te)(x, v, ..., vp) dt.

Zeige nun w(z)(vy, . .. ,vp) == ! 4 (gt (ta) (v, .- ., vp)) dt = (dw + dw)(x)(vo, - - . , vp).
Die Volums-Form. In den restlichen Aufgaben |(8.53)H(8.60)| werden fiir eine p-Fliche ® : K — R™,
(ul,...,uP) s (2%, ...,2™) folgende Definitionen benotigt:

i ipy\ 2
Sei go : K — R definiert durch go = 3 det(M) . Beachte, daB

11 < .. <ip O(ul,...,up)

det(a(m'i17,,.,zip)(u)> — det il,...,ip(q)/(u))

o(ul,...,ur)

Falls go # 0 ist fiir jeden multi-Index (i1, ...,1,) der entsprechende Richtungs-Kosinus

01,eees ip . O(x*l,...,.z'P)\ |
paein - \/g;det( ) K o R.

SchlieBlich ist vole := /ga du' A...AduP eine p-Form auf K, die sogenannte Volums-Form oder auch
das Volums-FElement.

O 8.53. Zeige, dafl sich g, p und vol unter einem Parameter-Wechsel ¢ : K’ — K (eine Substitutions-
Funktion) wie folgt transformieren :

Goop = ©*(g0) - det(¢'(.))?
11 ,eenyip 7“1’~~~aip)

Poop = ©" (P@

volgpo, = ™ (vols)

Von nun an nehmen wir an, da3 ® injektiv ist und fiir jedes u € K auch die Ableitung ®'(z) injektiv
ist (® heifit dann injektive Immersion).

O 8.54. Zeige: Fiir eine p-Form w =) wil’,,,,ipdxil A...Adzt am R™ ist

i1 <...<lp

" (w) = /9o Z pg"”’i’jwihm,ipdul Ao A duP.

i1 <...<ip
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Folgere daraus, daf3 durch

volg(®(u)) = Z pg’”"i” (w)dz™ A ... A dx'

i1<...<ip

eine p-Form auf S = ®(K) gegeben ist, welche ®*(volg) = volg erfiillt. Zeige, daf volg nicht von der
i15erip i15eemrip

Parametrisierung abhéngt. Zeige auch, daf§ durch pg (D(w)) = pg (u) fiir jeden multi-Index
(t1,...,1p) eine Funktion auf S gegeben ist, welche nicht von der Parametrisierung abhéngt.

8.55. Beweise den Produkt-Satz fiir rechteckige Matrizen: Seien A und B zwei n x m-Matrizen so gilt:

det(A'B)= > det™'m(A)det ™" (B).

1< . <im

Hinweis: Fasse B : R™ — R", A' : R™ — R™ als lineare Abbildungen auf und berechne (A’B)*(dz! A

...Adx™) auf zwei Arten. Zeige dazu: (A%)*(dz!A. .. Adx™) = D <in, det™ ' (A) dy A .. Ady'.

8.56. Esseien g;; := (gfi %}, die Koeflizienten der sogenannten ersten Fundamentalform der Fliche.

Zeige, daB go = det((gij)i j=1..p). Diese Determinante gebildet aus allen Produkten der p Vektoren

2P
ou’

fir i = 1...,p heiit Gram’sche Determinante. Hinweis: Beniitze Aufgabe |(8.55)

8.57. Der Tangentialraum 7S der Flidche S im Punkte z € S ist definiert als das Bild von ®'(u) fiir
O(u) =z, dh. T8 := {P'(u)(v) : v € RP}. Zeige daf T,.S nicht von der Parametrisierung ® abhiingt,
und ein p-dimensionaler Teilvektorraum von R™ ist.

8.58. Beweise folgende geometrische Interpretation von volg:

volg(x)(w?, ..., wP) miBt das p-dimensionale Volumen der Normal-Projektion auf 7},.S des von w

aufgespannten Parallelepipeds.

Hinweis: Zeige zuerst, dafl volg(z)(w!,...,wP) = 0 falls mindestens ein w’ normal auf 7,5 ste-

ht. Verwende dabei Aufgabe und dig Formel Bild(A)* = Kern(A*). Nun wihle in 7,5 eine
3 P g

orthonormal-Basis (w!,..., wP), entwickle T = Qi1 @ w' in dieser Basis, und zeige mittels Auf-

gabe [(8.56) daf fiir die Matrix A der Koeffizienten det(A4)? = g gilt. Nun berechne man wie folgt:

1
e, wP

det(A) volg(w',...,w") = volg(&%, ..., 22) = \/g

? OuP

8.59. Gib eine geometrische Interpretation von pg fiir eine 1-Fliche S (d.h. Kurve) sowie fiir eine
(n — 1)-Flidche S im R™ (eine sogenannte Hyperfliche).

.
Hinweis: Fiir Hyperflichen definiere einen Vektor vg durch vk := (71)1'71[); """ “™ und berechne
(vs| %> firalle: = 1,...,n—1. Berechne aulerdem das Vorzeichen der Determinante det (1/5, g%, e 6,8%)

8.60. Beweise den Divergenz-Satz fiir einen n-Simplex V im R": Sei f ein C''-Vektorfeld auf V so gilt:

/ div(f) voly :/ (flvav) volgy
v v

wo vgy der nach auflen weisende Einheitsnormalvektor an 9V ist.
Hinweis: Wende den Satz von Stokes auf die zu f gehorende (n — 1)-Form

n —
w= (- dat AL A dat AL A da”

i=1

an. Fiir die Bestimmung von vgy verwende Aufgabe [(8.57)]
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