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Dies ist das Skriptum zu meiner gleichnamigen Vorlesung im Wintersemester 2004/2005. Darin wird
die Integration von Funktionen in mehrdimensionalen Variablen behandelt.

Viele der dabei verwendeten Ideen sind uns bereits in der Analysis 1 und 2 begegnet, die natiirlich
Voraussetzung zum Verstdndnis dieser Vorlesung sind.

Im Kapitel werden wir Funktionen zuerst iiber mehrdimensionale kompakte Intervalle und dann
iiber allgemeine beschrénkte (mefbare) Teilmengen des R? integrieren und neben Existenzaussagen
wie dem Lebesgue’schen Integrabilitétskriterium |(7.1.7)| und |(7.2.7)| Methoden zur Berechnung des
Integrals behandeln, wobei vor allem der Satz[(7.1.9)| von Fubini und die Substitutionsformel [(7.5.9)]
zu nennen sind. Wir werden auch die Existenz von glatten Partitionen der Eins in |(7.6.1), den Satz
von Sard und den Brouwer’sche Fixpunktsatz beweisen. Schliellich werden wir noch
Integrale iiber offene (unbeschrénkte) Teilmengen behandeln.

Im Kapitel werden wir den Hauptsatz [I8] 5.2.2] und [I8] 5.5.18] der Analysis zum Stokes’schen
Integralsatz und dessen Spezialfille verallgemeinern und Anwendungen dieser Resultate im Kapitel
geben.
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Links auf (gif-) Animationen und solche auf interaktive (Java-) Animationen

sind wieder durch nebenstehende Symbole gekennzeichnet: H

| -

Ich habe diejenigen Teile, die iiber diese Vorlesung hinausgehen, die ich auf Wunsch im Repetitori-
um behandelt habe und die fiir jene gedacht sind, die keine Angst haben zeitweilig ein wenig den
Boden unter den Fiilen zu verlieren und in héhere Sphéren aufzusteigen, durch linkseitiges Symbol
eines Héngegleiters gekennzeichnet. Insbesonders habe ich mich bemiiht, an den addquaten Stellen
einige Ausblicke auf andere mathematische Gebiete zu geben, die eine natiirliche Fortsetzung der hier
vorgestellten Konzepte bilden.

Weitere Resultate oder Beweise, die zwar fiir die Vorlesung relevant sind, aber auf Grund ihrer Kom-
plexitét nicht zur Priiffung kommen, habe ich mit linksseitigem Symbol gekennzeichnet.

Sicherlich wird die aufmerksame LeserIn (Tipp-)Fehler finden kénnen. Ich méchte folglich wie immer
die Bitte aussprechen, mir diese mitzuteilen (geteiltes Leid ist halbes Leid). Ich werde diese in der
redigierten Version natiirlich beriicksichtigen.

Andreas Kriegl, Wien im September 2004

Dies ist die abschliefende Version des dritten Bandes zu meinem Vorlesungszyklus Analysis 1-3. Ich
habe dabei die Fehlerlisten die mir zugegangen sind berticksichtigt. Sehr umfangreiche Listen mit Kor-
rekturen haben mir dankenswerter Weise wieder Annegret Burtscher und Philipp John zur Verfiigung
gestellt. Weiters verdanke ich zahlreiche Korrekturen wieder Helge Kriiger. Auf seine Anregung hin
habe ich auch in eine Interpretation der Memotechniken, welche wir fiir Differentialquotienten
verwendet haben, als exakte Rechnung mit 1-Formen hinzugefiigt. Ich habe das Skriptum umnum-
meriert, d.h. die Nummern sind nun in fortlaufender Reihenfolge (und nicht mehr ident mit jenen aus
der Vorlesung). Die PDF-Version des Skriptums ist zwischen den 3 Béinden und auch den Prosemina-
raufgaben verlinkt und enthélt auch aktive Links zu den erstellten Animationen. Andreas Kriegl,

Wien im Juli 2005

Zahlreiche Korrekturen und Querverweise verdanke ich Holger Rud, Martin Heuschober und Sebastian
Rieder. Andreas Kriegl, Wien im Dezember 2005
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7  Volumina

Wir wollen nun Volumina und héher-dimensionale Pendants studieren, d.h. Integrale von Funktionen
f:RP — Rmit p > 1. Im 1-dimensionalen war dabei der Ausgangspunkt die Lénge von Intervallen I =
[a,b] die wir als |I| := (b—a) gesetzt haben. Darauf aufbauend war die Idee bei der Flichenberechnung
fir Funktionen f : R — R, diese durch Rechtecke zu approximieren und die Fliche eines Rechtecks
I x Iy = [a1,b1] X [ag, bo] als |11y X L] := |I1]-|I2] = (b1 —aq1)-(ba —a2) (also Linge mal Breite) zu setzen.
Ganz analog gehen wir nun auch im héherdimensionalen vor und definieren (induktiv) Volumina als
Grundfliche mal Hohe.

7.1 Integration iiber kompakte Intervalle

7.1.1 Definition. Darboux-Integrierbarkeit.
Unter einem p-DIMENSIONALEN KOMPAKTEN INTERVALL (einem achsenparallelen Rechteck (p = 2),
Quader (p = 3) oder Hyper-Quader (p > 3)) verstehen wir eine Menge der Form

I=5Lx...xI,={(z1,...,2p) € RP :q; < x; <b; furalle 1 <j <p}

mit Il = [al,bl],. .. ,Ip = [ap,bp].

Perspektivische Bilder von Rechteck, Quader und Hyper-Quader

Sein (p-dimensionales) Volumen definieren wir als

P p

171 =151 = 10 —ap).

j=1 j=1

Unter einer Zerlegung Z von I verstehen wir eine endliche Familie von kompakten Teilintervallen J
deren Vereinigung I ist, und die nicht iiberlappend sind, d.h. fiir je zwei Teilintervalle Jy, Jo € I liegt
kein Punkt gleichzeitig im Inneren von J; und im Inneren von Js. Das Innere X einer Teilmenge
X C RP? ist definiert als

X?:={zeRP: Je>0:U(x) C X},

es ist die grofite offene Teilmenge die in X enthalten ist. Fiir ein Intervall I = H?Zl[aj,bj] ist das
Innere 1° = [[%_, (aj, bj).

tiberlappende und nicht iiberlappende Intervalle
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2 Integration {iber kompakte Intervalle 7.1

Spezielle Zerlegungen eines Intervalls I sind sogenannte Produktzerlegungen, die dadurch erhalten
werden, dafl wir Zerlegungen Z; von I fiir alle j € {1,....p} wihlen und Z dann aus allen Intervallen
Ji X ... x Jp, mit J; € Z; besteht. Wir schreiben (etwas mifibrduchlich) Z = Z; x ... x Z, in dieser
Situation

SuljjnnsEpEIZEE|]
i
giialislms
B = e
jgimi MRty
N A

Zerlegung und Produkt-Zerlegung

Es sei f: RP O I — R beschriankt, wobei I ein p-dimensionales kompaktes Intervall ist. Analog zum
1-dimensionalen Fall definieren wir wie in [I8] 5.1.1] die Obersumme und Untersumme der Funktion f
bzgl. einer Zerlegung Z als

O(f.2) = > sup(f(J))|J]|

JeZ

U(f,Z) =Y inf(f(]))]J]

Jez

Das obere und das untere Integral von f ist dann als

O(f) :=inf{O(f,Z): Z}Yy und U(f) :=sup{U(f, Z) : Z}

definiert, wobei Z durch alle Zerlegungen des Intervalls I
lauft. Eine Untersumme

Die Funktion f heifit Darboux-integrierbar und [ ; [ das Darboux-Integral von f (iiber I), falls oberes
und unteres Integral iibereinstimmen und man setzt dann

[ t@r )@y = [ f@ae= [ =0 =vip)

Eine Zerlegung Z’ heifit Verfeinerung von Z falls jedes Teilintervall J’ von Z’ ganz in einem Teilintervall
J von Z enthalten ist. In dieser Situation ist fiir J € Z dann {J' € Z' : J' C J} eine Zerlegung von J.

7.1.2 Lemma. Produktverfeinerung.
Zu jeder endlichen Menge Z von Teilintervallen eines Intervalls I existiert eine Produktzerleqgung Z',
s.d. jedes J € Z durch {J" € Z': J C J} (Produkt-)zerlegt wird.

Ist insbesonders Z eine Zerlegung von I, so ist Z' eine Verfeinerung und |I| =3 ;. |J|.
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Die Produktverfeinerung einer endlichen Menge von Intervallen

Beweis.

Wir fithren den Beweis nur in dem Fall, wo Z keine degenerierten Teilintervalle (d.h. keine deren
Seiten hat Lénge 0)) enthélt, da diese bei den Ober-, Unter- und auch den noch zu definierenden
Riemannsummen keinen Beitrag liefern.

Es sei Z; jene Zerlegung der j-ten Seite von I, welche als Teilungspunkte alle Randpunkte der j-ten
Seiten J; aller Intervalle J = J; X ... x J, von Z besitzt. Dann ist Z’ := Z; x ... x Z,, die gesuchte
Produktzerlegung: Sei nimlich x € J € Z (und J nicht degeneriert). Dann existiert ein 2’ € J s.d. fiir
jedes j € {1,...,p} zwischen x; und ’; keiner der endlich vielen Teilungspunkte von Z; liegt und z;
selbst auch keiner ist. Es liegt 2’ somit im Inneren eines Intervalls J’ € Z’ und damit liegt auch = € J’,
d.h. J und J’ sind iiberlappend.

Beh.: Wenn J € Z und J' € Z' iiberlappend sind, dann ist J' C J.
Andernfalls wiirde ein Randpunkt einer Seite von J zwischen den Randpunkten der entsprechenden

Seite von J’ liegen was nach Konstruktion von Z’ unméglich ist. O
Sei nun Z eine Zerlegung und J' = ?Zl[tj, s;] ein Intervall von Z/ = Z3 X ... x Z, und z € J' im
Inneren von J'. Weil Z eine Zerlegung ist, existiert ein Intervall J = Jy x ... X J, von Z mit z € J

also auch im Inneren von J. Somit ist nach obiger Behauptung J’ C J, also Z’ eine Verfeinerung von
Z.

Fir Produktzerlegungen Z = Z; x ... X Z), ist

DW= D Y WxexGyl= Y0 Y Al |l

Jez J1€Z, JIJEZP J1E€Z, JPGZP
= D 1l D =i —an) (bj —a;) = [I].
JEeZ, Iz,

Fiir beliebige Zerlegungen Z existiert eine Produktzerlegung Z’ als Verfeinerung. Jedes Intervall J von
Z wird durch {J" € Z’ : J' C J} produktzerlegt, also ist |J| =Y y <, |J'| und somit ist
J'CcJ

D=0 X =Y =1

Jez Jez' 'CJ Jez
O

Mit Hilfe des Lemmas konnen wir folgern, dafl wir uns 0.B.d.A. bei der Definition der Darboux-
Integrierbarkeit auf Produktzerlegungen einschrinken kénnen:

7.1.3 Folgerung. Integrierbarkeit via Produktzerlegungen.

Eine beschrinkte Funktion f: RP O I — R ist genau dann D-integrierbar, wenn fiir jedes € > 0 eine
(Produkt-)Zerlegung Z von I existiert mit O(f,Z) —U(f,Z) < e.
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4 Integration {iber kompakte Intervalle 7.1

Beweis. Es sei Z eine Zerlegung und Z’ eine Verfeinerung. Dann ist U(f, Z) < U(f, Z') und O(f, Z') <
O(f,Z), denn fiir J € Z ist {J' € Z' : J' C J} eine Verfeinerung von J und somit |J| = " ey |J']

J'CI
nach [(7.1.2)

also

Uf,2)= > mf(fJNII=Y_ Y inf(f(J)) ]|

Jez JEZ J'eZ . J'CT

>y ) mt(fUI) =D mf(f() Y |
JeZ ez . J'C Jez J'ez .y Cy

= Z inf(f(JI)|J|=U(f,2Z)
Jez

und analog fiir O.

(=) Zu e > 0 existieren Zerlegungen Z; und Z mit [ f —e < U(f,Z1) und O(f, Z2) < [ f +e.
Nach [(7.1.2)| existiert eine Produktzerlegung Z zu {J; N Jy : J; € Z1,J3 € Zs} also eine gemeinsame
Verfeinerung von Z; und Z,. Somit erhalten wir

/f—e<U<f,zl> <U(f.2) < O(f.Z) < O(f. ) </f+6-

(<) Angenommen sup{U(f, Z) : Z} # inf{O(f, Z) : Z}. Da nach der vorigen Uberlegung U(f, Z)
U(f,Z) <O(f,Z) < O(f, Zo) fiir alle Z, und Z, ist, steht € := inf{O(f, Z) : Z} —sup{U(f, Z) : Z} >
im Widerspruch zur Existenz einer (Produkt—)Zerlegung Zmite > O(f,2)-U(f,Z) > O(f)-U(f)
€.

Ol oIA

7.1.4 Definition. Riemann-Integrierbarkeit.

Es sei I ein p-dimensionales kompaktes Intervall. Unter einer punktierten Zerlegung von I verstehen
wir eine Zerlegung Z in Teilintervalle wie in zusammen mit einem Zwischenvektor £ = (£;) jez
von Punkten £; € J C RP fiir alle J € Z. Die Riemann-Summe einer Funktion f : R? D I — R ist
dann

S(,2,€) ==Y |- f(&).

Jez

Das Feinheitsmaf einer Zerlegung Z definieren wir
als

|Z] = maX{|Jj| S =Jx...xJp,eZ,1<j gp}.

Beachte, daf dies nicht max{|J| : J € Z} ist.
Das ist auch gut so, denn das Volumen |.J| der
Teilintervalle kann sehr wohl gegen 0 gehen, ohne
dal wir erwarten diirfen, dafl die zugehorigen
Riemann-Summen das Integral approximieren:
Sei z.B. f(x1,x2) := x1 und betrachte fiir n > 1
die Produktzerlegungen Z" := {0,1} x {% :0 <
Jj < n}. Die Flichen ihrer Intervalle Ji' := [0, 1] x
[%, %] sind |J}'] = 1 — 0 und die Riemannsum-
men S(f,Z", &) = %Z;:& f(&}) was je nach
Wahl des Zwischenvektors jeden Wert zwischen 0
und 1 annehmen kann.

Beliebige Riemannsummen zwischen 0 und 1/2

Wenn wir nun wie in [I8] 5.5.6] den Raum aller Zerlegungen zusammen mit einer unendlich feinen
Zerlegung oo mit der Metrik d(Z, Z’) := |Z| + |Z'| falls Z # Z' versehen, so kénnen wir die Frage nach
der Existenz von limz|_,o S(f, Z,§) stellen.
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Wir nennen f Riemann-integrierbar falls der Limes

lim S(f,Z,¢)

|Z]—0

existiert. Der Wert dieses Limes heifit dann Riemann-Integral von f iiber I.

Beachte, dafl zwar Verfeinerungen auch kleineres Feinheitsmafl haben, aber umgekehrt eine in dem
Sinn feinere Zerlegung, dafl ihr Feinheitsmaf} kleiner ist, nicht eine Verfeinerung zu sein braucht!

Es gilt nun das Pendant zu [I8, 5.5.10] zusammen mit [I8] 5.5.8] mit kaum modifizierten Beweisen:

7.1.5 Proposition. Riemann- versus Darboux-Integrierbarkeit.
Eine Funktion f : RP O I — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie beschrinkt und Darbouz-
integrierbar ist.

Beweis. (=) Beh.: f ist beschrinkt.

Bew. wie in [I8] 5.5.8] ( Beweisidee: Durch passende Wahl des Zwischenvektors fiir ein Teilintervall,
wo f unbeschréinkt ist, kann die Riemannsumme beliebig groff gemacht werden): Andernfalls gibt es
fiir jede Zerlegung Z mindestens ein Intervall Iy, auf welchem f nicht beschriankt ist. Dann sind auch

die Riemann-Summen & — S(f, Z, &) unbeschrankt (und folglich nicht konvergent), denn dazu wihle
zu G > 0 die &; fiir I # Iy beliebig und ¢;,, so daf3

ol - [f(&1,)] = G + Z ] - [f(&n)]

I#1,

= 18U 201 = Y IHE| = 1ol 1fEn) = ST I 15En) 2 G
I

I#1,

Beh.: f ist D-integrierbar.

Bew. wie in [I8, 5.5.10]: Nach Voraussetzung existiert zu ¢ > 0 ein § > 0, s.d. |S(f, Z,£) — [ f| < € aus
d((Z,€),0) < ¢ folgt. Da (Produkt-)Zerlegungen Z mit |Z| < § existieren (man teile die Seiten von J
in hinreichend viele gleich grofie Intervalle) ist f D — integrierbar wegen

(<) Beweisidee: Zerlegungen mit hinreichend kleinen Feinheitsmaf sind bis auf Intervalle mit kleinem
Gesamtvolumen Verfeinerungen einer gegebenen Zerlegung.
Wie in [I8] 5.5.9] gilt fiir Verfeinerungen Z’ von Zerlegungen Z eines Intervalls I und beschrénktes
f I — R die Abschitzung

1S(f,2,8) = S(£, 2", &) < || - Q4(Z),
wobei Q¢(Z) := max{Q(f|,) : J € Z}.

Fiir € > 0 sei Zy eine (Produkt-)Zerlegung wie in Wir miissen ein § > 0 finden, s.d. fiir jede
beliebige punktierte Zerlegung Z; mit |Z;| < ¢ die Ungleichung |S(f,Z1) — [, f| < 2¢ gilt. Sei Zn
die gemeinsame Verfeinerung {Jo N Jy : Jo € Zy,J1 € Z1} von Zy und Z;. Sei & der Zwischenvektor
von Z1 und &y ein Zwischenvektor von Zy; der fiir alle J € Z; die durch Zj nicht unterteilt werden
mit & iibereinstimmt. Dann ist nach Voraussetzung |S(f, Zo1,&01) — fI f| < €. Bleibt zu zeigen, daf§
|S(f, Z1,61) —S(f, Zo1,&01)| < € ist. Dazu miissen wir nur jene Intervalle J € Z; betrachten, die durch
Z zerteilt werden, d.h. von einer Hyperebene durch einen Teilungspunkt von Z; auf einer Kante von
I. Nach obiger Abschétzung ist fiir jedes solche Intervall

IS(flr Z1,&1) = S(flas Zor, Eor)| < |1y, (Z1) < |JT[-Q(f) < T2 flloo-

Das Gesamtvolumen aller Intervalle J; von Z; die durch eine Hyperebene durch einen Teilungspunkt
der j-ten Kante geteilt werden ist hochstens |I1]-...|L—1|- 0 [Lj41]- -+ |I,|. Wenn also N; die Anzahl
der Teilungspunkte von Zy auf der i-te Kante bezeichnet so ist

=N
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6 Integration {iber kompakte Intervalle 7.1

falls wir § < ﬁ(f) setzen.

Die zerteilten Teilintervalle der Zerlegung 73

O

Wir werden in Hinkunft also folglich nur mehr von Integrierbarkeit und Integral sprechen, wenn wir
Darboux-Integrierbarkeit=Riemann-Integrierbarkeit oder D-Integral=R-Integral meinen. Man sollte
dabei allerdings beachten, dafl es sehr wohl nicht dquivalente Integrationskonzepte gibt, wobei vor
allem Lebesgue- und Kurzweil-Henstock-Integrierbarkeit zu nennen sind.

7.1.6 Elementares iiber das Integral Fiir (R-)Integrierbarkeit zeigt man leicht wie im 1-dimensionalen
die folgenden Resultate, denn fiir die Riemann-Summen gilt:

o S(f+X9,2,8) =5(f,2,§) + A5(9,2,6).
o S(f,2,) < S(9.2.€) = f < g.

b S(fv Zaf) = S(ga Z7§) falls f(gl) = g(gz) fiir alle 1.

Proposition. Elementare Eigenschaften des Integrals.

1. f, g integrierbar, A € R = f + A\g integrierbar, vgl. mit [18, 5.1.14)].
2. f, g integrierbar, f < g = [, f < [, g, vgl. mit [18,5.1.16].

3. f, g integrierbar, {x : f(x) = g(x)} dicht in I = [, f = [, g, vgl. mit Aufgabe [19, 5.5].

Beweis. (|(1)) und ((2))) folgt nun durch Grenzwertbildung.

((3)) Hiezu wéhle man bei gegebener Zerlegung Z den Zwischenvektor ¢ in der dichten Teilmenge
{z: f(z) =g(@)}. O
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7.1.7 Lebesgue’sches Integrabilitidtskriterium.
Eine beschrdnkte Funktion [ : 1 — R auf einem mehrdimensionalen Intervall I ist genau dann inte-
grierbar, wenn [ fast tiberall stetig auf I ist.

Analog zu [I8] 5.1.7] nennen wir eine Teilmenge M C RP eine Lebesgue-Nullmenge, wenn zu jedem
e > 0 abzéhlbar viele p-dimensionale Intervalle (I;);en existieren, s.d. M C |J;en I und Y7 [I;] < e
ist, d.h. M kann durch abzéhlbar viele Intervalle mit Gesamtvolumen kleiner als ¢ iiberdeckt werden.

Jede (achsenparallele) Hyperebene H C RP? ist eine Lebesgue-Nullmenge, denn sei 0.B.d.A. H :=
RP~! % 0 und € > 0, dann iiberdecken die Intervalle I, := {(z,t) e RF ' xR : [|z] o0 < 7, [t| < 55—}
mit Gesamtvolumen < € die Menge H.

Beweis. Der Beweis verlduft analog wie in [I8] |5.1.7].

(=) Beweisidee: Da Ober- und Untersumme nahe beieinander liegen, miissen diejenigen Teilungsinter-
valle wo f stark oszilliert kleines Volumen haben. Nach [16]3.2.10] ist A(f) := {x : f ist unstetig bei z} =
UrsoAr, wo Ay i={x 1 wp(x) > r} und wy(w) := infys, Qp(U) mit Qp(U) = sup(f(U)) — inf(f(U)).
Es geniigt also z.z. , dafl A, eine L-Nullmenge ist.

Es sei £ > 0 und Z eine Zerlegung mit O(f, Z) —U(f, Z) < er nach[(7.1.1)] Die Vereinigung H all jener
Hyperebenen, die durch Teilungspunkte von Z gehen, ist eine L-Nullmenge. Also geniigt es zu zeigen,
daB A, \ H eine solche ist. Es sei Zp :={J € Z: 0 A JN(A\NH)=JNANI\H)=(J\H)NA,}.
Fiir J € Z, existiert somit ein 3¢ € (J\ H) N A, und somit eine Umgebung U von & mit

r <wp(§) < Qp(U) < Qp(J) = sup(f(J)) — inf(f(J)).

Also ist

P YIS Y (swp(f) — inf(F()) 1] < OF, 2) — U(f, 2) < 1=

JeZy JEZy

und damit

Z || <e

JEZy
also A, \ H eine L-Nullmenge.

(<) Beweisidee: Diejenigen Teilintervalle, wo Unter- und Obersumme sich stark unterscheiden, d.h.
f stark oszilliert, sind nach Voraussetzung klein. Fiir € > 0 sei A(f) C J, Jr mit >, [Jx| < € und
0.B.d.A. Ji offen. Fiir £ ¢ A(f) ist wy(§) =0, dh. FUe 3 € mit Qp(Ue) <e. Alsoist U == {J 1 k €
N} U{Ug : € ¢ A(f)} eine offene Uberdeckung. Nach [I8] 5.1.5] existiert eine Lebesgue-Zahl und somit
eine (dquidistante) Produktzerlegung Z mit J € Z = J C U fiir ein U € Y. Dann ist

0(2) = U(2) =Y (sup(f()) = inf(())) 1]

J

< X (s —mtGN) I+ Y (sup(£() — i (F())) ]

J: Ak:JCJTg J:3&:JCUe

<2%|flle+ D, el < @lflloo+ e
J: AETCU:

Also ist f integrierbar nach O

Wie im 1-dimensonalen in [I8],5.1.13] hat das Lebesgue’sche Integrabilitétskriterium folgende einfache
Konsequenzen mit gleichem Beweis:

7.1.8 Folgerung. Stabilitit der integrierbaren Funktionen.

1. f stetig = [ integrierbar.

2. g: I — R integrierbar, f: g(I) — R stetig und beschrinkt = f o g integrierbar.
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3. f, g integrierbar = |f|, f*, f=, max{f, g}, min{f, g}, f - g integrierbar und ’]I f‘ < jl |f|. Ist
zusdtzlich v = inf{|g(x)| : @ € I} > 0 so ist f/g integrierbar.

Beweis. und folgt direkt aus (1(3)) Aus folgt |f| ;= |-| o f integrierbar. Wegen
max{f,g} = f—i—%\f—gl und min{f, g} = % sind max{f, g} und min{f, g} integrierbar und
somit auch f* := max{f,0} und f~ := —min{f,0}. Wegen A(f-g) C A(f)UA(g) ist f-g integrierbar
und wegen A(1/g) C A(g) und wegen g(x) > v = 1/g ist beschrinkt ist auch f/g integrierbar. O

7.1.9 Iterierte Integrale Das folgende zentrale Resultat erlaubt uns schliellich (unter passenden
Voraussetzungen) mehrdimensionale Integrale rekursiv durch 1-dimensionale zu berechnen.

Zuerst eine Motivation: Es sei f : I; x I — R integrierbar und Z; Zerlegungen von I; mit Zwischen-
vektoren &; fiir j € {1,2}. Dann ist Zy x Zy := {J1 X Jy : J; € Z, fiir i € {1,2}} eine Zerlegung von
I; x I mit Zwischenvektor 51 X 52 = {(fl)JU (52).]2) :Jp € Zl, Jo € ZQ} und

| resuzxmaxe) = X (6@ D x 2

JixXJ2€Z1 X Z>

> < > f((ﬁl)Jl,(ﬁz)Jz) |J2> BA

J1€Z1 \J2€23

= > S Hf((fl)J1,$2),Z2,€2)|J1|
J1€Zy

~ Z / (&) J1,$2 dra [ 1] = S(x1 = [ f(z1,22) dxa, Z1,61)
VTAREE I

z/ ( f($1,$2)d$2) dxy =/ f(w1,22) dwo day.
n N nJtn

Die daraus resultierende Idee ist, dal Riemann- oder Darboux’sche Ober- und Untersummen niherungsweise
rekursiv berechnet werden kénnen und somit gleiches auch fiir das Integral gelten sollte.

Satz von Fubini.
Es seien I; C R™ und Iy C R™ z2wei kompakte Intervalle und f : 11 X Is — R integrierbar. Fiir x; € I
sei fr, + Io — R definiert durch f.,(x2) = f(z1,z2).

Dann sind x1 — U(fy,) und x1 +— O(fy,) integrierbar auf I, und es gilt:

/ f(z1,22) d(z1,22) = / U(fz,)dry = | O(fz,) dxy.
I x1Io JI

Iy

Beweis. Es sei g(z1) := U(fs,) (oder O(f,)) und Z; bzw. Zy Zerlegungen von I; bzw. I3. Dann ist
U(fIUZQ) < g(xl) < O(fmn Z?) und somit

O(g,Z1) = > sup(g(h)) [Ji| = Y sup{g(z1) : 21 € J1} | 1]

J1€Zy J1€Z,

< Z sup{O(fxl,Zg) txy € J1} |J1]
J1€Z1

= Z sup{ Z sup(f(x1, J2)) |Jo| : 21 € Jl} [J1]
J1€2Z1 J2€Z2

< Z Z sup{sup(f(a:l,Jg)) tx1 € Jl} |Ja| | /1]

J1€Z1 J2€Z>

SN sup(f(Ji x o) |l | 1] = O(f, Z1 x Zz)

J1€2Z1 J2€Z>
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und analog

Ulg. 21) = Y inf(g(/) 1] = 3 inf{g(er) 121 € i}

J1€Zy J1€Z1

> wt{U(fa, Z2) o1 € T} 1|

1€21

3 inf{ 3" inf(f(wr, o)) [ el s a1 € J1}|J1\

J1€Zy J2€Z>

D inf{inf(f(a:l,Jg)):xl c Jl} o] |11

J1€Z1 J2€Z>

S inf(f(h x ) || 1] = U(f, Z1 x Za).

J1€Z1 J2€Z>

Da f integrierbar ist, existiert nach|(7.1.3)|zu € > 0 eine Zerlegung Z; x Zy mit € > O(f, Z1 X Zs) —
U(f,Z1 x Z3) > O(g,Z1) — Ulg, Z1), also ist g integrierbar und

[ i=[a o
IlXIZ Il

7.1.10 Folgerung. Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge.
Es seien Iy C R™ und Iy C R™ zwei kompakte Intervalle und f : I; X Iy — R integrierbar. Weiters
sei VYxy € It : xo — f(x1,22) auf Iy integrierbar. Dann ist

/ ( f(a:l,xg)dx2> dxy :/ flzr,x0) d(xy, 22).
L \JIL Iy I

Ist zusdtzlich auch Vaq € Iy : xq1 v f(x1,22) auf Iy integrierbar. so ist
/ ( f(l’l,l‘g) dTQ) dTl = / f(l’l,l‘g) d(l‘l,mg) == / < f(.’l?l,l‘g) dT1> dJ‘Q ]
I Iy I x1o I Iy

7.1.11 Folgerung. Rekursive Berechnung des Integrals stetiger Funktionen.

IV
<

Y

by by
fol:=la1,b1] x ... x [ap,by] = R stetig ﬁ/f:/ / flx1,... xp)dey . dey. O
JI Jay Jap

7.1.12 Bemerkung.

Wir haben in Aufgabe [19, 5.26] die Formel 7 f: f(z)?dz fiir das Volumen eines Korpers der bei
Rotation einer Abbildung f : [a,b] — R um die 2-Achse entsteht hergeleitet. Dies ist ein Spezialfall
des Satzes von Fubini, denn dieser Kérper wird durch {(z,y,2) € R® : x € [a,b],y? + 2% < f(2)?}
beschrieben. Sein Volumen ist also

2 / 9(z,y)d(z,y),
(@] X [ | £l oo »+11 Fl] o]

flx)? —y? filr y? < f(x)?,
g(x,y)
sonst.

Nach dem Satz von Fubini ist dies

11loo f ()
// xydydx—2/ vV f(x)? —y?dydx

[1f1oo a J—f(z)

/ / Mdudx_z/f w—”/f
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7.1.13 Beispiel.
Wir verwenden den Satz von Fubini um fiir I := [0, 7/2]? folgendes Integral zu berechnen:

w/2 pw/2
/Sin(x +y)d(z,y) / / sin(z + y) dy dx
0 0

I
/2 y=m/2
= / —cos(x + y)‘ dx
0 y=0

/2
= /0 cos(x) — cos(x + 7/2) dx

r=m/2
= sin(z) — sin(z + 7/2)

x=0

= sin(n/2) — sin(w) — sin(0) + sin(7/2) = 2

Dafl die Voraussetzung iiber die Existenz des inneren Integrals in |(7.1.10)| wirklich nétig ist, zeigt
folgendes

7.1.14 Gegenbeispiel.

Es sei f:[0,1]> — R gegeben durch

falls y € Q, x = £ mit ggT(p,q) =1
andernfalls

f(a,y) r={ é

Dann ist f integrierbar nach |(7.1.7), denn A(f) = (Q N0, 1]) x [0, 1] ist eine Nullmenge. Weiters ist

1
/ f(z,y)dx =0 fir alle y € [0,1]
0

/Ol/olf(x,y)dxdyzo

L )
[0 fiir alle z € [0,1]\ Q
/0 fla,y)dy = { existiert nicht fiir alle z € QN [0, 1].

Umgekehrt konnen wir aus der Existenz des iterierten Integrals nicht auf die Integrierbarkeit von f
schlieflen. Dies wird gezeigt durch folgendes

Jedoch gilt:

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 26. Dezember 2015



Integration iiber mefibare Mengen 7.2 11

Gegenbeispiel.

Es sei

1 falls entweder y € Q oder 0 <z <
flz,y) = (Ausschliefiendes Oder)

1
2

0 andernfalls

——
4
Offensichtlich existiert [, f(x,y)dz fir alle y € §
%
=
\

[0,1] und ist

1 '1=1 fir
= yeQ
/ f(xa y) dx = fll//22 21 ..
0 =35 firy¢Q

0

Also existiert fol fol f(z,y)dzdy = . Hingegen
ist f:[0,1]2 — R nicht integrierbar, denn A(f) =
[0, 1]2.

Fir weitere Beispiele siehe |(7.4.4)]

7.2 Integration iiber mef3bare Mengen

7.2.1 Topologische Operationen.

Wir wollen nun Funktionen iiber allgemeinere Teilmengen B C RP als Intervalle integrieren. Dazu
benotigen wir einige topologische Konzepte fiir solche Teilmengen. Es sei dazu X ein metrischer Raum
(in der Topologie behandelt man dies fiir allgemeinere Rédume als es die metrischen sind), A C X eine
Teilmenge. Mit ~ A := X \ A bezeichnen wir das Komplement von A in X. Dann versteht man unter

e dem Inneren A° von A die gréfite offene Teilmenge von A;
e dem Abschlufl A von A die kleinste abgeschlossene Obermenge von A;

e dem Rand A (oder auch engl: the boundary bd(A)) die Differenz A := A\ A°.
Es gilt folgendes:

e A ist genau dann abgeschlossen, wenn ~ A offen ist, sieche Aufgabe [I77, 3.36].

e A°={zrxeX:Je>0:U(z) C A}
Esist B:={r € X : Jde > 0: U.x) C A} offen, denn zu = € B existiert ein £ > 0 mit
Us(z) C A also gilt wegen der Dreiecksungleichung U, 3(y) € U:(z) C A fiir alle y € U, /5(x),
d.h. U, jso(x) C B. Sei nun B’ C A offen, dann ist B’ C B, also B die groBite offene Teilmenge
von A, dh. B=A° denmnz € B'= Je>0:U.(x) CBC A=z € B.

e A={reX:Ve>0:U(x)NA#0}:
Ubergang zu Komplement macht aus offen abgeschlossen, aus Teilmenge Obermenge und aus

grofte kleinste, also ist ~ A = (~ A)°, d.h.
A=~ (~ A’ ={2:Ae>0:U.(z) C~ Ay ={x: Ve > 0:U.(z) €~ A} ={z: Ve > 0: U.(z)NA # 0}.

e IA={2eX:Ve>0:U(x)NA#D#U(x)N~ A}:
In der Tat ist

OA=A\A°=AN(~A°)=An~A
={zeX:Ve>0:U(x)NA#Pund Ve >0:U(x)N~A#0D}
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e Esist AC AC A= A°UOA, wobei “LJ” fiir disjunkte Vereinigung steht.

7.2.2 Definition. Integration iiber beschrinkte Mengen.
Essei f: X — R eine Funktion auf einem metrischen Raum X. Unter dem Triger von f versteht man
die Menge jener Punkte z € X, die keine Umgebung besitzen auf welcher f gleich 0 ist, also

trg(f) :={z € X :Ae >0: fly_@) = 0}.

Dies ist der Abschlufl der Teilmenge {x € X : f(z) # 0}, denn genau dann existiert kein £ > 0 mit
flo.@) =0, wenn Ve >0: U-(z)N f~1(R\ {0}) # 0, d.h. x liegt im Abschluf von f~*(R\ {0}) = {x:
f(z) # 0}

Eine Funktion f : R? — R mit kompaktem Triger (da dieser immer abgeschlossen ist, ist dies zu
seiner Beschrinktheit dquivalent) heifit integrierbar, falls ein kompaktes Intervall I D trg(f) existiert,
s.d. f|r integrierbar ist und man schreibt pr =17 ; [ (Siehe betreffend Integierbarkeit von
Funktionen ohne kompakten Triiger). Diese Definition héngt nicht von der Wahl des Intervalls I ab,
denn wenn I; und I zwei Intervalle mit trg(f) C I; sind, dann ist auch I := I N I5 ein solches Intervall

und [, f = fIi [, denn fl;,\; =0, wegen trg(f) C I.

Sei nun B C RP beschrénkt. Dann heifit f : B — R
Riemann-integrierbar (auf B) :¢ die Fortsetzung
fB :RP — R (mit kompakten Triger) von f, die

durch
. f(z) firxzeB
r 0 andernfalls

definiert ist, ist Riemann-integrierbar. Man setzt

Ju= L

Integral {iber beschrankte Teilmenge

Zusammengefafit ist also das Integral einer auf einer beschrinkten Teilmenge B C RP definierten
Funktion f dadurch definiert, dafl wir die Funktion durch 0 auf ganz R? fortsetzen und diese dann
iiber (irgend)ein B umfassendes kompaktes Intervall integrieren.

Eine beschrinkte Menge B C RP heifit Jordan-mefibar :< die konstante Funktion 1 : B — R ist
Riemann-integrierbar tiber B, d.h. die charakteristische Funktion x g ist Riemann-integrierbar tiber RP.
Das (p-dimensionale) Volumen oder auch Maf einer J-meBbaren Menge definiert man als |B| := [, 1.

Beachte, dafl diese Definition wesentlich von p abhingt: So ist das (1-dimensionale) Volumen |B| von
B :=[0,1] C R zwar 1 aber fiir B C R C R? aufgefafit als Teilmenge von R? ist das (2-dimensionale)
Volumen |B| = 0.

Beachte weiters, dafl die Menge der Unstetigkeitspunkte A(xp) der charakterischen Funktion xp von
B gerade der Rand 9B von B ist, denn genau fiir Punkte nicht im Rand ist x5 lokal konstant (gleich
0 oder gleich 1).
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Fiir die ober- und unter-Summen von y g erhalten
wir (fiir jede Zerlegung Z eines beliebigen kom-
pakten Intervalls welches B enthélt):

Oxp, 2)=Y_ I swlxs()) = Y. |J|

Jez JeZ,JNB#D
Ulxs, Z2) =Y | inf(xs(J) = > |l
Jez Jez,JCB

Entsprechend nennt man O(xp) den AUSSEREN
INHALT von B und U(xp) den INNEREN INHALT
von B. Eine beschrinkte Menge ist somit genau
dann mefibar, wenn duflerer und innerer Inhalt gle-
ich sind.

Eine Menge B C R? heifit Jordan’sche-Nullmenge (kurz: J-Nullmenge) :< B ist J-mefibar und |B| = 0.

7.2.3 Proposition. Elementares iiber Nullmengen.
Fiir beschrinkte B C RP gilt:

1. B ist J-Nullmenge < O(xp) = 0.

2. B ist J-Nullmenge < Ve >0 3n € N 31I; Intervalle mit B C Uj_, I; und 377, |I;| <e.

co

Endliche Mengen sind J-Nullmengen sowie endliche Vereinigungen von J-Nullmengen und alle
Teilmengen von J-Nullmengen sind J-Nullmengen.

Der Abschluf jeder J-Nullmenge ist eine J-Nullmenge.
B J-Nullmenge = B Nullmenge.

B kompakte Nullmenge = B J-Nullmenge.

NS &

B ist J-Nullmenge < der Abschluf$ von B ist eine beschrinkte(=kompakte) Nullmenge.

Lebesgue-Nullmenge zu sein vererbt sich nicht auf den Abschlufl wie QQ zeigt.

Abzihlbare Mengen sind nicht notwenig J-Nullmengen, wie das Beispiel Q N [0, 1] zeigt: Sonst wiire
auch R = Q eine J-Nullmenge.

Beweis. (1) Da 0 < U(xp) < O(xp) ist B genau dann J-Nullmenge, wenn der duflere Inhalt O(xp) =
infz O(xB, Z) gleich 0 ist.

(2) Es ist O(x5) = 0 genau dann, wenn Ve > 0 3Z Zerlegung mit ;- p 1] < e Nach
ist dies genau dann der Fall, wenn endlich viele Intervalle Ji, ..., J, existieren mit B C U?zl J; und
Yl <e.

(3) und (5) sind offensichtlich giiltig.

(4) Fiir den AbschluB verwenden wir, dafi mit B C |J_, I; auch B C J;_, I; = Ui, I; gilt.

(6) Sei nun B eine kompakte Nullmenge und & > 0. Dann existieren Intervalle I; mit B C (J;¢y I; und
>0 lIj| < /2. Ersetzen wir nun I; durch die offenen Intervalle I} := {z : d(z, I;) < 55 C I, so ist
7| < |I;| + 2% und somit Dm0 I < 30520 151+ 5 22550 2 < e. Da B kompakt ist, reichen endlich
viele dieser Intervalle aus um B zu {iberdecken. Also ist B eine J-Nullmenge.

(7) Es sei B eine J-Nullmenge. Dann ist der Abschlufl B ebenfalls .J-Nullmenge und somit beschréinkt,
also kompakt und damit eine Nullmenge.
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Umgekehrt sei der Abschlufl von B eine beschrinkte Nullmenge. Dann ist der Abschlufl von B kompakt
und somit sogar eine J-Nullmenge, also auch die Teilmenge B. O

7.2.4 Bemerkung.
Wir haben also mehrere Begriffe welche die Kleinheit von Mengen B ausdriicken sollen:

Endliche Mengen.

e Abzihlbare Mengen.
e J-Nullmengen.

e [-Nullmengen.

e Nirgends dichte Mengen, d.h. der Abschlufl enthélt keine inneren Punkte, oder dquivalent BN U
ist nicht dicht in U fiir jede offene Menge U # ().

e Magere Mengen, d.h. abzihlbare Vereinigungen nirgends dichter Mengen.

Dabei sind die ersten beiden Begriffe mengentheoretischer Natur, die nidchsten beiden mafitheoretischer
und die beiden letzten topologischer Natur.

Es gelten nur folgende Implikationen:

endlich
|
J-Nullmenge abzahlbar
l
L-Nullmenge nirgends dicht
l
mager

Jede J-Nullmenge B ist nirgends dicht, denn andernfalls existiert ein offenes Intervall I # ¢ mit BNT
dicht in I, also ist I im Abschlul der J-Nullmenge B enthalten, ein Widerspruch.

Eine nirgends dichte Teilmenge muf3 nicht L-Nullmenge sein, wie das Komplement der untenstehend
definierten Menge As zeigt.

Einige Beispiele sind:

abzb. | J-Nullmenge | L-Nullmenge | nirgends dicht | mager
QnJo,1j + - + - +
{Z:0#£neN}} [ + + + + +
Cantor-Diskontinuum — + + + +
A - - + - -
0,1]\ A4, | — - - + +
0. - - - - -
wobei A wie folgt erhalten wird: Es sei {a1,aq,...} eine Aufzihlung von Q N [0, 1], weiters A; :=

Ui (@i — 557, ai + 575) und schlieflich A := (72, A;. Wegen [A;| = Y%, 525 = 55 ist A eine
Nullmenge. Weiters ist A; offen und dicht in [0,1], also ist [0,1] \ A; nirgends dicht und somit ist
[0,1]\ A = U;2,[0,1]\ A; mager. Dies zeigt, daf$ wir [0, 1] in zwei disjunkte Teilmengen A und [0, 1]\ A
zerlegen konnen wobei die erste als Nullmengen im mafitheoretischen klein ist und die zweite als magere
Menge im topologischen Sinn klein ist.

7.2.5 Proposition. J-Mefibarkeit.

Eine Teilmenge B C RP ist genau dann J-mefibar, wenn B beschrinkt und der Rand OB von B eine
Lebesgue-Nullmenge (oder dquivalent eine J-Nullmenge) ist.
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Beweis. Fiir beschrinktes B gilt: B J-mefibar :< xp integrierbar < die Menge A(xp) = 0B der
Uunstetigkeitspunkte ist eine Lebesgue-Nullmenge (nach |(7.1.7))).

Da der Rand 0B abgeschlossen und weil B beschrinkt ist ebenfalls beschriankt ist, ist er genau dann
eine Lebesgue-Nullmenge, wenn er eine J-Nulmenge ist. O

7.2.6 Folgerung. Additivitidt des Inhalts.
Es seien A und B J-mef$bar. Dann sind auch AU B, AN B und A\ B J-meffbar und

|AUB| =|A|+ |B| - |AN B|.
Falls zusdtzlich A und B nicht diberlappend sind, dann ist |AU B| = |A| 4+ |B|.

Zwei Teilmengen A, B C R™ heiflen dabei nicht iiberlappend, wenn A und B keine gemeinsamen inneren
Punkte besitzen. Dies verallgemeinert den entsprechenden Begriff fiir Intervalle.

Beweis. Wegen x an = xa - xB ist AN B J-mefibar nach Wegen xauB = XA + XB — XANB
ist AU B J-mefibar und |AU B| = |A| + |B| — |A N B| nach Wegen xa\p = XA — XanB ist
A\ B J-mefibar ebenfalls nach

Nach Definition sind A und B nicht {iberlappend, wenn A° N B° = (). Dies ist dquivalent zu AN B C
0AUOB:

(=) Indirekt: Sei x € AN B\ (JAU OB). Dann ist z € A\ A = A° und z € B\ 0B = B, ein
Widerspruch.

(<) Indirekt: Sei z € A°NB°, alsox € A° = A\0Aund z € B° = B\dB,dh.z € ANB\ (0AUJIB),
ebenfalls ein Widerspruch.

Fiir meflbares A und B ist dies weiter dquivalent dazu, dai A N B eine J-Nullmenge ist:

(=) Nach[(7.2.5)]sind A und OB J-Nullmengen, also auch AN B C JAUIB.

(<) Angenommen A° N B° # (). Dann existiert ein nicht-generiertes kompaktes Intervall in der offenen
Menge A° N B° C AN B, also ist AN B keine J-Nullmenge.

Der letzte Teil der Folgerung ergibt sich also daraus, da§i A N B eine J-Nullmenge ist. O

7.2.7 Lebesgue’sches Integrabilitdtskriterium.
Es sei B J-mefsbar. Dann ist eine Funktion f : B — R genau dann integrierbar, falls [ beschrinkt
und fast tberall stetig auf B ist.

Dies verallgemeinert |(7.1.7)

Beweis. Es sei [ ein Intervall, welches B im Inneren enthélt und f sei beschrinkt. Dann ist f : B — R
integrierbar :< fB I — R ist integrierbar < die Menge A(fP) ist eine Lebesgue-Nullmenge (nach
(7.1.7)) & A(fB)UDB = A(f) UOB ist eine Lebesgue-Nullmenge wegen < A(f) ist Lebesgue-
Nullmenge. O

Bemerkung.

Damit eine gegebene (positive) Funktion f : B — R iiber eine beschrinkte Menge B C R? integrierbar
ist, muf B nicht notwenig J-meBbar sein: Sei z.B. B := QN[0, 1] und f(%) = %. Dann ist 7 beschriinkt
und stetig in allen irrationalen Punkten, also integrierbar und somit f integrierbar auf B. Andererseits
ist B nicht J-mefbar, denn yp ist nicht integrierbar.

Aus den entsprechenden Sétzen |(7.1.6.1) und |(7.1.8.3)| fir Integrale iiber kompakte Intervalle (bzw.
RP) folgt nun

7.2.8 Folgerung. Integrieren ist u.a. linear.
Es sei B C RP J-mefbar und f und g integrierbar auf B und A € R. Dann ist f + A\g integrierbar auf

Bund [5(f+Xg) =[5 f+A[p9
Weiters sind |f|, max{f, g}, min{f, g} und f - g allesamt integrierbar auf B.

o= fon
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16 Integration iiber mefibare Mengen 7.2

Falls zusdtzlich v := inf{|g(x)| : © € B} > 0, so ist auch f/g integrierbar auf B.
Schlieflich folgt [ f < [pg aus f < g. O

7.2.9 Mittelwertsatz.
Es sei B C R? J-mef$bar und f integrierbar auf B. Dann ist

|B| inf(f(B)) < /B f < |B| sup(£(B)).

Beweis. Folgt aus der Monotonieaussage in denn inf(f(B)) < f <sup(f(B)). O

7.2.10 Folgerung. Integral iiber J-Nullmengen.
Es sei N eine J-Nullmenge. Dann ist jede beschrinkte Funktion f: N — R integrierbar mit fN f=0.

Beweis. Wegen A(f) C N ist f integrierbar nach dem Lebesgue’schen Integrabilitdtskriterium |(7.2.7)]

Wegen dem Mittelwertsatz [(7.2.9)| ist 0 = inf (f(N)) [N| < [ f < sup (f(N))|N| =0, also [ f =
0. O

7.2.11 Folgerung. Einschrinkung integrierbarer Funktionen.
f: B — R integrierbar, A C B beide J-meflbar = f|a : A — R integrierbar.

Beweis. Folgt wegen A(f|4) C A(f) aus O

7.2.12 Proposition. Additivitidt des Integrals bzgl. des Bereichs.
Es sei f: AU B — R integrierbar auf den J-mefbaren Mengen A und B. Dann ist

e Jt= font Lo

Beweis. = AU B, AN B J-mefibar; f ist beschrankt auf A und B also auf AU B. A(f) C
A(fla) UA(f|B) UOAUIB.[(7.2.7)|= f integrierbar auf AU B;|(7.2.11)|= f integrierbar auf AN B.
Wegen

FA 4 B — jAuB | fanB
(Beweis mittels Fallunterscheidung: x € AN B,z € A\ B,z € B\ A, © ¢ AU B) ist

Joe[ =] i+ [ PEED [ (s

:/ (FAUB 4 FANB) jaus o [ jans :/ . =
RP RP AUB ANB

RP

7.2.13 Folgerung.
Es seien A und B nicht iberlappende J-mefibare Mengen. Dann ist f : AU B — R integrierbar < f|a
und f|p sind integrierbar. Unter diesen dquivalenten Bedingungen gilt:

Ju =750

Beweis. (=) folgt aus
(<) folgt aus
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Nach [(7.2.6)| (bzw. Aufgabe [20, 7.22]) ist AN B eine J-Nullmenge, also nach|(7.2.10)| [, f = 0 und
somit [y 5 f = [, f+ [5f nach

O

7.2.14 Proposition.
B J-mef$bar, N C B J-Nullmenge, [ : B — R integrierbar, g : B — R beschrinkt, f = g auf B\ N =

g meegrierbar,
/ ’ /
B B

Vergleiche dies mit Aufgabe [20, |7.5], wo g ebenfalls als integrierbar vorausgesetzt wird, aber Gleichheit
nur bis auf eine L-Nullmenge verlangt wird.

Beweis. Nach[(7.2.6)|ist B\ N ebenfalls J-mefibar und somit
=== Y 1 ===c ) SR TY RRY cexu RNy ) c=au S
B B\N N B\N B\N B\N N B

7.2.15 Satz. Vertauschen von Integrieren und Differenzieren.
Es sei B C R? kompakt und J-mefbar, U C R offen und f : R x RP O U x B — R stetig. Dann
definiert F(x) == [, f(z,y)dy fir x € U eine stetige Funktion F': U — R.

Falls 01 f auf U x B existiert und stetig ist, so ist F' differenzierbar auf U und

& | tewdy=r@ = [ Fapan

Beweis. Der Beweis verliuft wie jener von [I8]|6.1.25]. Wegen dem Exponentialgesetz [18] 5.5.22] und
der Kompaktheit von B ist f¥ : U — C(B,R) stetig. Wegen [I8] 5.5.26] und der Stetigkeit von 8 f ist
Y C mit Ableitung (fV)(z)(y) = 01f(z,y). Nach dem Mittelwertsatz ist die Operatornorm
der nach [(7.2.8)| linearen Abbildung J5 : C(B,R) — R hochstens |B| < oo, also [ stetig. Nach dem
Spezialfall [I8]5.5.2] der Kettenregel [18] 6.1.9] ist somit [, ofY : U — C(B,R) — R C" mit Ableitung

P = ([ or)@=[ (@) = [ (@) waE= [ orena. o

Bemerkung.

Dieses Resultat stimmt auch wenn U C E offen in einem Banach-Raum E ist (und f Werte in einem
Banach-Raum F hat). Im Beweis geht man dabei ebenfalls wie in [I8] 6.1.25] vor:

Wegen dem Exponentialgesetz [I8] [5.5.22] und der Kompaktheit von B ist fV : U — C(B, F) stetig.
Wegen [18, 6.1.23] und der Stetigkeit von 61 f : U x B — L(E,F) also nach [I8] |5.5.22| jener von
(01 f)Y : U = C(B,L(E, F)) und nach [I8, 5.5.25] auch als Abbildung U — L(E,C(B,F)) ist f¥ :
U — C(B,F) C! mit Ableitung (f¥) (z)(v)(y) = 01 f(z,y)(v) fiir alle x € U, y € B und v € E.
Fiir F = R ist nach dem Mittelwertsatz die Operatornorm der nach [(7.2.8)| linearen Abbildung
i) 5 C(B,F) — F hochstens |B| < oo, also i)  stetig. Fiir allgemeines F' miifiten wir das vektorwertige
Riemann-Integral erst definieren, und die entsprechenden Resultate nachweisen. Da wir es nicht weiter
bendtigen haben wir davon Abstand genommen. Nach dem Spezialfall [I8] 6.1.10] der Kettenregel [I8],
6.1.9] ist somit [, ofY :U — C(B,F) — F C" mit Ableitung

F@E) = ([ o) @ = [ (7Y@) = [ (@) wd = [ aienwad

Will man in dieser Formel noch das v loswerden, so mufl man es wie in [I8] |6.1.25] aus dem Integral
ziehen um schliefilich

Fl(z) = /Bc?lf(w,y) dy

zu erhalten.
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7.3 Banach-Tarski Paradoxon

Nach ‘The Banach-Tarski Paradox’ von Francis Eduard Su, siehe
http://www.math.hmc.edu/~su/papers.dir/banachtarski.pdf.

7.3.1 Definition. Zerlegungs-Aquivalenz und paradoxe Mengen.

Beim Paradoxon von Banach und Tarski geht es darum Teilmengen A C X := R3? in Teile A; zu
zerlegen und diese Teile herumzubewegen, also Elemente g; der Gruppe G3 der Bewegungen (d.h.
orientierungserhaltenden Isometrien) des R? darauf anzuwenden um anderer Teilmengen | |, g;4; € X
zu erhalten. Beispiele von Bewegungen sind die Translationen z — z + v fiir fixe v € R? und die
Drehungen A um eine Achse v € R? und einen Winkel ¢ € S'. Letztere haben als Matrixdarstellung
gerade die orthogonalen Matrizen mit Determinante +1. Man zeigt in der linearen Algebra, dafl jede
Bewegung geschrieben werden kann als x — A - x + v mit einer Rotation A und einer Translation
y — y + v. Dies benétigen wir hier allerdings nicht. Die Komposition zweier solcher Abbildungen ist
dann x — Ay (Ay-z+v1)+ve = (Az-Ay) -2+ (A2 v1 +v2), und damit G3 ein sogenanntes semidirektes
Produkt der Gruppe SO(R?) der Drehungen mit R3, der Abel’schen Gruppe der Translationen am R3.

Es erweist sich als praktisch dies etwas allgemeiner anzugehen und WIRKUNGEN EINER GRUPPE G
auf einer nicht-leeren Menge X zu betrachten, d.h. ein Gruppen-Homomorphismen ¢ : G — Bij(X) :=
{f : X — X|f ist bijektiv} in die Gruppe der Bijektionen von X bzgl. der Komposition. Man schreibt
in dieser Situation g -z := ¢(g)(x) fiir die Wirkung von g € G aufgefafit als Bijektion ¢(g) : X — X
auf den Punkt z € X. Fiir Teilmengen A C X setzt man wie iiblich g- A := {g-a : a € A} bzw. fir
H C G setzt man H -z :={h-x:h € H} und schliellich ist H-A:={h-x:h € H,x € A}.

Eine Teilmenge A C X soll G-paradox heiflen, wenn endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen
A; CAfiri e {-n—mn+1,...,—-2,—-1,1,2,...,m — 1,m} existieren sowie zugehorige g; € G s.d.
Ui<0 gidi =A= Ui>o gi ;.
Beachte, dal wir die g;A; fiir ¢« > 0 (und analog auch fiir i < 0) als paarweise disjunkt voraussetzen
kénnen, indem wir A; durch

g (U w4)

0<j<i
ersetzen. Wir werden in zeigen, daf wir auch A = |J; A; annehmen diirfen.

Wir nennen zwei Teilmengen A, B C X Zerlegungs-dquivalent (bzgl. G) (und schreiben A ~ B) falls
endliche Zerlegungen A = | |; A; und B = | |, B; existieren und g; € G mit g;A; = B; fiir alle i.

Wir schreiben A < B (und sagen A ist Zerlegungs-kleiner als B), falls eine Teilmenge B’ C B existiert
mit A ~ B’

In dieser Terminologie ist eine Teilmenge A C X genau dann G-paradox, wenn zwei disjunkte Teil-
mengen Ay C A existieren mit A_ ~ A~ A.

(=) Ax = y;50A; und somit ist Ay ~ ||, ,5,9:4: = A.

(<:) A:t ~A= JA;: A:t = |—|:ti>0A7; und E'gl ceG:A= |_|1ng2

Analog wie bei der Méchtigkeit von Mengen zeigt man:

7.3.2 Banach-Schroder-Bernstein Theorem.
Es wirke G auf X und es sei A,B C X mit A< B und B < A. Dann ist A ~ B.

Beweis. Es sei 4 5 B’ C B eine Bijektion, s.d. VC C A: C ~ f(C) und B 4 A" C A eine
Bijektion, s.d. VC C B: C ~ g¢(C). Nun definiere Cy := A\ A’ und Cp,41 = ¢(f(Cp)). Dann ist
A\C = g(B\ f(C)) und somit A\ C ~ B\ f(C). In der Tat folgt aus x € A\NC C A\Cy = A" = g(B)
die Existenz eines y € B mit g(y) = x. Angenommen y € f(C), alsoy € f(C,,) fiir ein n > 0, dann wiire
x=g(y) € g(f(Cr)) = Cpny1 C C, ein Widerspruch. Andererseits folgt aus z = g(y) mit y € B\ f(C),
da z € g(B) = A’ = A\ Cyp. Angenommen z € C, dann wire z € C, fiir ein n > 0 und somit
gly) =z € C, =g(f(Cpn-1)), also da g injektiv ist y € f(Cp,—1) C f(C), ein Widerspruch.
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Somit ist A= C L (A\C) ~ f(C)U(B\ £(C)) = B. O

7.3.3 Folgerung. Zerlegung in Zerlegungs-dquivalente Teilmengen.
Es wirke G auf X. Dann ist A C X genau dann G-paradoz, wenn Teilmengen A_, Ay C A existieren
mit A=A_UA, und A_~A~A,.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, daf§ die disjunkten Ay C A mit A_ ~ A ~ A, so gewédhlt werden
konnen, dal A = A_ U A,. Dazu ersetzen wir A durch A’, := A\ A_ und erhalten A ~ A, C
A\A_=A" C A~ A, alsonach|(7.3.2)| A’ ~ A. O

7.3.4 Proposition. Paradoxe Mengen liefern paradoxe Gruppen.
Es sei X G-paradox. Dann ist G als Menge auf welcher die Gruppe G durch Linksmultiplikation wirkt
G-paradox und wir sagen kurz die Gruppe G ist paradoz.

Beweis. Es seien {A; : i} paarweise disjunkt mit X =| |; A; und und g; € G mit (J, ;. g:4i = X. Sei
29 € X und f: G — X gegeben durch g — g - x. Dann bilden die Urbilder G; := f~1(A;) = {g € G :
g- T € A;} eine Partition von G und

U 6:Gi= U lgig:gmedil= J{gig: 9920 €9: A} ={g9:920€ |J g1 A4i =X} =G.

+i>0 +i>0 +i>0 +i>0

O

7.3.5 Proposition. Paradoxe Gruppen liefern paradoxe Mengen.
Es sei G paradozr und wirke fixpunktfrei auf X, d.h. aus g-x = x folgt g = e. Dann ist X G-paradoz.

Beweis. Es seien {G; : i} paarweise disjunkt und g; € G mit (J,,.,9:Gi = G. Es sei M C X
eine Menge, die mit jeder Aquivalenzklassen von ~g (wobei 2o ~g z; & g € G : grg = x1)
genau einen Punkt gemeinsam hat. Fiir deren Existenz verwenden wir das Auswahlaxiom um aus
jeder Aquivalenzklasse genau einen Reprisentanten auszuwihlen. Sei weiters A; := G; M. Dann sind
die A; paarweise disjunkt, denn aus G;M NG, M #  folgt die Existenz von z;,z; € M sowie g; € G;
und g; € G; mit g; x; = g; 7, also x; = gj_1 9i Ti, d.h. x5 ~ x; mit z;,2; € M, also ist x; = z; ein
Fixpunkt von gj_1 gi, d.h. gj_lgi =e, also g; = g; € G; N G; und somit 7 = j. Weiters ist

U gi A = U gGM=GCM=X. O
+i>0 +i>0

7.3.6 Folgerung. Obergruppen paradoxer Gruppen sind paradox.
Es sei H eine Untergruppe von G. Falls H paradoz ist, so auch G.

Beweis. Es wirkt G fixpunktfrei auf G durch Linksmultiplikation, somit auch H auf G. Nach|(7.3.5)|ist
somit G H-paradox und damit trivialerweise auch G-paradox. Nach [(7.3.4)|ist damit auch die Gruppe
G paradox. O

7.3.7 Proposition. Paradoxe freie Gruppen.
Die freie Gruppe mit zwei Erzeugern ist paradoz.

Dabei heifit eine Gruppe G von einer Teilmenge S C G erzeugt, wenn die kleinste Untergruppe von
G welche S enthilt G selbst ist. Die kleinste Untergruppe die S enthélt wird durch alle endlichen
Worte im Alphabet S U S~! := {g,g7! : g € S} gebildet. Dabei haben manche Worte die selbe
Bedeutung wie z.B. gg~!, e und g~! g, wobei e fiir das leere Wort (das neutrale Element) steht. Eine
freie Gruppe G mit Erzeugern S ist eine von S erzeugte Gruppe, bei welcher zwei Worte nur dann das
selbe Gruppenelement représentieren, wenn dies durch die allgemeinen Gruppenaxiome erzwungen ist,
also die Worte dquivalent bzgl. der durch wgg~'w’ ~ ww' ~ wg~' gw mit g € S und beliebigen
Worten w,w’ erzeugten Aquivalenzrelation sind.
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Beweis. Es sei G die freie Gruppe mit zwei Erzeugern g und h. Fiir 2 € {g,g~ %, h,h~1} sei G(x) die
Teilmenge von G der Worte die in reduzierter Darstellung mit 2 enden. Dann sind G(g), G(g 1), G(h), G(h
offensichtlich paarweise disjunkt (mit Vereinigung G \ {e}) und G(g9) U gG(97') = G = G(h) U
hG(h™1). O

7.3.8 Proposition. Freie Gruppe von Drehungen.
Es emistiert eine freie Untergruppe mit zwei Erzeugern der Gruppe SO(R3) der Drehungen im R3.

Beweis. Wir betrachten zwei Rotationen um einen (modulo 27) irrationalen Winkel (z.B. arctan(4/3))
um verschiedene Achsen, also z.B.

3/5 T4/5 0 1 0 0
gt =+4/5 3/5 0 und ATt =10 3/5 TF4/5
0 0 1 0 +4/5 3/5

Wir behaupten, dafl die von g und h erzeugte Untergruppe der Bewegungsgruppe frei ist. Dazu miissen
wir zeigen, daf8 kein reduziertes nicht-leeres Wort w, welches wir mit g,¢g~', h, h~! bilden kénnen die
Identitéit beschreibt. Es geniigt dies fiir Worte die mit g*! enden zu zeigen, denn fiir andere Worte w
kénnen wir dann ¢~ 'wg betrachten, welches nach Reduktion nach wie vor mit g endet, also nicht die
Identitédt beschreibt, und damit auch w nicht die Identitét beschreibt. Wir zeigen mittels Induktion
nach der Linge ¢ von w, da8 w - (1,0,0) = (a,b,c)/5 mit a,b,c € Z und b nicht teilbar durch 5 ist,
also w - (1,0,0) # (1,0,0).

(¢ =1) Dann ist w = gT*, also w(1,0,0) = (3, +4,0)/5.

(¢ > 1) Dann ist w = g™ 1w’ oder w = h*!w’ mit einem Wort w’ kleinerer Lénge £ — 1, also w’(1,0,0) =
(a’,b',c) /5t mit a/,b,¢’ € Z und ¥ nicht teilbar durch 5. Also ist w(1,0,0) = (a,b, c)/5° mit

a=3dF4', b=3V+4d, c=5¢ fiirw=g " w oder
a=5d, b=3VF4d, c=3c 4V firw=hT"w

Bleibt zu zeigen, dafl b nicht durch 5 teilbar ist. Dies ergibt sich aus folgenden Darstellungen:

e b =3V +4a’ mit a’ teilbar durch 5, falls w = g*'h*w” oder w = g AT w”
o b =3 F4¢ mit ¢ teilbar durch 5, falls w = h*'g*tlw” oder w = A1 gTlw”
o b=6b —25b", falls w = g g w” oder w = A AT "

Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich. Die letzte folgt fiir w = g*'g*'w” aus

b=30 +4a’ =30 +4(3a” F ") = 3V’ + 9" + 12a” — 160" — 9b"
= 30 + 3(30" + 4a”) — 256" = 6’ — 251",

und vollig analog fiir w = h*'h* 1w’ aus

b=3V F4c =3V F4(3" £ 4b") =36 + 9" F 12¢" — 164" — 9b”
=3V + 3(3b" F4c") — 250" = 6V — 250", [

7.3.9 Folgerung. Die Sphiire ist fast paradox.
Es gibt eine abzihlbare Teilmenge D C S?, s.d. S*> \ D SO(R3)-paradoz ist.

Beweis. Es sei G die (abziihlbare) freie Untergruppe die von den beiden Rotationen g und h erzeugt
wird. Es sei D die (dichte) Menge der Fixpunkte in S? all dieser Rotationen. Dann wirkt G' auf S%\ D
fixpunktfrei also folgt das Resultat aus|(7.3.8)[und |(7.3.5) O
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7.3.10 Lemma.
Es sind S*\ {1} und S* SO(R?)-Zerlegungs-iquivalent.

Beweis mittels Hilbert’s Hotel. Es sei A := {¢¥~1" : n > 0} und B := S\ A. Dann ist S* =
AUB ~ pAUB = 8\ {1}, wobei wir die Multiplikation mit der komplexen Zahl eV~T als Drehung

p € SO(R?) um den Winkel 1 (in Radianten gemessen) auffassen kénnen, welche p(e”V=1) = eV=T.
eVl = e FDVET erfiillt, O

7.3.11 Proposition. Die Sphire ist paradox.
Fiir abzihlbares D C S? ist S? und S? \ D SO(R?)-Zerlegungs-iquivalent.

Beweis mittels Hilbert’s Hotel. Es sei w € 52\ D. Wir betrachten die abzéhlbar vielen Rotationen
mit Achse w die mindestens einen Punkt aus D nach D abbilden (zu jeden Paar d,d’ € D gibt es
hochstens eine Rotation mit Achse w die d auf d’ abbildet). Zu jeder dieser Rotationen g gibt es
hochstens abzéhlbar viele Rotationen p mit Achse w und p™ = ¢ fiir ein n € Z, denn das n-fache des
zugehorige Rotationswinkel mufl dann jener von g bis auf ein ganzahlinges Vielfaches von 27 sein (also
Z x Z-viele). Sei p eine Rotation mit Achse w die verschieden von all diesen ist. Dann ist p" DNp™D = ()
fiir alle m,n > 0 mit m # n. Es sei A =J,,», p"D und B := 52\ A. Dann ist

S?=AUB~pAUB=5?\D.

7.3.12 Banach-Tarski Paradoxon, schwache Variante.
Der abgeschlossene Ball B := {x € R : ||z|| < 1} ist G3-paradoz, wobei Gz die Gruppe der Bewegun-
gen von R? ist.

Beweis. Es ist S? G-paradox und damit auch B*\ {0} = g, <, 7S% = (0,1] - S*> G-paradox. Denn
aus einer paradoxen Zerlegung {A; : i} von S? erhalten wir mit den Kugelsektoren {(0,1] - A; : i} eine
von (0,1] - 82 = B3\ {0}. Weiters ist B3\ {0} ~ B3, denn sei C' C B3 N R? ein Kreis durch 0. Dann
ist nach

B\ {0} = (B*\ C) U(C\{0}) ~ (B*\ C)LC = B?
und somit

B = (B*\ {0}) U {0} ~ (B°\ {0}) u (B*\ {0}) L {0} = (B*\ {0}) U B* ~ B*UB*. [

Bemerkung.
Man kann zeigen, dafl man dabei mit einer Zerlegung von B? in 5 Teilmengen auskommt.

7.3.13 Banach-Tarski Paradoxon, starke Variante.
Je zwei beschrinkte Teilmengen von R3 mit nicht-leeren Inneren sind G3-Zerlegungs-dquivalent.

Beweis. Es seien A und B zwei beschrinkte Teilmengen von R3 mit nicht-leeren Inneren und A’ C
A, B’ C B zwei abgeschlossene Bille. Dann ist B enthalten in der Vereinigung von endlich vielen
Translaten von A’ und A in der endlichen Vereinigung von endlich vielen Translaten von B’, also
ACl,9:B =2 |};B~B"CBund BCJ,hA ||;JA~ACA nach Also A ~ B nach
O

7.3.14 Résumé.

Das Banach-Tarski Paradoxon widerspricht natiirlich stark der Intuition und der Physik, denn die
Gesamtmasse sollte sich durch Zerteilen und Bewegen der Teile nicht éndern. Der dahintersteckende
Grund, dafl dies dennoch moglich ist, liegt darin, dal die Teile nicht mefibar sind, und zwar nicht
nur im Jordan’sche Sinne nicht, sondern in keinen verniinftigen Sinn, d.h. wenn wir die Additivitét
|AU B| = |A| + |B| und die Invarianz |g - A| = | A| unter Bewegungen g verlangen.
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Alternativ zur Akzeptanz des Auswahlaxioms kann man auch das Axiom, daf} jede Teilmenge von
R Lebesgue-mefbar ist, zu den Axiomen der Mengenlehre hinzunehmen, und, damit man wenigstens
Folgen fiir Stetigkeitsiiberlegungen verwenden kann, das Auswahlaxiom fir jeweils abzdhlbar viele
nicht-leere Mengen, und darauf die Mathematik aufbauen.

7.4 Integrationsmethoden

Wir verwenden nun den Satz [(7.1.9)| von Fubini um allgemeinere Volumina und mehrdimensionale
Integrale zu bestimmen.

7.4.1 Formel von Cavaleri.
Es sei B C R x RP J-mefbar, und fir alle x € R sei B, := {y € RP : (x,y) € B} C RP J-mefsbar.
Dann ist x — |B| auf R integrierbar und

—+o0
\B\:/\Bm\dx:/ B, | dx
R —00

Beachte, daf B, := inj;'(B), wobei inj, : R? — R x R? durch y + (z,y) gegeben ist, und somit
B, 2 BN {z} x RP ist.

Falls B C [a,b] x R? zusitzlich Rotations-symmetrisch
bzgl. der Achse R x {0} ist, und B, sternférmig bzgl. (x,0)
ist fiir alle x, so sind die B, Kreisscheiben mit sagen wir
Radius 7(z) und somit mit Fliche |B,| = r(z)?r.

Das Volumen von B ist also

b b
| B| :/ |B:| = / r(m)2 dzx,
a a

eine Formel die wir in den Aufgaben zur Analysis 2 bereits
hergeleitet haben.

Beweis. Da B beschrinkt ist, existiert ein kompaktes Intervall [a,b] x J 2 B. Also gilt

b b b
Fubini
IBIZ/ XB—/ /XB(x,y)dydx=/ /XBm(y)dydx=/ |B|. O
[a,b]xJ a JJ a JJ a

sup (£2)
£2
Wir haben die Fliche gewisser Teilmen-
gen des R? auf zwei géinzlich verschiedene
Weisen definiert — einerseits als Fléche
zwischen zwei Funktionen in der Analysis

2, und andererseits als das Volumen des
“Zylinders” mit Hohe 1 iiber der Fliache
in — und miissen nun zeigen, dafl
diese Definitionen dquivalent sind. Dazu £
benétigen wir die Mef3barkeit der betra-
chtenen Flichen und damit folgende

inf (£1)
OB A(f1) A(£,) OB
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7.4.2 Proposition. Graphen als J-Nullmenge.
Es sei B C RP J-mefibar und f : B — R integrierbar. Dann ist graph(f) := {(z, f(z)) : * € B} eine
J-Nullmenge in RP x R.

]?eweis. 0O.B.d.A. ist B ein I~ntervall (dazu ersetze B durch ein kompaktes Intervall I O B und f durch
fB mit Graph(f) C Graph(f?)). Fiir ¢ > 0 sei Z eine Zerlegung von B mit O(f,Z) —U(f,Z) < ¢. Es
liegt graph(f) in der Vereinigung J ., J x [inf(f(J)),sup(f(J))] mit

S| [t () sup(r ()] | < 3211 (sup(f(9)) = inf(£(1))) = O(f, 2) = U(£,2) < &,

Jez Jez

also ist graph(f) eine J-Nullmenge. O

7.4.3 Folgerung. Integral iiber Ordinatenmenge.
Es sei B C RP J-meftbar, f1,fo : B — R integrierbar,

f1 < fa. Dann ist die Ordinatenmenge
M = M(f1, fo) = {(2,y) - w € B, fi(z) <y < fa(z)}
J-mefbar in RP x R und

IM(fl,fz)I:/B(fz—fl).

Weiters ist jede stetige und beschrinkte Funktion g : M —
R integrierbar auf M und

/M g(z,y)d(z,y) = /B /,:(2:) g(z,y) dy.

Dies zeigt, daff die Definition |(7.2.2)| der Fliche als [M| := [} xas mit jener aus [I8, 5.1.1] als [, f2 —
[ f1 vertriiglich ist.

Beweis.
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Wir zeigen zuerst, dafl M(f1, fo) J-meBbar, al-
so der Rand OM(f1, f2) eine J-Nullmenge ist. Da
M(f1, f2) € A:= B x [inf f1,sup f2], also beschrinkt
ist, gentigt nach zu zeigen, dal der Rand eine
L-Nullmenge ist. Der Rand ist in der abgeschlossenen
Menge A enthalten und wir behaupten, daf§ er ganz in

((OBUA(A)UA(S)) x [inf fi,5up o] ) Ugraph(f1) U
graph(fa) liegt. Sei némlich (z,y) € OM(f1, f2) C A
nicht in dieser Menge, d.h. z € B\ (0B U A(f1) U
A(f2)) und y € [inf fi,sup fo] \ {fi(2), f2(2)}. Fiir
y < fi(z) trifft wegen der Stetigkeit von f; bei z £
ein ganze Umgebung von (z,y) die Menge M (f1, f2)
nicht, und analog fir y > fao(z). Fir fi(z) < y <
fa(x) ist wegen der Stetigkeit von f; und fo bei x
eine ganze Umgebung von (z,y) in M (f1, f2) enthal-
ten.

Also ist in allen 3 moglichen Féllen (x,y) kein Randpunkt von M (fi, f2). Somit ist OM(f1, f2) C

(0B U A(f1) UA(f2)) x [inf f1,sup fa] U graph(f1) U graph(f2) eine J-Nullmenge nach
und [(7.4.2)] Also ist M(f1, f2) J-meBbar.

sup (f2)

inf (£1)
OB A(f1) A(£2) 0B

Es sei I O B ein kompaktes Intervall, dann ist

Supfz
/g:/ ~M Fublnl// {Ey dydac
M Ix[inf fq,sup fa] inf f1
f2() ~B f2()
:/(/ (xydy) dm—// g(xz,y) dy dz.
I \J fi(z) 1()

Und speziell fiir g =1 ist
fl,f2|f/1f// 1dyd:c:/f2—f1. 0
fl(:v B

7.4.4 Beispiele.

1. Wir berechnen nun die Fliche |K| einer Kreisscheibe K := {(z,y) : 22 + y* < r?} mit Radius
r>0.

Fir B:=[-nrr], fi:x— —Vr2 =22, fo:x— V12 —2? ist

\K|/Bf2—f1:/ 272 — g2 dp Z=20) /r\/ —r2sin(y)? r cos(y) dy
2

b

5 5 2 y=7
= 27‘2/ Cos(y)2 dy = 27’2/ cos( g> dy = 272 {sm } =r’r

s jus s
2 2 z

2. Als niichstes berechnen wir das Volumen der Kugel K := {(z,y, 2) : 22 +y?+2% < r?} mit Radius

r > 0. Esist K C [—r,7] x R? J-meBbar und K, := {(y, 2) : (z,y,2) € K} eine Kreisscheibe mit
Radius v/r2 — 22 und somit Fliche |K,| = (r? — 2?)x. Nach ist also

T T 3qz=r 4 3
|K|=/ |Kx|d$:/ (r2—x2)7rdx=7r{r2x—x—} -7

3 la=—r 3

-Tr

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 26. Dezember 2015



Integrationsmethoden 7.4

25

3. Es sei B der Durchschnitt der beiden Zylinder {z € R3 : 22+ 2% <1} und {z € R® : 23 +23 < 1}.

Somit variiert z1 in [—1,1] und |z2] < /1 — 2% =: b(z1) und |z3| < /1 — 3. Also ist

B = { (@1,23,25) € R® s [21] < 1, loa| < b(a1), as] < b(ar) } und

1 b(wl) b(i?l)
|B| :/ d(l‘l,zg,fﬂg) :/ / df[?g deQ d:El
—1 7b(11) 7b(:r1)

B
b(z1) b(z1) 1
— 8/ / dl’g / dl’g diCl = 8/ 6(1'1)2 dxl
o Jo 0 0

1
1 1
1 1
:8/ 1—x%dm1:8(m1—fx‘;’) _ 10
0 3

3

$1=0

Damit kénnen wir auch das Volumen eines Kreuzgewdolbes als

bestimmen.

4. Es sei B der Durchschnitt der 3 orthogonalen Zylinder {z € R? : 23 +23 < 1}, {z € R® : 23 +23 <
1} und {z € R?: 22 + 2% < 1}. Es variiert o7 in [—1,1] und es ist |z2| < b(x1), |z3| < b(21) und
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|z3] < b(x2). Also ist

B = {(xl,xg,mg) eR3: |z1| < 1, |za] < b(x1), |zs| < min{b(xy),b(z2)} =: c(xl,xg)} und

b(zl) 1‘1 :Eg
|B| / d xl,l‘g,l‘g / / / dl‘?,dal‘gdxl
b(z1) J —c(z1,22)
b(z1) min{b(z1),z1}
= 8/ / IL’1,$2 d$2 del = 16/ / IE1,$2) deQ dl‘l

—b :l)l

1/V2 b(zl)
= 16/ / 131 dLL’Q dry + 16/ / [171 dZEQ dxq
1/v2Jo

1/v2
0 1/V2

16 S V2 171
___[( 1—x1)}z120+16{x1—x13h1 o = 8(2 — V2)

3

5. Die Form eines ungespitzten Bleistifts ist ein Zylinder {iber einen gleichseitigen Sechseck mit
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Abstand 8mm zwischen parallelen Mantelflichen. Gespitzt wird seine Deckfliche zu einem Teil

des Kreiskegels mit Offnungswinkel 7/6. Wieviel Material wird dabei entfernt?
Auf Grund der sechsfachen Symmetrie geniigt es das Volumen des Sechstels

™ 0
Bi={(0,,2): 0w <4, [y <o tant, 0< 2 < Va2 +y% tan (5 - ).

2 12

zu bestimmen. Es ist \f/?) = tan(m/6) = %, also tan(7/12) = 2 — v/3 und tan(r/2 —
w/12) =

m = f = 2 + /3. Somit ist das entfernte Volumen:

+2v/3/3 Va?+y? (243)
6| B| —6/ / / dzdydx
zV/3/3

zV3/3
:12(2—}—\/5)// Va?+y2dydx
y=2v3/3
(2+\f/ { Va2 +y? +—1ogy+\/a:2+y } du

y=0
2(2+\/§)/0 %\/41+ %log(z(\/g/3+ \/E)) f%log(:zz)dx
=12(2 +V3) /4 %2 + %210g(\/§) dr =12(2 +V/3) (; + log(3)) /4 z? dx
0 0

4
11
= (2+3) (3 + Oi(?’)) 41 ~ 580.973

7.5 Transformationsverhalten

Bemerkung.
Wir haben in [I8]5.1.12] gezeigt, dafl homdomorphe Bilder von Nullmengen keine Nullmengen zu sein
brauchen. In der Folge wollen wir nun Bedingungen angeben, wo dies doch stimmt.

7.5.1 Lemma. Inhalt von Lipschitz-Bildern.

Es sei g : RP O N — RP eine Lipschitz-Abbildung mit Konstante L. Fir jedes gleichseitige kompakte
Intervall I (ein Wiirfel) mit Seitenlinge s das N trifft, existiert ein gleichseitiges kompaktes Intervall
J (ein Wiirfel) mit g(INN) C J und |J| < (2 L)P|1].

Beweis. Es sei 29 € I N N. Fiir jedes x € I NN gilt ||z — 2ol < s. Also ist [|g(x) — g(x0)|lec <

Ll|z — z0l|oc < Ls, d.h. g(z) liegt im Wiirfel J um g(xo) mit Seitenldnge 2 L s. Dieser hat Volumen
[J| < (2Ls)? = (2L)?|I]. O
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7.5.2 Folgerung. Lipschitz-Bilder von J-Nullmengen.
Lipschitz stetige Bilder von J-Nullmengen sind J-Nullmengen, d.h. g(N) ist eine J-Nullmenge, falls
N eine ist und g : RP O N — RP Lipschitz-stetig ist.

Beweis. Es ist |’ ; xn = 0 fiir einen kompakten Wiirfel I, der N umfafit. Fiir € > 0 sei Z eine dqui-
distante Zerlegung mit
e> 00w, 2) = Y, |-

Jez
JANAD

Fir jeden solchen Wiirfel J € Z wihlen wir nach einen Wiirfel J' mit g(J N N) C J' und
|J'] < (2L)P|J|. Dann iiberdecken die J' ganz g(N) und ihr gesamt-Volumen ist kleiner als (2L)Pe,
also ist g(N) eine Nullmenge. O

7.5.3 Folgerung. Bogen sind Nullmengen.

Es sei ¢ : a,b] — R? Lipschitz (oder auch nur rektifizierbar) und q > 2. Dann ist c¢([a,b]) eine J-
Nullmenge. Also ist jede beschrinkte Menge deren Rand in einem rektifizierbaren Bogen enthalten ist
J-mefbar.

Fiir Peano-Kurven, d.h. stetige surjektive Abbildungen ¢ : [0,1] — [0,1]2, stimmt diese Folgerung
offensichtlich nicht!

Diese Kurve ist als gleichméBiger Grenzwert der rekursiv definierten Polygonziige definiert, welche
beginnend mit der Diagonale des Einheitsquadrat dadurch entstehen, dafl ihre Segmente wie im ersten
Schritt durch die 9 Diagonalen der 9 Teilquadrate ersetzt werden. Die hat offensichtlich ein dichtes
Bild in [0, 1]? und da dieses kompakt also abgeschlossen ist, ist sie surjektiv.

Beweis. Fiir Lipschitz-Kurven folgt dies aus da [a,b] x {0} C R? eine J-Nullmenge ist und
¢: (t,s) — c(t) Lipschitz ist.

Falls ¢ nur rektifizierbar ist, so ist
n
tes VEie) = sup{z lle(t:) —clti1)|| ca=1tg <t <--- <t, =0}
i=1

stetig: Fiir a < ¢ < b sei Z eine Zerlegung t = tg <ty < -+ < t, = b von [t,b] mit V{’(c) < V(c¢,Z) + §
und fiir t = to < t' < t; so nahe, daB [[c(t) — ¢(t)|| < § und der Zerlegung Z’ gegeben durch
t<t <ty <--- <ty gilt

Ve) — 5 < V(e.2) S V(e 2') S Vi(e) + 5 also 0 < VY (e) = Vi(e) = Vi = V(o) — V(o) <,
d.h. t — V!(c) ist rechts-stetig. Links-Stetigkeit folgt indem wir die rechts-Stetigkeit der Kurve ¢ : t
¢(—t) verwenden.

Nach dem Zwischenwertsatz kénnen wir somit eine Zerlegung a = ty < --- < t,, = b so wihlen, daf
Vi (e) = 2 V() =: L. Dann gilt fiir t € [t;—1,t;], daB |jc(t) — e(t;i—1)| < Vi (c), also ist c(t) im

T n

Wiirfel J; um ¢(t;—1) mit Seitenléinge 2% und Volumen (2£)?. Das Gesamtvolumen ist dann

2L\ 1 1
n <> =(2L)1 — 0 fiir n — oo.
n nda—1
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Die letzte Aussage folgt aus|(7.2.5) O

7.5.4 Beispiel.

Die Koch’sche Kurve ist zwar nicht rektifizierbar, denn ihre Lénge nimmt in jeden Schritt um den
Faktor % zu, begrenzt aber doch eine melbare Fliche, denn die kritische rote Fliche nimmt in jeden
Schritt um den Faktor % ab.

MO Y4

=/ N

2/ \N A
N Sl A <N ¢

AN \ ZAN-N \ ZANN, <7 \ R
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Die inneren Polygone entstehen dadurch, dafl jedes Segment in drei Teile geteilt wird, und das mittlere
Segment durch die beiden anderen Seiten des darauf nach auflen errichteten gleichseitigen Dreiecks
ersetzt wird. Die dufleren Polygone entstehen auf die gleiche Art, wobei die Seiten des nach innen
gerichteten gleichseitigen Dreiecks verwendet werden.

~

AﬁAgﬁ%AﬁA AﬁAgﬁ%AﬁA
2 &
P

£

4
™

T

£

2, A

L AR

Wir kénnen den dufleren und den inneren Inhalt auch explizit abschitzen. Der Inhalt des ersten von
Innen approximierenden Polygonzugs (ein Dreieck) ist A = 12§. Im néchsten Schritt werden an jede
seiner 3 Seiten jeweils ein Dreieck mit Fliche A/9 hinzugefiigt. Im darauffolgenden Schritt an den nun
3 * 4 vielen Seiten jeweils ein Dreieck mit Fliche A/9%, u.s.w.. Als Grenzwert ergibt sich somit

A A 4n 1< [4\" 19
> Rl . - = -2
U(B) 2 A+3-5+3:4- 55+ +3A9n+1 A( 3§ (9>> A(1+3 5>

n=0

S.a.
)

Der Inhalt des ersten von auflen approximierenden Polygonzuges (ein Sechseck) ist A-(143- ) = 2A.
Im néchsten Schritt werden an jeder der 6 Seiten jeweils ein Dreicek mit Fliche 5= - A abgezogen Im

darauffolgenden Schritt an den nun 6 *x 4 vielen Seiten jeweils ein Dreieck mit Flache A- 27 9, U.S.W.
Als Grenzwert ergibt sich somit
1 29 8
<A-2- —A 4—714— =A- 2——-= - A
O(B) 6 6 27 9 < 27 Z < ) ) ( 9 5) 5

Also ist O(B) = U(B) = £ - A und somit B mefbar mit Inhalt 2 - A.

7.5.5 Definition. Stetig-Differenzierbarkeit.
Eine Abbildung ¢ : RP O B — RY auf einer beliebigen Teilmenge B von RP heifit stetig differenzierbar
(kurz C1) falls eine C!-Erweiterung § : R? O U — R? mit offenem U D B existiert.

7.5.6 Folgerung. C'-Bilder von J-Nullmengen.
Es seig:RP O N — RP C! und N eine kompakte J-Nullmenge. Dann ist g(N) eine J-Nullmenge.

Beweis. Wegen [(7.5.2)| geniigt zu zeigen, dafl g auf N Lipschitz ist. Angenommen Iz, # y, € N mit

W — 00. Da N kompakt ist, diirfen wir annehmen, da 3z, := lim,, z,,. Da g(IN) kompakt
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und somit beschréinkt ist mufl der Zahler beschriankt und damit der Nenner gegen 0 gehen, also auch
lim,, ¥, = Too sein. In der Nihe von x ist die C*-Abbildung § aber Lipschitz wegen des Hauptsatzes
[18, 5.5.18], da ¢’ lokal beschrénkt ist:

lot) =gl BEEL| [ gyt =)=yt < [+ tla =)l o sl

< sup{llg'(y + tlx =) : t € [0,1]} - [lz —y||. D

7.5.7 Bemerkung. Vertauschen stetiger Abbildungen mit Rand, Abschluf3 und Innerem.
Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rédumen X und Y.

Essei BCY.Dannist BCY abgeschlossen und somit auch f -1 (E) C X abgeschlossen, sei ndmlich
z, € f7H(B) mit ¥, = 2o € X. Dann liegt f(z,) € B und f(z,) — f(z) also auch f(z) € B,
da B abgeschlossen ist, und somit zo, € f~! (P)

Wegen B C B ist f~'(B) C f~!(B) und damit auch f~1(B) C f~(B).
Diese Aussage ist fdquivalent zu f( f—l(B)) C B.

Seinun A C X und B := f(A), dann erhalten wir f(A) =B 2 f(f~1(B)) = f(f~1(f(4))) 2 f(A).
Fiir das Innere und den Rand haben wir keine analogen Aussagen. Betrachte den Rand betreffend z.B.
f:=sin und A = [0,37/2]. Dann ist 4 = {0,37/2} und f(0A) = {0, —1} und weiters f(A) = [—1,1]
und B(f(A)) = {~1,1}.

Falls f injektiv ist, so ist f(0A) C A(f(A)), denn DA = AN A¢, wobei A° das Komplement X \ A von A
in X bezeichnet, und somit ist f(9A) = f(ANA®) C f(A)Nf(A°) C fF(A)NF(A) C fF(A)NF(A) =
A(f(A)), denn f(A°) C f(A)¢, da fiir injektives f die Beziehung f(A°)N f(A) = f(A°NA) = f(0) =0
gilt.

Diese Inklusion hilft uns bei der Mefibarkeit von f(A) allerdings nichts, aufier f ist ein Homéomorphismus.

C

Fiir bijektives f ist f(A°) D f(A)°, denn f(A°) = f(A°°) = f(A°)° D F(A°) = F(A) " = f(A)°,
da f(A°) = f(A)° fiir bijektives f gilt.

Die wichtigsten Substitutionsfunktionen sind zumeist nicht iiberall injektiv und auch nicht iiberall
lokale Diffeomorphismen. Denke z.B. an Polarkoordinaten als Abbildung auf eine Kreisscheibe mit
Radius r, d.h. von [0,7] x [0,27] — R2. Darum formulieren wir folgenden Satz unter Zuhilfenahme
einer J-Nullmenge N als Ausnahmemenge.

7.5.8 Satz. Bilder mef3barer Mengen.
Es sei B C RP kompakt J-mefbar und g : B — RP C1. Es sei N C B eine J-Nullmenge mit g'(x)
invertierbar fiir alle v € B\ N. Dann ist g(B) J-mefbar.

Falls g zu einem Diffeomorphismus auf eine Umgebung von B erweiterbar ist, so ist dieser Satz wegen

trivial, denn dann ist 9(g(B)) = g(0B) eine J-Nullmenge nach
Beweis. B J-meSbar =2 9B J-Nullmenge = O.B.d.A. N D 0B und N kompakt. = g(N)
J-Nullmenge, kompakt, d(g(B)) C g(B) = g(N) U g(B \ N). Offensichtlich ist B\ N = B° N (R? \ N)
offen und da ¢'(z) invertierbar fiir alle € B\ N ist, ist g ein lokaler Diffeomorpismus auf B\ N also
auch g(B\ N) C g(B) offen und damit g(B\ N) N d(g(B)) = 0, also d(g(B)) C g(N) ebenfalls eine
J-Nullmenge und somit g(B) J-mefibar nach O

7.5.9 Idee der Substitutionsregel (fiir mehrdimensionale Integrale).
In [I8] 5.2.3] hatten wir die Substitutionsformel

g(b) b
/ f(x) dz = / Fla(t) ' (t) dt
g(a) a
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aus der Kettenregel [16], 4.1.6] mittels Hauptsatz [18, 5.2.2] erhalten. Dies 148t sich nicht ohne weiters
aufs Mehrdimensionale iibertragen, denn selbst stetige f : R? O B — R kénnen wir nicht als Ableitung
von Funktionen F' : B — R schreiben (diese sind nidmlich Abbildungen F’ : B — L(R?,R)) und
iiberhaupt haben wir noch kein Pendant zum Hauptsatz zur Verfiigung.

Um dennoch eine Idee zu bekommen, wie sich mehrdimensionale Integrale unter Substitutionen g
transformieren betrachten wir ein Rechteck B C R?, eine C'-Abbildung ¢ : B — R? C' und eine
stetige Funktion f : g(B) — R. Es sei Z eine Zerlegung von B. Das Bild eines Teilungsrechtecks I; ; :=
[tistit1] X [S;, j41] hat anndhernd die Flidche des von g(ti+1,s;) — g(ti, s;) und g(t;, s;+1) — 9(ts, $;5)
erzeugten Parallelogramms, also

det(g(ti+17 55) — g(ti, s5), 9(ts, sj+1) — g(ts, Sj)) ~
~ (tiv1 —ti)(sj+1 — s;) det (319(151753‘),329(151'753')) =

= (tit1 — ti)(sj+1 — 85) det(g'(t4, 57))-

Beachte dabei, dai die (elementar geometrische) Fliche des von zwei Vektoren a und b erzeugten
Parallelogramms gerade die Lénge des einen Vektors a mal der Linge <b|maﬂ der Projektion des

anderen Vektors b auf den Normalvektor at ist, also gerade |al| - (b\maﬂ = (blat) = det(a,b).
Somit ist

g D0 0810 146t s, s ) (500 = )

~ /B Fa(t, ) | det(g/ (1, 5))| d(t, 5).

Dies 148t uns folgende Transformationsformel erwarten:

7.5.10 Theorem. Substitutionsformel.
K C RP kompakt und J-mefbar, g : K — RP C', N C K eine J-Nullmenge, glk\n injektiv, x —
sign(det(g¢’(x))) konstant und nicht 0 auf K \ N, sowie f : g(K) — R stetig.

Dann ist g(K) J-mefbar, f integrierbar auf g(K) und es gilt folgende Transformationsformel

AK) dy‘/f )) | det(q’ (x))] da.

Beweis. 1. Schritt. Existenz/Integrierbarkeit.
H (7.5.8)| = g(K) J-mefbar; g(K) kompakt; f € C = f|;(x) beschrinkt; m = f integrierbar auf

fogeC, g €C = fy:x~— f(g(x))|det(g'(x))| integrierbar auf K. Da 0K eine J-Nullmenge ist
kénnen wir auch 0.B.d.A. annehmen, daf§ 0K C N gilt.

2. Schritt. Lokalisierung — Vereinfachung der Integrationsbereichs.
Wir wollen nun beweisen, daf} es geniigt die Gleichung fiir alle (hinreichend kleinen) kompakten Inter-
valle J C K \ N zu zeigen.
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Sei also letzters vorausgesetzt. Es sei g : U — RP
C! mit U D K offen und § := doo (K, RP \ U). Sei
nun Z eine Zerlegung eines kompakten Intervalls
I O K mit |Z| < §. Insbesonders hat jedes kom-
pakte Intervall J € Z Durchmesser < ¢ und wenn
es K trifft so liegt es somit ganz in U. Da g auf U
C' ist und J C U kompakt und konvex ist, ist g
Lipschitz mit Konstante ||¢'|]|oo. Weiters sei

S=|J{7:7€Z JCK\N}CK\N
R=|J{J:J€ZJnN#0}CU

Beh.: K\ R C S: Es sei z € K\ R. Dann existiert ein J € Z mit € J und wegen « ¢ Rist JAN =0
und damit auch J N OK = @. Somit ist aber J C K, denn andernfalls existiert ein 2’ € J \ K. Sei
to := max{t € [0,1] : z +t(z' — z) € K} (existiert, da K kompakt und ¢ — z +¢(2’ — z) stetig ist) und
xo := z + to(a’ — x). Dann ist zy € 0K N J, ein Widerspruch. Somit ist J C K N R° = K \ R, also
reJCS.

Folglich ist K C KUR = (K \ R)UR C SUR und damit auch K\ SC R\ S CR.

Sei nun € > 0. O.B.d.A. ist |R| < ¢, da N eine J-Nullmenge ist. Da jedes J von S die Vereinigung aller
tibrigen Intervalle von S nur in einer J-Nullmenge schneidet, ist [ = >, [;. Nach [(7.5.6)| ist auch
das Bild unter g eine J-Nullmenge, und da g injektiv auf S ist, stimmt dies mit dem Durchschnitt der
Eilje}i iiberein, also ist fg( 5) = > fg( ) Fiir jedes J gilt nach Voraussetzung Gleichheit, also auch fiir

f(y) dy = / Fla()) | det(g' (2))] dz,
g(S) S

Esist K\SCR,denn JNK # @ und J € K\ N = J trifft K und auch ~K, also auch 0K C N, ein
Widerspruch. = |K \ S| < |R| < e. Da g auf jedem Quader J € Z von RU S Lipschitz mit Konstante
L= [|¢'|rus|loo ist, und wegen g(K)\g(S) € g(K\S) C g(R) gilt |9(K)\g(5)| < [9(R)| < (2L)"|R| <
(2[l9'[ls0)Pe nach Mit fy(x) := f(g(x))|det(g(x))] folgt nun

=0
—_—
/g(K> - /K s /g<K>\g(S> I /g<S> - ﬂs fo= /K\s &
/g<K>\g<S> oI ‘/K\s o

< (l9t) \ g(9)]+ [K\ S]) max{ 1]y ropg(s)lloes 1ol cvs s }
<(2L)re <e <IIfoglxlloe <lfglxlloo
< (20 + 1) max{lfylxlloes 1 © glclloc

<

3. Schritt. Induktionsanfang.
Sei nun K = I = [a1,b1] X ... X [ap, by] ein kompaktes Intervall, N = () und ¢g : K — RP sei von der
Form g(z1,...,2p) = (x1,...,Zp_1, gp()).

Wir verwenden folgende Bezeichungen 2’ := (z1,...,2p—1) und I’ := [a1,b1] X ... X [ap—1,bp_1]. Es
hat det ¢’(x) = Jpgp(x) nach Voraussetzung konstantes Vorzeichen # 0, also 0.B.d.A. +1. Folglich
ist ,, = g(x1,...,2p_1,xp) streng monoton wachsend und stetig und nach dem Zwischenwertsatz ist
damit

g(I) = {y - ay S Y1 S bla"'aapfl S Yp—1 S bpfl,gp(ylﬂ"wypfl»ap) S Yp S gp(yla"'ﬂypflvbp)a
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die Ordinatenmenge bzgl. der Grenzen 2’ — g,(2’, ap) und &’ — gp(2’,b,). Folglich erhalten wir

/f(g(w))\det(g’(x))ldx= /If(g(w))f)pgp(m) dx

I
) Ogp(x1, ..., Tp_1,Tp)

b
(ABD) »
!/ [y, zp1, gp(2 o drpdr,—y ...dx;
"Jap i4
. gp(;c/,bp)
M/ / (@', yp) dy, da’
4 gp(x/vap)
1(7.4.3)]
— LWy
g(I

4. Schritt. Faktorisierung.

Esseig:RP DU — RP CY, p > 1, 29 € U mit ¢'(xg) invertierbar. Dann existiert eine Umgebung
W C U von xy und injektive C'-Funktionen v : W — RP, g : R? D (W) — RP, mit (W) offen und
glw = g o, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

Weiters ist eine Koordinate von 1 und alle anderen von g die Identitét.

Da det(¢'(x0)) # 0 mufl nach Entwicklung nach der letzten Spalte zumindest eine (p — 1) x (p — 1)-
Unterdeterminante ungleich Null sein, 0.B.d.A. (Umordnen der Werte-Koordinaten) sei dies die linke
obere. Es sei ¢(z) := (¢1(2), ..., gp—1(7),7,), dann ist ¢y C* und det(¢)'(z¢)) # 0. Nach dem Satz [I8|
6.2.1] iiber inverse Funktionen existiert eine Umgebung W von z, auf welcher ¥ ein Diffeomorphismus
ist. Es sei ¢ := go (¢|w)7!, dann ist g C! und go |y = go (Y|w) ' ov|w = glw. Also ist fiir
ze (W) und z := (¢|w)"1(z) € W:

(21505 2p) = 2= P() = (1(2), -, gp—1(2), ),
921, 2p) = 9(2) = 9(¥(2)) = g(2) = (91(2), - -, gp—1(2), gp (7))
= (21,- - 2p-1, 9 (¥ lw) 71 (2))).

Da g injektiv und v ein Diffeomorphismus auf W ist, ist auch g injektiv.

5. Schritt. Reduktion auf das 1-dimensionale.

Es verbleibt die Gleichung fiir ein kompaktes Intervall K und allgemeines g : K — R? mit N = ()
mittels Induktion nach der Dimension p zu zeigen.

Den Induktionsanfang (p = 1) haben wir in Schritt erledigt. Fiir den Induktionsschritt existiert
nach eine Zerlegung Z von K in kompakte Intervalle auf denen g wie in Schritt ing=gov
zerlegt werden kann. Nach Schritt geniigt es den Satz fiir jeden Teilquader J € Z zu zeigen. Es sei
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J = J' x J, mit 1-dimensionalen .J,, so gilt

fy)dy = / fy)dy
9(J) a(w(J))

snelfleel [ fe) |detg/ @] do ™ [ Pz d! )
¥(J) ) ¥(J)

/ [ PO ) d i, = / / L PG i,

LA / ) et/ ()| o’ dy

7.1.11
— / F(@)  |det(/(x))]dz
’><J H,—/
F(g(@(x))) | det(g’ (v (x))]

/f ) | det(g’(z))|dz. O

7.5.11 Vergleich mit der 1-dimensionalen Substitutionsformel.
Im Falle p = 1 und K := [a, ] ist nach der 1-dimensionalen Substitutionsregel [18], 5.2.3]

/ng) dy—/ f(g

In der Substitutionsformel

/ 1y dy—/f )| det(g’(2))] da

ist in diesen Fall ¢’(z) € L(R,R) = R also det iiberfliissig, und wenn g(a) < ¢g(b) so auch der Betrag und
b . .
9(K) = [g(a), g(b)), also [, ) =[] Ist hingegen g(a) > g(b), also ¢'(x) < 0, so ist | det(g'(x))| =
a b)
—g'(z) und g(K) = [9(b), g(a)] also [y fg((b) = fg((a)

Beachte, dal der Transformationssatz fiir Dimension p = 1 schwécher als die Substitutionsformel aus
[18,/5.2.3.5] ist, denn dort war weder Injektivitidt von g noch Invertierbarkeit der Ableitung g’ gefordert

und z.B.
1 12
[ fa2ede= [ gy o
—1 (—1)2

7.5.12 Polarkoordinaten.
Die Transformation von polar- auf Kartesische Koordinaten ist

g: (r,p) = (rcos(p), rsin(p)).

Sie ist injektiv auf (0,400) x [0,27) und fiir ihre Jacobi-Matrix gilt:

cos(p) —rsin(e)) 2, N
det <sin(<p) r cos() ) = r(cos(p)” + sin(p)”) = r.

Speziell fiir den Sektor B := g({(r,¢) : o1 < v < 2,0 <r < r(p)}) ist

= w2 rr(e) 1 [e2
\B\:/ 1/ / rdrdcp:f/ r(p)? de.
B ¢1 Jo 2 /e

1
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r(p1)

Insbesonders erhalten wir fiir die Flidche einer Kreisscheibe B mit Radius r» bequem:

1 2m
\B|=§/ r?do =r?T.
0

7.5.13 Zylinderkoordinaten.
Die Transformation von Zylinder- auf Kartesische Koordinaten ist

g: (r,¢,2) = (rcos(p),rsin(p), z).
Sie ist injektiv auf (0,400) x [0,27) x R und fiir ihre Jacobi-Matrix gilt:
cos(p) —rsin(p)

0
det | sin(p) rcos(¢) 0] =r(cos(p)? + sin(p)?) = r.
0 0 1

7.5.14 Kugelkoordinaten.
Die Transformation von Kugel- auf Kartesische Koordinaten ist

g : (r,0,9) = (rcos(¢) cos(F), rsin(p) cos(F), rsin(9)),

wobei ¢ die geographische Lange und ¢ die geographische Breite bezeichnet.
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Sie ist injektiv auf (0,400) x [0,27) x (—7/2,7/2) und fiir ihre Jacobi-Matrix gilt:
cos(p) cos() —rsin(p) cos(¥) —rcos(p)sin(1F)
det | sin(p)cos(¥)  rcos(p)cos(¥) —rsin(p)sin(d) | =
sin (1)) 0 7 cos (V)
= sin(v) (7“ sin(p)? cos(19) sin(9) + 2 cos(¢)? cos(1) sin(ﬁ)) +

+ 7 cos(9) (7 cos(p)? cos(19)? + 7 sin(p)? 6082(19))

)
= r?(sin(9)? cos(V) + cos( )3) = 72 cos(d).

Insbesonders erhalten wir fiir das Volumen einer Kugel B mit Radius R:

27 2m z
|B| = / / / r? cos(V dﬁd(pdr—/ r dr/ d(,p/2 cos (v
3

us
2

? 27 (sm( ) — Sin(—g)) = — R

™
2
7.5.15 Beispiel. Volumen des Parallelipipeds.

Es sei B das Parallelepiped, welches von den Vektoren vy, ...,v, aufgespannt wird, also die Menge

P
B := {Ztkvk:Ogtkglfﬁrallelgkgp}.
k=1

Dann ist das Volumen von B gegeben durch
|B| = | det(vy,...,vp)|

In der Tat ist B das Bild des Einheitsintervalls I := [0, 1]” unter der linearen Abbildung ¢ : R? — R?,
(t1, ..., tp) = Y h_, tyvg. Somit ist ¢'(z) = g mit Matrixdarstellung [g] = (v1,...,v,) und nach der
Transformationsformel |(7.5.9)| ist

B = / 1_/ ) | det(g ))|dx:/1|det(v1,...,vn)|:|det(v1,...,vn).

7.5.16 Newton Potential einer Kugel.

Die Gravitationskraft die ein Korper mit Punktmasse mg auf eine anderen Korper mit Punktmasse
my im Abstand r ausiibt ist vermoge Gravitationskonstante GG proportional zu ™2z Befindet sich
also ein Massepunkt im Ursprung und der andere im Punkt 2 € R? so ist die Kraft die der erste auf
den zweiten ausiibt

momi — Gmomq
F =G R
@ =CGE W~ TP

Dieses Vektorfeld F ist auf R?\ {0} ein Gradientenfeld, denn es besitzt das Newton-Potential U : x —

G’ﬁﬂ’“ als zugehoriges Potential. In der Tat ist

d Gmomq
dU = U/ = — - -
(araa Ul = V') = |
d 1 d 1
= Gm0m1 —_ T — Gm0m1 -
dt],_g [z +to] dt|,—o /(x + tv]z + tv)

[610] Gmoma 1 d
2 Ve
@ _Gm0m1 1 (<i

2 l]|3 \\ dt

x + tv|x + tv)
t=0

ERSE

t=0
Gm0m1 1

= - CI e (le) + alol) = ~Gmom (71 = (@)
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Insbesonders ist also die Arbeit fc F die wir ldngs eines Weges ¢ im Kraftfeld F' leisten miissen nach
[18, 6.5.8] vom Weg unabhéngig.

Seien nun mehrere Massepunkte mit Massen my,...,m, in den Punkten zi,...,x, gegeben. Diese
iiben dann auf einen Massepunkt in = mit Masse mg = 1 die Summe der Teilkrifte, also

p
m;
——GEZM;QHE@—xO
i=1 ¢

aus. Das zugehorige (Gravitations-)Potential ist dann

p ms
=y M
2 Ta —ai]

Ist nun ein Kérper A C R? mit Dichteverteilung p : A — Rt gegeben und Z eine Zerlegung in Quader
J auf welchen p fast konstant (= p(£s)) ist, also mit Masse p(£s) |J]. Seine Anziehungskraft auf einen
Massepunkt im Punkt z ist dann ndherungsweise durch

D=6y AR )6 [ e

P alle— 2P

gegeben, also diirfen wir

F(I’)G/AID(Z)(IZ)CZZ

[l — z]®

erwarten (ein R3-wertiges Integral, welches wir z.B. komponentenweise definieren kénnen) mit zugehorigem

Potential
2) = G/ pz)
allz ==

P(2) @GAM@@””@@umy

1=o |z +tv —z]| [l — z[|®

denn

U () (v) 2

A dt
Das Newton-Potential einer Teilmenge A C R3 mit konstanter Dichte p ist die Funktion z + Ux(z) :=

G/’fA m dy definiert fiir € R?\ A.

Wir behaupten, daf$ fiir die Kugel A mit Mittelpunkt 0 und Radius R das Potential U4 (z) gleich dem
Potential G p |A| ﬁ der im Mittelpunkt der Kugel konzentrierten Masse ist.

Wegen der Rotationssymmetrie kénnen wir z = (0,0, a) mit a = ||z|| > R annehmen. Also ist

Ualz,y, Gp/ e e d(z,y, 2).

Wir verwenden Zylinderkoordinaten

(,y,2) = g(r, @, 2) := (rcos(p),rsin(p), z) mit det(g'(t,¢,2)) =r.

Es sei B der Halbzylinder
B:= {(r,(p,z) del <7, |zl <R, 0<r<+R? —22}
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dann ist A = g(B) die Kugel mit Radius R und

Ua(z) = Ua(0,0,a) Z22 ¢ / / /R Ez_a) dr dz d

:27er/ [ T2+(afz)2}7_mdz
-R

r=0

Il
)
3
D
)
|
N
ay|
[\
_|_
IS
[\v]
I
Do
IS
Q
s
|
IS
R
_|_

Sei nun allgemeiner B eine Kugel mlt Radius R und einer rotationssymetrischen Dichte p, d.h.

p(z,y,2) = p(y/22 4+ y> + 22,0,0) . Fiir die Masse M von B erhalten wir
w/2 27
M:/ plz,y, 2). dlz,y, 2 m/ / / )72 cos ¥ de dv dr
B /2

R /2
:27r/ p(r) r? dr/ cosﬂdﬁf47r/ 2 p(r) dr
0 —7/2 0

Um nun das Newton-Potential eines Punktes auszurechnen kénnen wir wegen der Rotationssymmetrie
0.B.d.A. annehmen, daf§ dieser Koordinaten (0,0, a) mit a > R besitzt. Aus dem Kosinussatz ergibt
sich fiir den Abstand dieses Punktes zu einem Punkt in der Kugel mit Kugelkoordinaten (r,¢,):
Va2 + 12 — 2arsin(¥) und fiir das Potential somit

U(0,0,a) = G/ |OO(”’;

a) v, 2)|l
w/2 27
mG/ / P 2 osgdpandr
/2 Va2 +r2 —2rasind
”/2 1 —2 ¥
:GQW/ —p(r)/ - e adr
0o @ —r/2 2 VaZ + 12 = 2rasind
R /2
:G27r/ —,0 [\/a2+7"2—27"asm19] dr
0 Y=—7/2

R
_Gor / = o) (fat 7] = la = rl) dr
—_—
0 =27
R R
= GQ—7r 21"2,0(7") dr=G 41 7"2,0(7") dr =G %a
a 0 a 0 a

also gerade das Potential der im Mittelpunkt der Kugel konzentrierten Kugelmasse M.

7.6 Partitionen der Eins und der Satz von Sard

Globalisierung.

Differentialrechnung haben wir dazu benutzt um aus infinitesimalen Eigenschaften (also Eigenschaften
der Ableitung) auf lokale Eigenschaften zu schliefflen. Manchmal ist es uns gelungen daraus auch globale
Eigenschaften zu erhalten, man/frau denke z.B. an den Nachweis globaler Extrema mittels topologis-
cher Methoden.
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Eine vor allem fiir die Differentialgeometrie sehr wichtige Methode um aus lokalen Konstrukten glob-
ale zu erhalten wollen wir nun behandeln. Man stelle sich z.B. vor, dafl wir lokal um jeden Punkt
Funktionen (z.B. konstante) bereits konstruiert haben, die aber nicht zu einer globale Funktion zusam-
menpassen. D.h. wir haben eine Uberdeckung U unseres Raums X und fiir jedes U € U eine Funktion
gu : U — R. In Punkten z wo sich zwei oder mehrere der U treffen miissen wir also schén von einer
dieser Funktionen zur anderen wechseln. Dies konnen wir dadurch erreichen, dafl wir einen Prozentsatz
fu(z) angeben mit dem wir den Wert gy (z) der Funktion fy verwenden. Diese Prozentsatzfunktionen
fu sollten dazu analytisch méglichst schon, also sagen wir glatt(=C°) sein und an jeder Stelle sich
auf 1 = 100% aufsummieren, d.h. Y, fu(z) = 1. Da gy nur auf U definiert ist, muf der zugehorige
Prozentsatz fy ausserhalb U komplett verschwinden, also trg(fyy) € U sein. Da die Uberdeckung U
sehr viele (z.B. iberabzihlbar viele) Mengen U enthalten kann, haben wir Probleme } ,;,, fu(x) zu
bilden, darum verlangen wir zusétzlich, dafl lokal nur endlich viele der Funktionen fy; nicht komplett
verschwinden. Dies fithrt zu folgender

7.6.1 Definition. Partition der Eins.
Sei X C R"™ offen und U eine offene Uberdeckung von X. Eine U untergeordnete glatte Partition der
Eins ist eine Menge F von glatten Abbildungen X — {¢t € R : ¢t > 0} mit den Eigenschaften:

1. YfeF 3U; el :trg(f) C Uy

2. Die Familie {trg(f) : f € F} ist lokal endlich, d.h. Vo € X 3U(z) eine Umgebung von z, sodaB
{f € F:trg(f)NU(z) # 0} endlich ist.

3. Yerf=1

7.6.2 Satz. Partitionen der Eins existieren.
Sei X C R" offen und seid eine offene Uberdeckung von X . Dann gibt es eine C°°-Partition der Eins,
die U untergeordnet ist.

Beweis. Beh.: X (und in der Tat jeder separable metrische Raum) ist Lindelof, d.h. jede offene
Uberdeckung von X besitzt eine abzihlbare Teiliiberdeckung.

Sei also U eine offene Uberdeckung von X. Es sei Xg := {(z,7) : 2 € Q"NX,0<r € Q, IU €U :
U-(x) € U}. Dann ist Xy abzéhlbar und nach Definition existiert fiir jedes (x,r) € X, eine Menge
Uzr € U mit U, (z) C U, . Wir kénnen durch Auswahl also eine Funktion ¥ : Xo — U, (x,7) — U,
definieren. Wir behaupten, dafi das Bild Uy := ¥(X() von ¥ eine abzihlbare Teiliiberdeckung zu U ist.
Abzihlbarkeit ist klar. Sei also # € X beliebig. Da U eine Uberdeckung von X ist existiert ein U € U
mit € U. Da U offen ist existiert ein 6 > 0 mit Us(z) C U. Sei 7 € Q mit 0 < 2r < J. Da Q"N X in
X dicht liegt existiert ein zp € Q™ N X mit d(zg,x) < r und somit ist z € U,(zg) C Us(x) C U, also
x € Up(zo) C Uy g

Beh.: Es gibt glatte Funktionen mit beliebig kleinem Triger.
Betrachten wir dazu die glatte Funktion A : R — R mit

_1 ..
h(t) = e t>0 firt>0
0 firt<o0

Wenn wir fiir zp € R™ und 7 > 0 nun eine glatte Funktion
¢ : R" — R durch p(x) := h(r? — ||z — 2¢||?) definieren,
dann ist p(z) > 0 fiir alle x € R™ und

0=yp(x):= h(r27||a:fa:0||2) = 7’27||a:fa:0||2 <0< x ¢ U(xo).

Das heift also, der Tréger von ¢ ist gegeben durch trgp =
{z: ||l — o] < r}.
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Beh.: Es gibt eine abzéhlbare lokal endliche Verfeinerung {W,, : n € N} von U.
Sei U die gegebene offene Uberdeckung von X. Zu jedem x € U € U wihlen wir ein r > 0 mit
{y : |ly — z|| < r} C U. Nach obigem wissen wir, daf} es ein ¢ € C°(R",R) gibt mit

illy—=| <r}={y: ey #0} = U,.

Diese Mengen bilden eine Verfeinerung von U/. Da X Lindelof ist, existieren abzéhlbar viele Funktionen
©01,92,... s.d. {U,, : n € N} eine Uberdeckung von X und eine Verfeinerung von U ist. Diese muf
noch nicht lokal endlich sein, darum definieren wir W,, wie folgt:

n°

1
W, == {3::<pn(a:)>0/\<pi(x)<ﬁfﬁr1§i<n}QUW

Es ist klar, da8 die W), offen sind (durch stetige Ungleichung gegeben), und Teilmengen von U, sind.

Die W, bilden eine Uberdeckung von X, denn zu jedem z € X existiert ein minimales ng mit @,,, (z) > 0
und somit ist € Wy,

Um zu beweisen, da§ {W,, : n € N} lokal endlich ist definieren wir eine offene Umgebung um z:
U(z) = {y : ¢no(y) > 5¢0no (@)} -
Falls Wy, N U(z) # (), dann sei y im Durchschnitt dieser beiden Mengen gewéhlt und es folgt:
wily) < % fir: <k und %gpno () < Yng(Y).

Png ($)
2

Falls & > ngq ist, und zwar so grof3, daf % < ist, dann erhalten wir durch

Bl

% < %@no(x) < ‘Pno(y) <
einen Widerspruch. Also existieren nur endlich viele k (< ng) mit W N U(z) # 0.

Beh.: Es gibt eine Partition der Eins {f, : n € N} mit {x : f,(x) # 0} = W,.
Wir definieren vorerst glatte Funktion v, : X — {t : 0 < ¢} durch

(@) = hlpn(z)) - h(% — gpl(z)) — h(% — %_1@)).
Dann ist

Yn(z) #0 & (apn(x) >O) A (% —¢1(x) >0> Ao A (%—apn,l(x) >0) S axeW,.

Da {W,, : n} lokal endlich ist, sind in der Summe >
lokal nur endlich viele Summanden ungleich 0, und somit
ist ¢ := Y7 ¥, € C®(X,R). Diese Funktion ¢ ver-
schwindet nirgends, da die {W,, : n € N} eine Uberdeckung
bilden.

Nun definieren wir f, := % € C*(X,R). Dann ist

XU _ Y
D ==t =g

(1) und (2) folgt nun aus: trg(f,) € W, C U, C U fir
ein U € U.
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Vn G In

7.6.3 Folgerung. Die glatten Funktionen liegen dicht in den stetigen.
Es sei g: RP O X — R stetig und € > 0, dann existiert ein h : X — R C* mit ||g — h||o < €.

Beweis. Sei ¢ > 0. Fiir jedes z € X existiert ein offener Ball U, mit |g(z) — g(2')] < e fiir alle
a2’ € U,. Die Familie {U, : * € X} bildet somit eine offene Uberdeckung von X und somit existiert
eine untergeordnete Partition der Eins F (dabei sei trg(f) C U,,) Nun definieren wir

h(z) = f(x)g(zs).

feF

Dann ist offensichtlich h glatt und

h@) = g(@)| = |3 F@) glap) = D (@) g()]
f f

——
=1

< Ef:f(x) lg(zr) — g(2)| = f() lg(as) —g(@)] <Y fla)e=e. O

wetrg(f)CUs 7 !

Bemerkung.
Wir kénnen die Partition der Eins, welche einer Uberdeckung U untergeordnet ist als Familie {fy :
U € U} mit trg(fy) C U fiir alle U € U erhalten.

Dazu betrachten wir eine Partition der Eins F wie in|(7.6.2)| d.h. fiir jedes f € F existiert ein Uy € U

mit trg(f) € Uy. Wir konnen folglich durch Auswahl eine Funktion w : F — U, f +— Uy definieren.
Fir U € U sei nun fy := Zfef:Ufo f- Dann ist fy : X — [0, 1] glatt,

fv=> > f=>f=1

Ueu UeU feF:Us=U feF

weiters ist
{w:fulx)#0y=|J fo:fl@)#0}c|Hue(f):Us=U}CU
feFU;=U
und damit ist {f;'(R\ {0}) : U € U} lokal endlich, denn fiir jedes z € X existiert eine Umgebung
die trg(f) nur fiir endlich viele f € F trifft und somit auch nur f;;'(R\ {0}) fiir jene endlich vielen
U = Uy. Damit ist auch {trg(fr) : U € U} lokal endlich, denn fiir offenes W folgt trg(fu) N W =0
aus fi; (R \ {0}) N W = . SchlieBlich ist

wg(fo) ={z: ful@) 20} = |J fe:f@#03c |J weh= | we)cy

feEF:Uy=U feEF:Uy=U feF:Uy=U

denn die Vereinigung einer lokal endlichen Menge A abgeschlossener Mengen A ist abgeschlossen (fiir
nicht-lokal endliche Mengen stimmt dies nicht wie A = {{z} : = € Q}} zeigt). Sei némlich = ¢ [J.A
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und U, eine offene Umgebung die nur endlich viele A € A trifft. Fiir jedes solche A existiert wegen
x ¢ A eine offene Umgebung U von x mit ANU, = @. Dann ist U, N({Ua : ANU, # 0} eine offene
Umgebung von z, die kein A € A trifft, also ist (| J.A)¢ offen und somit | .A abgeschlossen.

7.6.4 Bemerkung.
Da die Konstruktion von glatten Partitionen der Eins nicht sehr konstruktiv war ergibt sich die Frage
wie wir die eine stetige Funktion approximierenden Funktionen explizit konstruieren kénnen. Hilfreich
dafiir ist die Faltung

f*g:w/fu—y)g(y)dy/f<z>g<w—z>dz.

falls g stetig und f € C2° ist (d.h. f glatt ist und kompakten Tréiger besitzt), so ist f x g wohldefiniert
und C*°, denn

f(2) gl — 2)dz = / f(2) gl — 2) d

R trg(f)

und

0.7 +9)@) = o [ 1= )9ty B [T po—g) o)ty = (01 + 9)(0)

Sei nun h > 0 eine glatte Funktion mit ) # trg(h) C {z : ||z < 1}. O.B.d.A. ist [, h = 1 (Ersetze
h durch ﬁ - h). Fir € > 0 sei weiters h. :  — ¢™h(z/e). Dann ist trg(h.) C {x : ||z|| < €} und
me he = 1. Somit konvergiert hs x g — g fiir § — 0 gleichméfig auf kompakten Mengen K, denn

[(hs * g)(x |—’/m hs (= :vfz)fg(x))d,z’
/trgh(; hs(2) - lg(a — 2) — g(w)|dz < e,

falls 0 so klein gewéhlt wird, dafl |g(z’) — g(x)| < ¢ fiir alle x € K und 2’ € R™ mit |2’ — x| < § (wegen
der gleichmiifigen Stetigkeit von g auf K). Man nennt (hs)s>0o eine approximierende Einheit, denn die
hs approximieren das (nicht vorhandene) neutrale Element bzgl. der Faltung.

7.6.5 Satz von Stone Weierstraf3.
Es sei X ein kompakter metrischer Raum und A eine Punkte-trennende Teilalgebra von C(X) :=

C(X,R) mit Fins. Dann ist A dicht in C(X).

Eine Menge A von Funktionen auf X heifit Punkte-trennend, wenn fiir je zwei zg, 21 € X mit xg # x1
ein f € A existiert mit f(zg) # f(x1).

Beweis nach [27]. Es geniigt zu zeigen, daf§ der Abschlul A von A in C(X) dicht liegt, denn da dieser
abgeschlossen ist, ist er gleich seinem Abschlufi. Da A die selben Voraussetzungen (d.h. eine Punkte-
trennende Teilalgebra von C(X) zu sein) erfiillt, konnen wir also im Beweis A durch A ersetzen, d.h.
annehmen, dal A abgeschlossen ist.

Beh. Falls 0 < f € A, so ist auch /f € A:

Falls [[f — 1]l < 1 so konvergiert die Potenzreihe ), -, (1£2)(f — 1)k von /f = /1 — 1) in der
abgeschlossenen Teilalgebra A. Somit ist /f € A.

Falls f > « fiir eine Konstante o > 0, s0 ist 0 < || f|loc < 00 und damit 0 < 1— <1,

1
=/ < 1=
also ||m f — 1]loc < 1. Nach dem ersten Teil, liegt somit ,/m f in A und damit auch /f =

Ve /A= 7.

Sei schlieflich f > 0 beliebig. Dann ist nach dem zuvor gezeigten 4/ f + % € A. Und da

Yoo fAYn—f 1
O=yI+y VI \/f+1/n+\/f§\/ﬁ
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ist konvergiert 4/ f + % — +/f und somit ist auch /f in A.

Beh. Mit f,g € A sind auch |f|,max{f, g}, min{f, g} € A:
Denn |f] = /2, max{f, g} = 2= und min{ f, g} = Lre-)l=dl,

Beh. Fiir 21 # zp und y1,y0 € R existiert ein f € A mit f(x;) =y; fir i =0, 1:
Da A Punkte-trennend ist, existiert ein h € A mit h(x;) # h(xo). Dann erfiillt aber die Zusammenset-

zung ¢ — f(z) == y0% + yl% von h mit der affinen Funktion ¢ — yoﬁ% +
[41 #% das Gewdiinschte.
Y1
f(x)
Yo
h(xo) h(x)h(x1)

Beh. Fiir f € C(X) und € > 0 existiert ein h € A mit ||f — h|| < e:

Fiir z,y € X existiert nach der letzten Behauptung ein f, , € A, welches auf {z, y} mit f tibereinstimmt
(Falls z = y ist, so sei f;, konstant gleich f(x) = f(y)). Da f,, — f bei y verschwindet, existiert
eine Umgebung U, von y mit f, ,(2) — f(2) < ¢ fur z € U,. Da X kompakt ist, iberdecken endlich
viele Uy, , ..., Uy, ganz X. Es sei fy := min{f, ,,..., fzy,} € A. Dann gilt f,(z) = f(z) und fz(z) <
fry:(2) < f(2)+e€, wobei ¢ so gewéhlt wurde, dafl z € U,,. Es existiert somit eine Umgebung U, von z
mit f,(z) — f(z) > —e fiir alle z € U,. Da X kompakt ist iiberdecken auch endlich viele U,,,..., U,
ganz X. Sei schlieBlich h := max{fs,,..., fz, } € A. Dann ist f(z) — e < fu,(2) < h(z) < f(z) + ¢ fir

alle z € X, und somit ||h — f|| <e. O

Approximation von stetigen Abbildungen durch Polynome.
Es sei X CR™ kompakt. Dann sind die Polynome in C(X) dicht. O

Beachte, dafl die Polynome gerade die Elemente der von den Koordinatenprojektionen pr; : (z1,...,2,) —
x; erzeugten Algebra sind.

Komplexer Stone-Weierstraf3.
Es sei X ein kompakter metrischer Raum und A eine Punkte-trennende Teilalgebra von C(X,C)

C) mit
FEins, welche zusdtzlich unter komplex-konjugieren abgeschlossen ist. Dann ist A dicht in C(X,C).

[~

Beweis. Jedes f € C(X:, C) 1aBt sich zerlegen in f = Ref + i - Imf mit Realteil Ref = und

Imaginérteil Imf := fQ;zf Da A Punkte-trennend ist, gilt gleiches auch fiir die Teilalgebra Ap := {f €
C(X,R): fe A} von C(X,R), denn mit f € Aist Ref, Imf € Ar. Nach dem reellen Stone-Weierstrafl
ist folglich Ar dicht in C(X,R), also existieren fir f € C(X,C) und € > 0 Funktionen f; € Ag mit
IRef—fill <e/2und |Imf—fo| < e/2. Folglichist || f—(fi+i f2)|| < eund fi+i fo € Ag+i-Ar C A.

O

+
2

Bemerkung.

Die Abgeschlossenheit unter der Konjugation kann nicht weggelassen werden. Sei ndmlich K := {z €
C:|z| <1} und A die auf K Punkte-trennende Algebra der Polynome mit komplexen Koeffizienten,
also den Elementen der von id : z — z erzeugten Teilalgebra. Wegen der Cauchy’schen Integralformel
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sind Grenzwerte von gleichméfig konvergenten Folgen holomorpher Funktionen ebenfalls holomorph,
also enthélt der Abschlufl von A nur Funktionen die holomorph auf D := {z € C : |z| < 1} sind, und
somit ist dieser Abschluf sehr viel kleiner als C'(K,C), z.B. ist z — Z nicht im Abschlu8.

Beispiel.

Es sei A die Algebra der Polynome mit komplexen Koeffizienten in den Variablen z = x 4+ iy und
Z =z — iy, also die Teilalgebra von C(C,C) welche von id : z +— 2z und z — Z erzeugt wird. Diese ist
abgeschlossen unter Konjugation und somit dicht in C(K, C) fiir jedes kompakte K C C.

Die trigonometrischen Polynome liegen dicht.
Die trigonometrischen Polynome liegen dicht im Raum Con (R, C) der 2mw-periodischen stetigen Funk-
tionen auf R beziiglich der gleichmdifligen Konvergenz.

Unter einem TRIGONOMETRISCHEN POLYNOM versteht man eine (komplexe) Linearkombination von
t — sin(kt) und t — cos(kt) mit k € N.

Beweis. Es sei S' der Einheitskreis in C. Die Abbildung exp : R — S', t — e ist ein lokaler
Homdoomorphismus, und sie induziert klarerweise einen Algebraisomorphismusus exp* : C(S!,C) —
Ca: (R, C), der beziiglich der oo-Normen eine Isometrie ist. Die trigonometrischen Polynome iibersetzen
sich in die Linearkombinationen von z + 2% mit k € Z, denn (e**)* = e* = cos(tk) + isin(tk) und
(€)% = cos(tk) — isin(tk). Diese Linearkombinationen erzeugen eine Teilalgebra A, die klarerweise
Punkte-trennend ist (id € A) und auch unter Konjugation abgeschlossen ist, da z = 1 fiir [2| =1 gilt.
Also folgt aus dem komplexen Stone-Weierstraf}, dafi A dicht liegt. O

Eine weitere Folgerung aus der Existenz von glatten Partitionen der Eins ist die Existenz von glatten
“Treppenfunktionen”:

7.6.6 Folgerung. Trennbarkeit von abgeschlossenen Mengen durch glatte Funktionen.
Es seien Ao, A1 C R™ abgeschlossen und disjunkt, dann existiert eine glatte Funktion g : R™ — [0, 1]
mit gla, =1 firie {0,1}.

Oder anders formuliert, sei A C U C R™ mit
A abgeschlossen und U offen. Dann existiert eine
glatte Funktion g : R™ — [0,1] mit g|la = 1 und A
trg(g) C U.

Beweis. Zur offenen Uberdeckung U := {A§, AS} existiert eine untergeordnete Zerlegung der Eins und
nach obiger Bemerkung diirfen wir annehmen, daf diese von der Form { fo, f1} ist mit trg(f;) C A¢. Die
Funktion g := fp ist dann die gewiinschte Funktion, denn f;|4, = filace =0, alsoist g = fo = 1—f1 =1
auf A; und g = fy = 0 auf Ap.

Fiir die zweite Formulierung setzten wir A; := A und Ag := U€, dann ist AgNA; =0 da A CU
vorausgesetzt ist. Dann ist fiir g = fo wie zuvor auf g4, = 1 und trg(g) = trg(fo) C A5 =U“=U. O

7.6.7 Proposition. Approximation integrierbarer Funktionen.
Es sei f : RP — R beschrdnkt mit beschrinktem(=kompaktem, da per Definition abgeschlossenen)
Trdger.

Dann ist f integrierbar genau dann, wenn fir jedes € > 0 Funktion g+ € C°(RP,R) existieren mit
g— < f<gy und fRP (9+ —g—) < €. Es ist dann fRP |f —g+| < e, also liegen die C°-Funktionen dicht
in den integrierbaren bzgl. der 1-Norm. Falls trg(f) C U mit U offen im R? so kénnen g1 so gewdhlt
werden, daf$ trggy C U.

Beachte, daf} die Cg°-Funktionen nicht dicht in den integrierbaren Funktionen bzgl. der co-Norm liegen,
denn die stetigen Funktionen sind bzgl. dieser Norm abgeschlossen.

Beweis. (=)
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Es sei f integrierbar, dann ist f = fy — f_ mit fi := max{£f,0} > 0 integrierbar , also diirfen wir
0.B.d.A. f > 0 voraussetzen. Sei nun £ > 0, dann existiert eine Zerlegung Z mit O(f, Z) - U(f,Z) < e
(und VJ € Z: Jntrg(f) # 0 = J C U). Es sei N die Anzahl der J € Z mit J C U. Fiir jedes
dieser endlich vielen Teilungsintervalle J wéhlen wir etwas grofiere und etwas kleinere Intervalle Ji mit
J-CJCJyund [Ty | = < w7 Nachexistieren C*>-Funktionen g7 mit trg(g”) C J und
g’|;_ =1, sowie trg(gi) C Jy und gi|,] =1,dh. 0<gl <x; < gi und pr(g+ —g-) <|Ju| = I
Damit ist g— ==Y ., inf(f(J))g? < f <3 ;e sup(f(J))gl =: g+ mit g_ und g, glatt, und

0< /g+ —9-= Z/(sup(f(J))gi —inf(f(J))g{)
J
- Z/]+\J_ (sup(f(J))gi - inf(f(J))gi) + ZJ:/_ (sup(f(J)) - inf(f(J>)>

J
< zj:/]+\J_ sup(f(J)) + XJ:(sup(f(J)) — inf(f(J)))|J|

3

N llee + &= 2e.
N[ flloo

<Y M lloo (T4l = [T-) +O(f, 2) = U(f, Z) < N
J

(<) Fiir die Umkehrung gentigt es, dafl g4 integrierbar mit kompaktem Tréger sind, denn fiir geeignete
Partitionen Z konnen wir das Integral von g4 durch entsprechende Unter- und Obersummen approx-
imieren und somit auch jenes von f. In Detail:

/(9+—97)<67 /gf—U(gﬂZ)<e und O(g+,Z)—/g+<g

O(f,Z) - U(f,Z) < O(g+,Z) 7U(g—7Z)

= (0(9+,Z) —/g+) +/(g+ —g9-)+ (/g— —U(g—,Z)) <3 O

In [18, 6.4.2] haben wir einen Punkt « € U einer differenzierbaren Abbildung f : R™ D U — R als
kritisch bezeichnet, wenn f’(x) = 0 ist. Wir wollen dies nun auf Abbildungen f : R™ D U — R”"
verallgemeinern und zeigen, dafl nicht allzuviele Werte bei kritischen Punkten auftreten.

7.6.8 Satz von Sard.
Die Menge der kritischen Werte einer glatten Abbildung ist eine L-Nullmenge.

Dieses Resultat gilt auch noch, wenn f: R™ D U — R™ C” ist mit r > m — n ist. In [20] wurde eine
C'-Abbildung f : R? — R konstruiert, die auf einem Bogen I kritisch, aber nicht konstant ist. Der
Graph von f ist also eine Fliche S C R3, auf welcher ein Bogen f(I) liegt, soda die Tangentialebene
an S in jeden Punkt horizontal ist, aber dennoch hat f(I) nicht konstante Hohe.

Definition.

Dabei heiflt fiir eine Abbildung f : R”™ D U — R™ ein Punkt = € U kritisch, falls f'(z) : R™ — R" nicht
maximalen Rang min{m,n} hat. Ein Punkt y € R™ heifit kritischer Wert, falls ein kritischer Punkt
x € f~1(y) existiert. Manchmal wird fiir kritische Punkte nur verlangt, dal f’(z) nicht surjektiv ist.
Zumindestens fiir den Satz von Sard macht das aber keinen Unterschied, denn nur im Fall m < n
erhalten wir mehr kritische Werte (ndmlich alle im Bild). Diese bilden aber nach der Folgerung in
(7.5.6)| ebenfalls eine L-Nullmenge.

Wir benétigen noch den

7.6.9 Satz von Fubini fiir Nullmengen.
Es sei N C R™ kompakt und Ny := {x € R"1: (t,) € N} =2 NN ({t} x R*"!) eine Nullmenge in
R"™~! fiir alle t € R. Dann ist N eine Nullmenge in R™.

Vergleiche mit |(7.4.1)]
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Beweis. Es sei € > 0. Dann existieren fiir jedes ¢t € R abzihlbar viele offene Quader W/ C R"~! mit
ieN,s.d Wy i=Ujen Wi 2 N :={z e R" ' : (t,2) € N} CR" ! und 3, |[W/| < e. Die Funktion
(t',x) = |t' — t] ist stetig auf N, positiv auf N\ ({t} x R*7!) = N\ ({t} x N;) und besitzt somit ein
Minimum §; auf der kompakten Menge N \ (R x W;) C N\ ({t} x Vy); d.h. (#,2) € N, |t/ —t] < &
=z € W;. Essei I := (t — 0,t + 6;), dann ist NN (I x R*~) C I, x W,.

t-6 t t+6

0.B.d.A. sei N C [a,b] x R"~!. Wir wiihlen nun eine endliche minimale Teilitberdeckung {I; := I, : i}
von {I; : t € [a,b]}. O.B.d.A. seien die I; = (a;,b;) mit a; aufsteigend geordnet. Dann sind auch
die b; monoton wachsend, denn andernfalls folgt aus b; 11 < b;, dal I, C I, also ein Widerspruch
zur Minimalitét. a; < a;41 < b; < a;42 (wegen der Minimalitdt, denn b; < a;41 = I;, I;+1 nicht
iiberlappend; b; > a0 = Iiy1 C I; Ul;19). Also ist

DL =D (bi—ai) =D (a1 — @) + (b — aip1) < Z(ai+1 —a;) + (ais2 — ait1) < 2(b—a)

K3 7 K2

und somit ist {I;, x Wt{ : 4,7} eine offene Uberdeckung von N durch abzihlbar viele Intervalle mit

Gesamtinhalt . ‘
ML, x WL =Y 1Y Wil <e > |L|<2elpb—al. O
@] i J i

Beweis des Satzes von Sard|(7.6.8)L Sei D die Menge der kritischen Punkte. Wir machen Ordnungs-
Induktion nach m. Sei '
Dy, = {33 cU: fDz)=0firallel <i< k;}

Die Dy sind abgeschlossen und erfiilllen D O D1 D Dy D .. ..

Beachte, daB falls fiir jeden Punkt x einer Menge X C R™ eine Umgebung U, existiert, s.d. f(U, N X)
eine L-Nullmenge ist, so ist f(X) = |J,cx f(Uz N X) ebenfalls eine L-Nullmenge, denn abzéhlbar viele
der U, iiberdecken bereits X, da X nach dem Beweis von Lindeloff ist.

Weiters ist die Menge der kritischen Punkte zwar nicht kompakt, aber eine abzéhlbare Vereinigung

kompakter Mengen (und damit anwendbar), denn die Menge der Punkte z, wo eine fixe r x

r-Teildeterminante von f’(x) verschwindet ist abgeschlossen, also die abzihlbare Vereinigung ihrer

Durchschnitte mit den kompakten Billen B, (z) fir n € N, und die kritischen Werte somit eine

abzéhlbare Vereinigung der kompakten Bilder all dieser kompakten Mengen.

Esist f(D\ D;) eine L-Nullmenge:

Sei dazuz € D\D;. O.B.d.A. ist %fl(x) #0.Dannist h: U — R™, (z1,... 2™) — (fi(z),22,...,2™)
ein lokaler Diffeomorphismus und g := f o h~! hat (wie im Beweisschritt 4 der Transformationsformel

die Gestalt

g:(t;2? . a™) = (g% (tx),...,g"(t,x)).
Die Hyperebene H; := {t} x R"~! =2 R"~! bleibt invariant unter g, und die Einschrinkung g;(x) :=
(g%(t,),...,g"(t,x)) von g auf sie hat z als kritischen Punkt genau dann, wenn (¢, ) ein kritischer
Punkt von g ist. Nach Induktionsvoraussetzung, sind die kritischen Werte von g, eine L-Nullmenge,
und nach dem Satz von Fubini auch jene von g, dies sind aber auch jene von f = goh, da h
ein Diffeomorphismus ist.
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Es ist auch f(Dg \ Dgy1) eine L-Nullmenge:
Se1 x € D\ Dg11. O.B.d.A. ist 010;, ... 0;, f1(x) # 0und sei w := 9, ... 0;, f1. Dann ist w|p, = 0 und
52T 9 w(x) # 0. Essei h(z) := (w(x),z?,...,2™). Dannist h : U — R™ ein lokaler Diffeomorphismus und
h(Dy NU) C {0} x R™~! C R™. Wir betrachten die Abbildung g := f o h~! und ihre Einschrinkung
o : {0} x R™~! — R"™. Die kritischen Werte von go sind nach Induktions-Voraussetzung eine L-
Nullmenge und jeder Punkt aus h(Dy N U) ist kritisch fiir gg, weil alle Ableitungen von f und damit
von g bis zur Ordnung k verschwinden und insbesonders die erste Ableitung von gy verschwindet. Also
ist f(Dr NU) = go(h(Dy, NU)) eine L-Nullmenge.

Fir k> = — 1 ist f(Dy) eine L-Nullmenge:
Es sei @ ein Wiirfel der Seitenléinge a. Aus der Taylor-Formel |(6.3.12)| erhalten wir

|f(z+h) — p]/ f(’““)( +th)(h,...,h)dt’

< sup{Hf“““)(x)H ‘z € Q} /0 (T)dt |R|E+ < 7[Rt

=T

fir alle » € Dy N Q. Wir zerlegen @ in r™ Wiirfel der Seitenlédnge . Sei Q" solch ein Wiirfel, der einen
Punkt z € Dy, enthélt. Dann ist jeder Punkt in Q" von der Form x4 h mit [h] < % und somit ist f(Q")
enthalten in einem Wiirfel der Kantenlinge 2 7 (%)kH. Alle Wiirfel zusammen haben Gesamtvolumen

hochstens r™ % und fiir n(k + 1) > m konvergiert dieser Ausdruck gegen Null fiir r — co. O

7.6.10 Retraktionssatz.
Es gibt keine stetige Retraktion D" := {z € R" : |z| <1} —» S" 1 :={x e R" : |z| = 1}.

Unter einer Retraktion f auf eine Teilmenge Y C X versteht man eine Abbildung f : X — Y welche
fly = id erfiillt. Mehr der Anschauung entsprechend ist eine Deformation von Y auf X, d.h. eine
stetige Abbildung F : [0,1] x X — X, mit folgenden Eigenschaften:

o Vte[0,1] VYyeY: F(t,y) =y.
o Vxe X: F(0,x) =
e VxeX: F(l,z) €Y.

Wenn wir mit F; : X — X die Abbildung Fi(x) := F(t, z) bezeichnen, so ist also Fy|y = idy, Fy = idx
und F; : X — Y eine Retraktion.

Umgekehrt kénnen wir aus einer Retraktion f : D" — S"~! C D" eine Deformation F(t,z) :=
(1 —t)z +t f(x) machen.

Beweis. Angenommen f wire eine Retraktion. Wir wollen zuerst zeigen, dafl f 0.B.d.A. C* ist
Sicher existiert eine Retraktion f; : D"® — S™~!, die in einer Umgebung von S"~1 C> ist, z.B.

fi(z) == flz/|z)) = x/|z| fir1/2 <|z| <1
f(2x) fiir |2] < 1/2.

Nach dem Satz [(7.6.3)| (oder dem Satz |(7.6.5)| von Stone-Weierstrafl) existiert eine glatte Funktion
f2 : R® — R™ mit [|f2 — fills < 1. Sei nun A : R™ — [0,1] C*° mit h(z) = 1 fiir || < § und
h(z) = 0 fiir |z| > 1 nach[(7.6.6)|und f3(z) := (1 —h(x)) fi(z) + h(z) f2(x). Dann ist | f3(z) — f1(z)] =
h(z) - |f2(z) — fi(z)] < |fa(z) — fi(z)] < 1, d.h. fs(z) # 0 und fir |z| > 1ist f5(z) = fi(z) = «/|z|.
SchlieBlich ist fi(z) := f3(z)/|fs(x)| die gesuchte C°°-Retraktion. Wir nennen diese wieder f.

Nach dem Satz von Sard existiert ein regulirer Wert y € S"~! von f (Beachte, da wir dazu S"~*
als (n — 1)-dimensional(e Teilmannigfaltigkeit von R™) auffassen. Dies kénnen wir vermeiden, wenn
wir f mit der stereographischen Projektion p : (x1,...,2,) — ﬁ(ml, «+.y@p—1) durch den Nordpol
p = (0,...,0,1) zusammensetzen und kritische Punkte dieser Zusammensetzung fy auf U := {x €
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R™ : f(z) # p} betrachten. Da die Zusammensetzung surjektiv ist existiert nach den Satz von Sard
ein y im Bild, welches reguldrer Wert ist). Fiir jeden Punkt 2z im Urbild von y existiert ein lokaler
Diffeomorphismus der das Urbild auf eine 0-Umgebung in {0} x R abbildet (In der Tat ist Ker(f}(x)) 1-
dimensional wegen Rang n— 1 und wenn wir einen Erzeuger v wéhlen so ist ¥ : 2’ — (fo(2'), (2’ —z|v))
ein lokaler Diffeomorphismus der f; ! (y) auf eine Umgebung in {y} x R abbildet). Also ist f~*(y) := M
eine endlich Vereinigung von Kurven und y € M N S"!. Es sei z € M ein weiterer Schnittpunkt
der Zusammenhangskomponente von y in M mit S"~!. Dann ist f(z) = 2z # y ein Widerspruch zu

ze f~Hy).

Daf so ein weiterer Schnittpunkt existiert, wollen wir nun exakt zeigen:

Nach existiert eine stetige Parametrisierung ¢ : R — M der Zusammenhangskomponente von
¢(0) = y € M, welche surjektiv ist und entweder auch injektiv auf R oder nur auf [0,27) und 27-
periodisch. Da f(z) = z/||z| fiir ||z|| > 1 ist, kénnen wir annehmen, dafl ¢(t) = (t + 1)y fiir alle
kleinen ¢ > 0 gilt und ¢(¢) € D" fiir alle ¢ < 0 nahe 0 gilt. Angenommen c(t) € D" fiir alle ¢ < 0. Dann
existiert ein Haufungswert 2 von (¢(—n)),en und dieser liegt natiirlich auch in f~1(y), also existiert
eine Umgebung von z die f~!(y) nur in einem Bogen trifft, und damit liegt ¢(—n) auf diesem Bogen
fiir grole n und somit ist  in der Zusammenhangskomponente von M also von der Form c¢(tp) fiir ein
to < 0. Damit ist ¢ periodisch, da ¢(t) auf verschiedenen Seiten von c(tg) fir ¢ > tg bzw. t < tg liegt,
aber c(t,) — x, und somit ist c¢(¢) immmer wieder auf der anderen Seite von y, also aufierhalb D™.
Wegen dem Zwischenwertsatz muf ||c(¢)|| auch immer wieder gleich 1 sein. O

2. Beweis. In [9, 228.1] wird der Beweis wie folgt gefiihrt. Er betrachtet die Abbildungen g:(x) :=
tx+4 (1 —t)r(z). Esist go = id und g, = r. Es sei V(t) := [}, det(g;(z)) dz. Man kann zeigen, daB
ein 0 > 0 existiert, s.d. fiir |¢t| < § einerseits g; : D™ — D™ eine Substitutionsfunktion und andererseits
det(g;(x)) > 0 fiir alle 2 € D™ und somit ist

V(t) = / det(g;(z)) dx = / 1= / 1=|D"|
" g+(D™) go(D™)

fiir diese t. Da V ein Polynom ist, ist dieses somit konstant und V(1) = fDn 0 = 0, ein Widerspruch. [

7.6.11 Lemma. Zusammenhang von Mannigfaltigkeiten.
Es sei M eine topologische n-dimensionale Mannigfaltigkeit, d.h. ein metrischer Raum der fiir jedes
x € M eine offenen Umgebung U, = R™ besitzt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

o M ist bogenzusammenhdingend, d.h. zu je zwei Punkten xg,z1 € M existiert ein Bogen (d.h.
eine stetige injektive Kurve ¢ : I — M mit einen kompakten Intervall I) der sie verbindet (d.h.
c(i) = x; firi e {0,1} erfiillt).

o M ist wegzusammenhdingend, d.h. zu je zwei Punkten xg,x1 € M existiert ein Weg (d.h. eine
stetige Kurve c: [0,1] — M ) der sie verbindet (d.h. c(i) = x; fir i € {0,1} erfillt);

o M ist zusammenhdingend, d.h. es existieren nicht zwei offene disjunkte nicht-leere Teilmengen
U; CX mit X =U; UUy;

Beweis. (1 = 2) ist offensichtlich, denn fiir 9 = x; kénnen wir den konstanen Weg verwenden, und
fiir zp # 21 und verbindenden Bogen ¢ : I — M ist [a,b] := I ein nicht degeneriertes Intervall, also
t — c(a+t(b — a)t) eine (injektive) Kurve mit ¢ — w; fiir alle ¢ € {0,1}.

(2= 3) Essei M = UpUU; mit z; € U, fiir ¢ € {0,1}. Nach Voraussetzung existiert eine stetige Kurve
c:[0,1] = M mit c(i) = ; fiir i € {0,1}. Es sei to := inf(c1(U1)). Da ¢~ *(Uy) offen in [0, 1] ist und
0 ¢ c1(U) ist, ist tg ¢ ¢ (U1), also tg € ¢ H(U1)¢ = ¢ 1(Uf) = ¢ 1(Up) und damit c(t) € ¢ (Up)
fiir alle hinreichend nahen ¢, ein Widerspruch zu to = inf (¢~ }(Uf)).

(3 = 1) Wir definieren eine Aquivalenzrelation durch ¢ ~ w1, falls o und z; durch einen Bogen
verbunden werden kénnen. Nur die Transitivitdt von ~ ist nicht trivial. Sei als z1 ~ zg ~ x5 und
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¢ : ag, b)) — M Bogen die xp mit z; fiir ¢ € {1,2} verbinden. Sei t5 := max(cgl(cl([al,bl]))) und
t1 = ¢ ' (ca(ta)) € [a1,b1], dann definiert

C(t) L Cl(tl—i-t) firt<o0
ety +1) firt>0

eine stetige injektive Kurve [a1 — t1,bs — to] — M mit c(a;r — t1) = c1(a1) = x1 und ¢(bs — t9) =
Cg(bg) = X2.

Die zugehérigen Aquivalenzklassen sind offen, denn sei My so eine Aquivalenzklasse und zo € My
und U = R™ eine offene Umgebung. Dann kann jeder Punkt aus U durch das (inverse) Bild des
Homdoomorphismus der entsprechenden Strecke mit zy verbunden werden. O

7.6.12 Theorem. Klassifikation 1-dimensionaler Mannigfaltigkeiten.
Jede zusammenhingende separable 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist homéomorph zu S* oder zu R.

Beweis. Es sei D = {dg,dy, ..., } eine abzihlbare dichte Teilmenge von M. Sei ¢y : [ag, bo] := [0,1] —
M ein Bogen der dy mit dy verbindet. Wir konstruieren rekursiv Intervalle [ak,bi] 2 [ak—1,bk—1]
und injektive stetige Erweiterungen ¢y, : [ag, br] — M wie folgt. Sei ¢ bereits konstruiert und ng :=
min{n : d,, ¢ By := ci([ak, bg])}. Dann existiert ein Bogen von By nach d,,. Dieser verlifit By in
einem der beiden Randpunkte ¢y (ar) bzw. cx(by), denn der Punkt wo er verlidfit, besitzt eine zu einem
offenen Intervall homéomorphe Umgebung, und wenn er kein Randpunkt von By ist, dann wird diese
Umgebung lokal durch diesen Bogen iiberdeckt. Wir erweitern somit das Intervall je nachdem nach

links oder nach rechts um 1/2* und setzen cj, durch den aufierhalb liegenden Teil des Bogens fort.

Wir erhalten somit eine stetige injektive Abbildung c := (J, cx : Uglax,bx] — M eines beschrinkten
Intervalls mit Grenzen o und b nach M die D in ihrem Bild enthélt.

Falls diese Abbildung surjektiv ist und das Intervall offen also homoomorph zu R ist, so sind wir fertig,
denn ¢ ist dann ein Homéomorphismus, da andernfalls eine Folge ¢,, mit ¢(t,,) — ¢(fs) und ein 6 > 0
mit Vn : ¢, ¢ Us(t) existiert. Da aber ¢ : Us(ts) = ¢(Us(too)) €in Homéomorphismus auf eine offene
Umgebung ¢(Us(ta)) von ¢(ts) ist, muBl ¢, € ¢71(c(Us(too))) = Us(too) fiir alle grofen n sein.

Ist die Abbildung surjektiv und besitzt das Intervall einen Randpunkt, so wird die zu R homdomorphe
Umgebung auf einer Seite vom Bild des Intervalls nahe des einen Randpunkts und auf der anderen
Seite vom Bild des Intervalls nahe den anderen Randpunkt iiberdeckt und letzterer gehort nicht zum
Intervall, also erhalten wir eine injektive stetige surjektive Abbildung von S' — M.

Falls die Abbildung nicht surjektiv ist, d.h. ein x € M existiert welches nicht im Bild liegt, so existiert
eine zu einen Intervall homéomorphe offenen Umgebung U von x, links und rechts von x liegen dann
Punkte d; = ¢(t;) und d, = c(t,) aus D, und da x nicht im Bild von c liegt, trifft der Bogen in U
von d; nach d,. den entsprechenden Bogen von ¢ nicht, und wir erhalten somit eine stetige injektive
Abbildung S' — M, die auch surjektiv sein mu den kein Weg von ihrem Bild zu einem auferhalb
liegenden Punkt ist moglich, da er das Bild nirgends verlassen kann. O

Bemerkung.

Beachte, daf} jede Teilmenge X C R™ separabel ist, denn dazu wéihlen wir aus jeden der abzdhlbar
vielen Bélle mit rationalen Mittelpunktskoordinaten und rationalen Radius welcher X trifft einen
Punkt in X. Die abzdhlbare Menge X; dieser Punkte ist dicht in X, denn sei z € X beliebig und
0 < € € Q, dann existiert ein Punkt xy mit rationalen Koordinaten und d(zg, ) < €/2 und somit trifft
der Ball um x mit Radius /2 die Menge X enthiilt also einen Punkt 1 € X; und dieser liegt im Ball
um z mit Radius €, denn d(z,z1) < d(z,z0) + d(zg,21) < 25 = €.

7.6.13 Brouwer’s Fixpunktsatz.
Jedes stetige f: D™ — D™ hat mindestens einen Fizpunkt.

Beweis.
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Angenommen f : D™ — D™ hat keinen Fixpunkt. Dann ist r :
D" — S™~! definiert dadurch, da8 z € D™ auf dem Schnittpunkt
der Geraden von f(x) nach x mit S"~! der  niher liegt abgebildet
wird eine stetige Retraktion, im Widerspruch zu O

Explizit ist r gegeben durch:
r(z) :=x — A(f(z) — z), wobei A > 0 und
0=|r(x)]?—1=X|f(z) —2]* — 2\z|f(x) — z) + |=|* — 1, d.h.

\ = (@lf@) = 2) + (@l f(2) —2)* +[[(@) —a]? (01— [2]?) w09
|f () — 2 '

7.7  Absolute Riemann-Integrierbarkeit

7.7.1 Definition. Lokale Integrierbarkeit.
Es sei U C RP offen. Eine Funktion f : U — R heifit lokal integrierbar falls fiir jedes € U ein
kompaktes Intervall I C U existiert mit « im Inneren von I und f|; : I — R integrierbar.

7.7.2 Lemma. Charakterisierung lokal integrierbarer Funktionen.
Es sei U C RP offen und f : U — R. Dann sind dquivalent:

1. f ist lokal integrierbar;
2. VK C U, kompakt und J-mefbar: f|x ist integrierbar.

3. Vg e CP(U,R): g- f ist integrierbar;

Mit C.(X, F) bezeichnen wir den linearen Teilraum von C(X, F') der stetigen Funktionen mit kom-
paktem Triger.

Beweis. (1=2) Es sei K C U kompakt und J-mefbar. Fiir jedes x € K existiert nach (1) ein kompaktes
Intervall I, C U mit x im Inneren (I,)° von I,. Da K kompakt ist existieren endlich viele Punkte
T1,...,0, € K, s.d. K C U—,(I;,)° € Ui, I, =t K'. Nach ist f|xs integrierbar und da
K C K’ meBbar ist auch f|x nach integrierbar.

(2= 3) Es sei g : U — R mit kompaktem Triiger und integrierbar. Wie in (1=-2) folgt die Existenz
einer kompakten J-meBbaren Menge K’ C U mit trg(g) € K'. Nach (2) existiert somit [, f und nach
(7.2.8)|ist auch g f iiber K’ und damit iiber R? integrierbar.

(3=1)Esseiz € Uund I CU ein kompaktes Intervall mit = im Inneren I°. Nach|(7.6.6)|existiert ein
g € CZ(RP,R) mit g|; = 1 und trg(I) C U. Nach[(3)]ist fg integrierbar und damit auch fg|; = f[;
integrierbar. O

7.7.3 Folgerung. Elementares iiber lokal integrierbare Funktionen.
Es sei U CR? offen, f:U — R und fi := max{£f,0}.

o f stetig = f lokal integrierbar.

o f ist lokal integrierbar < f_ und fi sind lokal integrierbar.

e Die Menge Ry, (U, R) der lokal integrierbaren Funktionen ist eine Algebra.
Beweis. (1) Da f stetig ist, ist f iiber jede J-mefibare kompakte (damit f beschréinkt ist) Teilmenge
von U integrierbar.

(2) Offensichtlich, da (f|x)+ = f+|xk-
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(3) Ebenso offensichtlich, da (f +h-g)|x = flx + hlx - 9| k- O

Bemerkung.

In [6, 5.4] wird etwas anders vorgegangen. Er nennt eine Menge A C R? lokal Archimedisch, wenn der
Schnitt mit jedem kompakten Ball J-mefibar(=Archimedisch) ist. Die Menge A nennt er lokal mager
(lokale J-Nullmenge), wenn diese Schnitte J-Nullmengen sind.

Eine Funktion f : A — R auf einer lokal J-mef3baren Menge A nennt er lokal integrierbar, wenn eine
lokale J-Nullmenge N existiert, s.d. f|x integrierbar ist fiir jede abgeschlossene J-meBbare Menge
K C A\ N. Da der Rand einer lokal J-meflbaren Menge eine lokale J-Nullmenge ist, kénnen wir
annehmen, dafl A C N und ON C N, also dafl N abgeschlossen und A offen ist.

Schlieflich nennt er f : A — R (absolut) integrierbar, falls f lokal integrierbar auf A ist und die Menge
I:= {/ f: K C Aist J-mefibar, abgeschlossen und f|x integrierbar}
K

beschrénkt ist. Das Integral ist dann durch

/ f:=sup(I) — inf(I)
A

definiert. Dieses Integral ist additiv bzgl. des Integrationsbereichs. Falls {x € A : f(z) > 0} und
{z € A: f(x) < 0} lokal J-mefibar sind, dann ist f genau dann integrabel iiber A, wenn |f| es ist. Die
Richtung < stimmt nicht, falls {z : f(z) > 0} nicht lokal J-meBbar ist (nur erwihnt in [6, S165]).

7.7.4 Proposition. Approximation des Integrals von innen.
Es sei B C RP beschrinkt und f : B — R beschrinkt und integrierbar. Dann gilt:

/ f= sup{/ f+ B2 K kompakt und J—meﬁbar} — Sup{/ f—: B 2 K kompakt und J—meﬁbar}
B K K

Beweis. Nach|(7.2.8)|ist fi integrierbar f = f, — f_ alsound [, f = [ f+ — [5 f—. Wir kénnen also

f+ und f_ getrennt behandeln, und somit 0.B.d.A. annehmen, da8 f > 0ist. Da [, f := [5, f2 kénnen
wir weiters annehmen, dafl f : R? — R mit f|ge = 0. Es sei € > 0 und sei I ein kompaktes Intervall
mit B C I und Z eine Zerlegung von I mit O(f,Z) —U(f,Z) <e. Essei Z' :={J € Z : J C B}.
Dann ist K :=JZ" = J,c, J kompakt und J-mefbar und fiir J € Z\ Z’ ist inf(f(J)) = 0 also

U(f.2') < /K [ <O, 7)) <0}, 2)
U(f, 7)) = U(f, 7) < /B f<0(.2)

Og/Bf—/Kf<5. O

Im 1-dimensionalen haben wir fiir Integration iiber nicht kompakte Intervalle uneigentliche R-Integrale
eingefithrt. Im mehrdimensionalen miissen wir nun statt dessen den stérkeren Begriff der absoluten
R-Integrierbarkeit einfiithren.

und somit ist

7.7.5 Definition. Uneigentliche absolute Integrierbarkeit.
Es sei U C RP offen. Eine Funktion f : U — R heifit (uneigentlich) absolut integrierbar falls f lokal
integrierbar ist und

sup{/ f+ : U O K kompakt und J—meﬁbar} < 0.
K
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Man setzt dann
/ f= sup{/ f+ : U 2 K kompakt und J-meﬁbar}—sup{/ f— U O K kompakt und J—meﬁbar}.
U K K

Wegen 0 < fy < |f| = f+ + f- sind obige Beschriinktheitsbedingungen dquivalent zu
sup{/ |f]: U 2 K kompakt und J—meﬁbar} < 00,
K

was die Bezeichnung (uneigentlich) absolut integrierbar rechtfertigt.

Wegen stimmt diese Definition des Integrals fiir beschrinkte U mit der fritheren Definition
(7.2.2)| iiberein.

Achtung: Zwar sind Linearkombinationen absolut integrierbarer Funktionen wieder absolut integrier-
bar, denn |f + Ag| < |f] + [N |g|, dies ist fiir Produkte jedoch nicht mehr richtig wie das Beispiel
f=g:x—1/yx auf U := (0,1] zeigt.

Wir wollen die Deﬁnitionnoch vereinfachen, indem wir nicht das Supremum iiber alle kompakten
J-meBbaren Teilmengen von U betrachten, sondern nur iiber eine Basis der kompakten J-mefibaren
Teilmengen von U, d.h. eine Menge Ky solcher Mengen, s.d. fiir jede kompakte J-mefbare Teilmenge
K CU ein Kg € Kg existiert mit K C K.

7.7.6 Theorem. Integration via Ausschopfung.

Es sei U C RP offen. Dann existiert eine abzihlbare Basis der kompakten J-mejf$baren Teilmengen von
U. Fiir jede solche Basis {K,, : n € N} ist eine lokal integrierbare Funktion f : U — R genau dann
absolut integrierbar tber U, wenn n fKW |f| beschrinkt ist. Unter diesen dquivalenten Bedingungen

18t i _
/ f = sup / /.
JU neNJ K,

bzw. wenn wir 0.B.d.A. {K, : n € N} als monoton wachsend voraussetzen
f= lim / I
U n—roo K,,—,,

Beweis. Existenz einer Basis der angegebenen Form:

Um dies zu zeigen betrachten wir A, := {z € U : ||lz|| < n, d(z,U¢) > 1}. Dann ist A, beschréinkt,
abgeschlossen und damit kompakt, denn z — ||z|| und z — d(X,U¢) sind stetig, und zwar letzteres,
da d(z,y) < d(z,2') +d(2',y) = d(z,Y) = inf{d(z,y) : y € Y} < d(z,2') + inf{d(z",y) : y €
Y} =d(z,2') +d(@,Y) = |[d(z,Y) — d(«/,Y)| < d(z,2') fir Teilmengen Y eines metrischen Raums
X gilt. Weiters ist |J, oy An = U, da U offen und somit U = {z : d(z,U¢) > 0} ist. Weiters ist
A, C{z € U : |jz| < n+1,d(z,U) > %ﬂ} C Apy1, und da die mittlere Menge offen ist, ist
Ay, C (Apy1)°. Allerdings mufl A,, nicht J-meBbar sein, darum konstruieren wir nun K,, wie folgt: Fiir
jedes x € A,, wihlen wir ein kompaktes Intervall I, C (A,11)° mit  im Inneren. Da A,, kompakt ist
itberdecken endlich viele dieser Intervalle A,, und wir bezeichnen deren Vereinigung mit /. Dann ist
K, die gewiinschte Folge mit |J,, K, = U und K,, C (K, 4+1)°, denn sei K C U kompakt und J-meBbar,
dann iiberdecken die Inneren (K,,)° die kompakte Menge K, also reichen endlich viele und damit auch
die grofite dieser.

Aquivalenz-Aussage fiir die absolute Integrierbarkeit:
(=) Es sei f absolut integrierbar, also auch fi. Sei also 0.B.d.A. f > 0, dann ist fKn < sup{fK f:

U O K kompakt und J-mefibar} = fU f.
(<) Es sei K C U kompakt und J-mefibar. Dann existiert ein n mit K C K,, und somit ist

/Kfﬁ/anésgp/Kjf-
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Somit ist f absolut integrierbar und

/ f= sup{/ f:U 2 K kompakt und J—meﬁbar} < sup/ f
U K i JK

J j

< sup{/Kf : U 2 K kompakt und J—meﬁbar} = /Uf,

und somit gilt Gleichheit. O

7.7.7 Folgerung. Substitutionsformel fiir absolute Integrale.

Es seien U,V C RP offen und g : V. — U ein C-Diffeomorphismus. Dann ist eine stetige Funktion
f:U — R genau dann absolut integrierbar, wenn (f o g)-|detog’| : V. — R absolut integrierbar ist.
Unter diesen Bedingungen ist

/ ;= / (f o 9)(y) | det(g' ()] dy.
U 1%

Vergleiche dies mit

Beweis. Da g : V — U ein Diffeomorphismus ist, durchlaufen die Mengen g(K) mit K C V kompakt
und J-meBbar alle entsprechenden Teilmengen von U = g(V') nach Somit reduziert sich die
behauptete Aussage auf die Substitutionsformel fiir kompakte J-mefibare Teilmengen K C
V. O

7.7.8 Beispiel.
Es ist

/ e~ do = /.
R

Die Funktion f: z +— eIzl st stetig am R? und somit lokal integrierbar. Fiir R > 0 sei Bg := {r €
R?2 : ||lz|| < R}. Dann ist vermdge Substitution mittels Polarkoordinaten

T R
2 2 s 2 s 2 s
f:/ / re " drdp=——e " |, =-(1-eT) <=,
/BR o Jo 4 ! 4

also f absolut integrierbar. Mittels Fubini erhalten wir

(/OR e dac>2 = (/OR e~ dacl) . (/OR e~ dm) = /[O)R]2 e~ (@i+ad) d(z1,x3).

Wegen Br C [0, R]* C B j5p, ist

s _p2 ™ _ 2
[0,R]?
und somit
+oo 2
(/ e dw) = lim f= I,
0 R—+oc0 [07R]2 4
also

Foo 2 2
/ e dr = VT und /e_z dr = /.
0 2 R
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7.8 Dominierte Konvergenz

7.8.1 Bemerkung. Stetigkeit des Integrals.
Von groflem Interesse ist die Frage nach der Vollstdndigkeit des Raums integrierbarer Funktionen und
nach der Stetigkeit des Integrals auf diesem.

Teilweise Antworten dazu haben wir bereits gegeben:

(1) Nach dem Lebesgue’sche Integrabilitétskriterium und [16], 4.2.8] ist fiir J-mefBbares B der
Raum R(B,R) der Riemann-integrierbaren Funktionen bzgl. der Supremumsnorm vollstindig.

(2) Wegen |(7.2.8)|ist Integrieren [, : R(B,R) — R linear und wegen dem Mittelwertsatz |(7.2.9)|ist
| [ fI <TB[Tflloo, also die Operatornorm von [, hichstens |B| < oo, d.h. Integrieren ist stetig,
wenn wir auf R(B,R) die Supremumsnorm verwenden.

(3) Fiir das Integrieren ist aber die 1-Norm || f||; := [ [f(2)|dz naheliegender, denn fiir diese gilt
| J5 [ < [ |f (@) dx =: || f]l1, also ist dafiir die Operatornorm des Integrierens 1.

(4) Bzgl. der 1-Norm ist allerdings R(B, R) kein normierter Raum, denn nach Aufgabe [20] |7.5] ist fiir
integrierbare f genau dann Norm || f|l1 = [ |f| =0, wenn f = 0 fast iiberall ist. Dies kann man
reparieren, indem man den Raum R(B,R)/ ~ der Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation
f ~g:& f =g fast iiberall betrachtet.

(5) Allerdings sind weder R(B,R) noch R(B,R)/ ~ bzgl. der 1-Norm vollstindig, wie die Aufgabe
[19] 5.28] mit Zn(3/2)n X(1/2n+1,1/2n] Zeigt.

(6) Neben der gleichméiigen Konvergenz (d.h. in der Supremumsnorm) und der Konvergenz im Mit-
tel (d.h. bzgl. der 1-Norm) ist aber auch die punktweise Konvergenz interessant. Falls || f, |1 — 0
fiir R-integrierbare f, so folgt daraus jedoch nicht die punktweise Konvergenz von f,, wie
Jon ik 1= X[k/2n, (k+1)/2n) flir 0 < k < 2" zeigt, die an jeder Stelle divergent ist. Oder noch drastis-
cher seien I die Vereinigung abgeschlossener Intervalle, die in [I8, |5.1.11] zur Konstruktion des
Cantor’schen Diskontinuums gefiihrt hat, und f,, := (4/3)™ x;,,. Dann ist || f||1 = (4/3)™ (2/3)" =
(8/9)™ — 0, aber f,, divergiert in jedem Punkt des Cantor’schen Diskontinuums gegen +oc.

(7) Umgekehrt folgt aus der punktweisen Konvergenz R-integrierbarer Funktionen fj, weder die In-
tegrierbarkeit der Grenzfunktion f., noch aus deren zusétzlich geforderten Integrierbarkeit die
Konvergenz der Integrale [ f,, = [ foo: Die (monoton wachsende) Folge in Aufgabe [19, 5.28]
hat eine unbeschrénkte Funktion als punktweisen Grenzwert; und f, := 2" x[1/2n 1/2n-1) kon-
vergiert zwar punktweise gegen 0, aber || f,||1 = 1 nicht gegen ||0]; = 0.

Wir wollen nun zeigen, dafl wir unter zusétzlichen Monotonievoraussetzungen bzw. Beschranktheitsvor-
aussetzungen Stetigkeitsaussagen fiir das Integrieren erhalten.

7.8.2 Proposition. Integral bei monotoner Konvergenz.
Es sei K C RP kompakt und J-meflbar, fi : K — R seien beschrinkt und fj, konvergiere punktweise
und monoton fallend gegen 0. Dann ist limy_, oo U(fx) = 0.

Falls fi, sogar stetig sind, so konvergiert fr — 0 gleichméBig nach dem Satz von Dini (Aufgabe [19]
5.6]) und somit ist limg_co [4 fr = 0.

Beweis nach [7] und [22]. Es sei € > 0. Wegen U(f;) = sup{U(fx, Z) : Z} existiert dann zu f eine
Treppenfunktion t < fi mit U(fx) — 557 < [ tx und nach zu tj eine C.-Funktion gy < ¢ mit
Jte — 557 < [ gk, also U(fx) < [ gk + 3¢ Indem wir g; durch (gi)4 ersetzen diirfen wir 0.B.d.A.
gr > 0 annehmen. Es sei hy := min{g1, ..., gx} = min{hx_1, gx}. Dann ist hy stetig und hs konvergiert
monoton fallend punktweise gegen 0.
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Weiters ist

fr — hi = fr — min{gg, hp—1} = max{fi — gr, fr — hr—1 } <max{fp — gx, fr—1 — hr—1}
—_— —_— —
<fr—1—hi_1 >0 >0

< fe— 9k + foe1 — b1

Mittels vollstindiger Induktion folgt fr — hy < Z?:l( fj — g;) und somit

k k
€
Ui (hwz =) < [ mrU(X-) £ [ Y5
K = K =
Diesen Fehler hat Hausdorff in [7] gemacht und er wurde oft kopiert, zuletzt z.B. von [].
Die folgende Korrektur stammt von [22]: Fiir 1 <14 < n ist

>
20 n—1

0<gn=1_(9n—9i) + 9 < (maX{gi,---,gn} *gi) +9i<gi+ Z(maX{gn---,gn} *9!)
=1

n—1
=0 S gn S hn + Z(max{gl7-~-agn}’ _gl)-
=1

<max{fi,....fn}=F1

= /gn /h +Z /max{gz,...,gn} /gl
S/Khn+;(U(fl)—/Kgl)§/Khn+Z2€lZ/I(hn+€(1—2n1+1>
U(fn)S/gnJrQ—ns/h +e( ) /h +e.

Wegen dem Satz von Dini (Aufgabe [19, 5.6]) konvergiert hy, gleichméBig gegen 0, also existiert ein kg
s.d. fiir alle & > kq:

5
/hk fundsom1t0<Ufk 54—22]“ e.

7.8.3 Arzelda’s Theorem iiber dominierte Konvergenz aus 1885 und 1900.
Es sei K C R? kompakt und J-mefbar und f, : K — R integrierbar fiir n € NU {occ}. Es konvergiere
fn gegen foo punktweise und || [ |00 sei beschrinkt. Dann gilt: fK fn— fK Soo-

Beweis. O.B.d.A. ist foo = 0 (ersetze f, durch f, — fs) und f, > 0 (betrachte (f,)+, [18,6.1.12]).
Es sei g, := sup{f; : j > n}, dann ist g, (nicht notwendig integrabel aber) beschrinkt, da || f,||oc
beschrénkt ist, und pktw. fallend gegen 0, da f, — foo = 0 punktweise konvergiert. Nach |(7.8.2)| ist

0 < lim fng lim U(g,)=0. O

n—0o0 n—oo

7.8.4 Arzeld’s Theorem iiber dominierte Konvergenz fiir absolute Integrierbarkeit.
Es sei U C RP offen und f,, : U — R absolut integrierbar fiir n € NU {oo}. Es konvergiere f, gegen
foo punktweise und es existiere eine iber U absolut integrierbare Funktion g mit | f,(x)| < g(x) fir alle

x €U und n € N. Dann gilt:
[ 5= [
n—oo U U
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Beweis. Es sei ¢ > 0. Nach [(7.7.6)| existiert eine kompakte J-mefibare Teilmenge K C U mit
Jong oo (@)l dz < § und [ o [fn(@)[d2 < [ 9 < §. Nach|(7.8.3) erhalten wir:

[t [l =l [ e [ 5
<[ f g [ el [ 1pl<5e5g=e O

Als erste Anwendung des Satzes von Arzeld wollen wir die Vertauschbarkeit von Integrieren und Dif-
ferenzieren aufgreifen. Wir haben diese bereits in [I8, 6.1.25] fiir f : E xR D U X [a,b] — F mit
mehrdimensionalen F und F und in )| fiir f RxR? 2D U x B — R mit kompaktem J-mef3baren
B behandelt. Idee dabei war, dafl x — f p [(2,y) dy die Zusammensetzung

vl R, F) 3P

ist und somit die Kettenregel anwendbar sein sollte. Fiir unbeschrinktes B haben wir aber nicht mehr

die Stetigkeit von | p bzgl. der Supremumsnorm, aber dennoch Stetigkeit auf gewissen konvergenten
Folgen in R(B,R) nach Arzeld’s Theorem [(7.8.4)] Damit kénnen wir nun zeigen:

7.8.5 Folgerung. Vertauschbarkeit von Integral und Differential.
Es sei U CRP und V C RY offen und f: U x V. — R mit folgenden FEigenschaften:

o Fir alle x € U ist y — f(x,y) absolut integrierbar iber V.

e 01 f:UxV — L(RP,R) existiert, ist stetig und fir alle x € U ist y — O f(x,y) (komponenten-
weise) absolut integrierbar iber V.

e Es gibt eine absolut integrierbare Funktion g : V. — R mit |01 f(z,y)|| < g(y) fir alle (z,y) €
UxV.

Dann ist ¢ : x — fv x,y) dy differenzierbar mit Ableitung ¢’ ( fv o1 f(x,y) dy.

Beweis. Es ist

plo+1) = ole) = [ oty [ (f+h) = f@) =0 f) ) dy
= [ [t sh) 01w -hasay
VvV JO
=:®(z,s,h,y)
also
ot + 1) = o(o) = [ aufa)dy-n < // @z, 5, )l ds dy - ]

Da 0:f stetig ist, konvergiert ®(z, s, hy,y) — 0 fir h,, — 0 und ||®(z, s, h,,y)|| < 2¢(y), also kon-
. 1 . . 1
vergiert [ ||®(z, s, hn,y)|| ds — 0 fiir n — oo nach |(7.8.4) und somit auch [, [, |®(x, s, h,,y)| ds dy

ebenfalls nach [(7.8.4)) da fol |®(x, s, hn,y)|lds < 2¢g(y). Damit ist ¢ differenzierbar mit Ableitung
fv O1f(z,y) dy bei a. O

7.8.6 Satz von Fubini fiir absolute Integrierbarkeit.
Wir wollen fiir f : U — R mit offenem U C RP*9 das Integral [, f rekursive berechnen. Dazu benétigen
wir

U:={reR|JyeR!: (z,y) €U} und

U*:={y eR?(z,y) €U} fir alle z € RP.
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Dann sind U’ C R? und U® C RY offene Teilmengen und

U={(z,y):z €U,y U} = |_| {z} x U*,
zeU’

L= [ty

zeigen. Dazu betrachten wir der Einfachheithalber (vorerst) Funktionen f > 0 die absolut inte-
grierbar sind. Sei {K,, : n € N} eine Basis der kompakten J-mefibaren Teilmengen von U, d.h.
jedes K, ist endliche Vereinigung von (nicht-iiberlappenden) Intervallen in U und nach ist
Jo f=1lim, o |, x, |- Wie fiir U definieren wir fiir K, nun

und wir wollen

K :={xeRP|JyeR?: (z,y) € K,,} und
Ky :={yeRI(z,y) € K,} fiir alle z € RP.

Dann sind die K], C U’ und K¥ C U” Basen der kompakten J-meBbaren Teilmengen, denn z.B. gilt
fiir jede kompakte J-mefibare Teilmenge in U, daf {2} x K kompakt und J-mefibar in U ist, also in
einem K, enthalten. Falls f stetig ist, so folgt aus dem Satz von Fubini|(7.1.10)[ bzw. |(7.1.11)f

Jor= ], ] e
[ R

::gn(m)

Wir setzen also

. flz,y)dy firz e K
g"(x): fK 1 1
firz e U'\ K],

und
g(@):= [ flx,y)dy,
UI
wobel wir voraussetzen, daf§ dieses absolute Integral existiert, also konvergiert g, (z) = [ Kz (x,y)dy
monoton wachsend (da f > 0) und konvergent gegen g(z) = [;. f(z,y) dy nach|(7. 8 3)) da {KZ:n¢€

N} eine Basis der kompakten J-mefbaren Teilmengen von U * bildet. Um die absolute Integrierbarkeit
von g iiber U’ zu zeigen, wollen wir (7 8.4)l anwenden. Dazu benétigen wir, daf3 g:xe wa x,y) dy
lokal integrierbar ist, und [ K. fUz x y) dy bzgl. n beschriankt ist. Aus |(7 8. 3) folgt letzteres, denn

Jof =l f =1 K, n = f K1 9 , denn g, (z) konvergiert punktweise und monoton wachsend
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gegen g(x) und g|k; haben wir gerade als integrierbar vorausgesetzt und ist somit eine beschrinkte
Majorante.

Wir haben also folgendes Resultat bewiesen:

Satz von Fubini fiir absolute Integrierbarkeit.
Es sei U C RPTY offen, f: U — R stetig, absolut integrierbar und f > 0. Sei weiters x fU flz,y)dy
wohldefiniert und lokal integrierbar iber U’. Dann ist

/Uf:// . flx,y)dyde. O

Bemerkung.
Es interessiert uns allerdings mehr eine Umkehrung zu obigem Satz, d.h. wir wollen aus der Existenz
des iterierten Integrals fU/ fUz f(z,y) dy dx auf die absolute Integrierbarkeit von f iiber U und

L= [t

7.8.7 Umkehrung des Satzes von Fubini fiir absolute Integrierbarkeit.

Es sei U C RPT9 offen, f: U — R stetig und f > 0. Weiters existiere fU, fUm flz,y)dydx, d.h. fir
alle x € U seiy — f(x,y) absolut integrierbar iber U* und x fU, f(z,y)dy absolut integrierbar
tiber U’.

Dann ist f absolut integrierbar iber U und
[1=] | sewiy.
U rJue

Beweis. Wir zeigen zuerst die absolute Integrierbarkeit von f iiber U. Lokale Integrierbarkeit ist klar,
da f stetig vorausgesetzt ist. Sei also { K, : n € N} eine Basis wie zuvor. Dann ist [, f = [, [. f <

schlieflen:

Jrr Jue f < fllj Jiye f < 00, da die Existenz des letzten iterierten Integrals vorausgesetzt wurde und
f > 0ist. Also ist n+— [}, f beschrinkt und somit f absolut integrierbar iiber U nach |(7.7.6)

Mittels |(7.8.6)| folgt nun die Gleichheit

/Uf:/, Umf(xay)dyda:. O

7.8.8 Bemerkung.

Wenn wir die Bedingung f > 0 weglassen wollen, dann miissen wir halt die Funktionen fy > 0
betrachten und die notwendigen Bedingungen in [(7.8.6)| und [(7.8.8)| fiir diese voraussetzen. In [4] wird
fillschlicherweise nur die entsprechende Bedingung fiir |f| vorausgesetzt, woraus aber wohl nicht jene
fir fy folgt.

7.8.9 Beispiel. s e
Es sei die stetige Funktion f : R? — R gegeben durch f(z,y) :=e ¥ ¥ = (It )" Nach
ist

/R
Afmwmy——Tfﬁ

A@Wwwmﬁé¢£ﬁm<m
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denn \/11? < 272 fiir |2| > 1.

Andererseits divergiert [, f(z,0)dz = [ dx, wohingegen [, f(x,y)dz < oo fiir y # 0. Jede kom-
pakte J-meBbare Teilmenge K C R? ist in einem kompakten Intervall [~ R, R]? enthalten und durch

Substitution (x,y) = (z, ﬁ) zeigt man, dafl erfllt ist:

1
<1+m>ydd—// - dzd
e X Zaxr
/ / Y RV1 w4 \/1+.734

“+o0 +oo
< 2" dz dx <
/R\/1+m4/ o f/ \/1+:c4
~—_———

=V
Also ist f absolut integrierbar iiber R?. Es ist
1

/ 67(1+a:4)y2 d(z,y) :4/ 67(1+m4)y2 d(z,y) :4/ e—(tts) _—
R2 R’j’r Ri 8(t$)

00 ) 9 2
:1(/ e*ttrldt> gl ,
2\ /o 2 \4

denn die Substitutionsfunktion (z,y) — (z1y?,y?) =: (¢, s) hat Jakobi-Determinante 423y 2y? und die
Umkehrfunktion somit Jakobi-Determinante S(Lly)g = W

d(t, s)

ENEY

7.8.10 Beispiel.
Es sei f(x,y) = zy/(2® + y?)? fiir (z,y) # (0,0) und £(0,0) := 0.

Wir berechnen zuerst ein iteriertes Integral

400 —+o0 +oo —+oo +oo “+o0 1
/ / $2 +y 5 dydz = / / x2 +y 5 dydz = / / —dudw
:/ 2{—1} dx—/ 0dx = 0.
—0o0 u u=-+oc —0o0

Allerdings ist f nicht absolut integrierbar {iber R?, denn fiir den Viertelkreisring K (R, R2) := {(x,y) €
R2:2>0,y>0, R? <a2?+y? < R%} ist

Rz r7/2 v sin(p) r cos
/ f= / w rdedr
K(R1,Rz) Ry Jo

21 /2 sin(2¢) Ra cos(2¢)17/2
= Zdr- 2 do = 11 .
/ r dr /0 2 d(p |: n(r>] r=Ry |: 4 :| =0

Ry
_ In(Ry) — In(Ry)

5 — 400 fiir Ry — 0+, Ry — +00.

7.8.11 Beispiel.
Es sei f(x,y) = (x —y)/(x? +y?)%/? fir (z,y) # (0,0) und £(0,0) := 0. Wieder berechnen wir zuerst
ein iteriertes Integral:

fx y)dy dz = _Try dy dx
dZ/ /22 4+ 2

z+y 11 "4z —V1I+22
_ [7} d T dr
0otz

T =
Va2 +y2ly=0 0 V1 + 22
:/ . (ln1+\/1+x2 —In(z + 1—|—x2))dac
0

= [ln(m +V1+a2?)—In(1+v1+ x2)} Z:;
=In(1+v?2) — In(1 + v2) — In(1) + In(2) = In(2)
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Zur “Probe” nun das andere iterierte Integral:

//fa:ydmdy—// x2 3/2d1:dy— // .Z‘Q 3/2dxdy
// y—i—m 3/2dydx—— n(2)

Nachdem dies das Negative des anderen ist, kann f nicht absolut integrierbar iiber (0,1)? sein, wie
auch die direkte Berechnung des positiven Teils zeigt:

//f+:vydydx—// _rty dy dx
dy \ y\/a? + y?

- e [ (e
= (In(1) — n(0)) - (V2 —1) = o0

7.9 Lebesgue-Integral

7.9.1 Folgerung. Erweiterung gleichmiflig stetiger Abbildungen.

Es sei X ein metrischer Raum, Y ein vollstindig metrischer Raum, A C X dicht und f : A =Y
gleichmdfig stetig. Dann existiert eine (eindeutige gleichmdfig) stetige Erweiterung f : X — Y wvon

f-

Beweis. Es sei x € X. Da A C X dicht liegt existieren a,, € A mit a,, — x. Insbesonders ist
(an)n eine Cauchy-Folge und da f glm. stetig ist, ist auch (f(an))n eine nach Aufgabe [17, 3.47].
Da Y vollstéindig existiert lim,, o f(an). Die einzig mogliche stetige Erweiterung von f ist somit
durch f(x) := lim, o0 f(an) gegeben. Diese Definition macht Sinn, denn wenn auch A > b, —
x, so konvergiert d(a,,b,) — 0 und wegen der glm. Stetigkeit auch d(f(a,), f(bn)) — 0, also ist
limy, o0 f(an) = limy, 00 f(bn)

Bleibt zu zeigen, daB f glm. stetig ist. Sei & > 0 dann existiert ein 6 > 0 s.d. d(f(a), f(b)) < € fiir alle
a,b € A mit d(a,b) <¢. Sei nun z,y € X mit d(z,y) < 6. Wie zuvor existieren a,,b, € A mit a,, —» x
und b, — y. Also ist d(ay,b,) < ¢ fiir alle hinreichend grofien n und somit d(f(a,), f(b,)) < 6. Damit
ist aber d(f(2), () = d(lit 0 f(an), iMoo £(bn)) = limy o0 d(F(an), F(ba)) < & 0

7.9.2 Vervollstindigung metrischer Riume.

Jeder metrische Raum (X,d) besitzt eine Vervollstindigung (X,d), d.h. einen vollstindig metrischen
Raum mit einer glm. stetigen Abbildung v : X — X, die folgende universelle Eigenschaft besitzt. Zu
jeder glm. stetigen Abbildung f : X — Y mit Werten in einem vollstindig metrischen Raum 'Y existiert
eine eindeutige glm. stetige Abbildung f: X — Y mit fo.= f. Es folgt, daf8 v eine dichte Einbettung
181.

Beweis. Falls X = (), dann ist X vollstindig und somit X = X. Andernfalls wihlen wir 2o € X. Es
sei B(X,R) der Raum der beschrinkten Abbildungen von X — R. Bzgl. der Supremumsnorm ist dies
ein vollstdndig metrischer Raum nach [I8] 5.4.6]. Die Abbildung ¢ :  — (y — d(y,z) — d(y, zo)) hat
Werte in B(X,R), denn |d(y,z) — d(y, zo)| < d(x,x0). Sie ist eine Isometrie, denn |[¢(z) — ¢(2')]|00 =
sup{|d(y,z) — d(y,2')| : y € X} = d(x,2’) (< ist klar wegen der Dreiecksungleichung, und nun setze
y = 2'). Sei nun X der AbschluB von +(X) in B(X,R). Die universelle Eigenschaft folgt nun aus

(7.9.1) 0
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Bemerkung. 5
Falls die Metrik d auf X beschrinkt ist, so kénnen wir einfacher d : X — B(X,R) als Einbettung in
einen vollstandigen metrischen Raum betrachten.

Falls E ein normierter Raum ist und d die von der Norm erzeugte Metrik, so ist £ ein Vektorraum und
¢ : E — F linear, denn die skalar-Multiplikation und die Addition erweitern sich eindeutig zu stetigen
Abbildungen R x E — E sowie E x E — E und schlieBlich £ x £ — E (denn 4 : E x E — E ist
gleichmiibig stetig da [[( +y) — (@' +y)|| < o — 2’| + |y — v/l < 2max{]lz — 2’|}, [y — ¥'|[}, und
(): E— L(R,E) C L(R, E) ist gleichmé&Big stetig da sup{||A-z—X-2’| : [\| < 1} = ||z —2'||), und da
die VR-Gesetze auf der dichten Teilmenge E gelten, so gelten diese auch auf E. Die Metrik d ist aus
den gleichen Griinden translationsinvariant, induziert also eine Abbildung ||_|| : E — R die eine Norm
ist, welche die Norm von E erweitert. Also haben wir einen Banach-Raum E erhalten in welchem F
als dichter Teilraum isometrisch und linear eingebettet ist.

7.9.3 Banach-Riume integrierbarer Funktionen.

Wir wollen nun vollstindige Réume integrierbarer Funktionen finden. Die Idee dabei ist einen Raum
integrierbarer Funktionen beziiglich der 1-Norm zu vervollstiandigen. Wir kénnten dazu natiirlich vom
Raum der stetigen Funktionen ausgehen, oder sogar von jenem der Riemann-integrierbaren. Aber
am einfachsten ist es mit den Treppenfunktionen zu beginnen, denn da bendtigen wir vorerst keine
Integrationstheorie.

Sei also A die Menge aller endlichen disjunkten Vereinigungen von rechts-offenen Intervallen (d.h.
Quadern) [a,b) :={(z1,...,2,) ER" 1 a; < z; < b;} in X := R", wobei —oco < a; < b; < 4o00.

Dieses Mengensystem hat die folgenden Eigenschaften:

1.he A
2. Ac A= X\Ac A
3. AeA=>UL A e A

Das Volumen eines solchen Intervalls definieren wir als yu([a,b)) := [[;—, [b; — a;| bzw. als oo, falls
ein a; = —oo oder ein b; = 4+o00. Dann 143t sich p eindeutig zu einem sogenannten positiven Maf3 p
fortsetzen, i.e. einer Abbildung p : A — [0, +00], welche o-additiv ist, d.h. sind die A; € A paarweise
disjunkt und ist auch (o A; € A so gilt: pu(Useg Ai) = Do (As).

Unter einer Treppenfunktion verstehen wir dann die Elemente des linearen Raums 7" von Funktionen,
welcher durch die CHARAKTERISTISCHEN FUNKTIONEN mit A € A und pu(A) < oo erzeugt wird, d.h.
T := {37 Nixa; : Ai € A, u(A;) < oo, \; € R}. Man beachte, da§ fir f € T und jede Zahl ¢ die
Menge f<. in A liegt. Das Integral von f =" A;xa, definieren wir als

m

/ Z Aixa,dp = Z/\iM(Ai)~
=1

=1

Integrieren ist somit ein lineares (wohldefiniertes!) Funktional auf 7" und mittels || f|l1 = [pn. [fldp
wird 7' zu einem normierten Raum. Also kénnen wir dessen Vervollstindigung 7" betrachten. Dies ist
ein Banach-Raum und das Funktional | erweitert sich zu einem stetigen linearen Funktional [ auf T,
und die Norm zu einer Norm ||_||;. Fiir A € Aist auch [, f:= [5,. f- xa wohldefiniert.

Allerdings wissen wir nicht ob die Elemente ¢ € T als Funktionen am R™ aufgefafit werden kénnen.
Dieses Problem wollen wir jetzt untersuchen.

7.9.4 Die Vervollstindigung T als integrierbare Funktionen.

Jedem ¢ € T wollen wir also eine Funktion f : R™ — R zuordnen, die in einem gewissen Sinn
integrierbar ist. Da T in der Vervollstindigung T dicht liegt, existieren f, € T, s.d. ||¢ — fulli — 0
(Insbesonders ist f,, eine Cauchy-Folge in T'). Falls diese zumindest punktweise konvergiert, so wiire
f iz = lim, o fn(x) ein Kandidat fiir die zu ¢ gehérende Funktion.

Im allgemeinen muf} dies aber nicht der Fall sein, wie das Beispiel in |(7.8.1.6)| zeigt.
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Das Problem bei diesem Beispiel ist, dafl die Folge f,,(z) zwei Haufungspunkte besitzt, also betrachten
wir vorerst monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen f,:

Lemma.
Sei eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen f, vorgeben. Dann konvergiert fy beziglich
der 1-Norm genau dann in T, wenn die Integrale [ f, (nach oben) beschrinkt bleiben.

Unter dieser dquivalenten Bedingungen ist das Supremum sup,, f,(x) fast iberall endlich.

Fiir jede Nullmenge findet man eine solche Folge von Treppenfunktionen f,, welche auf dieser Menge
divergiert.

Man sagt, dafl eine Aussage fast iiberall gilt, wenn sie mit Ausnahme einer Nullmenge gilt.

Eine Nullmenge ist eine Menge A C R", mit der Eigenschaft, daf fiir jedes ¢ > 0 Mengen A, € A
existieren mit A C (J;~ o A, und 377 u(A,) < e. Aquivalent dazu ist die Existenz von A,, € A mit
A, C Apqq und p(A,) <eund A C |, A, (Hinweis: Ersetze A4,, durch ngn Ap).

Beweis. (=) Sei f, beziiglich der 1-Norm konvergent, dann ist f, eine Cauchy-Folge also ist [ f,
beschrénkt, da [ stetig und linear ist.

(<) Sei nun f,, eine wachsende Folge von Treppenfunktionen mit sup,, [ f, < oo, dann existiert der
Limes K der wachsenden beschriankten Folge f fn. Folglich gilt fiir n > m:

/|f&>6£n//fn/fm%KK0ﬁirn,m%oo,

also ist f,, eine Cauchy-Folge in T'.

Sei gy = fn— fo > 0 und K :=sup{[ g, : n € N}. Fiir e > 0 und n € N sei A, ,, := {z: gp(x) > %}
Klarerweise ist A¢ p+1 2 Acp € A und es ist u(A. ) < ¢, denn wegen g, > 0 ist

K
?M(Aa,n) < / In < /gn <K.
Somit gilt:
fn(x) ist divergent < g, (x) ist divergent
< gp(x) ist unbeschrinkt < Ve >0 In:z € A,
& V€>0:xEUAE’n,
n

also ist die Menge der Punkte z, wo g, (z) divergiert, eine 0-Menge.

Sei nun N eine Nullmenge. Dann existieren fiir jedes n eine Folge von Intervallen A, ; € A, s.d.
Angk € Apgs1, N CUp Anp und p(Ay ) <27 Bssel fr, := 3, -, X4,,, €T. Dann gilt

/fm <> /xAn‘m <Y p(Anm) <Y 27 < 1

n<m n<m n<m

Fir alle z € N divergiert fp,(z) fiir m — oo, denn fiir alle n existiert ein k, mit z € A,, ,. Wéhlen wir
nun m = max{n, k..., kn}, so gilt fm(x) > >, _; xa,.,,(x) =n, also ist fn,(z) unbeschrénkt. [

Definition. Meflbare und Lebesgue-integrierbare Funktionen.
Eine Funktion f: R™ — R heifit mefibar, wenn sie fast iiberall der Limes einer Folge von Funktionen
fn €T ist.

Sie heifit Lebesgue-integrierbar, wenn die f,, zusétzlich so gewéhlt werden kénnen, daf sie eine Cauchy-
Folge in T bilden.

Sie heit LT-FUNKTION, wenn n — f,, noch zusitzlich monoton wachsend gewihlt werden kann.
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Wir wollen nun jedem Element ¢ € T eine Lebesgue-integrierbare Funktion zuordnen. Dazu bendtigen
wir die

Folgerung.
Fiir jedes ¢ € T existieren f, € T, welche beziiglich der 1-Norm gegen ¢ konvergieren, und welche fast
tiberall punktweise (gegen eine Lebesgue-integrierbare Funktion) konvergieren.

Beweis. Da T dicht ist in 7', existiert eine gegen ¢ in der 1-Norm konvergente Folge von Treppenfunk-
tionen f,, € T. Durch Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir annehmen, da8 fiir s,, := f, — fn_1 die Rei-
he >, ||snll1 konvergiert (Hinweis: es existieren ny mit || f, ., — fn, [l1 < 55 ). Also konvergiert die Reihe
der positiven Anteile s;' := max{s,,0} und jene der negativen Anteil s, := max{—s,,0} fast iiberall,
denn diese Reihen sind wachsend und Y, . st =3, [sE <3, [sn] < 3penllsnlll < oo

Folglich konvergiert die Teleskopsumme f, — fo = > 1<, Sk = > p<p si— > k<n Sy, fast tberall. [

Der Raum LT ist nicht abgeschlossen unter Differenzenbildung, aber es gilt die

Folgerung.

Der von LT erzeugte Vektorraum besteht gerade aus den Lebesgue-integrierbaren Funktionen. D.h. eine
Funktion f ist genau dann Lebesque-integrierbar, falls zwei Funktionen g und h in L existieren, s.d.
f=9—h ist

Beweis. (|}) Es sei f = g— h, wobei g,h € L™. Dann existieren Treppenfunktionen g, und h,,, welche
monoton fast iiberall gegen g und h konvergieren, und welche Cauchy-Folgen beziiglich der 1-Norm
sind. Die Differenzfolge g,, — h,, konvergiert dann natiirlich fast {iberall gegen f = g — h und ist eine
Cauchy-Folge beziiglich der 1-Norm.

(1) Es sei f,, eine Cauchy-Folge in T', welche fast iiberall gegen f konvergiert. Wir haben oben gezeigt,
daf} eine Teilfolge existiert, die sich in eine Differenz von zwei monotonen Folgen mit beschrinkten
Integralfolgen zerlegen la8t. Also ist f = g — h, wobei g und h die Grenzwerte fast iiberall dieser
monotonen Folgen sind, d.h. in LT liegen. O

Wir wollen nun eine Bijektion von 7 mit dem Raum der integrierbaren Funktionen finden. Dazu
liegt es nahe die Abbildung zu betrachten, die einem ¢ € T wie folgt eine integrierbare Funktion f
zuordnet: Wir wéhlen eine gegen ¢ konvergente Folge von Treppenfunktionen f,, die zusétzlich fast
iiberall konvergiert. Die Funktion f definieren wir dann durch f(z) := lim, o fn(z). Damit ist aber
f nur fast iiberall festgelegt. Also miissen wir anstelle des Raums der integrierbaren Funktionen den
Quotientenraum

L' :={f: f ist Lebesgue-integrierbar}/{f : f =0 f.ii. }
betrachten. DaB dies eine bijektive lineare wohldefinierte Abbildung von T auf L* liefert, zeigt folgendes

Lemma. B
Es sei f, eine Folge in T, welche gegen ¢ € T konvergiert und fiir welche f, fast diberall gegen f
konvergiert. Dann ist ¢ = 0 genau dann, wenn f = 0 fast tiberall.

Beweis. (=) Es sei ¢ = 0 und wir wihlen eine Teilfolge, die wir wieder mit f, bezeichnen, so da8
I fnlls < 27™. Wir miissen zeigen, da N := {z: I f(x) := lim, e fn(z) # 0} eine Nullmenge ist. Es
seim € Nund z € N, dann ist |f(z)] > 27" fiir ein n > m und somit |fi(z)| > 27" fiir ein k& > 2n.
Folglich ist N C {J,,<,, Upson Ank, wobei Ay g := {z : [fe(z)| > 27"} € A. Weiters ist

278 > | fully > 27" (A k) = (A i) <277F

SouAnr) < > =Y "2y e =0

n>m n>m n>m 7>0
k>2n Jji=k—2n>0

und somit

(<) Es sei f = 0 f.ii. und wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, daB || f41 — fn]| < 27™. Es sei N die 0-Menge
{z: Flim, fr(z) = lim, f,(z) # 0}. Fiir fixes € > 0 und m > n sei Ay = {z: > |fir1(z) —
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fi(z)| > e}. Dann ist A 2> Ay, C Ay und ep(Apm) < [0 [ firr — fil < 3o, 278 <27l
Firz ¢ NulJ Apom ist

m>n

[fn(2)] < |fm+1 )| +Z\fz+1 (@)]-

—0 fur m— oo

<e fiir alle m

Also ist
{w:|fa@) >} CNU | Apm € |J Anm UNum,

m>n m>n

wobei N C J,,, Nnym mit Np i1 2 Ny € A und p(Ny ) < 2% Da die Mengen Ny, ., U Ay
monoton in m wachsen und

1 2 1 2
< < — 4+ — = Z
w(Npm U Ap ) < p(Npom) + 1(Anm) < on + on = on (1 + 5)
ist
1 2
e )] > ) < sup (N U ) s 2 ) < 5 (142)).
Also konvergiert p({x : |fn(x)| > €}) — 0 fiir n — co. Man sagt auch f,, sei maflkonvergent gegen 0.

Es sei § > 0 beliebig und A,, := {z : f,(z) # 0}. Dann liegt A,, € A, u(A4,) < oo und somit ist
ey ) 5+ [ i
Rm\A,, N~ {z€AL:| fr|<6} N {z€An:|fr]|>d} ~~
=|fe—fnl <6 SIfnl+lfre—fnl

g/ i = Ful 6 i(An) + [ falloo ({2 - | (@) >a}>+/ Fe— fol
R™\ A, Apn
< e = Falla + 8 (A + [alloo a{  [fil)] > 6)

Es existiert ein N(g), s.d. der 1.te Term kleiner als ¢ ist fiir k,n > N(g). Wir setzen n := N(g), dann
existiert ein hinreichend kleines § > 0, s.d. der 2.te Term kleiner als € ist. Da f; maBlkonvergent gegen
0 ist, existiert nun ein K > N(e), s.d. der letzte Term ebenfalls kleiner als ¢ ist fiir alle k > K. Folglich
konvergiert || fx|l1 — 0 fiir & — oo. O

© T > L1
n—oo T {f : f L-integrierbar}
£.ii.
fn f

Zusammenfassung. Banach-Raum integrierbarer Funktionen.

Die Vervollstindigung T ist als Vektorraum isomorph zu L'. Der Isomorphismus ist dadurch gegeben,
daf$ man zu gegebenen p € T eine Cauchy-Folge f, € T wihlt, die zusdtzlich noch fast dberall punk-
tweise konvergiert. Und dann ¢ die Restklasse dieses Grenzwertes f zuordnet.

Beweis. Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn die Differenz g,, — h,, zweier gegen ¢ konvergierender
Folgen, konvergiert gegen 0, also konvergiert sie punktweise fast iiberall gegen 0 = g — h.

Sie ist klarerweise linear und nach Konstruktion surjektiv. Injektiv ist sie, da f = 0 fast tiberall die
Aussage ¢ = 0 zur Folge hat.

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 26. Dezember 2015



66 Lebesgue-Integral 7.9

Sowohl ||_|[; als auch [ sind also wohldefiniert und stetig auf L', und es gilt || f|1 = [|f], da diese
Gleichung auf dem dichten Teilraum 7' gilt. Die Abbildung ¢ — [f] ist folglich eine Isometrie von T
mit L', und somit ist L' die Vervollstandigung von 7. O

7.9.5 Konvergenzsitze.
Die Vollstandigkeit von L' im Vergleich mit R spiegelt sich auch in den besseren Konvergenzsitzen
(vgl. diese mit [(7.8.2)| und [(7.8.4))) wobei vor allem folgende zu nennen sind (siehe [9], §125,5126]):

Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz.
Es sein — f, eine monoton wachsende Folge in L*. Falls sup{[ f, : n € N} < oo so konvergiert f,
fast iberall gegen eine Funktion fo € L' und [ f, = [ foo.

Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.

Es seien f, € L' und f, konvergiere fast iiberall gegen eine Funktion fo. Falls ein g € L' existiert
mit | fn| < g fir allen € N, so ist foo € L' und [ fr, — [ foo-

Lemma von Fatou.

Es seien 0 < f, € L' und f, konvergiere fast iiberall gegen eine Funktion fe. Falls sup{[ fn : n €
N} < oo, so liegt fo € L*.

7.9.6 Hilbert-Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen.

Wenn man einen Hilbert-Raum von integrierbaren Funktionen benétigt, so kann man L? := {f :
f ist meBbar und |f|? € L'}, den Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen, betrachten und

die 2-Norm durch
112 = VI = [ $@) T de

definieren. Ein zugehoriges inneres Produkt ist durch

(flg) == / f(2) 9(x) da

gegeben.
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8 Integralsitze

8.1 Integralsitze im R? und R?

8.1.1 Motivation und Rekapitulation.

Wir wollen fiir mehrdimensionale Integrale Pendants zum Hauptsatz der Analysis finden, und zwar
liegt unser Augenmerk auf dem zweiten Teil, denn dieser war fiir das Berechnen bestimmter Integrale
von zentraler Bedeutung. Die in [I8] 5.2.2] gegebene Version des Hauptsatzes besagte:

Wenn B := [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : B — R C! (oder auch nur mit integrierbarer
Ableitung) ist, dann ist

/B = / = @ = £0) — f()

Die Verallgemeinerung in [I8] 5.3.10] sagte dasselbe fiir vektorwertige Funktionen f : B — R™ und
[18] |5.5.18] schlieBlich fiir vektorwertige Funktionen f : B — F, wobei F' ein beliebiger Banach-Raum
sein konnte.

In [I8] 6.5.5] haben wir daraus (und der Kettenregel) die Formel

/Cf’ = /ab F1(e®) (¢ (1) dt

fiir C*-Abbildungen f : E 2 U — F und C'-Kurven ¢ : [a,b] — U C E erhalten. Da f’ eine Abbildung
E DU — L(E, F) ist, fithrte uns das dazu allgemeine Kurvenintegrale

/cg o /abg(c(ﬂ)(c’(t)) dt

fiir stetige 1-Formen g : E O U — L(E, F) und C*-Kurven c: [a,b] — U C E zu behandeln. Nach [18|
6.5.7] hingt dieses Integral nicht von der Parametrisierung der Kurve ab sondern nur von derem Bild
B := ¢([a,b]) und der Richtung in der dieses durchlaufen wird (also der “Orientierung”). Wir kénnen
damit also 1-Formen ¢g : E 2 U — L(E, F) iiber ‘l1-dimensionale’ Teilmengen B C U integrieren.
Wenn wir dazu hoéherdimensionale Pendants angeben wollen, so werden wir dafiir erkldren miissen,
was ‘p-dimensionale Teilmengen’ des R™ sein sollen, und welche Art von Abbildungen (némlich die
p-Formen) wir dariiber integrieren wollen.

Ein anderes Problem welches sich uns auch stellt, ist Oberfléiche (und entsprechende hoherdimensionale
Pendants) von 2-dimensionalen (p-dimensionalen) Teilmengen des R™ zu definieren und bestimmen.
Fir p = n, d.h. p-dimensionale Teilmengen B C R"™, haben wir die als |B| := fR" xB in |(7.2.2)
definiert. Fiir p = 1 < n, also 1-dimensionale (parametrisierte) Teilmengen, haben wir die Lénge in
[18,16.5.11] als Supremum der interpolierenden Polygonziige definiert und in [I8] 6.5.12] gezeigt, daB
dies fiir C1-Kurven c : [a,b] — E ebenfalls durch ein Integral

b
/ I @)l dt

berechnet werden kann.

Bemerkung. Oberfliche.
Zumindestens fiir Rotationsflichen, d.h. Flichen S die durch Rotation einer C'-Kurve ¢ : [a,b] — R
um eine Achse entstehen, also

S:={(t,v) e R x RPeR3:te [a,b], ||v]| = c(t)},

konnen wir die Oberfléche interpolierender Kegelstiimpfe die dadurch entstehen, dafl wir interpolierende
Polygonziige von ¢ entsprechend rotieren, betrachten.
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- D

Den Mantel eines Kegels(tumpfes) kénnen wir in der Ebene
abrollen und damit seine Mantelfliche berechnen. Denn
sei der halbe Offnungswinkel a und seine Hohe h, also
sein Basis-Radius r := h tan(a), so erhalten wir nach
Abrollen einen Kreissektor mit Radius s := vh2 + 12 =

h /1 +tan(a)? = h/cos(a) und Bogen 2rm, also Fliche
2

s w-g’"—”:rsw.
ST

Fiir den Kegelstumpf zwischen den Hohen hg und h; mit zugehorigen Radien r; := h; tan(a) und
s; := h;/ cos(a) erhalten wir somit als Mantelfliche

m(ry 81 — 1o So) = m(s1 — s0)(r1 + 7o),
denn s1 79 — sor1 = ho b1 (tan(a) cos(a) — tan(«) cos(a)) = 0. Wir kénnen somit die Fliche von S als

N

5] := lim S 7 /(i — ti1)2 + (c(ts) — e(ti-1))? (c(ti)—l—c(ti_l))

Z
12105

=:5(¢,Z)

definieren, wobei Z durch alle Zerlegungen a =ty < --- < tny = b lauft. Falls ¢ stetig differenzierbar
ist, so sind dies ndherungsweise die Riemannsummen von

/b27rc(t)\/1 + ()% dt.

In der Tat existiert in diesem Fall lim|z|_,0 S(c, Z) und stimmt mit 27 f: c(t)\/1+ ¢ (t)? dt iiberein,
denn nach dem Mittelwertsatz existiert ein Zwischenvektor £ mit

Dl = ) (eff) = (b)) (elt) +elti) ) =

— iw \/1 + <%)2 <C(ti) + c(ti_l)) (t; —ti—1)
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und
N N
‘ZW V1+d(&)? (C(ti) + C(tifl)) (ti—tic) = Y27 /1T+ (&) e(&) (i — )| <
=1 i=1

N
<Y 2w T+ E)? (Jelt) = ()| + le(tion) = el ) (1 — tima)
<o /TH ez (b - a),

falls § :=|Z| so klein, dafl |c(t) — c(s)| < € fiir alle |t — s| < 4.

Fiir einen Zylinder oder einer Kegelstumpf rechnet man leicht nach, daf3 dieses Integral die Mantelfléiche
berechnet.

Falls nun S kein Rotationskoérper mehr ist, so konnten wir den Definitionsbereich einer zugehorigen
Parametrisierung f : I — S in Rechtecke zerlegen. Die Bilder der Eckpunkte eines Rechtecks miissen
nun aber nicht mehr in einer Ebene liegen, sodafl wir diesem Viereck keine wohldefinierte Fliche
zuordnen konnen, wohl aber dem von zwei Seitenvektoren erzeugten Parallelogramm.

Wir konnen also versuchen die Oberfliche von S =
f(I) durch die Summe der Flichen der von f(t;,s;-1) —
f(ti—ly 5i—1) und f(ti—ly Si) — f(ti—ly 51’—1) erzeugten Par-
allelogramme zu approximieren, wobei ty < t; < --- < ty
und sg < 81 < - -+ < Sy, Zerlegungen der Seiten von I sind
und dann schauen was passiert, wenn wir die Zerlegungen
feiner machen.

Wenn wir aber f : (t,s) — (¢, s,ts) mit Definitionsbereich
I := [-1,1] x [0, 1] betrachten, so ist die Fliche des von
f(]-vo) - f(_]-vo) = (27070) und f(_17 1) - f(—].,O) =
(0,1,—1) erzeugten Rechtecks 21/2, wohingegen die zur
Zerlegung —1 < 0 < 1 und 0 < 1 gehorende Fliche
1-v/241-1 =142 < 2v/2 ist. Wir kénnen also nicht das
Supremum iiber alle Zerlegungen als Definition der Fliche
verwenden.

Auch hilft es uns nichts, wenn wir den Parameterbereich in Dreiecke zerlegen. Denn dann ist zwar die
Flidche der von den Bildern der Ecken erzeugten Dreiecke wohldefiniert, aber bei Ubergang zu einer
Verfeinerung kann die Gesamtfliiche dennoch fallen oder wachsen, wie das Beispiel f : (¢,s) + (t, s,ts?)
zeigt.

Das Dreieck, welches von den Bildern (0,0,0) und
(a,£1,a) der Ecken (0,0) und (a,=+1) erzeugt wird hat
Fliche

H(a’ La) - (a’07a>|| ’ H(a’O?a) - (07070)|| = a'\/i

Hingegen haben die beiden Bilddreiecke, die durch Teilung
am Punkt (a,0) entstehen, zusammen Fléche

I(a,1,a) = (a,0,0)] - [[(a,0,0) = (0,0,0)|| = a V1 +a”

also kleinere Fliche genau dann wenn a > 1 ist.
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Geometrische Interpretation des Kurvenintegrals.

Sei ¢ : I := [a,b] — R" rektifizierbar und K := ¢(I). Sei weiters f = (f1,...,fn) : K — R” ein
Vektorfeld und f = 3, fi(z)dz? die zugehorige 1-Form f: R® O K — L(R™,R) = R"™. Nach [I8, 6.5.7]
hiingt das Kurvenintegral (zumindest fiir C'-Kurven) nicht von der Parametrisierung ¢ (sondern nur
deren Orientierung) ab, wir konnen | K f = fc f (fiir injektives c¢) setzen, und brauchen uns bei K
nicht die Parametrisierung sondern nur die Durchlaufungsrichtung merken. Genauer bedeutet dies, daf3
K als geometrische Kurve interpretiert werden soll, d.h. eine Aquivalenzklasse von parametrisierten
C! Kurven ¢ : I — R™ bzgl. der Aquivalenzrelation ¢; ~ co :< 3h : [a1,b1] — [ag,bo], einen
C'-Diffeomorphismus mit ¢; = cg o h. Weiters ist

/Kf:/Kf:/;fi(x)dxi - /ab;fxc(t))c;(t)dt

— /ab<f(c(t)) ‘ c’(t)>dt ) A0 /ab<f(c(t)) ’ |Z:((3”> w e /ab<foc|%> .
—_—

=:vol.(t)

=:7.(t)

Wollen wir nun das letzte Integral als Kurvenintegral schreiben, dann kénnen wir ¢(t) — (f(c(t))|7.(t))
als Funktion (f|7x) : K — R auffassen, wobei 7x (c(t)) := 7.(¢) := ”2:% den Einheitstangentialvektor
an K im Punkte c(t) bezeichnet. Folglich miissen wir den zweiten Teil vol. : ¢ — ||¢/(t)| als Wert
einer 1-Form volx : K — L(R? R) — das sogenannte Lingenelement oder auch 1-DIMENSIONALE

VOLUMSELEMENT — an der Stelle ¢(¢) angewandt auf ¢/(t) darstellen, also z.B.
volg (z)(w) := (w|Tk () fir x € K, w € R?

definieren. Dann ist

b b
/<foc|Tc> volcz/ (Flric) 0 €)(t) volue(e(t)) (¢ (1) dt =: /<f|TK> volg :;/K<f|TK> volg |

a —/_/ (&

lle’ @l

/||c’(t)|\dt:/volc:/ volgg
I I K

die Linge von c ist und somit volx soetwas wie “Infinitesimale Lidngenmessung” der Kurve ist:

Beachte, dafl

volg (c(t))(c'(t)) = vo = im S c
Li (c(1))(c' () Le(to) = [|¢' (o) I%‘E}O |I|/1” ()| dt.

Beachte weiters, dafl 7 das Vorzeichen éndert, wenn die Parametrisierung umgekehrt wird.

8.1.2 Der Gauf’sche Integralsatz in der Ebene.

Wir haben nun alle Ingredienzien um ein Pendant des Hauptsatzes fiir 2-dimensionale Teilmengen
B C R? zu formulieren und zu beweisen. Idee dabei ist, daB das Integral der Ableitung einer Abbildung
f: B — R (eine 1-Form f': B — L(R™,R) bzw. ein Gradientenfeldes grad f : B — L(R",R) = R")
durch die Randwerte von f, also f|gp bestimmt werden kann. Fiir eindimensionales B = [a, b] waren
dies die Differenz der beiden Randwerte, also der Summe der beiden Léngen —f(a) und f(b), die
wir uns auch als Integral |, capy S =1 (b) — f(a) einer Funktion f|sp von der 0-dimensionalen Menge
{a, b} nach R denken kénnen, wobei wir auf die Orientierung des Randes achten miissen und den linken
Endpunkt “negativ orientiert nehmen miissen”. Fiir 2-dimensionales B konnen wir also ein Integral
von f iiber den “orientierten” Rand 0B, also ein Kurvenintegral erwarten.

Es sei B = M(p1,¢2) mit ¢; : [a,b] — R eine Ordinaten-Menge mit C'-Grenzen ¢; und ¢o. Es sei
(p,q) ein C*-Vektorfeld auf B und (z,y) — p(z,y) dz + q(x,y) dy die zugehorige 1-Form. Der Rand
von B wird durch folgende 4 Kurven positiv orientiert parametrisiert:
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4
ci(t) ;== fir ¢t € [a, b],
0= () e
b
o) = (;)  furee e, v 3
t 2
es(t) == ( > fiir ¢ € [a, b] verkehrt durchlaufen,
Pa(t)
ca(t) == (j fiir t € [¢1(a), p2(a)], verkehrt durchlaufen. AN
Also ist

/HB xydﬂﬁ—/ / / / / <1-dt — /abp(t,@z(t)).ydt

b y=¢1(t) b per(t) b rpa(t)
=/ [p(tyy)} dt:/ / Oap(t,y) dy dt = —/ / Oap(t,y) dy dt
a y=p2(t) a Joa(t) a Joi(t)
7.4.3
_ / ap.
B

Analog erhalten wir falls B auch Ordinatenmenge bzgl. der anderen Achse ist

/ q(x,y)dy=/61q
OB B

Letzteres ist auch giiltig, falls B nur als Ordinatenmenge bzgl. der ersten Achse vorausgesetzt ist, denn
fiir h(x fW(I (z,y)dy = H(p1(x), pa(z), x) mit H(a,b,x) f q(z,y) dy und dabei g fortgesetzt
zu einer C’1 Abblldung R? — R mittels ist

b
0uH(a,b2) = ~q(e,0), OuHT(a,ba) =q(a,). OaH(wbiz) = [ Drale.v)dy
und allesamt stetig und damit

W (z) = 01 H(p1(2), p2(2), 2) 1 (x) + O H (p1(2), p2(2), ) ¥ (2) + I3 H (p1(2), p2(), 2)
p2(x)

g 01(2)) 9 () + a2, 2()) P () + / dra(z,y) dy

p1(x)
[(7.4.3) p2(z)
/a'-/ / Oha(z,y) dy
»1(@)

_/a( () — Ph(@) ql, pa(x ))w’l(x)q(:c,sol(x))) dz

und folglich

b b
:h(b)—h(a)—/ (J(fvvwz(m))wé(w)dﬂﬁ/ q(x, p1(x)) ¢ () da

:/ qdac—/ qu—/ qdm—i—/ qu:/ qdx
C2 Cq c3 c1 0B

Zusammengefaft ist
dq Op
p(z,y)dx + q(z,y)d :/(—> x,y)d(z,y).
/63(?;) (y)yBax 8y(y)(y)
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Das zeigt den

Gaufl’scher Integralsatz in der Ebene.
Es sei B eine Ordinatenmenge mit C* Rindern. Weiters sei OB der positiv orientierte Rand. Das

Vektorfeld (p,q) : B — R? sei C*. Dann ist

/ p(z,y)dr +q(x,y)dy = / O1q — Oop. [
oB B

Insbesonders erhalten wir mit p(x,y) := —y und ¢(z,y) := = die

8.1.3 Folgerung. Fliche via Kurvenintegral.
Es sei B eine Ordinatenmenge mit C'-Réindern. Weiters sei OB der positiv orientierte Rand. Dann
15t

.
Bl =5 [ (edy-yda).
OB

Beweis.

1 ®12) 1
f/ (xdy—ydx)f/(1+1)dx:2|B|. O
2 JoB 2/B

Beachte, daf3 also x dy — y dx eine somit recht niitzliche gerade nicht-exakte 1-Form ist.

Der Gaufy’sche Integralsatz gilt auch fiir kompliziertere Gebiete, die
man durch endlich viele Schnitte in Ordinatenmengen bzgl. jew-
eils einer Achse zerlegen kann, denn das Kurveintegral iiber jede
Schnittlinie kommt genau zweimal vor und zwar mit entgegenge-
setzter Orientiertung, hebt sich also weg.

Der Gauf’sche Integralsatz gilt auch fiir beschrinktes B dessen
Rand durch eine rektifizierbare injektive Kurve ¢ : S! —
OB parametrisiert werden kann. Fiir einen Beweis dieser Aus-
sage siehe Apostol, T.M., Mathematical Analysis, Massachusetts-
London 1957.

Bemerkung.
Ist B gegeben durch alle Punkte mit Polarkoordinaten (r, ¢) die 0 < r < r(¢p) erfiillen, so erhalten wir

aus wieder die Formel aus
1 2m
Bl=5 [ rrde
0
In der Tat ist dann der Rand 9B durch die Kurve c: ¢ — (7(t) cos(t), r(t) sin(¢)) mit Ableitung

() = (r'(t) cos(t) —r(t) sin(t),r’(t) sin(t) + r(t) cos(t))

beschrieben und somit ist
27
/ (zdy — ydz) = / r(t) (cos(t) (r/(£) sin(t) + r(t) cos(t)) —sin(t) (' (t) cos(t) — r(t) sin(t))) dt
OB 0
= / 7(t)? (cos(t)? + sin(t)?) dt = / r(@)? dp.
0 0

Geometrische Interpretation.
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1. Fiir das Vektorfeld f = (f1, f2) = (p,q) : R? O B — R? definieren wir eine Funktion

rotf::———:61f2—82f1:R2QB—>R,
or 0Oy

die Rotation von f. Der Gaufl’sche Integralsatz liefit sich dann wie folgt:

/63<f|T8B> volpp = /Brot /s

wobei 755 der Einheitstangentialvektor an 0B und volgp das 1-dimensionale Volumselement von
OB ist. Die linke Seite ist die Arbeit von f lings OB (das Mittel des Tangentialanteils von f)
und somit ist )
rot f(x) lim Bl / rot f die Wirbeldichte.
B

|B|—0
zeB

Diese mifit wie sehr der Flufl des Vektorfelds um den Punkt x herumfliefit. Ein Vektorfeld f heif3t
wirbelfrei :< rot f = 0.

der Tangentialanteil eines Vektorfelds ldngs einer Kurve

N

2. Essei g := (g1,92) = (¢, —p), d-h. f = g*, der positiv gedrehte Normalvektor. Dann ist

ein Vektorfeld und seine Rotation

rot f =

0 0 .
aq'; — —p = 61g1 + (9292 =: dlvg,

ox dy
und

(flrap) = (g™ |mom) = (97 |mam) = (9] — Tap) = {glvon),
wobei vgp der nach auflen weisende Einheits-Normalvektor ist. Der Gaufy’sche Integralsatz hat

nun also die Form
/ (9lvop) volap = / divg.
OB B
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Die linke Seite miit nun die DurchfluBmenge durch 9B und somit ist

div g(z)

1
lim — / div g die Quellendichte.
s (Bl Jp Y
xT

R

der Normalanteil eines Vektorfelds lings einer Kurve

R
L7

R

ZHA LS
R

LA

ein Vektorfeld und seine Divergenz
Ein Vektorfeld g heifit quellenfrei 1< divg = 0.

8.1.4 Definition. Fliichen im R3.

Unter einer Fliche S im R3 verstehen wir eine Teilmenge S C R? zusammen mit einer surjektiven
Cl-Parametrisierung ® = (z,9,2) : K - S C R? mit K C R? J-meBbar und kompakt. Dies ist ein
Spezialfall einer 2-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des R3, siehe Differentialgeometrie.

s
TN
SN

%

]R2 ]R3

8.1.5 Der Stokes’sche Integralsatz im Raum.
Es sei f = (p, q,7) ein C'-Vektorfeld auf ®(K), mit & = (z,y,2) C? (!) und der Rand 9K sei durch eine
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Cl-Kurve ¢ = (u,) : [a,b] — R? parametrisiert. Mit S bezeichnen wir die durch ® o ¢ parametrisierte

Kurve ®(0K). Dies ist nicht der topologische Rand S von S C R3.

s

os

>

)

O “"'"
/‘4
vs..
N

NI

)
<)
-_t§
5
/]
(]

A

Ny

<

S

Aﬁi%i‘\

R R2 R®

Dann ist

| pie= [ sy | (o), e0), 2l (0 Y 0

w dt | Qv dt

ou ov

:/ab(ponpoc)(t).(gx du | Oz d“) dt:/c(poqn.(ax-dwax-dv)

CD [ 2 (o0 2) 2 (pos.
x Ou po® Jv v po® ou

dp - or 0%x dp _ or 0%x

u 8v+p.8uﬁv_% ou p-avau

&ﬁﬂ/(@am+%ﬁuﬁa&)w_@pm o

k\\dx Ou QOy Ou 9z OJu/) Ov

:/@<5y8x 8y8x) 6p(8zaﬂc azam)
K Oy

oudv Ovou 0z\Ouodv Ovdu
—_— —_—
Iz, I(z,x
—det agu,zg det aEu,ug

w ow op oy op 92\ o
dr Ov Oy Ov 0z v

ou

_ op Iz,z) Op I(z,y) _/ op _9p
_/K(@z deta(u,v) 3y deta(u,v) = \a: dz N\ dx 3y de ANdy ),

wobei wir folgende Abkiirzungen verwendet haben:

9(z, ) I(z,y)
A(u,v)’ A(u,v)’

Analog oder durch zyklisches Vertauschen erhalten wir

/ qdy:/ (aqdac/\dyaqdy/\dz)
oS K ox 0z
/ szz/ (ardy/\dz—ardz/\dx)
s K \9Y Ox

und insgesamt also

/ f:/ ((%—g—z) dxAder(g—;—g—Z) dy/\der(%—%) dz/\dx).
s K

9y, 2)
A(u,v)’

dz N\ dx := det dz A dy := det dy N\ dz = det

Zum C'-Vektorfeld f = (p,q,7) : R3 O S — R?® definieren wir nun ein neues Vektorfeld

rotf:rot(p,q,r): (g_@ @_gv%_@)v
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die Rotation des Vektorfelds. Als Memotechnik ist

2 g 2 r 2 p ‘g P
rotf—(det(%y ),det(%z >,det(%’” >)—det e F q|=Vx[f,
5 T o P oy 4 o B
3 0z r
wobei

% er ap by
V.= @ und axb:=det|ex as by
52 €3 as b3

das Kreuzprodukt von Vektoren im R3 ist. Dies ist durch a x b L a,bund det(a x b, a,b) = |a x b|? (also
(a x b,a,b) positiv orientiert, und |a x b| die Fliche des Parallelogramms, das von (a,b) aufgespannt
wird) geometrisch charakterisiert: In der Tat ist

(vla x by = det(v,a,b) = axbLlab

b
axb det (Zi bi) a; by
det(a x b,a,b) = det | —det | * b1> as by
b as bg
aq b1
det (a2 62) az bz
2 2 2
- a9 bg ay bl ai bl
a = det <a3 b3> + det (a3 b3) + det <a2 b2>
=laxb?*>0

Und andererseits

det(a x b,a,b) = |a x b| - Flidche(a,b) = |a x b| = Fliche(a, b)

Es sei g = (a,b,c) : R3 D S — R3? ein stetiges Vektorfeld (wie z.B. g = rot f). Wir definieren ein
Integral von g iiber ® : K — S als

/g::/ ao® -dyndz+bo®-dzANdxr+co® -drxANdy
? K

. — 9y, 2) _ 9(z, ) _ O(z,y)
mit dy Adz = det <8(u,v)> ,  dz Adx :=det <8(u,v) und dx Ady := det D))

Dieses Integral ist Reparametrisierungsinvariant, denn wenn h : (r,s) — (u,v) eine Orientierungs-
erhaltende (d.h. det h'(r, s) > 0) Substitutionsfunktion h ist, dann ist wegen der Kettenregel [I8] 6.1.9]

der () = () o (53)

und somit wegen der Transformationsformel

oL
o

setzen, miissen uns dabei aber die “Orientierung” von S merken. Damit erhalten wir schliellich den

und wir konnen
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Satz von Stokes fiir Flichen im 3-dimensionalen.

Es sei K C R? eine Ordinatenmenge mit C'-Grenzen. Weiters sei ® : R? O K — R? C? und f ein
C'-Vektorfeld auf S := ®(K). Dann ist

/Osf:/srotf. O

Geometrische Interpretation.
Nach Obigen kénnen wir die linke Seite geometrisch als

/ (flTas) volas
a8

interpretieren. Nun zur rechten Seite:
0, 0, 2] el
(a—g — 3—Z> dz A dy + (ETZ - éTZ) dy Ndz

+
— (22 _ 9p) 9(=zy) or _ 9q 0(y,z) 9p _ or) 9(zx)
- (31 3y> O(u,v) + ( y z) A(u,v) + (82 Br) O(u,v)

= <r0tf ‘ 92 %—f> = <r0tf m>-|@l¢x62¢|
—_—

=:volg
=V®
denn
Oz Oz
o0y = 2202 (8 8
I(u,v) LT
ou ov
Somit ist
/ f:/rotf=/<r0tf|l/q>>V0LI>v
a8 s K
wobei
00 o 00
vo(u,v) = —25 B8 yolg(u,v) = |22 x 22|
5% % ol

die Einheitsnormale an die Fldche und das Oberfléchen- oder 2-DIMENSIONALE VOLUMSELEMENT
bezeichnet. Dies beiden Objekte sind wohldefiniert, falls {01 ®(u,v), 02®(u,v)} linear unabhingig ist,
d.h. ®'(u,v) (maximalen) Rang 2 hat. Beachte, da$} fiir C!-Parametrisierungen ® : K — S und stetiges
p: S — R folgendes Integral

/Kpo ® volg = L)p(@(u,v)) volg (u, v) d(u,v) = /}(p(@(u,v))”?i(u,v) X g—‘f(u, U)H d(u,v)

reparametrisierungsinvariant ist, denn wenn g : (r, s) — (u,v) eine (nicht notwendigerweise Orientierungs-
erhaltende) Substitutionsfunktion ist, dann ist

@X@_(@@+@£@)X(@%+@@)
or ds  \OQu dr v Or ou 0s  Ov 0s
oudu 0 0P OJuodv 9 0 OJvdu 0P 0P Ovov 0P 0P
:77.7x7+77.7xi+77.7X7+77.7X7
ords Ou Ou Or 9s Ou Ov Or ds Ov Ou Or 0s Ov ov
—_—— —_—— —_———
=0 9% 0% =0

R
B O(u,v) o 0P
= det (a@,s)) (au X a) :

Es macht also Sinn folgende Definition zu geben:

/pvols ::/pvols ::/ po® volg
s ® K
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und dies kann als Masse von S bzgl. der Dichtefunktion p aufgefait werden, oder im Spezialfall p = 1

als Oberfliche von S. Dabei ist volg vorldufig nur ein Symbol (das Oberflichenelement von S heifit)
und dazu dient, die definierende rechte Seite zu imitieren. Die Namensgebung rithrt daher, daf die
Riemann-Summen von [ i po® volg gerade

S(po® vola, 2) = 3 p(®(€r,n))- (@10 x @) (&0, 11117]
IxJez

Fliche des Bildes ®'(&7,7m5) (I X J)

~ > p(®(&1,n5)) - (“Fliche” des Bildes ®(I x .J)
I1,J

= “Fliche” des Bildes ®(K).

Im Fall, da} ® injektiv ist (und natiirlich noch immer der Rang von @ gleich 2 ist) kénnen wir die

Einheitsnormale vg an die Fliche S als
o2 , 9%
vs(®(u,v)) := ve(u,v) == H
15: % &l

definieren. Diese steht normal auf 9;® und 9>® und somit an jede Richtungsableitung (d.h. an jeden
Tangentialvektor der Fliche S) d,,® fiir w € R2. Der Satz von Stokes hat nun folgende geometrische
Form:

/ (flTas) volags = /(rot flvs) volg .
oS S

Der Anteil (rot flv) der Rotation rot f in Richtung eines Einheitsvektors v mifit also wieder die
Wirbeldichte von f in der Ebene S := v+ die normal auf v steht.

Beispiel.
Die Sphire S wird durch @ : (¢, 9) — (cos(p) cos(¥), sin(p) cos(¥), sin(d)) mit K := [0, 27| x[—7/2,7/2]
parametrisiert. Wir erhalten:

—cos(¥) sin(p) —sin(¥) cos(p)
' (p,9) = | cos(V)cos(p)  —sin(d)sin(p)
0 cos(¥)
cos(19)? cos(yp)
o0 00 L -
~ 9 X0 Cs?i((?) CS(;:(('L;O)) = cos(¥) - ®(i, V)

Somit ist die Oberfliche
1

Jovots = [ |5 x 55 | ateo) = [ 1eosto) ToT ate.o)

27 pm/2
= / / cos(¥) d¥ do = 27 - [Sin(ﬂ)]g/j—ﬂﬂ =dm.
0 —m/2

8.1.6 Definition. Normalbereich.
Unter einem C'-Normalbereich beziiglich der zy-Ebene verstehen wir eine Ordinatenmenge

B = M(‘P—leO-&-l) = {(x,y,z) : (sc,y) € K"P—l(x’y) <z< <p+1(33,y)}

wobei K C R? kompakt (J-mefbar <), 0K C'-parametrisierbar und ¢ _; < ¢4 : K — R stetig sind.
Die Deckel sind dann durch S; := graph(y;) fiir ¢ = +1 gegeben und der Mantel Sy := {(z,y,2) :
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(r,y) € 0K, o_1(z,y) < 2z < pi1(x,y)}. Wir bendtigen eine Cl-Parametrisierung der Oberfliche
0B = Sy U S_1US;1. Da in wichtigen Beispielen (Kugel) die ¢; aber nicht iiberall differenzierbar
sind, fordern wir zusitzlich die Existenz von Substitutionsfunktionen g; : K; — K, s.d. ¢; 0 g C" ist.
Dann ist ®; : K; — S; eine Parametrisierung von S; fiir i € {—1,0,+1}, wobei Ky := {(u,v) : u €
[a,b], o—1(c(u)) < v < pii(c(u))}, weiters ¢ : [a,b] — OK eine positiv orientierte C'-Parametrisierung
von OK ist, und
| (e(u),v) firi=0
Pi(u,0) = { (9i(1, 0), ¢i(gi(u,v)))  sonst.

R? R

Wir bendtigen noch, dal die Orientierung dieser Parametrisierungen pafit, d.h. der Normalvektor ve
nach aulen weifit. Dafiir folgende Rechnung: Es ist

' (u) 0
y'(u) 0 firi =0
O’ (u,v) = 0 1

1
!
( gi(u, v) ) sonst,

(i © gi)' (u,0)

y'(u) /(u)t

\ —c(u) o
—2'(u) | = firi =0
@)= ()

= (010 X 0,%;)(u,v) =

*
* sonst.

det(g;(u,v))

Also verlangen wir zusétzlich 0.B.d.A., daf det(g” ;(u,v)) < 0 und det(g’,;(u,v)) > 0 fir alle (u,v)
gilt.

Beispiel.
Der Quader [a1, ag] X [b1,bs] X [c1,ce]: Dabei ist K = [a1, az] X [b1,b2] und ¢; := ¢;. Hier miissen wir
nicht mehr umparametrisieren, d.h. K; := K und g; := id.

Die Kugel {(x,9,2) : 2? + y?> + 2?2 < R?} mit Radius R: Dabei ist K := {(x,y) : 22 + y? <

R?}, pi1(z,y) = VR2 — (22 + 42), p_1(,y) := —/R2 — (22 + y2). Die ¢; sind nun auf 9K nicht

mehr differenzierbar. Wir verwenden Kugelkoordinaten zur Umparametrisierung, d.h. K; := [0, 27] X
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[-7/2,0], Ky = [0 2] x [0,7/2] und g;(u,v) := Rcos(v)(cos(u),sin(u)). Dann ist (¢; o g;)(u,v) =

++/R?(1 — cos?v) = £Rsin(v) C* in (u,v).

8.1.7 Gauf}’scher Integralsatz im Raum.
Fiir stetiges r : B — R ist

/ rdr Ady = Z/ r(z,y, 2) de A dy =)
OB

=
Wegen
A,y) _ { (c/(u),0) firi=0
D) | (g)(u,v)) somst
ist

/ r(z,y,2) de ANdy = / 7(®(u,v)) det O, y) d(u,v)
Si

Ki a(u,'l))

Dieses Integral ist 0 fiir ¢ = 0 und fiir ¢ # 0 ergibt sich
= [ rlatu oot o)) detgiu 0 dlue) = = [ r(eple) de).

Folglich ist nach dem Hauptsatz [18]|5.2.2]

. pr1(z,y)
)=/ rdw/\dy—/ [ (z,y,2 )} d(x,y)
9B z=p_ 1(90,1/)

pt1(z,y) :
s // ) az 2.y.2) de d(z,9) 3/}3882r(z,y,z)d($,y,2)

1(z,y

Durch zyklisches Vertauschen erhalten wir:
Satz von Gauf3 im 3-dimensionalen.

Es sei B ein C'-Normalbereich beziiglich aller 3 Koordinatenebenen und f = (p,q,r) ein C*-Vektorfeld
auf B. Dann ist

/ pdy/\dz—i—qdz/\dx—l—rdx/\dy:/ £p+£q+gr 0O
oB 5 \ Oz dy 0z

Geometrische Bedeutung.

Fiir ein C'-Vektorfeld f = (p,q,7) : R?> O B — R3 definieren wir die Funktion divf : B — R
durch div f := 91p + 02q + J3r. Dann ist

/aB<f|1/aB> volgg = /Bdin.

Die linke Seite beschreibt wie im 2-dimensionalen die Quellenergiebigkeit oder auch Quellenstiirke des
Bereichs B, und somit nennt man div f die Quellendichte des Vektorfelds f.
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8.1.8 Beispiel.
Es sei der Korper B dadurch gegeben, daf aus einen Wiirfel in Mittelpunktslage mit Seitenldnge 2 um
Kugeln mit Radius v/2 an jeden der Ecken vermindert wird.

Sein Volumen in einem Oktanten ist jenes des Wiirfels mit Seitenldnge 1 vermindert um den Oktanten
einer Kugel mit Radius v/2 vermehrt um die 3 Kugelabschnitte mit geographischer Breite 7/4 < ¢ <
7/2 und Volumen

V2 opm/2 pm)2 V2 /2 /2 \/53 T 1
r2 cos(¥) dv d dr:/ T2dr/ d / cos(v d19:——<1——)
/0 /o /77/4 (9) dd dy 0 o 7 _— 2 3 2 V2

V2 -1
iy
3

Also ist das Gesamtvolumen

14 2—-1 2
|B|=8<1—§§ 23—1—3\/_3 7T>=8<1+£7T—7T>.

Eine Parametrisierung ® von S wird gegeben durch

®(u,v) := (1 — v2cos(u) cos(v),1 — v2sin(u) cos(v),1 — v/2sin(v))

cos(v)sin(u)  cos(u) sin(v)
@' (u,v) = V2 [ — cos(v) cos(u) sin(v )sm()u)

0 — cos(
dy Ndz
dz Ndz | (u,v) = (1P x 2P)(u,v)
dx N\ dy

=2 (cos(v)2 cos(u), cos(v)? sin(u), sin(v) cos(v))
= 2 cos(v) (cos(v) cos(u), cos(v) sin(u), sin(v))

vol(u, v) = 2cos(v)

Nun zur Oberfliche. Pro Oktant besteht diese aus dem Quadranten einer Sphire mit Radius v/2
vermindert um 3 Sphirenabschnitte mit geographischer Breite 7/4 < ¢ < 7/2 und Oberfliche wegen

dem Beispiel in [(8.1.5)]

\/_2 /2 pw/2 /2 /2 T 1 1
2 9)dddp =2 d Ndy=2-|1-—)=(1-——| 7
A A e e ek
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Die Gesamtoberfldche ist somit

|aB|:8<47“/é —3<1—1> 77) —4(3V2—4) .

8 V2

Die Gesamtliange der 12 Viertelkreise die als Kanten der schneidenden Sphére entstehen ist

2
12 (I) — 6.

Sei nun ein Vektorfeld f : R® — R? gegeben durch
fl,y.2) = (a%y, y°2, %)
mit
div(f)(z,y,2) =2(xy+yz+zx) und rot(f)(z,y, 2) = —(y?, 2%, 2%).

Wir iiberpiifen nun den Integralsatz von Stokes und von Gauf im R3.

Sei S der Schnitt von 0B mit einem Oktanten, also ein Achtel der Sphére durch (1,1,1) mit Radius
V2 vermindert um die 3 Abschnitte mit geographischer Breite /4 < ¢ < 7/2. Da rot(f) invariant
unter zyklischer Vertauschung der Koordinaten z,y, z ist erhalten wir

({rot(f) o ®|vg) volg)(u,v) = 2 cos(v) (— <cos(u) cos(v) (—1 + V2 cos(v) sin(u)>2>
- (—1 + V2 cos(u) cos(v))2 sin(v)
— cos(v) sin(u) (—1 +V2 sin(v))z)

und somit

/2 pm/2 /2 /2 9 4\/§ 17 15
t(f) = _3 —(av2—Tn) 32241 - ) =3- 2n
[ [ [ ) () e

Berechnen wir andererseits das Kurvenintegral von f iiber die 3 Vierteilkreise des Randes so erhalten
wir ebenfalls

B /2 B ) . ' B B i
- f=3 /0 (1 —cos(t)) (1 —sin(t)) sin(t) dt =3 <1 167T> .

Es ist [,z rot(f) = [, a8 f = Jop f =0, was wir auch aus den Symmetrieeigenschaften ablesen hétten
koénnen.

Nun berechnen wir das Integral von f tiber S. Es ist
(1 0 ®lus) vols ) (u,) = 2 cos(v) (~ (cos(u) eos() (~1+ V2 cos(u) cos(v))2 (~1+ V2 cos(v) sin(u) )
— cos(v) sin(w) (—1 + /2 cos(v) sin(u))2 (—1 +V2 sin(v))
+ (1= V2 cos(u) cos(v)) sinfv) (~1 42 Sin(v))Q)

L= =00 L
(e ) o2 (s 1T

1
:634-(4\[—??)71

und somit

20
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Jenes iiber die Seitenflichen in den Koordinaten-Ebenen ist 0, da z.B. fir z = 0 der Einheitsnor-
malvektor (0,0, —1) ist und somit (f|v) = 0 ist. Andererseits ergibt sich fiir das Integral von div(Jf)
iiber By := BN R ebenfalls

1 pley/1-(z—1)2 pl—y/2—(z—1)2—(y—1)?
div(f) = / / /
B, o Jo

0

163 33
=— V2 — — | 7.
204—(\[ 4>7r

2@y +yz+za)d(z,y,2)

Beachte, daf$ auf Grund der Symmetrieeigenschaften [ pdiv(f) =0= /. op [ ist.

8.1.9 Zusammenfassung.
Wir haben bisher folgende Typen von Integralen behandelt:

e Integrale [ ; p von Funktionen p : RP 2 I — R {iber kompakten Intervallen I C RP.
e Integrale [, p von Funktionen p: R” O B — R iiber (J-meBbare) Teilmengen B C RP.

o Integrale fU p von Funktionen p: R? O U — R iiber offene Teilmengen U C RP.
Fiir Kurven ¢: R O I - K C RP haben wir folgende Kurvenintegrale behandelt:

¢ Kurven-Integrale [ g von 1-Formen g : R” O K — L(R”,R) bzw. [, g.

e Kurven-Integrale fc f von Vektorfeldern f : R? O K — RP, indem wir die assoziierte 1-Form
betrachtet haben, bzw. [, g.

e Kurven-Integrale [ x P volx von Funktionen p : R2D K — R.
Fiir Fliachen ® : R? O B — S C R3 haben wir folgende Flichenintegrale:

e Flichen-Integrale fs f von Vektorfeldern f = (p,q,r) : R* 2 S — R? vermoge proq)~dy/\dz+

e Flichen-Integrale [, p volg von Funktionen p: R* 2 S — R vermdge [, po @ - |[01D x 02P|.
Die auftretenden Vektorfelder und Funktionen waren in den Integralsétzen dabei durch

e rot f:R? D B — R mit rot f := 01 fo — Oafi.
e divf:R? D B — R mit div f := (V|f) mitV:(%7a%).

orotf:IR:sZ_)B%IRSmitV:(a%,a%,%)undrotf::fo.

div f: R* 2 B — R mit div f := (V|f).

(flrr) mit 7 (c(t)) == I\C’%t)ll c'(t).

o (flvi) mit v (e(t)) = =7 (c(t))

(flvs) mit vg(®(u,v)) := ||81<I>(u,v)>1<82‘i’(u,v)|\ 1P (u,v) X 02®(u,v) gegeben.

Die Integralséitze die wir bislang behandelt haben sind:
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Hauptsatz:

Gauf} in der Ebene:

/ 92/ 0192 — Oag1
aB B

/ (glTam) VOlaB—/l"Ot(g)

oB B

/ (9|vam) VOlaB—/diV(g)
OB B
/ g= / rot(g)
Py s

/eas<g|TaS> volgg = /S<rot(g)|1/5> volg

Stokes im Raum:

Gaufl im Raum:

/a e /B div(g)
/a {alve) volop = [ div(g)

Das Linienelement volg fiir Kurven K konnten wir als 1-Form interpretieren, die an jeder Stelle der
Kurve Tangentialvektoren ihre Lénge zuordnet.

Das Volumselement volg fiir Fldchen S konnen wir nun als 2-Form interpretieren, d.h. etwas das an
jeder Stelle der Fliche zwei Tangentialvektoren die von ihnen erzeugte orientierte Fliche zuordnet.
Fiir solche w : S — L(R?, R?;R) kénnen wir dann das Flichenintegral durch

/w::/ (@ (1, 0)) (D1 D (1, v), DaB(u, v)) d(u, v)
S K

definieren. Auch dz A dy ist so etwas, denn dz Ady := det(%) ist die Fléche des von pry 5(01®) und
pry 5(02®) erzeugten Parallelograms im R?.

Ein Problem das sich stellt wenn wir die Integralsitze von rechts nach links anwenden wollen, ist
welche Funktionen sich als Divergenz eines Vektorfelds bzw. welche Vektorfelder sich als Rotation

eines Vektorfelds schreiben lassen. Fiir das analoge Problem fiir den Gradienten haben wir eine lokale
Antwort in [I8] 6.5.2] und globale in [I8],6.5.4] und [I8] 6.5.8] gegeben.
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Wir wollen nun die erhaltenen Integralsétze zu einem gemeinsamen Satz verallgemeinern. Dazu benétigen
wir einerseits die Objekte (Flichen) iiber die wir integrieren und die einen verniinftig handhabbaren
Rand besitzen und andererseits die Objekte die wir integrieren kénnen (Funktion, 1-Formen, Vektor-
felder, ...). Wir beginnen mit letzteren. Bei Fldchen und Volumsberechnung spielt offensichtlich die
Determinante eine groie Rolle. Diese ist eine alternierende multi-lineare Form, und deshalb schauen
wir uns solche Formen im folgenden Abschnitt genauer an.

Da die meiste mathematische Literatur auf englisch ist, habe ich den folgenden Abschnitt zwecks
Eingewohnung auf englisch verfafit.

8.2 Multi-linear Forms

As usual we denote the vector space of all p-linear mappings ® : Ey x...x E, — F by L(E4,...,E,; F)
or by Ly(E1,...,Ey; F). If all B}, are equal to E, we denote this space also by L,(E; F').

8.2.1 Definition. Tensor product of mappings.
Up to now we have met the following products: For ® : X7 — Y7 und ¥ : X5 — Y5 we have the
cartesian product

PxV: X1 xXo—>Y; XYQ, (371,1‘2)'—)((1)(331),\1/(332)),

and in the special case X = X7 = X5 und Y; = R = Y5 we have the pointwise product
O U: X >R, z— O(z) Y(x).
For Y1 = R = Y5 and arbitrary X; und X5 we define now the tensor product
PRV : X1 x Xo =R, (x1,22) = P(z1) - U(x2).
Note that ® @ ¥ = po (® x ¥), where p : R x R — R denotes the multiplication (¢,s) — ts, and
O - UV=(PdxV)oA, where A: X — X x X denotes the diagonal mapping = — (z, x).

The simplest bilinear mapping is the multiplication m : R* — R, (¢,s) + t-s. This can also be
described as (t,s) — pri(t) - pr?(s), where pr!,pr? : R> — R are the linear coordinate projections
(t,s) — t and (t,s) — s. In order to describe general multi-linear forms via a similar product of linear
forms we can use the tensor product of multi-linear forms.

Let ® : By x ... x E, — R be p-linear (we also say: its degree is p) and let ¥ : F; x ... x F; = R be
g-linear. Then their tensor product @ ® ¥ : Ey x ... X E, X F1 X ... x F; — R defined by
(D@ E)(v1, ..., Up;Wi,...,wq) = P(v1,...,0p) - T(wi,...,wg).

is (p + ¢)-linear.

Thus we start feeding as many variables as possible into ® and all the remaining ones into ¥ in the
given order and finally multiply the resulting numbers. It is easily shown that this multiplication
(P, ¥) — & ® T is bi-linear and associative.

Let ® € L,(R™,R) be arbitrary, then we have
n n
. , L . .)
D(v1,...,0p) = Z e Z vt Dleg ,efp) = Z vt @,
=1 i,=1 615y

where ®;, ;= @(e}l,...,efp) € R. For the linear functionals pr® € L(R",R) defined by pri : z =

(,...,2") — 2’ for i = 1,..,n, we have (pr'* @ ... ® pr'#)(vi,...,v,) = vi'...v" one hence can

rewrite the above equation as
¢ = Z Dy, prit@... @pre,
i1reeip
i.e. the family {pr"1 @...Q0prw ig,..., 0, € {1,... ,n}} generates the vector space L,(R", R).
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Furthermore, the p-linear functionals pr* ®... ® pr» are linear independent, since evaluated at
(€jys...,e5,) they give 1 when (i1,...,4,) = (j1,...,Jp), and 0 otherwise, and hence

0= > @, i D" Qp =

117'-~aip

0= Z D iy pr'' ®@...@pr’ (e, ... vej,) =@j .4, forall ji,....j, € {1,...,m}.
i1emrip

So we have shown the following lemma

8.2.2 Lemma. Basis for space of multi-linear functions.
The family {pri1 ®...0pr iy, 0, € {1,... ,n}} is a basis of the vector space L,(R™, R). O

8.2.3 Definition. Alternating multi-linear functions.
Since the (oriented) volume of the parallelepiped spanned by vectors vy, ..., v, is alternating, namely
the determinant, we consider now multi-linear alternating mappings.

A p-linear mapping ® € L,(E, F) is called ALTERNATING if ® changes sign whenever two entries are
exchanged, i.e.
D(..,0,..w,...)==P(...,w,...,0,...).

Since every permutation o of {1,...,p} can be decomposed into such transpositions and since the sign
of the composite of permutations is the product of the signs of the factors, the condition is equivalent
to

Q(vy,...,vp) =sgn(0) - D (Vo(1)s - - s Vo(p))s
—_———
=:0*(v1,...,Up)
for every permutation o of {1,...,p}. Where we denoted the exchange of variables via o by o* :

Ex...x E— Ex...xFE, which is defined by o*(vi,...,v,) := (Vs(1),-+,Vs(p))- The condition
above can be expressed shortly by

® =sgn(o) - P oo™ or, equivalently, by sgn(c) - ® =Poo”.

Note, that if we consider (v1,...,v,) as mapping v : {1,...,p} — E, then ¢*(v) := voo. In fact,
a*(v)(i) == vy(;) = (voo)(i). Moreover o*(e;) = e; < o(j) = i, since obviously o*(e;) is a standard
unit-vector with 1 at exactly that coordinate j for which o(j) = i.

Let Ly a1t (E, F') denote the set of all alternating p-linear mappings in L,(E, F'). This is easily seen to
be a linear subspace of L,(E, F).

8.2.4 Lemma. Alternator.
The ALTERNATOR alt : ® — 1%! Yo, sgn(o) - ®ooc*, where the sum is taken over all permutations o of

{1,...,p}, defines a projection from L,(E, F') onto L, .t (E, F') which turns every multi-linear mapping
® into an alternating one alt(®). For any permutation ™ one has alt(Pon*) = sgn(m) ¢ = alt(P)on™.
The kernel ker(alt) of alt contains all p-linear mappings which are symmetric in at least 2 variables.
Proof. Obviously alt(®) is p-linear provided @ is it.

Now let m be an arbitrary permutation. Then

=1

——
alt(®on*) = i ngn(a)(CD or*oc*) = % Z sgn(o) sgn(m)%(® o (o o m)*)
= i ngn(&) sgn(m)(® o ™) = sgn(n) - alt(P),
since ¢ := o o7 runs through all permutations of {1,...,p} exactly once while o runs through them

(use that the set of all permutations forms a group under composition, and multiplication by a group
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element 7 is a bijection whose inverse is the multiplication with the inverse element 7—!) and since
m*oo* = (0om)*.

On the other hand we have by analogous arguments

alt(®) o™ = ngn Y(Poo™)or" ngn (Pooc*on™)

=1 _
o'

/—/H
= ngn o) sgn(m (<I>0(7roa —p,ngn ) sgn(a)(Poa™)
= sgn(w) - alt(P),

where ¢ :=moo.
So we have proved that alt(®) is alternating and that the claimed formula holds.

The operator alt is a projection from L,(E, F') onto Ly, a1;(E, F'), since the alternating mappings ® are
invariant under alt:

alt(® —1ngn )(® o) —1ngn o) sgn(o )(I):%i(l):(l).
—_—

=1

Furthermore alt(®) = 0 for any p-linear mapping ®, which is symmetric in some variables: Symmetry
in some variables implies that there is some transposition 7 (hence sgn(m) = —1), such that Por™* = P.
Applying alt gives alt(®) = alt(P o *) = (—1) alt(®), hence alt(P) = 0. O

8.2.5 Definition. Wedge product.
Since the tensor product of two alternating multi-linear mappings is no longer alternating, we need a
new kind of product the so called wedge product.

Let w € Ly it (E,R) and n € Ly a15(E,R) be two alternating multi-linear functions. Then the wedge
product of w and 7 is the alternating multi-linear function

WwAn = (Zqu,) alt(w ®@n).

The factor (p,qq,)! is chosen in such a way, that this product can be used to calculate the appropriate

volumes, see the definition of det % in

8.2.6 Lemma.
The multiplication (w,n) — w A n is bi-linear, associative and graded commutative, i.e. w An =
(=1)PIn A w, where p and q are the degrees of w and 1.

Proof. That the multiplication is bi-linear follows immediately from the corresponding statement for
the tensor product, and from the linearity of the alternator.

Claim. The wedge product is graded commutative:
Using the permutation

j for j € {1,...,
mT:g— J,+q Orj, { p}
j—p forje{p+1,....p+q}

which exchanges the block of the first p variables with that of the last ¢ variables, with sgn(w) = (—1)P4,
we calculate as follows.

wAn= Q;qu,) alt(w®n) = (’quq,) alt((n @ w) o) = sgn(w) - (1;+qq|) alt(n @ w) = (—=1)" n A w.

Claim. The wedge product is associative:

(alt@)@‘I’—Ingn ) (Poo") —p‘ngn (PR T)o
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where ¢ is the permutation of {1, ..., p+q}, which agrees with o on {1, ..., p} and keeps {p+1,...,p+q}
fixed. Obviously sgn(c) = sgn(o). Hence

alt((alt @) @ ¥) = alt(ﬁ Z sgn(o)(P®@ ) o 6*)

= 15 sgn(@)alt(@ @ W) o) = LY alt(@ @ ) = alt(d @ V).

Remark that this shows that the kernel of alt is an ideal, since alt(®) = 0 implies that alt(® ® ¥) =
alt(alt(®) @ ¥) = alt(0 ® @) = alt(0) = 0.

So we obtain finally, when a, b and ¢ denote the degrees of o, § and ~:

(anp) Ay = el at((an B) @ y) = (hbrdl ant (Lop alb(a @ B) @)

= et ol (alt(o @ ) @) = it alt (0@ §) © ).

And by symmetry

al(BAY) = (a:!zltf)! alt (a ® (B® fy))
Since the tensor product is associative, the result follows. O
8.2.7 Definition. Subdeterminants.
For iy,...,ip € {1,...,n} let det’ ' := pr'* A... Apr? € L, .it(R™,R). Then we have
det ' (g, . vp) = (Prt AL A pr) (v, .., vp)
82.6 , .
plalt(pr* @ ... @ pr*?)(vy, ..., vp)

=L sen(o)(pr @ @ pr'7) (U (1), - s Vo))

= Z sgn (o) pr' (V1)) - - - priv (Vo(p))

1 1
T
(Ula 7UP) =
n n
(%1 Up

formed by the lines iy, ..., .

8.2.8 Corollary. Algebraic Rules for Subdeterminants.

Letiy, ... ip;J1,---,dq € {1,...,n} and let o be any permutation of {1,...,n}. Then det® % A det?tde =
det™ - twiitenda g detlorte) = sgn (o) det™ " If two of the indices iy, . .. .1, are the same

then det’» = (.

Proof. The first equation follows directly from the associativity of the wedge product, the second

one follows from the graded commutativity. The last one is a consequence of w A w = 0 for every
w € L(E;R) of degree 1, since w Aw = (—1)'"! w A w. O
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Similar to the wedge-products of coordinate projections form a basis for all multi-linear alter-
nating forms.

8.2.9 Lemma. Basis for alternating multi-linear functions.

The family {det™ " : i) < ... < ip, andir,... 1, € {1,...,n}} is a basis of the vector space
Lp,alt (]Rna ]R)

Proof. Since alt : L,(E,F) — Ly .it(E, F) is a linear surjection, and {pr"* ®... @ pr'» : i1,...,i, €
{1,...,n}} is a basis of L,(R",R) their image {det™ " = plalt({pr* @... ® prir) : i1,...,0p €
{1,...,n}} under alt generates the image L, 11(E, F'). By the previous corollary these elements are
zero whenever the indices are not pairwise different, and they are equal up to a sign when their indices
are just a permutation of each other. So we conclude that even the family {detil"“’i” i < . <
ip, and i1,...,%, € {1,...,n}} generates Ly .1t (R™, R).

That they are linear independent can be seen as follows: Assume that some linear combination

Zi1<...<1p Wiy ,.oip -det®' = (. Now ‘evalgate this p-linear map at (ej,,...,e;, ), where j; < ... < jp.
This yields 0= 3", . ; wiy,..q, det™ " (ej, ... e;,) =wj ., hence all coefficients wj, ... ;, are
Z€ro. O
Remark.

This shows that any alternating p-linear mapping w applied to p many vectors vi,...,v, € R" is

a linear combination of the p-dimensional volumina of the projections prit»—% : R® — RP with
1 <4y < -+ <ip < nof the parallelepiped spanned by v1,...,vp.

This description of alternating p-linear mappings w as linear combinations Zil <<y Wit iy -det™
can be used to define the wedge product for the basis, extend it bi-linearly and give a different proof

of its basic properties [(8.2.6)] see [9 1986, Satz 211.2].

8.2.10 Corollary. Dimension of L, ..
The dimension of Ly, a1,(R™, R) equals (Z) In particular Ly, a1t (R™, R) = {0} forp > n, and Ly, a1(R",R) =
{t-det:tcR}.

Proof. The set of indices in corresponds exactly to the subsets {i1,...,3,} of {1,...,n} of p
elements. There are (Z) many such subsets. O

8.2.11 Definition. 0-Forms.

We extend the definition of the considered function spaces by setting Lo (E, F') := F and Lo a4 (E, F) :=
F'. The tensor product and the wedge product are extended by t ® ® :=¢-® and t Aw :=t-w. Then
the properties given in are valid in this situation as well.

8.2.12 Lemma. Wedge product of linear functionals.
Let w' = 370_  wipr? of degree 1 be given, i.e. w; € L(R™,R), fori=1,...,n. Then

wh AL AW =det((Wh)ij=1,...n) - Pr AL Apr”" = det((w!)ij=1,..n) - det

Proof.
WAL AW = Z will...w?n Sprit AL Aprin
U1 yeenyln
= Zwil coewy s Pr7t AL AT
o
= Zw(l,l .wl -sgn(o) -pr' AL Apr”
ag
= det((w})i,jzlw,n) cpri AL AprT,
where o is the map o(j) =4, for all j =1,...,n; and we may assume that ¢ is a permutation, since
pr't A... Apr’» =0 whenever two of the indices coincide. O
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8.3 Differential Forms

8.3.1 Definition. Differential forms.
Let X be a subset in R™. A p-rorM (differential form of order p) on X is a mapping w : X —
Ly a1:(R™, R). More generally a p-TENSOR FIELD on X is a mapping ® : X — L,(R™;R) = L(R",...,R™;R).

The space of all p-tensor fields on X turns into a vector space, by defining the operations pointwise:

(P+T)(x) :=P(z) + T(x); (A-D)(x):=A-(P(2))

Moreover, tensor fields can be multiplied with real valued functions on X by: (f-®)(z) := f(z) - ®(z).
And, more generally, a p-tensor field and a g-tensor field can be multiplied to give a p + g-tensor field:

(P @ ¥)(z) :=P(z) @ VU(x)

The space of p-forms is a linear subspace of that of p-tensor fields, and one has a projection alt, : ® —
alt o® onto it.

So one can multiply differential forms:

(wA)(z) = w(z) An(z) = Lr alt(w(z) @ n(z)).

plq!

By [(8.2.6)| this multiplication is obviously associative, bi-linear and graded commutative. Recall that
Lo(E,R) = Lo (E,R) := R. Hence the O-tensor fields and the O-forms are exactly the real-valued
functions on X. In this case we write f-w:= fAwand f-®:= f® ®.

8.3.2 The exterior derivative of 0-forms.
Recall that the derivative of a Cl-function f : X — R is a map f’ : X — L(R",R), hence can be
considered as a 1-tensor field or a 1-form denoted by df.

Consider in particular the function pr’ : R — R defined by z = (x!,...,2") — 2°. Being linear its

derivative is the constant function dpr* = (pr’)’ : = + pr’. For obvious historical reasons this 1-form

will be den((;‘;ed dr'. If f: X — R is a C'-function then df(z) = Y7 (5% f(z)) - dz’ or shorter
" .

df = i1 5o - da’.

Using that a basis of Ly ai(R™, R) is given by {det" " =prit AL Aprir iip < ... < ip} we see that

every p-form w on X can be written as w(z) = Zi1<_”<ip (W(x))dy,....i,dx* A ... Adx'r and if we set

Wiy,...ip (@) = (W(T))4,....i, We can express this shortly by

w= Z wilw,ipdx“/\.../\dxip.

i1<...<ip

The derivative of a p-tensor field ® : R” O X — L,(R™;R) which is C'! can be considered as mapping
o :R" DX — LR", L,(R™;R)) = L,y (R™;R). If @ is a p-form, i.e. ®(z) is in addition alternating
for all x € X, then we can not expect ®’ to be a p + 1-form, hence we modify the derivative to get the
so-called exterior derivative:

8.3.3 Definition. Exterior derivative.

The differential (or exterior derivative) dw of a differentiable p-form w is a (p + 1)-form defined by:
dw(z) := (p+1) alt(w’(z)), where & —  is the isomorphism L(E,L,(E,...,E;F)) 2 L,1(E,...,E;F).
Thus

dw(x) (Uo, UVly--- 7UP) = (p+1) alt7)0,7117~--7vp (w'(x) (UO)(Ulv e 7UP))7
where alty; 4, ,....v, 18 the alternator with respect to the variables vo,v1,...,v,. Using the notation
w'(x)(vo, V1, - -, vp) = w'(2)(vo)(v1, ..., vp) We can write this shorter as

dw(z) = (p+1) - alt(e (2))

dw=(p+1)-alto( )ouw'.
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Since w'(z)(vo)(v1,. .., vp) is already alternating in vy,..,v, this formula can be simplified as follows:

8.3.4 Lemma. Simplified formula for the exterior derivative.

P

dw(z)(vo, ... vp) = > (1)’ (@)(v:)(v0, - Vi 5., 0p),

i=0
1 . .
where ... means that the corresponding term is remouved.
This formula is one reason for the choice of the factor (p + 1) in the definition of dw.

Proof.

dw(z)(vo, -, vp) = By Z sg(0)w’ (2) (Ve (0)) (Vo (1) - - - » Vo (p))
p
= piz Z Sgn )(vo(l)w"»vo’(p))
=0 o(0)=1
p —
1 ~ i(, !
= sgn(6)(—1)"(w' (@) (Vi) (V3 (0)s - - -5 V(i) »- -+ Vs(p))
i=0 & (i)=i
p . [
=Y (=1 (@) (vi)(vo, -, iy, 0p).

Where for fixed ¢ we denote by & the unique permutation of {0,...,p} satisfying 6(j) = o(j + 1) for
j<i,d(i) =14, and 6(j) = o(j) for j > i, i.e. & = o om;, where
j+1 forj<i
mjr—> <0 for j =1
J for j >
with sign (—1)%. Thus sgn(5) = (—1)*sgn(c) and 5(i) = o(0). Note that o — & is a bijection between
permutations o of {0,...,p} with ¢(0) =i and permutations & of {0,...,p}, which keep ¢ fixed. O

Next we check how d and A fit together, so we search for some kind of Leibniz-rule.

8.3.5 Lemma. d as graded derivation.
d is a graded derivation, i.e.
dwAn)=dwAn+ (—=1)Pw A dn,

for every differentiable p-form w and q-form 1.
Proof. Obviously d is linear. By the generalized Leibniz rule [I8],6.1.13]
(w An)(z)(v) = w'(2)(v) An(z) + w(z) An'(z)(v)
=w'(z)(v) An(@) + (1) (2)(v) Aw(x)
= &b g (o (@) (0) @ ) + (~1)" (2)(0) B (@),

since (w,n) — w A n is bi-linear and graded commutative. Thus

—

(wAN) (z)(v,v1,...) = (wAn) (x)(v)(v,...)
= 0 alt (w’(w)(v) @ n(x) + (1P (z)(v) @ w(x)) (v1,...)

= @l att,,, (@ @) @)1, ) @)+ (1P @) ), ) - w(@)()
= e+t altm,___(oTI(I)(u,m,...) @) ) + (1PN () (v, 01, - ) -w(a:)(...))
= &l g, (w(2) @ 0(@) + (-1 (@) @ w(@) ) (0,01, )
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and hence
d(w A n)(x) = (prar) alt((w An)(z))
_ et t(w/f(;) @ () + (~1)P7 (@) © w(z))
— g (T x>+<—1>ma1t<17<?>>®w<m>)
_ <P;<Iq+,1)' t(pll x)+(—1)”qqi1dn(x)®w(w)>
= dw(z) An(z) + (=1)Pdn(z) A w(z)
= dw(z) An(z) + (=1)P ( 1)@t Py () A dip(z)
= dw(z) An(z) + (1) w(z) Adn(z). O
8.3.6 Lemma.

d*> =0, i.e. d(dw) =0 for all p-forms w, which are C?.

The idea behind this result and its proof is, that w”(z) is symmetric and d?w is obtained from making
w”(x) skew-symmetric in all its entries.

1°! Proof.

(dw)’ () (u, v,w1, . .., wy) = (dw)'(x)(u) (v, w1, ..., wp)

= (p+1) alt((w')(x)(w)) (v, w1, ..., wp)
= (p+1) altyw,,...w, (w”(x)(u, v)(wy, ... ,wp)),

since (W) (@)(@) (0, w1+, wp) = (&) (2) (W) (0) (w1, .. w,) = () (t,0) (w1, ..., w5).

Thus

(al2w)(a:)(u7 VW, Wp) = (p+2) At v .. w, (W) (2) (u, v, w1, L wp))
= (p+2) alby,vwy,.w, (041 alty w . w, (W (@) (u,0) (w1, ... wp)))
(P+2)(P+1) altu VWY yenny wp (w”(x) (U, U)(wla ey wp))v
which is zero by the property of the kernel, since w”(x)(u, v) is symmetric. O
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274 Proof.

d2w(x) (v, V1, -+, Vps1)

dw(z +tv;)(vo, -+, ViyevnyUpt1)

i—1
(Z(_l)jwl($+tvi)(1)j)(vo7..., Vjoyouey Ui 7...71)p+1)+
0 =0

t,_
p+1
+ Z Yt ’x—i—tvz)(v])(vm...,vi,...,vj,...wp“))
j=i+1
p+1i—1
*ZZ 1) W (2) (0, 05) (V05 + + oy Vj yeeey Viyenns Uprn)+
=0 j=0
p+1 p+1

L [ /i
+Z Z (=) " (@) (04, V) (V0 « + oy Viyeeey VjyennyUpi)

i=0 j=i+1

p+1j—1

—ZZ D) 0" () (03, 05) (V0y -+« s Vi yevvs Vfyenns Upt1)

j=11i=0
p+14i—1

—ZZ ”]w )(vi,vj)(vo,...,vj,...,vi,...,vp+1)+

=1 j=0
p+1i—1

=SS L W (@) (07,03) (00, Vg ey iy vprn) = 0. O

1=1 5=0

8.3.7 The coordinate expression for dw.
For w = Z¢1<...<ip Wiy,...ipdx™ AL A dx' we can calculate dw as follows:

d(dz™ A - A dz'*) &P 2 A (da? A Ada) + (=) de® A d(de® A - A dai) = 0

=0 -0
dw = d( S widat AL Adxip)
11 <...<ip
(83.5) . ‘ ‘
Z d(Wiy,...i,) NdT" AL dz'r + Z Wiy,....ip A(dz"™ N A dx'P)
i1<...<ip i1<.. <1p

=0

Ow; .
m Z Z wl” cdx® Adx AL A dat 40

11<...<1p k=1
ow -

e Jlsend j
E E TT’ deO A dep,
€T

Go <. <jp 1=0

where {il < ... < ip;]{?} = {]0 < .0 < ip} and 5; = k, i.e. jo = 1,...,J1-1 = W, 1 = k,jk+1 =
il+1a"'7jp:ip'

This coordinate-formula for dw can be utilized to give a second proof of the properties of d, see [9]
1985, Satz 212.2 und 212.3].

Since we have to use substitution for integrals, we need a formula how differential forms transform:
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8.3.8 Definition. Pullback of tensors.

Let f:R" 2 X — R™ be a C'-map, and let ® be a p-tensor field on f(X), then the pullback f*(®)
of ® along f is the p-tensor field defined by f*(®)(z)(v1,...,vp) = O(f(x))(f'(z) - v1,..., f'(x) - vp).
If @ is a p-form then so is f*(®). In particular, for O-forms Q we have f*(Q) = Qo f as in [I8] [5.4.10].
Compatibility with products is given by:

8.3.9 Lemma. Algebraic properties of pull-back.
f* is an algebra-homomorphism and commutes with alt,, i.e. f* is linear,

frlwonn) =fwnfn, rep.  [f(OR¥)=[fPe [V,

and f*(alt o®@) = alt o f*(®).

Proof. Obviously f* is linear.
fflw®n) = ffw® fn, since

flwan) (@) (v, ... ,vpwi,...,wg) = (W) (fz)(f'z-vi,..., [l vy flo-w,..., flz w,)
= (w(fz)@n(fo)(f'z-vi,..., flo-vp; flo-wi, ..., flo-w,)
w(fe)(flz-vr,..., flo-vp) -n(fz)(f'e-wr,..., fle-wy)
P ) )
“(W)(z) @
)

= (f"(w)(x) @ f*(n)(x))(v1,y- .., 0p;Ww1, ..., W4)

f(
= (W) @ f () (@)(v1, ..., vp3wa, ... wyg)
f*(alto®@) = alt o f*(®), i.e. f* oalt, = alt, of*, since

(f*(alt o®))(z)(v1,. .., vp) = (alt o®))(fx)(f'x - vi,..., flx-v,) = alt(®(fx))(f'z-vi,..., [z vp)
ngno (fx)oo®)(f'w-v1,..., flw-vp)

= ngno ®)(2)) (0" (v1, .-, vp)) = Alt(f7 (@) (z) (1, - ., vp)).

Hence

FrwAn) = (22 alto(w @ n)) = L9 altof*(w @ 1)

pll

:(p+q') alto(f*w ® f*n) = ffw A f*n. O]

Compatibility with the exterior derivative is given by:

8.3.10 Lemma.
d and f* commute, i.e. d(f*w) = f*(dw) for every C?-function f. Furthermore f* o g* = (go f)*.
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Proof.

L (d(f*w) - f*(dw)) —alto() o (f*w) — f*(alt o/\) ow')

—alto( Yo (ffw) f((/,\)o ))—O since
(O () = £ 0w @)vo,.v5) =

= (frw) (@) (o, .. vp) — £ () o w) (@) (o, - .., vp)
= (f*w)(@)(v ><v1, ceevp) = (O 0 ) @) (@)vo, .. [ (@)p)
)

=W (f (@) (f (@)vo) (f (@)vr, ..., f'(z)vp)
= (wo f) (@)(vo)(f (@)1, - .., f'(x)vp)

— (wo ) (@)(vo)(f'(@)v1, .., f'(@)vp)
= Zw(f(x))(f/('r))(f,(m)vla EERE) f”(m)(vo,vi), ) f/(ZC)Up),

where the i-th summand is symmetric in (vg,v;) and hence lies in the kernel of alt.

Remains to show that f*og* = (go f)*. But this follows immediately from the chain-rule (go f)'(z) =

g'(f(@)) o f'(x):

(go ) (@) (@) (v1, ... vp) = B((g 0 £)(@)((g 0 £) (2)(v1),-.-, (g0 f) (2)(vp))
= 2(g(f(@))(g'(f (@) [ (@) (v1), ... g (f () f'(z)(vp))
=g (@) (f@N(f' @) (v1), ..., [(@)(vp)) = [ (g7 (@) (@) (ve, - -, vp). O

8.3.11 Coordinate expression for f*(w).
Let f=(f'...,f") :R™ - R" be C! and w := El§i1<..‘<ip§nwi1
on the image f(X). Then we have

.....

Z-pdyi1 A...Ady' be a p-Form

P =130 Wiy A A

S P @iiy) PG AL A ().

11<...<ip

Using that for a function g : f(X) — R we have f*(g) = g o f, and thus f*(dg) = d(f*g) = d(go f)
for g is C! by So we obtain further:

frw = ST @ireiy o ) A AN df

This deduction does not make use of the full strength of lemma |(8.3.10)} one only needs the formula
f*(dy*) = df*. This coordinate formula for f*(w) can be utilized to give a second proof for |(8.3.10
see [9, 1985, Satz 212.5 4+ 212.6].
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If m = p we can proceed as follows:

8.3.12 Corollary. Pull-back of p-Forms to RP.
Let f=(f',...,fP):R? D X — RP be a Ct-mapping. Then we have

% .1 Y 1 D __ a(fl’,fp) 1 D
ffldy> N ANdy? ) =df N ANdfP =det| =—————= ) dx" A...Ndx
o(xt, ... ap)
More geﬂemlly, for any C*-function f : R? O X — R™ and arbitrary p-form w = Zi1<___<ip Wiy, ... ip dy™ A
-« Ndy' we have
* * a(f“aaflp) 1
[Hw) = ( Z _ f (wu,...,ip)d(ft<w dz” A... Ada?
11 <...<ip
Proof. The first statement follows immediately from |(8.2.12) together with df? = ; g£ ; da? .
The second more general statement is a consequence of
* 7 7 _ 8(fi17""fip) 1 y4

which in turn follows in the same way as the first one. O

8.3.13 Bemerkung. Rechtfertigung der Memotechnik betreffend Differentiale.

Im 1-dimensionalen haben wir bei mehreren Gelegenheiten mit Z—Z wie mit einem Bruch gerechnet.
Wir wollen die damalige Memotechniken nun exakt machen. Offensichtlich sind dx und dy als (exakte)
1-Formen R — L(R,R) = R zu interpretieren, wobei wir die Koordinate auf R einmal als z und einmal
als y bezeichnen. Zwischen diesen beiden Koordinaten bestehe der Zusammenhang y = h(z), also
eigentlich sind x und y die Koordinaten auf zwei verschiedenen Kopien von R und h : R — R eine
differenzierbare Abbildung zwischen diesen Kopien, s.d. folgendes Diagramm kommutiert:

Um nun die beiden 1-Formen dy und dz zueinander in Beziehung zu setzen miissen wir dy auf die
Kopie von R auf welcher dz lebt zuriickziehen, d.h. h*(dy) = d(h*y) = dh betrachten, siehe
und Nach [18] 6.5.3] ist dh = &' - dz und da dz nirgends verschwindet und Werte im Koérper
L(R,R) = R hat, ist

dy h*(dy) W (z)dx ,

—(z) = = = h'(x).

77 (%) @) Iy (x)

Nun zu den Situationen wo wir diese Quotientenschreibweise verwendet haben:

o Die Kettenregel:
dz dz dy
de dy dx
Hier ist offensichtlich von 3 Kopien von R mit Koordinaten z, y und 2z die Rede, wobei diese
via z = k(y) und y = h(x) zusammenhéngen sollen. Um die auftretenden Differentialformen in
Beziehung zu setzen, miissen wir sie also auf die zu x gehérende Kopie von R zuriickziehen und
erhalten

(Z . ;iy) — (k*(dz)) W(dy) _ (R (d2) Bi(dy) _ d(koh) dh
Y T

dy de— h*(dy) dx dh  dz
_d(koh) (koh)*(dz)  dz
 dx dz U de’
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e Die Substitutionsformel:
dy h(b) b dy
/fdy = /f —~dz oder genauer / fly)dy = / f(h(x)) ==(z) dx.
dx h(a) o dx

Interpretation als 1-Formen liefert:

(5 ) ) B () e () ) = (Foh) ) (dy) (@) = () db() o = F(h(a)) O )
T T ’ ’
und somit

h(b) b B b dh
L, fa= [ g = [ ree) Gea

e Separation der Variablen:
L
fy)

Interpretation mittels 1-Formen liefert:

dy:g(x)dx;»/idyzfg(x)dm.

% _ fy)g(x) = @)

de

h;iy (@) = ' (z) = (h*(f) 9) () = h(f(@)) g()

é% dh(z) = g(z) dx

o) g v .
:>/h(a) @dy:/a Wdh(m)=/a g(x) de.

8.4 Integration von Differentialformen

8.4.1 Definition. Integration von p-Formen iiber parametrisierte p-Flichen.
Fiir eine stetige p-Form w = wy..p du' A --- A duP auf einer kompakten J-mefbaren Menge K C RP

definieren wir
/ w = / Wi,..p dut Ao AduP = / w1, p(w) d(u',... uP).
K K K

Unter einer parametrisierten p-Fliche im R™ verstehen wir eine Teilmenge S C R"™ zusammen mit
einer surjektiven C'-Abbildung ® : R? D K — S C R™ auf einer kompakten J-mefibaren Menge K.
Fiir eine stetige p-Form w auf S definieren wir

Es ist
O (@) (W) (v, - vp) = w(@(w) (@ (W) (1), .., @' () (vy))
Da ®*(w) eine p-Form am RP, also von der Form p - du' A --- A duP ist, erhalten wir
(p-dut A+ AduP)(eq,...,ep) = plu) -det P(el, ... eP) = p(u),
also ist

P (w)(u) = w(P(u)) ((I’/(u)(el)7 e @'(u)(ep)) dut A AduP = w(®(u))(01®(u), . .., 0p®(u)) duA- - -AduP
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und somit ist

/ w= / w(®(w))(01®(uw),...,0,2(u)) du.
P K

Die zugehorigen Riemann-Summen haben als Summanden die Differentialform w an Bildern & von
Zwischenstellen u; € J angewandt auf die partiellen Ableitungen 9;®(u ;) multipliziert mit den Vol-
umen |J|, also das mittels w(®(u,s)) gemessene p-dimensionale Volumen des Bildes von J unter der
linearen Approximation ®'(u ;) von ®. Falls w = wih,,,,ipdxil A -+~ Adztr ist, so ist somit

i< <ip
/ / m Z / ) det & dul Ao A duP
i1 <o <ip a( up)
a(cpil,...,qﬂp) L
'L1<§:<z / ( a(u17"'5up) ) d(u 7"‘7u)

Diese Definition stimmt fiir p = 1 mit jener aus [I8]|6.5.6] von Kurvenintegrale von 1-Formen iiberein.
In der Tat, fir p=1 und K := [a,b] ist @ : K — R" eine C'-Kurve und w = Y, w;dz’ eine 1-Form
auf ®(K). Nach|(8.3.9) und |(8.3.10)| ist

w) :iwioq)-diﬂ
i=1

Jo=[ o= [ iwm@d@i: / biwi@(f))(@i)’(t)dt,

die Definition aus [I8] 6.5.6] des Kurvenintegrals.

Fiir p = 2 und n = 3 stimmt die Definition mit jener fiir 2-Formen aus iiberein, denn dann ist
¢ = (¢!, 0% ®3) : K — R? eine Fliche im R und w = a dy Adz +b dz Adz + c dz A dy eine allgemeine

2-Form. Nach [(8.3.12)| ist

*(w) = (a 0 ® - det(JL) +ho® - det(2L) + co®- det(ggjj’g;)) du A dv,

und somit

und somit

o

= / (a 0 ® - det(5LH) +bo @ - det(529) + co® - det, (524 )) d(u,v)
. :

(u,0) 9(u,v)

die Definition aus [I8] 6.5.6] des Integrals des Vektorfelds f = (a, b, c) iiber eine Fliche im R3.

8.4.2 Proposition. Reparametrisierungsinvarianz des Integrals.
Es sei ®:RP O K — S C R" eine C'-Parametrisierung der p-Fliche S und g : RP O K’ — K C RP
eine surjektive Substitutionsfunktion. Dann ist fiir jede stetige p-Form w auf S':

/ = smn(det(y') I

Beachte dabei, dafl « — sgn(det(¢’(x))) fiir eine Substitutionsfunktion (bis auf eine Nullmenge) als
konstant vorausgesetzt werden kann, und wir fiir diese Konstante etwas miBbriauchlich sgn(det(g’))
schreiben.
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Beweis. Es sei g : (v1,...,0P) = (ul,... ,uP) und ®*(w) =: fdu' A--- A duP. Dann ist

/ n/ -/ >:/ g (fdut A+ A duP)
Pog ! '
1 P
BB [ () der (Z‘M) Aot Ao A do?

(vl,...,vP)
= sgn(det(g / flg(v))|det(g'(v)| dv sgn(det ¢') / f(u)du
9(K")

fdu' A---AduP = sgn(det(g’)) / d*(w)
K

— sgn(det(s’)) |

g(K’)

sgn(det(g')) [pw. O

Definition. Integration von p-Formen iiber orientierte p-Flichen.

Fiir orientierte p-Flichen S C R™ (genauer fiir Aquivalenzklassen von parametrisierten p-Flichen
®:RP O K — S C R” bzgl. Reparametrisierung via Substitutionsfunktionen g mit det(g'(z)) > 0)
und p-Formen w auf S kénnen wir somit folgendes Integral definieren:

ok

8.4.3 Transformationssatz.

Es sei S C R™ eine p-Fliche mit C'-Parametrisierung ® : RP O K — S C R™, weiters T : R* D S —
R™ eine C1-Abbildung und w eine stetige p-Form auf der p-Fliche T(S), welche durch T o ® : RP D
K — S — 5" CR™ parametrisiert wird. Dann ist

/T(S) “o /s )

Beweis.

Loe=f B [ aeor@ER [ ewwED [ re- [re. o

8.5 Ketten

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Integrationsbereiche hinreichend handhabbaren Rand haben.
Es giibe da durchaus verschiedene brauchbare Ansitze (berandete Mannigfaltigkeiten, Quader, ...),
wir entscheiden uns fiir den Folgenden.

8.5.1 Definition. Simplex.
Der von {ao,...,a,} € R" erzeugte p-SIMPLEX (oder Hyper-Tetraeder) ist die konvexe Hiille

(ao, - .. ap {Zta,.Zt_1t0>o tpzo}.

Beachte, daB Y%_ t;a; = ag + >.5_, t;(a; — ap) ein Punkt in dem affinen p-dimensionalen Teilraum
durch ap mit Richtungsvektoren a; — ao,...,a, — ao ist. Falls also {a; —ap : ¢ = 1,...,p} linear
unabhéngig ist (d.h. (ao,...,ap) nicht in einer affinen Ebene der Dimension < p liegt), so sind die ¢;
eindeutig bestimmt.
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Der standard p-Simplex sei A, := (e, ..., e,y C RPTL

Fiir jeden p-Simplex (ay,...,a,) existiert genau eine lineare surjektive Abbildung RP*1 O A, —
(ag,...,ap) € R, mit e; — a; fiir 0 < i < p. Diese ist durch ) . t;e; — >, tia; gegeben. Es geniigt
also fiir die Integration den Standard-Simplex zu behandeln.

Unter der i-ten Seite von (ao, . .., a,) verstehen wir den p — 1-Simplex
1
<a07 sy @i—15 Af 5 Qg -y ap>'

Fiir die Integration benétigen wir eine Orientierung auf den Simplizes, d.h. eine fixe Auswahl der
Reihenfolge der Ecken. Zwei Anordnungen sollen dabei gleich-orientiert heiflen, wenn sie durch eine
gerade Permutation (d.h. mit positives Signum) auseinander hervorgehen.

Unter einem SINGULAREN p-SIMPLEX in einer Menge X C R" verstehen wir eine C?-Abbildung ¢ :
A, — X. Die Eigenschaft C? ist deshalb vorausgesetzt, damit ¢*(w) C? ist fiir jede C'-Form w.

Die i-te Seite (d.h. der i-ten Ecke gegeniiberliegende Seite) des standard p-Simplex ist der p— 1-Simplex

/i
(e1,...,€i—1, € ,€i11,...,€p). Sie kann mittels

e Ay = (€0, sep 1) = (€0yenrs €iserirey) C (€05 sep) = A,

N €e; fir j <4
e
’ ej+1 andernfalls

R? 3 (u®, ..., uP™ ) = (WO, w7 0,4t .. uPT ) € RPH

durch den standard p — 1-Simplex parametrisiert werden.

Entsprechend ist die i-te SEITE eines singuldren p-Simplex ¢ : A, — X der singulére p — 1-Simplex
poet i Ay — X.

Der Rand eines singulédren Simplex ist also eine Vereinigung von singuldren Simplizes, die wir allerdings
noch richtig orientieren sollten, denn z.B. besteht der Rand von {(ag, a1, a2) aus: (a1, as), {ag,az) (falsch
orientiert) und (ag, a1). Fiir den Rand bendtigen wir den Begriff der SINGULAREN KETTE: Mit C),(X)
bezeichnen wir die freie Abel’sche Gruppe mit der Menge S, aller singuldren p-Simplizes als Erzeuger,
d.h. die Menge aller formalen endlichen Linearkombination Zz Ai - ; mit Koeffizienten \; € Z oder
genauer aller Abbildungen A : S, — Z die fast iiberall den Wert 0 haben (so eine Abbildung schreiben

wir auch als 3 - s A(g) - ¢, oder, wenn {p1,...,om} = {¢ : A(¢) # 0} und A; := A(g;), auch als
> i Ai i). Also ist

n
Cp(X) = {Z Aiwi :m € N)\; € Z, p; ist singulérer p—Simplex}

i=1
= {)\ :Sp = Z, AM(p) = 0 bis auf endlich viele ¢ € Sp}.
Die Elemente von C),(X) heiflen SINGULARE p-KETTEN. Solche Ketten kénnen wir addieren, mit Zahlen

aus Z multiplizieren, und somit auch subtrahieren. Dem entspricht gerade die formale Addition, skalar-
Multiplikation und Subtraktion der formalen endlichen Summen.

Fiir einen singuldren p-Simplex ¢ : A, — X ist der Rand als

dp =3 (~1)i(poct) € Cpi(X)

=0

definiert, und fiir eine singulére p-Kette >, Ajp; als

3(2 Aj%‘) = ZAja(Wj) € Cpa(X).
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Analog zu d?w = 0 fiir p-Formen w gilt nur das folgende in dieser Vorlesung nicht benétigte

Lemma.
0% = 0 fiir alle p-Ketten .

Beweis. O.B.d.A. sei ¢ : A, = X ein singuldrer Simplex. Dann ist

P P p—1
% =03 (~1)poe’) =3 (-1 Y (-1 pocoed
i=0 i=0 §=0
P P
=Y Y (U Heco 3 D (1) Hpoct oo
=0 0<5<1 1=011<j<p
P P
:Z (—1)i+j<pogiogj+z Z ( 1)z+k lgpoglogk 1
i=0 0<j<i i=0 i<k=j+1<p
= (~)Hpociocd = 3 (~1ptipocioci!
0<j<i<p 0<j<i<p
=0,

daclogl =¢logi~! fiir i > j. In der Tat

]

(€0, ..., €ep—2) —Ej>-<eo,..., €,y ep_1) ——>(€0,...,€p_1)
- A -
 — o~ [l [

<6Oa ; €i—1 '76p—1> I <603 ; €5, y €0y 7ep> c— <603 ; €4y 7ep>

(€0, ... ep1) — > (€0,..., € ,...,€p) > (€0,...,€p)

oder expliziter

j ek fir k < j
e’ (ex) == .
ep+1 furj <k

ek firk<j<i,iek+1<j5<i
el (er)) = eppr fiir j<k, k+1<i, ie j<k+1<i
epro furj<k i<k+lie j<i<k+1

61 ey) 1= ek firk<i—1
epr1 furi—1<k
e

k firk<j<i—1,ie k+1<j<i

epr1 furj<k<i—1le j<k+1<i

epr1 furi—1<k k+1<j iei<k+1<j
epro furi—1<k, j<k+4+1 iej<i<k+1 O

el (ex)) =

8.5.2 Bemerkung. Homologie.
In der algebraischen Topologie (siehe [25]) verwendet man die Identitéit 9> = 0 dazu das Vorhandensein
von Lochern in Rdumen X aufzuspiiren. Dazu nennt man eine Kette ¢ geschlossen, falls dp = 0 ist,
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und man nennt sie exakt, falls eine p + 1-Kette v existiert mit 9y = ¢. Vergleiche dies mit den
entsprechenden Bedingungen fiir 1-Formen. Die Menge der geschlossenen p-Ketten ist somit ker(9 :
Cp(X) = Cp_1(X)) und das Bild Bild(9 : Cpy1(X) — Cp(X)) ist darin enthalten. Beides sind
Abel’sche Untergruppen (Z-lineare Teilrdiume) und somit kénnen wir den Quotienten

Hy(X;7) = ker(d : Cp(X) = Cp_1(X))/Bild(d : Cpi1(X) — Cp(X))

betrachten. Dies ist die sogenannte p-te Homologiegruppe des Raumes X. Wenn man dabei nur
gewoOhnliche Simplizes betrachtet, d.h. Rdumen X, die trianguliert werden kénnen, d.h. eine Zer-
legung in (offene) Simplizes zulassen, behandelt, sogenannte Simplizialkomplexe, so spricht man von
der simplizialen Homologie. Falls man singulére Simplizes (die zumeist nur stetig vorausgesetzt sind)
behandelt, so spricht man von SINGULARER HOMOLOGIE. Der Rand X := J¢ eines Simplex ¢ ist
insbesonders geschlossen, aber nicht exakt in X, denn der Simplex ¢, dessen Rand er ja ist, gehort
nicht zu X. Es ist somit H,(X) = Z # {0}, und das kodiert die Tatsache, dafl X ein Loch einschliefit.

Wenn man das gleiche Spiel mit C'°°-Differentialformen w auf X treibt, so erhélt man den Vektorraum
HP(X;R) :=ker(9: QP(X) — QPTH(X))/Bild(9 : QP~1(X) — QP (X)),

wobei (X)) die Menge der p-Formen auf X bezeichnet die C* sind. Dieser Vektorraum heifit nun
p-te (de Rham) Kohomologie von X und seine Dimension ist die p-te Betti-Zahl by (X) von X. Falls

alle Betti-Zahlen endlich sind (z.B. wenn X kompakt ist), so nennt man deren alternierende Summe

Zi:r%(x)(—l)kbk (X) =: x(X) Euler-Charakteristik von X. Fiir triangulierte Rdume kann man diese

auch durch die alternierende Summe der entsprechenden Anzahlen von p-Simplizes die in der Trian-
gulierung verwendet wurden berechnen. Fiir 2-dimensionale kompakte zusammenhéingende Mannig-
faltigkeiten ist das Geschlecht g durch x(X) = 2 — 2g im orientierbaren Fall und durch x(X)=2—g¢
im nicht orientierbaren Fall gegeben, wobei das Geschlecht die Anzahl der Zylinder bzw. Mébiusbédnder
angibt die man an eine Sphére kleben mufl um die Mannigfaltigkeit bis auf Homéomorphie zu erhalten.

8.6 Integration iiber Ketten

8.6.1 Definition. Integration von p-Formen iiber p-Simplizes.
Wir wollen iiber singulidre p-Ketten integrieren, und dafiir ben6tigen wir Parametrisierungen der Sim-
plizes als p-Flichen. Es sei

(ul, ..., uP) (leui,ul,...,up)

die standard-Parametrisierung von A, d.h. ®,(0) := ep und ®,(e;) := e;. Der Parameterbereich ist
dabei K, := (0,e1,...,ep) C RP.
Fiir eine stetige p-Form w auf einem singuldren p-Simplex ¢ : A, — X ist dann
[
® pody Ky
und fiir eine singulire p-Kette >, A'¢; in X und eine stetige p-Form auf X ist

= A\ .
JSEE Ry

i i

8.6.2 Proposition. Orientierungsabhingigkeit des Integrals.
Es sei w eine stetige p-Form auf einem p-Simplex (aq, ... ,a,) und 7 eine Permutation von {0, ..., p}.

Dann ist i
/ w= sgn(T)/ w.
(@r(0)ses@r(p)) (a0 rap)
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Beweis. Es sei ¢ : A := (eg,...,ep) = (ao,...,a,) die eindeutig bestimmte lineare Abbildung, die
e; auf a; abbildet fiir alle 4 und ¢, : A, — (ar(),.--,0r(p)) jene, die e; auf a,, abbildet. Dann ist
or = @o (r71)* bzw. ¢ = p, o 7*, wobei 7* : RPT! — RPT! jene lineare Abbildung, welche die
Koordinaten entsprechend 7 vertauscht, d.h. 7*(z', ..., 2?) := (™M ..., 27®)) bzw. T(er@)) = €

erfiillt. Somit ist
/ w = / P w :/ (T")*prw
(ag,...,ap) A A

P P

/ w::/ Yrw.
(@r(0),-0r(p)) A

P

Um die Integrale auszurechnen, miissen wir die Integranden mittels ®, auf K, zuriickziehen. Sei dazu
7* die eindeutig bestimmte affine Abbildung, die die Ecken von K, entsprechend vertauscht, d.h.
folgendes Diagramm kommutativ macht:

KP o~ AP <a07 7ap> CR"
v o, ‘P
Kp = Ap <CL.,.(0)7 PN ,aT(p)> g R™

Dann ist

[ e [ o= [ aperew= [ @y
(ag,...,ap) Ap K, K,
Jorwa® =

(@r(0)se-1@r(p)) A

g = [ @
P P
Es ist ®pfw = fdu' A--- AduP mit einer Funktion f, und (7*)*(®spiw) = fo(7*) det(7*) du' A---A
du? nach|(8.3.12)] Es geniigt wegen der Substitutionsformel also zu zeigen, daf} die Determinante
des linearen Anteils von 7* gerade sgn(r) ist.

Falls 7 eine Permutation von {1,...,p} ist, die 0 fixhélt, so ist 7* die lineare Abbildung des R?, welche
die entsprechenden Koordinaten vertauscht

[0l

KP = <0767'(1)7' . -aeT(p)> —> <6076‘r(1)7' .- 767'(p)> = AP
i § i
K,=1(0,e1,...,ep) ——> (eg,€1,...,6p) = A

Diese hat somit Determinante sgn(7). In der Tat, 7*(e,(;)) = e;, also steht in der 7(i)-ten Spalte der
Matrixdarstellung von 7* der i-te Einheitsvektor, d.h. die Spalten von 7* sind jene der Einheitsmatix
aber mit 7 vertauscht und somit ist det(7*) = sgn(7) det(id) = sgn(7).

Jede andere Permutation kénnen wir als Zusammensetzung von Transpositionen (0,7) und solchen die
0 festhalten schreiben. Weiters ist (0,7) = (0,1)(1,4)(0,1), also geniigt es 7 = (0,1) zu betrachten.
Dann vertauscht 7* gerade die Ecke 0 mit e; und hélt die anderen fix.

[l

K,=1{(0,e1,e2,...,¢p) *p><607€1,62,...,6p> =A,
‘T'*\L T*\L
¢P
K, ={(e1,0,eq,...,ep) — (e1,€q,€2,...,6p) = A,
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Der lineare Anteil (7*)' = 7*—7(0) ist also durch e; — 0—ey, e, — e —e; gegeben, d.h. in Koordinaten

(ut,...,u*) = (=3, vt u?, ..., uF) mit Determinante
-1 -1 ... -1
0 1
det | . . = —1=sgn(7)
0 1
und es ist 7F(ul, ... uP) = (1= >, u u?, .. uP). O

8.7 Der Satz von Stokes iiber p-Ketten

8.7.1 Definition. Parametrisierung der Seiten.
Die Parametrisierung €' : K,_1 — K, der i-ten Seite von K, ist durch folgendes Diagramm gegeben:

P,

K, :=(0,e1,...,ep) ———{eg,e1,...,ep) = A,
[ [
<07€17 5 ej ) "7ep> <60a 3 ej 5 aep>
A
& =
By q
Kp,1 = <O7 €1y, ep,1> —— <€0, ceey ep,1> = Ap,1
d.h. &° ist die eindeutig bestimmte affine Abbildung mit
00— e
g%, e; — e fiurl <i<p,
(N N N C D S TUR TEE Ty
und fiir j > 0 ist &/ die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit
0—0
_ e;—e; firl <i<y,
3
€; > €i41 fir j <i<p,
(ul, . uP ™Y e (uh T 0,0, L uP L.

8.7.2 Lemma. Integralformel von Stokes fiir Standard-Parameterbereich.
Es sei w eine stetig differenzierbare p — 1-Form auf K,. Dann ist

I

duo = /% o= Y1y / wi= ;HV / @) w.
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Beweis. Es sei vorerst w = w; du® A - - - A duP mit einer C'-Funktion w; : K — R. Dann ist

dw—(Z%du)/\du2A~--/\dup=%dul/\~-~/\du”+0+-~-+0

oul
awl P 1 P
/de—/ 8u1 ul, o uP)d(ut, L uP)

1-325 L
=/ [ D10y (e, )

oul
M/ (wl(l—Zuj,uz,...,up)—wl(O,UZ,...,u”))d(uQ,...,u”)
Kp—1 J>1
:/ (wr( =307 0t o) = (0,01 o)) A e
Kp—1 >0
und ebenso
P , P
w=Y 0 [o=Y [ @
/6K,, ]z::() gi ]ZZ; Ky, 1
P 2
E3.17) ; 1 1 o(u?,... ) 1
(07 [ @) des o)
jzz:o Ky 8(1}17 , vP 1)
:/ wl(l—Zvi,vl, P d(t, L P
Kp—1 i>0
P
—/ w1 (0,01, .. 0P d(vt, L oP 1)—1—20,
Kp_1 =

Fiir w = w; du A+ Adu'"t AduiTt A -+ AduP und die Permutation o = (1,2, ...,i) die i an die 1-te
Stelle verschiebt mit sgn(o) = (—1)*~1, ist

(0")* (w) = (wioo™)d(o*) ut A~ Ad(a™)*u' "t Ad(a*) u™ T A Ad(o*)FuP
= (wioo®)du’® A AduD A duCFD A A dueP)
= (wi0o ™) du® A+ Adu* AduTE A A duP,

denn (o*)*(pr’) = prf oo* = pr’® da

(prfoo®)(ut, ..., uP) = pri(u’®, . . u'®) = u7@ = pre@ (! L uP).
Somit ist
i) [ B | o [ty
e | aR® =;<—1>J /. @rere
—é(—l)ﬂ / X ol*(e)eﬁ ) (w) 2 é(—l)ﬂ / erEre)
15 1) ook
o ML M CEN®
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s Z(_]_)Uil(j) SgH(O’) / (gg—l(j))*(w)

Kp_1
o [ =smie) [ L

dabei ist o; wie folgt definiert: Es bildet o* die j-te Ecke von K, auf die k := 0~ (j)-te Ecke ab, also
induziert o* eine Permutation o; der Ecken von Kj,_; vermoge

o
RP > Kp = Ky € RP
A = A
v A
[ o* [
(Greop) 0,1, €5 ,.,ep) ——>(0€1,.., €y €p) (ky.esp)”
&l gk
75
R <—— K, >Kp,1C—>RP

Fiir j = 0 ist k= 0 und 0¢ = (0,...,i — 1) mit sgn(og) = (—1)*"! = sgn(o), denn

*

o
<07€17€2,...,6i,€i+1,...,€p> - <anivela'"7ei717ei+15"'7ep>
j\ o j\
(e1,€2,.. . €is€iq1,. .. €p) ——>(€i,€1,...,€i-1,€i41,-. ., €p)
EOT EOT
*
%0
<0,€1,...,6i717€i,...,€p,1> - <ei71707‘~~7ei727€i7~~'76p71>

Und fiir j >0und k:=0"!(j)ist 0; = (j,j+1,...,p) toco(k,k+1,...,p), denn & : RP~1 — RP
konnen wir als Einschrankung von (j,j+1,...,p)* auf RP~! € RP~! x R = R? auffassen und analog fiir
g%, In der Tat liBt €/ gerade die j-te Ecke im Bild aus, und wenn wir den Definitionsbereich um eine
Dimension mit R - e, erweitern, und gerade die Ecke e, auf e; abbilden, so ist diese lineare Abbildung

von der Permutation (4,7 +1,...,p) ! induziert. Also ist

otoed =0 o ((j,j4+1,...,p) N¥|re-1 = (5,7 +1,...,0) L o0) |gr
=(gjo(kk+1,....,p) D lro-1 = ((k,k+1,...,p) ") |mp-1 0 o = ek 0a;.

Fiir das Vorzeichen erhalten wir somit (—1)P~7 sgn(o;) = sgn(o) (—1)P~*, d.h.

(—1)7 @ sgn(o) = (~1)7 sgn(o;).

8.7.3 Satz von Stokes fiir Ketten.
Es sei ¢ eine p-Kette in X C R™ welche C? ist, und w eine p — 1-Form auf X welche C' ist. Dann ist

/dw:/ w.
¥ O
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Beweis. Esist ¢ = >, A\ @; und p = >, A; O¢p;. Wegen ist

/ dw = / (p; 0 ®p)*dw / d((p; 0 ®p)*w)
Pi K Kp

p

/81( (pi0®p) w:= Z(_l ’ /K (&) (i 0 Bp)*w

i p-1

~—

=S [ omeeyw BB 1 [ (pioeton, e

p—1 j Kp_1

:;(_1)3' /ww_w = /Mw.

Folglich ist

/dw:Z)\i/ dw:ZAi/ w:/ w O
® i ®i i Oy Oy

8.8 Spezialfille des Satzes von Stokes

8.8.1 Im R2.

Die Formen am R? kénnen wie folgt beschreiben werden:
0-Formen = Fkt
1-Formen 2= VF, pder+qdy <+~ f=(pq)
2-Formen = Fkt, fdxAdy <« f

Das Hackprodukt sieht folgendermaflen aus:

0-Formen x k-Formen —— k-Formen 1-Formen x 1-Formen —— 2-Formen
2 2 2 2
Fkt x {Fkt - {Fkt VE x VF —— 9" Pkt
VF VF

In der Tat ist
(adr+ Bdy) A (ydx +ddy) = ay de Ade+adde ANdy+ B~y dyANdx +58 dy Ady
\:/0—/ —— ——

=—dzAdy =0
= (ad —B7) dx Ndy.

Die duflere Ableitung ist
0

T

0-Formen —— 1-Formen — 2-Formen

l t

Fkt — 2 S VPt Pt

Ot id

Fkt — 220 S yp—— 9 pit
A
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wobei A fiir den Laplace-Operator steht. In der Tat ist

0 0 0 0
d(pdx + qdy) = dp A dx + pd*z +dg A dy + qd*y = —pdm+£dy Adz + —qdm—l-—qdy Ady
N~ N~ Ox Ox

dy Ay
0 0 0 Op
=0+£ dy N dw—i—i de N dy+0= A dy = rot(p, q) dz A dy
Y ~—~— Oz or Oy
—dzAdy
und 5 5
rot((p, q)*) = rot(—q,p) = 872 - (a_yq) = div(p, q).
8.8.2 Im R3.
Die Formen konnen wie folgt beschrieben werden
0-Formen = Fkt
1-Formen = VF, pdr+qdy+rdz —  f=(pgqr)
2-Formen = VF, pdyAdz+qgdzAde+rdendy <« f=(pqr)
3-Formen 2= Fkt, fdxNdyANdz — f

Das Hackprodukt sieht nach Aufgabe [20] 8.48] und [20, 8.49] folgendermaflen aus:

0-Formen x k-Formen —— s k-Formen
2 2
Flt x {Fkt : {Fkt
VF VF
1-Formen x 1-Formen ——~ = 2-Formen 1-Formen x 2-Formen ——s 3-Formen
2 2 2 2
VF x VF . VF VF x VF —— 7 | iy

Die duflere Ableitung ist nach Aufgabe [20] 8.50]

0 0

L T

0-Formen —— 1-Formen —— 2-Formen —— 3-Formen

¢ l

1
Fkt — Y~ VF VF <:_”> Fkt

grad rot iv

7.B. ist
d(Zfida:i) S35 dad A
i i g

(8f3 an)dx A dz® +(6’f1 _3 )dx A dxl +(afﬁ—%)dxl/\dx2.

8.8.3 Spezialfille des Satzes von Stokes.
Fiir p-Ketten ¢ im R™ und p — 1-Formen w am Bild der Kette liefert der Stokes’sche Integralsatz

(8.7.3)
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p = 1,n = 1: den Hauptsatz, [18, 5.2.2];
p=1,n > 1: das Resultat fiir Kurvenintegrale aus [I8], 6.5.5];

p = 2,n = 2: den GauB’schen Integralsatz im R2. Sei w = pdx +qdy die 1-Form, also f = (p, q)
das zugehorige Vektorfeld. Dann ist dw die 2-Form zur Funktion rot f, und somit

/‘”’v’ = /{)@(f, el olop = /eaww /sodw B /@f% f;

Fiir das zu f normale Vektorfeld g := —f+ = (q, —p) gilt

/ (9, va,) volay ::/ w/dw:/rotf:/divg.
Oy Oy ¥ ¢ ¥

p =2,n = 3: den Stokes’schen Integralsatz im R3. Sei w = p dx + ¢ dy + r dz die 1-Form und
somit f = (p,q,r) das zugehorige Vektorfeld. Dann ist dw die 2-Form zum Vektorfeld rot f, und

somit
/ f::/ (f, Top) volay ::/ w/dw ::/(rotf,m,) vol, ::/rotf.
Op Op Op P ¥ P

p =3,n = 3: den Gau’schen Integralsatz[(8.1.7)[im R3. Sei w = p dy A dz + q dz A dx + r dx A dy die
2-Form und somit f = (p, q,r) das zugehorige Vektorfeld. Dann ist dw die 3-Form zur Funktion

div f, und somit
/ f::/ (f,vap) volp, ::/ w/dw:/divf.
O Oy Oy ® ®

8.8.4 Bemerkung. Kohomologie.
Fiir 1-Formen w haben wir in [I8] 6.5.4] bewiesen, da8 geschlossenen Formen (d.h. dw = 0) auf
sternférmigen Mengen exakt sind, d.h. eine 0-Form 7 (also eine Funktion) existiert mit dn = w.

Das Poincaré-Lemma (Aufgabe [20] [8.52]) zeigt, dafi diese Aussage auch fiir geschlossene p-Formen
auf sternférmigen Mengen gilt. Also haben wir in dieser Situation eine genau Beschreibung welche
p-Formen 7 wir auf der rechten Seite im Stokes’schen Integralsatz [(8.7.3)| als dw verwenden konnen.

Falls die Menge B nicht sternférmig ist, so mufl aus der Geschlossenheit von w auf B nicht die Exaktheit
folgen, wegen wohl aber umgekehrt. Man kann dies benutzen um den Vekorraum

HP(B) := ker(d : Q°(B) — QP+1(B))/d(QP~1(B))

zu betrachten, wobei QP(B) fiir den (unendlich dimensionalen) Vektorraum aller glatten p-Formen
steht. Man nennt H?(B) die p-te (de-Rham) Kohomologie von B. Dieser Vektorraum ist oft endlich-
dimensional (siehe [12], 49.4]) und seine Dimension heifit p-te Betti-Zahl und z&hlt in einem gewissen
Sinn, die in B vorhandenen Locher.
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9 Anwendungen
9.1 Physikalische Bedeutung des Gauf3’schen Integralsatzes

9.1.1 Stromende Fliissigkeiten.

Eine Flussigkeit strome in einem Raumbereich. Die Geschwindigkeit an der Stelle  zum Zeitpunkt ¢
sei v(t, ). Die Bahn eines Partikels, der zum Zeitpunkt tg am Ort g € R™ war, ist durch ¢ — x(¢) mit
z(tg) = xo und %(:c(t)) = v(t, z(t)) gegeben, also eine gewohnliche Differentialgleichung 1.ter Ordnung.
Die Stromung heifit stationir, falls v von ¢t unabhéngig ist, und das wollen wir der Einfachheit halber im
Folgenden voraussetzen. Es sei Fl; der Flufl zu v zum Zeitpunkt ¢, d.h. t — Fl;(x0) ist die Losungskurve
x der Differentialgleichung mit Anfangswerte xo zum Zeitpunkt ¢ = 0, und somit ist Flo(z) = 2 und

% Fli(z) = v(Fli(x)).
Die Dichte der Fliissigkeit an der Stelle x sei p(x) > 0. Die sogenannte FluBdichte ist dann durch das
Vektorfeld f : z — p(z)v(x) gegeben.

Da die Masse beim Fliesen wohl erhalten bleibt ist fiir alle J-mefbaren Mengen B

/ p vol = / p vol = / FL; (p vol) fiir alle t € R,
B Fl,(B) B

mit vol = dz! A--- Adz™. D.h. p-vol = FL;(p - vol) fiir alle t € R und somit ist
0

0= Fli (p-vol)(x)
= 2 (o)) - I (vol) )
gt p(Fly(2)) - FI (vol) (z) + p(Fly(z)) - FI (div(v) vol)(z)
= (5 pF () + p(Fl(2)) - P (div(e)) - I (vol) ),

denn
o] * __ 0 * 1 n
§|t:0 Flt (VOI) = E't:() Flt (d.’E A+ ANdx )
= Slimo (AP (@) A+ A dFT (2™)
—d %h:oFlf(xl)) /\-~-/\dF13(x”)+-~-+dF18(x1)/\---/\d(%hzoFl;fx")
=dv' ANdzZ® A - Ada + -+ dat A Ada A do?

7281; de* Ndz? A+ ANdx™ + ...

<.

"+d$1/\~ nl/\zav dz

= div(v) dz* A -~ Ada™ + 0 = div(v) vol.
und somit ist
L2 Fl (vol) = 2|, Fli; ,(vol) = & |,—o(Fls o Fl;)*(vol) = £, Fl; (FI}(vol))
Flt ist linear

Fl; (2,0 F1}(vol)) = F1; (div(v) vol).

Da Fl; als Inverse F1_; besitzt, ist Fl; ein Diffeomorphismus und somit F1; (vol) ein nicht verschwinden-
des Vielfaches det(F1}) vol von vol, also wegen obiger Gleichung

2 pFL() + p(Fl (@) - FI; (div(w)) () = 0
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oder wenn wir mit p,(t) := p(Fl;(x)) die Zeitentwicklung der Dichte fiir den Anfangswqert « bezeichnen

@ put) = (L (2) = —pa (1) - FI} (div(w))

eine gewohnliche Differentialgleichung 1-ter Ordnung fiir p,, die sogenannte Formel von Liouville. Die
Losung erhalten wird mittels Separation der Variablen dann aus d—pp = —div(v) dt, d.h.

p(x(t)) = p(x(0)) - e~ Jo IVEEED) g,

Die Fliissigkeit heifit inkompressibel falls p konstant ist, oder dquivalent, falls div(v) = 0 ist.

Wenn wir einerseits Fly = id, weiters die Formel det’(id)(A) = spur(A) aus Aufgabe [19] 6.12], sowie
4|, _oFly(z) = v(Fly(z)) = v(z) verwenden, so erhalten wir auch

0 9 5
ot|,_, (vol) o, det(F1;(z)) vol = det’(id) (5't

Fl;(sc)) vol = spur(v’(x)) vol,
t=0
also
div(v)(z) = spur(v’(x)), die Summe der Eigenwerte von v'(z),

was wir in Koordinaten auch direkt einsehen.

Sei nun S ein Fliachenstiick und vg der
normierte Normalvektor zu S. Dann ist
(v,vg) die Komponente von v in Rich-
tung vg und |, 5{v,vs) vols das Volumen, é\‘\;
welches pro Zeiteinheit in Richtung v

durch S flieft. Ganz analog ist die Masse,
die pro Zeiteinheit in Richtung v durch S
fliet durch fs(f, vg) volg mit f = p- v e
gegeben. Es sei f = (p,q,r). Dann ist die £(x0,v0, 20) Flapaxsyorzo)
Masse, die aus den kompakten Intervall T
mit Ecke (zg, Yo, 20) und Seitenléngen Ax,
Ay und Az in z-Richtung durch die bei-
den auf x normal stehenden Seiten flieft

=

X0 +AX/Yo, Z0)

(XorYor2o)

P(X0,YorZo

P (X0 +AX, Yo, Zo)
q(xo+AX, Yo, Zo)

p(xo + Az, yo, 20) — p(Z0, Yo, 20)
Ax

(p(ao + A2 90, 20) = plwo, v, 0) ) Ay Az = Az Ay Az

0
So (0,40, 20) Az Ay Az,

und somit jene Masse die aus I fliefit (d.h. die sogenannte Quellenstérke) folglich

Op 0Oq  Or o
(6.27+8y+82) Ax Ay Az = div(f) Az Ay Az

~
~

Die Ergiebigkeit eines Bereichs B ist somit

/ div f ~ Y div(f) ||
B I

und nach dem zuvorgesagten mit S := 0B auch

/ (f,vaB) volop .
oB
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Dies ist also ein physikalische Indiz fiir die Giiltigkeit des Divergenzsatzes.

9.1.2 Wirmeleitungsgleichung.
Es sei d(t, z) die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ im Punkt z. Es ist

AQ =cmAY

wobei AQ die zuzufithrende Warmemenge ist um in einem Koérper mit Masse m = p Az Ay Az und
spezifischer Wérme c¢ eine Temperaturdnderung A hervorzurufen. Fiir die durch ein kleines Rechteck
mit Fliche AA und Normale v in der Zeitspanne At flieBende Wéarmemenge gilt

AQ = X (grad¥,v) AAAt,

wobei A die Wirmeleitfihigkeit des Korpers ist. Analog zu |(9.1.1)] aber jetzt mit dem Vektorfeld
f = A gradd, ist also
AQ = div(Agrad ¥) Az Ay Az, At

die Wiarmemenge die durch ein kleines kompaktes Intervall fliefit. Somit ist
cp AV Az Ay Az m ecm AY = AQ = div(Agrad ¥) Az Ay Az, At

also

A
cpA—i ~ div(Agrad 9) =: A(9),

wobei A(Y) := div(gradd) = >, (68;7}’;2 den Laplace-Operator angewandt auf ¢ bezeichnet. Die
Wirmeleitungsgleichung ist somit

d
cpﬁﬁz

cp oY
Aot
eine partielle Differentialgleichung 2-ter Ordnung. Ein Gleichgewicht (nach hinreichend langer Zeit
t — o0) bedeutet % = 0, also A(¥) = 0, d.h. ¥ ist harmonisch. Z.B. ist das Newton-Potential aus

(7.5.16)|U(x) := —Gm [ |;’(le dz nach Aufgabe [19, 6.20] harmonisch.

A(9) =

9.2 Die Kepler’schen Gesetze der Planetenbewegung

9.2.1 Zentralkrifte.

Wenn ein Kraftfeld f auf einem fixen Punkt 79 € R?® (0.B.d.A. der Nullpunkt) weist, d.h. f(r) =
(r — 7o) p(r) mit einer skalaren Funktion p ist, dann spricht man von einer Zentralkraft. Nach dem
Newtonschen Kraftgesetz ist f = m ¥, wobei 7 und 7 wie oft {iblich die erste und zweite Ableitung von
r nach der Zeit ¢ bezeichnet.

=pr=f=mf¥
=rxi=0

d
= = (rxi) =i xi4rxi=040=0
= C :=r X 7 ist konstant

Man nennt m C' den Drehimpuls. Falls C' = 0 ist, so ist  und 7 linear abhéngig, d.h. r bleibt auf einer
Geraden. Dies klingt sehr einleuchtend, beweisen kann man das indem man fiir ein fixes ¢t mit r(tg) # 0
die orthonormal-Projektion p auf die Normalebene 7(ty)* betrachtet. Dann ist p-por =po (p-p) =
po(m-7)=m-(por),also por Lésung der entsprechenden Differentialgleichung mit (p o r)(tg) = 0
und (por)(to) = 0 also ist wegen der Eindeutigkeit der Losung por =0, d.h. r(t) € kerp = R - r(to).

Fir C # 0 ist (r,C) = (r,r x ) = det(r,r,7) = 0, d.h. r bleibt in der Ebene C+. O.B.d.A. sei
C = (0,0,¢), d.h. r = (2,9,0). Dann ist r x 7 = (0,0,zy — y&), also zy — yi = ¢ konstant. Fiir die
durch r iiberstrichene Fléche ist

1 1 [ ¢
|B|:*/ xdy—ydxzf/ (zy—yd)dt+0= (2 — t1),
2 OB 2 t1 2
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denn fiir radiale Kurven v (also v/'[|7) gilt [ xdy —ydax = [(y",7') =0.
Dies zeigt das

9.2.2 Zweites Kepler’sches Gesetz.
Bei der Bewegung unter einer Zentralkraft werden vom Radiusvektor in gleicher Zeit gleiche Flichen
tberstrichen. O

Kepler fand dieses Gesetz 1602 aus den Daten des Umlaufs der Erde um die Sonne.
9.2.3 Erstes Kepler’sches Gesetz.
Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen mit der Sonne in einem Brennpunkt.

Kepler fand dieses Gesetz 1605 empirisch aus den Daten von Tycho Brahe iiber die Bahn von Mars.
Er publizierte die ersten beiden Gesetze 1609 in seinem Buch Astronomia Nova.

Beweis. Es sei M die Masse der Sonne und m die eines Planeten. Die Kraft ist eine auf die Sonne
weisende Zentralkraft, und somit bewegt sich nach|(9.2.1)[der Planet in einer Ebene um die Sonne. Es
sei (z(t),y(t)) seine Ortskoordinaten, beziehungsweise in Polarkoordinaten (r(t), ¢(t)), d.h.

T =T Ccosp, T =17 Ccosp —r¢sing,

y =1 sinp, Y =7 sinp+re cose.

Fiir seine skalare Geschwindigkeit v gilt
v(t)? i=i% + g =72 4 r?ph

Nach|(9.2.1)|ist ¢ = zy—yi = r2¢ konstant und nach|(7.5.16)|sind Gravitationsfelder Gradientenfelder,
also gilt nach [(9.4.7)| der Energieerhaltungssatz (kinetische plus potentielle Energie ist konstant):

1 1
—my = —mo? — G2 st konstant.
2 2 7|
Somit ist
2GM 9 . 9.0 dr\? 2\ .o [dr 22 2
R dp +ro) et = o a1t
1 [(dr\? 2GM1 1
7"4<d;) 22—2 =, 2 (¢ # 0, da Bahn nicht auf einer Geraden)
Fﬁru::%>0ist%:—r%j—;also

2 2
:><du) Y 2GM 9 <GJ\4) _’_7_(“ GM)Q

dp) @@ v T2 R
2
GM 1+ ~ye? GM\? &2 1\?
= — — |- (-] == - (u—=]) ,
2 G202 2 D2 D
=:1/p>0 =:e?

2
mit e2 := 1+ GZ;ZQ >0, da <Z—Z> > 0. Die Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung erhalten

wir nun durch Separation der Variablen und Substitution s = sin (p (u— %)) wie folgt:

du _ ﬁ_(u_1>2:
de P? p
du dw D du
s e e
G--32 Jfa-w S im@u=Dp
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Also ist
1+esin(p +C) D
u=—"———bw.r=————.
D 1+sin(p + C)

Durch Drehung kénnen wir erreichen, dafl #(0) minimal ist, also sin C' = 1 ist. Damit folgt sin(p+C) =

sin ¢ cos C' + cos @ sin C' = cos ¢, also
p

T 1tecosp’

die Gleichung einer allgemeinen Kegelschnittlinie.

Diese beschreibt fiir € < 1 eine Ellipse, fiir ¢ = 1 eine
Parabel und fiir € > 1 einen Ast einer Hyperbel. Fiir
Planetenbahnen kommt nur der Fall ¢ < 1 in Frage. Der o

2
Halbparameter p = % und die numerischer Exzentriz-

itidt € = /1 — Z—i sind auf diese Art durch die Halbach- a

senldngen a und b bestimmt, oder umgekehrt

p

p
S Py R—
1_52, “ \/1—82 _/

a

In der Tat liegt (x,y) := r (cos ¢, sin ) auf folgender Ellipse

(¢ +ea)? v ( L >2+ 1( P )2
—_— == (ea+ ———cos —(——sin
a? b2 a2 1+ecosy v ap \1+ecosp v
2 2
a%(aa + cos p(p + 52a)) + a—lp (psin <p)
(1 +ecosy)?
(e +cosp)? + (1 —€2) (1 — cos? p)

= =1 0O
(14 ecosp)?

Fir die Mars-Bahn ist die Exzentrizitat ¢ = 0.093.

9.2.4 Drittes Kepler’sches Gesetz.
Das Verhdltnis der Quadrate der Umlaufzeiten zu den Kuben der grofien Halbachsen ist konstant.

Kepler publizierte dies 1619 in Harmonices Mundi. Dieses Gesetz und nicht der Apfel brachte Newton
dazu sein Gravitationsgesetz zu finden.

Beweis. Nach [(9.2.1)| gilt fiir die Umlaufzeit T folgende Beziehung zur Fliche der Ellipse mab = %
Also ist
cT

b
7:ﬂab:wa\/&%:ﬂa?’ﬂ\/ﬁ:ﬂaw?ﬁéﬁ: i ]

9.2.5 Entfernungen und Massen im Sonnensystem.

Die Gravitationskonstante G ist experimentell bestimmbar (Erstmals 1798). Aus G55 = pg mit Erd-
masse m, Masse pu eines Korpers auf der Erdoberfliiche (d.h. Abstand R) und Erdbeschleunigung g =
Erdmasse m = 6 - 10** kg.

Aus dem 3.ten Kepler’schen Gesetz und den Abstand von der Sonne a (Trigonometrie) = Sonnenmasse
M =~ 2-10% kg.

Aus dem 3.ten Kepler’schen Gesetz und der Umlaufszeit eines Planeten = Sonnenentfernung des
Planeten.

Aus dem 3.ten Kepler’schen Gesetz, der Umlaufszeit eines Mondes und seiner mittlere Entfernung
(Trigonometrie) = Masse des Planeten.
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9.3 Fourier-Reihen

9.3.1 Herleitung der Schwingungsgleichung. [d’Alembert 1747].

Um eine schwingende Saite zu beschreiben konnen wir in erster Ndherung annehmen, dafl die Punk-
te auf der Saite sich auf der Normalen zur Saite in Ruhelage bewegen, also der Ort jedes Punktes
x der Saite zum Zeitpunkt ¢ durch den Normalabstand u(z,t) = wu:(z) beschrieben werden kann.
Je zwei Punkte (a;,u(x;)) und (2;41,u(2;11)) ziehen sich mit einer Kraft an, welche proportion-
al zum Verhiltnis ihres Abstandes zum urspriinglichen Abstand ist, d.h. auf (x;, u(z;)) wirkt durch
(iq1,u(zi41)) die Kraft

5. @irn w(@iny)) — (@, u(zi) _ o (17 u(ig1) — U(xi)).

Tit1 — X4 Ti41 — X4

Auf (z;, u(z;)) wirkt also insgesamt die Kraft (zu seinen beiden Nachbarn)

5- ((17 W) + (17 W)) _ (075(u(3§i+1) — u(z;) N w(zi_q) — u(xi)».

Ti+1 — L Ti—1 — L4 Ti+1 — L Ti—1 — L4

Die Gesamtkraft die auf ein Stiick [a,b] wirkt (mit A(z) = =% und z; = a + iA(z)) ist also
ndherungsweise

i(oﬁ (U($i+1) —u(zi) U(ﬂz:z :foz))) _

ZT; — T
i—0 1+1 7

Az Az
— (0,8 - (v (b) —u/(a))) fir Az — 0, d.h. n — cc.

_ (0,5- (u(bJrA:c) —u(b) u(a) fu(a—Ax))> .

Nach dem Newton’schen Kraftgesetz ist somit fiir ein kleines Kurvenstiick von z bis x + Ax:

0 0 0%,
d- (%u(t, x+ Ax) — %u(t, a:)) = Kraft = Masse x Beschl. ~ p- Az - ke (t,z)
p Az
Fiir A(z) — 0 ergibt sich hieraus
5 Pu_on
p 0x2  Ot2

die sogenannte Schwingungsgleichung, eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.

9.3.2 Separationsansatz zur Losung der Schwingungsgleichung.
Wir suchen Losungen u # 0 der Schwingungsgleichung
0%u 5 02

o2 Y oa2
unter der Randwertbedingung
u(0,t) =0 =wu(L,t) fur alle .

O.B.d.A. kénnen wir dabei L = 7 voraussetzen. Wir machen den Ansatz u(z,t) = v(z)w(t) mit
Funktionen v und w in jeweils einer Variable. Die Schwingungsgleichung lautet dann v(z)w”(t) =
v (z)w(t). Aus u # 0 folgt I (wo,to) : 0 # u(wo, to) = v(xo) w(ty), also v(xg) # 0 # w(ty). Sei A :=
—%. Dann ist w” (t) = —a? Aw(t) fiir alle t und o?v”(x) w(ty) = v(z)w" (to) = —v(z)a®Aw(ty) =
v’ () = =v(z), d.h.

w' +alw=0, vV +I=0,
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ein (entkoppeltes) System gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wegen v(0)w(tg) =
u(0,t0) = 0 = u(m,to) = v(0)w(to) folgt v(0) = 0 = v(x) und weiter A [j v? = — [Jvov” =
VT4 [y ()2 = [7(v))* > 0, also ist A > 0. Nach [I8, 6.2.19] kénnen wir die gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung v”(t) + Av(t) = 0 auf ein System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung zuriickfithren und erhalten als allgemeine Losung v(z) = C; cos(vVAz) + Cy sin(v/\x)
mit Konstanten C; und Cs. Die Randbedingung v(0) = 0 hat C7 = 0 zur Folge, und aus v(7) = 0
folgt Cysin(v/Ar) = 0, d.h. VAr € 77Z, i.e. A = n? fiir ein n € N. Diese A sind also gerade die (neg-
ativ genommenen) Eigenwerte des Differentialoperators v — v am (unendlich dimensionalen) Raum
der v mit Randwerten v(0) = 0 = v(w). Auf gleiche Weise erhalten wir als allgemeine Losung von
w” () + a? w(t) die Funktionen w(t) = Dy cos(aAt) + Do sin(a)t), und somit fiir u die Ausdriicke

Un(z,t) = OQ Sln(%gj) . (Dl COS(O&%t) +D2 Sin(ar;it))

Um Eindeutigkeit der Losung dieser partiellen Differentialgleichung zu erhalten miissen wir uns noch
Anfangsbedingungen vorgeben:

Sei also die Anfangslage u(z,0) := g(z) fir alle x und die Anfangsgeschwindigkeit % |t=0 u(z,t) := h(zx)
fiir alle z gegeben. Da die Differentialgleichung linear ist, sind Linearkombinationnen der Lésungen .,
ebenfalls Losungen und wir kénnen somit versuchen eine Losung unter den gegebenen Anfangsbedin-
gungen der Form

= Z Unp (z, Z sin(nz) - (A, cos(ant) + By, sin(ant))
n=1

zu finden. Dazu bendétigen wir, dafl die Reihe konvergiert und zweimal gliedweise nach ¢ und z dif-
ferenziert werden kann und die Anfangsbedingungen

= Z A, sin(nz) = g(x) und

0 |t ou(x,t) ZanB sin(nx) = h(z)

n=1

erfiillt sind. Wir miissen also “allgemeine” Funktionen g und A in trigonometrische Reihen entwickeln.
Dies ist die Frage nach der Fourier-Reihenentwicklung.

9.3.3 Der Begriff der Fourier-Reihe.
Der Klarheit halber definieren wir sin,, :  + sin(nx), und cos, : x — cos(nz). Es sei

1 = .
f(z):= 540 + E_l(an cos(nx) + by, sin(nx)),

d.h f—la—i—? (ay cosy, +by, sin, )

Al - 2 0 n n n n).

n=1

Wir wollen die Koeffizienten a,, und b,, berechnen. So ein Problem wird in der linearen Algebra be-
handelt: Sei {ux : k& < n} C E linear unabhiingig und f ein Element des linearen Erzeugnisses
({ur : £ < n}) C E. Dann existieren eindeutig bestimmte Skalare ¢, mit f = >, cpui. Falls
{ug : k < n} orthonormal ist, so lassen sich die ¢, auch leicht als ¢ := ( |uk> angeben. Wenn wir
fiir Funktionen f,g : [-7, 7] — R ein inneres Produkt durch (fl|g) : f_ t) dt definieren, oder

wegen (sin |sin) = [7 sin? = 7 besser

floyi== [ 5090y

™

dann zeigt sich, daf§ (1|]1) = 2, (1|cosp,) = 0 = (1]siny,) = 0 fir n # 0, 0 = (sin, |cosy,) =
(siny, | sing,) = (cos, | cosy,) fir 1 <n #m > 1 und (sin, |sin,) = 1 = {cos,, | cos,) fir n # 0.
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Falls (ag, b1, a1,ba,...) € £}, so ist die obige (Fourier-)Reihe absolut konvergent bzgl. der oo-Norm und
auch bzgl. der 1-Norm, da ||sin, |1 = || cos, |1 = /7. Weil g — (cos,, g) linear und stetig bzgl. der
1-Norm ist, ist (cos,, f) = D" ar(cosy,cos;) = ax und somit

1t 1
ay = — f(z) dx dies ist Grund fiir den Faktor 3 bei ag
™ —T
1 [t
ap = — (x) cos(nz) dx fir n > 0
™ —T
1 [t
b, = — (z) sin(nx) dz fir n > 1
7r

—T

9.3.4 Proposition. Fourier-Reihen mit /!-Koeffzienten konvergieren gleichmiiflig.
Es sei (ag,by,a1,be,...) € LY. Dann ist

flx):= %ao + Z(an cos(nx) + by, sin(nx))

n=1

glm. konvergent und

Umgekehrt sei f integrierbar. Dann ist auch f cos, und f sin, integrierbar und wir setzen

1 [t

ag = — f(z)dzx
1 e

ap = — (z) cos(nz) dx
1 e

by := — () sin(nx) dx

T™J-xn

und nennen dies die Fourier-Koeffizienten von f und

1
540 + Z(an cos(nz) + by, sin(nx))
n>1

die Fourier-Reihe von f.
Das entscheidende Problem, welches sich dabei stellt, ist natiirlich ob diese Reihe konvergiert und in

welchem Sinn und ob ihre Summe auch wirklich f ist.

Symmetrischer wird die Fragestellung wenn wir in C rechnen, denn wegen

eit 4 it it _ it
———— und sin(t) =

t) = £ -°
cos(t) 2 2
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ist
1 1 : i i
CoS;, = 5 €Xp,, +5exp_,, sin,, = —5 exp,, +35 exp_,,,

€xp,, = COSy, +1% sin,, exp_,, = COs, —isin,,

also ist der von {sin,, cos, } erzeugte komplexe Vektorraum ident mit dem von {exp,,, exp_,, } erzeugten.
Und unser Ziel ist nun komplex-wertige Funktionen f : [—m, 7] — C als Reihe der Form

+o00
f= Z Ck XDy,

k=—oc0
darzustellen. Als komplexes inneres Produkt verwenden wir nun

oy = = [ 1) 900 at

2r J_,

und erhalten fiir k,[ € Z mit k # [:

(expy, [ expy) = N /ﬂ M = L ’ 1=
2 o N—— 2m o
ikt g—ikt—1

und

1 i ikt it 1 /71' 1 d i(k—1
= — v ? dt = — — 7’( )t dt
(expyexpy) = 57 | & e o | ik —1)dt

T i(k—1)t

1 . )
_ i(k—Dm _ —i(k=D7m) _
2mi(k — 1) (¢ ¢ )=o.

also die Orthonormalitit sehr einfach.

Es sei (cx)rez € £*, also eine absolut summierbare (beidseitige) Folge komplexer Zahlen. Dann ist

+oo
f= Z Cl €XDy

k=—o00

glm. konvergent und

1 tr —ikx
ck:<f|expk>:% f(z)e ke dp.

Umgekehrt sei f : [—m, 7] — C integrierbar. Dann ist auch f exp, integrierbar fiir alle k € Z und wir
setzen

1 e —itkx
C = <f|eka>:% f(z)e M da

und nennen dies den k-ten KOMPLEXEN FOURIER-KOEFFIZIENTEN von f und

Z Ci €XPyp

kEZ

die komplexe Fourier-Reihe von f.

9.3.5 Rechenregeln fiir Fourier-Koeffizienten.
Beachte, dafl die Operation F, die zu einer gegebenen integrierbaren Funktion f die Folge der Fourier-
Koeffizienten ci(f) = % f:r f exp_, zuordnet, und die vermeindliche Inverse F~1, die zu einer
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summierbaren Folge ¢ = (¢x)rez eine Funktion f := )", ¢, exp, zuordnet, ganz dhnlich Form besitzen.
Also konnen wir erwarten, dafl zu Formeln fiir 7 entsprechende fiir 7! existieren.

Es gilt:

Fir S(f)(z) := f(—z), die Spiegelung,
FISUNe= g7 [ faedo ==z [ staetray
/ fly)e™ dy = S(F(f)
d.h. F(S(f)) = f)) oder FoS=SoF

[ gerade = f( ) = f(=2) = F(f)-k = F(f)r, d.h. F(f) gerade.
f ungerade = F(f) ungerade.

Fbp =5 [ F@redo= o [ j@eris

2 J_,
=F(f) -k

dh. F(f) = S(F(f)) = S(F ()
Fir T.(f)(z) := f(z + ¢), die Translation,

FE) = % Hrde = o [ et gy
_ e F ()
db. F(T(f)) = exp, -F(f)
F(-expoi = o= / f(@) e e du = F(f)p—e = T-o( F(f)
d.h. F(f -exp,) = T-co(F(f))
A= [ et
- [f(g;) e—““]::_ﬂ = _: f(@) (—ik) e dx
=ik F(f)k-

= F(f') =i-id-F(f) falls f" existiert und integrierbar ist.

Letzteres ist natiirlich von zentraler Wichtigkeit, den es erlaubt uns durch Anwendung von F aus einer
gewoOhnlichen Differentialgleichung eine multiplikative Gleichung zu machen, die wir mittels Division
l6sen konnen und durch Riicktransformation mit F~! eine Losung der urspriinglichen Gleichung er-
warten diirfen. In der Tat haben Malgrange und Ehrenpreis diese Methode ausgefeilt um die Losbarkeit
von linearen partiellen Differentialgleichungen zu beweisen, siehe [13 [§].

Um nun das Problem der Invertierbakeit von F anzugehen zeigen wir vorerst den

9.3.6 Satz von Riemann-Lebesgue.
Es sei f € LY[—m, 7], dann gilt c,(f) — O fiir |n| — co. Wenn F(f) := (ck(f))kez und F~1(x) =
> kez Tk expy, fir x = (xy)r € co, dann kommutiert

Cor(R,C) <2—— (1(Z,C)

| ]

LY([-~,n]; C) - co(Z,C)
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Beweis. Es ist F nach £ stetig, denn

IF (el = lex ()] = [{f expp)] < [[f]l1 [ expg lloo = 1 f1]1-
Ebenso ist F~! stetig, denn |F 1 (c)(z)] = | >, ck expr(@)| < > lex] = llefl-
Bleibt zu zeigen, dal F(L') C cp. Sei dazu ¢ > 0. Aus dem WeierstraB’schen Approximationssatz
folgt, daB ein trigonometrisches Polynom p existiert mit [”_|f(z) — p(z)| do < e. Daraus folgt,
daf} | ffﬂ( f(x) — p(x)) e dx| < . Somit geniigt es die Aussage fiir trigonometrische Polynome p zu
zeigen. Fiir so ein Polynom p: @ 37, -, ¢k e'*® gilt aber offensichtlich cj(p) = 0 fiir [k| > n. O

Wir haben also F o F~! = id auf £(Z,C). Hingegen kénnen wir die Zusammensetzung F~* o F im
allgemeinen nicht bilden, da F~! nur fiir summierbare Folgen wohldefiniert ist, aber wir von den Folgen
im Bild von F nur wissen, dafl sie Nullfolgen sind.

In der Tat kann man nachfolgende Resultate zeigen (siehe [13] 5.11]):
Proposition. Das Bild von F ist mager.

Das Bild F(L') ist mager in co = {(An) € C% : limj| oo An = 0} C £, wobei F die Abbildung
f = (Cn(f))nez bezeichnet.

Ein konkretes Beispiel ist die Reihe ), -, Sll?l((zg)c) Sie ist nicht die Fourier-Reihe einer L!-Funktion,
aber die Koeffizienten liegen in ¢ .

Proposition. Die Menge der Funktionen mit summierbarer Fourier-Reihe ist mager.
Nicht fiir jedes f € LY[—m,m| konvergiert die Fourier-Reihe in der 1-Norm. Die Menge der f in L'
fiir welche die Fourier-Rethe in der 1-Norm konvergiert ist sogar mager.

Bemerkung.
Von Kolmogoroff [11] stammt ein Beispiel einer L'-Funktion, fiir welche die Fourier-Reihe in keinem
einzigen Punkt konvergiert, siehe [3], S.22].

Es wurde von [21] vermutet, dafl die Fourier-Reihe jeder L2?-Funktion fast iiberall konvergiert. Das
konnte von [2] gezeigt werden. [I0] dehnte das Resultat auf alle LP mit p > 1 aus.

Vielleicht haben wir zuviel erwartet. Betrachten wir statt dessen stetige periodische Funktionen f,
dann sollte die Fourier-Reihe von f mindestens punktweise konvergieren.

Lemma. Die Menge der stetigen Funktion mit pktw. konverg. Fourier-Reihe ist mager.
Die Menge der stetigen Funktionen f € C(S*,R), fiir welche die Fourier-Reihe in einem fiven Punkt
(sagen wir 0) konvergiert, ist mager in C(S1,R).

Es gilt sogar, dafi zu jeder abzihlbaren Teilmenge von S', es eine nicht magere Menge A gibt, die diese
enthdlt, sowie eine stetige Funktion f € C(S',R), so daf} die Fourier-Reihe von f in jedem Punkt von
A divergiert .

Lemma. Integraldarstellung der Partialsummen der Fourier-Reihe.
Die partial-Summen s, (f) := Z|k|§n c(f) e™*® der Fourier-Reihe haben folgende Integral-Darstellung

sn(f) 71> % /: D (z — 1) f(8) dt = (D % f) (),

wobei der Dirichlet-Kern D,, durch D,,(t) := sin((nt1/2)t) gegeben ist und eine stetige gerade Funktion

. sin(t/2)
15t.
Es gilt
b
sup /Dn(:c)dx‘:Ogagbgﬂ,nEN}<oo
und
4 2n
D > — —_ ir n .
Dyl > 7r2zk+1 — 0o fiirn — oo

k=0
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Beweis.

Z Cr 6 Z 7iktdt 6ikz

|k\<n \k|<n
Z zk(ac t) dt = 2 Z ezk(z t) dt
|k|< - |k|<n

1 T

Il
~
—
=

>
3
—

8

|
=

IS8

~

wobei

i(2n+1)t _ 1 ei(n+1/2)t _ efi(n+1/2)t

cit _ 1 it/2 _ o—it/2
_sin((n 4 1/2)1)
~ sin(t/2)

Es sei h(z) := o7 — 2 fiir # € (0, 7] und A(0) := 0. Dann ist h € C([0,7]). Folglich gilt:

sinz/2

b
(z)dx| < x) sin((n + 1/2)x) dx| + / % sin((n + 1/2)x) dx

sinx

< ||h||oo+4sup{|/ dal 1 > 0},

da mit s = (n + 1/2)x folgendes gilt:

[ SIS (1 pyar = [Ty = [Ty [T,

Es ist
1 [T |sin((n+1/2)t
o= & [tz

27 J_ . sin(t/2)
2 [™?|sin((2n + 1)t t

= 7/ M dt  (mit s := = und Symmetrie)
7 Jo sin(t) 2
2 [™/2 2n + 1)t

Zf/ W‘dt, (da 0 < sint < 1)
T Jo

2n

(kD)7
2 erEsy sin((2n 4+ 1)t)
== SER T 0 g
z /. t
Ti=o 22n+1)
+1)m
2 2n+1) [t
> = k’: / T Jsin(2n o+ 1)) di
2(2n+1)
2n (k+21)7r

2 2 . .
Zﬂkz(*'l)/ [sin(t)| dt (mit s = (2n+1) - ¢)
2n w/2
/ | sin(t)| dt

S
(%)2 .

||M§ HM
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Bemerkung zu Kernen.
Der Kern a eines linearen Operators A : f — A(f) mit A(f = [za 5@ y) dy ist eine Verallge-

meinerung der Matrixdarstellung [A] = (ag)m- einer hnearen Abblldung A : ]R” — R™:

Ax:Z ZZaxej
A:vj —Za
oder ( Zaz

analog also (Af)(z) = /B a(x,y) f(y)dy

9.3.7 Proposition.
Fiir f € LY[—=, 7 gilt: Die Fourier-Reihe von f bei x konvergiert gegen o € R <

/Oﬂ(f(ﬂc‘f't)-f—f(w—t)—QU)Dn(m) dt — 0 fiir n — oo.

Beweis.

Sn(x)—O':*/ﬂ'(f(xﬁ-t)-l-f((ﬂ—t)—20’)Dn(t)dt O

—T
Folgerung. Gleichmiflige Konvergenz gewisser Fourier-Reihen.
Fiir absolut-stetiges und 2m-periodisches f konvergiert die Fourier-Reihe s, (f) gleichmdifig gegen f.

Dabei heiit eine Funktion absolut-stetig, falls fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert, sodaB >, _, [ f(bx) —
f(ax)| < e fiir jede endliche Folge disjunkter(!) Intervalle (ay,by) mit > p_, [br — ax| < 6.

Die absolut-stetigen Funktlonen F sind fast iiberall differenzierbar und die Ableitung f := F” liegt in

L' und es gilt F(b) f f

Umgekehrt ist die Stammfunktlon F:zw— fow f einer L'-Funktion f absolut-stetig, und es gilt
F'(z) = f(x) fast iiberall.

Beweis. Es sei s,(f) die n-te symmetrische Partialsumme der Fourier-Reihe von f, so gilt wegen
f D, (t)dt =27

™

5200 = 101 = |5 [ (410 - 10 Do)t

_ %/W /tf’(s)dsDn(t)dt’

:%/ /f dsdt—i—/_w/f dsdt‘
:%/ /f dsdt—/_w s (t)dsdt‘
:%/ / f'(s)D cltds—/ﬁ7T 77rf D, (t)dtds
:% / / D, ( dtds+/7rf’(s)<— : n(—t)dt)ds

S||f’||1~sup{ t)dt‘:sZO}.
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Wegen s, (Th(f)) = Th(sn(f)) (!) erhalten wir diese Ungleichung iiberall. Es sei p ein trigonometrisches
Polynom, welches ||p’ — f'||1 < £ erfiillt. Fiir & grofler als der Grad von p gilt dann

K
sk () (2) = f(2)] = |(sx(f)(2) = p(z)) = (f(2) = p(2))]
= [sk(f —p)(z) - (f p)(@)]
<I(f=p)Ih-K K=¢c 0O

N \

9.3.8 Riemann’scher Lokalisierungssatz.
Fiir f € LY[—=, 7 gilt: Die Fourier-Reihe von f bei x konvergiert gegen o € R <

0
E|0<(5<7T:/ (flx+1t)+ f(x —t) = 20) Dy (x) dt — 0 fiir n — oo.
0

Beweis. Es sei z fix. g(t) := ¢, (t) := f(z+t)— f(x —t) — 20. Nachist zz. [5 g(t) Dp(t)dt — 0

fiir 6 > 0 und n — oo.

i _ [ sin((n 1
| st Dawar= [ S0 s oy
= /7T ? cot(g) sin(nt) + @ cos(nt) dt — 0 nach|(9.3.6)
5

9.3.9 Lemma.
IK >0 Ya,be [0,7] Vn > 0: ‘fabDn(t)dt‘ < K.

Beweis. Es sei h(t) := QSii(i 1 fiir t € (0, 27]. im0 h(t) = 0 = h(0) := 0, h € C[0,27], ||h[|oc < 0.
2
Fiir a,b € [0, 2] ist

bsin((2n 4+ 1)L)
t

dt‘

t) sin((2n +1)= dt’

dt’

< ||h||OO +2M,

denn nach §87 ist [, Sm(t) konvergent (aber nicht absolut!) = IM >0 Vz > 0:

fz sm(t ‘ < M und

2n+1)%) i
/ sin((2n +1)3) 2n+1dt / smsd 7/ smsd 7/ sins . 4
. @ntD)l 5

+00 sin(x)
Jpee sinGe) gy,

9.3.10 Das Integral

9.3.6

Es sei h wie im Beweis|(9.3.9)| von.

O<—/O7Th(x) sin((n—l—é)x)dx:/oﬁDn—/oﬂde

——
2

("+ )™

Jo

siny
Y dy

9.3.11 Dirichlet’sche Regel fiir die punktweise Konvergenz der Fourier-Reihe.
Es sei f € LY[—m, 7], 2m-periodisch fortgesetzt, x € R und f sei lokal um x von beschrdankter Variation.

Dann konvergiert s, (x) — s(x) := M Falls zusitzlich f stetig bei x ist, so ist s(x) = f(x).
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Wir bezeichnen mit BV [a, b] den Vektorraum der Funktionen f : [a, b] — C von beschrénkter Variation.

Beweis.

Jla+) + f(a=)

g(t) ;== f(z+t)+ f(z —t) — 20 mit 0 := 5

OBdA.d<n feBV[x—4,z+d] = g€ BVI[0,0] = g=9g1— g2, g;: T- limy—04+ g(t) =0 = 0.B.d.A.
limy 04 ¢1(¢) = limy—04 g2(¢) =0 = ¢;(0) := 0.

Ve>033:0>8>0,0<g; < 5% auf (0, ]. Nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung,
siehe [8, 85.7] Jaq, a2 € [0, F]:

/Oﬁgja)Dn(t)dt:/ng() <>dt—g]_0/ D)+ 9,(9) /D

*91

B
é‘/ g;(t) D dt‘<—K75
0

SchlieBlich ist [ g(t) Dy (t) dt — 0 nach [(9.3.6)) === .

9.3.12 Folgerung. Punktweise Konvergenz gewisser Fourier-Reihen.
Fiir f € LY—=, 7] N BV [, 7| konvergiert die Fourier-Reihe s, punktweise gegen s. O

9.3.13 Proposition. Gleichmiflige Konvergenz der Fourier-Reihe.
Sei f € LY[—m, 7] N BV[—m, 7] und f € C[(a,b)]. Dann konvergiert s, — f glm. auf jedem kompakten
Teilintervall von (a,b).

Beweis. Es sei [a/,V'] C (a,b). Z.z

/7T (f(x+t)+ flx —t) —2f(x)) Dp(t)dt — 0 fiir t — 0 glm. in = € [a’, V]
0

=:g(z,t)
V(f)<oo= f=fi—fo fi 1, fi € C(d, V), ||fllec < o0

g9'(x,t) = f(z +1) = f(2) > 0
g (@ t) = —fle—t)+ f(x) 20

g'(z, ) Tauf [0, 7] fir z € [a,b], |¢"]|coc < 2||f|lc: 9 = 9" =% | [ Dn| < K. f glm. stetig auf [’ —§, b'+0]
fir0<d<a —a,b—b,m = Elﬁ>0:|x—y|§ﬁ:>|f() ()\< = Vt< B¢/ (2, )| < 1%

foﬂ- = foﬂ—’_fga ngn = fngn - fg2Dn. = Hozj(x):

5 ey B .
[ eipi=go [ parge) [ i<}
0 ~~—Jo ~—Ja,(z)

=0 <o ——

B
= /ngnSE
0 2
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D~ [
B

<

75(®) sin((n + Hit)
2sin(%)

) 75 () , ™ 8Hf||oo
28 D, +g’ D, <
( )/ﬁ p (”)/w

(@) sin(§) n

dt

1 n; () 1
i —)t)dt
%mg,é sin((n+3)1)
—cos((n+ 1)ty |
1 /“/j(w) 1
sin((n+ -)t)dt
2sin %(m) n; () 2
< 2
_TI+%
< 1 5 22 1
- 2sin(§) n+ i sin(g) n+1i
2 1 2 1
7169 1 < s B 1 O
sin(2;%) n+ 5 osin(5) n+3

9.3.14 Beispiele von Fourier-Entwicklungen.
In den folgenden Beispielen seinen alle f von [—m, 7] auf R 27-periodisch fortgesetzt zu stiickweise C*

Abbildungen.

1. f(z) =z fir || <7, f(£r) =

punktw. bzw. glm. auf Kompakta in (—m, 7).  :=

S

vgl. [16] |4.2.18].

2. f(z):=

|| fir |z| < 7. =

glm. auf Kompakta. x :=

3. f(z):=

|sin(z)]. =

glm. auf Kompakta. x :=

0. =

Fﬂg

n:l

k=0

(2n —1)2

f(z) = g B % Zl cos((2n — 1)x)

41 & cos(2nx)
f@ == (5-
T (2 7;2::1 (2n —1)(2n + 1))
1)k 1

1 oo
—5=2.(1

k=1

2k —1)(2k+1)
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4. f(z) = 22 fir |z| < 7. =

o0
™ 2
flx :? E " cos(nx)n

glm. auf Kompakta. z :=0 = —2 => e, (— )kﬂk% g 471% => e (2,:2)2 =

5. f(z) :==|cos(z/2)|. =

glm. auf Kompakta.

6. f(z) :==£1 fir £z € (0,7), f(0) = f(£7) =0. =
4~ sin((2k — 1))
f(:”)_%(z 2% — 1 )

glm. auf Kompakta.

7. f(z) := cosh(az) fir |z| <7 und o # 0. =
in = (k
R e
=1

glm. auf Kompakta. z 1= 7 =

m coth(am) erZ 2—&—]@’2’
«a

die Partialbruchentwicklung von coth. Denn 2sinh(ar) = €™ — e %" = (0 & 2" = 1, d.h.
o = *ki fur ein k € N,

9.3.15 Permanenzsatz fiir Cesaro-Verfahren.

Es konvergiere eine Zahlen-Folge s, — s. Dann konvergiert auch o, = %Zz ésn — s, d.h. s, ist
Cesaro-summierbar.

Insbesonders gilt das punktweise fir die Partialsummen s, der Fourier-Reihe einer L'-Funktion an
etner Stelle x.

Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel Y, (—1)* zeigt.

Beweis. Der erste Teil der Aussage heifit auch Cauchy’scher Grenzwertsatz: Zu € > 0 existiert ein m
mit |s — si| < e fiir alle & > m und somit

|s—0n\:)72k Onls—sk) Zk 0" s — sy

—1-m
<7 E k:Om_l _ - -
n s Sk|+ n c

— 0 firn—oo. O

9.3.16 Proposition. Cesaro-Summierbarkeit der Fourier-Reihen.
Fiir f € LY gilt: s, (x) ist Cesaro-summierbar gegen s(x) <

/Ow(f(x 1)+ fz—t) — 2s(x)) F(t) dt — 0 fiir n — oo,
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wobei der sogenannte Fejér-Kern F,, gegeben ist durch F,(t) := %Z:;é Dy(t).

Beweis.
aawzifimwzifithwz(w(;fﬁwy@
k=0 k=0 k=0

2 [[e+0-fa-0) R@d ©

9.3.17 Lemma.
Fiir die Fejér-Kerne

n—1
F,(t) := % > Di(t)
k=0

gilt:
11 t t 1 sin®(ni)
D RO =t (o)) = L0
(1) Fa(t) n 2sin(L) sinz) + -+~ +sin((2n —1)7) n2sin?(l) =
T ™
(2) / Fn — 5
0 2
1 1
3) 0<FE,(t)<—
T
Beweis. (1)
n—1 ) n—1
Z ekt _ % Zeikx
k=0 k=0
_ 1 - ei": _1- cos(nm.) - iwsin(nx) fir x ¢ 2n7
e"2 —ez2 —2isin
n—1 .2
= S (ks ) - L) i)
—0 2 QSIH% 5111%

(2) < [y Dn=13.
(3) < (1). O
Wichtigste Anwendung der Cesaro-Summierbarkeit ist der

9.3.18 Satz von Fejér.

Es sei f € LY, 3 f(x+), f(z—). Dann ist s, (z) Cesaro-summierbar gegen s(x) := %

Beweis. g,(t) w.o., Ve >0 36 >0 Vt € [0,0]: [f(z£t) - f(zE)]| < 5= = [g ()| < £ =

§ é T
0 T Jo ™ Jo 2
4 1
)/ 9z Fr
&

1 T
< — <] = 0, 0.B.d.A. <
- 2nsin2(g) /5 1921 B
9.3.19 Folgerung. Beschreibung des Grenzwertes der Fourier-Reihe.
Es sei f € LY, T f(z+), f(z—) und s,(z) konvergiere. Dann ist lim,,_, o sp(x) = s(z) := %
O

O

DN ™

Bemerkung.
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[Carleson | f € £% = s,(f) konvergiert f.ii., [2].

[Zygmund | f € £? % s,(f) konvergiert {iberall, [28, S298f].

[Kolmogoroff | 3 f € £': s,(f) konvergiert nirgends, [11].

[Olevskij | 3 f € C s.d. eine Umordnung der Fourier-Reihe fast iiberall divergiert, [23].

3f € C: s,(f) divergiert in iiberabzihlbar vielen Punkten.

[Fatou ] >, -, sliélézf)) konvergiert punktweise, ist aber nicht die Fourier-Reihe einer £!-Funktion.

Es waren Konvergenzuntersuchungen von Fourier-Reihen die G. Cantor zur Entwicklung der Men-
genlehre fithrten. Und Riemann hat sein Integral geschaffen und in seiner Habilitationsschrift
“Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe” 1854 vorgestellt um
Fourier-Reihen zu studieren.

9.3.20 Zusammenhang: Taylor-Reihe — Fourier-Reihe.

k
Es sei f holomorph auf {z : |z| < 1}. Dann ist f(z) = > pe, k2" mit ¢; = % Angenommen die
Taylor-Reihe konvergiert fiir ein |z| = 1, d.h. z = ¢??. Nach Abel’schen Grenzwertsatz [16], 4.2.12] gilt:
f(rei™) — f(e) fiur r /1, d.h.

g(p) := f(e"?) = Z cre*? ist die Fourier-Reihe von ¢ mit ¢, = 0 fiir k < 0.
k=0

Sei nun f lokal um {z : |2| = 1} holomorph. Dann ist f(z) = 3.;°° __ ¢2*, eine Laurent-Reihe die auf

Kompakta absolut und gleichmiflig konvergiert (siehe [24] 181]), dabei ist
1 1
fe)

™
= — z = — ") e e dop.
P omi Jgu 2RI T J(e) 4

Es seien

oo
Fy(z) := chz" fiir 2] <1
n=0

Foo(z) = Zc_nzf” fir [z2] > 1

n=1

Dann sind Fy und F,, holomorphe Funktionen auf den Inneren bzw. den AuBeren von S' und f die
Differenz der beiden Randwerte.

Umgekehrt sei u € L2(—, ), ay, by, seine Fourier-Koeffizienten. Dann ist Y, af + b7 < occ.

v(x) := % + Z —by, cos(kx) + ay sin(kz), v e L2

k>1

Achtung: Dies gilt nicht fiir £!, siehe [9, 143.2a]. Es folgt: f := u + iv € L?([—m, 7]; C) hat Fourier-
Koeffizienten
o ap — b, fir k>0
“=o fiir k <0, deshalb die Wahl von o!

Somit konvergiert F(z) := F(re™) := 3", gepr¥ e =37, epz¥ auf {2 : |2] < 1} und somit ist F
dort holomorph. Nach [2] konvergiert 3, - crpz® fii. fiir |z| = 1 gegen f(z) mit z = €. Nach dem
Abel’schen Grenzwertsatz [16], 4.2.12] ist lim,_,;_ F(re’) = f(t) fiir fast alle ¢, d.h. f € £?([—m, 7], C)
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ist Randwert einer holomorphen Funktion F': {z : |z] < 1} — C und die C-Fourier-Koeffizienten sind
genau die Taylor-Koeffizienten von F' bei 0.

Allgemeiner sei f € L2([—n, 7], C) beliebig, ¢; die C-Fourier-Koeffizienten von f. Dann sind

+oo
Fy(z) := chzk und Fio Z cp2”
k=0 k=—0oc0

holomorphe Funktionen am Inneren und AuBeren und f ist die Summe der Randwerte von Fy und Fa
und die C-Fourier-Koeffizienten von f sind gerade die Taylor-Koeffizienten von Fy bei 0 bzw. F, bei
+o0.

Beispiele.

S T L A
1. f(2) =et = Y heo ) fir |2] < oco.
= f(e) = eos@)Fisin(@) — cos(®) (cos(sin(z)) + i sin(sin(z)))

= ecos(x) COS(Sin(m)) _ ZZO:O S%e(;!ik'z) 1 COS(Z‘) n cos2(12x) + cos(3x) +.

M)

2. f(z):=log(l+2)=2—-% é - %:I:. .. fiir [2] < 1mit 2 # —1, log(z) = log(r ) = log(r) +it,

wegen cos(%) = £2EE 2 st z = 14 € = 2cosZe? = r = 2cos%, t = L; = f(e) =
k

log(1 + ') = log(2 cos%e%v) = log(2cos ) +i5 = log(2cos ) = S)%e(z:k:l(—l)k_1 1) =

cosx—%+%$....
2 ) a—COSs(T 1 sIn(x cos(nx
3f(z):ﬁ:é:1+§+%+if(elz):a%=>zno Ofn ==
a(a—cos x) oo sin(nz) _ sin(x)
a?—2acos(z)+1" Zn:O a”  a?—2acos(z)+1"
4.1 := [[log(2cos % )de gerade. %fj:log(Qcosg)z dr = 1||f[3 mit f(z) := log(2cos ) =
2 _ 1 © 1 _
5= 3Tk = 13

e e} n nz 7r2
zn:1< pyrtesne) s L =1 o [ = 1|f]

9.3.21 Theorem. Orthoprojektion.
Es sei E Hilbert-Raum, {u; : i < n} eine orthonormale Familie in E, und Ey := ({uy, : k < n}) das
lineare Frzeugnis dieser Familie. Dann gilt:

1. YfeE 3foe Ey: ||f — fol| =inf{||f —gl| : g € Eo}. Esist fo =23 ,(f, wi)u; und wir setzen
P(f) == fo.

2. P: E — E ist die Orthoprojektion auf Ey, d.h. P linear, P> = P, P! = P, BildP = E,
Ker P = Ej .

3. VfeE:f—P(f) L E.
4. Bessel’sche Gleichung: ||f|1* = ||f — P(H)II* + IP(f)]*
5. Bessel’sche Ungleichung: ||P| = 1, bzw. ||f||> > [|P(f)]I? = 4 (f, uk)?.

Beweis. (1) Es sei fo := ), apus ein beliebiger Punkt in Ey. =

If = foll> = ILFI” = 2(f, fo) + [l fol?

=17 = 2> an{four) + Y ai
= 1P+ 32 ((aw = (Fua))? = ()
k
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Dies ist genau dann minimal, wenn Vk : ar = (f, ug).
(2) offensichtlich ist P linear; P* = P oder équivalent (f, Pg) = (f, P'g) := (Pf,g) = > <, (s ux) -

(f ur).-
P(Ujk) :Zkgn@j,uk)uk =u; = VfE Ey: P(f) :f = Bild P = Ej, pP2=P.

(Bild P)* = Ker(P!) = Ker P.
(3) P2=1= Bild(1 - P) =Ker P = Ef".
(4) Pf L f—Pf, f=Pf+(f - Pf) =
IfI?=(Pf+(f—Pf),Pf+(f—Pf))=|PfI?+2(Pf.f—Pf)+If — PfI.
———

0

4
(5) 0 < [1f = PAP £~ |PFI> = I > [P(H] = [P <1 und aus P> = P = |[P|| = P*] <
IPII* = 1 < |[P||, also || P|| = 1. Weiters ist [P f[|* = (30, (f, urur, 35(f, uj)ug) = 3o (frun)?. O

Bemerkung.
Wegen [(9.3.21)] ist die n-te Partialsumme s, = Y ;_(f, ux)up der Fourier-Reihe von f die beste
Approximation an f unter allen trigonometrischen Polynomen vom Grad n.

9.3.22 Theorem. Maximale Orthonormalsysteme.
E ein Hilbert-Raum, {u, : n € N} eine orthonormale Familie. Dann sind dquivalent:

1. Ey = ({u, : n € N}) ist dicht in E;

2. Vf:{fiup)=0= f=0;

3. Vf : f - Zn<fa un>un;

4. VI IfIIP = X,.(f, un)? (Parseval’sche Glg).
Beweis. (1 = 2) ¢: g~ (f,g) ist stetig linear, p(ug) =0 = p(Eg) = 0= =0=o(f) =[|f|*?=0
= f=0.

(2 = 3) Wegen der Bessel’schen Ungleichung |(9.3.21)| ist -, ., (f,ur)® < [[f[|* fir alle n, also
>4 (f, uk)? absolut konvergent, und damit Y, (f, ux)uy eine Cauchyfolge, denn

n+m n+m
| Z (f uryur|® = Z (f,ug)? — 0 fiir n — oo.
k=n k=n

(f = penfrunyug,uy) = 0 fir j <n = Vj: (f = >0, (fsur)ur,uj) =0 2 f= D koo (s ur) U

(3= 4) Dies ist eine Verschiirfung der Bessel’schen Ungleichung.

2 2 2

=||f —snllz+ — Snll5-

1F12 = If = sallz S ()2 l[snll2
—0

4=2) Wk (fu) =025 ||f]2 = S frup)2 =0 = f=0.
B3=1)
f= liyanZ < n<f7 uk)uk. O
k

€Ey

9.3.23 Proposition. Dichtheitsaussagen.

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 26. Dezember 2015



Fourier-Reihen 9.3 131

1. B.NLP C LP dicht.

2. T C B.NLP dicht.

3. C liegt dicht in T bzgl. ||]|,-

4. Trig liegt dicht in Cor == {f € Cl—m, 7] : f(—7) = f(m)} bzgl. |||,

Dabei bezeichnet B, den Raum der beschrankten Funktionen mir kompakten Triger und Trig Raum
der trigonometrischen Polynome.

Beweis. (1) Mittels des Satzes von Beppo Levi (siehe |(7.9.5)) zeigt man durch Abschneiden, da8
BN LY C £ dicht ist, siehe [9 Aufgabe 129.7]. Es sei f,, aus f durch Abschneiden aulerhalb des
Wiirfels um (0,0) mit Seitenldnge n erhalten. Dann ist |f, — f| < |f], |fa — f] (0, fn € B.NLP

S 1o~ F N0

(2) Nach|(7.9)|ist T C £! dicht. f € B.NLP,e > 0= fe Ll = fe L da|flli=IFf 11 <Ifll, 14
nach der sogenannten Holder-Ungleichung, eine Verallgemeinerung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
L 5y e f = vl < grfapmr OBAA. [ < [[floe (Brsetze  durch 4 bei £[|f]oc
abgeschnitten). f € LP, ¢ € LP = [ — ) € LP,

1F =l =11 = 9Pl < If =l - 1f = vl < Clflloo)?™" = €.

2||pr 2|71

(3) v € T, e > 0, N Sprungstellen, Wéhle f = 1 bis auf N Intervalle der Linge 26 mit § :=

W eP, wo die konstanten Teile von ¢ affin verbunden werden, ||f|co < [|¥]co. =

/Ilf wll”<z25||f B < ev.

<2|I¢||p

(4) Nach Weierstrafi’scher Approximationssatz|(7.6.5)|liegen die trigonometrischen Polynome dicht in

C'bagl. ||-loe- Wegen |2 < 2|2, (/1P < 2] /]2 gilt dies auch fiir ||, o
Folgerung.
Es ist L eine Vervollstindigung sowohl von (T, ||-||,) als auch von (C,||-[,). O

9.3.24 Folgerung. Vollstindigkeitssatz.
{1, cos(z), sin(z), cos(2x), ... } ist ein mazimales Orthogonalsystem in L2. O

9.3.25 Folgerung. Abstrakte Fourier-Entwicklung.
Es sei {uy, : k € N} ein mazimales Orthonormalsystem in einen Hilbert-Raum E. Dann ist

F:E= Z27f = (<f7 Uk>)k
ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. F ist ein wohldefinierter isometrischer linearer Isomorphismus wegen Theorem |(9.3.22)| und
insbesonders der Parseval’schen Gleichung. Damit ist F injektiv.

Sei nun (cy)g € £2. Danniist | Y522 e ugll3 = S0t G lluell3 = 022 ¢ — 0= 32, ¢k up, Cauchyreihe

g konvergiert in £2? gegen ein f. (=)

[7535]
(f,ur) = E CjUj, U § cjuy, ug) = c,
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d.h. F(f) = (ek)k, = F ist surjektiv. O

9.3.26 Verallgemeinerte Parseval’sche Gleichung.

fLg€L?= (Ff,Fg)=([.9).

Beweis. Die folgt aus der Polarisierungsgleichung:

Az,y) = o +yll° — [l —y|* O

9.3.27 Weitere Operationen mit Fourier-Reihen .
Fiir die Faltung gilt F(f * g)x = F(f)x - F(g)r oder kurz ’]—"(f*g) =F(f)- Flg) ‘:

F(f*9)k %/ﬂ(f*g)() R

/ o ﬁf v~ y) gly) e dy d

271'
:]:(f)k ~f(g)k.

S ety L / f(z—y) e ™9 dpdy  (nach Fubini)

Fiir das Produkt zweier L2-Funktionen gilt ’.F(f -g)=F(f)xF(g) ‘, wobei die Faltung zweier Folgen

(ar)rez und (bg)rez durch (axb)y := > .y ar—n - by gegeben ist:
Fiir k = 0 folgt das aus der Parseval’schen Gleichung (siehe|(9.3.22)]

1

b= [ f@)gle)do

=(/, >=< (f), F(9))

=Y F(f)e-F@
k

=Y "F()r Flg)-«
k

= (F(f) * F(9))o-

Der allgemeine Fall folgt nun folgendermaflen:

F(f-9e=F(f-g-exp_j)o= Z]:(f)j F(g-exp_g)-j

=2 F (s Fl9hk

= (F() * F(9)-

Beziiglich Stammfunktlonbﬂdung gilt fir f € L' mit Fourier-Koeffizienten cy:
Die durch F(z fo — ¢p) dt definierte Funktion F' ist absolut-stetig und 2m-periodisch, denn

T+2m T
F(x+2ﬂ')—F(x):/ (f(t) —co)dt = f@)dt —2m-co = 0.

—T
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Seien C die Fourier-Koeffizienten von F. Nun liefert partielle Integration fiir k& # 0:

1" .
Ck:%/_ﬂF(t)e K gy

- ([F(t) o - [ue-wss dt)

_ L[1 /" —ikt T
=0+ o Lk 77Tf(t)e dt—co/ T dt

—T

1
= — 0.
ik0k+

Da fiir absolut-stetige F' die Reihe Y, Ck e?** — F(z) gleichmifig konvergiert, folgt aus 0 = F(0) =
>, Cret*® = 3" Cy die Beziehung Cy = — 2 0 Ck- Da die Summe >, o Cp = 374 L ¢i kon-

vergiert, gilt gleiches fiir 37, Tep, alsoistz.B. Y, “12((’]2”)” nicht die Fourier-Reihe einer L'-Funktion.

Es gilt fab f)dt =5, fj cpe®t dt fur f € LY

b
/ F(t) dt = F(b) — F(a) + (b—a) co
:ZCke ZC e* 4 (b—a)co

_Z eikt _ Zka)—i—(l—l)Co-f—(b_a)cO

k;éO
_ch/ zktdt+CO/ szdt
k#£0 @

b .
:Z/ cre*t dt.
]C a

Fiir absolut-stetiges und 27-periodisches f gilt ’J—" (f e = ikF(f) ‘
Da f absolut-stetig ist, existiert f’ fast iiberall, f/ € L' und f(z) = )+ fo t) dt. Es seien ¢, die

Fourier-Koeffizienten von f’ und Cj jene von f, so gilt ¢g = 0 und nach dem eben Bewiesenen, daf
Cr = ick fiir k& #£ 0.

9.3.28 Nochmals die schwingende Saite.
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen zu Fourier-Reihen war die Schwingungsgleichung fiir die Entfer-
nung u(z,t) vom Punkt x zur Zeit ¢ von der Ruhelage:

(02)%u = a?(01)%u
u(0,t) =0 =wu(m,t) Randbedingung
u(z,0) = g(x), Osu(x,0) =h(z) Anfangsbedingung

Notwendige Voraussetzungen dafiir waren: 3 6;2‘, ‘g t%,

differenzierbar und h 1-mal differenzierbar sein.

Die Randbedingung impliziert g(0) = g(w) = 0 und 9pu(0,t) = 0 = dqu(m,t) also insbesonders
h(0) = 0 = h(r). Weiters folgt a?(d1)?u(0,t) = (92)*u(0,t) = 0 = ( b)2u(m,t) = o?(01)?u(rm,t) und
somit ¢’(0) =0 = ¢"(n)

also u 2-mal differenzier und somit mufl g 2-mal
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Wir haben folgenden Losungsansatz herausgearbeitet:

u(xw,t) := Z sin(kx) (Ag cos(akt) + By sin(akt)) =

E>1

g(z) = Z Ay sin(kx),
k>1

h(z) := Z ak By sin(kx)
k>1

Wir suchen so eine Losung u; fiir den Fall h = 0 und ein weitere uy fiir ¢ = 0. Dann ist u; + us eine
Losung. fiir beliebiges fixes A und g.

(h = 0) g 2-mal diffb., g(0) = 0 = g(7), ¢"(0) = 0 = ¢”(7) = ¢ hat 2-mal diffb. 27-periodische ungerade
Fortsetzung = g(z) = > ;- Ak sin(kz) konvergiert absolut nach 9.3.12 und glm. nach |(9.3.14)| mit
Ap =2 [ g(2) sin(kz) da.

T

oo

up (z,t) :== Z sin(kx) Ay, cos(akt) = %(g(x —at)+ gz + at))
k=1

AT’C <sin(k(x7at))Jrsin(k(erat)))
konvergiert ebenfalls absolut und es ist
1
u1(0,t) = §(g(—at) + g(at)) =0, da g ungerade ist,

1
uy(m,t) = 5(9(7‘(‘ —at) 4+ g(7 + at)) =0, da g zusitzlich 2r-periodisch,

(02w (z,1) = 5 (09" (x — ) + %" (z + o)

(1)1 (r1) = 5(g"( — at) +¢"(x + a)

= a2 (82)2u1 = (81)QU1.

(g = 0) h 1-mal diffb., h(0) = 0 = h(7) = h hat 1-mal diffb., 27-periodische ungerade Fortsetzung;
H(z) == [} h(t)dt.

H ist 2m-periodisch, da f;Jr% h= [T h=0,da h ungerade;

H ist gerade, da H(—z) = [ “h(t)dt = [ h(—s)(—1)ds = H(x).

= H(z) =Y 1> Ck cos(kx) mit Cy = 2 [7 H(z) cos(kx) dw. = h(z) = H'(z) = 3, .y —k Cy sin(kz) =
Y ks ok By sin(kx) mit By, := — S, -

e}

. . 1
us(z,t) == kZZl By, sin(kx) sin(akt) =24 (H(x +at)— H(z — at))

1 (cos(k(z—at))—cos(k(z+at)))

und es ist

u2(0,t) = i(H(at) — H(—at)) =0, da H gerade;

1
ug(m,t) = E(H(ﬂ' +at) — H(mr — at)) =0, da H 2w-periodisch;
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1

uz(z,0) = o~ (H(z) - H(z)) =0
Oqug(z,t) = i(o&H’(l’ +at) + aH'(z — at))
= Oqua(z,0) = H'(x) = h(z)
(02)2ug(x,t) = ;—Q(H”(x +at) — H'(x — at)) = a?(01)*ug(z, t).

Folglich ist

u(w,t) == ui(z,t) + us(z, t)

TH+at
— Lo —at) + 9o+ at)) + —/ h

2 20 Jo_ ot
= Z sin(kx) (Ak cos(akt) + By, sin(akt))
E>1
eine Losung, wobei
2 [T .
Ay = 7/ g(z) sin(kz) dz
T Jo
Buim [ hla) sinie) d
= — in
= o ) x) sin(kz) dx

Beachte, dal wir dabei Fourier-Reihen eigentlich nur dazu benutzt haben um die Gestalt der Losung
zu erraten.

Isoperimetrische Ungleichung.

Es sei f eine geschlossene Jordan-Kurve in R? = C, L ihre Linge und A die eingeschlossene Fliche.
Dann ist L? > 4w A, und Gleichheit gilt genau dann, wenn f einen Kreis parametrisiert.

Beweis. Falls f nicht rektifizierbar, d.h. L = oo so gilt alles, d.h. O.B.d.A. f rektifizierbar. Wir
zeigen es nur fiir stiickweise C'-Kurven mit V¢ : f/(t) # 0. O.B.d.A. sei f nach der Bogenlinge
parametrisiert (siehe [(9.4.5)]), i.e. |f’| = 1. Wenn wir noch a affin umparametrisieren kénnen wir
[—7, 7] als Parameterintervall voraussetzen, Wegen |f’| konstant ist dann L = [7_[f’| = 2x|f’|. Sei

>, cke*® die Fourier-Reihe von f, dann ist >, ikcy, e'*® die Fourier-Reihe von f’.

ﬁ:@wwz%/LW=%Wﬁ
(2m) 3 liker|? = 4m® 37 Ken
& k

Nach ist fiir einen C'*-Normalbereich dessen Rand durch f = u + iv gegeben ist:

1 ™
A= 5 / (uwv’ —vu') dt.
Wegen o
FoF=(u+iv) (W —iv)) = (uu+ov') —i(w —vu),
———
d(u?+v2)/2
ist

T = [322) - )
(fi f)e= f-f C22h g ek - ikey, = —2mi g klex|?.
- p -
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= A:—fjm (f. f C—ﬂZk|Ck|2

—4rA = 4#22 E)|ex|* >0,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn ¢, = 0 fiir k> — k = k(k — 1) # 0, d.h. k ¢ {0,1}, also fiir
f(t) = co + c1e®, eine Kreisparametrisierung. O

9.3.29 Fourier-Reihen-Bildung als Isomorphismus von Fréchet-R&dumen.

Die Fourier-Koeffizienten liefern einen Isomorphismus von CS2(R,C) mit dem Fréchet-Raum s :=
{(ck) 2 k"¢, — 0 fiir alle n} der schnell fallenden Folgen, wobei wir diesen Raum mit den Normen
[l(c)llp = supy, |cx p(k)| versehen, wobei p alle Polynome durchliuft. Es geniigt sich dabei auf Polynome
der Form p(k) := (k* +1)% mit d € N zu beschrinken.

Unter einem Fréchet-Raum versteht man einen Vektorraum der nicht wie ein normierter Raum mit

einer Norm, sondern mit abzihlbar viclcn (Semi-)Normen ||_|| versehen wurde und welcher bzgl. der

L _lz=yllx

1 5% THo—ylr vollstandig ist.

dadurch erzeugten Metrik d(z,y) :=

C52(R,C) —=— s(2,C)

Beweis. Es sei f € C®, dann ist f" € L', also gilt nach dem Satz von Riemann-Lebesgue, daf
die Fourier-Koeffizienten (ik)" ¢, von f(™ in ¢y und somit jene von f in s liegen. Umgekehrt, falls
(ck) € s, so ist (ik)"T2¢, € £>° und damit (ik)"c; € ¢*. Folglich ist f := >, cxexp, € C™ fiir alle
n, also f € C*°. Die Abbildungen sind invers zueinander, einerseits, da das fiir (cx) in ¢! gilt, und
andererseits, da es fiir absolut-stetige f gilt.

Das die Zuordnung sogar einen topologischen Isomorphismus liefert, folgt daraus, dafl beides Fréchet-
Réume sind, und die Punkt-Evaluationen stetig sind, siehe [I3] 5.6] und [I3} [5.8]. Es geniigt also die
Beschréinktheit von f — ¢ (f) = (f,exp,) fiir fixes k und die von (cx) +— >, cx €™*® fiir fixes  zu
zeigen. Diese folgen sofort aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. O

9.3.30 Verallgemeinerungen.

e Fourier-Reihen fiir andere partielle Differentialoperatoren zweiter Ordnung;:
Man kann die fiir die Schwingungsgleichung entwickelte Methode der Fourier-Reihen auch auf
andere partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung anwenden um orthogonale Polynome
als Eigenvektoren zu erhalten, siche [13] 6.13].

e Fourier-Reihen von Distributionen:
Durch Ubergang zum adjungierten Operator F* : s* — C>°(S*,C)* erhilt man eine Isomophis-
mus des Dualraums s* der langsam wachsenden Folgen mit dem Dualraum C°°(S!,C)* der
Distributionen mit kompaktem Triger, siehe [13][5.11].

e Fourier-Tranformation:
Durch Stauchung von glatten Funktionen mit kompaktem Tréger und periodisches Fortsetzen
und Grenziibergang wird man zu einem Operator F : C°(R™,C) — C*®°(R™,R) gefiihrt, der
Fourier-Transformation mit ganz dhnlichen Eigenschaften wie jenen der Fourier-Reihen. Durch
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geschickte Wahl eines Teilraums C° C § C C™ der sogenannten schnell fallenden Funktionen
erhéilt man einen Isomorphismus & — & und der adjungierte Operator F* : $* — S* ist dann ein
Isomorphismus der Dualrdume S* der temperierten Distributionen. Dieser wurde von Malgrange
und Ehrenpreis verwendet um die Losbarkeit von linearen partiellen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten zu zeigen, siehe [I3] 8|.

e Fourier-Tranformation fiir das Jpeg-Format:
Die Fourier-Transformation spielt in Form der diskreten Cosinustransformation bei der Bild-
Komprimierung im Jpeg-Verfahren eine entscheidende Rolle, siehe [15] 3.6.2].

Es gibt auch zahlreiche andere Varianten von F, z.B. die Laplacetransformation, die fiir das
16sen von gewohnlichen Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen sehr niitzlich ist, und
die Radon-Transformation, die fiir die Rontgentechnologie von essentieller Bedeutung ist.

e Harmonische Analyse:
Es gibt eine weitreichende Verallgemeinerung von F indem man statt R, Z, S* eine beliebige
lokalkompakte Gruppe G betrachtet. Darauf kann man eine unter links-Translationen invariante
Lebesgue’sche Integrationstheorie entwickeln und damit einen Isomorphismus F : L2(G) 2 L2(G)
erhalten, wobei G := Hom(G, S*1) die lokalkompakte Gruppe der stetigen Gruppenhomomorphis-
men von G nach S' C C bezeichnet, siehe [14, 10.55] .
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9.4  Variationsrechnung

9.4.1 Variationsproblem. Back to the roots.

Wir wollen in diesem Beispiel einige der klassischen Probleme behandeln, die bereits am Anfang der
Entwicklung der Analysis um 1700 angegangen wurden und deren exakte Behandlung es nétig macht
Analysis von Funktionen auf unendlich dimensionalen Banach-Rdumen zu treiben.

Wir betrachten als Einstieg folgendes einfaches Problem: Gesucht sei eine Kurve minimaler Lénge in
der Ebene, die zwei vorgegebene Punkte verbindet. O.B.d.A. sei ein Punkte (0,0) und der andere (1,0).
Die Linge des Graphens einer C''-Abbildung x : [0,1] — R ist durch

o(x) ::/0 V14 2/(t)2dt

gegeben. Wir suchen also jene Funktion 2 € C*'([0,1],R) mit z[;o,13; = 0 fiir welche ¢(z) minimal
ist, also ein Minimum der Funktion ¢ : £ — R auf dem unendlich dimensionalen Banach-Raum
E:={z e CY([0,1],R) : 2(0) =0 = z(1)}.

Wir formulieren diese Aufgabestellung gleich etwas allgemeiner um mehrere klassische Probleme aus
den Anfangstagen der Analysis damit behandeln zu kénnen: Sei

b
o(z) = / £t x(t), 2/ (1)) dt

fir z : [a,] = W C F C' und f : [a,b] x W x F — R C? mit W C F offen in F = R" (oder
allgemeiner in einem Banach-Raum F'). Dann ist ¢ : C*([a,b], F') 2 C([a,b], W) — R wohldefiniert.
Ziel ist es (lokale) Extremalstellen dieser Funktion ¢ auf der offenen Teilmenge U := {x € C'([a, b], F) :
z([a,b]) € W, z(a) = x4, #(b) = x5} des abgeschlossenen affinen Teilraums E := {z € C'([a,b],F) :
x(a) = x4, v(b) = x5} des unendlich-dimensionalen Banach-Raums C*([a, b], F') zu finden. Indem wir
durch Z : t — z(t) —zq + Z:—Z(mb —x,) ersetzen, kénnen wir O.B.d.A. z, = 0 = x;, annehmen und dann
ist E ein abgeschlossener linearer Teilraum des Banach-Raums C!([a,b], F) also selbst ein Banach-
Raum. Falls £ € U ein lokales Extremum ist, so verschwindet nach [I8] 6.4.2] die Richtungsableitung
dyp(§) von ¢ fiir alle Richtungen v € E, d.h. x ist ein kritischer Punkt von ¢.

Fiir diese Richtungsableitungen erhalten wir unter Verwendung von [I8] 6.1.25], partieller Integration
und weil v an den Randpunkten verschwinden muf3.

o(z + tv)

P = 5
d

t=0

a0 /ab f(s, (x +tv)(s), (z + tv)’(s)) ds

(18] [6.1.25) /b 0
o Otl_o

b
:/a (32f(s,x(s),x’(s))~v(s)+ Bsf(s,2(s), 2 (s)) - V' () )ds

% (83f . ’U) — (;iagf) %

f(s, (x +tv)(s), (z + tv)'(s)) ds

, b
7M/ <82f(s,z(s),z’(s))— C;iasf(&x(s)vx/(s))) ~0(s) d‘9+/ %(agf-v) ds

[927-4]2=0
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Um hier weiterzukommen bené6tigen wir das

9.4.2 Fundamentallemma der Variationsrechnung.
Es sei v € C([a,b], L(F,R)) derart, daf fab x(t) -v(t)dt = 0 fir alle v e C>([a,b], F') mit v|, 3 = 0.
Dann ist x = 0.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, da§ « # 0 ist, also ein tg € [a, b] mit x(tg) # 0 existiert, und somit
ein vy € F existiert mit z(¢o)(vg) # 0 und sogar x(tg)(ve) > 0 indem wir notigenfalls vy durch —wvg
ersetzen. Wegen der Stetigkeit von ¢ — x(t)(vo) kénnen wir 0.B.d.A. a < ¢ty < b voraussetzen und
weiters ein 0 > 0 finden mit @ < a:=ty— § < tg+ 3 =: 8 < b und «(¢)(v) > 0 fiir |t — tg| < . Nach
finden wir eine glatte Funktion 0 # p : R — [0, 1] mit p|g\(a,5) = 0. Damit liegt v : ¢ — p(t) vo
in C*([a, b], F'), verschwindet am Rand {a,b} und

b B
/x(t)-v(t)dt:/ &(’t_)/a:(t)-vo dt >0,

>0 >0

ein Widerspruch zu den Voraussetzungen. O

9.4.3 Folgerung. Euler-Lagrange Gleichung, [Euler 1747].
Es ist x € U genau dann ein kritischer Punkt fiir obiges Variationsproblem, wenn x die Fuler-Lagrange
Gleichung

0o f(s,2(s),2'(s)) = %ng(s,x(s)wl(s)) fiir alle s,

eine (implizite) Differentialgleichung zweiter Ordnung fir x, erfillt

9.4.4 Spezialfille.
Wir betrachten Situationen wo f (¢, z(t),2'(t)) von jeweils einer der 3 Variablen ¢, x(t) bzw. 2’ (t) nicht
abhéngt:

1. Es hénge f nicht von der dritten Variable x’ ab.
Dann ist die Euler-Lagrange-Gleichung 05 f(s,z(s)) = 0, also eine gewohnliche implizite Gle-
ichung fiir = die wir mittels [I8], 6.2.3] unter geeigneten Voraussetzungen losen kénnen.

2. Es hdnge nun f nicht von der zweiten Variable x ab. Dann ist die Euler-Lagrange-Gleichung
0= L0,f(s,2/(s)), also s — 2 f(s,2(s)) konstant sagen wir c. Falls wir aus dieser impliziten

Gleichung 2’ bestimmen kénnen, so erhalten wir auch z(t) = z, + f; x'.

3. Es hénge schliellich f nicht von der ersten Variable ¢ ab. Dann ist die Euler-Lagrange-Gleichung
O f(x(s),2(s)) — L0y f(x(s),2/(s)) = 0 also

L(rals),a'() ~ uf(als),a'(5) - a'(5)) =
= Ouf(a(s),(5)) /() + Do (), /() 4" (5)

— 02f(x(s),2'(5)) - 2" (s) = 0102f (w(s), 2'(s)) - ' (s) - 2'(5) — D202 (x(s), 2" (s)) - 2" (s) - ' (s)
=0

—_~

nach dem Satz [I8],6.3.11] von Schwarz. Somit ist

s> f(x(s),2'(s)) — Oaf (2(s),2(s)) - 2'(s)

konstant, eine implizite Differentialgleichung erster Ordnung fiir x.

9.4.5 Beispiel. Kiirzeste Weg.
Nun zuriick zum Problem der kiirzesten Verbindungstrecke.
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Daist f(t,x(t),2'(t)) = /1 + 2/(¢)?. Also ist die Euler-Lagrange Gleichung nach |(9.4.4.2)| dquivalent
zu

22/ (t)
2,1+ 2/(t)?’

dh. (1+2'(t)?)-2 ==z ( ) also entweder z/(t) = 0 und damit x konstant falls ¢ = 0, oder unlésbar falls

c? =1, oder 2/(t)? = , also 2’ konstant, d.h.  eine Gerade. Nur die erste Losung
mit 2’ = 0 erfiillt die Randbedmgungen also ist der einzige Kandldat fiir die kiirzeste Verbindung eine
Gerade.

Besser ist fiir « : [a,b] — R™ das Funktional

b b
- / ()] dt = / V@O D) dt

zu betrachten. Die Euler-Lagrange Gleichung besagt dann nach |(9.4.4.2)]

c=0of (t,2' (1)) =

2 (t) ist konstant

|2/(¢)]

Da die Liange einer Kurve nicht von der Parametrisierung abhéngt kénnen wir x mit konstanter skalarer
Geschwindigkeit |2'(t)| parametrisieren. In der Tat sei

SGE

Dann ist s differenzierbar mit Ableitung s'(t) = ||¢/(t)|] > 0 und somit s : [a,b] — [0, L] ein Diffeo-
morphismus. Fiir die Umkehrfunktion b : s(t) — ¢ ist dann = o h eine Umparametrisierung von x
" ()
1 , z'(t
t)| = =1
0]

Die Euler-Lagrange Gleichung besagt unter dieser Voraussetzung also

(@ o h)'(s(t))] = |2 (h(s(t))) I (s(t))] =

t — 2'(t) ist konstant.

Also parametrisiert = eine Gerade t — ¢ + ¢ ¢t im R™.

Wir hétten dies auch ohne Variationsrechnung zeigen kénnen. Denn 0.B.d.A. seien die beiden End-
punkte (0,0),(1,0) € R x R"! = R". Fir z = (20,7) : [a,b] — R x R*! und jede Zerlegung
Z ={a=1ty<--- <ty =>b} ist die Linge

L(x) > V(x,Z) = ZHJ? —xz1|>2|330 —xo(ti-1)]

> ‘Zxo(ti) — wolti-1)| = [20(b) — wo(a)| =1
i=1

und fiir die Parametrisierung z(t) := (=%, 0) der Strecke ist L(z) = 1, also das Minimum. Wir werden
aber gleich klassische Probleme behandeln, deren Minimum nicht so einfach gefunden werden kann.

9.4.6 Beispiel fiir die nicht-Losbarkeit eines Variationsproblems.

Die Euler-Lagrange Gleichung liefert uns nur eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema Im all-
gemeinen muf} so ein Variationsproblem gar keine Losung besitzen. Sei dazu ¢(z fo 2dt und
x € CY([0,1],R) mit x(0) = 0 und z(1) = 1 sind gesucht. Die Euler-Lagrange Glelchung 1autet dann
2x(t) = 0, dies erfiillt aber nicht die Randbedingungen. Offensichtlich ist inf{¢(x) : } = 0, denn dazu
betrachte man stetige Funktionen die auf [0,1 — §] gleich 0 sind. Hingegen existiert kein = welches die
Randbedingung erfiillt mit ¢(z) = 0.
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9.4.7 Hamilton-Prinzip.

Es sei ein konservatives Kraftfeld f am R™ vorgegeben, d.h. es existiert ein zugehoriges Potential
U:R" — R mit gradU = —f. Es beschreibe z : R — R™ die Bahn eines Massepunktes im Kraftfeld
f, also eine Losung des Newton’sche Kraftgesetzes

fla(t)) =ma"(t).

Die Arbeit die dabei von zq := x(tg) nach 21 := 2(t1) zu leisten ist, ist durch

A@mm»:/f;3[Wﬂmmuv»ﬁ:fvum»f«ﬂ@ww»:U@wfvwn

gegeben. Dies ist aber auch

Afa.0) = [ ()i’ ) = [ ma"O®) =m [ 5510 O de =

m
to to to 2

(I (t)? = [2"(to)[?) -

Wenn wir wie iiblich mit U(x(t)) die potentielle Energie und mit %233' (t)? die kinetische Energie des
Massepunktes x zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen, so ist somit

Ula(to)) + 5|2 (to) |2 = Ulx(t)) + 5|2 (t1)[,

also die Summe aus potentieller und kinetischer Energie konstant. Dies ist der Energicerhaltungssatz.

Wir wollen das Newton’sche Kraftgesetz nun als Fuler-Lagrange Gleichung eines Variationsproblems
identifizieren, sei dazu die sogenannte Lagrange-Funktion

Lia(t),a'(t) = S|/ O = Ula(t))

also die Differenz aus kinetischer und potentieller Energie. Das zugehorige Funktional ¢ gegeben durch

o(z) = /IL(x(t),x’(t))dt

to

heifit Wirkungsintegral und die Euler-Lagrange Gleichung dafiir ist
d d ! 1
%821/ - 0L = pr (t) + grad U z(t) = ma" (t) — f(z(t)),

also das Newton-Gesetz. Man kann dieses also in das Hamilton’sche Prinzip umformulieren, daf§ die
Bahn eines Systems in einem konservativen Kraftfeld durch die kritischen Punkte des Wirkungsintegrals
beschrieben wird.

9.4.8 Beispiel. Harmonischer Oszillator.

Ein Massepunkt bewege sich in R und habe im Abstand x vom 0-Punkt die potentielle Energie U(z) :=
%kzazz mit einer positiven Konstanten k > 0. Dies tritt z.B. auf, wenn = durch eine Feder mit dem 0-
Punkt verbunden ist. Seine kinetische Energie ist somit 7'(z,2”) = 2m (2’)? und die Lagrange-Funktion
ist

L(z,2") = = (m(2)* — k* 2?)

DN =

Dann ist die Euler-Lagrange Gleichung

d d
= O — — sl = — k%2 — —ma’ = — (k2 "
0=09 dt83 k*x prut (k*z+ma"),

also die Gleichung des sogenannten HARMONISCHEN OSZILLATORS
2 (t) = —w? 2/ (t) mit w = K
vm’
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Deren allgemeine Losung wird durch
x(t) = C1 sin(wt) + C5 cos(wt)

beschrieben und aus gegebenen Anfangsdaten x(0) und 2’(0) kénnen wir die Konstanten Cq und Cs
bestimmen und erhalten
2'(0)

w

z(t) = x(0) cos(wt) + sin(w(t)).

9.4.9 Beispiel. Brachistochrone. Johann Bernoulli 1696 [I].

Die scharfsinnigsten Mathematiker des ganzen Erdkreises griisst Johann Bernoulli, 6ffentlicher
Professor der Mathematik.

Da die Erfahrung zeigt, dass edle Geister zur Arbeit an der Vermehrung des Wissens durch
nichts mehr angetrieben werden, als wenn man ihnen schwierige und zugleich niitzliche
Aufgaben vorlegt, durch deren Losung sie einen beriihmten Namen erlangen und sich bei
der Nachwelt ein ewiges Denkmal setzen, so hoffte ich den Dank der mathematischen Welt
zu verdienen, wenn ich nach dem Beispiele von Ménnern wie Mersenne, Pascal, Fermat,
Viviani und anderen, welche vor mir dasselbe thaten, den ausgezeichnetsten Analysten
dieser Zeit eine Aufgabe vorlegte, damit sie daran, wie an einem Priifsteine, die Giite ihrer
Methoden beurtheilen, ihre Kréfte erproben und, wenn sie etwas fianden, mir mittheilen
konnten; dann wurde einem jeden offentlich sein verdientes Lob von mir zu Theil geworden
sein. Nun habe ich vor einem halben Jahre im Junihefte der Leipziger Acta Eruditorum
eine solche Aufgabe vorgelegt, deren Niitzlichkeit und Schonheit alle erkennen werden, die
sich erfolgreich mit ihr beschiftigen. Ankiindigung, herausgegeben Groningen, Januar 1697

Gesucht ist eine Kurve die zwei gegebene Punkte so verbindet, daf§ ein Massepunkt, welcher langs dieser
Kurve reibungsfrei gleitet, die kiirzeste Zeit benotigt. Der Name Brachistrochrone fiir die Losung dieses
Problems kommt vom altgriechischen Spaxioro( (kiirzeste) xpovo( (Zeit). Galileo dachte die Losung
sei ein Kreisbogen.

Sei dazu der eine Punkt der Nullpunkt und die y-Achse weise nach unten. Die skalare Geschwindigkeit
des Korpers im Punkt (z,y) ist dann durch /2 gy gegeben, denn nach dem Energieerhaltungssatz ist

m% = mgy. Es sei s(t) der bis zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegte Weg, also /()% + y/(t)? = % =
v/2 gy und somit

dx dxds 1

= gy
also

V1+y/(
t= / dt = / = ¢(y)
29y

die Zeit welche bis zum Punkt (x,y) benétigt wird. Die Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung ist

nach [(9.4.4.3)| 4quivalent zu:

1+y'(2)? y'(z)*

V() Vy@)(1+y'(x)?)

:0,

also

y@) - (14y/@)?) =c.
Wir verwenden die Substitution y’(z) = cot(r), also 7(x) = arccot ¢’ (x). Dann ist

c

Y@ = T e

= csin(r)? = g(l - cos(27))
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und somit

dr derdy 1 ¢

& dydr v @ 5(2 sin(27)) = tan(7) ¢2 sin(7) cos(7) = 2¢ cos(7)? = ¢ (1 — cos(27))

und schlief}lich

C

(1) = (27 - sin(27’)) + o

y(r) = £ (1= cos(2r))

[\]

o)

[\)

die Parametrisierung einer Zykloide. Aus den Randbedingungen

0= () = g (270 _ sin(27’0)) + o

0=y(r) = 5(1 - cos(27'0)>
=) = 5 (2r1 = sin(2m)) + o
v =y(n) = 5 (1 - cos(2r))

folgt 79 € km mit k € Z, weiters ¢ = —ckm und wenn wir den Parameter 7 durch 7 — 7y ersetzen ist
somit ¢y = 0 und

T, = g (271 - sin(271)) und y; = g(l - cos(271))
also
x1 27 —sin(2m) d 21
—=—"" und c=——"—.
Y1 1 —cos(2m) 1 —cos(2m)
Da 7 +s 20=5C7) oin Diffeomorphismus [0, 7] — [0, 400] ist, lassen sich aus obigen Gleichungen

1—cos(271)
71 € [0,7) und ¢ > 0 eindeutig bestimmen. Falls z1/y; > 7/2 so ist 7y > 7 und somit liegt die Losung

zeitweise sogar unterhalb des Endpunktes.

9.4.10 Beispiel. Minimale Rotationsflichen.
Die Oberfldche des Rotationskérpers, der durch « : [a, b] — R beschrieben wird, ist durch

b
p(x) = 2 / 2/ T+ 7/ () dt

gegeben. Die zugehorige Euler-Lagrange Gleichung liefert nach |(9.4.4.3)|

' (t)?
z(t)\/1+2'(t)? — x(t) 1—|—(t;z:)’(t)2 =c

also

z(t) = cy/14 2/ (t)2.
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Wir betrachten die Substitution z’(t) = sinh(s),
also s(t) = Arsinh(a’(¢t)). Dann lautet die Euler-
Gleichung;:

x(t) = ¢ cosh(s),

also ist

% =12/(t) at _ ¢ sinh(s),

sinh(s) 7
s

d.h. % = c und somit ¢t = ¢s + ¢y also

o(t) = ¢ cosh(t_Tco)

eine Kettenlinie.

Diese Drehfldche heifit Katenoid.

Beachte allerdings, dafl es im Allgemeinen nicht
so einfach ist aus den Randwerten z(a) = x, und
x(b) = xp, die Konstanten ¢ und ¢y zu bestimmen.

Falls x, = z, =: r ist, so mufl *—= = —b_—c% sein,
also ¢y = “TH’ und somit ¢ Losung der Gleichung

— —b
r = c cosh(%?).

9.4.11 Mehrdimensionales Variationsproblem.

Variationsrechnung 9.4

Wenn wir nun Minimalflichen finden wollen, die keine Rotationsflichen sind, so miissen wir Extremal-

stellen z : R" O B — W C FE von

(@) = /B F (2 (u), 2 () du

mit f: Bx W x L(RP, E) — R finden. Analog zu erhalten wir

o(x + th)
t=0

P)h) =

_d
Tt

/2
5 Ot

t=0

o /B f(u, (z +th)(u), (z + th)’(u)) du

f(u, (z + th)(u), (z + th)’(u)) du

= /B(agf(u, z(u), 2’ (w)) - h(u) + s f(u, z(u), 2’ (w)) - b’ (w) du = *)

wobei 03 f (u, z(u), 2’ (u)) : EP = L(RP, E) — R linear und h : R™ O B — E. Sei das Vektorfeld g auf

B gegeben durch

g:R" DU —=R", uw~ (82+if(u,:c(u),31x(u), oy Onx(u)) - h(u))
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Dann ist

div g (u Z - (agﬂf(u 2(u ),31:c(u),...,8nx(u))-h(u))

=1

- 1 (aazawf(u x(u), 01z (u), . . ,é)ngg(u))) - h(u)+

=

3

+ > Oogif(u,z(u),hx(u),...,00x(uw)) - 6(191" h(u)
1

1=

O3 f (u, x(u), 2" (w)) - I (u)

und somit ist

& (@) (h) =) = /B (0 (s () 2" (w) - ()

— Z(%@2+if(u, x(u), hx(u),. .., 8na:(u))> ~h(u) +divg (u) du
(02 (s o(w), ' (w) - h(a)

B
n

0
_ ;(W82+if(u,x(u), oz(u),..., an(u))) - h(u) du + /33 g(u) du,
=0

da h|aB =0.

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung liefert somit die sogenannte Ostrogradskij’sche Dif-
ferentialgleichung [Ostrogradskij 1834]

n

Do f (u,x(u), 7' () = Y 85;2, (024w 2(w), Dy2(w), ..., () )

i=1

eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.

9.4.12 Beispiel. Minimalfldchen.
Eine Anwendung besteht in der Bestimmung von Minimalfliichen. Es beschreibe z : R?2 O B — R den
Graph einer Fliche S C R3. Deren Oberfliche ist durch

~ [ ViF@ar T @r

gegeben. Die Ostrogradskij’sche Differentialgleichung fiir die Extremalpunkte diese Problems, die so-
genannten Minimalfiichen, lautet:

0= it 1) /(1)

5'93( )
- Z ou' /14 (012(u))2 + (922 (u))?

_ (u) 1 dix(u) D ea) Den) Bl i
Z 5”” PGP 2 i B G o) ) + 08sa(u) Gy ()

_ (3%’33 + 32237)(1 + (017)?) + (922)°) — (3133)2 (3%’96) — 2(0105) (D1x) (Do) — (Da)* (D5)
VI+ @rz(w)E + (Grz ()2
_ 0z (1 + (012)?) — 2(0102x) (O12)(Daz) + (9217 (1+ (3213)2)'
VIF @1z (w)? + Opa(w)?
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Fiir eine weitergehende Analyse von Minimalfléichen sei auf [12], 56] verwiesen.

9.4.16 Variationsproblem mit Nebenbedingung.

Wenn wir nun das Problem der kiirzesten Verbindung nicht in einem Vektorraum R™ sondern in einer
(implizit gegebenen) Fliche S := ¢g~!(0) mit g : R® — R angehen wollen, so ist hier ein Variation-
sproblem “Linge—Minimum” unter der Nebenbedingung “Kurve liegt in S” zu lésen.

Sei also allgemeiner z : [a,b] — W C E ein kritischer Punkt von

b
ola) = [ Fit(o), 1)
unter der Nebenbedingung
g(t,z(t)) = 0 fir alle t € [a, b],

wobei
fila,b)x W xFE—=Rund g:[a,b] x W — R

Wir gehen dazu dhnlich wie bei der Methode der Lagrange Multiplikatoren in [I8, 6.4.9] vor und
betrachten die neue Funktion

b b k
@(z) ::/ f(t,x(t),x/(t))dt:/ f(t,a:(t),x'(t))—}-Z)\i(t) -gi(t,z(t)) dt
mit Lagrange-Multiplikatoren J; : [a,b] — R und
k
Ft (), 2’ (1) = f(t(t), 2/ (6) + Y Xi(t) - gilt, (1))
i=1

Die Euler-Lagrange Gleichungen fiir ¢ lauten

£ / d £ /
0af(t,2(t),2'(t) = 05 f(t, 2(t), 2'(t))
und zusitzlich mufl g(¢, z(t)) = 0 erfiillt sein.

Wir koénnen hoffen aus diesen n+k& vielen Gleichungen die n+k vielen Funktionen x1, ..., T, A1,. .., Ax
berechnen zu kénnen.

Dann ist aber auch 21, . . . , 2, eine Extremalstelle des urspriinglichen Systems, denn fiir  mit g;(¢, z(t)) =
0 ist p(z) = ¢(x).
Es gilt auch die Umkehrung wie folgende Proposition zeigt.
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9.4.17 Proposition.
FEsseix:R" DU — W C FE eine Extremalstelle von

b
= / Ft,x(t),2'(t)) dt

g(t,z(t)) = 0,

wobei g : [a,b] x W — R™ mit m < n. Falls O2g(t,x(t)) : E — R™ surjektiv fir alle t € [a,b] ist, so
existieren X : [a,b] — R™ so, daff T := (x,\) die Euler-Gleichungen

unter der Nebenbedingung

02 (1,2(0),7'(8)) = 5056, (1), 7 (1)

von
b

o) = [ ft,2@),2'(t) + (A)lg(t, (t))) dt
erfiillen.

Beweis. 0.B.d.A. sei die Untermatrix da/g(t, 2(t)) = 0, wobei 2’ die ersten m-Koordinaten der zweiten
Variable z(t) bezeichne. Es sei x4(t) := z(t, s) eine Variation bzgl. s einer Extremalstelle ¢t — x(t). Also
ist

d d b ,
IO o I R (CEXORAOT
b
0
= [[oatrn. o) 5] a0+ orfn0.20) 5| ald
s=0
9 9 e
/ 0uf (1), 740) G| @+ 5| (S (b (0) 20 L (0)
_2950(83ft.’1,‘5 xt)x
b d o
:/a <82f % o 83f> . % . Zl?s(t) dt+0
Aus g(t, z4(t)) = 0 folgt
0
Oagltss (1) | () =0
und somit fiir beliebige A auch
0
;)\i(‘r) - 02gi(t, xs(t)) - |, zs(t) =0

Also ist auch

b
0 0
0= 0 Ai - Oogi — — 0 - s(t) dt.
L ( 2f+; * a8‘8—0 3f) Os s:Ox ( )

Wir bestimmen nun eine Funktion A : [a,b] — R™ eindeutig aus

d
Do f (¢, 2( +Z/\ ) O g(t,x(t)) — — Oy f(t,2(t), 2(s)) = 0
wobei wir nun nach den Variablen 1, ..., 2,, bzw. z},..., 2}, differenzieren. Dann ist die vorige Be-

dingung ident zu

T s (t) dt,

b
a i s=0 s=0
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wobei wir hier nach den reslichen &y, 41,..., 2y und z;, ..., 2], differenzieren. Die entsprechenden
Koordinaten von -2 ’5:0 xs(t) konnen jedoch willkiirlich gew#hlt werden, also ist nach dem Fundamen-
tallemma

0
Oy f+ Y Ni - Oorgi — 55| 03 f=0
i 0

s=

und nach Wahl von A\ auch

O (0,20 (1)) + S0 Aul0) - g 1,2(0)) = 3O f(1,2(0),2(5)) =0,

Zusammen mit g(t,z(¢)) = 0 sind dies die Euler-Gleichungen fiir

ft,2,8) = f(t,z,2") = ABlg(t, x(2))). O

9.4.18 Beispiel. Geodidtengleichung. Johann Bernoulli 1697.
Gesucht ist die kiirzeste Verbindung zweier Punkte in der Fliche g=1(0). Dies ist ein Variationsproblem
mit Nebenbedingung, dessen kritischen Punkte Geodéten heiflen.

0.B.d.A. verwenden wir x als Parameter der Kurve. Thre Bogenlénge ist dann

Py, 2) = /O V1+y(x)? + 2 (2)2 da

und die Nebenbedingung ist
9(@,y(z),2(x)) =0

also ist die Euler-Lagrange Gleichung des assoziierten Problems

By, 2 ) = / VI Y@ 12 @) + (@) g, y(w), 2(x)) da

gerade
/
0= X(x) ig _4 J
ay! " de TE G
d d !
0= \z) -

& TR 2

0= g(m,y,z)
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Allgemeiner liefert die Euler-Lagrange Gleichung von f(c, ') fo I/ (8)] + A(t) g(c(t)) dt:

A(t) grad g (c(t)) = %WLN (1)
a(c(t) = 0

Wenn wir O.B.d.A. |¢/(t)| konstant setzen, dann ist somit ¢”(¢) proportional zu grad ¢'(c(t)), steht also
normal auf die Flidche. Geodéten sind somit derart gestaltet, dafl die Beschleunigung die sie erfahren
nur dazu dient sie auf der Fliche g=!(0) zu halten.

Fiir eine weitergehende Diskussion von Geodéten sei auf [12] 57 verwiesen.

9.4.22 Bemerkung. Differentialgleichungen als Nebenbedingungen.
Falls die Nebenbedingungen (implizite) Differentialgleichungen der Form

g(t, (1), () =0

mit g : [a,b] x W x E — RF sind, dann konnen wir wie zuvor f durch

ftz(t),2'(t) = f(t,x +ZA ~gi(t, x(t), 2/ (t))

ersetzen und die entsprechende Euler-Lagrange Gleichung losen. Fiir einen Beweis analog zu [(9.4.17))]
siehe z.B. [5], S120ff].

9.4.23 Bemerkung. Integrale als Nebenbedingungen.

Wenn wir nun des isoperimetrische Problem angehen wollen, d.h. unter allen einfach geschlossenen
Kurven in R? mit gegebener Linge L jene zu finden, die maximalen Fliche einschlieit, so miissen wir
ein Variationsproblem folgender Art losen: Gesucht sind die Extremalstellen « : [a,b] — W C E von

b
- / Ft (), 2/ () dt

unter Nebenbedingungen der Form

b
A(z) = / ot x(t), 2/ (1)) dt = 0

mit g : [a,b] x W x E — RF. Beim isoperimetrische Problem ist

b
[0, 5(0) = 5 [ 21(0)ab0) — 2(01 1) d
und I
g, 2(0), () 2= \Jo (02 + (02 — 2
Sei z(t f g(t, z(t),2'(t)) oder dquivalent

2'(t) = g(t,z(t),2'(t)) und z(a) = 0,
also Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung. Dann kénnen wir die Methode

aus [(9.4.22)| anwenden und gewdhnliche Extrema Z := (z, z) von

b
— [ fttalt)a D)+ N0 00,04/ (0

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 26. Dezember 2015


http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Skripten/Analysis/KrieglDiffGeom.pdf#nmb.57

150 Variationsrechnung 9.4

suchen. Die Euler-Lagrange Gleichungen dafiir sind

d
62f + Z)\l 82‘91‘ = a(a:gf + Z/\ia?)gi)
0=X firi=1,. k

also sind die A; konstant und die erste Gleichung ist die Euler-Lagrange Gleichung fiir
~ b
() ::/ Pt o(t), 7)) + 3 A gilt(t), ' (1)) d.

Die Konstanten der allgemeinen Losung dieser Euler-Lagrange Gleichung sowie die A; lassen sich aus

den Randbedingungen fiir z(a) und z(b) und der Nebenbedingung f; g = 0 bestimmen. Fiir Beispiele
siehe [5, SS125].

9.4.24 Beispiel. Isoperimetrisches Problem.
Es sei eine Kurve y : [0,1] — R mit vorgegebener Léinge

g(y) :=/0 V14y(x)?de

gesucht, s.d. die Flédche

maximal wird. Das Hilfsfunktional ¢ ist dann

B(y) == / o)+ AT T g @R da

und die Euler-Lagrange Gleichung liefert

) ATy - AL

1+y'(z)?

also
A

N T CE

Die Substitution % = y/(z) = tan(s) liefert

de —
y(z) — ¢ = —Acos(s)

und
dr dx d7y B 1

ds  dy ds tan(s)

- Asin(s) = Acos(s)
also parametrisiert

x(s) = Asin(s) + 1
y(s) = —Acos(s) + ¢

einen Kreis.
9.4.25 Kettenlinie.

Eine Kette sei zwischen zwei Punkten aufgehéngt. Die Gleichgewichtslage liegt dort wo der Schwer-
punkt am tiefsten zu liegen kommt, also

b
e(y) :=/ y(z)/1+y' ()2 d
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ein Minimum animmt unter der Nebenbedingung

b
9(y) ::/ V1+y'(z)?de = L.

Das Hilfsfunktional ist .
o) = [ (vla) + NIV do

und die Euler-Lagrange Bedingung liefert:

() + ATy - WL
L+y'(x)

also
y(@) + A = v/ T+ ¥ (@)

Substitution % = y/(x) = sinh(s) liefert

v 14y (x)? = cosh(s),

y(z) + A = ¢ cosh(s)

und somit

dac_dx d7y_

1
ds  dy ds sinh(s)
=x(s) =cs+ e,

-csinh(s) = ¢

also beschreibt die Losung eine Kettenlinie:

y(x) + A = ¢ cosh <$—61).

c
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Epilog

Ich hoffe, dieser zugegebenermaflen nicht immer ganz einfache Weg durch die Grundlagen der Analysis
hat die Horer- bzw. LeserInnen von der Brauchbarkeit der dabei entwickelten Methoden iiberzeugt
und klargemacht, dafl auch die teilweise sehr allgemeinen bzw. abstrakten Teile fiir ein wirkliches
Versténdnis vieler der bereits am historischen Anfang der Analysis stehenden Probleme essentiell sind.
Natiirlich wiirden mich jegliche Riickmeldungen dariiber freuen, ob diese meine Ansicht sich bei den
weiteren Studien oder Berufsleben auch bewahrheitet, bzw. falls nicht, was gefehlt hat oder was als
unnotig empfunden wurde.

Ich mochte bei diese Gelegenheit meinen aufrichtigen Dank aussprechen fiir all die Fragen, Anmerkun-
gen und Anregungen, die ich von HoherInnen erhalten habe und die dadurch zu einem Gelingen dieser
Vorlesung entscheidend beigetragen haben.

Bleibt mir nur noch viele Freude und Aha-Erlebnisse bei der weiteren Beschéftigung mit der Mathe-
matik zu wiinschen,

Andreas Kriegl, Wien im Jénner 2005
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tensor product,

tensor product of multi-linear forms,
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