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Dies ist der aktuelle Stand meiner Vorlesung Analysis 2 im Sommersemester
2004. Ich werde diesen Text wie im vergangenen Semester laufend im WWW
aktualisieren und am Ende der Vorlesung eine komplette Version bereit stellen.

Diejenigen Nummern, wo nichts dabei steht, habe ich wie im Skriptum Analy-
sis 1 vorgetragen. Dort wo die Nummer ein vorgesetztes ‘Ad’ tragt, sind dies
Ergénzungen die ich in der Vorlesung zum entsprechenden Teil im Skriptum
gemacht habe. Dort wo eine Nummer ohne vorgesetztes ‘Ad’ steht, bin ich in
der Vorlesung wesentlich vom Skriptum abgewichen und ersetzt der hier vor-
liegende Text die entsprechende Passage aus dem Skriptum.

Ich habe diejenigen Teile, die iiber die Vorlesung hinausgehen und fiir jene
gedacht sind, die keine Angst habe zeitweilig ein wenig den Boden unter den
Fiien zu verlieren und in héhere Sphéren aufzusteigen, durch linkseitiges Sym-
bol eines Hangegleiters gekennzeichnet.

Weitere Resultate oder Beweise, die zwar fiir die Vorlesung relevant sind, aber
auf Grund ihrer Komplexitét nicht zur Priifung kommen habe ich mit linksseit-
igen Symbol gekennzeichnet.

Andreas Kriegl, Wien im Méarz 2004



Ad Kapitel 5

Ad (5.1.1)

Wir wollen nun allgemeine Flachen berechnen. Fiir Rechtecke ist das (mehr
oder minder nach Definition) das Produkt aus Lénge und Breite. Fiir den
Kreis haben wir das in (2.1.2) durch Approximation ein- und umschriebener
Vielecken erreicht. Ganz ahnlich gehen wir nun vor, um die durch eine Funktion
f:a,b] — R und die z-Achse begrenzte Fliache zu bestimmen.

Dazu benétigen wir Zerlegungen Z des Intervalls [a, b] in endlich viele Teilinter-
valle I1,..., Iy, die wir durch die endliche Folge der Teilungspunkte a = tg <
tl S S tNl S tN =b vermége Il = [to,tl],...,[i = [ti—lati]a-”aIN =
[tn, s tn]. Wir werden (logisch nicht vollig korrekt) zwischen der Interpretation
der Zerlegung Z als Z = {Iy,...,Inx} und als Z = {tg,...,tn} je nach Bedarf
hin- und herwechseln.

Hierher gehort die Definition von O(f, Z), U(f,Z), O(f) und U(f) aus dem
Skriptum.

Idee von O(f) ist, daB wir die gesuchte Flache durch Obersummen O(f, Z)
beliebig genau von oben approximieren kdnnen, sie also O(f) sein sollte. Und
ganz analog sollte sie von unten durch Untersummen U(f, Z) approximierbar
sein, also gleich U(f) sein.

Wir haben anstelle der Bezeichnung Riemann-integrierbar aus dem Skriptum
den Namen Darboux-integrierbar (kurz D-integrierbar) verwendet, da wir die
Aquivalenz dieser beiden Begriffe spiter zeigen wollen. Im Skriptum war dies ur-
spriinglich nicht vorgesehen, und deshalb der gebrauchlichere Begriff der Riemann-
Integrierbarkeit verwendet. In dieser Vorlesung konnten wir auch kurz von
Integrierbarkeit sprechen, aber es gibt auch andere wichtige nicht dquivalente
Begriffe (wie Lebesgue-integrierbar und Henstock-integrierbar).

Es ist O(f) > U(f), denn seien Z; und Z5 zwei Zerlegungen und Z := Z; U Z,
die gemeinsame Verfeinerung bestehend aus allen in Z; oder Z; vorkommenden
Teilungspunkten. Dann ist U(f, Z1) < U(f,Z) < O(f, Z) < O(f, Z2) und somit
U(f) = sup{U(f, Z1) : Z1} < O(f,Z3) und schliefflich U(f) < inf{O(f, Z5) :
Zy} = O(f).

Es ist O(f) = U(f) genau dann, wenn

Ve > 037, Zy Zerlegungen : O(f, Z1) — U(f, Z2) < e.

Beweis. (=) Seie > 0.

O(f) =inf{O(f,2) : Z} =371 : O(f,Z1) < O(f) +

M DN| M

U(f) =sup{U(f, 2) : Z} = 325 : U(f, Z2) > U(f) -

=E.

= O(f.2) ~U(f,22) < O(f) + 5 ~U(f) +

(<) Fiir € > 0 ist nach Voraussetzung 0 < O(f)—U(f) < O(f
e fiir gewisse Zerlegungen Z; und Z, und somit ist O(f) =



Ad (5.1.2)
Ad (5.1.3)

Monotone Funktionen kénnen natiirlich in einzelnen Punkten unstetig sein, denn
zwar existiert lim,_,,— f(x), da f monoton und durch f(a) beschrinkt ist, und
ebenso existiert lim, .4 f(x) > f(a) > lim;— .+ f(x), also kann dennoch eine
Sprungstelle vorliegen. Davon kénnen aber nicht zu viele vorhanden sein, denn
die Summe der Sprunghdhen von f|(, ) ist hochstens f(b) — f(a). Es kénnen
also nicht iiberabzahlbar viele Sprungstellen vorhanden sein, denn andernfalls
gibe es ein € > 0, s.d. liberabzahlbar viele mindestens ¢ sind, und deren gesamte
Sprunghohe wére somit > oo - £ = 00, ein Widerspruch.

Ad (5.1.4)

Wir haben in (5.1.2) einerseits gesehen, daf alle stetigen Funktionen D-integrierbar
sind und andererseits, dafy auch unstetige Funktionen (ndmlich alle monotonen)
integrierbar sind. Wir wollen nun in (5.1.4) eine genaue Beschreibung der D-
integrierbaren Funktionen geben, brauchen dazu allerdings einige Vorbereitun-
gen kompakte Mengen betreffend.

5.1.4c Definition.
Eine Teilmenge W eines metrischen Raums X heifit offen, wenn fiir jedes x € W
ein Ball Us(x) mit § > 0 existiert mit Us(z) C W.

Z.B. ist jeder offene Ball U,.(x) offen, denn sei ' € U,.(z), d.h. d(z',z) < r
und § := r —d(z,2’) > 0, dann ist Us(z’) C U,(z) nach Aufgabe (2.7), denn
aus " € Us(z') folgt d(2”,x) < d(z”,2') + d(z',2) < § + d(z,2') = r, d.h.
" e Up(x).

Es ist leicht einzusehen, dafl eine Teilmenge W C X genau dann offen ist, wenn
das Komplement X \ W abgeschlossen ist.

Eine Menge W von Mengen heifit Uberdeckung von X, wenn X C [JW ist, d.h.
jedes x € X in einer Menge W € W enthalten ist.

Dabei ist die Vereinigung | J W einer Menge W von Mengen definiert durch:

UW::{m:EIWGW:xGW}.



Dies ist eine allgemeinere Schreibweise als

UUi={z:3iel:zct} = J{U;:icT}.
iel

Vergleiche dies auch mit der analogen Schreibweise:

sup f(I) = sup{f(t) : t € I} = S}g‘,’f(t)'

5.1.4a Uberdeckungssatz von Lebesgue.

Es sei X ein kompakter metrischer Raum und W eine Uberdeckung von X mit
offenen Mengen. Dann ezistiert ein § > 0 (eine sogenannte Lebesque-Zahl der
Uberdeckung) s.d. jeder offene Ball mit Radius § in einem W € W enthalten
15t.

Man sagt in dieser Situation, da8 U := {Us(x) : # € X} eine Verfeinerung der
Uberdeckung W ist, d.h. VU e Y IW e W: U C W.

Beachte, dafl dies zur Folge hat, dafl jede Teilmenge A C X mit Durchmesser
d(A) < § ganz in einem W € W enthalten ist. Denn sei 0.B.d.A. 2y € A, dann
ist A C Us(zg) und somit existiert ein W € W mit W 2 Us(xg) 2 A.

Ein (notwendigerweise hinkender) Vergleich: Der Waldboden sei mit verschiede-
nen (offenen) Bléattern bedeckt. Ist eine Erdbeere kleiner als die Lebesgue-Zahl
der Uberdeckung, so kénnen wir sicher sein, daff wo immer sie am Boden liegt
sie von mindestens einem Blatt vollstandig bedeckt ist.

Beweis. Sei also W eine Uberdeckung von X mit offenen Teilmengen. Wegen
X = UW koénnen wir fiir jedes x € X ein W € W wihlen mit x € W. Da
W € W offen ist existiert ein 6 > 0 mit Us(z) C W. Es sei §(z) := sup{0 <
§<1:3W e W:Us(x) C W}. Beachte, dafi dann fiir jedes § < 6(z) der Ball
Us(x) in einer der Mengen W € W enthalten ist. Wir wollen nun ein gemeinsam
fir alle Punkte verwendbares dg > 0 finden. Das sollte uns an den Beweis von



(3.3.5) erinnern und wir versuchen folglich die Stetigkeit der Funktion ¢ : X — R
Zu zeigen.

Beh. : [0(z) — §(2')| < d(z,2’) fur alle z, 2’ € X:

Aus Symmetriegriinden geniigt es d(z’) > d(z) — d(x,2’) zu zeigen. Sei dazu
r’ < §(x)—d(z,z") < 1Dbeliebig und somit r := r'+d(z,z") < §(z). Also existiert
ein W € W mit U,(z) C W und nach Aufgabe (2.7) ist U (2') CU,.(z) C W
(denn aus 1 € Uy (), d.h. d(z1,2") < 7’ folgt d(z1,x) < d(xy,2") +d(a’,x) <
r" + d(z,2’) = r). Damit ist aber é(z’) > ¢’ fir alle v’ < §(x) — d(z,z’) und
somit &(z’) > §(x) — d(x,2’).

Wir haben also gezeigt, dafl die Funktion 6 : X — (0,1] C R stetig ist und sie
besitzt somit ein Minimum J§y > 0 nach (3.3.6). Also ist jeder Ball mit Radius
kleiner als dp < d(z) um irgendeinen Punkt x € X ganz in einer Menge W € W
enthalten. O

Mittels Uberdeckungssatz von Lebesgue konnen wir unter anderen einen ein-
sichtigeren Beweis von (3.3.5) geben:

Folgerung.
Es sei f: X =Y stetig und X kompakt. Dann ist f gleichmadfig stetig.

Beweis. Da f stetig ist, existiert fiir jedes z € X ein (offener) Ball U, um =,
s.d. d(f(z'), f(x)) < e fir alle 2’ € U, gilt. Also ist W := {U, : x € X} eine
offene Uberdeckung von X. Nach (5.5.1) existiert somit eine Lebesgue-Zahl
6 > 0 fur diese Ijberdeckung. Sei nun z1,x2 € X mit d(z1,22) < €. Dann
hat A := {x1,x2} Durchmesser d(z1,z2) < ¢ und somit existiert eine Menge
U; € Wmit A C U, und somit ist d(f(z;), f(z)) < € fir i € {1,2}, also
d(f(x1), f(x2)) < 2e. Dies ist die gleichméfige Stetigkeit von f. O

5.1.4b Folgerung. ﬁberdeckungssatz von Heine-Borel.

Ein metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jede seiner Uberdeckungen
mit offenen Mengen eine endliche Teiliberdeckung besitzt, d.h. aus X = W
und VW € W: W C X ist offen, die Existenz einer endlichen Menge Wy C W
mit X = JWy folgt.

Dieser Satz zeigt, daB, obwohl kompakte Raume sehr viele (z.B. iiberabzéhlbar
viele) Punkte besitzen kénnen, man in vielen Sitationen sich dennoch auf endlich



viele Teilmengen beschrianken kann. Er wird in der Topologie in allgemeineren
Réumen als es die metrischen sind zur Definition von Kompaktheit erhoben —
‘Old theorems never die, they turn into definitions!’

Beweis. (=) Es sei W eine Uberdeckung von X mit offenen Mengen. Nach
(5.1.4a) existiert eine Lebesgue-Zahl 6, d.h. {Us(z) : @ € X} ist eine Ver-
feinerung von X.

Wir wollen nun zeigen, daf§ schon endlich viele dieser Mengen (und damit von
W € W) ausreichen um X zu {iberdecken. Andernfalls wéhlen wir rekursiv eine
Folgen (z,,) € X mit z,, ¢ U?;()l Us(z;) indem wir bei einem beliebigen z¢ € X
starten. Da X kompakt ist, miiite diese Folge einen Haufungswert besitzen und
damit eine Teilfolge die Cauchy ist. Wegen d(z,,x;) > 0 fiir alle i < n ist dies
aber nicht moglich.

(<) Sei (z,) eine Folge in X. Angenommen kein z € X ist Haufungswert der
Folge, d.h. es existiert ein offener Ball U, um « der nur endlich viele Folgeglieder
enthélt. Andererseits ist {U, : z € X} eine Uberdeckung von X mit offenen
Mengen, also existiert eine endlich Teiliiberdeckung {Uy,...,Uy} und damit
enthalt X = vazl U; nur fiir endlich viele Folgeglieder, ein Widerspruch. (I

5.1.4 Folgerung. Lebesgue’sches Integrabilitatskriterium.

FEine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann D-integrierbar, wenn
sie fast tuberall stetig ist, d.h. die Menge der Punkte x in denen sie unstetig ist
eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Dabei heifit eine Teilmenge M C R Lebesgue-Nullmenge, wenn zu jedem ¢ > 0
abzéhlbar viele Intervalle (I;);en existieren, s.d. M C J;cy i und ol <e
ist, d.h. M kann durch abzahlbar viele Intervalle der Gesamtlange kleiner als ¢
iiberdeckt werden.

Z.B. ist jede abzdhlbare Menge eine Nullmenge, denn sei M = {¢; : i € N} und
I = [t; — &,ti + 5]. Dannist M C ;e Li und >, o |L] = D002 501 = 4e.
Der Begriff Nullmenge dient dazu Kleinheit (im maftheoretischen Sinn) von
(komplizierten) Mengen zu beschreiben.

Beweis. Die Idee des Beweises besteht darin, daf eine Funktion genau dann D-
integrierbar ist, wenn O(f, Z)—U(f, Z) = > ;c, Q(f|r) |1| klein wird, und somit
fiir jene Intervalle wo Q(f|;) groB ist, die Lange |I| klein ist. Dies kann auch so
ausgedriickt werden, da die Menge {z : 0 < wy(z) = inf{Q(f|v,()) : 0 > 0}}
‘Lange 0’ besitzt.

(<) Es sei f : [a,b] — R beschriankt, also ||f|leo := sup{|f(2)| : € [a,b]} < o0,
und die Menge A(f) der Unstetigkeitspunkte von f eine Nullmenge. Sei € > 0,
dann existieren (0.B.d.A. offene!) Intervalle I, mit A(f) C U, Ir und >, [Ix| <
e. Fiir jedes 2 ¢ A(f) ist nach (3.2.9) 0 = w,(f) = inf{Q(f|v,(2)) : > 0}, also
existiert ein d, > 0, s.d. Q(f|v,, ()) < €. Wegen der Kompaktheit von [a, ]
gibt es nach (5.1.4a) eine Lebesgue-Zahl § = <% zur Uberdeckung {I; : k €
N} U{Us,(z) 12 ¢ A(f)}, dh. t; := a+4 252 mit i € {0,..., N} definiert eine
Zerlegung Z von [a, b], die dieser Uberdeckung untergeordnet ist. Dann ist

Of,Z2)=U(f,Z) =Y (sup f|; —inf fl,)-|J].

Jez



Jene Summanden, wo J in einem der I} enthalten ist, tragen insgesamt hochstens
2| flloo 2ok k|l < 2[[flloc € bei. Die iibrigen Summanden tragen insgesamt

hochstens (b—a)e bei. In Summe ist also O(f, Z)-U(f, Z) < (2||fHOO+(b—a)> g,
d.h. f ist Darboux-integrierbar.

(=) Nach (3.2.9) ist A(f) = {z : wz(f) > 0} = U, A1/n(f), wobei A.(f) :=
{z : wi(z) = nf{Q(fly;z)) : 6 > 0} > r}. Es geniigt also zu zeigen, dafl
A, (f) eine Nullmenge ist fir jedes r > 0. Sei dazu ¢ > 0 und Z eine Zerlegung
mit O(f,Z) = U(f,Z) <r§. Sei Z die Menge der Teilintervalle I = [t;_1,1;]
von Z fur welche (t;-1,¢) N A.(f) # 0. Fur solche I sei z ein Punkt dieses
Durchschnitts, dann ist Q(f|y;)) > wy(r) > r fiir alle 6 > 0 und o.B.d.A.
Us(x) C I fiir ein 6 > 0, also Q(f[1) > Q(f|us(x)) > r. Dann ist

P> Y QU TS Y QU 1] = 0. 2) ~U(£.2) <7 5,

IeZy IeZy IeZ

also D e, [I| < §. Folglich ist A.\ {to,...,tn} € Ujey, I eine Nullmenge
und damit auch A, C (A, \ {to,...,tn}) U{to,...,tn} eine. O

Ad (5.1.6)

5.1.5 Folgerung. Operationen auf D-integrierbaren Funktionen.

Es sei f und g D-integrierbar. Dann sind auch f+ g, f-g, max(f,g) : ¢ —
max{ f(z),g(z)} und min(f,g) : © — min{f(x),g(x)} integrierbar. Der Quo-
tient f/g ist integrierbar, falls er wohldefiniert und beschrdinkt ist. Ist h stetig
und beschrankt auf dem Bild von g, so ist auch f o g integrierbar.

Es sei g(x) := 2 fiir x > 0 mit g(0) := 1 und f(z) := 1/z. Dann ist f o g nicht
beschriankt, aber f auf g([0,1]) stetig und g D-integrierbar.

Beachte, dafl die Kurzschreibweise max( f, ) fiir max o(f, g) eine milverstehbare
ist, denn bei max(z,y) fir 2,y € R war dies die grofiere der beiden Zahlen x
und y, fiir Funktionen f und g (wo ja keine die grofiere zu sein braucht) ist
max(f, g) nun die kleinste Funktion h, mit h > f und h > g.

Beweis. Wegen (3.1.6) ist A(f +g) € A(f) UA(g), A(f - g) € A(f) UA(g),
Amax(f.9)) € A(f) U Alg), Amin(f,g)) € A(f) UA(g), A(f/g) € A(f) U
A(g) (falls g(z) # 0 fiir alle ) und A(hog) C A(g) (falls A(h) = 0). Also
sind nach (5.1.4) all diese Funktionen D-integrierbar sofern sie beschrénkt sind.
Letzteres ist fiir die erste 4 klar und fiir die {ibrigen vorausgesetzt. O

Beachte, daf} diese Folgerung (ungleich der Kettenregel (4.1.14) und der Produk-
tregel (4.1.15)) nur die Integrierbarkeit der Zusammensetzung f o g, der Summe

f + g und des Produkts f - g, aber keine Formel fiir f; fogund f; f - g liefert.
Fiir die Summe wollen wir ein solche nun dennoch zeigen.

5.1.7 Lemma. Integrieren ist linear.

Die Menge der D-integrierbaren Funktionen f : I — R auf einem Intervall I
bilden einen Vektorraum R(I,R) und integrieren [, : R(I,R) — R, f+— [, f
ist linear, d.h. [,(f+Xg) = [, f+ X [; g fir alle X € R und all D-integrierbare
Funktionen f,g: I — R.



Insbesonders bedeutet dies, dafi wir die (orientierte) Flidche A zwischen zwei
Funktionen f und g iiber einen Intervall I wie folgt berechnen kénnen:

a=[r=[a=[u-o.

I

Beweis. Nach (5.1.5) ist R(I,R) ein linearer Teilraum des Vektorraums aller
Abbildungen f : I — R beziiglich der punktweise definierten Operationen f+g :
x— fx)+g(z)und X- f:2+— X f(x) (siehe lineare Algebra).

Nun zur Linearitdt von [, : R(I,R) — R. Sei vorerst A > 0. Dann ist

U, Z) = 32, inf(f(J)) || =32, Ainf(f(J)) [J] = A 32, inf(f(J)) = AU(f, Z)
und somit flf =sup, UMNf,Z) =sup, AU(f,Z) = Asup, U(f,Z) = A fI f.

Fiir die Additivitdt verwenden wir
sup f(J) +sup g(J) = sup(f + ¢)(J) = inf(f + g)(J) = inf f(J) + inf g(J),
also ist
O(f.2)+0(9.2) > O(f +9.2) > U(f +9.2) > U(f.Z) + U(g. 2).
Sei nun € > 0. Da f und g intergierbar sind existieren Zerlegungen Z; und Z,
mit

/f—SSU(f,Zf)SO(f,Zf)S/erE
I I

/g—ESU(g,Zg)SO(g,Zg)S/ngE
I I

Fiir die gemeinsame Verfeinerung Z = Zy U Z, von Z; und Z, anstelle von Zy
und Z, gilt dies dann ebenfalls, und somit ist

/f+/g—2ssv<f,2>+U<g,Z>SU(f+g,Z>s/<f+g>

I I I
SO(erg,Z)SO(f,Z)JrO(g,Z)S/Ier/Ing?s

als gilt fl(f-l-g):f[f-i-flg.

Fehlt noch die Homogenitét fiir A < 0. Diese geniigt es fiir A = —1 zu zeigen,

was aus 0= [, 0= [,(f+(=f)) = [, [+ [;(—F) folgt. O



5.1.9 Lemma. Additivitat des Integrals bzgl. der Grenzen.
Integrieren ist additiv in den Grenzen, d.h. facf = fabf + fbcf.

Diese Gleichung gilt vorerst nur fiir a < b < ¢. Damit sie auch fiir beliebige
a,b, c gilt, mus fiir a < b die Identitit 0 = [ f = f: [+ [y f erfiillt sein, d.h.

/baf::—/abffiirbZa.

wir definieren

Beweis. Beachte, dafi nach (5.1.4) aus der Integrierbarkeit von f|i, 5 und f|, ¢
jene von fli, o folgt. Fiir beliebige Zerlegungen Z_ und Z, der Intervalle [a, b]
und [b, ¢] ist Z_ U Z eine Zerlegung von [a, ¢] mit

U(fv Z—) +U(f7 Z+) = U(fa Z_ UZ+) < O(fv Z_ UZ+) = O(fv Z—)+O(fv Z+)
Damit ist

b c
[ o+ [ r=sw(uirz: 2y +swivi. 2 22)

— sup{U(f. 2_) + U(f. Z4)  Zo, Z_} < sup{U(f.Z) : Z} = / f
—U(f.2 uZy) ‘

und ganz analog unter Verwendung der Obersummen folgt

/:f+/bcfz/:f,

also gilt Gleichheit. O

Ad (5.1.10)

Beachte dabei, dafl fiir D-integrierbare f auch |f|: z — |f(x)| D-integrierbar
ist nach (5.1.5).

Beweis. Wir betrachten h := g — f > 0. Dannist [, f — [,9 = [,(f —9) =
[, h>U(h,Z) > 0. 0



Ad (5.1.11)

5.1.12 Proposition. Stetigkeit des Integrierens.
Es sei fy, : [a,b] — R D-integrierbar und f, konvergiere gegen foo gleichmdfig.
Dann ist auch foo D-integrierbar und es gilt

b b
lim f, = lim fn-
a n—oo n—oo a

Beachte, dafl dies einerseits besagt, dal R(I,R) ein abgeschlossener Teilraum
des Raumes B(I,R) aller beschrankten Funktionen I := [a,b] — R ist (und
somit nach (4.2.9) vollstandig ist) und andererseits, da [, : R(I,R) — R stetig
ist (nach (3.1.3)).

Beweis. Nach dem Lebesgue’schen Integrabilitdtskriterium (5.1.4) ist foo Riem-
ann-integrierbar, denn f., ist nach (4.2.8) zumindestens dort stetig, wo es alle
fn sind, also ist A(fso) € U,, A(fn) eine Lebesgue-0-Menge.

b b b b
Wegen | [ f— [, gl =1 [, (f=9)| < [, |f—g| < |b—a|du(f,g) nach (4.1.10) und
(5.1.11) ist das Integrieren [, Lipschitz und somit stetig, d.h. f: fn konvergiert
gegen fab foo falls doo (fn, foo) — 0, also fr, — foo gleichmiBig konvergiert. O

5.1.13 Bemerkung.
Beachte, daf (5.1.2) fiir eine bloff punktweise konvergente Folge von Funktionen
nicht mehr stimmt, wie das Beispiel f, := n fi(nz) mit fi = xp,2 (analog
(4.2.7)) zeigt: Es konvergiert f,(x) — 0 fur jedes z, also konvergiert f,, — 0
. . . 2 1
punktweise. Hingegen ist fo n=n--=1
Beachte weiters, dafl die Untersumme U(f, Z) gerade das Integral der Trep-
penfunktion fz := ;. ,inf(f([)) xr ist, wobei x; hier ausnahmsweise die
charakteristische Funktion des Intervalls I vermindert um den rechten Rand-
punkt bezeichne. Wenn wir insbesonders aquidistante Zerlegungen Z, mit
271 mit den 2"*! Teilungspunkten ¢; := a + j(b — a)27"~! betrachten, so
ist die zugehorige Treppenfunktion f, := fz, und es gilt f, < f,4i. Fir
x € [a,b) \ A(f) ist f stetig bei z, also existiert zu ep > 0 ein 6 > 0, sodafl
f(@') > f(x) — € fiir alle 2’ mit |2/ — 2| < §. Fiir (b—a)27""1 < § liegt z in
einen I € Z,, (und ist nicht der rechte Randpunkt) mit I C {2z’ : |2’ — x| < d}.
Damit ist inf(f(I)) > f(z) — e, also fn(x) > f(z) —e. Somit konvergiert
fu(x) — f(z) fir alle £ mit Ausnahme der Nullmenge A(f) U {b}, man sagt
kurz: f, konvergiert gegen f fast iiberall.
Es stellt sich somit die Frage, ob allgemeiner fiir D-integrierbare f, mit f,, <
fny1 fur alle n fiir welche f,, gegen eine D-integrierbare Funktion f. fast iberall
konvergiert, auch [; fn, — [} foo gilt. Indem wir g, := fo — fn betrachten,
geniigt es folgendes zu zeigen:

5.1.14 Theorem.
Es sei g, € R(I,R) mit g, > gnt1 > 0 fir alle n € N und g, — 0 fast tberall.
Dann gilt fl gn — 0.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist die Vereinigung N aller A(f,,) und der Menge
der Punkte x € I fiir welche g, (x) nicht gegen 0 konvergiert eine Nullmenge. Sei
€ > 0, dann existieren also abzéhlbar viele (offene) Intervalle I, mit N C |J, I
und >, |Ix| <e. Seiz € I\ N. Dann ist lim, o gn(2) = 0 und somit existiert
ein n = n, mit g,(x) < e. Da g, stetig ist, existiert ein offener Ball U, um x
mit gn|Uz <e.

Zur offenen Uberdeckung {Ij : k € N} U{U, : ¢ N} existiert nach (5.1.4b)
eine endliche Teiliiberdeckung {I1, ..., Iy }U{Us,, ..., Uy, } mit M, K € N. Sei

n' := max{ng,,...,ngy}. Dann ist g, < e auf Ufil U,, fur alle n > n’. Fir

offene Intervalle J = (a’,b’) bezeichnet wir mit [ ; [ das Intergal ff,/ f. Somit

1st
M
/gnSZ/gnJr/ 9n
I j=1 I; UJSK Uﬂc]'
<lgnlloo D11+ (b—a)e
J
< (lgrlloo + 0= 0)) e,
also [} gn — 0 fiir n — oo. O

Beachte, dafl hier die D-Integrierbarkeit der Grenzfunktion vorausgesetzt wer-
den muf}, denn sei {¢, : n € N} eine Abzahlung von Q, dann ist f,, := x4,....1.,
D-integrierbar und es gilt f, < fn+1 konvergiert punktweise gegen die nicht
D-integrierbare Dirichlet-Funktion yg.
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Ad (5.2.2)

Wir haben im Beweis gezeigt, dafl unbestimmte Integrale F' von D-integrierbare
Funktion f fast iiberall differenzierbar sind, namlich zumindest dort wo f stetig
ist, und an diesen Stellen z die Ableitung f(x) ist.

Auch umgekehrt kénnen wir mehr ausssagen: Wenn eine Abbildung F': I — R
differenzierbar ist, und ihre Ableitung f = F’ D-integrierbar ist, so gilt f; f=
F(b) — F(a).

In der Tat sei Z eine Zerlegung mit Teilungsintervallen I; = [t;—1,¢;]. Dann ist
nach dem Mittelwertsatz

F(t;) — F(ti—1)

/
) <
sup(F (1)) < =

< inf(F'(I;))

und somit

N
U(f,2) =Y sup(f(I)|I <D F(t;) — Ftia) < Y inf(f(1) |I| = O(f, 2),
=1

Iez 1eZ

=F(b)—F(a)

also |F(b) — F(a) — ff f| < e fiir alle € und somit f: f=F(@®)— F(a).

Ausgehend vom bestimmten Integral fab f integrierbarer Funktionen, haben wir
also unbestimmte Integrale F, : z — f; f betrachtet, und gezeigt, dafl diese fiir
stetiges f eine Stammfunktion zu f sind. Je zwei solche unbestimmte Integrale
F,, und Fj, unterscheiden sich nur um die Konstante f;ol f- Allgemein gilt
nach (4.1.5), dafl zwei beliebige Stammfunktionen Fy und Fj einer beliebigen
Funktion f sich nur um eine Konstante unterscheiden kénnen, denn (Fy — Fp)' =
(F) —(Fy) = f—f =0, also ist F} — Fy konstant. Wir schreiben auch in diesem
allgemeinen Fall f f fir die Familie der Stammfunktionen von f, und nennen
dies das unbestimmte Integral von f (obwohl es nicht immer durch Integration
erhalten werden kann). Der Hauptsatz der Analysis besagt dann unter anderen,
daB das bestimmte Integral D-integrierbarer Funktionen f wie folgt berechnet
werden kann:

/:f: (1)

Beachte jedoch, daB die klassische und weit verbreitete Schreibweise [ f(z)dz
fiir den Funktionswert ([ f)(z) — oder kurz [ f (x) — des/eines unbestimmten
Integrals [ f an der Stelle  mit Vorsicht zu geniesen ist, denn  kommt hier
in zwei wesentlich verschiedenen Bedeutungen vor: Einerseits bezeichnet es die
(laufende) Integrationsvariable und andererseits die fixe Stelle, an welcher die re-
sultierende Stammfunktion schlufendlich ausgewertet wird. Das entsprechende
diskrete Pendant einer Summe wére Y 7 _, f., was offensichtlicher Unsinn ist.

b

b oder klassisch /b f(z)dx = (/f(x) da:)

a

r=a

Es entspricht die obige kiirzere aber ungebréuchlichere Schreibweise auch eher
unserer Sprechweise, denn verbal formuliert besagt obiges ja, dafl “Das bes-
timmte Integral von a bis b einer Funktion f berechnet werden kann, indem man
das/ein unbestimmte Integral der Funktion an den Stellen b und a auswertet
und dann die Differenz nimmt” und dabei kommt die Variable x auch nicht vor.
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Ad (5.2.3)

Da Integrieren (fast) die Inverse zum Differenzieren ist und letzteres linear ist,
gilt gleiches auch fiir das unbestimmte Integral von stetigen Funktionen. Fiir das
bestimmte Integral haben wir die Linearitat in (5.1.7) gezeigt. Darus folgt die
ensprechende Formel fiir das unbestimmte Integral [ f : z — [ f integrierbarer
Funktionen. Schliellich konnen wir dies aber sogar fiir Funktionen die eine
Stammfunktion besitzen zeigen, denn wegen ([ f+X [g) = ([ )+ ([g) =
f+Agist [ f+X [ g Stammfunktion von f+Ag, also [(f+Ag)= [f+A [g.

Aus der Produktregel (f-g) = f’-g+ f- g folgt durch Integration [ f¢' = fg—
J f"g, oder allgemeiner aus (f g— [ ' 9)' = (f9)'—f'9=f'9+fg'~f'9=fg"

Die Substitutionsformel

/(fog)~g’= (/f)og

kann in beide Richtungen verwendet werden, also als

[ ta@ng@ iz = [ sway

y=g(z)

oder — fiir invertierbares g — als

[twan= [ foa) g do

r=g~1(y)

Probieren wir das am Beispiel [ % dx. Bei diesem Integranden stort uns vor
allem der komplizierte Ausdruck 1 + z2 im Nenner. Wenn wir diesen als Wert
der Funktion g : z +— 1 + 22 auffassen, und dann den Zihler als ¢'(z) = 2z
identifizieren, und schlielich noch f(y) := 1/y setzen, so ist wegen der ersten
Variante der Substitutionsformel

[ de= [ g @a= [ i

1422
1
Yy

Um die zweite Variante der Subsitutionsformel anwenden zu kénnen setzen wir

y=g(x)

= (ln(y) + C) ‘y:1+z2 =In(1+2*)+C.

y=1+z2

nun f(y) := % und erhalten somit fiir jedes invertierbare g
[iitsdi=[ fwdy= [ @) g @) ds
1+ 42 Y Yy)ay g g o)

Damit wir weiter rechnen kénnen sollte f(g(z)) = 2g(z)/(1 + g(x)?) einfacher
werden, also vor allem der Nenner 1+g(z)%. Wir versuchen z.B. 1+g(x)? = z zu

erreichen, d.h. wir setzen g(x) := v — 1. Dann ist f(g(z)) = % = %
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und ¢'(z) = 2\/% und somit

= [wa= 16w
Wr—1 1 1

:/ . 2mdz$_1+y2/gd:r
= (1n(2) + €) =In(1+1?) +C.

r=1+y2

In beiden Fillen haben wir eine neue Variable vermoge g(x) := 1+ 22 = y
(bzw. g7 1(y) = 1+ y? = z) eingefiihrt und die Substitutionsformel besagt
dann, dafl wir ¢'(x) dz durch dy ersetzen miissen (bzw. dy durch ¢’(x) dz). Die
Schreibweise % =g'(x) (bzw. (¢71)'(y) = ‘;—Z) kann hier als Memotechnik di-
enen. Bevor das so entstandene Integral berechnet werden kann, muf} es einen
aber gelingen die urspriingliche Variable vollig loszuwerden. Nach der Inte-
gration mufl man dann noch unbedingt die entsprechende (Riick-)Substitution

vornehmen.

Die Substitutionsformel ist also das Inverse zur Kettenregel und direkt aus
dieser herleitbar. Die Anwendung der Substitutionsformel ist auch sehr einfach
durchzufiihren (abgesehen von der geschickten Wahl der Substitutionsvariable).
Etwas aufwendiger war es hier den Zusammenhang zwischen Substitutionsformel
und Anwendungsverfahren herzustellen, also letzeres zu begriinden.

Beachte, dafl wir uns zwar die korrekten Voraussetzungen fiir all diese Inte-
grationsregeln iiberlegen koénnten, dies aber nicht wirklich notwendig ist, da
die Aussage [ f = F + C &quivalent zu F’ = f ist, also durch Differenzieren
iiberpriift werden kann.

Fiir das bestimmte Integral f_ll J z1 + 2? dz erhalten wir somit

/1 2x / 2x
i ([ 25)
711+ZL‘2 1+x2

was wir allerdings auch ohne jegliche Rechnung héatten sehen kénnen, denn
id : z — x ist ungerade, also  — 1+ 22 gerade und somit f : = — %

1
=In(1+2?)|i__; =In(2) —In(2) =0,

r=—1

ungerade, also mit Substitution y = g(z) := —=x
0 g(0) g(a)
f@de= [ fog@) (@) da= [~ flgla) g @) de
—a g(a) g(0)

:/Oa—f(gc)dx:—/oaf(m)dﬂ%

a 0 a a a
also ffaf:ffaf+f0 fz*fo f+f0 f:()
Wie geben nun noch geometrische Interpretationen der Substitionsformel und
der Formel fiir inverse Funktionen:

g g(b)
[1) to= [row] - = [ rsoysow

/ Fa(t)) g/ (1) dt

z=g(a)
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oder wenn wir o = g(a) und 3 = g(b) setzen, also a = g~ 'a und b = g=1(3),
dann ist

8 g7 (B)
/ f(x) dz = / Flg(t) ¢ () dt.
a g

a)a

Wenn insbesonders g linear (oder affin) ist, und somit ¢’ konstant ist, also
g(z) =kz +dund ¢'(x) = k gilt, dann ist

/g(g:)f/ab(fog)~g’k/ab(fog)

was man auch folgender Zeichung entnimmt:

Die erste Fliache ist die um den Faktor k gestreckte zweite Fliache. Allgemein
héngt der Streckungsfaktor g’(z) eben vom Punkt x ab, was uns wegen g(t;) —
g(ti—1) = ¢'(&) (t; — t;—1) nicht wundern darf.

Ad 5.2.7 Beispiel.
Es ist

1 _1( 1 1 )
22—1 2\z—-1 z+1

und somit
1 1 1 1 1 1 1
/x2—1dx:/§(x—1_x+l)dm:§( a:—ldx_/x—l—ldx)
1 z—1
—2<ln(x—1)—|—C1—ln(3:—|—l)—C'2>—ln<1/x+1>—|—C’

Diese Methode wollen wir nun auf allgemeine rationale Funktionen iibertragen,
d.h. auf Quotienten P/Q von Polynomen P und Q. Wir kénnen natiirlich
zuerst Division mit Rest durchfithren und damit ein Polynom abspalten um
eine rationale Funktion mit deg(P) < deg(®) zu erhalten.

Sei nun zy eine Nullstelle von (. Dann kénnen wir @ durch (x — xg) so oft
wie moglich dividieren und erhalten Q(z) = (x — 2¢)Q1(x) fur eine natiirliche
Zahl g > 1 und ein Polynom Q7 mit Q1(zg) # 0. Obiges Beispiel legt nun
den SchluB nahe, da8 wir von P/Q ein konstantes Vielfaches von 1/(z — z)?
abziehen kénnen um dadurch eine einfachere rationale Funktion (die xo nicht

mehr als d-fache Nullstelle besitzt) zu erhalten. Wegen lim,_. ., (z — z¢)¢ ggzg =
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lim, 4, 51(—(?) = 51((‘?0)), miifite dieser konstante Faktor durch P(zo)/Q1(wo)

gegeben sein. Folglich betrachten wir die Differenz

P(x)  P(zo)  P(x)Qi(x0) — P(x0)Qi(r)  R(x)

Qi(@)  Qi(zo) Q1(x)Q1 (o) Qi)
mit R(z) := P(I)Ql(%z&lzgzo)Ql(z). Offensichtlich ist R(xo) = 0 und somit das

Polynom R durch (x — x¢) teilbar, d.h. R(x) = (x — z¢) - R1(z) fiir ein Polynom
R;. Damit ist

P(x) P(x) P(xo) 1 Ry (x)

Q@) ~ @-w0)'Qi(@)  Qi(wo) @—w0)? (@ =o)L Qr(x)

mit grad(R;) < grad(Q1) + g — 1 wegen lim,_, o % =0 =lim;_ m
Induktion nach der Anzahl der Nullstellen (also dem Grad von Q) liefert somit

die Partialbruchzerlegung im Komplexen.

Nicht Nullmengen.

Kein Intervall I := [a,b] mit a < b ist eine 0-Menge, denn aus I C J,, oy In
folgt |[I] < >0 o |I,]: O.B.d.A. seien die I,, offen. Dann existiert nach (5.1.4a)
eine Lebesguezahl § > 0 und somit ist jedes Teilintervall einer dquidistanten
Zerlegung Z mit Schrittweite |Z| < d in einem der Intervalle I,, enthalten. Sei
Zn={J € Z:n=min{k: J C I}}}, dann ist |I,| > > ;. , |J|. Und da Z
die disjunkte Vereinigung der Z,, ist, ist [I| = 3, [J| = Y020 > ez 1| <
Zl?;o |Ik|-

5.1.4e Das Cantor’sche Diskontinuum.

Folgende Menge ist eine liberabzéhlbare Nullmenge. Wir beginnen mit dem
Interval Iy := [0,1] der Lange 1. Im ersten Schritt entfernen aus diesem das
mittlere offene Drittel (1/3,2/3) und erhalten die 2 abgeschlossenen Intervalle
[0,1/3] und [2/3, 1], deren Vereinigung wir mit I; bezeichnen. Diese Vereinigung
hat Gesamtlange 2/3. Im néchsten Schritt entfernen wir aus jedem dieser beiden
Intervalle, die jeweiligen mittleren offenen Drittel (1/9,2/9) und (7/9,8/9) und
erhalten 4 abgeschlossene Intervalle deren Vereinigung der Gesamtlinge (2/3)2
wir mit I5 bezeichnen. So fortfahren erhalten wir im k-ten Schritt eine Vereini-
gung I, der Gesamtlinge (2/3)* von 2* vielen abgeschlossenen Teilintervallen.
Der Durchschnitt /o := [\, ¢y I ist dann eine abgeschlossene Teilmenge von
[0,1], das sogenannte Cantor’sche Diskontinuum. Dieses ist offensichtlich eine
Nullmenge, denn I, C I und die Gesamtlinge dieser Vereinigung I}, endlich
vieler Intervalle ist (2/3)%, und (2/3)¥ — 0 fiir k — oc.

Iy -- -- -- - -- - - -

Es ist I, kompakt, denn als Durchschnitt abgeschlossener Mengen Iy ist es
abgeschlossen, und als Teilmenge von [0, 1] beschrankt.

16



Es ist I iberabzéhlbar. Um das einzusehen entwickeln wir alle z € (0, 1]
im 3-er System in unendliche Ternarzahlen, d.h. als z = 2211 oE mit xy €
{0,1,2} und nicht z;, = 0 fiir fast alle k. Das erste Intervall (und sein rechter
Randpunkt), das wir entfernt haben besteht nur aus Zahlen mit z; = 1, die
néchsten beiden (und deren jeweiliger rechte Endpunkt) nur aus Zahlen mit
x1 € {0,2} und x5 = 1, etc.. Wir haben also bei der Konstruktion von I
nur Zahlen entfernt, bei deren Entwicklung im 3-er System mindestens ein 1-er
auftritt. Alle Terndrzahlen, die nur 0’er und 2’er als Ziffern haben liegen also in
I. Davon gibt es mit gleichen Argument wie bei R aber iiberabzéhlbar viele.

Alle unendlichen Ternérzahlen die keinen 1’er in der Entwicklung enthalten
liegen also in I, und das sind genausoviele wie [0, 1], also {iberabzahlbar viele.

Umgekehrt, ist jede Ternérzahl die eine (moglicherweise abbrechende) Entwick-
lung ohne 1’er zulaft in I,,, denn die rechten Endpunkte der entfernten In-
tervalle haben zwar nicht-abbrechende Entwicklungen, die genau einen 1’er en-
thalten welcher von lauter 2’ern gefolgt wird, also auch eine abbrechende En-
twicklung der Form, wo dieser 1’er durch 2 ersetzt ist und die nacholgenden 2’er
durch 0.

Wenn wir nun die charakteristische Funktion f := x[o,1)\7., des Komplements
von I, betrachten, so ist diese auf der offenen Menge [0,1] \ Io konstant und
somit stetig. Folglich ist die Menge der Unstetigkeitspunkte in I, enthalten
(ja sogar gleich, denn in der Néahe jedes Punktes aus I, liegen auch Punkte in
[0,1] \ Iso) und somit ist f fast iiberall stetig, also nach (5.1.4) D-integrierbar.
Da in jedem echten Teilintervall von [0, 1] Punkte aus [0, 1] \ I liegen, ist jede

Obersumme 1, also fol f=1

Wir wollen noch eine weitere pathologische Funktion f : [0, 1] — [0, 1] beschreiben,
die wir Cantor’s Treppe nennen kénnten. Dazu bezeichnen wir mit f,, : [0,1] —
[0, 1] jene Funktion, die « auf die Anzahl der Randpunkte von I,, die links von
x liegen geteilt durch 27*! abbildet, d.h.

M@= Y s

x>t€edl,

wobei wir mit 0I,, die Menge der Randpunkte von I,, bezeichnen.

|

£ £, £,

—

Es ist f,, monoton wachsend und konstant auf den Teilintervallen von [0, 1]\ I,,.
Weiters konvergiert die Folge (f,,), gleichméBig, denn f, 1 unterscheidet sich
von f, (auf den Teilintervallen von I,,) um héchstens 1/2"*1. Somit ist die
Grenzfunktion f., stetig und ebenfalls monoton wachsend. Da f., auf je-
dem Teilintervall von [0,1] \ I,, gleich f,, und somit konstant ist, ist [0,1] =
foo([0,1]) = foo(Io), also das Bild der 0-Menge I, weit entfernt davon eine 0-
Menge zu sein. Dies zeigt gleichzeitig nochmals, dafi I, gleichmé&chtig zu [0, 1],
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also Uberabzdhlbar ist. Beachte auch, dafi f auf [0,1] \ I differenzierbar mit
Ableitung 0 ist, d.h. auf fast allen Punkten existiert die Ableitung und ist 0.

Beispiel.

Wir zeigen nun mit einem weiteren Beispiel, daf stetige Bilder Nullmengen nicht
Nullmengen zu sein brauchen. Dazu definieren wir fiir 0 < ¢ < 1 rekursiv eine
monoton wachsende Folge strikt monotoner stiickweise affiner stetiger Funktio-
nen hy, : [0,1] — [0,1] durch ho(z) = 2, hpi1(55) = hp(s), hny1(32H) =
S9h, (£) + 12N, (5) und dazwischen affin. Es sei h(z) := lim, o hin (7).
Dann ist 4 : [0,1] — [0, 1] monoton wachsend, h(£%) = hy,(£).
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Die Funktion h ist sogar streng monoton wachsend, denn zu x < y existieren k
und n mit z < £ <y und somit ist k(z) < h(2) = hn(22) < ha(y) < h(y).
Die Funktion h ist stetig (und nach dem Satz von Dini — Aufgabe (5.6) — die
Konvergenz gleichméafig). Es sei x € [0,1]. Wegen h,, < h ist h linksstetig. Fiir
jedes n existiert ein k, mit o, := ’2“—:; <z< % =: B,. Es geniigt zu zeigen,
daB h(8,) — h(ay,) — 0 fiir n — co. Im Falle 41 = v, (d.h. z liegt niher an
oy, als an 3,) ist

h(ﬁn+1) - h(an+1) = Nny1 (ﬁn+1) - hn(an)

= 5 T haon) + 1 ha(60) ~ hfan)

2
_1+g _l+g¢

o (h(Ba) = hulen)) = =2 (R(B8a) = hlan)).

Analog ist A1) = h(ans1) = 552 (R(B) — h(an)) im Fall Buiy = G Tn
jeden Fall erhalten wir rekursiv, dafl

n

h(Bn+1) — h(ant1) = H

j=1

1 .
TG it e, € {41, 1)

Dieses Produkt konvergiert gegen 0 fiir n — oo, da die Faktoren vom Betrag
kleiner als 2% < 1 sind.

Da monotone Funktionen nach einem Satz von Lebesgue fast iiberall differen-
zierbar sind, existiert h'(x) fiir fast alle x.
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Wir zeigen nun, dafi h'(z) = 0 fiir alle x fiir die es existiert. Es ist

h’(x)zlimM:hminl—’—%q—n Hl—%—&;q

n—0o0 n — Qn on

Falls 7'(x) > 0 ist, so konvergiert > 7, log(1 + ¢;9) = log(I[;—, (1 +¢;9)) —
log(h/(x)) und somit log(1l + €,9) — 0. Dies ist wegen &, € {+1,—1} ein
Widerspruch.

Es kann die Menge der Punkte, in denen A nicht differenzierbar ist, nicht
abzéhlbar sein, denn sonst wére f nach einen allgemeineren Mittelwertsatz kon-
stant, da f'(z) = 0 fiir alle tibrigen z ist.

Es sei nun A := {z € [0,1] : 3n/(x)}. Dann ist nach obigen [0,1] \ A eine
Nullmenge. Wegen des Satzes von Saks ist h(A) eine Nullmenge.

Da h streng monoton von [0, 1] auf [0, 1] ist, existiert die Umkehrfunktion A= :
[0,1] — [0, 1] und diese ist stetig und streng monoton, nach (3.4.3), also ebenfalls

fast iiberall differenzierbar. Es ist h~!(h(A)) = A aber eine Menge vom MaS8 1.
D.h. das hom6omorphe Bild einer 0-Menge muf} keine 0-Menge mehr sein.

Ad 5.2.6
Wir konnen auch die analoge Flachenberechnung fiir die Winkelfunktionen anstelle
der Hyperbelfunktionen durchfiihren. Der Kreis {(z,y) : 2 + y? = 1} wird ja

durch t — (cos(t),sin(t)) parametrisiert. Die Fléche eines Kreisektors von (1, 0)
bis (z,y) = (cos(t), sin(t)) ist somit (via Substitution s = cos(r)) durch

1
l‘y+/ y(s)dszw / /1 —5s2ds
T cos(t)

2
sin(2t) 0
= + 1 — cos(r)? (—sin(r)) dr
t
- ¢
= sin(2t) +/ sin(r)? dr
4 0
sin(2t) t 1
= 2
4 +/0 1 — cos(2r) dr
_ sin(2t) LT sin(2r)\ |*
4 2 4 —o0
 sin(2t) n t sin(2t) ¢
4 2 4 2

gegeben, d.h. arcsin(y) = ¢ mifit die doppelte Fliche des zugehorigen Kreis-
sektors. Nach (2.1.2) ist die gleichzeitig die Léange des zugehorigen Bogens
also der Name ARCUSSINUS voll gerechtfertigt, wohingegen das bei Mathemat-
ica gebrauchliche ARCUSSINUSHYPERBOLICUS ein Unsinn ist.

Ad 5.3.2 Beispiel.
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-1 0 1

Es ist (mittels Substitution x = —y)

/_Zf(a:) de = /bof(—y) (=1)dy = /Obf(—y)dy

Fiir gerades f ist somit

/_if(x)dmz/obf(ac)dx, also /_bbf(:v)dx:/Obf(a:)dm—l—/obf(x)dx:2/Obf(:v)dac

und fiir ungerades

[ r@a=-[ s ao [ j@a=- [ @ [ s@a=o

Beachte. daf Integranden mit /22 + 1 wegen cosh(y)? — sinh(y)? = 1 eine
Substitution der Form = cosh(y) bzw. 2 = sinh(y) nahelegen. Wohingegen
Integranden mit v/1 — 22 wegen cos(y)?+sin(y)? = 1 eine Substitution der Form
x = cos(y) (odr auch x = sin(y)) nahelegen.

Wir kénnten floo y\/ﬁ dy auch mit partieller Integration weiter umzuformen,

. 1 7 1 o / .
indem wir 5 = In’(y) oder T Arcosh’(y) beachten:

/ LI In(y) [ —yln(y) dy
Wi -1 0 VP -1 ) (P
/y 1 dy — Arcosh(y) / — Arcosh(y) dy.

Y2 —1 Yy y?
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Ad 5.3.2

Was stimmt nicht mit folgender Rechnung?

1
1 1 —4.4q
1 x5t
/ S d(E:/ .’I,'_%d(E: I
Vot G —1+1

1

-3

Jx
Irgendetwas muf faul sein, denn der Integrand ist positiv und die untere Grenze
ist die kleinere, also sollte das Integral positiv sein.

r=—1

Der Fehler ist, dafl wir beim 2.ten Gleichheitszeichen den Hauptsatz der Analysis
angewandt haben, die Funktion z +— 1/¥z aber im Punkt O nicht definiert
ist, und somit nicht auf ganz [—1, 1] eine Stammfunktion darstellt. Es besteht
auch keine Moglichkeit diese Funktion zu einer stetigen oder differenzierbaren
Funktion auf ganz [—1, 1] zu erweitern.

Dieses bestimmte Integral ist ein uneigentliches Integral, denn = — \3/1_4 ist

unbeschrinkt bei 0, also ist

L E| |
—dm:z/ —da:+/ ——dx
/_1 /4 —1 Vat 0o Vat
b |
:blirél,/_13—ﬁ1dx+alirg+/(l \S/?dx:—f—oo—i—oo:—i—oo

5.3.3a Proposition.

Es seien X undY metrische Rdume, Y set vollstandig, xoc € X sei nicht isoliert
in X und f: X \ {2} — Y eine Funktion.

Dann existiert lim,_.,__ f(z) genau dann, wenn die Cauchy-Bedingung

d(f(x), f(z') — 0 fir z,2’ — 20

erfillt ist, d.h.

Ve > 036 >0Vz,2 € X\ : d(2,200) < 6,d(2',200) <0 = d(f(x), f(z')) <e

Beweis. (=) 1. Moglichkeit dies zu sehen: Durch f(zo) 1= limg ., f(x) wird
f zu einer in x stetigen Funktionm erweitert. Somit ist fx f: X xX — Y xY
stetig und damit auch die Zusammensetzung do(f x f) : (z,2’) — d(f(x), f(z')),
also ist

lim d(f(z), f(')) = im  (do (f x f))(z,2")

T8 —Too (z,2") = (Too T oo)
=(do (f X f)(ToosToo) = d(f (o), f(Tc)) = 0.
2. Méglichkeit: Es ist d(f(z), f(z") < d(f(2), f(zs0)) + d(f(zs0), f(z')) — 0

fir z, 7’ — Too.

(<) Fiir jede Folge (z,)y, in X \{zo} ist also f(x,,) eine Cauchy-Folge in Y und
konvergiert somit. Wir zeigen nun, dafi dieser Grenzwert lim,, o f(25) nicht
von der gewéhlten Folge abhéngt. Sei dazu (z,),, eine weitere gegen x, konver-
gente Folge. Dann konvergiert auch die Folge (z,), = (zo,x(, 1,25, ...)" gegen
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Zoo, also existiert 7 := lim, o f(z]/). Damit konvergieren aber auch die Teil-
folgen (f(zn))n und (f(x],)n beide gegen n, haben also den gleichen Gernzwert.
Mit (3.1.3) folgt nun, daf lim,_,,__ f(z) existiert und dieser Grenzwert ist. O

Ad 5.3.3

Lemma (5.3.3) ist nun eine Folgerung aus (5.3.3a), denn die Cauchy-Bedingung
fiir das uneigentliche Integral f; f=limg ., ff f ist:

/aﬂ/f_/aﬂf:/:f_’ofﬁfﬁ,ﬁ’eb. 0

5.3.3b Majorantentest.
Es seien f,g : [a,b] — R Funktionen mit 0 < f < g welche auf [a,5] D-

integrierbar sind fir alle a < B < b. Falls das uneigentliche D-Integral f:g
existiert, so auch das uneigentliche D-Integral f: f und es gilt fab < f:g.

Beweis. Es sei F(3) := fff und G(B) = faﬁ g. Wegen g > f > 0 sind F und
G monoton wachsend und F' < G. Also ist F(8) < G(B) < limg_p+ G(B) =

f;g < oo und somit existiert ff [ =limg_, F(8) < f: g. O

Ad 5.3.5

Da die obere Grenze +oo ist liegt hier ein uneigentliches Integral vor. Fiir
0 <z < 1istlimgot et~ = 400, also ist der Integrand bei 0 unbeschrinkt
und ist das Integral auch aus diesem Grund ein uneigentliches.

Versuchen wir die Existenz von fol el dt = lim, o4 fal e~ it Ldt (fiir 0 <
x < 1) nachzuweisen. Es ist 0 < e7! < #*=1 < ¢*~1 fiir 0 < ¢ < 1, also nach
(5.3.3¢)

! ! bk 1
/ e*tt“"*ldtg/t“ldt:hm—>0+— = — < .
0 0 a Ty X
Nun zur Existenz von floo et tdt. Um lims oo t:t—;; (fir z — 1 > 0) zu
bestimmen betrachten wir die 1/(z — 1)-Potenz und wenden darauf L’Hospital
an:

2z — 1
lm —— i 2@

oo et/2@—1)) oo ot/(@—1)) 0.

Da t — e %/2t*~1 stetig ist folgt nun die Existenz einer Schranke C' > 0 mit

e~t/2t7=1 < C fiir alle t > 1 und somit nach (5.3.3c)

“+o00 + oo 400
/ e dt :/ e 2 et/ 241 gy < C/ e 2 dqt
1 1 — 1
<C
1
= lim C(—2e 2P, =20 — < .
e

b——+o0 \/_
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Zusammengefafit existiert also

1 o0
F(x):/ e*tt“ﬁfldt+/ ettt
0 1

Ad 5.3.5

Ausfiihrlicher lautet die Herleitung der Rekursionsvorschrift:

I'(z+1) :/ ettt dt
0

b
= lim e T dt
a—04,b—0c0 a

b b
- / (—e ) zt*! dt)
t=a a

+
0+/ coe”f ! dt) =2 T(z).
0

lim <767t t*

a—04,b—o00

5.3.7 Bemerkung.
Wir versuchen nun I'(1/2) zu berechnen:

5] o) 21 +oo 5
I'(1/2) :/ e"ttl/? dt:/ e”? —2sds:/ e ds.
0 0 S —o0

Wir werden in der Analysis 3 zeigen, dafl das letzte Integral /7 ist.

Ad 5.2.4 und 5.2.5

Wir haben in der Analysis 1 die (Ableitung der) Logarithmusfunktion In wie
folgt erhalten:

a2 =a-a

~s a"™ fir n € N mittels Rekursion
k g : n+m n m : -1 1
~s a” fur k € Z mittels a =a" -a" und somit a7 = —
a

a? fiir ¢ € Q durch (a™)™ = a™™ und somit a*/" = {a

a” fir z € R durch stetige Erweiterung

$

$

1 — 1
~»  e” fiir x € R durch e := lim (1+5)":;H

n—-+o0o
~> In(z) fiir x > 0 als Umkehrfunktion
1
~ In'(z) = - als Ableitung der Umkehrfunktion von exp mit exp’ = exp.

Man konnte diesen Zugang auch umdrehen, d.h. den Logarithmus durch In(z) :=
flx % dt definieren. Dann nachrechnen, dafl In(a - b) = In(a) + In(d) erfiillt. Die
Exponentialfunktion exp als Umkehrfunktion von In definieren und allgemein
a® = (e™®)? .= exp(zIn(a)) und nun nachrechnen, da z := a'/™ die Gle-
ichung =™ = a 16st.
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5.5 Banach-Raume

Wir wollen uns nun von der 1-Dimensionalitiat unserer bisherigen Betrachtun-
gen entgiiltig befreien und in hohere Dimensionen aufsteigen, d.h. Analysis fiir
Kurven f : R — R™, fiir Funktionen f : R™ — R oder gleich fiir Abbildungen
f:R™ — R™ treiben.

5.5.1 Vektorraume von Funktionen.

Wir haben bereits an einigen Stellen gesehen, dafl fiir das Verstdndnis von
niedrig dimensionalen Problemen — ja sogar von 1-dimensionalen Problemen —
als Zwischenschritt (unendlich dimensionale) Rdume von Funktionen hilfreich
sein konnen:

1. In (2.1.2) haben wir einen Kreis(bogen) durch Polygonziige approximiert.
Um das exakt zu machen (vor allem was die Lénge betrifft) brauchen wir
einen Raum von Kurven.

2. Fiir die Stetigkeit von f : R? — R bei 0 bendtigen wir die Konvergenz von
f(ra) — f(0) fur r — 0+ gleichméaBig bzgl. |x| = 1, also von der Familie
von Funktionen f, : y — f(ry) gegen die konstante Funktion y — f(0),
siehe (3.2.8).

3. Beim Vertauschen von Limiten bendtigten wir in (3.2.16) die GleichméBig-
keit eines der Limiten, d.h. die Konvergenz in B(Y,R).

4. Die Tangente einer Kurve ist der (gleichméfige) Grenzwert der Folge der
gezoomten Kurven, siehe (4.1.2).

5. Konvergente Potenzreihen sind (gleichméfige) Grenzwerte der Folge der
durch die Partialsummen gegebenen Polynome, und als solche stetig, glied-
weise differenzierbar und integrierbar, siehe (4.2.5), (4.2.14) und (4.2.16).

6. Die Stetigkeit des Integrals aus (5.1.12) ist eine Aussage iiber [ : R[a,b] —
R bzgl. der gleichméfigen Konvergenz.

Es sind uns fiir K € {R, C} bereits folgende Rdume von Funktionen untergekom-
men:

1. Unser Hauptbeispiel ist der Raum K" aller endlichen Folgen (xq, ..., Zn-1)
mit n Gliedern 1, ..., 2, € K, also aller Funktionen z : {0,...,n— 1} —
K.

2. Der Raum B(X,K) :={f: X - K: | f[loc := sup{|f(z)] : z € X} < 00}
aller beschrankten Funktionen X — K auf einer Menge X.

3. Oder allgemeiner der Raum B(X,K") := {f : X — K" : [|f[o :=
sup{|f(z)| : * € X} < oo} aller beschréinkten Abbildungen X — K"
auf einer Menge X.

4. Speziell der Raum ¢*° := B(N,K) aller beschrénkten Folgen in K.
5. Der Raum C(X,K) der stetigen Funktionen X — K auf einem metrischen
Raum X.
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6. Oder allgemeiner der Raum C(X,K"™) der stetigen Abbildungen X — K"
auf einem metrischen Raum X.

7. Speziell der Raum ¢ := {z € KN : 3lim,, oo Zn + aller konvergenten Folgen
in K, siehe (2.3.6).

8. Der Raum ¢! := {z € KN : ||z||, := Y07 |zs| < oo} aller absolut konver-
genten Reihen.

9. Der Raum (2 := {z € KN : (||z|]2)? := >_,7 |zn]? < oo} aller quadratisch
konvergenten Reihen.

All diese Rdume sind Vektorraume tiber K.

Um Analysis zu treiben benétigen wir ungleich der linearen Algebra eine Dis-
tanzfunktion auf den zu untersuchenden (Funktionen-)R&umen F, damit wir
von konvergenten Folgen (siehe (2.3.2)), deren Limiten und von stetigen Ab-
bildungen (siche (3.1.2)) sprechen kénnen. Fiir Reihen in E bendtigten wir
zusétzlich eine Addition in E und eine Vertrédglichkeit der Metrik mit der Ad-
dition. Und fiir das Differenzieren (siehe (4.1.1)) und Integrieren (siehe (5.1.1))
von Abbildungen f : R — E benétigen wir auch eine Skalarmultiplikation um
Ausdriicke der Form

0 = jiy LO= 10

t—0

und U(f,Z) = Zsup(f(f)) |1

IeZ

betrachten zu konnen. Die Metrik sollte dann natiirlich auch vertraglich mit
diesen Operationen sein.

5.5.2 Definition. Norm und normierter Raum.

Auf den Vektorrdumen von Funktionen aus (5.5.1) haben wir Metriken der Form
d(f,g) = ||f — gll betrachtet, wobei die Funktion f — |/ f|| € R folgende Eigen-
schaften hat:

e Ifl=0s f=o.
o [NFIl= Al If] fiir alle A € K.

o If +all <71+ llgll-

So eine Funktion ||_|| nennt man Norm, und Vektorrdume mit Norm heiflen
normierte Radume. Es wiére natiirlich naheliegend in Analogie zum Betrag |x|
fir x € R, fur z € C und fiir z € R™ aus (2.2.2) auch |f| fiir Funktionen
f zu schreiben. Da {iblicherweise aber |f| die Funktion z — |f(z)| (also die
Zusammensetzung von Betragsfunktion und f) und nicht eine Zahl bezeichnet
hat sich zur Unterscheidung die Bezeichnungsweise || f|| mit Doppelstrichen fiir
Normen von f durchgesetzt. Diese sollte natiirlich nicht als |(|f])| gelesen
werden.

Fiir endliches X haben wir in (2.2.2) gezeigt, dafi  — ||z||; eine Norm ist und
in (2.2.4), da x — ||z||2 eine ist. Fiir X = N also den Raum ¢! folgt dies nun,
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denn

NE

o+ ylh = sup{ " o+l : ]

s

o
Il
<]

M:

2 +Z|yk| n} < llelh + llylh,

b
Il

0

und ebenso fiir 2

n

Z|$k+yk|2

k=0

IN

( Z|$k\2+ Zykh) (lzll2 + llyll2)?

= o +yll3

sup{ 3 fox + il s € N} < ([l + yll)

k=0

5.5.3 Definition. Banach-Raum.

Fiir metrische Raume war uns die Vollstdndigkeit sehr wichtig, d.h. die Giiltig-
keit des Cauchy-Kriteriums (2.4.6) fiir Konvergenz, siehe auch (1.6.5), (2.3.9),
(3.4.1), (3.4.17) und (4.2.9).

Ein normierter Raum, fiir welchen die durch die Norm definierte Metrik d :
(f,g9) — d(f,g) = |f — g| vollstdndig ist, heift Banach-Raum und wir wollen
nun Analysis in Banach-Raumen treiben. Dies inkludiert insbesonders den R™,
an welchen wir primar interessiert sind, ist aber auch wie oben angefiihrt fiir
Funktionenraume von groflen Interesse.

Fiir die LeserInnen/Ho6hrerInnen denen dieser Schritt vom 1-dimensionalen auf
das unendlich-dimensionale (fiir den Moment) zu grof} ist und Banach-Réume
zu abstrakt sind, die mdgen in all den folgenden Resultaten die allgemeinen
Banach-Raume F, F', etc. durch endlich dimensionale, also (nach Wahl einer
Basis) durch R™ (fir n € N), ersetzen. In der Tat sieht man die meisten
Konzepte bereits am R? und fiir unsere Untersuchungen ist der wesentliche
Schritt jener vom 1- auf das 2-dimensionale, wohingegen bei jenem vom 2- auf
das oco-dimensionale kaum mehr etwas Neues hinzu kommt.

5.5.4 Beispiele.

In (2.4.6) haben wir gezeigt, dal R™ vollstandig ist. In (4.2.9) haben wir gezeigt,
dal B(X,R") vollstandig ist. Und mittels (4.2.8) folgt, dafi C'(X,R™) fiir kom-
paktes X vollstandig ist. Somit gilt dies auch fiir die Spezialfille £>° = B(N,R)
und ¢ = C(Ng, R).

Nun zu ¢'. Sei x = (2"),, eine Cauchy-Folge in ¢*.

Achtung: Die Glieder 2™ dieser Folge z sind Element 2™ € ¢!, also seinerseits
Folgen 2™ = (2} )ren reeller Zahlen 27 € R. Um die beiden Indizes n und k
nicht nebeneinander als x,, ;, schreiben zu miissen, haben wir n als oberen Index
geschrieben, dieser bedeutet also keine Potenzierung. Eine andere Moglichkeit
wire auch gewesen z} als x,(k) zu schreiben, und damit zum Ausdruck zu
bringen, daf die Elemente von ¢! auch als Funktionen N — R aufgefat werden
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konnen. Natiirlich wére ebenso x(n, k) als Schreibweise moglich. Jeder moge
hier seine eigenen Vorlieben entwickeln, fiir alle diese Schreibweisen gibt es gute
Argumente und auch Gegen-Argumente.

Koordinate: 0. 1. 2. 3. ... k.
20 :c8 :v? xg xg ... x%
x?t x(l) ] x% x},, x}ﬂ
x? x% :U% x% x% xi
x3 x% a:‘;’ x%’ x% $%
" g ¢ x§  xf Ty
x> zg® T Ty w§e ...

Fiir jede Koordinate mit Index k € N ist (z}),, eine Cauchy-Folge in R (wegen
|z7] < ||z™]|1) und somit konvergent. Sei x7° := lim,,_ o z}. Weiters ist ||z"1
eine Cauchy-Folge (wegen |[|z™||1 — [[#™ 1| < [|2™ — 2™||1) also beschréinkt.
Damit ist

n n n
Dol <Y Ja = a4+ Y faf] < 14 sup{||la™ 1 m € N}

k=0 k=0 k=0

<1 <lz™ll1
fiir geeignet gewédhltes m in Abhéngigkeit von allen k € {0,...,n}. Somit ist
|2°°]]1 < oo, also x> € £1.
Weiters ist

n n

n
Sola —ad <) e - a4 ey — ) <e+e

k=0 k=0 k=0

<e Sl

fiir geeignet gewéhltes m in Abhéngigkeit von allen k € {0,...,n}, also kon-
vergiert ™ — x> in £

Ganz analog kann man auch bei £2 vorgehen.

5.5.5 Lemma.
Fiir normierte Riume E und jedes tiberall positive X\ € £* (d.h. A = (A\n)nen
mit 0 < A, € R und 377 (A, < 00) sind dquivalent

1. Der Raum E ist vollstindig;
& 2. Jede absolut-konvergente Reihe in E konvergiert in E;
& 3. Fiir jede beschrinkte Folge b, in E konvergiert die Reihe ) A\pby, in E;

& 4. Jede Cauchy-Folge in E besitzt eine in E konvergente Teilfolge.
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Man/Frau rufe sich bei dieser Gelegenheit nochmals (2.5.8) und (4.2.10) in
Erinnerung.

Eine Reihe ) x, heiit absolut-konvergent falls die Reihe ), |z,| in R (ab-
solut) konvergiert.

Beweis. (1 = 2) Es sei ) x, absolut-konvergent, dann bilden die Partial-

summen von y_ x, eine Cauchy-Folge, denn || Z;L;f zj|| < Z;lif: llz;], also
konvergiert >, nach (1).

(2 = 3) Es sei die Folge (by,) beschrénkt und (A,) absolut-summierbar. Dann
ist >, An by, absolut-summierbar, denn Y || A, bn|| < ||All1-sup{||bn]| : » € N}.
Also konvergiert diese Reihe nach (2).

(3 = 4) Es sei (z;) Cauchy und A absolut-summierbar. Dann gilt:

Vk 3ng Vi, j > ng o ||lo — )] < Ay (0.B.dAng < ngga)

4

1
H/\—(xnk+1 — Tn,) ’ <lfirn<k
k

I

1
/\—kyk ist beschrankt, wobei yi 1= xpn, , — Tn,

—
J=
Z

1
T, = Z AL )\—kyk konvergiert.
k<j

(4 = 1) Es sei (z,,) eine Cauchy-Folge. Nach Voraussetzung existiert eine
konvergente Teilfolge. Es seil 2o := limg_ o0 Tp,. Zu gegebenen ¢ > 0 wahlen
wir ein N € N mit ||, — 2| < € fiir alle n,m > N und ein k£ € N mit ny, > N
und ||Zeo — Zn, || < . Dann ist

Zn — Tooll < |Tn — Tny | + |70, — Tooll < 2,
d.h. z, — . O

Wir kénnen nun das Resultat (4.2.9) fiir B(X,R") verallgemeinern indem wir
Ré&ume von (beschriankten) Abbildungen mit Werten inn Banach-Réumen be-
trachten:

5.5.6 Lemma.
Sei X eine Menge und E ein Banach-Raum. Dann ist der Raum

B(X,E):={f:X — E| f(X) ist beschrankt in E}

ebenfalls eine Banach-Raum bzgl. der punktweisen Operationen und der Supre-
mums-Norm

[fllo == sup{[|f(2)] : 2 € X}

Die konvergenten Folgen bzgl. der zugehorigen Metrik sind gerade die gleich-
mafig konvergenten.

Beweis. Dafl B(X, E) ein Vektorraum ist, folgt wie fiir B(X,R") in (4.2.9)
wenn man ihm als Teilraum des Vektorraums aller Funktionen f : X — FE
auffaft.

Dafi B(X, E) ein normierter Raum ist, zeigt man vollig analog zu (2.2.2).
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Auch die Vollstandigkeit zeigt man wie in (4.2.9). Sei dazu (f,), ein Cauchy-
Folge in B(X, E). Da die Punktevaluationen ev, : B(X,FE) — E, [ — f(x)
stetig (wegen | evy ()l = [lf (@) < ||flloo) und linear sind (also gleichméBig
stetig sind), ist f,(x) ein Cauchy-Folge in F fiir jedes z € X, und konvergiert
somit. Es sei foo(x) := lim, f,(z), dann gilt

[fn(2) = foo(@) | < lfn(@) = fr(@)]| + | fu(2) = foo (@) < 2¢

<e fir n,k>ng(e) <e fiir k>ko(e,x)

fiir n > ng(e) (und geeignet gewdhlten k). Also konvergiert f,, — f in der
Supremums-Norm.
Weiters ist

[foo ()| < foo (@) = fr (@) + [1fn (@) < lfoo = falloo + [[falloo < o0

also gehort foo zu B(X, E). O

Lemma.

Es sei E ein Banach-Raum, F ein Teilvektorraum mit der Einschrankung der
Norm von E als Norm. Falls F' abgeschlossen ist, so ist F' ebenfalls ein Banach-
Raum.

Beweis. (Siehe (3.4.18)) Wenn (y,,), eine Cauchy-Folge in F ist, dann auch in
E und konvergiert somit in £ wegen der Vollstandigkeit von E. Dann liegt der
Grenzwert wegen der Abgeschlossenheit von F' in F sogar in F', also konvergiert
sie in F'. O

Folgerung.
Fiir kompaktes X ist auch der Teilraum C(X) := C(X,K) von B(X,K) ein
Banach-Raum.

Beweis. Nach (5.5.6) ist B(X, F) vollstdndig, wenn E es ist. Nach (4.2.8) ist
C(C, E) abgeschlossen in B(X, E), also nach obigen Lemma selbst vollstandig.

O
5.5.7 Produkte von Raumen.
Analog zum R"™ := R x ... X R konnen wir auch Produkte F; x ... x E,
von normierten Raumen F1,... E, bilden. MengenméaBig ist £y x ... X E,

dabei das kartesische Produkt {(z1,...,2,) : x; € E; fir alle ¢} und die Vektor-
Operationen sind komponentenweise definiert, d.h.

(ml""7xn)+(y17."7yTL) = (x1+y1""7xn+yn)
A (21, xn) = (Axy, . A xy).

Als Norm koénnen wir ||(z1, ..., %n)|loo := max{||la;|| : i € {1,...,n}} verwenden.
Wie in Aufgabe (2.8) fiir den R™ kénnten wir aber genauso ||(z1,...,2,)|1 ==
i @] oder (das wegen Pythagoras geometrisch relevantere) ||(z1, ..., zy,)|2 ==

1/2
(Z?:l ||.I1||2) verwenden, welche die selben konvergenten- bzw. Cauchy-Fol-

gen beschreiben, namlich gerade jene Folgen deren Komponenten die entsprechende
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FEigenschaft haben. So sieht man auch sehr leicht ein, daf§ das Produkt F; X
... X E, von Banach-Raumen ebenfalls vollstandig ist.

Fiir jeden normierten Raum E ist die Addition a: E X E — E, (z,y) — x4y
stetig, denn

la(z1,91) — a(ze, y2)|| = [[(z1 +y1) — (22 + y2) || < |21 — 22 + ly1 — vl
< 2max{ ||z — 22|, [y1 — vall} = [[(x1,y1) — (z2,92)],

und ebenso ist die Skalarmultiplikation m : K x E — E, (A\,x) — A -z stetig,
denn

[m(A1, 21) — m(Ag, 22)[| = [[A121 — Agza|| < [[A1(z1 — @2)[| + [[(A1 — A2) 2|
= |Mi] [|o1 — @2 + [A1 = Aof [|lz2]] — O

fir Ay — X und 1 — xo.

5.5.8 Definition. Stetige lineare Abbildungen.

Um verschiedene Banach-Raume zueinander in Beziehung zu setzen bendtigen
wir (strukturerhaltende) Abbildungen zwischen diesen. Wie in der linearen
Algebra werden wir fiir diese die Linearitat fordern. Die Vertraglichkeit mit den
Normen (und somit den Metriken) ist gerade die Stetigkeit. Wir wollen also
stetig lineare Abbildungen zwischen normierten Rdumen niher untersuchen.

Fiir lineare Abbildungen f : R™ — F ist die Stetigkeit automatisch erfiillt, denn

in (3.1.5) haben wir gezeigt, dafl die Koordinaten-Projektionen pr; : R" — R,

x=(z!,...,2") — 27 stetig sind und wegen

@)= 1 (D07 e5) = 3o fleg) = D pry (@) fley),
Jj=1 j=1 j=1
ist f als Summe von Produkten stetiger Funktionen stetig.

Im unendlich-Dimensionalen ist dies nicht mehr richtig, wie die lineare Abbil-
dung > : E — R, z = (2%); — >_;°, 2; auf dem bzgl. der Supremums-Norm
normierten Raum E := {x = (z%); € /> : x; = 0 fiir fast alle i} zeigt. Denn die
Folge n — %X{l,‘..,n} konvergiert gegen 0 aber

3 <%x{}> =Y =Y =140=30)

i=1 =1

5.5.9 Lemma. Charakterisierung stetig linearer Abbildungen.
Es sei f: E — F eine lineare Abbildung zwischen mormierten Rdumen. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist stetig;

2. Das Bild {f(x) : ||z|| < 1} des Einheitsballs {x € E : ||z|| < 1} ist
beschrdnkt;

3. f ist beschrankt auf allen beschrankten Mengen;
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4. AL 2 0Vz € E: ||f(z)|| < L[|
5. f st Lipschitz, d.h. 3L > Wz,y € E: ||f(z) — f(W)|| < L ||z —y|;

Beweis. (1=2) Andernfalls gibe es zu jedem n € N ein xn € E mit ||z, <1
und [|f(z,)| = n. Dann konvergiert 1z, — 0 aber ||f(1x,)|| =1 und somit
konvergiert f(L1a,) nicht gegen 0 = f(O)

(2=3) Sei B C E beschréankt, also existiert ein 7 > 0 mit B C {z : |z| <
r}=r-{y:|lyll <1} (wobei wir z = ry gesetzt haben). Damit ist aber auch
FBYS F(r-(w: Iyl < 13) =r- F({u: Iyl < 1}) beschrinkc.

2) Ist offensichtlich.

(3=
(2=4) Nach Voraussetzung ist f(B) C {y : |ly|| < L} fiir ein L > 0, wobei
B :={xz:|z|| < 1}. Sei nun z € FE beliebig. Dann ist mm € B und somit

e =7 (et o) | = et 1 (o) | <t 2

(4=5) Es ist [|f(2) = f(y)ll = [f(z =) < L - [z = y].
(5=>1) Ist offensichtlich: zu e > 0 wihle § := £. O

Bemerkung.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen endlich-dimensionalen und unendlich-
dimensionalen Banach-Rdumen E besteht darin, daf§ der Einheitsball {z € E :
||lz|| < 1} bei letzteren nicht mehr kompakt (wohl aber mit gleichen Beweis wie
im endlich-dimensionalen beschrénkt und abgechlossen) ist, d.h. der Satz (3.3.4)
von Bolzano und Weierstra$ fiir diese nicht mehr gilt: Betrachte z.B. die Folge
der (standard-Einheitsvektoren) e™ € £°°, definiert durch

n 1 furk=n
€ —
k 0 andernfalls.

Diese hat Norm |le"|| = 1 liegt also ganz im Einheitsball, kann aber in ¢*°
keine konvergente Teilfolge besitzten, denn ||e™ — €™ ||, = 1 fiir alle n # m.

Dies ist natiirlich ein grofles Ungliick, denn Kompaktheitsargumente haben wir
oft sehr erfolgreich eingesetzt. Man kann sich hier dennoch ein wenig aus der
Affdre ziehen, wenn man beachtet, daf die Folge ™ punktweise (= koordinaten-
weise) gegen 0 konvergiert. Dies a8t sich auf Banach-Rdume tibertragen, siehe
z.B. [Kri02, 7.28].

5.5.10 Bemerkung.

Wir haben fiir lineare Abbildungen f : E — F eine Zahl ||f|| € RU {400}, die
Operatornorm von f, die genau dann endlich ist, wenn f stetig ist. Wir wollen
dies nun als Norm auf den Raum

L(E,F):={f: f ist eine stetig und lineare Abbildung von F to F'}

aller stetig linearen Abbildungen f: F — F' verwenden.
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In der linearen Algebra lernt man, dafl man nach Wahl einer (endlichen Basis)
B := (e;)jzy von E und C := (f;)7; von F vermoge der durch Koordinaten-
darstellung der Vektoren gegebenen Isomorphismen K" = E, (z!,... 2")
Sy ate; und K™ = F, (y',...,y™) — Y01, 47 f; jede lineare Abbildung
a : £ — F als lineare Abbildung a : K* — K™ auffassen kann, und somit
mittels einer Matrix [a] g,c = [@] = (a])i=1,...n,j=1...m beschrieben werden kann,

K3
welche durch .

a(e;) =) _al f;
j=1

gegeben ist. Also ist

a(x) = a(zn: rle;) = ina(ei) =) 7 Zazfj = Z( afmi) fi,

i=1 i=1  j=1 j=1 i=1

dh. @ wirkt auf (z',...,2") € K" durch Matrix-Multiplikation mit (a?); ;.
Beachte, da8$ z?, 37, ag hier keine Potenzen bedeutet, sondern wir blof3 Indizes
wie schon in (5.5.4) oben geschrieben haben. Dies erlaubt einfacher zu erkennen
iiber welche Indizes zu summieren ist, wenn man vereinbart, daf} dies fiir Paare
von gleichen oberen und unteren Index geschehen soll.

Versuchen wir also die Operator-Norm einer (der einfachheithalber 2 x 2-)Matrix
zu bestimmen, wobei wir vorerst am R?2 = R x R die Maximums-Norm verwen-
den. Dann ist

a b T
(&0 C)] =Nz s s +anle

=max{laz + by|, |cz + dy|}
< max{|zl, [y|} - max{|al + [b], |¢] + |d]},

also ist die Operatornorm < max{|a| + [b],|c| + |d|}. Indem wir (z,y) =
(sign(a), sign(b)) bzw. (z,y) := (sign(c), sign(d)) setzen, sehen wir, dafl max{|a|+
bl, |¢| + |d|} wirklich die Operatornorm ist.

Wenn wir anstelle der Maximums-Norm die geometrischere Euklid’ische Norm
verwenden, dann ist die Operatornorm viel schwerer zu bestimmen: Der Ein-
heitsball in R? ist die Einheitskreisscheibe, und das Bild unter der Matrix ist
eine elliptische Scheibe in R?. Die Operatornorm ist somit die gréfiere der beiden
Halbachse dieser Ellipse.

Wir kénnen n x m-Matrizen auch als Vektoren der Linge n - m auffassen, und
die euklidischen Norm obiger Matrix ist dann /a2 + b2 + ¢2 + d2.

Wir haben also verschiedene Normen am Raum L(R?,R?) zur Verfiigung, die
aber alle die gleichen konvergenten Folgen und auch die gleichen Cauchy-Folgen
beschreiben.

5.5.11 Folgerung.

Es seien E und F normierte Rdume. Dann ist L(E, F') ein normierter Raum,
wobei die Vektorraum-Operationen punktweise gegeben sind, d.h.

frg:xe fl@)+g(), A frz—=X flo)
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und die Norm die sogenannte Operator-Norm

11 = sup{F @) < el < 1) = sup{F@)] < ] = 1) = sup { LD - 20}
=inf{K : ||f(z)|| < K||z| fir alle x}

1st.
Falls F wollstindig ist, so gilt gleiches auch fir L(E, F).

Falls F = K ist so bezeichnen wir mit F* den Banach-Raum aller stetigen
linearen Funktionale auf E.

Falls f : E — F ein stetig linearer Operator ist, so bezeichnen wir mit f* : F* —
E* den ADJUNGIERTEN OPERATOR, der durch f*(¢)(z) := £(f(x)) gegeben ist.

Beweis. In der linearen Algebra lernt man, dafl Summen und skalare Vielfache
linearer Abbildungen wieder linear sind, und somit die Menge der linearen Ab-
bildungen zwischen zwei Vektorrdumen mit den punktweisen Operationen einen
Vektorraum bilden, namlich einen linearen Teilraum aller Abbildungen zwischen
den beiden Vektorraumen.

Da die Addition a : F x F' — F und die skalar-Multiplikation m, : FF — F,
2 — Az nach (5.5.7) beide stetig sind, sind auch die Summe f + g :=ao (f,g)
und skalare Vielfache A - f = m) o f stetiger Abbildungen f,g: E — F wieder
stetig, also bildet L(E, F) einen linearen Teilraum des Vektorraums aller linearer
Abbildungen.

Daf3 obige Beschreibungen der Operator-Norm &dquivalent sind, zeigt:

sup{[|f(@)[ : l|z]| = 1} <sup{[|f(z)[ : lz[| <1} (da mehr Elemente)

@l ) < @I
<sup{ 020} aar < O g o)
<sup(lf@ sl =1} @a DL = s,

inf{K f (@) < K - ||x| fir alle x} = inf {K : ”J'C(xw”)H < Kfiir alle z # 0}

— inf {{Kj;(su)p { |Jif|)” x A 0} < K}
= sup il

]

220},

Die Norm-Eigenschaften zeigt man nun wie in (2.2.2) fiir die Supremumsnorm,
siehe auch (5.5.11):

Vo [(F +g) @) < [[f @) + llgll < LI+ gl 2zl = 1f + gl < W1+ llgll
v [[(A )zl = M@= IAFIE= AT
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Nun sei F vollstandig und (f;) € L(E, F) ein Cauchy-Folge. Fiir jedes x € E
konvergiert somit f;(x) gegen ein foo(z) € F. Da f; punktweise gegen fo, kon-
vergiert ist fo, linear. Weiters ist fiir den Einheitsball A C F die Folge f;|4 ein
Cauchy-Folge in B(A, F'), und konvergiert somit gegen ein Funktion in B(A4, F)).
Da das auch punktweise fiir € A gelten muf, ist dieser Grenzwert foo|4. Somit
ist foo stetig nach (5.5.9) und f; — f in L(E, F), da die Einschrankungen auf
A esin B(A, F) tun. O

5.5.12 Bemerkung.

Schon in der linearen Algebra bendtigt man neben linearen auch bilineare und
multi-lineare Abbildungen, wie z.B. die Determinante, das Kreuz-Produkt oder
auch das skalare Produkt.

In (5.5.7) hatten wir die Stetigkeit der Addition a : E x E — E gezeigt. Diese
ist linear, denn a((z1,y1) + AMx2,92)) = (z1 + Az2) + (y1 + Ay2) = 21 +y1 +
AMze+y2) = a(z1,y1) + Aa(xa, y2), also wire das auch einfach aus |la(zq,y1)| =
1+ w1l < ol + lyall < 2 (21, 91)] gefolgt.

Ebenso hatten wir die Stetigkeit der Skalarmultiplikation m : K x F — E
gezeigt. Diese ist aber nicht linear, sondern nur bilinear, d.h. in jedem Faktor
getrennt linear, also fiir jedes x € E ist A — m(\, z) linear und fiir jedes A € K
ist © — m(A, x) linear.

Wir bendtigen also eine Verallgemeinerung von (5.5.9) auf multi-lineare Abbil-
dungen:

Proposition.
Es seien Eq,. .. ,E,, F normierte Riaume und f : E1 X ... X E, — F eine multi-
lineare Abbildung.

Dann ist f genau dann stetig, wenn
111 := sup{[lf(z1, ..., zn)l| : Vi : flzl| < 1}
= sup {—”f(xl’ )| DX # 0} < 00

]+ flnll
181,
Beweis. (=) geht vollig analog zu (5.5.9) wenn man beachtet, dafl f(Ax) =
A" f(x) gilt, d.h. f ist m-homogen.

(<) Mittels m-Homogenitét sieht man sofort, dal f stetig bei 0 ist und die
multi-Linearitdt hat dann die Stetigkeit tiberall zur Folge, was ich hier nur am
typischen Fall m = 2 vorrechnen will: Es ist

If(z1,91) — f(zo,vo)ll < [1f (@1 — 20, y0)Il + If (2o, y1 — yo)ll
< U7 (e = oty + ol llgn — woll)

—0

fur (z1,y1) — (2o, yo)- O

5.5.13 Bemerkung.

Wir wollen nun bilineare Abbildungen f : Fy1 x E; — F als (lineare) Abbildun-
gen auf F; mit Werten in einem Raum L(Es, F) von (linearen) Abbildungen
von E5 nach F' auffassen.
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Wenn wir Abbildungen f : F; X E; — F' auf Bilinearitdt untersuchen, dann
bedeutet dies ja einerseits fiir jedes (fixe) x1 € E; die Linearitit von frixg—
f(z1,29), Ea — F zu zeigen, d.h. f: z1 — f(x1,22) ist eine Abbildungen von
E, wit Werten im Raum der linearen Abbildungen F; — F, und andererseits
fiir jedes (fixe) xo € F5 die Linearitdt von z1 — f(x1,22), E2 — F' zu zeigen,
d.h. fzr + Ayr)(22) = f(z1 4+ Ayr, 22) = flzr,22) + A f(yr,22) = f(z1)(22) +

)\f(yl)(xg) = (f(xl)—l—)\f(yl))(xg) fiir alle 5 € E, d.h. f(x; +Axg) = f(xl)—i—

A f(x2) als (lineare) Abbildungen Ez — F zu zeigen (dies ist die Linearitdt von
£)-

Es ist also f : By x Fy — F genau dann bilinear, wenn die durch f(z;)(zz) :=
f(x1,22) auf Ey definierte Abbildung Werte im Vektorraum aller linearer Ab-
bildungen Ey — F hat und (auf E;) linear ist.

Es unterscheidet sich f von f nur dadurch, da bei f beide Variablen z1 € Ey
und z9 € Fj gleichzeitig als Paar (x1, x2) einzusetzen sind, bei f hingegen zuerst
z1 und dann 7 einzusetzen ist. Wir haben hier die Bindungsregel f(z1)(z2) :=

(f(x1))(z2) verwendet, d.h. bei gleichen Vorrang ist eine Formel von links nach
rechts auszuwerten, siche z.B. a —b—c:= (a —b) —c.

Als Memotechnik fiir die Notation f: Es wurde zwischen die, bei ! (z1,22) als
Paar (z1,x2) vereinten, Variablen x1,xs ein Keil V getrieben um f(z1)(z2) zu
erhalten.

Umgekehrt kénnen wir aus einer Funktion g auf E; mit Werten im Raum der
Funktionen von Fy — F' eine Abbildung § : F4 X F; — F am Produkt machen.
Wobei bei §(z1,22) := g(x1)(x2) die beiden fiir g getrennten Variablen friedfer-
tig unter einem Dach A als Paar vereint sind.

Wir zeigen nun, dafl diese Zuordnungen einen (isometrischen) Isomorphismus
beschreiben zwischen dem Banach-Raum L(E;, Es; F') der bilinearen stetigen
Abbildungen E; x Ey — F einerseits und dem Banach-Raum L(Eq, L(Es, F))
der linearen stetigen Abbildungen E; — L(Es, F') andererseits.

Lemma. Bilineare versus lineare Abbildungen.

Es bezeichne L(Ey, Eo; F) den Vektorraum der bilinearen stetigen Abbildungen
Ey x Ey — F versehen mit der Norm || f]| := sup{|| f(z, )| : ||z]| <1, |lyll < 1}.
Dann haben wir einen Isomorphismus normierter Rdume

L(E17E2;F) = L(El,L(EQ,F))
gegeben durch f — f, f%\ f.

Beweis. Dafl f — f linear und bijektiv ist mit Umkehrfunktion § </ g sieht
man leicht ein.

Das dieser Isomorphismus die Lange bewahrt folgt sofort aus

11 = sup{|lf ()l « llzll < 1, 1yl < 1} = sup{ll f(@) )]l - =]l <1, ]Iyl <1}
=suwp{|[f(@)] : llz <1} = |f| O

Wesentlicher Vorteil der Operatornorm im Gegensatz zu anderen Normen auf
Ré&umen von Matrizen ist die
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5.5.14 Folgerung. Die Algebra der stetig linearen Abbildungen.
Fiir die Operatornorm, wie sie in (5.5.11) definiert wurde. gilt: |lidg| = 1 und

Ifogll < I£1-llgll-

Beachte, dal A := L(E, E) eine Algebra (mit 1) ist, d.h. ein Vektorraum zusam-
men mit einer bilinearen Abbildung o: A x A — A die zusétzlich assoziativ ist
(und eine Einheit id € A besitzt).

Achtung ||fogll Z £ - llgll, z.B. f(z,y) := (2,0) und g(z,y) := (0,y).

Beweis.

Vo |[(fog)zl <[ fHlgll llzll = [lfogll < £l llgll- T

Es gilt allerings bei || fog|| < ||f|l- [lg|| nicht immer Gleichheit, wie das Beispiel
g(z) := (2,0) und f(z,y) =y zeigt.

5.5.15 Definition .

Eine Banach-Algebra ist eine normierte Algebra A die vollstandig ist. Eines der
Erz-Beispiele ist L(E) := L(E, E) fiir jeden Banach-Raum FE, insbesonders ist
also der Raum der n x n-Matrizen eine Banach-Algebra.

Lemma.

Jede Potenzreihe mit Koeffizienten in K und Konvergenzradius r > 0 konvergiert
auch auf dem Ball {x € A : ||z|| < r} in jeder Banach-Algebra A und stellt eine
stetige Funktion dar.

Inbesonders kénnen wir also e?, cos(A), sin(A),.. . fiir jede quadratische Matrix
bilden um eine neue Matrix zu erhalten.

Beweis. Es sei ), A\,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r. Es geniigt
wegen (5.5.5) zu zeigen, dafl ) \,a™ absolut-konvergiert fiir alle ||a|| < r. Das
. . . 4 4 . .
ist offensichtlich der Fall, denn wegen || > ;1% Apa®|| < S77P |\ |la||® ist die
Cauchy-Bedingung erfiillt.

Die Stetigkeit ergibt sich nun genauso wie in (4.2.12). O

5.5.16 Folgerung.
Die Menge der invertierbaren Elemente einer Banach-Algebra ist offen und die
Inversion a — a~! ist eine stetige Abbildung.

Ein Element a € A heifit bekanntlich invertierbar, wenn eine Element b € A
existiert, s.d. a-b und b-a die Einheit 1 € A ist. Da diese b dann notwendigerweise
eindeutig bestimmt ist, schreibt man a~! fiir b.

Beweis. Die Potenzreihe f(z) := Y ;- 2" konvergiert fiir ||z|| < 1 und klar-
erweise gilt (1 —z) - f(z) =1= f(z)- (1 — ), denn

(=) f(z)=(1-2) lim " a*
k=0

n—oo

n
1 _ X k — 1 _ ntl _
= r};rr;o(l x) I;)a: lim 11—z 1.
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Folglich ist der Ball {y : ||y — 1|| < 1} ganz in den invertierbaren Elementen en-
thalten und die Inversion y — f(1—y) ist stetig auf dieser Umgebung. Fiir jedes

andere invertierbare Element ¢ ist {y : ||y—=zol| < H(Tl)*l\l} eine Umgebung von

invertierbaren Elementen y mit y =% = (2 (x¢) "1 y) "t = ((wo) "t y) 1+ (x0)*

da [|(zo) ™t -y = 1 < [[(wo) Ml - lly — woll < 1. O

Bemerkung.

Beache, daf} (5.5.16) fiir Matrizen auch anders gezeigt werden kann. Bekanntlich
ist eine Matrix a genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante det(a) nicht
0 ist. Da die Determinante eine Polynom in den Eintragungen der Matrix ist, ist
det : a — det(a) stetig und somit ist die Menge der Matrizen a mit det(a) # 0
offen.

Die Inverse einer Matrix kann bekanntlich mittels det berechnet werden, indem
man die Matrix der algebraischen Komplemente von A bildet, somit ist die
Zuordnung a — a~! nach (3.1.4) und (3.1.5) stetig.

5.5.17 Bemerkung. Hilbert-Raume.

Wir sahen in (2.2.3), daf die geometrisch bedeutendste Metrik am R™ die eu-
klidische Metrik ist, denn die zugehérige Norm erfiillt ||z|? = (x|x), wobei
() R*"xR" = R, (z,y) — Y.;_, 2y’ eine symmetrische Bilinearform ist.
Diese Bilinearform erlaubt uns ndmlich Winkel Zxy zwischen Vektoren x,y # 0
durch

_ {zly)
cos(Laxy) = 211l

zu definieren, und insbesonders Normalitéit vermoge z L y < (x|y) = 0.

Die selbe Konstruktion funkioniert auch beim Banach-Raum ¢2, wenn man (z|y)
durch Zfil x; y; definiert. Etwas allgemeiner versteht man unter einen Hilbert-
Raum E einen Banach-Raum der eine bilineare Funktion (_|-) : B x F — R
zuléft, welche ||z||? = (z|z) fiir alle z € F erfiillt. Man kann zeigen (siche [Kri02,
6.4]), dafl dies genau dann der Fall ist, wenn die sogenannte Parallelogramm-
Gleichung

lz+ylI? + llz = ylI* = 2([|]* + [ly|*) fiir alle 2,y € B

erfullt ist.
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In der linearen Algebra lernt man, dafl jeder endlich dimensionale Vektorraum
F isomorph zu seinem Dualraum E* ist, wobei man einen Isomorphismus so
erhalten kann, dafl man die Elemente einer Basis von E auf die entsprechenden
der dualen Basis abbildet. Fiir E = R" wird dies gerade beschrieben durch
das Transponieren der Spaltenvektoren z € E zu Zeilenvektoren z!, also den
Matrizendarstellungen von linearen Abbildungen £ — R.

Man kann zeigen (siche [Kri02, 6.7]), daf auch fiir Hilbert-Réume ein Isomor-
phismus E = E* besteht, der wie im euklidischen Fall fiir orthonormal Basen
durch E 5 = — (z|) € E* gegeben ist, d.h. wir kénnen lineare stetige Abbil-
dungen f : E — R durch jenen Vektor z L Ker(f) beschreiben auf welchen
f(z) =1 ist.

5.5.18 Weitergehende Siatze fiir Banach-Raume aus der Funktional-
analysis.

Im R™ haben wir viele Aussagen auf den 1-dimensionalen Fall zuriickfiihren
konnen, indem wie die Koordinaten x* € R der Vektoren x = (z!,...,2") € R®
betrachtet habe, siehe z.B. Aufgabe (2.11), (2.3.4), (2.4.5), (3.1.4), (4.1.1) und
(5.3.8). Die Abbildungen pr : R® — R, z — 2’ die wir dabei verwendet haben
sind linear (und somit stetig). Auch bei Funktionen-Réumen koénnen wir Iden-
titéiten durch Auswerten mittels der stetigen linearen Funktionen ev,, : R¥X — R,
f — f(x) verifizieren. Allerdings kénnen wir Konvergenz so nicht beschreiben,
denn ev,(f,) — ev.(fo) fir alle z € X bedeutet nur punktweise Konvergenz,
und z.B. auf B(X,R) haben wir vor allem die gleichméBige Konvergenz betra-
chtet.

Dennoch drangt sich die Frage auf, wie reichhaltig die Menge der stetig linearen
Funktionen auf einen normierten Raum FE ist. Fiir Hilbert-Rdume habe wir
das oben schon beantwortet. Die allgemeine Antwort liefert der Satz von Hahn-
Banach (siehe [Kri02, 7.2 und 7.7]), nach dem die stetig linearen Funktionen auf
E die Punkte von E trennen, d.h. zu xy # x2 in F existiert eine stetig lineare
Abbildung f: E — R mit f(z1) # f(x2).

Obwohl die punktweise Konvergenz zu schwach ist um die viel wichtigere gle-
ichméfige Konvergenz zur Folge zu haben, 148t sich fiir stetig lineare Abbil-
dungen folgendes Prinzip der gleichméfiigen Beschranktheit (siehe [Kri02| 5.4])
zeigen: Es sei F C L(E, F) eine punktweise beschriankte Menge stetig linearer
Abbildungen auf einen Banach-Raum FE, dann ist F beschrankt im normierten
Raum L(E,F), d.h. {||f|| : f € F} ist beschrénkt, insbesonders ist F gleich-
gradig stetig (bei 0), d.h.

Ve>036>0;Vf e FiVa e X : |lzf| <6 = ||f(z)|| <e.

Dies hat den Satz von Banach-Steinhaus (siehe [Kri02, 5.5]) zur Folge: Kon-
vergiert eine Folge stetig linearer Abbildungen auf einem Banach-Raum punk-
tweise, so ist die Grenzfunktion ebenfalls stetig und linear.

Die Linearitdt der Grenzfunktion f., folgt dabei unmittelbar aus jener der
Folgeglieder f;. Die Stetigkeit ergibt sich aus (5.5.9), denn aus der punk-
tweisen Konvergenz der f; folgt klarerweise die punktweise Beschranktheit und
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somit die gleichméaflige Beschréanktheit auf dem Einheitsball B C E, d.h. L :=
sup{||fjlls : j € N} < co . Dann ist aber auch || foo ()| < L fiir alle z € B und
somit || foolloo < L.

Im endlich-Dimensionalen lernt man, dafl die Invertierbarkeit einer linearen
Abbildung f durch die Aussage det(f) # 0 beschrieben wird. Im unendlich-
Dimensionalen hat man keine Determinante mehr zur Verfiigung. Dennoch
kann man zeigen, daf} die inverse Abbildung einer bijektiven stetig linearen Ab-
bildung zwischen Banach-Raumen selbst stetig ist. Dies ist der Satz iiber offene
Abbildungen, siehe [Kri02} 5.7].
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