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Dies ist der zweite Teil des Skriptums zu meiner gleichnamigen Vorlesung im Wintersemester 2004 /2005.
Darin werden wir den Hauptsatz |(5.2.2)| und [(5.6.17)| der Analysis zum Stokes’schen Integralsatz und
dessen Spezialfille verallgemeinern und Anwendungen dieser Resultate geben.
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sind wieder durch nebenstehende Symbole gekennzeichnet: 2

2

Ich habe diejenigen Teile, die iiber diese Vorlesung hinausgehen, und fiir jene gedacht sind, die keine
Angst haben zeitweilig ein wenig den Boden unter den Fiiflen zu verlieren und in héhere Sphéren
aufzusteigen, durch linkseitiges Symbol eines Héingegleiters gekennzeichnet. Insbesonders habe ich mich
bemiiht, an den addquaten Stellen einige Ausblicke auf andere mathematische Gebiete zu geben, die
eine natiirliche Fortsetzung der hier vorgestellten Konzepte bilden.

Weitere Resultate oder Beweise, die zwar fiir die Vorlesung relevant sind, aber auf Grund ihrer Kom-
plexitét nicht zur Priifung kommen, habe ich mit linksseitigem Symbol gekennzeichnet.

Sicherlich wird die aufmerksame LeserIn (Tipp-)Fehler finden kénnen. Ich méchte folglich wie immer
die Bitte aussprechen, mir diese mitzuteilen (geteiltes Leid ist halbes Leid). Ich werde diese in der
redigierten Version natiirlich beriicksichtigen.

Andreas Kriegl, Wien im November 2004
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8 Integralsitze
8.1 Integralsitze in R? und R3

8.1.1 Motivation und Rekapitulation.

Wir wollen fiir mehrdimensionale Integrale Pendants zum Hauptsatz der Analysis finden, und zwar
liegt unser Augenmerk auf dem zweiten Teil, denn dieser war fiir das berechnen bestimmter Integrale
von zentraler Bedeutung. Die in gegebene Version des Hauptsatzes besagte:

Wenn B := [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : B — R C! (oder auch nur mit integrierbarer
Ableitung) ist, dann ist

/B f= / = @) = £~ f)

Die Verallgemeinerung in sagte dasselbe fiir vektorwertige Funktionen f : B — R und|(5.6.17)|
schlielich fiir vektorwertige Funktionen f : B — F', wobei F' ein beliebiger Banach-Raum sein konnte.

In haben wir daraus (und der Kettenregel) die Formel

/Cf’ = /ab F(c(®) (1)) dt

fiir C*-Abbildungen f : E 2 U — F und C!'-Kurven ¢ : [a,b] — U C E erhalten. Da f’ eine Abbildung
EDU — L(E,F) ist, fiihrte uns das dazu allgemeine Kurvenintegrale

/C gi= / g0 (o) at

fiir stetige 1-Formen g : £ O U — L(E, F) und C*-Kurven ¢ : [a,b] — U C E zu behandeln. Nach
hangt dieses Integral nicht von der Parametrisierung der Kurve ab sondern nur von deren Bild
B := ¢([a,b]) und der Richtung in der dieses durchlaufen wird (also der “Orientierung”). Wir kénnen
damit also 1-Formen g : E O U — L(E, F) iiber ‘1-dimensionale dimensionale’ Teilmengen B C U
integrieren. Wenn wir dazu hoherdimensionale Pendents angeben wollen, so werden wir dafiir erklaren
miissen, was ‘p-dimensionale Teilmengen’ des R™ sein sollen, und welche Art von Abbildungen (ndmlich
die p-Formen) wir dariiber integrieren wollen.

Ein anderes Problem welches sich uns auch stellt, ist Oberfldche (und entsprechende hsherdimensionale
Pendents) von 2-dimensionalen (p-dimensionalen) Teilmengen des R™ zu definieren und bestimmen.
Fiir p = n, d.h. p-dimensionale Teilmengen B C R™, haben wir die als |B| := fR” x5 in[(7.2.1)| definiert.
Fiir p =1 < n, also 1-dimensionale (parametrisierte) Teilmengen, haben wir die Lénge in [(6.5.10)| als
Supremum der interpolierenden Polygonziige definiert und in gezeigt, daB dies fiir C'-Kurven
¢: la,b] — E ebenfalls durch ein Integral
b
[ I

berechnet werden kann.

Bemerkung.
Zumindestens fiir Rotationsflichen, d.h. Flichen B die durch Rotation einer C1-Kurve ¢ : [a,b] — R
um eine Achse entstehen, also

B :={(t,v) e Rx RZ2R3:te [a,b], ||v]| = c(t)},

konnen wir die Oberfliche interpolierender Kegelstiimpfe die dadurch entstehen, dafl wir interpolie-
rende Polygonziige von ¢ entsprechend rotieren, betrachten.

Den Mantel eines Kegels(tumpfes) kénnen wir in der Ebene abrollen und damit seine Mantelfliche
berechnen. Denn sei der halbe Offnungswinkel o und seine Hohe h, also sein Basis-Radius r := h tan(«),
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4 Integralsitze in R? und R? 8.1

so erhalten wir nach Abrollen einen Kreissektor mit Radius s := VA2 +72 = h/1+ tan(a)? =

h/ cos(a) und Bogen 2rr, also Fliche s?m - 225 = r s,
Fiir den Kegelstumpf zwischen den Hoéhen hy und h; mit zugehérigen Radien r; := h; tan(a) und

8; := h;/ cos(a) erhalten wir somit als Mantelfliche
m(r1 1 — 10 50) = m(s1 — $0)(r1 + 1o),
denn s1 79— sgr1 = ho hy (tan(a) cos(a) — tan(«) cos(a)) = 0. Wir koénnen somit die Fléiche von B als
N

1Bl i=sup{ 3" 7 v/(ti = ti1)2 + (elt) — clti1)? (e(ts) + c(ti1)) sa=to < -+ <ty = b}

i=1

definieren. Falls ¢ stetig differenzierbar ist, so sind dies ndherungsweise die Riemannsummen von

/ oty IT OO d.

Wie in [(6.5.11)| kann man zeigen, dafl dieses Integral in der Tat die Fliche |B| berechnet.

Falls nun B kein Rotationskorper mehr ist, so konnten wir den Definitionsbereich einer zugehorigen Pa-
rametrisierung f : I — B in Rechtecke zerlegen. Die Bilder der Eckpunkte eines Rechtecks miissen nun
aber nicht mehr in einer Ebene liegen, sodafl wir diesen Viereck keine wohldefinierte Fléiche zuordnen
konnen, wohl aber den von zwei Seitenvektoren erzeugten Parallelogramm. Wir kénnen also versuchen
die Oberfliche von B = f(I) durch die Summe der Flidchen der von f(t;,s;—1) — f(ti—1,8;—1) und
f(tiz1,8:) — f(ti—1,8i—1) erzeugten Parallelogramme zu approximieren, wobei ty < t; < --- < ty und
Sp < 81 < -+ < 8y, Zerlegungen der Seiten von [ sind und dann schauen was passiert, wenn wir die Zer-
legungen feiner machen. Wenn wir aber f : (t,s) — (t, s,ts) mit Definitionsbereich I := [-1,1] x [0, 1]
betrachten, so ist die Fliche des von f(1,0) — f(—1,0) = (2,0,0) und f(-1,1) — f(—1,0) = (0,1, —1)
erzeugten Rechtecks 2v/2, wohingegen die zur Zerlegung —1 < 0 < 1 und 0 < 1 gehérende Fliche
1-vV2+1-1=14+2 < 22 ist. Wir kénnen also nicht das Supremum iiber alle Zerlegungen als
Definition der Fliche verwenden.

Auch hilft es uns nichts, wenn wir den Parameterbereich in Dreiecke zerlegen. Denn dann ist zwar die
Fliche der von den Bildern der Ecken erzeugten Dreiecke wohldefiniert, aber bei Ubergang zu einer
Verfeinerung kann die Gesamtfliiche dennoch fallen oder wachsen, wie das Beispiel f : (¢,s) — (t, s,ts?)
zeigt. Das Dreieck, welches von den Bildern (0,0, 0) und (a, %1, a) der Ecken (0,0) und (a,+1) erzeugt
wird hat Flache

||(a'7 1’a> - (a70,a)|| ’ ||(a’07a) - (0’07())” = a2\/§

hingegen haben die beiden Bilddreiecke die durch Teilung am Punkt (a, 0) entstehen zusammen Fliiche

l(a,1,a) = (a,0,0)| - ||(a,0,0) — (0,0,0)]| = a/1+a?

als kleinere Fléche genau dann wenn a > 1 ist.

Geometrische Interpretation des Kurvenintegrals.

Sei ¢ : I := [a,b] — R rektifizierbar und B := ¢(I). Sei weiters f = (f1,...,fn) : B — R” ein
Vektorfeld und f = 3, f;(x)’dz’ die zugehérige 1-Form f : R* O B — L(R™,R) = R". Nach [(6.5.7)
hiingt das Kurvenintegral (zumindest fiir C'-Kurven) nicht von der Parametrisierung ¢ (sondern nur
deren Orientierung) ab, wir kénnen [ B f = fc f (fiir injektives c) setzen, und brauchen uns bei B
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Integralsitze in R? und R? 8.1 5

nicht die Parametrisierung sondern nur die Durchlaufungsrichtung merken. Weiters ist

/B f= /B f= / > fila)ir: = / bzi:ﬁ:(c(t))cé(t)dt

b 't b d
= [usteniean an” @ [ (s S 1w

')l
S =wvol.(t)
=:7.(t)
= /(f o ¢|7e) vole
=: / (flmB) volp falls ¢ injektiv ist.
B
Dabei bezeichnet 75(c(t)) = 7.(t) = HZ:% den Einheitstangentialvektor an B im Punkte c¢(t)

und volp ist vorldufig nur ein Symbol (wie dt im 1-dimensionalen Riemann-Integral) und heifit des
Léngenelement oder auch 1-dimensionale Volumselement. Beachte, daf}

[1na= [vol= [tnir) vl = [ .
I I I 5

die Linge von c ist, wobei 75 eine stetige Erweiterung von 75 : B — R™ = L(R™,R) zu einer skalar-
wertigen 1-Form auf einer offenen Umgebung U C R™ von B ist. Somit ist vol.(¢t) soetwas wie die
“Infinitesimale Version der Linge”:

1
vol(to) = || (to)|| = lim — [ ||/ (¢)]| dt.
) = ¢l = tim [
Beachte weiters, dafl 75 das Vorzeichen dndert, wenn die Parametrisierung umgekehrt wird.

8.1.2 Der Gauf’sche Integralsatz in der Ebene.

Wir haben nun alle Ingredienzien um ein Pendent des Hauptsatzes fiir 2-dimensionale Teilmengen
B C R? zu formulieren und zu beweisen. Idee dabei ist, dafl das Integral der Ableitung einer Abbildung
f:B — R (eine 1-Form f’: B — L(R™,R)) bzw. eines Gradientenfeldes grad f : B — L(R",R) = R"
durch die Randwerte von f, also f|sp bestimmt werden kann. Fiir eindimensionales B = [a, b] waren
dies die Differenz der beiden Randwerte, also der Summe der beiden Lingen —f(a) und f(b), die
wir uns auch als Integral f{—a,b} f:= f(b) — f(a) einer Funktion f|sp von der O-dimensionalen Menge
{a, b} nach R denken kénnen, wobei wir auf die Orientierung des Randes achten miissen und den linken
Endpunkt “negativ orientiert nehmen miissen”. Fiir 2-dimensionales B koénnen wir also ein Integral
von f iiber den “orientierten” Rand 0B, also ein Kurvenintegral erwarten.

Es sei B = M(¢1,p2) mit ¢; : [a,b] — R eine Ordinaten-Menge mit C'-Grenzen ¢; und . Es sei
(p,q) ein C'-Vektorfeld auf B und (z,y) — p(x,y) + q(x,y) dy die zugehorige 1-Form. Der Rand von
B wird durch folgende 4 Kurven positiv orientiert parametrisiert:

0= ()

t
c3(t) :== verkehrt durchlaufen,
30 (<P2 (t)>

eq(t) = (j) verkehrt durchlaufen.
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6 Integralsitze in R? und R? 8.1

Also ist

/aBp(x,y)dxz/ +/ —/ —/ :/bp(t,wl(t))-l.dt—/bp(t7@2(t)).1.dt
e :%2/ e :% a a

b y=p1(t) b prei(t) b pea(t)
=/ [p(t,y)} dt:/ / Oop(t,y) dy dt = —/ / Dap(t,y) dy dt
a y=p2(t) a Ja(t) a Jei(t)

Z—/ 82}9.
B

Analog erhalten wir falls B auch Ordinatenmenge bzgl. der anderen Achse ist
/ q(x,y) dy = / diq
OB B

Und somit ist
dq  Op
p(z,y)dr +q(z,y dy:/ (— ) z,y) d(z,y).
| e oy = [ (-3 @dey
Das zeigt den
Gaufy’scher Integralsatz in der Ebene.

Es sei B eine Ordinatenmenge beziiglich beiden Achsen mit C' Rindern. Weiters sei OB der positiv
orientierte Rand. Das Vektorfeld (p,q) : B — R? sei C1. Dann ist

/ p(,y) de + qla,y) dy = / dhq— dop. O
OB B

Insbesonders erhalten wir mit p(x,y) := —y und ¢(z,y) := = die

8.1.3 Folgerung. Fliche via Kurvenintegral.
Es sei B eine Ordinatenmenge beziiglich beiden Achsen und C-Funktionen (oder auch nur stetigen
Funktionen mit beschrinkter Variation). Weiters sei OB der positiv orientierte Rand. Dann ist

1
\B\:f/ (xdy —ydz). O
2 Jon

Ist B gegeben durch alle Punkte mit Polarkoordinaten (r, ) die 0 < r < r(p) erfillen, so ist

1 2m
Bl=5 [ rtrde
0

Beachte, daBl also x dy — y dx eine somit recht niitzliche gerade nicht-exakte 1-Form ist.

TN
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Integralsitze in R? und R? 8.1 7

Beweis. Der Rand 0B wird in der letztgenannten Situation durch die Kurve ¢ : ¢ +— (r(t) cos(t),r(t) sin(t))
mit Ableitung
() = (r'(t) cos(t) — r(t) sin(t),r'(t) sin(t) + r(t) cos(t))

beschrieben. Somit ist
/83(37 dy —y) = /0 r(t) cos(t) (r (t) sin(t) + r(t) cos(t))
—r(t) sin(?) (r’(t) cos(t) — r(t) sin(t)) dt
_ / " ()2 (cos(t)? + sin(t)?) d = / " r(g)dp. O
0 0

Fiir die Kreisscheibe B mit Radius r ergibt sich daraus nun sehr einfach

1 2m
\B|:§/ r?dp =r’m.
0

Geometrische Interpretation.
Fiir das Vektorfeld f = (f1, f2) = (p,q) : R? D B — R? definieren wir eine Funktion

rOthZ@—@:alfg—agflZR2QB—>R,
dr Oy

die Rotation von f. Der Gaufl’sche Integralsatz liefit sich dann wie folgt:

/83(]"\733) volgp = /Brot /s

wobei Tgp der Einheitstangentialvektor an OB und volgp das 1-dimensionale Volumselement von 9B
ist. Die linke Seite ist die Arbeit von f lings OB (das Mittel des Tangentialanteils von f) und somit
ist

rot f(x) =

Diese mifit wie sehr der Flufl des Vektorfelds um den Punkt x herumflief3t.

RN
W/ / \/‘
VY

Es sei g := (g91,92) = (¢, —p), d.h. f = g+, der positiv gedrehte Normalvektor. Dann ist

0 0
rot f = A _%P 0191 + 0292 =: div g,
dr Oy

1
E / rot f die Wirbeldichte.
B

lim
|B|—0,z€B

-

und
(flraB) = (g™ maB) = (9" mam) = (9] — 7o) = (glvan),

wobei vgp der nach auflen weisende Einheits-Normalvektor ist. Der Gaufi’sche Integralsatz hat nun

also die Form
/ (g9lvap) volop = / div f.
OB B
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8 Integralsitze in R? und R? 8.1

Die linke Seite mifit nun die DurchfluBmenge durch 9B und somit ist

1
div f(z) = @ /B div f die Quelldichte.

lim
B—0,2€B

Das Vektorfeld f heifit wirbelfrei :< rot f = 0. Es heifit quellenfrei :< div f = 0.

8.1.4 Definition. Fliche in R3.

Unter einer Fliche S im R3 verstehen wir eine Teilmenge S C R? zusammen mit einer surjektiven
Cl-Parametrisierung ® = (z,9,2) : K — S C R? mit K C R? J-meBbar und kompakt. Dies ist ein
Spezialfall einer 2-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des R3, siehe Differentialgeometrie.

8.1.5 Der Stokes’sche Integralsatz im Raum.

Essei f = (p, q,7) ein C'-Vektorfeld auf ®(K), mit & C? (!) und der Rand K sei durch eine C''-Kurve
¢ = (u,v) : [a,b] — R? parametrisiert. Mit dS bezeichnen wir die durch ® o ¢ parametrisierte Kurve
®(OK). Dies ist nicht der topologische Rand von S C R3. Dann ist

/asp: [bocp(aﬁ,y,z) - /abp(x(c(t)),y(c(t)),z(c(t))) (zoc)(t)dt
:pr‘<gqi'ﬁ+gi'ﬁ> dt:/@ﬂ(gz-du—i—gz-dv)

t [ (2 (. 0) 0 (. 20))
7K8up8v v \P' Bu N

Fiir den Integranden erhalten wir, da ® C? ist, nach dem Satz|(6.3.10)| von Schwarz

Q 8733 _é @ __@ or 0%z Op Ox 0%z
au \P" 0 a0 \F' au

T ou Ov +p.8u8v

o ou P oudu

(g oy o

Or Ou Oy Ou 0z Ou) v

(L w0y o
dr v 0Oy Ov 0z Ov) OJu

Op 0y O0x 0Oy Ox Op 0z 0x 0z 0x

=3 Guow ~ u) * 5 )

8p-8y

T Oy\Qudv  Ovdu 0z\O0u dv  Ovou
~———— ~———
— det 3543 — det 5233

somit gilt weiter

R O S LV AU
/K<8z dta(u,v) Oy dta(u,v)> d(u,v)

Wir setzen

d(z, x)
A(u,v)’

9(z,y)
A(u,v)’

dz A dx := det dx N dy := det
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Integralsitze in R? und R? 8.1 9

und erhalten schlieSlich

[ Op dp
8zd z ANdz aydm/\dy

und analog oder durch zyklisches Vertauschen

B dq Jdq
/asqdy _/6 dx N\ dy 8—dy/\dz

/ rdz-/ dy/\dz—a—dz/\dx
a8 Ox

und insgesamt also

/85 / 7_7 dx/\dy—&-(f—f)dy/\dz—&—(—z—f)dz/\dx_

Zum C'-Vektorfeld f = (p,q,7) : R O S — R? definieren wir nun ein neues Vektorfeld

rot f =rot(p,q,r) = (———,— ——,———),

die Rotation des Vektorfelds. Als Memotechnik ist

2 4 2 2 €1 % p
rotfz(det(%y ),det(%z >,det(%’c )):det e2 3 q|=Vx/f
2z T oz P oy 4 0. D
3 0z r
wobei

% er ap by
V.= @ und axb:=det|ex as by
B €3 as b3

das Kreuzprodukt von Vektoren im R3 ist. Dies ist durch folgende Eigenschaften geometrisch cha-
rakterisiert: a x b L a,b, weiters ist (a x b,a,b) positiv orientiert, und |a X b| ist die Fliche des
Parallelogramms, das von (a,b) aufgespannt wird: Es ist

(v|a x b) = det(v,a,b) = a xb L a,b
as by
det <a3 bg) ap b
ap b
det(a x b,a,b) = det | —det a az b
3
a1 b1
det (ag bg) as b3
2 2 2
— det [ *2 b2 + det @ b + det @ b
az bs as b az by
=laxb?*>0
und andererseits

det(a x b,a,b) = |a x b| - Fldche(a, b)
= |a x b| = Fliche(a, b)
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10 Integralsitze in R? und R? 8.1

Es sei g = (a,b,c) : R? O S — R? ein stetiges Vektorfeld (wie z.B. g = rot F'). Wir definieren ein
Integral von g iiber @ : K — S als

/g::/ ao®PdyNndz+boPdzNdr+co®Pdx Ady
@ K

, ,_ 9y, 2)
mit z.B.  dy Adz:=det (8(u, v)) .

Dieses Integral ist Reparametrisierungsinvariant, denn wenn h : (r,s) — (u,v) eine Orientierungs-
erhaltende (d.h. det b/(r, s) > 0) Substitutionsfunktion h : K/ — K ist, dann ist wegen der Kettenregel

(6.1.5)] (. 2) Ay, 2) d(u,v)
et () = () o (505

und somit wegen der Transformationsformel

Jer= o
Jor= L

setzen, miissen uns dabei aber die “Orientierung” von S merken. Damit erhalten wir schliellich den

und wir konnen

Satz von Stokes fiir Flichen im 3-dimensionalen.

Es sei K C R? eine Ordinatenmenge beztiglich beider Achsen mit Ct-Grenzen und Rand OK der durch
eine Ct-Kurve ¢ : [a,b] — OK parametrisiert werden kann. Weiters sei ® : R2 D K — R3 C? und f
ein C1-Vektorfeld auf S := ®(K). Dann ist

/é)Sf:/SrOtf‘ O

Geometrische Interpretation.
Nach obigen koénnen wir die linke Seite geometrisch als

/ (flras) volas

as

interpretieren. Nun zur rechten Seite: Es ist die zugehorige 2-Form zum Vektorfeld rot f gerade
(% — %5) da A dy + (%; — %) dy A dz + (% - %) dz A dx =

_ el I} A(z,y) or 2] A(y,z) 9 ] 9(z,x) o
= (3 5 s+ (5 —82) ey + (B - ) ) e =

= <rotf %f X g—f>d(u,v),
denn
9z Oz
@'(u,v) = 78(%%2) = % j
o(u,v) e 9
du v
Somit ist
/rotf:/ (rot flve) vols,
S K
wobei
90 | o0
ve(u,v) == H, volg (u, v) := Hg—‘i’ X g—%” d(u,v)
15 % Gl
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Integralsitze in R? und R? 8.1 11

die Einheitsnormale an die Fliche und das OberflichenElement- oder 2-dimensionale Volumselement

bezeichnet. Dies beiden Objekte sind wohldefiniert, falls {01 ®(u,v), D2®(u,v)} linear unabhingig ist,
d.h. ®'(u,v) (maximalen) Rang 2 hat. Beachte, da$} fiir C!-Parametrisierungen ® : K — S und stetiges
p: S — R folgendes Integral

o® 0P
o ® vol ::/ P(u,v
[ powvolai= [ @) |50 < G

volg

d(u,v).

reparametrisierungsinvariant ist, denn wenn g : (r, s) — (u, v) eine (nicht notwendigerweise Orientierungs-
erhaltende) Substitutionsfunktion ist, dann ist

92 0% _ (@@ﬁﬁ@) (fM’ 3u+8£@)
or ds  \Ou dr  Ov Or ou 0s  Ov 0s
_ Ou Ju 0P 3‘13 ou Ov 8<I) 0P

T Or Os 3u Au +8T 0s au v
—_————
=0
ov ou 0® 9P Ov Ov 9P 8@

or 9s 9v C ou or 9s o0 < v
— —

_o2y
du
:det(

=0

o2
8
Es macht also Sinn folgende Definition zu geben:

/pvolg Z:/pO(I)V01<I>
s ®

und dies kann als Masse von S bzgl. der Dichtefunktion p aufgefalt werden, oder im Spezialfall p = 1
als Oberfléche von S. Dabei ist wieder volg nur ein Symbol (das Oberflichenelement einer Flidche von S
heifit) und dazu dient, die definierende rechte Seite zu imitieren. In der Tat sind die Riemann-Summen
von [j. po ® volg gerade

R(po ® volg) Zp rm)- @@ xa@)en| 111

=Fliche des Bildes von I x J unter ®'(£7,77)

= Z p(®(&r,m7)) - (“Flidche” des Bildes von I x J unter ®)

= “Flache” des Bildes von K unter ®.

Im Fall, da} ® injektiv ist (und natiirlich noch immer der Rang von @ gleich 2 ist) kénnen wir die
Einheitsnormale an die Fliche S als
00 o 00
vs(®(u,v)) = ve(u,v) := %
5% > 3ol

definieren. Diese steht normal auf 9;® und 9;® und somit an jede Richtungsableitung (d.h. Tan-
gentialvektor an die Fliche S) d,® fiir w € R2. Der Satz von Stokes hat nun folgende geometrische
Form:

/ (flTas) volas = /(rot flvs) volg .
oS S

Der Anteil der Rotation rot f in Richtung eines Vektors v mifit also wieder die Wirbeldichte von f in
der Ebene S die normal auf v steht.

Beispiel.
Die Sphére wird durch @ : (, ) — (cos(p) cos(?), sin(p) cos(?), sin(¥)) mit K := [0, 27| x [-7/2, 7/2]
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12 Integralsitze in R? und R? 8.1

parametrisiert. Somit ist die Oberfliche der Sphire durch

oe 0P
/. Ha@ . aﬂH dle-9)

gegeben. Wir erhalten:

—cos(¥) sin(p) —sin(V) cos(p)
@'(30, ¥) = | cos(9)cos(p) —sin(V)sin(p)
0 cos (1)
9 9b cos(19)? cos(¢)

— x — = | cos(¥)?sin = cos .
9 g 99 sin((%)) cos((ﬁ(p)) W) o)

Somit ist die Oberflache

1

/. Hgi . iff;l! dp.9) = [ leos(0)] Tl d(g,0)

27 /2
_ / / cos(¥) di dp = 27 - [sin(ﬂ)]g/jﬂr/2 = 4m.
0 —7/2

8.1.6 Definition. Normalbereich.
Unter einem C'-Normalbereich beziiglich der zy-Ebene verstehen wir eine Ordinatenmenge

B={(v,y,2): (z,y) € K,p1(z,y) <2 < pa(x,y)}

wobei K C R? kompakt (J-mefibar <) K Cl-parametrisierbar und ¢; < o : K — R stetig sind.
Die Deckel sind dann durch S; := graph(y;) fiir ¢ = 1,2 gegeben und der Mantel Sy := {(z,y, 2) :
(x,y) € OK, o1(x,y) < 2 < po(x,y)}. Wir bendtigen eine Cl-Parametrisierung der Oberfliiche 0B =
So U S1USs. Da in wichtigen Beispielen (Kugel) die ¢; aber nicht iiberall differenzierbar sind, fordern
wir zusitzlich die Existenz von Substitutionsfunktionen ¢; : K; — K, s.d. ¢; o g C! ist. Dann ist
®; : K; — S, eine Parametrisierung von S; fiir ¢ € {0,1, 2}, wobei Ky := {(u,v) : u € [a, ], ¢1(c(u)) <
v < pa(c(u))}, weiters ¢ : [a,b] — OK eine positiv orientierte C*'-Parametrisierung von 9K ist, und

(u.v) = (C(’LL),’U) fﬁI’ 1=0
L) { (gi(u,v), pi(gi(u,v))) sonst.

Wir benétigen noch, dafl die Orientierung dieser Parametrisierungen pafit, d.h. der Normalvektor vg
nach auflen weiflt. Dafiir folgende Rechnung: Es ist

z'(u) 0
y'(u) 0 fir i =0
(u,v) = 0 1

<<% i;u)q(ji v)) sonst,

P’

?

= vg, (u,v) =

* sonst.

Also verlangen wir zusétzlich 0.B.d.A., dafi det(g](u,v)) < 0 und det(g)(u,v)) > 0 fiir alle (u,v) gilt.
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Beispiel.

Der Quader [a1, ag] X [b1,bs] X [c1,co]: Dabei ist K = [a1, as] X [b1,b2] und ¢; := ¢;. Hier miissen wir
nicht mehr umparametrisieren, d.h. K; := K und g; := id.

Die Kugel {(x,y,2) : 22 + y? + 22 < R?} mit Radius R: Dabei ist K := {(x,y) : 22 + y? <
R%}, po(z,y) = /R2 — (22 +42), ¢1(z,y) := —y/R2 — (22 +y2). Die ¢; sind nun auf K nicht
mehr differenzierbar. Wir verwenden Kugelkoordinaten zur Umparametrisierung, d.h. K7 := [0, 27| X
[-7/2,0], K3 := [0,27] x [0,7/2] und g;(u,v) := Rcos(v)(cos(u),sin(u)). Dann ist (p; o g;)(u,v) =
++/R?(1 — cos?v) = Rsin(v) C* in (u,v).

8.1.7 Der Gauf’sche Integralsatz im Raum.

Fiir stetiges r : B — R ist
3
/ rdr A\ dy = Z/ r(x,y,z)dx A\ dy
OB — Js

Weiters ist

/r(m,y,z) Ady :/ r(®(u,v)) det 0(,y) d(u,v).
s

K a(ua U)
Wegen

A(u,v)
ist das Integral O fiir ¢ = 0 und fiir ¢ = 1,2 ist

/ T(x7y,2)dxAdy=/ 7(gi(u, v), i(gi(u,v))) det g;(u,v) d(u,v)
Si K;

:$/Kr(sc,y7%($ay))d($ay)

Folglich ist
— e2(2,y)
/aBrdx/\dy / [r(z,y, 2)]22,) (2. U, )

p2(z,y)
/ / 77/. €, Y,z )dZ d(xay)
»1(z,y) 0z

= /B &7“(9571%2) d(aj?yv Z)

Falls B ein C'-Normalbereich auch beziiglich der anderen Koordinatenebenen ist, so folgt analog

/ 0 +8q+27‘ :/ pdyANdz+qdz ANdx +rdx Ady
336 Oz oB

Satz von Gaufl im 3-dimensionalen.
Es sei B ein C'-Normalbereich beziiglich aller 3 Koordinatenebenen und f = (p,q,r) ein C*-Vektorfeld
auf B. Dann ist

/(aeranrar)/ pdyNdz+qgdz ANdx +rdx Ndy O
Js \ Oz Oy 0z Jon

Geometrische Bedeutung.
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14 Multi-linear Forms 8.2

Fiir ein C!'-Vektorfeld f = (p,q,r) : R®> O B — R? definieren wir eine Funktion divf : B — R
durch div f := 01p + 02q + O3r. Dann ist

[ s = [ (flvon) volos.

Die rechte Seite beschreibt wie im 2-dimensionalen die Quellenergiebigkeit oder auch Quellenstérke
des Bereichs B, und somit nennt man div f die Quellendichte des Vektorfelds f.

Wir wollen nun die erhaltenen Integralsitze zu einem gemeinsamen Satz verallgemeinern. Dazu benétigen
wir einerseits die Objekte (Flichen) iiber die wir integrieren und die einen verniinftig handhabbaren
Rand besitzen und andererseits die Objekte die wir integrieren kénnen (Funktion, 1-Formen, Vektor-
felder, ...). Wir beginnen mit letzteren. Bei Fldchen und Volumsberechnung spielt offensichtlich die
Determinante eine grofle Rolle. Diese ist eine alternierende multi-lineare Form, und deshalb schauen
wir uns solche Formen im folgenden Abschnitt genauer an.

Da die meiste mathematische Literatur auf english ist, habe ich den folgenden Abschnitt zwecks Ein-
gewohnung auf englisch verfafit.

8.2 Multi-linear Forms

As usual we denote the vector space of all p-linear mappings ® : By x...xE, — F by L(E1,...,Ep; F)
or by L,(E1, ..., Ep; F). If all By, are equal to E, we denote this space also by L,(E; F).

8.2.1 Definition. Tensor product of mappings.

The simplest bilinear mapping is the multiplication m : R? — R, (t,s) +— t - s. This can also be
described as (t,s) + pr'(t) - pr?(s), where pr',pr? : R> — R are the linear coordinate projections
(t,s) — t and (t,s) — s. In order to describe general multi-linear forms via a similar product of linear
forms we define now the tensor product of multi-linear forms.

Let ® : Eq X ... x E, — R be p-linear (we also say: its degree is p) and let U : F} x ... x F;, — R be
g-linear. Then the tensor product of ® and ¥ is the (p + ¢)-linear mapping @ @ ¥ : By x ... x E, x
Fi x ... x F; — R defined by

(PR T)(v1,...,0pW1, ..., Wq) = P(v1,...,0p) - U(wy, ..., wg).

Thus we start feeding as many variables as possible into ® and all the remaining ones into ¥ in
the given order and finally multiply the resulting numbers. It is easily shown that this multiplication
(P, ¥) — & x U is bi-linear and associative.

In particular, we have the linear functionals pr® € L(R™,R) defined by pr’ : x = (z!,...,2") — 2%, for
i=1,.,n.

Let now ® € L,(R™,R) be arbitrary then we have
n n
. _ L , .
D(v1,...,vp) = Z Z vt @(eg ,efp) = Z vt @y
=1 =1 i15emip
B! P
where ®;, i = ®(e; ..., eip) € R.

Since (pr'* ®@ ... Q@ pr'#)(vy,...,vp) = vi* ... v one can rewrite the above equation as

11y-452p

Furthermore, the p-linear functionals pr'* @ ...®pr’» are linear independent, since evaluated at (e;, , ..., €j,)
they give 1 when (i1,...,4p) = (j1,...,Jp), and 0 otherwise.

So we have shown the following lemma
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8.2.2 Lemma. Basis for space of multi-linear functions.
The family {pri1 ®@...@prir iy,... i, € {1,... ,n}} is a basis of the vector space L,(R",R). O

8.2.3 Definition. Alternating multi-linear functions.
Since the (oriented) volume of the paralleliped spaned by vectors v1,. .., v, is alternating, namely the
determinante, we consider now mult-linear alternating mappings.

A p-linear mapping ® € L,(E, F) is called ALTERNATING if ® changes sign whenever two entries are
exchanged, i.e.
(.. v, w,..)=—=P(..,w,... 0.0,

Since every permutation o of {1,...,p} can be decomposed into such transpositions and since the sign
of the composite of permutations is the product of the signs of the factors, the condition is equivalent
to

Q(v,...,vp) =sgn(0) - P (Vo(1)s - - s Vo(p))s
—_————
=:0*(v1,...,Up)

for every permutation o of {1,...,p}. Where we denoted the exchange of variables via o by o*
Ex...xE — Ex...x E, which is defined by 0*(v1,...,v,) := (Vs(1), -+ Vs (p))- The condition above
can be expressed shortly by

® =sgn(o) - Poo™.

Note, that if we consider (vi,...,v,) as mapping v : {1,...,p} — E, then 0*(v) := v o o. In fact,
o*(v) (%) := vy(s) = (voo)(i). Moreover 0*(e;) = e; < o(j) = i, since obviously o*(e;) is a standard
unit-vector with 1 at exactly that coordinate j for which o(j) = i. Recall that every permutation o
can be written as composition of transpositions, i.e. permutations of the form (7, j), which exchange
i and j. The sign sgno of a permutation is (—1)", where n is the number of transpositions whose
composition is o.

Let L, it (E, F') denote the set of all alternating p-linear mappings in L,(E, F'). This is easily seen to
be a linear subspace of L,(E, F).

8.2.4 Lemma. Alternator.
The ALTERNATOR alt : & — 5 > . 5gu(o) - ®oo*, where the sum is taken over all permutations o of

{1,...,p}, defines a projection from L,(E,F) onto L, .t (E, F') which turns every multi-linear mapping
® into an alternating one alt(®). For any permutation © one has alt(® on*) = sgn(w) ® = alt(P) o
The kernel ker(alt) of alt contains all p-linear mappings which are symmetric in at least 2 variables.
Proof. Obviously alt(®) is p-linear provided & is it.

Now let 7 be an arbitrary permutation. Then

alt((I)Oﬂ*): ngn J(@om*oo*) =1 ngn o) sgn(m)*(® o (o om)*)

ngn 7)sgn(m) (P o ") = sgn(m) - alt(P),

since ¢ := o o7 runs through all permutations of {1,...,p} exactly once while o runs through them
(use that the set of all permutations forms a group under composition, and multiplication by a group
element 7 is a bijection whose inverse is the multiplication with the inverse element 7—!) and since
7 oo* = (oom)*.

On the other hand we have by analogous arguments
alt(®) o™ = Zbgn Y(Poo*)or* = ﬁngn(a)(@oa*OW*)
— #y 1 . 5 7 F*
= Z sgn(o) sgn(m)?(® o (roo)*) = il Z sgn(m) sgn(a)(® o)

= sgn(w) - alt(®),
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where 0 :=moo.
So we have proved that alt(®) is alternating and that the claimed formula holds.

The operator alt is a projection from L,(E, F') onto Ly, 1t (E, F), since the alternating mappings ® are
invariant under alt:

alt(® *1ngn Y(®oo*) ngn o) sgn(o @:%@:@.

Furthermore alt(®) = 0 for any p-linear mapping ®, which is symmetric in some variables: Symmetry
in some variables implies that there is some transposition 7 (hence sgn(m) = —1), such that orn* = ®.
Applying alt gives alt(®) = alt(P o 7*) = (—1) alt(P), hence alt(®) = 0. O

8.2.5 Definition. Wedge product.
Since the tensor product of two alternating multi-linear mappings is no longer alternating, we need a
new kind of product the so called wegde product.

Let w € Ly a1t (E,R) and 7 € Ly a1t (E,R) be two alternating multi-linear functions. Then the wedge
product of w and 7 is the alternating multi-linear function

wAnN = % alt(w ®n).

The factor £ qu,) is chosen in such a way, that this product can be used to calculate the appropriate

volumes, see the definition of det® %,

8.2.6 Lemma.
The multiplication (w,n) — w A1 is bi-linear, associative and graded commutative, i.e. w A n =
(=1)PIn A w, where p and q are the grades of w and 7.

Proof. That the multiplication is bi-linear follows immediately from the corresponding statement for
the tensor product, and from the linearity of the alternator.

Claim. The wedge product is graded commutative:
Using the permutation

j—p forje{p+1,...,p+q}

which exchanges the block of the first p variables with that of the last ¢ variables, with sgn(w) = (—1)?9,
we calculate as follows.

, {j—|—p for j € {1,...,p}
™)

whAn =T alt(w @ n) = L2 alt((n @ w) o 1)

= sgn(r) - L alt(n @ w) = (1) n A w.

Claim. The wedge product is associative:

(alt@)@@:ingn(a )(Poo™) ngn (PRTV)oa

where 7 is the permutation of {1, ..., p+q}, which agrees with o on {1,...,p} and keeps {p+1,...,p+q}
fixed. Obviously sgn(d) = sgn(o). Hence

alt((alt @) @ W) —alt( ngn (PR T)o )

Zbgn Jalt((® @ ) 06™) = 1> " alt(® @ ¥)

= alt(fID ®WU).

andreas.kriegl@univie.ac.at, 28. November 2004



Multi-linear Forms 8.2 17

Remark that this shows that the kernel of alt is an ideal, since alt(®) = 0 implies that alt(® ® ¥) =
alt(alt(®) @ ¥) = alt(0 ® @) = alt(0) = 0.

So we obtain finally:

(aNB) ANy = (&TJ,CC, alt( (a A B) ®’7)

= (bl Al ((“aTb”,) alt(a ® B) ®v>

= (adbio) t(alt ® f) ®7)
= (a:,z,tf alt( a® f) ®7)

And by symmetry

an(BAy) = Lol o (a ®(B® 7))-

Since the tensor product is associative, the result follows. O

8.2.7 Definition. Subdeterminants.
For iy,...,ip € {1,...,n} let det" " := pr* A... Apr'» € L, .;1(R™,R). Then we have

det ™" (vy,...,vp) = (pr'* A... Apr'?)(vy,...,v,)
=plalt(pr" @...® prip)(vl, ceyUp)
= ngn . @ pr p)(vo(l)a cee aUO'(p))

= ngn " (Vg1)) - - - P (Vg (p))
= Z sgn(o Uol(l) .. .vff’(p)

i1 71
(% Up
=det | : :
ip ip
Uq Up

So det "1+ is in fact the determinant of the submatrix of the (n x p)-matrix

1 1
Uy ’Up
(Ul 9 ) U;D) =
n n
% ’Up

formed by the lines i1, ..., 4.

8.2.8 Corollary.

Letiy, ... ipij1,.--,Jq € {1,...,n} and let o be any permutation of {1,...,n}. Then det® A det?
det™ i and det'>) o) = = sgn(o) - det" " If two of the indices i1,...,1, are the same
then det™ % = (.

Proof. The first equation follows directly from the associativity of the wedge product, the second
one follows from the graded commutativity. The last one is a consequence of w A w = 0 for every
w € L(E;R) of degree 1, since w Aw = (—1)'"! w A w. O

Similar to the wedge-products of coordinate projections form a basis for all multi-linear alter-
nating forms.

8.2.9 Lemma. Basis for alternating multi-linear functions.
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The family {det™ " : i} < ... < ip, and i1,...,ip € {1,...,n}} is a basis of the vector space
L,’D,alt (Rn’ R)

Proof. Since alt : L,(E,F) — Ly .:(E, F) is a linear surjection, and {pr® ®@...® prir : iy,...,i, €
{1,...,n}} is a basis of L,(R",R) their image {det''» = plalt({pr* @... ® pr'r) : i1,...,i, €
{1,...,n}} under alt generates the image L, .i1(E, F). By the previous corollary these elements are
zero whenever the indices are not pairwise different, and they are equal up to a sign when their indices
are just a permutation of each other. So we conclude that even the family {det* ' : i3 < ... <
ip, and 41,...,4, € {1,...,n}} generates L, .;;(R",R).

That they are linear independent can be seen as follows: Assume that some linear combination

Dir<nciy Wity - det™ 7 = 0. Now evaluate this p-linear map at (e, , ..., €;,), where j1 <... < jp.
3 3 — . . . 1;1""12-1) . . — . . ] . .

This yields 0 = Zi1<...<ip Wiy ,...i, - det (€jys--- ,ejp) = Wy, ,...,j,» hence all coefficients Wiy ,....j, are

Z€ero. O]

8.2.10 Remark.

This description of alternating p-linear mappings w as a linear combination Z¢1<...<ip Wiy, ip -det™ -t
can be used to define the wedge product and give a different proof of its basic properties see
[19, 1986, Satz 211.2].

8.2.11 Corollary. Dimension of L, ,i;.
The dimension of Ly, a1, (R™, R) equals (Z) In particular Ly, (R™,R) = {0} forp > n, and L, 1:(R", R)
{t-det:teR}.

Proof. The set of indices in corresponds exactly to the subsets {i1,...,i,} of {1,...,n} of p
elements. There are (Z) many such subsets. O

8.2.12 Definition. Ly 4.

We extend the definition of the considered function spaces by setting Lo(E, F') :=F and Lo a1t (E, F) :=
F. The tensor product and the wedge product are extended by t @ & :=t-® and t Aw :=t-w. Then
the properties given in are valid in this situation as well.

8.2.13 Lemma. Wedge product of linear functionals.
Let w* = Z?:1 w; pr/ of degree 1 be given, i.e. w; € L(R™,R), fori=1,...,n. Then

WAL AW = det((wé)i,j:h“,n) priALL AP = det((w;'-)i,jzlwﬁn) - det

Proof.
WAL AW = Z will...w?n Sprt AL Aprin
U1 yeenyln
= Zw}n cowg e pr7t AL A prin
(e
= Zw},l ..wl -sgn(o) -pr' AL Apr”
[eg
= det((w;)i)jzlw,n) cpri AL Apr®,
where o is the map o(j) =4, for all j = 1,...,n; and we may assume that ¢ is a permutation, since
pr't A... Apr'» =0 whenever two of the indices coincide. O
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8.3 Differential Forms

8.3.1 Definition. Differential forms.
Let X be a subset in R™. A p-form (differential form of order p) on X is a mapping w : X —
L, a1t(R™,R). More generally a p-tensor field on X is a mapping ® : X — L,(R",...,R™;R).

The space of all p-tensor fields on X turns into a vector space, by defining the operations pointwise:

(@ +0)() = D) + (a); (- B)(a) == A - ((x))

Moreover, tensor fields can be multiplied with real valued functions on X by: (f - ®)(x) := f(z) - ®(z).
And, more generally, a p-tensor field and a g-tensor field can be multiplied to give a p + g-tensor field:

(PR U)(x) :=0(z) ® U(x)

The space of p-forms is a linear subspace of that of p-tensor fields, and one has a projection alt, : ® —
alt o ® onto it.

So one can multiply differential forms:
(w An)(@) = w(@) An(z) = L alt(w(z) @ n(z)).

This multiplication is obviously by |(8.2.6)| associative, bi-linear and graded commutative. Recall that
Ly(E,R) = Lo ait(E,R) := R. Hence the O-tensor fields and the 0-forms are exactly the real-valued
functions on X. In this case we write f-w:=fAwand f-®:= f® .

8.3.2 The exterior derivative of 1-forms Recall that the derivative of a C'-function f : X — R is
amap f': X — L(R™,R), hence can be considered as a 1-tensor field or a 1-form denoted by df.

Consider in particular the function pr’ : R® — R defined by z = (z',...,2") — z'. Being linear

its derivative is the constant function dpr’ = (pr‘)’ : o +— pr’. For obvious reasons this 1-form
will be denoted da’. If f : X — R is a C'-function then df(z) = Y.I (32 f(z)) - da’ or shorter
df =320, 66{1’ da'.

Using that a basis of Ly, ,i;(R™,R) is given by {detil""’ip =prl' AL A pril’_ ti <. <_z'p} we see that
every p-form w on X can be written as w(z) = Zi1<___<ip (w())iy,....i,dx™ A ... A dx' and if we set

Wiy,..ip () = (W())4,,....i, We can express this shortly by

w= Z wi17___7ipdxi1/\.../\dxip.

i1 <. <ip

The derivative of a p-tensor field ® : R” D X — L,(R™;R) wich is C'! can be considered as mapping
o' :R" DX — L(R",L,(R™";R)) = L,+1(R™;R). If ® is a p-form, i.e. ®(z) is in addition alternating
for all z € X, then we can not expect ® to be a p + 1-form, hence modify the derivative to get the
so-called exterior derivative:

8.3.3 Definition. Exterior derivative.
The differential (or exterior derivative) dw of a differentiable p-form w is a (p + 1)-form defined by:
dw(z) := (p+1) alt((;zx/)), where ® — ® is the isomorphism L(E, L,(E, ..., E; F)) = Ly (E, ..., E; F).
Thus

dw(x)(vo, V1, ..., vp) = (+1) altyg,ur,....0, (W (@) (V0)(V1, - .., vp)),
where alty, v,,...,», is the alternator with respect to the variables vg, vy, . .., v,. We can write this shorter

as

dw(z) = (p+1) - alt(e (z))

dw= (p+1)-alto( )ouw
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Since w'(z)(vo)(v1,. .., vp) is already alternating in vy,..,v, this formula can be simplified as follows:

8.3.4 Lemma.

dw(z)(vo,...,vp) = Z(—l)iw’(w)(vi)(vl, ces iy, Up)s

where .. means that the corresponding term is remouved.
This formula is one reason for the choice of the factor (p + 1) in the definition of dw.

Proof.

dw()(vo, .. = & ngn )(V6(0)) (Vo (1), -+ Vo (p))
> 5gn(0)w (@)(v:) (Vo 1)+ Vo)
lSgn(ﬁ)(*l)i(w'(x)(vi)(v&(ow V()5 Vs (p))
_ i(l)iw'(z)(vi)(vo, ).

Where & is the unique permutation of {0,...,p} satisfying 6(j) = o(j + 1) for j < 4, 5(i) = ¢, and
o(j) =o(j) for j >i. Le. &§ = o o m,, where

j+1 forj < o(0)
Te:Jr> 10 for j = o(0)
J for j > o(0)

with sign (—1)%. Thus sgn(5) = (—1)*sgn(o). Note that o — (0(0),5) is a bijection between permuta-
tions of {0,...,p} and pairs of 7 € {0,...,p} and permutations of {0,...,p}, which keep i fixed. O

Next we check how d and A fit together, so we search for some kind of Leibniz-rule.

8.3.5 Lemma. d as graded derivation.
d is a graded derivation, i.e.

dlwAn) =dwAn+ (—1)Pw Adn,

for every differentiable p-form w and q-form n.

Proof. Obviously d is linear. By the generalized Leibnitz rule

(wAn)(2)(v) = o' (2)(v) An(z) + wx) An'(z)(v)
= &' (@)(v) An(e) + (1) (z)(v) Aw (@)
(=

= B a1 (0)(0) @ (@) + (~1P @)(0) © (@),

plq!
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since (w,n) +— w A n is bi-linear and graded commutative.

—_~—

d(w An)(@) = (o) alt(W An)(2)) = rarn) alt((@ An) (@)(,...))

- (P+q+plq|p+q alt( wr (z) + (=1)P%' (z)(.) ®w(x))(...)>

_ (pt)q;l)' alt

(w (@) @ (@) + (-1 (@) 8 w(@)) (...)

(p+g+1)! alt

UL ol (L dw(e) © () + (~ )P di(e) © w()

— O (i x)+<—1)%1t<v7<?>>®w<x>)

(o |

= du(z) A nfa) + (1) dn(@) A w(a)

= dufa) A (@) + (~DPH=D) (@) A dn()
)+ (-

= dw(z) An(z DPw(z) Adn(z). O

8.3.6 Lemma.
d?> =0, i.e. d(dw) = 0 for all p-forms w, which are C2.

Proof. The idea behind this result and its proof is, that w” () is symmetric and d?w is obtained from
making w”(z) skewsymmetric in all its entries.

—_~—

(dw)/(gj)(uv U, Wi, - .- ,wp) =
= (dw)/(x)(u)(v, Wi, - .- 7wp)
= ((p+1) alt om o w’)/(z)(u)(v, Wi, ..., Wp)
= (p+1) (alt O(A/)) ((w’)’(x)(u)) (v,wi, ..., wp)
= (p+1) alt((w’)’(aj)(u))(v, Wi, ..., Wp)
= (p+1) alty w,,... 0, (w"(x)(u, v)(wi, ... ,wp)),
since ((w )’(x u))(v Wi, .., Wp) =
= (W) (@) (u)(v)(wi, ..., wp)
= W (x)(u,v)(w1,...,w).
Thus
(dQCL))(l')(U, U, W1, .. 7w1)) =
= (p+2) alty v,w,,....w, ((dw)'(2)(u, v, w1, ..., wp))
= (p+2) altyv oy, w, (1) Alby ., (W (2) (0, 0) (w1, . .. wp)))
= (P+2)(P+1) altu,v,wl,...,wp (w”(m)(u, U)(wlv LR 7wp))7
which is zero by the property of the kernel, since w”(x)(u,v) is symmetric. O

8.3.7 The coordinate expression for dw.
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For w=>" Wiy .., ipd;vil A ... A dz we can calculate dw as follows:

i1< .. <ip
d(dz™ A - Ndxt) = d?2 A (dz2 Ao Ada) 4 dat Ad(da® A Adatt) =0
dw = d( Z Wiy, iy AT A LA dxip)

i1 <...<lp
= Z d(wiy,...i,) N dz™ A ... A da
11 <...<ip
+ Y wid(da AL Ada')
11 < ..<ip
n

Owiy,...i ; ;
= 3 S Ehh gk Adatt AL Ada 40
X

w. . ,
Mdm”/\.../\dm“,
Oxit

I
(]
7

where {il,...,ip,k} = {jo < ... < ip} and j; = k, ie. jo = @1,...,01-1 = i, 51 = k,jgr1 =
Uty Jp = lp-

Second proof without using that d*> = 0 and that d is a graded derivation: Since the (iy,...,i,)-th
component of the derivative of w at x is just the derivative of the (i1, ..., 4,)-th component of w at =
we have:

d(wil,.._,ip AT A LA dxip) (@)(vo, ..., vp) =

. . /
= (p+1) alty,, .. v, (wih,,,,ip cdx A LA dx“’) (z)(vo)(v1,- -, vp)

= (p+1) alty,,. 0, (wih,,,,ip)’(m)(vo) S(dx™ AL A d2) (v, , Up)

= (p+1) alt( #(33)(&6z ®dx" AL A dx“’)) (Vo314 -+, Vp)
k=1
B n 3wi1,...,ip d i d i1 d ip .
= T(x)( ' Adx AL Nda'P)(vgsvr, .., Up)
k=1

Now the rest follows as above.

This coordinate-formula for dw can be utilized to give a second proof of the properties of d, see [19]
1985, Satz 212.2 und 212.3].

Since we have to use substition for integrals, we need a formula how differential forms transform:

8.3.8 Definition. Pullback of tensors.

Let f: R” O X — R™ be a C''-map, and let ® be a p-tensor field on f(X), then the pullback f*(®)
of ® along f is the p-tensor field defined by f*(®)(z)(v1,...,vp) := ®(f(2))(f'(x) - vi,..., f(z) - vp).
If @ is a p-form then so is f*(®). Note, that in [I9] f*(®) is denoted in a non-standard way by ®;.

Compatibility with products is given by:

8.3.9 Lemma.
f* is an algebra-homomorphism, i.e. f* is linear and

fflwnn)=ffwnf*n resp. fH(PRT)=fDx [T,
moreover f*(alt o®) = alt o f*(®).

Proof. Obviously f* is linear.
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fflwen) = f*w® f*n, since

@n)(x)(v1,...,vp;W1,. .., W) =
(wen)(fe)(flz-vi,..., flo-vp fle-w,..., flo-wy)

= (w(fz)@n(fz))(ffz-vi,....fle-v fla-wy, ..., [l w,)
w(fe)(f'z- vy, flz-vp) - n(fo)(fle-w,..., flzw,)

= fH(w)@)(v1,...,vp) - [H () (@) (w1, ..., wg)
(f*(w)(@) @ () () (v1,...,vp;w1,. .., we)

= (f"(w) @ f* () (@)(v1, ..., vp; W1, ..., W)

f*(alt o®) = alt o f*(®), since

(f*(alto®))(z)(v1,- .., vp) = (alto®))(fx)(f'z - vi,..., [z vp)
=alt(®(fz))(f'z-v1,..., [z vp)

= LY seno(@(fr) oo ) (fzvr,. ., Sl vy)
= > sgno(f7(®)(x))(0" (v, -, vp))
= alt(f*(®)(x)(v1,...,vp)).

Hence

Frwan) = (2 alto(w )

plq!

- e aof 0 )

= alto(fw e )

plq!

= ffu A f*n. O

Compatibility with the exterior derivative is given by:

8.3.10 Lemma.
d and f* commute, i.e. d(f*w) = f*(dw) for every C%-function f. Furthermore f* o g* = (go f)*.

Proof. Let first w = g be a 0-form, then

The general case is proved as follows:

= (d(f*w) — f*(dw)) =alto(L) o (f*w) — f*(alto(L) o w')
—
alt of*((-)ow’)

—alto(()o (f'w) — [((Dew)) =0,
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24 Differential Forms 8.3

since

(f(a:))(f/(x)vo, SRR f/(m)vp)
(fl(x)v(% R f/(x)vp)

= (Vuny o) (2)(00) = &/ (FEN S @) @or -  (@)ey)

(
('UO)(f/('T)Ul’ SRR f/(m)vp)

= (wo f)' (@) (wo) (f'(@)v1,- .., [/ (x)vp)
= Zw(f(x))(f’(x))(f’(@vh s @) (o, 00, f (@) 0p),

where the i-th summand is symmetric in (vg,v;) and hence lies in the kernel of alt.

Remains to show that f*og* = (go f)*. But this follows immediately from the chainrule (go f)'(z) =
g9'(f(x)) o f'(x). =

8.3.11 Coordinate expression for f*(w).
Letw:=>" iy dy A...Ady'». Using the previous two lemmas we may calculate as follows:

.....

i1 <. <ip

Using that for a function g : f(X) — R we have f*(g) = go f, and if g is C! then f*(dg) = d(g o f)
we finally obtain:
Frwy= > (Wi o f)df* A Adf.
i1 <. <ip
This deduction does not make use of the full strength of lemma |(8.3.10), one only needs the formula

f*(dy®) = dft. This coordinate formula for f*(w) can be utilized to give a second proof for |(8.3.10
see [19, 1985, Satz 212.5 + 212.6].

8.3.12 Corollary.
Let f=(f'...,f™) :R™ D X — R™ be a C'-mapping. Then we have

AfL,.... f™)

*(dyl A - my — gfl m o _ A CA R
ffdy AN ANdy™)=df N Ndf det(@(ml,...,ajm)

)dxl/\.../\dacm

More generally, for any C-function f : R™ D X — R™ and arbitrary m-formw = >_
-« Ady’™ we have

[f(w) = ( Z | .f*(wil,...,q',n)det(W)) dzt A .. A dz™

Az, ... am)

i1 <o <ipm
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Integration von Differentialformen 8.4 25

Proof. The first equation follows immediately from |(8.2.13)| together with df? = > gi ~dzd. The
second equation is a consequence of

a(fil""’ﬁm))clxl/\ A dx™
o) ,

“(dy™ A...Ady'™) = det| =
Py Ao ndy') e(@(xl,...,x

which in turn follows from the first equation. O

8.4 Integration von Differentialformen

Definition.
Fiir eine stetige r-Form w = w_., du A -+ A du” auf einer kompakten J-meBbaren Menge K C R"

definieren wir
/ W= / w1, dut A~ ANdu” = / W1, d(ut, ... u").
K K K

Unter einer parametrisierten r-Fldche verstehen wir eine Teilmenge S C RP zusammen mit einer
surjektiven C'-Abbildung ® : R” O K — S auf einer kompakten .J-meBbaren Menge K. Fiir eine

stetige r-Form w auf S definieren wir
/ w = / " (w)
® K

Falls w = Zi1<,_<ir Wiy i dT A -+ Adzt ist, so ist nach[(8.3.12)
/“’_/ D Wi, do’t A Ada
1 <<y
(i, ... Pir
= > / %dulm-wduu/qﬁ(u}).
it (ul, ... ;um) K

Diese Definition stimmt fiir 7 = 1 mit jener aus|(6.5.6)| von Kurvenintegrale von 1-Formen iiberein. In
der Tat fiir r =1 und K := [a,b] ist ® : K — R" eine C'-Kurve und w = Y- | w;dz" eine 1-Form auf
®(K). Nach|(8.3.9)[ und [(8.3.10)| ist

—-

w) :iwioq)-déi
i=1

[D w = /K ¥ = [ iwiow@i / biwi@(w)(@i)’@)dt,

die Definition aus|(6.5.6)| des Kurvenintegrals.

Firr=2und n = 3 stimmt die Definition mit jener fiir 2-Formen aus iiberein, denn dann ist
¢ = (¢!, 9% ®3) : K — R3 eine Fliiche im R3 und w = p dy Adz +q dz A dx —|— r dx A\ dy eine allgemeine

2-Form. Nach [(8.3.12)|ist

" (w) = (p0<1> det(8 ) 4 god det(222) 4 rod det(%’i’%)) du A dv,

v) 9(u,v)
/w:/ " (w)
@ K

/ po® det(a(y )4 god det(a(z 2) 4 rod det, (8(w’y))> d(u,v)
K

und somit

und somit

9(u,v) 9(u,v) 9(u,v)
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26 Ketten 8.5

die Definition aus des Integrals des Vektorfelds f = (p,q,r) iiber eine Fliche im R3.

8.4.1 Proposition.
Es sei ® : RP D K — S C R"™ eine C'-Parametrisierung der r-Fliche S und g : RP? O K' — K eine
surjektive Substitutionsfunktion. Dann ist fir jede stetige p-Form w auf S:

sen(det(s)- [ w= [ L

Also konnen wir definieren: [qw = [;w.

Beachte, dafl sgn(det(g’)) fiir eine Substitionsfunktion als konstant vorausgesetzt werden kann.

o= [ @eor@=[ ot ow )

fdytn---AdyP
o(gh, ..., g")
K/fog ¢ 8($17...71'p)

:sgn(det(g’))/ fogldetg’|=sgn(detg’)/ f
K’ g(K’)

=/ fdylA-~~Adyp=/ 2" (w),
9(K") K

wegen der Transformationsformel und g*(dy' A--- Ady") = det ¢’(x) dz' A--- Adz” nach|(8.3.12)l O

Beweis.

dz' A -+ A daP

8.4.2 Transformationssatz.
Es sei ® : R" O K — S eine C'-Parametrisierung der r-Fliche S und T : S — RP C' und w eine

stetige p-Form auf T'(S). Dann ist
/ w= / T (w).
Tod >

Beweis.

8.5 Ketten

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Integrationsbereiche geniigend verniinftig handhabbaren
Rand haben. Es gibe da durchaus verschiedene brauchbare Ansiitze (berandete Mannigfaltigkeiten,
Quader, ...), wir entscheiden uns fiir den Folgenden.

Definition. Simplex.
Der von {ao,...,a,} € R" erzeugte p-Simplex (oder Hyper-Detraeder) ist die konvexe Hiille

p
(a0, ..., ap) == {Ztiai:Ztizl,tO >0,...," 20}.
1=0 [

Beachte, daBi >°F_ t'a; = ag+ Y_+_, a; — ag ein Punkt in dem affinen p-dimensionalen Teilraum durch
ap mit Richtungsvektoren a; — ag, ..., a, — ag ist. Falls also {a; —ap : i =1,...,p} linear unabhéngig
ist (d.h. (ao,...,ap) nicht in einer affinen Ebene der Dimension < p liegt), so sind die ¢* eindeutig
bestimmt.

Der standard r-Simplex sei A, := {eg, ..., e,) C R"+L

Fiir jeden 7-Simplex (ao,...,a,) existiert genau eine lineare surjektive Abbildung R™*!1 D A, —
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(ag,...,ar) C R™, mit e; — a; fiir 0 < i < r. Diese ist durch >, t'e; — >, t'a; gegeben. Es geniigt
also den Standard-Simplex zu behandeln.

Unter der i-ten SEITE von (ao, . .., ap) verstehen wir den p — 1-Simplex
(@g, ..., a1, @, 0541, .. vap>'

Fiir die Integration benétigen wir eine Orientierung auf den Simplexen, d.h. eine fixe Auswahl der
Reihenfolge der Ecken. Zwei Anordnungen sollen dabei gleich-orientiert heiflen, wenn sie durch eine
gerade Permutation (d.h. mit positives Signum) auseinander hervorgehen.

Unter einem SINGULAREN p-SIMPLEX in einer Menge X C R™ verstehen wir eine C?-Abbildung ¢ :
A, — X. Die Eigenschaft C? ist deshalb vorausgesetzt, damit f*(w) C! ist fiir jede C'-Form w.

Die i-te Seite (d.h. der i-ten Ecke gegeniiberliegende Seite) des standard p-Simplex ist der p—1-Simplex
(e1,...,€i-1,€i,€i41,-..,€p). Sie kann mittels

€t Ap1 =(e0s yep_1) = €0y Eiyerrrep) Cleg, . oyep) =4,
ej fiir j <
€5 —
ej+1 andernfalls
(W, uP™ Y e (W0, L uP Y

durch den standard p — 1-Simplex parametrisiert werden.

Entsprechend ist die i-te SEITE eines singuldren p-Simplex ¢ : A, — X der singuldre p — 1-Simplex
poe i Ay — X.

Der Rand eines singuldren Simplex ist also eine Vereinigung von singulédren Simplexen, die wir allerdings
noch richtig orientieren sollte, denn z.B. besteht der Rand von (ag, a1, a2) aus: (a1, as2), {(ag, as) (falsch
orientiert) und (ag,a1). Fiir den Rand benétigen wir den Begriff der singuldren Kette: Mit C,(X)
bezeichnen wir die freie Abelsche Gruppe mit der Menge S, aller singulédren p-Simplexen als Erzeuger,
d.h. die Menge aller formalen endlichen Linearkombination >, A" - ¢; mit Koeffizienten \* € Z oder
genauer aller Abbildungen A : S, — Z die fast {iberall den Wert 0 haben (so eine Abbildung schreiben
wir auch als 3° s A(g) - ¢, oder, wenn {p1,...,om} = {¢ : A(¢) # 0} und A i= A(g;), auch als
> A i), Also ist

Cp(X) = {Z Mo, :n € N, N € Z, g; ist singuldrer p—Simplex}
i=1

= {)\ :Sp — Z, M) = 0 bis auf endlich viele ¢ € Sp}.

Die Elemente von Cp(X) heiflen SINGULARE p-KETTEN. Solche Ketten kénnen wir addieren, mit Zahlen
aus Z multiplizieren, und somit auch subtrahieren. Dem entspricht gerade die formale Addition, skalar-
Multiplikation und Subtraktion der formalen endlichen Summen.

Fiir einen singuléren p-Simplex ¢ : A, — X ist der Rand einer singuldren Kette als

p

dp = (~1)(¢0 ) € Cpr(X)

=0

definiert, und fiir eine singulére p-Kette > y NMp; als
8(2 )\j(pj) = Z )\ja<tpj) S Cp,1<X).
J J
Analog zu d*w = 0 fiir alle p-Formen w gilt nur das folgende in dieser Vorlesung nicht benétigte
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Lemma.
0% = 0 fiir alle p-Ketten .

Beweis. O.B.d.A. sei ¢ : A, — X ein singuldrer Simplex. Dann ist

[

D= 8(2(—1)’@ o é‘i) = Z(—l)i (=1)pocioed

1=0 =0

Z (=) poeiog +Z Z (1) poeiogd
0<

00<j<i i=0i<j<p

_ (_1)i+j(p ° Ez’ ogj _ E (_1)j+i(p ° Ej ° Ei—l
0<j<i<p 0<5<i<p

<60, '76P*2>—:j><€0""ﬂé\j7"'76p*1>C—><60’ .,€p,1>
€
- - -
<€0a -aei/—\la '7ep—1>;<€0a aé;a aé\iv aep>(ﬁ<€0a 5, €4, aep>

(€0, ... epm1) ———————> (€0, -1 €j,...,€p) ———>(€0,...,€p)
oder expliziter

A fiir & .
sj(ek) : €k ur k < j

I
—

ep+1 flirj <k

ek firk<j<i, e k+1<j5<i

epr1 firj <k, k+1<i, iej<k+1<i
epro firj<k, i<k+lie j<i<k+1

e'(e? (ex)) =

—

6 ex) ek firk<i—1
er) ==
k epr1 furi—1<k
ek firk<j<i-—1 ie k+1<j<i
£ (61 (eg)) = ept1 firj<k<i—1,iej<k+1<i

epr1 furi—1<k, k+1<j iei<k+1<j
epro furi—1<k, j<k+4+1 iej<i<k+1 O

8.6 Integration iiber Ketten

Wir wollen iiber singuldre p-Ketten integrieren, und dafiir benotigen wir Parametrisierungen der Sim-
plexen als p-Fldchen. Es sei

@, :RP D (0,e1,...,¢ep) =, (€0, ..., ep) CRPTL

(ut,... uP) — (1—Zui,u1,...7u”)
i
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die standard-Parametrisierung von A,, d.h. ®,(0) := ey und ®,(e;) := e;. Der Parameterbereich ist
dabei K, :== (0,e1,...,¢,) C RP.

Fiir eine stetige p-Form w auf einem singulédren p-Simplex ¢ : A, — X ist dann

[om [, o= onre

P

und fiir eine singulére p-Kette >, A’¢; in X und eine stetige p-Form auf X ist

8.6.1 Proposition.

Es sei w eine stetige p-Form auf einem p-Simplex (ag, . .. ,a,) und 7 eine Permutation von {0, ..., p}.
Dann st

/ w = sgn(T) / w.

J{ar 0y, ar(p)) J{ao,...,ap)
Beweis. Es sei ¢ : A, := (eg,...,ep) — (ao,...,a,) die eindeutig bestimmte lineare Abbildung, die
e; auf a; abbildet fiir alle 4 und ¢, : A, — (ar),. .., 0r(p)) jene, die e; auf a,, abbildet. Dann ist
©r = @o (71" bzw. ¢ = p, o 7*, wobei 7% : RPT! — RPT! jene lineare Abbildung, welche die
Koordinaten entsprechend 7 vertauscht, d.h. 7*(z', ..., 2?) := (7™M, ..., 27®)) bzw. T(er@y) = €
erfiillt. Somit ist

[ e[ o= [ e

(ag,...,ap) Ap A,

/ w::/ rw.
(@r(0)se-1@r(p)) A

P

Um die Integrale auszurechnen, miissen wir die Integranden mittels ®, auf K, zuriickziehen. Sei dazu
7* die eindeutig bestimmte affine Abbildung, die die Ecken von K, entsprechend vertauscht, d.h.
folgendes Diagramm kommutativ macht:

Dann ist
[ e[ @rew= [ eerew= [ @reve
(ag,...,ap) A K K,

/ w::/ cpiw:/ O*prw.
(@r (05307 (p)) A K

P P

Esist ®*p*w = fdu' A---AduP mit einer Funktion f, und (7*)*(®*piw) = fo(7*) det(7*) dult A--- A
duP nach|(8.3.12)| Es geniigt wegen der Substitutionsformel|(7.4.7)|also zu zeigen, daf die Determinante
des linearen Anteils von 7* gerade sgn(7) ist.

Falls 7 eine Vertauschung von {1, ..., p} ist, die 0 fixhélt, so ist 7* die lineare Abbildung des RP, welche
die entsprechenden Koordinaten vertauscht

¢P
K, = <O, €r(1)s- - s e.,.(p)> —_— <O7 €r(1)y- > eT(p)> =A,

| q) |

K,={(0,e1,...,6p) ———=(eq,€1,...,6p) = A,
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Diese hat somit Determinante sgn(7). In der Tat, 7*(e,(;)) = €;, also steht in der 7(i)-ten Spalte der
Matrixdarstellung von 7* der i-te Einheitsvektor, d.h. die Spalten von 7* sind jene der Einheitsmatix
aber mit 7 vertauscht und somit ist det(7*) = sgn(7) det(id) = sgn(7).

Jede andere Permutation kénnen wir als Zusammensetzung von Transpositionen (0,4) und solchen die
0 festhalten schreiben. Weiters ist (0,7) = (0,1)(1,4)(0,1), also geniigt es 7 = (0,1) zu betrachten.
Dann vertauscht 7* gerade die Ecke 0 mit e; und hélt die anderen fix.

Qp
K, =(0,e1,ea,...,ep) —> (eg,€1,€2,...,€p) = A,
‘T'*\L T*\L
q>p
K, ={(e1,0,eq,...,ep) — (e1,€q,€2,...,ep) = A,

Der lineare Anteil (7*)" = 7*—7(0) ist also durch e; — 0—ey, ex — e —ep gegeben, d.h. in Koordinaten

(u',...,uP) — (=3, v, u?, ..., uF) mit Determinante
-1 -1 ... =1
0 1
det | . . = —1=sgn(7)
0 1
und es ist 7F(ul, .. uP) = (1= >, ul u?, . uP). O

8.7 Der Satz von Stokes iiber p-Ketten

Die Parametrisierung &% : K,_1 — K, der i-ten Seite von K, ist durch folgendes Diagramm gegeben:

o
K, = {(0,e1,...,ep) ———{eg,e1,...,ep) = A,
0,e1,...,€5,...,€p) (€0y---3€jy--s€p)
EjT ejT
¢p71
Kp,1 = <0,61,... ,6p71> e <€0,...,€p,1> =: Ap,1

d.h. €° ist die eindeutig bestimmte affine Abbildung mit

0. 0= e
' €; €11 fU.I‘1§2<p7
und fiir j > 0 ist &/ die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit

0—20
& :{ei—e firl<i<j

e;—ei41 firp>i>7.

In Koordinaten bedeutet dies, da die i-te Seite &/ : K, 1 — K, des standard Parameterbereichs wie
folgt definiert ist:

S, uPl) = (1=, utub, . uP™th) fir j =0 (affin)
T (uly ... w7100, uPm ) fiir >0 (linear)
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8.7.1 Lemma.
Es sei w eine stetig differenzierbare p — 1-Form auf K,. Dann ist

ol e -

Jj= O

Beweis. Es sei w = wy du? A --- A duP eine stetig differenzierbare p — 1-Form auf K,. Dann ist

_ awl i p_a("‘)l 1 T
dw—(i S du)/\---/\du —%du A+ ANdu

3w1 1 1
dw = u, .. uP)du, .. uP
/K Kpau( Jdl )

1- Z]>1“ awl 9
/ / 8u1( Lo uP)dut d(u?,. .. uP)

= (wl(l—Zuj,uQ,...,up)—w1(07u2,...,u”))d(uZ,...,u”)
Kp—1 J>1
:/ (wl(lfz:vj,vl,...,vpfl)fwl(O,vl,...,vp71)> d(vt, ..., P71
Kp—1 §>0
| o=y [ o= [ @re
BKP =0 £gJ =0 Kp71
. _; _ O(u uP) _
— —1) J (g1 P=1)} det ’ ’ 1 p—1
> P @) de g e
:/ wl(l—Zviwl, Lo d(t, L eP
Kp-1 i>0
—/ wi(0,0h, .. P d(wt, . P +ZO
Kp_1

Fiir w = w; du A -+ Adu'~t AdutTt A -+ AduP und die Permutation o = (1,2, ...,i) die i an die 1-te
Stelle verschiebt mit sgn(o) = (—1)i_1, ist

(0")"(w) = (wio ™)
= (w; 00") du’
= (w; 0 o) du®

denn (o*)*(pr?) = pr’ oo* = pr’®. Somit ist

sen(o) /K [ERAK / ) B2 / ) (@)
= [ Kp(a*)*(w)zg(—l)j /K @

- j§<—1>f /K @
Ny o) (27 DY (o
Z( 1) /Kpluu ()

d(o*) Ut A Ad(o®) Ut Ad(o") u A A d(o") P
WD A A duD A quOTD A A duP)
u? A - AduiAdu”lAmAdui’,

*
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= Z(—l)j sgn(o;) / (50_10))*(”)

=Y ste) [ @Oy

Ky 1

r

= sen() (1! [ w=ssanio) [ L

=0

dabei ist o; wie folgt definiert: Es bildet o* die j-te Ecke von K, auf die k := o~ (j)-te Ecke ab, also
induziert o* eine Permutation o; der Ecken von K, vermoge

*

o
Ky = Ky
~ o* ~
<0,el,...,ej,...,ep>—%> (0,€1,...,6k, ... €p)
g -
9;
Kp_l Kp—l

Fiir j = 0ist k=0 und o9 = (0,...,7 — 1) mit sgn(og) = (—=1)*"! = sgn(o), denn

*

o
<O761,62,...,ei,€i+1,...,€p> —_— <O,€z’,61,...76¢_176i+1,...,6p>
j\ o j\
<€1,€2,...7€i,€i+1,-..7€p> I <ei7elu"'7ei717ei+l7~”7€p>
o5
<O7elv"'76i—176i7"'a€p—1> - <ei—1707"'7ei—27e’ia"'7ep—1>

Und fiir j >0 und k=07 1(j) ist 0; = (j,j+ 1,...,p) tooo(k,k+1,...,p), denn & : RP~1 — RP
konnen wir als Einschriankung von (j,j+1,...,p)* auf RP~! € RP~! x R = RP auffassen und analog fiir
e¥. In der Tat l#Bt ¢/ gerade die j-te Ecke im Bild aus, und wenn wir den Definitionsbereich um eine
Dimension mit R - e, erweitern, und gerade die Ecke e, auf e; abbilden, so ist diese lineare Abbildung
von die Permutation (5,7 + 1,...,p) ! induziert. Also ist

a* Osj =o0"o ((]a] + 1,' .. ap)il)*h@p*l = ((]a] + 17' . ap)71 OO—)*|RP*1

— (050 (kyk+1,...,p) ) a1 = (k,k+1,...,p) ) 0ot =k oo,

Fiir das Vorzeichen erhalten wir somit (—1)P~7 sgn(o;) = sgn(o) (—=1)?~%, d.h. (=1)° '@ sgn(o) =
(—1)7 sgn(oy). O

8.7.2 Satz von Stokes fiir Ketten.
Es sei \ eine p-Kette in X C R™ welche C? ist, und w eine p — 1-Form auf X welche C' ist. Dann ist

/dw:/ w.
A oA
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Beweis. Esist A=)\, p; und 90X =), A; dy;. Wegen ist
dw := / (p; 0 (bp)*dw d(pio®p) w
[%2F3 Kp aKp
[] * j —7\ * *
B (potyw= 10 [ @taiony)

j Ky
:Z(—l)j /Kp_1 4
= ;(71)3' /%.ogj w:= /&Diw.

Ky

Folglich ist

dw = A dw = A =
/}\w zl: /@iw 21: /&piw /B)\w U

8.8 Spezialfille des Satzes von Stokes

Im R3.

Die Formen konnen wie folgt beschrieben werden
0-Formen = Fkt
1-Formen = VF, >, &dat —
2-Formen = VF, & daz? Ada® + &dad Ada! + Egdat Ada?
3-Formen = Fkt, fdat Adx? A da® —

Das Hackprodukt sieht folgendermafien aus:

A
0-Formen x k-Formen —— k-Formen

Fkt {Fkt : {Fkt
VF VF

A
1-Formen x 1-Formen —— 2-Formen

VEXxVF —— S VF

A
1-Formen x 2-Formen —— 3-Formen

VF x VF &)

Fkt

Die duflere Ableitung ist

d d d
0-Formen —— 1-Formen —— 2-Formen — 3-Formen

(V.-)

Fkt grad VF rot VF div Fkt
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Spezialfille des Satzes von Stokes 8.8

7Z.B. ist
a(> fida') =
Y 2y
i g
= (5 — gl ) de® ndo® 1 (G4 — 5 ) do® Ao’ + (G5 — 55 ) ot Ao,
p=1,n = 1:. Hauptsatz,

p=1,n> 1.
p=2,n=2:.
p=2,n=3
p=3n=3

Kurvenintegrale,

GauB im R2. Sei f = (p,q) ein Vektorfeld auf einer singuliren 2-Kette ¢ und w die zugehorige
1-Form. Dann ist dw die 2-Form zum Vektorfeld div f, und somit

/Wf::/aw(f,vaﬁvolw:/aww:/q;dw:/(pdivf.

Fiir das zu f normale Vektorfeld G := —f+ = (¢, —p) gilt

/ <G573¢>V01<p:/ w:/dw:/dlvf:/rotG
O Op ¥ P ®

;. Stokes im R3. Sei f = (p, q,7) ein Vektorfeld auf einer singuliren 2-Kette ¢ und w die zugehorige

1-Form. Dann ist dw die 2-Form zum Vektorfeld rot f, und somit

~/0Lpf:: /8<p<f7mw>V01acp:/é9<pw:/<pdw:/¢<r0tf’%> vol, :;/Protf,

;. GauB im R3. Sei f = (p, q,r) ein Vektorfeld auf einer singuliiren 3-Kette ¢ und w die zugehérige

2-Form. Dann ist dw die 3-Form zum Vektorfeld div f, und somit

/Wf::/Bw(f,yacp)volag,:/asow:/wdw:Ldivf.
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9 Anwendungen
9.1 Physikalische Bedeutung des Gauf3’schen Integralsatzes

9.1.1 Stromende Fliissigkeiten.

Eine Fliissigkeit strome in einem Raumbereich. Die Geschwindigkeit an der Stelle x zum Zeitpunkt
t sei V(z;t). Die Bahn eines Partikels, der zum Zeitpunkt ¢g am Ort (zo, yo, 20) war, ist durch ¢ —
x(t) mit xz(tg) = xo und %(:c(t)) = V(x(t);t) gegeben (das ist eine gewohnliche Differentialgleich-
ung l.ter Ordnung). Die Stromung heiit stationir, falls V' von ¢ unabhéngig ist, und das wollen wir
der Einfachheit halber in Folgenden voraussetzen. Es sei Fl; der Flul zu V zum Zeitpunkt ¢, d.h.
t — Fli(zo) ist die Losungskurve = der Differentialgleichung mit Anfangswerte zy zum Zeitpunkt
t = 0, und somit ist Flp(z) = = und % Fli(z) = V(Fly(z)).

Die Dichte der Fliissigkeit zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle z sei p(z) > 0. Die Flufidichte ist dann
F(z) = ple) V(2).

Da die Masse beim Fliesen erhalten bleibt ist fiir alle J-meflbaren Mengen B

/pvolz/ pvol:/Fl;f(pvol)
B Fl,(B) B

d.h. p-vol = FI(p - vol) fiir alle t € R und somit

0 s
0= pn FIi (p - vol)(z)

= 9 (o1 () - 715 (vol))

= %P(Flt(m)) -F1 (vol) + p(Fly(z)) - FI5(div(V) vol)

— (% p(Fli(2)) + p(Fly(2)) - Flf(div(V))) - FI (vol)),

denn
%|t=0 F1; (vol) = %|t=0 Fl;‘(dcc1 A Adx™)
= Slimo (dFT (@) A -+ A dFT (2))
- d(%\t:o Fl;(xl)) A AdFL(2") + ...
4 dFL (Y /\~~~/\d(%|t:0Flf;z;">)
=dVIANdz? A ANda™ - det A Ada" T A dV?
=Y dat NdaP A Ada"

A A AT NS 2
7

=div(V)daz' A--- Ada™ = div(V) vol.
oder auch

det(F1;)' (x) vol

F1i (vol) = %
t=0

9
IMli—o

9
ot

= spur (V’(m)) vol,

= det(id) (

Fli(a:)) vol
t=0
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also

div(V)(x) = spur(V'(x)), die Summe der Eigenwerte von V'(z).
Hier haben wir einerseits Fly = id, weiters die Formel det’(id)(A) = spur(A) aus der Analysis 2, sowie
4|, _oFly(z) = V(Flo(z)) = V(z) verwendet. Somit gilt fiir p,(t) := p(Fl(z)):

D pu(t) = T p(F1 (@) = —pu (1) - 1 (div(V)),

eine gewohnliche Differentialgleichung 1-ter Ordnung fiir die Dichte p,, die sogenannte Fotrmel von Liou-
ville. Die Losung erhalten wird dann aus % = —div(V)dt, d.h. p(z(t)) = p(z(0)) - e~ Jo vV () g,
Die Fliissigkeit heifit inkompressibel falls p konstant ist, oder dquivalent, falls div(V') = 0 ist.

Sei nun S ein Flichenstiick und vg der normierte Normalvektor zu S. Dann ist (F, vg) die Komponente
von F' in Richtung vg und | s{F,vs) volg die Masse, die pro Zeiteinheit in Richtung v durch S flieit und
J 5{V,vs) vols das Volumen, welches pro Zeiteinheit in Richtung v durch S fliet. Es sei f = (p,q,7).
Dann ist die Masse, die aus den kompakten Intervallen I mit Seitenlingen Az, Ay und Az in z-
Richtung fliefit

0
(P(xo + Az, yo, 20) — (o, Yo, Zo)) AyAz = %(xo,yo,zo) Az Ay Az,
und jene die aus I fliefit (d.h. die Quellstiirke) also

Op 0Oq Or .
—+—+— | Az AyAz= Azr Ay A
<6x+8y+3z) x Ay Az =div(f) Az Ay Az

und die Ergiebigkeit des Bereichs B ist einerseits

/ div f
B
und nach dem zuvorgesagten andererseits

/ (f,vas) volas .
oB
Dies ist also ein physikalische Indiz fiir die Giiltigkeit des Divergenzsatzes.

9.1.2 Wirmeleitungsgleichung.
Es ist

AQ =cmAY = cpAx Ay Az A,
wobei AQ die zuzufithrende Warmemenge ist um in einem Korper mit Masse m und spezifischer
Warme c eine Temperaturdnderung Av hervorzurufen. Fiir die durch ein kleines Rechteck mit Flache
AA und Normale v in der Zeitspanne At flieBende Warmemenge gilt

AQ = X {grad¥,v) AAAt,

wobei A die Wiarmeleitfihigkeit des Korpers ist. Analog zu [(9.1), aber jetzt mit dem Vektorfeld F' =
A grad 4, ist also
AQ = div(Agrad ¥) Az Ay Az,

die Wiarmemenge die durch ein kleines kompaktes Intervall flieit. Also ist

cp AY = div(Agrad 9) At = X div(grad 9) At =: NA(9) Ay,

wobei A(Y) := div(gradd) = Zi% den Laplace-Operator angewandt auf ¢ bezeichnet. Die

Wairmeleitungsgleichung ist also

cp o

A ot’

eine partielle Differentialgleichung 2-ter Ordnung. Eine Gleichgewicht (nach hinreichend langer Zeit
t — 00) bedeutet %f =0, also A(¥) =0, d.h. ¥ ist harmonisch. Z.Bist das Newton-Potential U(z) :=

—Gm [, % dzy nach Aufgabe |(6.20) harmonisch.

A(9) =
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9.2 Die Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung

9.2.1 Zentralkrifte.
Wenn ein Kraftfeld F auf einem fixen Punkt 79 € R? (0.B.d.A. der Nullpunkt) weist, d.h. F(r) =
(r —ro) f(r) mit einer skalaren Funktion f ist, dann spricht man von einer Zentralkraft. Nach dem
Newtonschen Kraftgesetz ist FF = m 7.

= fr=mr7

=rx7=0

d
:%(rxf>:7'“><7'"+r><7’4=0+0:0
= (C :=r x r ist konstant

Man nennt m C' den Drehimpuls. Falls C' = 0 ist, so ist r und 7 linear abhéngig, d.h. r bleibt auf einer
Geraden. Fiir C # 0 ist (r,C) = (r,r x 7) = det(r,r,7) = 0, d.h. r bleibt in der Ebene C*. O.B.d.A.
sei C' = (0,0,¢), d.h. r = (x,y,0). Dann ist r x 7 = (0,0, 2y — y&), also gy — y& = ¢ konstant. Fiir die
durch r iiberstrichene Fliche ist

1 1 [ . c

Im:*/awryMZf/CW*WMHM:f®7hL
2 oB 2 t1 2

denn fiir radiale Kurven v gilt [ zdy —ydz = [yt 9) =o.

Dies zeigt das

9.2.2 Zweites Keplersches Gesetz.
Bei der Bewegung unter einer Zentralkraft werden in gleicher Zeit gleiche Fldchen tiberstrichen. ]

9.2.3 Erstes Keplersches Gesetz.
Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen mit der Sonne in einem Brennpunkt.

Beweis. Es sei M die Masse der Sonne und m die eines Planeten. Die Kraft ist eine auf die Sonne
weisende Zentralkraft, und somit bewegt sich nach der Planet in einer Ebene um die Sonne. Es
sei (z(t),y(t)) seine Ortskoordinaten, bezichungsweise in Polarkoordinaten (r(t), ¢(t)), d.h.

T =T COS p; T =17 cosp — 1 singp;

y = 7 sin ¢; Y =171 sinp+r¢ cosy;

Fiir seine skalare Geschwindigkeit v gilt
o(t)? = &% + 97 =7 + riQh
Nach ist ¢ = xy — yi = 72¢»? und nach sind Gravitationsfelder Gradientenfelder, also gilt
der Energieerhaltungssatz (kinetische plus potentielle Energie ist konstant):
1 1,

M
—myy == —muv* — G2 ist konstant.
2 2 7|

2GM dr\? dr\*c &
e (8] )-8 B
r dy de) r r

Somit ist

1 (dr\® 2GM1 1
- (&) 2 + GM1 1 (c # 0, da Bahn nicht auf einer Geraden)
4 \ dy c? 2 r 72
du\> v  2GM , [(GM\® ~ GM .,
- () =&+ e = (%) E -G

_(GMNT( L e\ ( GMNE e Y
A G2 M2 YTra ) T\ )
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2
mit v = % > 0, g—z = —T%%, p = % >0und €2 := 1+ GZ%; > 0, da (g—;) > 0. Die Losung
erhalten wir nun wie folgt:

du — i — (u— 1)2
de p? p
d d d
‘P+C:/ — :/ — :/87#2
,/;—zf(u—]%)z \ 5z~ w? € V1-(tw)
. (D . opu—1
= arcsin (fw) = arcsin ,
€ €
mit w = u — %. Also ist
1 S| C
wo Ltesin(e+C) e — P
D 1+sin(p+ C)

Wir wéhlen 7(0) minimal, d.h. sin C := 1. Dann ist sin(¢ 4+ C') = sin ¢ cos C' + cos ¢ sin C = cos ¢, also

__ P
1+¢ecosp’

die Gleichung einer allgemeinen Kegelschnittlinie. Diese beschreibt fiir ¢ < 1 eine Ellipse, fiir e = 1
eine Parabel und fiir € > 1 einen Ast einer Hyperbel. Fiir Planetenbahnen kommt nur der Fall ¢ < 1 in
Frage. Der Halbparameter p = % und die numerischer Exzentrizitdt ¢ = /1 — Z—i sind auf diese Art

durch die Halbachsenléngen a und b bestimmt, oder umgekehrt

b

p
— b:=ap=—.
-2’ Y=

a =

In der Tat ist liegt (x,y) := r (cos ¢, sin ) auf folgender Ellipse

(z +ea)? +y2 1 ( pcos @ )2 1 ( psin @ )2
Wred) ¥ 2 (g PEBY I i
a? b2 2 1+ecosy ap\1+ecosyp
25 (ea+ cos p(p + €2a))? + alfp(psin ©)?

(14 ecosp)?

(et cosp)?+(1—e?)(1—cos®p) 1 O
N (14 ecosp)? B

9.2.4 Drittes Keplersches Gesetz.
Das Verhiltnis der Quadrate der Umlaufzeiten zu den Kuben der grofien Halbachsen ist konstant.

Beweis. Die Fliche der Ellipse ist mab = <~ nach|(9.2.1)} Also ist

T b c

— =nab = rav/a—= = 1a/?\/p = wa®/?

2 va VGM
= T—z = (27)° O

a3 GM

9.2.5 Entfernungen und Massen im Sonnensystem.
Die Gravitationskonstante G ist experimentell bestimmbar (Erstmals 1798). Aus G35 = pg mit Erd-

masse m, Masse p eines Korpers auf der Erdoberfliche (d.h. Abstand R) und Erdbeschleunigung g =
Erdmasse m =~ 6 - 1024 kg.
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Aus dem 3.ten Keplerschen Gesetz und den Abstand von der Sonne a (Trigonometrie) = Sonnemasse
M ~2-10% kg.

Aus dem 3.ten Keplerschen Gesetz und der Umlaufszeit eines Planeten = Sonnenentfernung des Pla-
neten.

Aus dem 3.ten Keplerschen Gesetz, der Umlaufszeit eines Mondes und seiner mittlere Entfernung
(Trigonometrie) = Masse des Planeten.
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Liste der Symbole

alt Alternator, Seite 15

dp Rand einer singulidren Kette, Seite 27

det™ v Subdeterminante, Seite 17

div f Divergenz oder Quelldichte des Vektorfelds f, Seite 8

div f Quellendichte oder Divergenz des Vektorfelds f, Seite 14

/. e 9 Integral eines Vektorfelds g ldngs einer durch ® parametrisierten Fldche, Sei-
te 10

/. oW Integral einer r-Form w iiber eine Parametrisierung ® einer p-dimensionale

Fléache, Seite 25

f W Integral einer r-Form w iiber J-meflbare K C RP, Seite 25

I} KW Integral einer r-Form w iiber eine p-dimensionale Fliche S, Seite 26
Js pvolg Integral einer (Dichte)funktion p tiber eine Fliche S, Seite 11

/. g9 Integral eines Vektorfelds g ldngs einer Fliche S, Seite 10

(ao, ..., ap) Simplex mit Ecken Ay, ..., a,, Seite 26

(ag, ..., ap) standard r-Simplex, Seite 26

Vg Einheitsnormale an die durch ® parametrisierte Fléche, Seite 11
Vg Einheitsnormale an die Fliche S, Seite 11

V9B nach auflen weisende Einheitsnormalvektor am Rand des Bereichs B, Seite 7
wAn hack-Produkt von Formen, Seite 16

volg Oberflachenelement der durch ® parametrisierten Fléiche, Seite 11
dPRWU Tensor-Produkt von multi-linearen Formen, Seite 14

o, K, = A, standard-Parametrisierung des standard p-Simplex, Seite 29

rot f Rotation eines Vektorfelds f, Seite 9

rot f Rotation oder auch Wirbeldichte eines Vektorfelds f, Seite 7

B Einheitstangentialvektor an B, Seite 5

Te Einheitstangentialvektor an die Kurve ¢, Seite 5

vol,. Léngenelement der Kurve ¢, Seite 5

volg Oberflachenelement, Seite 11

Cp(X) Raum der singuldrer p-Ketten, Seite 27

dw duBlere Ableitung der Differential-Form w, Seite 19

() Pullback eines Tensorfelds / einer Differential-Form, Seite 22
L(E,...,EyF) Raum aller p-linearen Abbildungen, Seite 14

Lo(E,F) Raum der 0-Formen, Seite 18
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L,(E;F)
Ly(Ey,...,Ey; F)
Lo.a(E, F)
Lypai(E, F)

Raum aller p-linearen Abbilduneg, Seite 14
Raum aller p-linearen Abbildungen, Seite 14
Raum der alternierenden 0-Formen, Seite 18

Raum aller alternierenden multi-linearen Abbildungen, Seite 15
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C'-Normalbereich,

p-Form, [T9]

p-Simplex,

p-form,

p-tensor field,

duBere Ableitung einer Differemtial-Form,
1-dimensionale Volumselement,

Alternator, [T5]
alternierende multi-lineare Abbildung, [[5]

differential,

Differential einer Differential-Form,
differential form of order p,
Differential-Form der Ordnung p,

Einheitsnormale, [T1]
Einheitstangentialvektor,
exterior derivative,

Fliche,
Formel von Liouville,

Gaufy’scher Integralsatz in der Ebene, [6]
hack-Produkt,
Léingenelement, [f]

nach aufien weisende Einheits-Normalvektor, [7]

OberflichenElement, [T1]
Oberflichenelement einer Fliche, [I1]

Quelldichte,
Quellendichte,
quellenfrei,
Quellenstarke,

Rand einer singuliren Kette, 27]
Rand eines singuldren Simplex,
Rotation, [9]

Rotation von f,[7]

Satz von Gauf} im 3-dimensionalen,

Satz von Stokes fiir Fldchen im 3-dimensionalen,
10

Seite eines Simplex, 27]

Seite eines singuldremn Simplex, [27]

singulére p-Ketten,

singulérer Simplex,

standard r-Simplex,

standard-Parametrisierung des standard Sim-

plex,
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tensor product of multi-lnear forms,
Tensor-Feld,

wegde product, [16]
Wirbeldichte,
wirbelfrei,
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