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4. Priifungstermin (2004.07.02, 9h, HS1)

. Zeige, dafl jede Folge in R eine monotone Teilfolge besitzt. Gib weiters ein Beispiel
einer beschriankten Folge (2, )nen in R an mit

infz, =limz, < limz, <supx,
n n n n

(12 Punkte)

. Es seien (ay,), und (b,), zwei Folgen in R, wobei (a,), beschrinkt und lim,, ... b, =
+o00 sei. Folgt daraus, dafl lim,,_.. a, + b, = 400 ist? Gib einen Beweis oder ein
Gegenbeispiel an. (10 Punkte)

- Ist die Reihe ), 55 (—1)" konvergent? Ist sie absolut konvergent? Gib auch eine
genaue Beschreibung der verwendeten Sétze an. (12 Punkte)

. Es sei f: R — R eine Funktion fiir welche sowohl a_ := lim, o f(x) als auch
ay = lim, oy f(2) existiert. Formuliere moglichst einfache Bedingungen die zusam-
men zur Stetigkeit von f bei 0 dquivalent sind. Zeige, dafl aus Deinen Bedingungen
diese Stetigkeit folgt und gib Beispiele solcher f’s an, die jeweils genau eine Deiner
Bedingungen nicht erfiillen. (10 Punkte)

1/z

. Erweitere 2 — (1+2%)'/* zu einer stetigen Funktion f : R — R und bestimme deren

Ableitung. (13 Punkte)

. Essei f: R D I — R differenzierbar auf dem offenen Intervall I mit Ableitung
' = 0. Zeige, daB} f konstant sein muf. Gilt dies auch, wenn I kein Intervall ist?
(Argument oder Gegenbeispiel) (10 Punkte)

. Entwickle die Ableitung von f : z +— In(1 + 2?) in eine Potenzreihe und bestimme
damit die Taylor-Reihe von f bei 0. Bestimme jene x € R, fiir welche diese Taylor-
Reihe f(z) als Summe besitzt. (13 Punkte)



L6sungen

1. Es sei x eine Folge in R. Wir nennen einen Index N Gipfelstelle von x, wenn z,, < xy
fiir alle n > N. Falls x unendlich viele Gipfelstellen g; < go < ... besitzt, so ist
k — x4, eine monoton fallende Teilfolge. Anderenfalls existiert eine letzte Gipfelstelle
g und damit kénnen wir rekursive eine Teilfolge z,, durch ny := ¢+ 1 und ny4, =
min{n > ny : x, > x,, } definieren welche wachsend ist. (Siehe Satz von Bolzano und

Weierstraf)
Die Folge x,, := (—1)" + n%rl hat genau die beiden Haufungswerte £1 + 0 also ist
lim z, = -1 < 1 = lim, z,. Da —= monoton fallend ist, ist sup, z, = zo = 2 >

lim,, z,, und inf,, z,, = liminf z,,.

2. Es gilt
lim a, +b,=+oc0o<VLeRIAIN e NVn> N :q, + b, > L.

n—oo

Sei also L € R beliebig.

(ap)n beschrankt = 3K > 0Vn e N: —K <a, < K.

lim, 0o b, =400 =3INeNVR>N:b, > L+ K.

Also ist a,, + b, > —K + (L + K) = L fiir alle n > N. (Siehe (2.3.16))

3. Esist (—1)* 2= alternierend, k —

Pl monoton fallend, denn

k
k241
k kE+1

Eri 2 ipsl MG D 2 (kD D)

@k%+U«k+U—k>2«k+D—ky1:1
< k>,

und hat Grenzwert .

k
lim —— = lim —*5 =0.
e =0

Auf Grund des Leibniz-Tests ist wegen den zuvor genannten Bedingungen die letzte

. . . k; k

Aussage dquivalent zur Konvergenz der Reihe ), (—1)% 75

k 1

R ~ .
- 1 1.1

Minorante von 57, denn ¢ < 4735, aber 5 - ¢ schon, denn

zu 2k® > k? +1, also k > 1.

also vermutet man Divergenz der Reihe. Zwar ist % keine

_k
k2+1

Fiir grofie £ ist
> i ist dquivalent

Da die harmonische Reihe divergent ist, gilt gleiches auch fiir die Majorante ), kQLH
nach dem Majoranten-Kriterium.

Also ist Y, (=1)F kQIfH nicht absolut konvergent.

4. Unter den genannten Voraussetzungen ist f genau dann stetig bei 0, wenn a_ =
f(0) = ay ist.



Die Bedinung ay = f(0) bzw. a— = f(0) bedeutet:

Ve>030, >0V0<x<dy :|f(x)— f(0)| <e
bzw. Ve>030_>0V—-0_<z<0 :|f(x)— f(0)] <e.

Wenn wir § := min{d,d_} setzen so folgt |f(z) — f(0)] > ¢ fiir alle x mit |z| < 6,
also existiert lim, o f(x) und ist f(0), d.h. f ist stetig bei 0.

Die Funktion f; : R — R mit fi(x) = —1 fir x < 0 und fi(x) =1 fir x > 1 erfiillt
zwar ooy = f(0) nicht aber die andere Bedingung a_ = f(0).

Die Funktion fy : R — R mit fo(x) = —1 fir <0 und fi(z) =1 fiir x > 1 erfiillt
zwar oo = f(0) nicht aber die andere Bedingung a, = f(0).

. Die Funktion f : z — (1 +22)¥/7 = (elos0+e*))1/z — gloa(+2*)/z jgt definiert fiir x # 0.
Nach der Regel von L’Hospital ist

2x
li 0BTy T
z—0 €T z—0 1

und da z — e” stetig ist, ist

2
. log(1+x
o llmxaog(%)

lim f(z) =e

z—0

=’ =1

)

also definiert f(0) := 1 die stetige Erweiterung von f.
Fiir  # 0 liefert Produkt- und Kettenregel:

d 2 2 1 1 2x
’ _ log(1+z%)/x _ log(1+z°)/z _ _— 1 1 2 il
f'(x) i e ( = og( —|—:z:)—|—x 1+x2>

Um die Ableitung bei 0 zu bestimmen, geniigt es die Existenz von lim,_ .o f'(z) nach-
zuweisen:

2

1

f(@) = f()- —log(1+aY) | =1,
1 2 2
\_},1-/ +x X

) —1
denn nach L’Hospital ist
log(1 + 22 = 1
i 080T Te? — 1,
z—0 72 z—0 2x xz—0 1 + 2

Damit ist die stetige Funktion f auch bei 0 differenzierbar mit Ableitung f’(0) =
lim, .o f'(z) = 1.



6. Es sei a,b € I mit a < b. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € (a,b) mit
W = f'(¢) = 0, also ist f(b) — f(a) = 0, und da a,b beliebig waren ist f
konstant.

Falls I kein Interval ist, so stimmt dies nicht mehr, denn f : [ := R\ {0} - R
definiert durch f(z) = —1 fiir x < 0 und f(x) = +1 fiir > 0 ist nicht konstant
erfiillt aber f/ = 0.

7. Die Ableitung von f(x) := In(1 + 2?) ist f'(z) = 2. Nach der Summenformel
S d” = fq fiir die geometrische Reihe ist fiir —2? = ¢ mit |¢| < 1, also mit
o] < 1, f'(x) = 22 32 (—2?)" = 3720 (—1)F 22, Somit ist die Stammfunktion
gegeben durch f(z) = C + 2:10(—1)’“2”;;3 =C+ Z;’;l(—l)j_l‘fjﬁ fir |z| < 1.
Wegen f(0) =0 ist C' = 0.

Der Konvergenzradius dieses Reihe ist 1/1lim; ¥/j = 1/y/1 = 1. Da die Funktion f

auch in den Randpunkten x = +1 stetig ist, stellte sie nach dem Grenzwertsatz von

Abel genau fiir |x| < 1 die Summe ihrer Taylor-Reihe Z;’il(—l)j*”??.j dar.




