1. Lemma. Siehe [Eng89, 3.2.13]. In Komp ist der projektive Limes nicht-leerer
Rdume ebenfalls nicht leer (und insbesonders gilt das fiir projektive Limiten in Set
von nicht-leeren endlichen Mengen).

Falls zusdtzlich die verbindenden Abbildungen alle surjektiv sind, so auch die Pro-
jektionen pr; : im F' — F'(i).

Beweis. Fiir i € I sei 4; := {(z;); € [[; F(j) : F(i = j)(z;) = z; fiir alle j < i}.
Dann ist A; # (0 (wéhle z; € F(j) fir j £ i beliebig und sonst z; := F(i >
J)(x;)) und kompakt (da abgeschlossen). Fiir ¢ < i’ ist A; D A, und somit hat
{4; : i € I'} die endliche Durchschnittseigenschaft, also nicht leeren Durchschnitt
Nicr Ai = liLnj F(j) im kompakten Raum []; F(j).

Angenommen die zweite Aussage ist falsch, d.h. es existiert zo € F/(io)\pr;, (lim F').
Fiir i = i sei A(i) := F(i = i9) *(z;,). Nach obigen existiert ein (z;); €
lim. = A(:). Wir erweitern dies auf alle ¢ durch x; := F (¢’ = i)(zy) nach Wahl

<—Zti0
eines ¢’ = i,i9. Wegen der Gerichtetheit héngt x; nicht von ¢’ ab und definiert ein
Element x € lim F' mit pr; () = 2o, ein Widerspruch. O

2. Theorem. Freudenthal Kompaktifizierung durch Enden. [Fre31] Zu
jedem lokalkompakten, zusammenhdngenden, lokal zusammenhdngenden Hausdor(f-
Raum X existiert ein kompakter, zusammenhdangender, lokal zusammenhdngender
Hausdorff-Raum X mit folgenden Eigenschaften:

(1) eX enthdlt X als dichten offenen Teilraum.
(2) Der Teilraum eX \ X der Enden von X ist total unzusammenhdingend.
(3) Fir alle offenen zusammenhdngenden O C eX ist ONX zusammenhdngend.

Man kann zeigen, das X bis auf Homéomorphie durch diese Eigenschaften ein-
deutig bestimmt ist.

Beweis nach [Ray60]. Sei K := {U C X : U ist offen, relativ-kompakt und nicht leer}
geordnet durch V = U & V D U. Fiir U € K sei n(U) die Menge der Zusam-
menhangskomponenten von X \ U und fiir V = U sei 7(V = U) : ©(V) — 7(U)

die Abbildung, die jeder Zusammenhangskomponente Z € 7(V') die eindeutig bes-
timmte Zusammenhangskomponente Z' € m(U) mit Z C Z’ zuordnet.

Es sei V > U. Dann treffen nur endlich viele Zusammenhangskomponenten Z &€
7(U) die Menge X \ V, denn jedes solche Z trifft auch V (andernfalls wire Z C
X\V C X\V C X\U abgeschlossen in X \U also auch in X \V und damit in X, und
auch offen in X \ U also auch in X, ein Widerspruch zu X zusammenhingend) und
somit auch OV (da Z zusammenhingend ist). Da X \ U die disjunkte Vereinigung
der Z € n(U) ist, bilden diese Z somit eine offene disjunkte Uberdeckung von
OV =V \V C X\U und weil 9V kompakt ist, ist ZN OV # ) fiir nur endlich viele
Z en(U).

Jedes (sogenannte Ende) e = (ey)v € lim, 7(U) muf fir V > U die Gleichung
m(V = U)(ey) = ey, also ey C ey erfiillen, d.h. ey ist eine jener Komponenten
die X \ V trifft. Also kann ey nicht relativ-kompakt sein (sonst wire es in einem
V enthalten). Umgekehrt trifft jede nicht relativ-kompakte Komponente Z € m(U)
jedes X \ V und somit ist lim,_ w(U) = lim, mo(U) =: (X)), wobei mo(U) die
(endliche) Teilmenge von 7(U) der nicht relativ-kompakten Komponenten beze-
ichnet. Es ist ¢(X) somit als abgeschlossener Teilraum eines Produktes endlicher
Raume kompakt.
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Sei nun eX = X U¢e(X) mit X als offenen Teilraum und den Mengen N,y :=
ey U{e €e(X) e}, =ey} fiir U € K als Umgebungsbasis von e € £(X).

Es ist (X)) ein topologischer Teilraum von €X, denn

NevnNe(X)={e €e(X): e}y =er} =pry (ev).

(2) Weiters ist £(X) total unzusammenhéngend, denn sei e # €’ in ¢(X). Dann
existiert ein U mit ey # e};. Es ist prj;' (e) := {€” € e(X) : e, = ey} offen und
abgeschlossen in £(X) und trennt e von e’.

(1) Offensichtlich ist eX Hausdorff und X dicht und offen in eX (nach Konstruk-
tion).

—eX
Es ist e X zusammenhangend, denn X ist es und somit auch X =X,

Es ist € X lokalzusammenhédngend, denn fiir x € X existieren nach Voraussetzung
offene Umgebungen in X und X ist offen in eX und fir e € e(X) ist Noy =
ev U{e € e(X): e} = ey} zusammenhiingend (da e es ist und e’ € eg=* wegen
ey, Cey =ey fir V>-U)

Es ist ¢ X kompakt: Sei W eine offene Uberdeckung von X . Jedes Ende e € £(X)
liegt somit in einem W, € W und somit existiert ein U € K mit N,y C We.
Diese N, 7 bilden also eine offene Uberdeckung von £(X) und da e(X) kompakt ist
reichen endlich viele N, 7, aus. Es gentigt zu zeigen, dafl die abgeschlossene Menge
X\ U; Ne, v, kompakt ist. Angenommen dies wire nicht der Fall, d.h. fiir jedes
V € K existiert ein xy ¢ V mit 2y € X\, Ne,,v, = X\, ei(Ui) 2 X\, ei(U)
mit gewahlten U = U; fiir alle 5. Sei U’ »= U. Dann treffen nur endlich viele
Zusammenhangskomponenten von X \ U die Menge X \ U’ und somit liegt jedes
xy € X \ V in einer dieser Komponenten fiir V' > U’, also 0.B.d.A. alle in der
gleichen nicht relativ kompakten Komponente Z die nicht in e;(U;) enthalten ist
flir alle . Da nach dem Lemma der projektive Limes £(Z) endlicher nicht leerer
Mengen nicht leer ist existiert ein Ende e € €(Z) C ¢(X), welches in keinem N, ,
enthalten ist. Das ist ein Widerspruch.

(3) Sei schlieBlich O C eX offen und zusammenhéngend. Angenommen O N X
besitzt eine Partition in zwei disjunkte offenen Teilmengen O; und Osy. Fir jedes
e e O0n X) wiahle ein U, € K mit N.y, € O. Betrachte nun O0; == 0, U {e €
Onep(X) : e(U.) C O;}. Offensichtlich ist 01N05 = 0 und weiters ist O;UOs = O,
denn fir e € O Ne(X) ist e(U.) € O zusammenhéngend also ganz in einem O;
enthalten, d.h. e € O;. Da O zusammenhéngend ist O; = () fiir ein i sein, und
somit auch O; = 0, d.h. O N X ist zusammenhéngend. O
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