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Die ist das Skriptum zu meiner gleichnamigen Vorlesung im Sommersemester 2005. Es
besteht aus ausgewéhlten Teilen des viel umfassenderen Skriptums, welches als PDF-
Datei unter http://www.mat.univie.ac.at /kriegl/Skripten/diffgeom.pdf downloadbar
ist. Natiirlich werden wir in den 3 Semesterstunden nur einen Teil selbst dieser Aus-
wahl behandeln kénnen und ich werde am Ende des Semesters eine Liste der gemach-
ten Abschnitte unter http://www.mat.univie.ac.at /kriegl/LVA-SS205.html auflegen.
Bei der Auswahl des Inhalts habe ich mich von folgenden Ideen leiten lassen: Wir be-
ginnen mit den 1-dimensionalen Teilmannigfaltigkeiten der Ebene, den Kurven, die
bereits zur Zeit Eulers sehr untersucht waren. Besonderes Augenmerk legen wir dabei
auf das Studium der Kriimmung, welches sich als roter Faden durch das ganze Skrip-
tum zieht. Im Kapitel 2 fithren wir Mannigfaltigkeiten zuerst als Teilmengen eines
Euklidischen Raums und erst danach als abstrakte Objekte, welche durch Verkleben
von Euklidischen Rdumen entstehen, ein. Dieses Methode, alle Begriffe zuerst fiir
Teilmannigfaltigkeiten des R™ zu entwickeln und sie in der Folge auf abstrakte Man-
nigfaltigkeiten zu iibertragen, wurde im ganzen Skriptum durchgezogen, und wird
dem Leser hoffentlich helfen, die geometrische Anschauung nicht zu verlieren. Im Ka-
pitel 3 wird das Konzept der Ableitung auf Mannigfaltigkeiten iibertragen. Das fiihrt
zu Tangentialraum und Tangentialabbildung und wird benutzt, um einen Begriff von
Teil- und Quotientenobjekten von Mannigfaltigkeiten zu bekommen. Gewo6hnliche
Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten werden im Kapitel 4 eingefiihrt. Da-
zu werden die Tangentialriume zum Tangentialbiindel vereinigt und Vektorfelder als
Schnitte dieses Biindels untersucht. Es folgt ein Kapitel iiber Hyperflichen. Insbeson-
dere werden hier Drehflichen, Regelflichen und Minimalflichen behandelt. Geodéten,
Paralleltransport und kovariante Ableitung werden fiir Hyperflichen und dann allge-
mein fiir Riemann-Mannigfaltigkeiten besprochen.

Da man in der Differentialgeometrie auf den zu untersuchenden Objekten eine sehr
reichhaltige Struktur zu Verfiigung hat, flielen aus den diversesten Gebieten der Ma-
thematik Methoden in sie ein. Voraussetzung zur erfolgreichen Bewaltigung des darge-
botenen Stoffes ist eine griindliche Kenntnis der Grundvorlesungen aus Analysis und
der (dazu bereits benétigten) (multi)linearen Algebra. Natiirlich wird der aufmerksa-
me Leser (Tipp-)Fehler finden kénnen. Ich machte hier gleich die Bitte aussprechen,
mir diese mitzuteilen (Geteiltes Leid ist halbes Leid). Zukiinftige Generationen von
Studenten werden es zu schéitzen wissen.

Andreas Kriegl, Wien im Februar 2005
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I. Kurven

In den Grundvorlesungen iiber Analysis behandelt man Funktionen, die auf offenen
Teilmengen eines R™ definiert sind. An manchen Stellen hatten sich aber schon De-
finitionsbereiche eingeschlichen, die allgemeiner waren. So z.B. bei der Methode der
Lagrange-Multiplikatoren, wo man versucht, Extremwerte von reellwertigen Funktio-
nen zu finden, welche auf Mengen der Gestalt g~!(0) definiert sind. Auch bei den
Integralsétzen von Gaufl und Stokes kamen Teilmengen des R™ vor, die als Kurven
und Fliachen bezeichnet wurden. Mengen dieser Art heifen Mannigfaltigkeiten. Auf
ihnen wollen wir in dieser Vorlesung die Analysis entwickeln. In diesem Kapitel wer-
den wir uns mit den einfachsten, ndmlich den 1-dimensionalen, Mannigfaltigkeiten
(kurz Kurven) beschiftigen.

Wir wollen uns aber zuerst nochmals jene Rdume in Erinnerung rufen, auf denen dies
alles aufbaut und in denen sich der grofite Teil abspielen wird, ndmlich die

1. Euklidische Riume

1.1 Definition (Euklidische R&ume)

Zum Begriff des EUKLIDISCHEN RAUMS gelangt man, wenn man die Eigenschaf-
ten der Rdume, in denen man (Euklidische) Geometrie treiben kann, zusammenfafit.
Natiirlich bestehen diese Rdume aus Punkten. Man kann orientierte Strecken zwischen
je zwei Punkten betrachten und parallele, gleich lange und gleich orientierte Strecken
zu VEKTOREN a—>b zusammenfassen. Vektoren kann man mit reellen Skalaren strecken
und man kann sie addieren, indem man ihre Reprédsentanten aneinanderhéngt. Vek-
toren bilden also einen VEKTORRAUM E. Nach Wahl eines URSPRUNGS 0, konnen wir
Punkte a mit ihren Ortsvektoren Oa identifizieren. Wir wollen aber auch die LANGE
von Strecken messen kénnen und bendtigen dafiir eine Norm |z fiir Vektoren x € E.
Da diese Norm geometrisch relevant sein soll, sollte der Satz von Pythagoras gelten,
und allgemeiner die PARALLELOGRAMM-GLEICHUNG |a—b|? +|a+b|* = 2(|a|* + |b]?)
fiir die Diagonalen a + b und a — b eines Parallelogramms mit erzeugenden Seiten-
Vektoren a und b gelten. Dafl der Satz von Pythagoras diese Gleichung impliziert
sieht man wie folgt: Seien e und f die beiden Diagonalen des Parallelogramms und
h die Hohe einer Ecke auf die Diagonale e und = der Abstand des Hohenfu3punktes
zum Schnittpunkt der Diagonalen. Dann gilt nach Pythagoras

azz(g—x)z—khz, b2:<g+x>2+h2, und (§)2:h2+x2,
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1. EUKLIDISCHE RAUME 1.1

und somit nach Addition und Einsetzen

a? +b* = 2(%)2 +2(2? + %) = 2(%)2 +2(i>2.

Die Parallelogramm-Gleichung gew#hrleistet, dafl die POLARISIERUNGSFORMEL
1 1
(w,y) =51z +yl* = |2 = y*) oder auch (z,y) = S(|” + |y|* — = — y[*)

eine Bilinearform, das sogenannte skalare Produkt (_,_) : F x E — R, definiert.
Mit deren Hilfe kénnen wir nicht nur die LANGE |z| > 0 eines Vektors x durch
|z|* = (x, z) berechnen, sondern auch WINKEL <xy mittels cos(<zy) = (x,y)/(|z||y])-
Insbesondere gilt: L y < (z,y) =0 und z | y & [(z,y)| = |=||y|.

Da wir uns in dieser Vorlesung auf endlich dimensionale Geometrie beschranken wol-
len, setzen wir voraus, dafl der Vektorraum E endlich dimensional ist.

Es sei eine (geordnete) Basis £ = (e, ...,e,) von E gewiihlt. Dann l#8t sich jeder
Vektor x € E als x = Y 7, #’¢; mit eindeutigen Koeffizienten 2/ € R (seinen
Koordinaten) schreiben. Wir setzen

Z‘l

[xle:=1] 1 | €R",

mn

dann ist & — [z]¢ ein linearer Isomorphismus von E mit dem R™. Ist die Basis
zusétzlich orthonormal gewéhlt (ie. |e;] = 1 und e; L e; fiir ¢ # j), so gilt fiir die
Koordinaten z* = (z,ex) (denn (z,e) = (3, 2'ei ex) = >, 2%(ei, e) = 2¥) und
|z|? = > p_, (z*)? und das skalare Produkt hat die Form (z,y) = >"}'_, zFy*.

Es sei A : E — F eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vek-
torrdumen, £ = (ey,...,e,) eine geordnete Basis von E und F = (f1,..., fim) eine
geordnete Basis von F. Dann ist A durch seine Werte Ae; eindeutig bestimmt, und
diese ihrerseits durch ihre Koefﬁzienten a? bzgl. der Basis F, i.e. Ae; = > /", a?fk.
Fiir ein allgemeines = = Y77, x7¢; ist

Aw) = A(Y ale;) = Y Aley) = a7 Y abf = > (D abad ) f,
i g ¥ *

J J

d.h.
al ... a} z!
[Acfr =+ 0 ||| = Ales 7l
al am "
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1. EUKLIDISCHE RAUME 1.2

Wir bezeichnen also die Matrix-Darstellung einer linearen Abbildung A : £ — F
beziiglich Basen & := (e1,...,e,) von E und F := (f1,..., fin) von F mit [A]¢ #.

Die Abbildung A — [A]g 7 liefert dann einen Isomorphismus des Raums L(E, F)
aller linearer Abbildungen von E nach F' mit den Raum der n x m-Matrizen L(n,m).
Ist insbesonders E = F und A = idg, dann ist [A]¢ # die Matrix, die als j-te Spalte
die Koeffizienten von e; bzgl. der Basis (f;); besitzt.

Ist zusétzlich B : F — G linear und G = (g1, .. ., gx) eine Basis von G, dann gilt:
[B o Ale glrle = [BAx] = [B]F g[Ax|F = [Blr gl[Ale rl7le,
also
[BoAleg =[Blrg - [Aler.
Setzt man insbesonders A = id oder B = id so erhilt man:

[Ale.r =[z7 - [Ale7 - [ee
Ist also R die Abbildung von e; +— €;, dann ist [R]g ¢ = [1]¢ ¢ und [R];lg = [lge
und somit
[Alee =ze - [Algs - Nee = [Rlee - [Alze - [Rlz e,
also

1.2 Bewegungen

Da wir im allgemeinen weder einen Ursprung noch ausgezeichnete Basis-Richtungen
gegeben haben, sollten alle Konzepte, die wir in der (Differential-)Geometrie ent-
wickeln werden, invariant unter Bewegungen sein. Als Bewegungen kennen wir Trans-
lationen und Drehungen (sowie deren Zusammensetzungen). Diese sind alle lingenbe-
wahrend. Ist umgekehrt eine lingenbewahrende Abbildung (eine sogenannte ISOME-
TRIE) f : E — F gegeben und ist die Abbildung R : E — E durch R(x) := f(z)—f(0)
definiert, dann ist R(0) = 0 und fiir alle z, y ist

[R(z) = R(y)* = |f(z) = f(y)]> = |z — y|?
Insbesondere ist |R(z)| = |x| (fir y = 0) und somit gilt:
2(R(z), R(y)) = |R(x)]* + |R(y)|* = |R(z) — R(y)[®
= [z* +y* = |z — y* = 2(z,y).
Sei nun (eg)k=1,..n €ine Orthonormalbasis von E. Es ist dann auch (R(ex))k=1,...n

eine Orthonormalbasis, und fiir z = >, _, 2% ey, ist

n

R(z) =) (R(x), R(ex)) - Rlex)

= Z(a@7 er) - Rleg) = Zka(ek)
k=1 k=1

Also ist R linear, i.e.

Re L(E,E):= {T : T ist eine lineare Abbildung von E nach E}
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1. EUKLIDISCHE RAUME 1.2

Weiters folgt aus (R(x), R(y)) = (x,y), daB R o R = idg und somit 1 = det(idg) =
det(R! o R) = det(R)2. Also liegt R in der ALLGEMEINEN LINEAREN GRUPPE

GL(E) :={T € L(E,E) : T ist invertierbar}
={T € L(E,FE) : det(T) # 0}
und sogar in der ORTHOGONALEN LINEAREN GRUPPE
OE):={T €GL(E) : T" o T = idp}
={T € L(E,E) : (Tx,Ty) = (z,y) fiir alle z und y}.

Auch alle Spiegelungen gehéren zu O(F). Eigentliche Bewegungen sollten solche sein,
wo man die Punkte im Laufe der Zeit ¢ von der Anfangstellung fiir ¢ = 0 in die
Endstellung fiir ¢ = 1 bewegen kann. Wir suchen also nicht nur eine Abbildung
f, sondern eine “stetig” durch ¢ € [0,1] parametrisierte Familie von Bewegungen
ft : E— E mit fy =idg und f; der gegebene Endwert. Fiir Translationen f3 : x —
x + b erhalten wir eine stetige Kurve von Bewegungen durch fy, : © — = + tb und fiir
Drehungen R, um den Winkel ¢ durch Ry,. Allgemein sollte der translationsfreie Teil
Ry : x— fi(x)— f1(0) eine stetige Kurve in O(FE) sein. Da die Determinantenfunktion
als Polynom stetig ist auf O(FE) C L(E, E) und Werte in {£1} hat, muf} sie konstant
sein, d.h. det(R;) = det(Rp) = det(idg) = 1. Die Abbildung R € O(E) ist in diesem
Fall also sogar ein Element der SPEZIELLEN LINEAREN GRUPPE

SO(E) :={T € O(E) : det(T') > 0},
d.h. eine Drehung ist.

L(E,E) - s R

] ]

SL(E) = GL(E) —%% R\ {0}

;o]

SO(E) ¢ oF) —* » 7,

Fiir £ := R™ mit der standard-Bilinearform bezeichnet man SO(E) auch als SO(n)
und analog fiir die anderen oben erwéhnten Gruppen. Um hingegen z.B. eine Spiege-
lung an einer Achse in der Ebene zu realisieren kénnen wir die Ebene an dieser Achse
im Raum um 180° drehen, z.B. ist die Spiegelung an der e;-Achse die Einschrinkung
von:

1 0 0 1 0 0
0O -1 0 =10 cosm —sinmw
0o 0 -1 0 sinm cosw

Dazu miissen wir allerdings den zugrundeliegenden Raum (in diesem Fall die Ebene)
verlassen. Bewegungen, bei denen das nicht notwendig ist, sind also die sogenannten
ORIENTIERUNGSERHALTENDEN Abbildung, d.h. der linearen Anteil R hat positive
Determinante. Zwei geordnete Basen (ex) und (fx) heiflen gleich orientiert, falls der
Basiswechsel (das ist jene lineare Abbildung, welche ex auf fi fiir alle k abbildet)
orientierungserhaltend ist. Eine ORIENTIERUNG auf E ist eine Aquivalenzklasse von
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1. EUKLIDISCHE RAUME 1.3

gleich orientierten Basen. Es gibt also genau zwei Orientierungen auf E, und diese
sind durch Angabe einer Basis festgelegt.

Umgekehrt werden wir weiter unten (siehe auch zeigen, daf jedes R € SO(n)
sich durch eine glatte Kurve in SO(n) mit idg verbinden 1&8t, d.h. SO(n) wegzusam-
menhéngend ist. Wir haben damit gezeigt, dal die Bewegungen genau die Komposi-
tionen von je einer Translation und einer Drehung sind.

Unter einer EIGENTLICHEN BEWEGUNG wollen wir also eine orientierungs- und langen-
erhaltende Abbildung verstehen. Diese ist von der Form f : x +— Az + b mit z € F
und A € SO(E). Die zugehorige Gruppe wird auch als Az + b-Gruppe bezeichnet,

siche [(122]

Jede Bewegung erhélt also abgesehen von einer additiven Konstante:

Léngen (nach Definition);

das innere Produkt (wegen der Polarisierungsformel);
Winkel (wegen der Cosinusformel);
Linearkombinationen (d.h. ist linear);

Volumen (d.h. die Determinante);

Orientierung (wegen der Determinante).

AN el S

1.3 Drehungen. Wie sieht die SO(n) nun aus:

O(1) = {£1} =2 Z,, SO(1) = {1}.

O(2): (Siehe auch [[14.19)). Sei A € SO(2), dann ist A = (Aey, Aey) und (Ae;)l,
ist eine orthonormal Basis. Es ist also Ae; € S := {(a,b) € R? : a® + b? = 1} und
Aey L Aey, d.h. wenn wir Ae; = (a,b) setzen, so ist Aes = A(—b,a) und wegen
|Aez| = 1 = |Aey| ist A = %1. Schlieflich ist 1 = det(A) = A(a? + b?) = X\. Wir
bezeichnen mit v+ denjenigen Normalvektor auf v der gleichen Linge wie v, und
zwar jenen so dafl (v,v") eine positiv orientierte Basis ist.

Bekanntlich kénnen wir S* durch (cos ¢, sin ¢) mit ¢ € R parametrisieren. Wir wollen
nun zeigen, dafl die Matrix

(a —b) (cos @ —sin cp)
R, = b =1 .

a sing  cosgp
eine Drehung der Punkte der Ebene um den Winkel ¢ beschreibt. Anstatt den Punkt
zu drehen und dann die Koordinaten des Bild-Punktes im Bezug auf die gegeben Basis
zu bestimmen, kénnen wir aber auch die Basis um den Winkel —¢ drehen, und die

Koordinaten des urspriinglichen Punktes beziiglich dieser neuen Basis zu bestimmen.
Es ist

(1) (1) ==z + 22
(2) (2) §=1+7
(3) (3) y=12cosp
(4) (4) 22 = Pasing
(5) (5) T =umicosp
(6) (6) 71 =x1singp
(7)
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1. EUKLIDISCHE RAUME 1.3

und somit sukzessive
1
Cos

B)=9=y
(4) = xo = Posinp = ytanp
(5),(1) =% ==x1cosp =xcosp —ysing

.2
(6),(1):>y1:xlsingazxsingofysm 1
Cos ¢
_ . 1—sin2<p .
iJ =axsinp+y—— = xsinp + ycos .
(2) = + +

cos ¢

Beachte, dafl daraus die Additionstheoreme der Winkelfunktionen folgen, denn R, o
Ry = Rgyy. Man beachte, da§ obiger Isomorphismus S' zu einer Gruppe macht.
Kennen wir diese Gruppenmultiplikation? Ja es ist die Einschriankung der Multipli-
kation von C = R2.

Da die Drehungen genau die Zusammensetzungen von je zwei Spiegelungen sind (Die
Zusammensetzung zweier Spiegelungen ist die Drehung um den doppelten Winkel
der Spiegelungsachsen), wird die Gruppe O(2) der orthogonalen Abbildungen durch
die Spiegelungen erzeugt. Genauer gesagt ist jedes A € O(2) Zusammensetzung von
hochstens zwel Spiegelungen, und zwar ist jede Zusammensetzung einer geraden An-
zahl von Spiegelungen ein Drehung und fiir jede ungerade Anzahl eine Spiegelung.

Nun zu O(3). Fiir jedes A € O(FE) bezeichnen wir mit Fix(A) := {z € E: Az = =}
die Menge der Fixpunkte, oder auch den Eigenraum zum Eigenwert 1. Wenn F' :=
Fix(A) = E ist, dann ist A = idg. Sei nun dim(Fix(A)) = dim E — 1, d.h. es existiert
ein 0 #v € E mit F = {v}+. O.B.d.A. diirfen wir |v| = 1 annehmen. Da F invariant
ist unter A, ist es auch F'* und somit ist Av = +v. Wegen v ¢ F ist folglich Av = —v,
und damit z — (z,v)v € F fiir alle € E, denn

(x — (x,v)v,v) = (x,v) — (x,v) - (v,v) = 0.
Somit ist
Az = A((az — {x,v)v,v) + (x,v)v) =z — (z,v)v + (x,v)(—v)
=z — 2(x,v)v.

Dies ist also eine Spiegelung um die F' = {v}*-Ebene.

Sei nun A € SO(3) beliebig und sei p(A) := det(A— A) das charakteristische Polynom
zu A. Es gilt:

p(\) = det(A — A) = det((A — A)F) = det(\ — A") = det(A — A7)
= det(—)\(% — A)A™Y) =det(=)) - det(% —A)-det A1
1

= —>\ n —_
(N)"8(5),
d.h. p ist ein reziprokes Polynom und fiir A = 1 und n = 3 erhalten wir 2p(1) = 0.
Somit ist 1 immer ein Eigenwert, d.h. F' # {0}. Falls also dim F' = 1, d.h. F = (v)
fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, dann ist auch die Ebene {v}* invariant,
und A auf dieser eine Drehung, also ist A eine Drehung um die v-Achse.
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1. EUKLIDISCHE RAUME 1.3

Wir erhalten also auch fiir die Gruppe O(3), dafl sie von den Spiegelungen erzeugt
wird, und zwar benétigen wir jeweils hochstens 3 Stiick.

Man kann allgemein zeigen, dafi O(n) von den Spiegelungen erzeugt wird (siehe
(14.10)), und das allgemein hochstens n viele bendtigt werden. Man kann obige
Uberlegungen iiber die Fixpunktmengen auch dazu verwenden das Zentrum der O(n)
zu bestimmen, siehe

Insbesonders folgt, dafi die SO(n) wegzusamenhiingend ist, denn jede Drehung 148t
sich mit der Identitéit verbinden.

Jeder Einheitsvektor v € S? := {x € R3 : |z| = 1} zusammen mit z € S* bestimmt
eine eindeutige Drehung mit Achse v und Winkel z. Also erhalten wir eine surjektive
Abbildung S? x S — SO(3). Diese Abbildung ist nicht injektiv, denn (v,z) und
(—v, —z) beschreibt die gleiche Drehung und alle (v, 1) wirken als Identitéit. Die Zu-
sammensetzung dieser Abbildung mit id xe™- : §? x [-1,1] — S? x S faktorisiert
iiber 5% x [-1,1] = D3 :={z € R? : |z| < 1}, (w,t) — ta

S2 x [~1,1] —= §2 x §1

| i

D3 —— SO(3)

Die untere Zeile ist bis auf die Identifizierung z ~ —z fiir z € S? = 9D? injektiv und
ist eine Quotientenabbildung, die den projektiven Raum P3, den wir in[(16.12.5)| und
kennenlernen werden, als Bild hat. Also ist SO(3) = P3.

Die Euler-Winkel, eine Parametrisierung von SO(3) durch S* x S x S*:

Es sei R € SO(3) beliebig und f; := R(e;) das Bild der Standard-Basis in R3. Wir
wollen nun R als Komposition von 3-Drehungen, die jede eine Koordinaten-Achse fix
lassen, darstellen. Es geniigt die Werte der Drehungen auf e; und es zu beschreiben,
denn e3 = e; X es ist der eindeutig bestimmte Vektor, der normal auf e; und ey steht
und zwar so, daf} (eq, e, eg) positiv orientiert ist.

Um e; in f; zu drehen, miissen wir um eine Achse k € {e;}* N {f1}+ = {{e2,e3}) N
({f2, f3}) drehen. Um nun noch ey in f zu drehen, und dabei die Zuordnung e; — f;
nicht zu zerstéren, konnen wir zuerst um e; den Vektor es nach k drehen und zuletzt
um f1 den Vektor k£ nach fy zu drehen.

ep = e = fi — fi
ea = k — k — [

Es seien also ¢1, @9, 3 die sogenannten Eulerwinkel von R, welche gegeben sind durch

p1 = Lesk; o= Leyfi; w3 := Lkf.
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1. EUKLIDISCHE RAUME 2.1

Dann sehen die Matrizen-Darstellungen der zugehoérigen Drehungen R;, Ro und Rs
wie folgt aus:

1 0 0
[Rilej,en = [0 cospr  —sing
0 sing;  cospy
cospy 0 —sinps
[Rale, & = 0 1 0
sings 0  coss
1 0 0

[Ri]fe = [0 cosps —sings
0 sings cosys

Folglich ist

[R3 oRgo R1]61,62763 =

1 0 0 cospy 0 —sings 1 0 0
=10 cosp; —sing; |- 0 1 0 -0 cosps —sineps
0 sing; cosy; sinps 0 coss 0 sings coss

Es gibt noch eine schénere Parametrisierung der SO(3), und zwar mittels eines
Gruppen-Homomorphismuses S? — SO(3) mit Kern Zy, siehe [(14.19)| und [(24.40)}

2. Grundlegendes iiber Kurven in der Ebene

In diesem Abschnitt kliren wir den Begriff der Kurve und behandeln die ausgezeich-
neten Parametrisierungen nach der Bogenlange.

Im folgenden Lemma miissen wir das skalare Produkt (_, ) differenzieren. Dazu rufen
wir aus der Analysis das folgende Lemma in Erinnerung:

2.1 Lemma (Produktregel). Es sei |l : E — F eine lineare Abbildung und b :
Ey x Ey — E eine bilineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen.
Dann ist die Ableitung von | und die von b gegeben durch

U(z)(v) =1(v) wund b (x1,72)(v1,v2) = b(x1,v2) + b(v1,x2).

Beweis. In der Tat ist die (Richtungs-)Ableitung

I'(z)(v) = % o l{lx+t-v)= % - (l(z)+t-l(v))=1(v) und
b (z1,22)(v1,v2) = % ’t:O b((x1,x2) +t(v1,v2))

0
T ot ’tfo b(w1, m2) +t (b(x1,v2) + b(v1, 22)) + t2 b(v1, v2)
=0+ b(w1,v2) +b(v1,22) +0 O
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2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE 2.3

2.2 Definition (Kurven)

Eine PARAMETRISIERTE KURVE in einem Euklidischen Raum FE ist eine Abbildung
¢: I — E, wobei I ein (zumeist) offenes Intervall in R und ¢ geniigend oft diffe-
renzierbar ist (wir wollen der Einfachheit halber immer unendlich oft differenzierbar
voraussetzen) und ¢/(t) # 0 fiir alle ¢ € I ist (¢ heiit dann auch regulér).

Da wir aber im wesentlichen nicht an der Parametrisierung der Kurve, sondern mehr
an ihrer geometrischen Gestalt interessiert sind, geben wir noch folgende Definition:
Eine GEOMETRISCHE KURVE T ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kur-
ven, wobei ¢g : Ip — F und ¢y : I; — E AQUIVALENT heiflen, falls ein DIFFEOMOR-
PHISMUS ¢ : Iy — I; (d.h. ¢ bijektiv und sowohl ¢ als auch p~! glatt sind) existiert,
mit ¢; 0 = ¢g.

E
AP
e

Eine ORIENTIERTE GEOMETRISCHE KURVE ist eine Aquivalenzklasse von parametri-
sierten Kurven, wobei ¢; und co AQUIVALENT heiflen, falls ein ¢ wie oben existiert,
welches zusitzlich ¢'(¢) > 0 fiir alle ¢ erfiillt (d.h. streng monoton wachsend ist).
Also ist eine (orientierte) geometrische Kurve durch Angabe einer PARAMETRISIER-
UNG, d.h. einer parametrisierten Kurve in dieser Klasse, bereits festgelegt. Wir kénnen
uns im folgenden also darauf beschrinken, Konzepte fiir parametrisierte Kurven zu
entwickeln, sollten aber immer darauf achten, dal diese Konzepte wirklich geometri-
scher Natur sind, d.h. nicht von der Auswahl der Représentanten (= Parametrisie-
rungen) abhingen und auch invariant unter Bewegungen sind.

Unter dem BILD EINER GEOMETRISCHEN KURVE versteht man das Bild einer (jeder)
Parametrisierung.

2.3 Bemerkungen

Verschiedene geometrische Kurven kénnen sehr wohl das gleiche Bild besitzen:

1. Der Kreis: t — (cost, sint) wobei man jedes (offene) Intervall der Linge grofier
als 27 als Parameter Intervall verwenden kann, z.B. also I; := R oder I :=
10, 3.

2. Ein weniger triviales Beispiel ist:

Wir konnen aber zeigen, dafl der Parameter einer parametrisierten Kurve ¢: I — E
lokal aus den Bildpunkten berechnet werden kann:

Sei dazu 0 € I und ¢/(0) # 0. Wir definieren eine glatten Funktion ¥ : I x ¢/(0)+ —
E durch U(t,x) := c¢(t) + z. Fiir die partiellen Ableitungen von ¥ erhalten wir
19(0,0) = (0) und 92¥(0,0) - v = v. Beziiglich des linearen Isomorphismuses
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2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE 2.4

R x ¢ (0)* = E, (t,7) — t'(0) + z, ist die Komponenten-Darstellung der Ableitung
von ¥'(0,0) gegeben durch

. N 0
\Il (070) o (0 idc’(O)L) ’

und somit invertierbar. Nach dem inversen Funktionensatz (siehe [(10.2))) ist ¥ ein
lokaler Diffeomorphismus, d.h. es gibt eine offene Umgebung von 0 (0.B.d.A. der Form
I;xV mit I; CRund V C ¢(0)* offen) und eine offene Umgebung U von ¢(0), so dafl
U : [} x V — U ein Diffeomorphismus ist. Da W(t,0) = c(t) ist, gilt ¥=1(c(t)) = (¢,0)
fiir alle ¢ € I;. Die Zusammensetzung p := pr; o¥U ! : U — I} x V — I ist dann eine
lokale Linksinverse zu c.

Dies zeigt auch, dafl wir den Parameterwechsel in der Definition geometrischer Kurven
blof3 als Homtomorphismus voraussetzen brauchen, denn er ist dann automatisch ein
Diffeomorphismus. In der Tat, wenn fiir zwei parametrisierte Kurven ¢; : I; — E mit
(j € {0,1}) ein Homdomorphismus ¢ : Iy — I; mit ¢; o ¢ = ¢y gegeben ist, dann
finden wir fiir jedes to € Iy eine Umgebung U von co(to) = c1(p(to)) und V von ¢(to)
und ein glattes linksinverses p zu ¢; : V' — U. Somit ist aber ¢ =pociop =pocy
auf ¢~1(V) und somit glatt auf der (wegen der Stetigkeit von ) offenen Umgebung

o Y(V) von to.
E
U
!
Vv

Co

2\

V)V

(6

Iy

I

2.4 Definition (Punkte geometrischer Kurven)

Ein PUNKT auf einer geometrischen Kurve T ist eine Aquivalenzklasse von Paaren
(¢,t) mit ¢ € T (d.h. ¢ : I — FE ist eine Parametrisierung von I') und ¢ € I, wobei
(c1,t1) ~ (c2,t2) & es existiert ein Diffeomorphismus ¢ : Iy — I1 mit ¢3 = ¢ 0@
und ¢(to) = t1.

Unter der VIELFACHHEIT eines Punktes versteht man die Kardinalitdt der Menge
{t' : e(t') = c(t)} fiir einen (jeden) Reprisentanten (c,t). Ein Punkt mit Vielfachheit
1,2,... heiflt EINFACHER PUNKT, DOPPELPUNKT,. . ..

Ein Punkt 148t sich am besten als ein Zweig der Kurve durch einen Bildpunkt vor-
stellen:
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2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE 2.7

Die TANGENTE an eine parametrisierte Kurve ¢ im Punkt ¢ ist die affine Gerade
c(t) +R- ().

2.5 Lemma. Die Tangente ist ein geometrisches Konzept, d.h. reparametrisierungs-
invariant und auch invariant unter Bewegungen.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Invarianz unter Reparametrisierungen. Seien (¢, t) und
(¢,t) zwei Reprisentanten des gleichen Punktes einer geometrischen Kurve, und ¢ ein
zugehoriger Parameterwechsel, d.h. ¢ = cop und t = ¢(#). Die Tangente von € in t ist
die von ¢ in ¢, denn ¢(#) +R-&' (#) = c(p(t)) +R-(cop)' () = c(t)+R- () - ¢'(t) =
c(t) + R-(t) (man verwende R - ¢'(¥) = R).

Nun zur Bewegungs-Invarianz: Sei z — R(z) + a eine Bewegung und (c, t) ein Punkt
einer Kurve. Die bewegte Kurve ist dann ¢ : t — R(c(t)) 4+ a. Die bewegte Tangente
von ¢ in t ist die Tangente der bewegten Kurve ¢, denn

R(c(t) +R-'(t)) +a= R(c(t)) + a+R- R(c(t)) =
= (R(c(t))+a)+R-(Roc)(t)=c(t) + R-(t)

(man verwende die Kettenregel und R'(z)(v) = & Rz +t-v)=4 (R(z)+
t- R(v)) = R(v), da R linear ist). O

2.6 Definition (Tangentialvektor und Linge)

Der EINHEITSTANGENTIALVEKTOR 7(¢) im Punkt einer parametrisierten Kurve ist

definiert durch 7(¢) := % Fiir die Wohldefiniertheit verwenden wir die Regularitét
der Kurve, d.h. ¢/(¢t) # 0. Man beachte, daf§ auch dieser ein geometrisches Konzept
fiir orientierte geometrische Kurven darstellt, dazu mufl man allerdings beachten, dafl

¢(t) zum Euklidischen Raum und ¢'(¢) hingegen zum zugehérigen Vektorraum gehort.

Sei ¢ : I — E eine Kurve, [a,b] C I ein abgeschlossenes Teilintervall, und Z = {a =
to < -+ < t, = b} eine Zerlegung, dann ist Lb(c, Z) := > 1" |c(t;) — c(ti—1)| die
Lénge des Polygonzuges durch die Punkte ¢(t;). Die LANGE der Kurve von a bis b
ist definiert als L%(c) := supz Li(c, Z). Fiir a > b ist L2(c) := —L¢(c) und es gilt:
L83 (c) = L2 () + LE3 ).

2.7 Lemma (Liéinge als Integral). Seic: I — E eine Kurve (C* wiirde geniigen)
und [a,b] C I, dann gilt: L%(c) < oo, L2(c) = fab |/ (t)|dt und 2Lt (c) = | (t)].
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2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE 2.9

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf§ die Lange endlich ist:

A-Ungl.

LY (e, 2) = Z|c . _czl|ﬂz|/' nat| <
tll

<Z/ (#)]dt = /m )\dt

= Li(c / |/ ()|dt < .

Nun zur Ableitung:

c(t+h) — c(t) ‘ <
h <

(o)
h

1 t+h
<lp |
t

Beide Seiten dieser Ungleichung konvergieren gegen |c/(¢)| fiir h — 0, also auch der
mittlere Term, d.h. 2Lt (c) = |c/(t)].

‘LZ“‘(C) — Lo(0)
h

. . . b o
Weiters gilt wiederum wegen des ersten Hauptsatzes L% (c) = [ 2Lt (c f |/ (t)]dt.

O

Da die Bogenlidnge unter Reparametrisierungen und Bewegungen invariant ist, ist sie
ebenfalls geometrisches Konzept.

2.8 Definition (Parametrisierung nach der Bogenlinge)

Eine Parametrisierung ¢ einer Kurve heifit PARAMETRISIERUNG NACH DER Bo-
GENLANGE falls |¢/(¢)| = 1 fiir alle ¢t. Fiir die Lange beziiglich solcher Parametri-
sierungen gilt also L% (c) = b — a.

2.9 Satz (Bogenldngenparametrisierung).

Jede geometrische Kurve besitzt eine solche Parametrisierung. Je zwei Parametrisie-
rungen nach der Bogenlinge der gleichen Kurve sind tber einen Parameterwechsel
der Form t — +t + a dquivalent.

Beweis. Zur Existenz: Sei ¢ : I — FE eine Parametrisierung einer Kurve, a ein
Punkt im Intervall I. Dann definiert s(t) := L (c) die differenzierbare Lingenfunktion
s:R DI — R, mit §(t) = | ()| > 0. Insbesonders ist s(I) zusammenhéingend und
somit wieder ein Intervall. Die Umkehrfunktion ¢ : s(I) — I, s — t(s) ist C°,
da die Norm C° auf E \ {0} ist. Die Parametrisierung ¢ := ¢ o ¢ ist die gesuchte

Parametrisierung nach der Bogenlédnge, da
dc _dec dt dc dc 1 de

1
ds —dt ds dt 4 dt |d(t)]  dt |

c|'

er Bogenlédnge, dann

Q. &‘&
B

Zur Eindeutigkeit: Seien ¢, co ¢ zwei Parametrisierungen nach
gilt:

L=|(cop) @) =l (e®))- &' @) = l¢'®)],
da |(cop) ()] =1= |c( ( ))| Es folgt |©'(t)] = 1 fiir alle ¢, also ¢’ = +1. Wir
erhalten schliefflich o(t) )+ fo r)dr = ¢(0) £t O
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2. GRUNDLEGENDES UBER KURVEN IN DER EBENE 3.1

Beispiel

Betrachten wir einen Kreis ¢ : t — r(cost,sint) + M. Fiir s(t) := L{(c) erhalten wir
mit |¢/(¢t)] = r nach kurzer Rechnung s(t) = fot | (x)|dz =t - r. Also ist die Um-
kehrfunktion s +— #(s) = 2, und eine Bogenlingenparametrisierung ist s — c(t(s)) =
r(cos 2,sin %) + M. Der Einheitstangentialvektor ist 7(s) = (—sin 2, cos 2).

2.10 Lemma. Fir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ gilt ¢”'(s) L
c(s) fir alle s.

Beweis. Wir differenzieren die Gleichung 1 = |c/(s)|> = (c/(s),c/(s)) und erhalten
0=1("(s),c(s))+{c(s),c"(s)) = 2(c(s),c"(s)). Also gilt ¢"(s) L /(s) fiir alle s. O

3. Kriimmung von Kurven in der Ebene

In diesem Abschnitt wird der zentrale Begriff der Kriimmung fiir ebene Kurven stu-
diert.

3.1 Normalvektor

Sei R € SO(R?) ={T € GL(E) : (Tz,Ty) = (z,y) fiir alle z,y und det(T) > 0}. Da
die Matrix-Eintragungen (¢ %) von R gerade die Komponenten von R(e;) und R(e3)
beziiglich der Basis (e, e2) sind, muf a® + ¢ = |R(e1)|?> = 1, * + d? = |R(ex)|* = 1
und ab + e¢d = (R(e1), R(e2)) = 0 gelten. Also ist (a,c) ein Einheits-Vektor und
(b,d) einer der beiden Einheits-Normalvektoren +(—c¢,a) an (a,c), und zwar jener
mit det (24) > 0, d.h. (b,d) = (—¢,a). Die Abbildung R € SO(R?) 148t sich also in

der Form
R— (905@ —sin<p>
sinp  cosp
schreiben, mit einem eindeutig bestimmten ¢ € [0, 27[. Dies ist genau die Drehung
der Punkte der Ebene um den Winkel ¢ (oder des Achsenkreuzes (d.h. der Basis)

um den Winkel —¢), wie sofort aus den Additionstheorem fiir die Winkelfunktionen
folgt:

w!
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3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE 3.2

So eine Drehung bildet die Polarkoordinaten (r, ) auf (r,¢ + ¢) ab, und somit gilt
fiir die kartesischen Koordinaten = = rcos, y = rsin folgendes:

(m) _ <7“COS(¢+@)> _ (COSQO-T-COSI/J—Siﬂcp-r-sinz/;)

Y rsin(p + @) sing - r-cosy 4 cosy - r-siny
_ (cosp-z—sing-y\ fcosp —sing\ (x
T \sinp-xz4cosp-y/)  \sinp cosp Yy
Insbesonders erhalten wir fiir jedem Vektor  # 0 im R? den eindeutig bestimmten
Vektor -, welcher normal auf x steht, gleiche Lénge wie = hat und links von z liegt
s

1 . el . . . .
(d.h. (z,2~) ist positiv orientiert), durch eine Drehung um % von :

1 0 _1 ' Il B 7I2
== ) ()= ()
Definition

Unter dem EINHEITSNORMALVEKTOR v an eine parametrisierte Kurve ¢ in Punkte ¢
versteht man v(t) := 7(¢t)*. Wie der Tangentialvektor ist auch der Einheitsnormal-
vektor ein geometrisches Konzept fiir orientierte Kurven.

3.2 Definition (Kriimmung)

Da ein Kreis umso stérker gekriimmt ist, je kleiner der Radius r ist, wollen wir als
Ma$ fiir die Kriimmung K des Kreises den Kehrwert 1 - verwenden. Falls der Kreis
positiv orientiert ist, also eine Linkskurve beschreibt, se1 seine Kriimmung positiv,
andernfalls negativ. Eine Gerade kann man als Grenzfall eines Kreises fiir r — oo
betrachten, und die entsprechende Definition fiir ihre Kriimmung als K := é =0
stimmt auch mit der Anschauung der nicht-Gekriimmtheit tiberein.

Wir kénnen den Mittelpunkt M eines Kreises aus den ersten paar Ableitungen beim

Punkt s einer Bogenléngenparametrisierung k(s) = r(cos £2, sin £2) + M errechnen:

K (s) = j:(f smE cos £ =7(s), K'(s)= —1(cos 2 s sin %) =
= |k"(s))]=1=+K und

k//( )

= s—rcosﬁsmng = k(s "(s)-r® =k(s
M = k(s) ( ) = k(s) + k" (s) k()+|k//()|2

Sei allgemeiner ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢’ (s) # 0. Unter
dem KRUMMUNGSKREIS im Punkt s versteht man jenen Kreis k, welcher ¢ bei s von
Ordnung 2 beriihrt, d.h. ¢(s) = k(s), ¢/(s) = k'(s) und ¢’ (s) = k"( ). Der Mittelpunkt

dieses Kreises ist wegen obiger Formel durch M = k(s) + |k,,(( = c(s) + |Cc,i(gs’))|2

gegeben und sein Radius ist r = |C,,1(S)|. Mittels diesen Ansatzes folgt auch seine
Existenz.

Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte (wohldefiniert, wo |¢”| # 0) heift EVOLUTE.
Unter der KRUMMUNG K(s) der Kurve ¢ bei s versteht man die Kriimmung des
Kriimmungskreises.
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3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE 3.2

Fiir den Kriimmungskreis gilt: ¢’(s) = k”(s) = K(s) - v(s), wo v(s) die Einheits-
normale an k bzw. ¢ und K(s) die Kriimmung ist. Nach dem Newtonschen Gesetz
“Kraft = Masse x Beschleunigung” mifit K(s) die (skalare Grofle der) Kraft, die
notig ist, um den, mit skalarer Geschwindigkeit |¢’(s)] = 1 bewegten Punkt (mit
Einheitsmasse) auf der Kurve zu halten.

Wir kénnen also K als den Koeffizienten von 7/ = ¢ bzgl. des zweiten Vektors v des
Begleitbeins (7, v) auffassen. Wenn wir diese Gleichung 7" = K - v mit einer Rotation
R um 7/2 drehen, dann erhalten wir

V=R(1)=R(7)=R(K -v)=K-R(v)=K -R*(1)=—-K -T.
Zusammen sind das die sogenannten FRENET’SCHEN ABLEITUNGSGLEICHUNGEN:
=K v
V=—-K-T

)

die die Ableitung des Begleitbeins in der Basis, welche durch das Begleitbein gegeben
ist, ausdriicken.

Mit ¢(s) =: (z(s),y(s)) ergibt sich folgende explizite Formel fiir die Kriimmung
K(s) = (K(s) - v(s),v(5)) = ("(5), v(s))
— ((s), 7()")
= det(c'(s), " (s)),
denn

x
det(x,y) = det < ! yl) = T1Y2 — T2Y1 =
T2 Y2

() (p =

Falls ¢ nicht nach der Bogenlinge parametrisiert ist, sei t — s(t) die Bogenléngenfunk-
tion und é = c o s~ ! die Reparametrisierung nach der Bogenlinge. In diesem Fall
erhalten wir fiir die Kriimmung:

Kz:(s) = det(fl(s),éu(s)) = det (C/(t)ﬁ, (C”(t) _ C/(t)és”) (;)2)
= 1 det(cl(t),cﬂ(t)) +0=
et(c "’ )L
= K.(t) = Ka(s(t)) = det(c'(t),c"(t)) (d(t)~, (1))

G G R

wobei wir Folgendes verwendeten: ¢ = cos, ¢/ = (¢ 0s)s', ¢’ = (¢"05)(s')2+ (¢ 0 5)s”
und det(z,y) = (y, z*).

Wir wollen nun zeigen, dafl der Kriimmungkreis unter Bewegungen invariant ist. Dazu
geniigt es, die Invarianz des Mittelpunktes

K(s)v(s) _
[K(s) - 12

=c(s 70//(8) =c(s
M=t g =t
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3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE 3.4

zu zeigen: Sei ¢ nach der Bogenlédnge parametrisiert und sei &(t) = R(c(t)) + a die
durch x — Rz + a bewegte Kurve. Die Kriimmung von ¢ ist dann:
K(t) = det(€'(t),e"(t)) = det (R(' (1)), R(<" (1))
= det (R(c'(t),c"(t))) = det R - det(c(t), " (t)) = K.(t),
da det R = +1. Somit ist die Kriimmung invariant und damit auch der Mittelpunkt.

3.3 Lemma (Kriimmungskreis als Limes). Sei ¢ eine nach der Bogenlinge para-

metrisierte Kurve, ¢’(s) # 0. Fiir je drei verschiedene Punkte sy, $a, s3 sei M (s1, 82, 83)
der Mittelpunkt des Kreises durch die Punkte c(s1),c(s2),c(s3) und M(s) der Mittel-

punkt des Kriimmungskreises von c.

Dann gilt: M (s1, 82,83) — M(s) fiir s1, 82,83 — s. Gleiches gilt auch fiir die Radien.

3.4 Sublemma. Sei c : [a,b] — R? stetig differenzierbar. Sei w # 0 ein Richtungs-
vektor einer Geraden durch c(a) und c(b). Dann existiert ein r € ]a, b fir das ¢/ (r)
ein skalares Vielfaches von w ist.

cir)

/

cial o k)

Beweis des Sublemmas. Sei w # 0 ein Richtungsvektor einer Geraden durch ¢(a)
und ¢(b) und v := wt, d.h. (v,¢(b) — c(a)) = 0. Also erfiillt g : [a,b] — R definiert
durch g(t) := (c(t) — ¢(a),v) die Randbedingungen g(a) = 0 = g(b). Aus dem Satz
von Rolle folgt: 3 r € Ja,b[ : 0 = ¢'(r) = (/(r),v). Somit ist ¢/(r) L v L w, d.h.
d(r) || w. O

Wir kommen nun zu dem eigentlichen Beweis des Lemmas:

Beweis. Angenommen es existieren s; < s < sz beliebig nahe an s, soda$ ¢(s1),
¢(s2), c(s3) auf einer Geraden mit dem Richtungsvektor v liegen. Aus dem Sublemma
folgt, daBl s1,2 und ss 3 existieren mit s1 < s12 < $2 < S2.3 < s und (s12) | v ||
c/(s2,3). Also ist ¢/(s1,2) = Ad/(s2,3) mit einen A = £1, da |¢/| = 1. Falls A = —1
fiir beliebig nahe s; < so < s3, dann ist ¢/(s12) = —c(s2,3). Da die linke Seite
gegen ¢/ (s), die rechte Seite aber gegen —c(s) strebt, ist dies ein Widerspruch zur
Voraussetzung ¢’(s) # 0, d.h. A = +1 und somit ¢/(s1,2) = ¢/(s2,3). Es konvergiert also
0= Cl(s1,2)—0/(52.3)

S1,2—82,3
fiir s1, s2, 3 nahe s wohldefiniert.

Sei nun h : I — R definiert durch h(t) := |c(t) — M(s1,s2,53)|%. Dann ist h(s;) =
h(s2) = h(s3) und nach dem Mittelwertsatz existieren s1 o und so 3 mit h'(s12) =

— ’(s) # 0, das ist ein Widerspruch. Demnach ist M (s1, s2, $3)
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3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE 3.5

0 = h/(s2,3) und weiters existiert ein s1 2,3 mit h”(s1,2,3) = 0. Die Ableitungen von h
sind:

h' =2(c,c— M)
B = 2((0”,c - M)+ (d, c’)).
Wir erhalten zwei implizite Gleichung fiir M:
(c(s1,2)c(s1,2)) = (¢'(s1,2), M(51, 52, 53))
("(s1,23),¢c(s1,2.3)) + 1 = (" (s1,2.3), M(s1, 52, 3)).

Sei A(ty,ts) die Matrix (¢/(t1), ¢ (t2)) (wobei wir ¢/(¢1) und ¢”(t2) als Zeilenvektoren
auffassen). Dann kénnen wir (*) wie folgt schreiben:

A(s1,2,81,2,3) - M(s1,52,53) = <<c’ (il (28;)2 (s<1821 §)>>> + 1)

Mit s1, 52,83 — s konvergiert A(s12,5123) gegen A(s,s) = (c/(s),c"(s)) in L(R?).
Also ist auch A(s1,2,51,2,3) invertierbar fiir si, s9, s3 nahe s und A(sy2,5123)"! —
A(s,s)™1. Somit konvergiert M ((s1, 82, s3) gegen

A(S,S)_l X < <C/(3)’C(3)>

(¢"(s),c(s)) +1

Unter Verwendung von (*) erhalten wir:
(d(8),M(s) —c(s)) =0 = M(s) —c(s) = Av(s) fiir ein A € R

("(5),¢(s) = M(5)) = =1 = =1 = (c"(s), =Aw(s)) = (K(s)v(s), = Aw(s)) =

= —K(s)A\lv(s)]* = =K (s)A

) = M(s).

\//‘\

= \= und M(s) =c(s) + v(s) . O

1
K(s)

3.5 Polarkoordinaten versus kartesische Koordinaten

Aus den Grundvorlesungen kennen wir die Abbildung p, die den POLARKOORDINATEN
(r,) € R? die KARTESISCHEN KOORDINATEN (z,y) := (r cosp, 7 sing) = r - ¥ €
C = R? zuordnet.

rely

Y

X

Wir wollen nun umgekehrt Punkten im R?, gegeben in kartesischen Koordinaten,
zugehorige Polarkoordinaten auf differenzierbare Weise zuordnen.

cosp —rsing
sing rcosgp
invertierbar. Also ist dieses Problem lokal um 0 € C nicht l6sbar, deshalb nehmen
wir 0 aus, d.h. wir betrachten die Einschriankung von p : (R\{0}) xR — C\ {0}. Diese
Einschrénkung ist nach dem Inversen-Funktionensatz lokal ein Diffeomorphismus. Sie
ist aber nur lokal injektiv. Um sie global injektiv zu machen schrinken wir sie weiter

Die Ableitung von p ist durch ( gegeben und ist fiir r = 0 nicht
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zu einer Abbildung p : R* xR — C\{0} ein. Noch immer ist der Winkel ¢ aber nur bis
auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 festgelegt. Also miissen wir ¢ auf ein Intervall
der Lénge 27 beschrianken - damit wir leicht von Differenzierbarkeit sprechen kénnen
- auf ein offenes Intervall. Bei gegebenem ¢y € R sei dieses Intervall Jpg — 7, ¢ + 7.
Dann ist p : RT x Jpg — 7,00 +7[ — C\ {tei? : t+ < 0} ein Diffeomorphismus.
Das Bild bzgl. p ist die (komplexe) Ebene ohne einen Halbstrahl. Wir kénnen sogar
explizit die Umkehrfunktion 7 = /22 + y? und ¢ = arctan(¥) bzw. ¢ = arccot(%)
angeben, wenn wir fiir arctan und arccot den passenden Zweig wihlen.

3.6 Lemma (Kriimmung als Richtungséinderung). Sei c¢: I — C eine nach der
Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢/ : I — S' := {2 € C: |2| = 1}. Seisg € [
und 0 : I — R fiir s nahe so eine differenzierbare Lisung von %) = ¢/(s). Dann
folgt K(s) = 0'(s). Das bedeutet, dafy die Kriimmung K die infinitesimale Anderung
des Winkels der Tangente mifst.

Beweis. Durch Differenzieren der Gleichung ¢/(s) = ¢?(®) erhilt man ¢’ (s) = i6'(s)e?(*) =
0'(s)ic'(s) = €'(s)v(s), das ist aber die implizite Gleichung fir die Kriimmung =

K(s) =6(s). O

Zusammenfassung

Die Kriimmung einer nach der Bogenlinge parametrisierten Kurve kann aufgefaf3t
werden als:

1. Der Kehrwert 1 = [¢”(s)| = |K(s)| des Radius r des Kriimmungskreises, d.h.
jenes Kreises, der ¢ am besten approximiert, versehen mit einen Vorzeichen
welches sich daraus ergibt ob der Kriimmungskreis positiv oder negativ orien-
tiert ist, siehe

2. Der skalare Wert der Beschleunigung ¢’(s) = K(s)v(s), siehe|(3.2)]

3. Die infinitesimale Anderung des Winkels der Tangente K(s) = 6'(s), nach

Lemma [(3.6)]

3.7 Polarkoordinaten als Uberlagerung

Wir wollen nun das globale Verhalten der Polarkoordinaten untersuchen. Sei p :
R? — C wie in die Abbildung (r, ) — re#, die Polarkoordinaten kartesische
Koordinaten zuordnet.

Definition. In der Topologie nennt man eine stetige Abbildung p : X — Y zwischen
Hausdorffraumen eine UBERLAGERUNG, falls eine Uberdeckung von Y mit offenen
sogenannten TRIVIALISIERENDEN MENGEN U C Y existiert, sodafl p~1(U) die dis-
junkte Vereinigung von offenen Teilmengen Uj;, genannt BLATTER, mit j € J ist und
plu, : Uj — U ein Hombomorphismus fiir alle U und alle j € .J ist. Falls die Kardi-
nalitdt x der Indexmenge J nicht von U abhéingt, bezeichnet man p : X — Y auch
als eine K-BLATTRIGE UBERLAGERUNG.
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Das Urbild p~!(U) ist dann die topologische Summe seiner Blitter, denn eine Teil-
menge V C p~!(U) ist genau dann offen, wenn V N U; offen ist fiir alle j € J.

Sei ¢ : I — X eine stetige Kurve fiir welche (p o ¢)(I) ganz in einer trivialisierenden
Umgebung U liegt, so ist ¢(I) ganz in einem Blatt iiber U enthalten, denn die zu-
sammenhéngende Menge ¢(I) kann nicht verschiedene Summanden der topologischen
Summe | |;. ; U; treffen.

Lings Uberlagerungen lassen sich Kurven liften:

3.8 Lemma (Liftung von Kurven). Seip: X — Y eine Uberlagerung, c: I — Y
eine stetige Kurve mit 0 € I und sei o € p~'(c(0)). Dann ezistiert eine eindeutige
stetige Kurve ¢ : I — X genannt LIFT von ¢ mit po ¢ = ¢ und ¢(0) = xo.

{0} —==>x
; — >y

Beweis. Zuerst die Eindeutigkeit: Seien ¢; und ¢q zwei Lifts. Dann ist 0 € T := {t €
I:c1(t) = ca(t)} und T ist abgeschlossen. Zu einem ¢ € T sei U eine trivialisierende
Umgebung von ¢(t) und Uy das Blatt iiber U, welches ¢ (t) = c2(t) enthilt. Da ¢; und
co stetig sind, haben sie fiir ' nahe ¢ Werte in Uy, und da p : Uy — U eine Bijektion
ist, ist ¢1 (¢') = (p\aal oc)(t') = co(t') fiir diese t’. Also ist T offen. Weil I ein Intervall
und somit zusammenhéngend ist, stimmt 7" mit I iiberein, d.h. ¢; = co.

Nun zur Existenz: Sei

T :={t € I : Ein Lift ¢ von ¢ auf der Strecke von 0 nach ¢ existiert}.

Klarerweise ist 0 € T und T ein Intervall. Wir zeigen, da8 T keinen Rand in I
besitzt. Angenommen t € I wire ein Randpunkt von 7', 0.B.d.A. ¢t > 0. Sei U eine
trivialisierende Umgebung von c¢(t), dann ist ¢(t') € U fiir ¢ nahe t. Sei Uy jenes
(eindeutige) Blatt iiber U welches ¢(t') enthilt fiir alle hinreichend nahen ¢ < ¢
(bzw. im Falle ¢ = 0 den Punkt xo). Dann 148t sich ¢ durch p|,;01 o ¢ lokal um ¢t
(eindeutig) fortsetzen, und somit ist ¢ kein Randpunkt von T'; ein Widerspruch. [

3.9 Folgerung. Sei c : I — S' eine stetige Kurve, dann emistiert ein stetiger Lift
¢: 1 —R, dh et =c(t) firalet € 1. Ist tg € I, so ist ¢ eindeutig durch Angabe
von &(tg) € R mit e’®t0) = ¢(ty) bestimmt. Falls ¢ glatt ist, so auch ¢.
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Beweis. Offensichtlich beschreibt § — € jene Uberlagerung R — S', die aus der
in durch Polarkoordinaten gegebenen Uberlagerung p : R* x R — C \ {0}
durch Einschriinkung auf R = {1} x R = p~!(S') — S! gegeben ist. Also haben
wir die Liftungseigenschaft nach Die Glattheit von ¢ folgt, da p ein lokaler
Diffeomorphismus ist.

Wir geben nun einen zweiten direkteren Beweis, der auch gleichzeitig die Glattheit
des Liftes liefert.

Zuerst eine Vorbemerkung: Sei ¢ ein Lift von c¢. Wegen der Stetigkeit von c existiert
ein § > 0 mit |c(t) —c(to)| < 2 fiir alle |t —tg| < §. Dann ist |¢(t) — E(to)| < = fiir diese
t, denn wére es grofler als 7 fiir ein ¢ so nach dem Zwischenwertsatz auch gleich 7 fiir
ein anderes ¢ und somit ¢(t) = %ic(tg) also |c(t) — ¢(to)| = 2, Widerspruch. Also ist
é(t) = o(c(t)) fiir |t — to] < d, mit ¢ wie in und Anfangswert o = &(to).

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit lokaler Lifts: Seien c; : I; — R zwei Lifts von c|y; fiir
j =1,2, wobei I; 3 tj ein offenes Teilintervall von I ist. Sei X :={t € 1Ny : c1(t) =
co(t)}. Wir miissen zeigen, dal X = I} N I. Die Menge X ist nicht leer, da ty € X,
und sie ist abgeschlossen in I; N 15, da sie durch eine stetige Gleichung gegeben ist. Sei
nun ¢t € X, dann ist ¢;(t') = ¢(c(t’)) fiir ¢’ nahe ¢, wegen der Vorbemerkung. Also ist
X auch offen. Da das offene Intervall I; N I5 zusammenhéngend ist, folgt X = I; N 1.

SchlieBlich die Existenz: Sei X die Menge der ¢ € I, bis zu welchen ein (eindeutiger)
Lift existiert, genauer: ¢t € X < ein Lift ¢: J — R von ¢|; existiert fiir ein offenes
Teilintervall J von I, welches ¢t und ty enthélt. Die Menge X ist nicht leer da ¢y € X,
denn ¢ o ¢ ist ein lokaler Lift von ¢, wo ¢ wie in mit Anfangswinkel ¢(tg)
ist. Sie ist nach Konstruktion offen, da die Intervalle J als offen vorausgesetzt sind.
Sie ist auch abgeschlossen in I: Sei ndmlich ¢ € I im Abschlul von X. Wegen der
gleichméfigen Stetigkeit von ¢ auf kompakten Teilintervallen von I existiert ein § > 0
mit [c(t') — c(t”)] < 2 fiir |t/ —t”| < 6 mit ¢’ € [to,#]. Sei t; € X mit |t; —t| < 6. Dann
sind ¢ und ¢ o ¢ lokale Lifts um ¢; von ¢, wobei ¢ wie in mit Anfangswert ¢(tq)
bei ¢; ist. Also stimmen sie wegen der Eindeutigkeit iiberein und ergeben zusammen
einen lokalen Lift, der auf einer Umgebung von [tg,t] definiert ist, i.e. ¢ € X. Da I
zusammenhéngend ist, folgt X = I, also existiert ein Lift auf ganz I. O

3.10 Liften mittels des Kurvenintegrals

Eine dritte Methode den Lift ¢ fiir glattes ¢ zu erhalten, verwendet das Kurvenintegral
und die dazu notwendigen Differentialformen (mit denen wir uns in Kapitel und
[(6)] noch sehr eingehend beschéftigen werden):

Sei f: R2 2 U — R", differenzierbar. Dann ist die Ableitung f’ (oder auch das totale
Differential df) von folgender Gestalt:

df = f':U — L(R*R") := {T: R? — R" : T ist linear}.

Allgemein heifit eine Abbildung w : U — L(R?,R™) 1-FORM (mit Werten im R").
FEine 1-Form heifit EXAKT < 3 f: U — R” glatt mit df = w.

Fiir die linearen Abbildungen z : (z,y) — « und y : (z,y) — y ergeben sich nach
(2.1)| die zwei speziellen exakten 1-Formen dz und dy:

dr(z,y)(u,v) =u bzw. dy(z,y)(u,v) =v.
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Fiir jedes glatte f : R? — R™ haben wir allgemein

df (z,y)(u,v) = df (x,y)(u - (1,0) + v - (0,1))

= w-df (@, y)(1,0) + v - df (2,4)(0,1)

= da(z,y)(u,v) - G (2,y) + dy(a,y)(u,v) - G (2,y)

oder kiirzer nach Weglassen von (u, v) € R? als Gleichheit fiir Abbildungen in L(R?,R™):

df (z,y) = 3L(x,y) - de(z,y) + §L(w,y) - dy(z,y),

wobei wir die Reihenfolge der Faktoren ausgetauscht haben, damit die Wirkung auf

(u,v) Klarer ist (Beachte: %(w,y), g—i(x,y) € R™ und dz(z,y),dy(z,y) € L(R? R)
und das Produkt v-T € L(R?,R™) ist definiert durch (v-T)(z) := T(z2)-v fiir v € R™,
T € L(R?,R) und 2 € R?).

Noch kiirzer kénnen wir das nach Weglassen von (z,y) € R? als Gleichheit fiir Ab-
bildungen R? — L(R? R™) schreiben als

df =51 -de+ 9L - dy.

Analog erhalten wir die Koordinatendarstellung einer allgemeinen 1-Form w:

w(x,y)(u,v) =u-w(z,y)(1,0) +v-w(z,y)(0,1)
= dx(x,y)(u, ”U) : wl(l'vy) =+ dy(xay)(u’v) : wQ(xay)
= w=wy - dr+ws-dy

wobei w; : U — R™ definiert ist durch wi(z,y) = w(z,y)(1,0) und wa(z,y) =
w(z,y)(0,1).

Sei ¢ : [a,b] — U eine Kurve mit ¢(t) = (x(¢),y(t)) und w wie oben, dann berechnet
sich das Kurvenintegral wie folgt:

[o= [t ao bt ar= [ " ole®)( () de
b

:/ wl(c(t))%(t) dt+w2(c(t))d—f(t) dt

Mittels des Kurvenintegrals 148t sich eine Funktion f : R? — R™ aus ihrem Differen-
tial und einem Anfangswert rekonstruieren, denn

b b
J(e(b)) — f(e(a)) = / (foo)(t)dt = / A (e(0)( (1)) di = / o,

fiir jede Kurve ¢ von c(a) nach c¢(b). Die Uberlagerung p : Rt x R — R?\ {0} via
Polarkoordinaten aus war gegeben durch (7, ) — re. Wir wollen eine Kurve
c: I — R2\ {0} zu einer Kurve ¢ : I — R x R liings p liften. Die Projektion auf die
erste Komponente (r, ¢) — r faktorisiert zu einer wohldefinierten glatten Funktion r :
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R%\ {0} — R gegeben durch (z,y) — /22 + y2. Somit ist 7(¢(t)) = \/z(t)? + y(t)2.

Rt xR

P R
7

C\ {0}

Fiir die zweite Projektion geht das nicht so (Der Winkel ¢ kann aus den kartesischen
Koordinaten nur bis auf ganzzahliges Vielfaches von 27 berechnet werden). Aber wir
konnen die zweite Komponente als Kurvenintegral schreiben

o(c(t)) = (e(0)) + / dp

E‘[O,t]

Da ¢ bis auf ein ganzzahliges Vielfaches auch auf C\ {0} bestimmt ist, kann man hof-
fen, daf} das Differential dy zu einer 1-Form w auf C\ {0} hinunterfaktorisiert. Wegen
der Kettenregel dp(u)(v) = w(p(u))-dp(u)(v) berechnen wir dazu das Differential der
Uberlagerungsabbildung z = p: C D RT x R — R2\ {0} C C, (r,p) — 2z := re'¢:

orete) ., Ore®)

= WY =
dz = d(re*?) 5 a0

4 . d
cdp=e¥dr+ire?dp=re? (l —|—id<p>
T

Somit ist

dz e dr +ire dp _dr

+idp=d(lnr)+idp

r ety r

als Abbildungen R* x R — L(R?,C) & L(R% R) + i L(R?,R). Oder in kartesischen
Koordinaten:

e + idp = 22 = T _ G ile i) dy

T+1y 2 + 92
rdr+ydy . xdy—ydr
= —"—Z 5
1’2+y2 I2+y2

wobei z,y : Rt x R %= C — R, und somit ist

rdr+ydy rdy —ydx
d(lnr) = ——%— u =—"
LUQ + y2 1‘2 + y2
Wir kénnen aber z und y auch als Koordinatenprojektionen auf C auffassen, und

somit “ig;g;“ als 1-Form w auf C = R2. Fiir diese ist dp(u)(v) = w(p(u))(dp(v))
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und somit erhalten wir schluflendlich

rdy —ydx
x2+y2

b}
C\[o,f,]

wobei in der letzten Zeile z und y die Koordinatenprojektionen R? — R bezeichnen.
Insbesonders berechnet diese Formel () € R fiir ¢: I — S C C\ {0}.

3.11 Satz (Die Kriimmung charakterisiert die Kurve).
Sei K : I — R eine glatte Abbildung, so gibt es, bis auf Bewegungen, genau eine
Kurve, die eine Bogenlingenparametrisierung c besitzt, fir die K.(s) = K(s) gilt.

Beweis. Sei ¢ eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve mit der Kriimmung
K, d.h. |d(s)] =1 fiir alle s und K(s) = 6’(s) nach|(3.6)] wobei 6 ein Lift von ¢’ ist,
und somit ¢?(*) = ¢/(s) gilt. Also folgt

~

6(s) =0(0) + /OS o' (1) dr = 6(0) + /OS K(7)dr und
c(s) =c(0) + /05 d(r)dr = ¢(0) + /OS () dr.

Dabei ist ¢(0) der frei wihlbare Anfangspunkt der Kurve, und 6(0) der frei wéhlbare
Winkel der Anfangsrichtung. Je zwei solche Anfangsdaten liefern eine Bewegung,
welche die zugehorigen Kurven ineinander {iberfiihrt. Sei ¢ wie oben definiert. Dann
ist ¢/(s) =€) also |/(s)| = 1, d.h. ¢ ist nach der Bogenlinge parametrisiert. Da
der Lift ist, gilt K.(s) = 60'(s) = K(s). O

3.12 Definition (Scheitel und Spiralbdgen)

Falls K(t) = 0, dann heift ¢ ein FLACHPUNKT. Falls ¢ ein Flachpunkt ist, an dem die
Kriimmung das Vorzeichen éndert, so heifit ¢ ein WENDEPUNKT. Falls die Kriimmung
ein lokales Extremum bei ¢t besitzt, so heifit ¢ ein SCHEITEL. Falls K monoton und
nirgends 0 ist, so heifit ¢ ein SPIRALBOGEN.

3.13 Lemma, [Kneser|. Sei ¢ ein Spiralbogen. Dann ist jeder Kriimmungskreis mit
kleinerem Radius in jedem mit gréfierem enthalten. Fir jeden Punkt s der Kurve,
liegt die eine Hdlfte von c¢ im Inneren des Krimmungskreises bei s und die andere
Hilfte im Auferen.
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Beweis. Wir betrachten die Ableitung der Evolute:

e(s) = c(s) + und setzen R(s) :=

1
m’/(s)
= € (s) = (s)+ R (s)v(s) + R(s)V (s)

= 7(s) + R'(s)v(s) — R(s)K(s)7(s) = R'(s)v(s).

Fiir die vorletzte Zeile verwendeten wir die Frenet’schen Ableitungsgleichungen. Die
Bogenldnge der Evolute berechnen wir mit Hilfe des Integrals:

K(s)

b b
= / le'(s)|ds = / |R'(s)|ds = (da R’ konstantes Vorzeichen hat)

ds = [R(b) — R(a)|

b) ()\<Lb() [R(b) — R(a)]

d.h. der Kreis mit groflerem Radius umfafit den mit kleinerem. Man bemerke, dafl
Gleichheit |e(b) — e(a)| = Lb(e) nur dann gilt, wenn e konstant ist oder die Strecke
von e(a) nach e(b) parametrisiert. Falls e konstant ist, so 0 = ¢/ = R'v, d.h. R ist
konstant und damit ¢ ein Kreisbogen. Andernfalls ist €/(s) || v := e(b) — e(a) # O fiir
alle s und somit auch v(s) || v und 7(s) || v+ fiir s mit R'(s) # 0. Also parametrisiert
¢ (zumindest lokal) eine Gerade und K = 0 ein Widerspruch.

Fiir den zweiten Teil der Aussage konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf} die Kriim-
mung monoton wachsend bzw. R monoton fallend ist. Bei festem ¢ und ¢ < ¢’ schlie-
Ben wir, daBl ¢(¢') im Inneren des Kriimmungskreises bei ¢ liegt, da c(t') auf dem
Kriimmungskreis bei ¢’ liegt und dieser in jenem bei ¢ enthalten ist (R(t) > R(t')).
Falls ¢’ <t schlielen wir analog. O

3.14 Rollkurven

Gegeben seinen zwei nach Bogenldnge parametrisierte Kurven ¢y und ¢;. Gesucht ist
die Bahn c eines in der Ebene von ¢ fixierten Punktes p, wenn die Kurve ¢; lings
jener von c¢g abrollt.

Wir wollen ¢ nach der abgerollten Lénge ¢ parametrisieren. Das Abrollen von c¢;
lings c¢g bedeutet, dafl wir eine Bewegung B; suchen, die den Punkt ¢ (¢) auf cq(t),
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die Einheitstangente 71 (t) auf 70(¢) und somit die Einheitsnormale v4(¢) auf vy(t).
Aus der ersten Bedingung folgt, da8 B; die Form Bi(x) = Ri(x — ¢1(t)) + co(t) hat.
Es sei 0 (t) und 0y(t) der Winkel der Tangente an ¢; und ¢g zum Zeitpunkt ¢. Dann
mufl R; die Drehung um 6y(t) — 01 (t) sein. Also ist die Gleichung der Rollkurve ¢
durch

e(t) := e/ OO=0O) () ¢ () + co(t)

gegeben.

Fiir die Ableitung von ¢ erhalten wir:

d . .
() =0 — 61) (t)e! @O0 (p — ¢y (1)) — "= ef (1) + cfy (1)
i(Ko(t) ~ K (t))ei(eg(t)—Gl(t))(p —c (t)) _ ei(&g(t)—el(t))ewl(t) + ei@g(t)

(Ko(t) — Ky (1))ie®O=0 ) (p — ey (¢))

Somit ist die skalare Geschwindigkeit:
d
v(t) = | Zet)] = [Ko(t) = Ki ()] [p — ex ().

Die zweite Ableitung von c ist:

(d) c(t) = (Ko — K2 (1)@ O — ¢y (1)

i +i(Ko — K1)(1)i(Ko — K1) (e @O (p — ¢y (1))
+i(Ko — K1) (t)e" %= (1)
= (Ko — K1) (£)ie’ =W (p — ey (1))
— (Ko — Ky)(t)%e @0 (p — ¢y (1))
— (Ko — K1)(t)ie!@=00® & (),

Folglich ist

d d\’
det (dtc(t), (dt) c(t)) —
= det <<K0 — K1) (t)ie"PO=0 @) () — ¢ (¢)),

— (Ko — K1) ()2 @00 (p — ¢y (1)) — (Ko — Kl)(t)iei(egel)(t)cﬁ(t))

= (Ko — K1)(0)* det(p — ea(8),p — e1(t) ) = (Ko — K1) (1) det (p — 2 (1), &, (1))

= (Ko — K)(®°lp — ex(t)* — (Ko — K1)(0)* det(p — e1(8), ¢, 1)),
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Fiir die Kriimmung K von ¢ erhalten wir schliefllich

_ det(e(t), (5)" e(®))
el
_ (Ko — K1) (®)lp — er(8)|* = (Ko — K1) (8)* det(p — c1 (1), ¢ (£))
(Ko = K1)(0)P [p — e (8)?

K(t)

- Sign((KO _ Kl)(t)) — 1 e p—C (t) CI
=T a0l 1Ee- Koo M amp )
sign((Ko — K1)(t))

== (P alf -

Sei nun die abrollende Kurve ¢; ein Kreis mit Radius 1, d.h. ¢;(¢) := €% und p = (a, 0).
Dann ist

1 /
TR et - ORAONE

cy(t) = ie"
K =1
p—c1(t) = (a — cost, —sint)
lp—c1(t)]? = a® — 2acost + 1 = (a®> + 1) — 2acost
det(xz — ci(t),c)(t)) = det(a — e, ie™) = acost — 1

und somit ist die Kriimmung der Rollkurve

() = =)0 (1 (O — s detlp — a(0).64 )
~ sign(Ko(t) — 1) acost — 1
a2 +1 fOQacostP'/? <a2 1 2acost = Ky(t) — 1)

Zykloiden.
Sei nun insbesonders ¢g eine Gerade, d.h. ¢o(t) = t.

/—\gg/\

Dann ist Ko(t) = 0 und somit

-1 acost —1
K(t) = ( 241-2 t—7>
®) la2 + 1 — 2a cos t|3/2 @ o8 -1
a(cost — a)

" a2+ 1 — 2acostP/2

Und speziell fiir a = 1, d.h. einen Punkt auf dem Kreis, ist

K(t) = ——0=D 03T —cost) =

1
12— 2acost[3/2 4|sin(t/2)|

Nun wollen wir die Scheitel bestimmen. Dazu schreiben wir
VaK () =

cost —a
(a+1/a—2cost)3/2
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Dann ist
%ﬁ[((t) = —sint (a+1/a —2cost) %% ((a+1/a — 2cost) + 3(cost — a))
= —sint (a+1/a — 2cost) %% (1/a — 2a + cost)
Somit ist 2\/aK (t) = 0 genau dann, wenn sint = 0 oder cost = 2a — <.

Epi- und Hypozykloiden Sei nun ¢ ein Kreis mit Radius R, d.h. ¢o(t) = R et/ R,

Dann ist Ky = £1/R und somit

sign(Ko(t) — 1) ( 5 acost—l)

K(t) = 1-2 St — ————
®) la2 + 1 — 2a cos t|3/2 @ 08 Ko(t)—1
sign(+1/R —1) ( 9 acost—l)

= 1 - 2acost — L2072

la2 + 1 — 2a cos t[3/2 @t @cos +1/R—1

Ist insbesonders a = 1, d.h. p ein Punkt am abrollenden Kreis, dann ist
sign(£1/R —1 1 —cost
K(t) = |2g(;1(— cc/)st)|3/2) (2(1 — cost) + TR-1 1)
_ sign(+1/R —1) (2+ 1 )
2v/2y/1 — cost +1/R—1
_ sign(£1/R—1) RF2
T 22T —cost RF1

1 RF2
— sign(£1/R — 1) - -
sten(E1/ R = 1) e BT

3.15 Einhiillende - Enveloppe

Zu jeder geometrischen ebene Kurve ist die Familie ihrer Tangenten assoziiert. Wir
wollen nun bestimmen, welche Geraden-Scharen auf diese Weise auftreten koénnen.
Sei ¢ : I — E eine Parametrisierung der Kurve, dann ist die Tangente durch s —
c(t) + sc (t) gegeben, oder implizit durch

<(;), z/(t)> = h(t), mit v(t) == ()F und h(t) := (e(t), v(1)).

Nach Anwendung einer Drehung, konnen wir annehmen, dafl e; der Einheitstangenti-
alvektor in einem Punkt ist und somit fiir nahe ¢ in der Tangentengleichung y nach x
aufgelost werden kann, d.h. die Form y = a(t) -z +b(t) besitzt, wobei a(t) der Anstieg
der Kurve ¢ : t — (z(t),y(t)) zum Zeitpunkt ¢ ist und b(¢) durch Einsetzen von c(t)
anstelle von (z,y) erhalten wird. Wenn die Kriimmung K von ¢ nicht verschwindet,
dann muf} a'(t) # 0 sein, denn a(t) = y/(¢)/2'(¢) und somit ist

2 (Oy"(8) —y' (O)z"(t) _ det(d(1),"(1)) _ [C@F .

/(t) B o/ (t)2 x'(t)2 2! (t)2 (t).
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Sei allgemein eine glatt parametrisierte Familie von Geraden vorgegeben. Nach An-
wendung einer Drehung haben diese lokal die Gestalt

y=al(t) z+b(t).

Wir wollen nun versuchen eine Kurve c zu finden, die diese Geraden als Schar der Tan-
genten hat. Man nennt ¢ dann die EINHULLENDE oder ENVELOPPE dieser Geraden.
Es soll also ¢(t) = (z(t), y(t)) sowohl

y(t) = a(t) - z(t) + b(t) als auch y'(t) = a(t) - z'(t)

erfiillen. Der Fall, da8 a konstant ist, ist nicht interessant, denn dann muf} eine dazu
passende Kurve c eine Gerade parametrisieren und somit auch b konstant sein. Darum
setzten wir a als streng monoton oder besser ein wenig stérker a'(t) # 0 fiir alle ¢
voraus. Falls ¢ existiert, so bedeutet das nach dem Obigen, dafl die Kriimmung von
¢ nicht verschwindet. Dann kénnen wir den Anstieg als Parameter p verwenden. Die
Gleichungen sind dann

y(p) =p-z(p) + g(p) und % =p,

mit g := boa~!. Beachte, dal die Existenz einer reguliren Losung ¢ (mit nicht
verschwindender Kriimmung) das Folgende fiir g bedeutet:
dg dy dy dx
A A T A
dp dp dx dp
d? d
ag _ _ax 40
dp? dp

Wenn wir nun die Kurve nach x umparametrisieren (es ist ja z'(p) # 0), so ist die
Gleichung die Clairaut’sche Differentialgleichung

y(x) =y (x) - =+ g(y' (x)),

wobei wir die Bedingung, dafl = als Parameter gewahlt werden kann bedeutet, dafl
p'(z) = y” nirgends verschwindet. Wenn wir diese Bedingung nicht verlangen, so
erhalten wir als Losungen auch jede Gerade der Schar (dann ist ¢’ konstant p).

Um die Kurve ¢ zu finden miissen wir also die Clairaut’sche Differentialgleichung

y=x-y +g(y') mit g"(y) #0

16sen. Dies ist eine implizite Differentialgleichung

F(z,y,y') = 0mit F(z,y,p) ==z -p+g(p) —y.

Wenn 0, F # 0 wiire, dann konnen wir diese implizite Gleichung nach dem impliziten
Funktionensatz in eine explizite verwandeln. Aber wenn wir die Differentialgleichung
nach z differenzieren, so erhalten wir

d
0= ﬁF(:v, y(x),y' (x)) =0 F(z,y,y') + F(z,y,9) -y + F(z,y,y) -y,

wobei Oy F(x,y,p) = p, 2F(x,y,p) = —1 und 05F (z,y,p) = « + ¢'(p) ist. Also ist
0=9y —1-y +93F(x,y,y') -y’ Falls y nicht eine Gerade beschreibt, so ist y” # 0
und folglich 93 F(x,y,y") = 0.
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Die iibliche Methode in dieser Situation ist, 3’ als neue Variable p zu verwenden
(wegen y” # 0 ist dies nach dem inversen Funktionensatz méglich). D.h. unsere Glei-
chung lautet nun F(z(p),y(p),p) = 0 zusammen mit y'(p) = p - 2’ (p). Differenzieren
wir nun F'(z(p),y(p),p) nach p so erhalten wir
d
0= ClipF‘(x(p),y(p)ap) = alF(fvyap) : xl + aQF(mayvp) ' yl + 83F(xayvp) -1
= (61F—|—p 82F) '$/+83F

und falls Oy F' + p - 0o F # 0 ein System expliziter Differentialgleichungen

oo OsF

(OLF +p-0oF)
’_ o p-O3F
R N ETyr Nt

Dies fiithrt nun zwar oft zum Ziel, nicht aber in unserer speziellen Situation, denn da
ist, wie wir bereits gesehen haben, 01 F + p - o F = 0. Nach dem Obigen ist dann
aber 0 = O3F = z + ¢'(p), d.h. z(p) = —¢'(p) und aus F(z(p),y(p),p) = 0 folgt
y(p) = p- z(p) + g(p). Und das System ist mit

z(p) = —4'(p)
y(p) =p-z(p) +9(p)

somit geldst, wobei wir nur noch p := (—g¢’)~! substituieren miissen: Wegen % =p
ist (L)2y=4p= 1/d%ac =—1/¢"(p) # 0, d.h. die Losungskurve ist regulér und hat

Kriimmung ungleich 0. Beachte, daf§ natiirlich die Geraden y(x) = p - x + g(p) selbst
ebenfalls Losungen des Systems sind.

Wir kénnen auch zeigen, daf§ die Kurve immer auf der selben Seite der Tangente
bleibt, denn

! " " "
r = —g r = —g

v
Il
\
Q\
o)
=
S~—"

z(p
yip)=p-x(p)+9p)y =p-2'=—p-g"y" =—9g"+p-g"
:><Cll(p)71/(p)>: /I.(_p)+y//_1:p_g///_gll_p_gll/:_g//#o

/

Insbesonders ist jede Kurve mit nicht verschwindender Kriimmung die Enveloppe
ihrer Tangenten.

Weiters ist die Evolute die Enveloppe der Normalen. In der Tat ist die Evolute e einer
Kurve ¢ durch

1
e(t) :=c(t) + K(t)y(t)

gegeben, wobei wir annehmen diirfen, dafl ¢ nach der Bogenlénge parametrisiert ist.
Die Ableitung von e ist dann

¢t) = (t) + ﬁ”/“) - f{/(%) u(®)
= 110) + 5 (K On(0) = T vl =~ vl

und somit ist e regulér solange ¢ keinen Scheitel (K'(t) = 0) besitzt.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 29



3. KRUMMUNG VON KURVEN IN DER EBENE 7.2

7. Kurven im hoher Dimensionalen

In diesem Abschnitt iibertragen wir die grundlegenden Begriffe wie Einheitstangen-
tialvektor, Einheitsnormalvektor und Kriimmung auf Kurven in mehrdimensionalen
R™’s.

Eine Kurve ¢ : I — R™ kann man nach der Bogenldnge parametrisieren, das heif3t
|¢/(t)] = 1. Daraus folgt durch Differentiation, da8 {¢/,¢”) = 0. Wir konnen ¢” als die
Kraft (Beschleunigung), die gebraucht wird, damit der Punkt (mit Einheitsmasse)
auf der Kurve bleibt, interpretieren.

7.1 Definition (Kriimmung und Begleitbein)

Die KRUMMUNG einer nach der Bogenlédnge parametrisierten Kurve ¢ im Punkt ¢ ist
als K(t) := |’(t)] > 0 definiert. Falls K(t) # 0, dann heifit v := |Cfl(t)‘c”(t) der
HAUPTNORMALENVEKTOR von c in f.

Im R3 kénnen wir die beiden Vektoren 7 (siche und v zu einer positiv orien-
tierten Orthonormalbasis {7, v, 3} erginzen, indem wir den BINORMALENVEKTOR (3
als B := 7 x v definieren. Diese Basis heifit das BEGLEITBEIN der Kurve.

Im R™! gehen wir wie folgt vor: Seien ¢(t),c”(t),...,c™(t) linear unabhingig.
Mittels des GRAM-SCHMIDT’SCHEN ORTHOGONALISIERUNGSVERFAHRENS 143t sich
daraus eine orthonormale Familie v, v, ..., v,—1 konstruieren. (Dabei geht man in-
duktiv vor, um zu zeigen, daf fiir k£ linear unabhéngige Vektoren ai,as,...a; ein
eindeutig bestimmter Vektor v existiert, welcher normal auf die ay, as, ..., ar_1 steht,
mit ay, einen Winkel o (mit |ee| < 7/2) einschlieft und im Erzeugnis der a1, as, . . . ak
liegt.) Wir ergénzen nun v, v1,...,v,—1 zu einer positiv orientierten Orthonormal-
basis vg, V1, ..., Vp_1, Uy des R?HL,

Diese Orthonormalbasis heiffit BEGLEITBEIN der Kurve.

7.2 Definition (Kriimmungen)

Wir wollen nun das Analogon der Freneschen Ableitungsgleichungen herleiten. Dazu
bendtigen wir die Komponenten (1], v;) von v} bzgl. der Basisvektoren v;. Fiir jeden
Vektor v) gilt: v = Z?:()(V{, vj)vj. Wir differenzieren die Gleichung (v;(s),v;(s)) =
d;; nach s und erhalten:

(Wi, vs) + (vi,vj) = 0= (vi,v5) = —(vi, v5)-

Also ist die Matrix ((v/,v;))i; schiefsymmetrisch. Da v; € ({¢/,...,c"D}) ist, kann
man v; auch auf folgende Weise darstellen:

= V] :Z (a; Y 4 q; ~c(j+1)) € <{c’,c”, . .,c(i+2)}>

j=1

Da v; normal steht auf ¢/, ¢, ... ) ist somit (v, v;) = 0 fiir j > i+ 1. AuBerdem ist
offensichtlich (v/,v;) = 0 fiir alle 4 und folglich stehen in der Diagonalen der Matrix
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von ((v/,v;))i; O-en, und nur oberhalb und unterhalb der Diagonalen stehen auf
schiefsymmetrische Weise Eintragungen.

Fiir eine Kurve ¢ heifit (], v;41) =: K;41 die (i + 1)-TE KRUMMUNG.

0 K. 0 ... 0
-Ky, 0 Ky :
vivi)=1 0 —K, 0
: . .0 K,
0 ... 0 -K, 0

Fiir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ in R? ergibt sich:

CI/

Ky = ) = () 107 = |e| = K.

Wir haben folgendes gezeigt:

7.3 Frenet’sche Ableitungsgleichungen.
Fiir das Begleitbein (v;)", einer Kurve ¢ im R™*1 gilt:

/
vi=—K; Vi1 + Kip1 - Vi,

wobei Ko :=0, K41 :=0, v_1 :=0 und vp41 :=0.

Beweis.
n
! ! ! !
v; = Wi, vi) v = W,vig1) Vi + W, vie1) vier O
j=0 ~— — N——
=0 fiir |i—j|#1 =Kit1 (vl vi)=K;

7.4 Lemma. Das Begleitbein und die Krimmungen sind geometrische Objekte.

Beweis. Bleibt dem Leser iiberlassen! O

7.5 Bemerkung
Umgekehrt lassen sich die Ableitungen der Kurve wie folgt als Linearkombinationen
des Begleitbeins schreiben:

d =w

d"'=v,=Kw -0
C”/ = (KlVl), = Kiyl + KlVi = K{l/l =+ Kl(KQVQ — Kll/())
= K1K2l/2 + K{l/l — K12l/0.
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Nach dem Taylorschen Lehrsatz 148t sich eine Kurve ¢ nun wie folgt schreiben:

C/// (O)

_ c(0) 4
oft) = e(0) + 77t + 7t + 3 3+ 0(t")
= ¢(0) + v (0)t + K101 (0) t2

n K1(0)K2(0)r2(0) + K1 (0)v1(0) — (K1(0))*1(0)

= ¢(0) + (t - (Kléo))2t3) vo(0)
+(mm%2lﬁ@ﬁ)m@+<Kﬂﬁﬁ@ﬁ>mm+0W)

2 6

7.6 Definition (Torsion)

Sei ¢ : R — R3 eine Kurve mit 7 := vy, v := vy, 8 := T XV = 15, dann nennt man K :=
K; die KRUMMUNG und T := K5 die TORSION der Kurve. Die Ableitungsgleichungen
lauten dann:

— +Kv

:\
[
!
=
\]
+
N
@

Die von v und § aufgespannte Ebene durch ¢(0) heiit NORMALEBENE, die von 7
und v aufgespannte heifit SCHMIEGEBENE und die von 7 und § aufgespannte heifit
REKTIFIZIERENDE EBENE.

Sind z,y, z die Koordinaten von ¢ beziiglich 7, v, § im Punkt ¢(0). Laut gilt

_ K2(0)

z(t) =t c ——+ 0t
y(t) = Ké )t2 6(0) 3+ 0@
A1) = 5@?®ﬁ+oﬁ>

Wir betrachten die Projektion der Kurve in die Ebenen des begleitenden Dreibeins:
Zuerst die Projektion auf die Schmiegebene: Wir erhalten y = £¢2 + O(t3), 2 =
t 4+ O(t?) und nach Vernachliissigen der Glieder hoherer Ordnung y ~ ac2 K.

Fiir die Projektion auf die rektifizierende Ebene erhalten wir z = ¢ + O(t3), z =
EL43 + O(t*) und somit z ~ 2 EL.

Fiir die Projektion auf die Normalebene erhalten wir y = Kt2 +0(#3), z = ﬂ753 +

O(t*) und somit y3 ~ (£)30 = 25 5 (KT)" 46 o, 52 K. Diese Projektionen ergeben als
3-dimensionales Bild:

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 32



7. KURVEN IM HOHER DIMENSIONALEN 7.7

] A
»
Y v
T
s
Normalebene /
- /7
' L o
t
L4 = RS ¥
Schmiegebene Ve B \
v
H
T i,
rektifizierende
Ebene b/

7.7 Lemma. Die Krimmungen K; (i = 1,...,n) und das Begleitbein (v1,...,vy,)
einer nach der Bogenlinge parametrisierten Kurve sind durch folgende Bedingungen
eindeutig festgelegt:

C(J+1):yéJ)EK1KJVJ mod <V03"'7Vj—1>7

K, >0 firi<n

und (v1,...,vy,) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

Beweis. Wir wissen bereits (wegen der Bemerkung in |(7.4)]), daf diese Gleichung fiir
j=1,...,3 erfiillt ist. Nehmen wir an, sie ist fiir j erfiillt, d.h.

J—1
l/(gj):Kl‘...'Kj'l/j-l-Zail/i (*),
=0

so miissen wir die Behauptung nur mehr fiir j + 1 zeigen: Dazu differenzieren wir (*)
und erhalten

j—1

l/(()j+1) = (Kl .. KJ) . l/;- + (Kl .. .Kj)/ *Vj + Z((l; S ZE S Vzl)
=0

= (Kl .. .Kj)(Kj+1 cVj41 — Kj . I/jfl) mod <l/(], .. .,Vj>
EKl...KjKj+1-Vj+1 mod <V07...,Vj>,

da Kjv;_, im Erzeugnis der vyp,...,v; liegt.
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Nach Konstruktion ist fiir j < n der Winkel zwischen v; und cU+) Kleiner als 7 /2.
Also gilt:

0< <Vj,C(j+1)> = <l/j,K1 et KjVj + Zaiui> == Kl et KJ <l/j, Vj> .
i<j —

Hiermit sind alle K; > 0 fiir j <n.

Nach Konstruktion bilden die v; eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

Umgekehrt folgt aus
A = K- Ky mod (v, ..., v50)

und K; > 0 fir j < n, da (vg,...,vj_1) = (¢,...,c9) fir 1 < j < n sowie
0 < <Vj,C(j+1)>. Wegen der Orthogonalitét ist also v; das Begleitbein. Weiters ist

Ky -+ - K; der Koeflizient von v;, in der Entwicklung von l/(()j ) bzgl. der Basis
(v, .. .,Vn). Durch diese Produkte sind auch alle K; eindeutig festgelegt. O

7.8 Folgerung.

Es ist KPKy~'. . K2 | K, = det(c,...,c") und insbesonders hat K, hat das
gleiche Vorzeichen wie det(c, ..., ¢V, Fiir Raumkurven c : I — R® ist die Torsion
somit durch T = det(c’,c”,c")/K? gegeben.

Beweis. Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Determinanten erhalten wir

det(c, ... ,c(”H)) = det(yo,Klul, LKy Ky, + Zaini)
i=0

n n—1 2 1
— KKK 2 K det(vo,...,vn) O
—_——
>0 =1 da pos. orientiert

7.9 Satz (Die Kriimmungen charakterisieren die Kurve).
Seien K; : I — R glatte Funktionen fir 1 < i <mn mit K;(t) > 0 firi < n. Dann
gibt es eine bis auf Bewegungen eindeutig bestimmte Kurve im R™ 1!, welche nach der
Bogenlinge parametrisiert genau die K; als Kriimmungen besitzt.

Die Devise ist also: “Sag mir, wie Du Dich kriimmst und windest, und ich sag Dir
wer Du bist”!

Beweis. O.B.d.A. sei 0 € I. Wir behaupten: Es existiert genau eine nach der Bo-
genlidnge parametrisierte Kurve mit gegebenen Kriimmungen und den Anfangsbedin-
gungen: ¢(0) = 0 und mit der Standardbasis e, ..., e, als Begleitbein bei 0.

Nach den Frenet’schen Ableitungsgleichungen muf} 1/; = Kji1-vjp1 — Kj - v
fir j = 0,...,n und v;(0) = e; sein. Dies ist ein lineares, homogenes Differen-
tialgleichungssystem mit (n + 1)? eindimensionalen Gleichungen und entsprechen-
den Anfangsbedingungen. Fiir ein solches System existiert eine eindeutige Losung
(Vo, ..., Vn), fiir die wir zeigen werden, dafl dieses das Begleitbein einer Kurve ist.
Wir behaupten, dafl die v; fiir jeden Zeitpunkt orthonormiert sind: Wir definieren
9ij ‘= <Vi7Vj> : I — R. Dann ist QU(O) = 5ij- Mit

9i; = Wivj) + (vi,vj) = Kit1giv1j — Kigio1j + Kjv19i541 — Kjgij1
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erhalten wir abermals ein lineares, homogenes Differentialgleichungssystem mit (n +
1)? eindimensionalen Gleichungen und entsprechenden Anfangsbedingungen g;;(0) =
di;. Auch hier mufl es eine eindeutige Losung g;; geben. Wir sehen andererseits, daf3
d;; eine Losung ist:

Kig10i11; — Kidi—15 + Kj10; 541 — Ko 51 =
0 fiir i — j| # 1
= 7Ki+Kj+1:0 furz:]+1 :6;,]
Ki+1—Kj:0 furgzz—i—l
Also ist gi;; = 0;5, d.h. die v; sind orthonormiert. Sie sind auch positiv orientiert,
denn det(vp,...,v,)(0) = 1 und det(vp,...,v,)(t) = %1 fiir alle t. Wegen des Zwi-

schenwertsatzes folgt, det(vp, ..., v, )(t) = 1 fir alle ¢. Es gibt héchstens eine Kurve ¢,
welche die v; als Begleitbein hat und ¢(0) = 0 erfiillt, ndmlich: ¢(¢) := fot vy, denn ¢’
muf gleich vy sein. Es ist |¢/| = |vg] = 1, also ist ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert.

Durch Differenzieren erhalten wir ¢+ (t) = Véj ) und wegen der Differentialgleichung

fiir die v; gilt

l/éj) EKlKjl/j mod <V0,...,Vj,1>
fiir j < n wie im Beweis von gezeigt wurde. Also ist auch
C(jJrl)(t)EKl '...'Kjl/j mod <I/0,...,l/j_1>

und damit sind die K; die Kriimmungen von c und die v; das Begleitbein nach Lemma
(7.7)

Jede andere Kurve mit diesen Kriimmungen 148t sich durch eine eindeutig bestimmte
Bewegung in eine Kurve mit (denselben Kriimmungen und) obigen Anfangsbedin-
gungen transformieren. Diese ist nach dem bisher Gesagten eindeutig bestimmt, also
auch jene. O
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II. Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff der Mannigfaltigkeit ein. Wir beginnen
dabei spielerisch mit zweidimensionalen Teilmannigfaltigkeiten des R3, sogenannten
Flachen, verallgemeinern diese dann im zweiten Abschnitt zu Teilmannigfaltigkeiten
des R™, und prézisieren im dritten Abschnitt die spielerischen Beispiele vom Anfang.
Nach einem Einschub iiber die Homotopietheorie von hoher dimensionalen Sphéren
behandeln wir noch die klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten, die eine glat-
te Gruppenstruktur tragen, also von sogenannten Lie-Gruppen. Nach Einfiihrung
des Begriffs der glatten Abbildung haben wir geniigend Einsicht, um uns abstrak-
ten Mannigfaltigkeiten zuzuwenden, damit meine ich solche Mannigfaltigkeiten die
nicht (von vornherein) in einem umgebenden Euklidischen Raum sitzen. Nach Pro-
dukten und disjunkten Vereinigungen von Mannigfaltigkeiten gehen wir dann noch
auf die Reichhaltigkeit der glatten Funktionen auf ihnen ein, insbesonders betrifft
das Trennungsaxiome wie etwa jenes von Hausdorff, Lokalkompaktheit und vor allem
Parakompaktheit und die damit dquivalente Existenz von Partitionen der eins, die
das zentrale Hilfsmittel darstellen um von lokalen Konstruktionen (also z.B. solchen
aus der Analysis) zu globalen iibergehen zu kénnen.

9. Beispiele zweidimensionaler Flichen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt vorerst spielerisch mit zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeiten vertraut machen. Das sind Objekte, die lokal, bis auf Verbiegungen
und Dehnungen, wie eine Scheibe im R? aussehen.

9.1 Beispiele orientierbarer Flichen
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9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 9.3

~ ~ i I, s it -
A z 3 - s

9.2 Klassifikationssatz fiir orientierbare Flichen.

Jede zweidimensionale, kompakte, zusammenhdngende Fliche im R3 ist homdomorph
zu einer Fliche von Geschlecht g, d.h. entsteht aus der Sphire durch Ankleben von g
Zylinder.

Ohne Beweis, siehe z.B. [57), 9.3.5]

9.3 Beispiele nicht-orientierbarer Flichen

4
o a‘?n_ al=
H

Beispiele von zweidimensionalen, zusammenhédngenden, nicht orientierbaren Fléachen:

Schneidet man das Mobiusband der Liange nach auf, so erhélt man ein zweifach ver-
drehtes Band, das man im R* aufdrehen kann (siehe |(11.10))).

[+ d!
o) Sa U . ) § E )
”&l LY t_ﬂa Los (%)

Beispiele von zweidimensionalen, zusammenhéingenden, kompakten, nicht orientier-
baren Flachen:
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9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 9.3

Das nennt man die KLEIN’SCHE FLASCHE, die man im R* ohne Doppelpunkte reali-
sieren kann und die auch durch Verkleben zweier Mobiusbénder entsteht.

4 <D

Ein anderes Beispiel ist die PROJEKTIVE EBENE P2, dies ist die Menge aller Gera-
den durch den Nullpunkt im R2?. Man kann die projektive Ebene aus der Sphire auf
folgende Weise erhalten: Die antipodalen Punkte auf der Sphére erzeugen die gleiche
Gerade und miissen miteinander identifiziert werden. Dazu kleben wir die nérdliche
Hemisphére antipodal auf die siidliche. Wir miissen noch die gegeniiberliegenden
Punkte am Aquator miteinander identifizieren. Hierzu verformen wir die Halbkugel
zu einer Scheibe, von der wir auf beiden Seiten einen Halbkreis ausschneiden und er-
halten nach Verkleben der antipodalen Punkte am Aquator ein Mébiusband und eine
Scheibe. Nun mufl man nur mehr den Rand der Scheibe mit dem des M&biusbandes
verkleben.
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@ZQ‘@‘@;@@

O @

Man kann sich das auf drei Arten vorstellen:

1) Man zeichnet das Mébiusband und klebt die Scheibe (mit Selbstdurchdringung)
an.

2) Man zeichnet die Scheibe und klebt das Mobiusband (mit Selbstdurchdringung)
an. Das nennt man auch die KREUZHAUBE

-9 A2
Qf-

3) Auch hier kleben wir an ein Mébiusband (dreifach verdreht und selbstdurchdrun-
gen) eine Scheibe. Das nennt man auch BOy’s SURFACE, siehe die Zeichnung auf der
néichsten Seite.

L

9.4 Klassifikationssatz nicht-orientierbarer Flichen. Jede nicht orientierbare,
zweidimensionale, zusammenhdngende, kompakte Fliche entsteht aus einer Sphdre
durch Ankleben von endlich vielen (> 1) Kreuzhauben. Die Anzahl der angeklebten
Kreuzhauben heif$t Geschlecht der Fliche.

Ohne Beweis, siehe z.B. [57, 9.3.10].

Klebt man an einen Torus mit Loch ein Mébiusband, so ist das das Gleiche, wie wenn
man an eine Klein’sche Flasche mit Loch ein Mobiusband klebt.

@#, =
0%

Boy’s Surface
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9. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 10.1

10. Teilmannigfaltigkeiten des R"

In diesem Abschnitt wollen wir Mannigfaltigkeiten als hinreichend “regulére” Teil-
mengen des R™ definieren. Wir werden sehen, dafl diese auf verschiedenste Weise
beschrieben werden koénnen.

10.1 Definition (regulire Abbildungen)

Eine glatte Abbildung f : U — V, wobei U C R™ und V' C R™ offen sind, heifit
REGULAR, falls der Rang der Ableitung in jedem Punkt x € U so grof§ wie moglich,
also gleich min{n,m} ist.

Beachte, daf} eine in einem Punkt regulére Abbildung lokal um diesen Punkt reguléir
ist, denn der Rang kann lokal nicht fallen.

Aus der linearen Algebra kennen wir folgende Beziehungen fiir den Rang rang(A)
einer linearen Abbildung A : R™ — R™:

rang(A) = dim(Bild(4)) = dim(R") — dim(Ker(A4))
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10. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R"™ 10.4

Falls also m < n ist, so bedeutet die Regularitéit, dafl die Ableitung in jedem Punkt
surjektiv ist. Anderenfalls bedeutet sie, dal die Ableitung in jedem Punkt injektiv
ist.

Fiir die Aquivalenz der in zu gebende Beschreibung “schoner” Teilmengen
des R™ benotigen wir die folgenden zwei zentralen Sétze aus der mehrdimensionalen
Analysis:

10.2 Inverser Funktionensatz. Sei U offen im R™ und sei f : U — R" glatt,
mit f(0) = 0, und invertierbarer Ableitung an der Stelle 0. Dann ist f ein lokaler
Diffeomorphismus, d.h. es gibt offene Umgebungen V,V' von 0, sodafl f : V — V'
bijektiv und =1 glatt ist.

Ohne Beweis, siehe reelle Analysis.

10.3 Impliziter Funktionensatz. Sei f : R” x R™ — R™ glatt mit f(0,0) = 0 und
92f(0,0) : R™ — R™ invertierbar. Dann gibt es lokal eine eindeutige Lisung y(z)
von f(x,y(x)) =0 und x — y(z) ist C*.

Beweis. Wir definieren F': R" x R™ — R"™ x R™ mit F(z,y) := (z, f(x,y)). Diese
Funktion ist glatt, und F(0,0) = 0. Abgeleitet ergibt das eine (n +m) x (n + m)-

Matrix:
, id 0
F(0,0)= ( an(070>)

Diese ist invertierbar, also folgt aus dem inversen Funktionensatz, dafi F~! lokal
existiert und glatt ist. Da F' in der ersten Variable die Identitét ist, gilt gleiches auch
fir F~1, also sei (u, g(u,v)) := F~1(u,v). Dann gilt:

f(z,y) =06 F(r,y) = (z,0) &
& (z,y) = F '(2,0) = (z,9(2,0)) &y =g(z,0) O

10.4 Satz (Charakterisierung von Teilmannigfaltigkeiten).
Fiir eine Teilmenge M C R™ mit p € M und m < n sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. (LOKALE PARAMETRISIERUNG) Es gibt eine glatte, bei 0 regulire Abbildung
@ : U — R"™, wobei 0 € U offen im R™ und ©(0) = p, so daf fir alle offenen
Umgebungen Uy von 0 € U eine offene Umgebung W wvon p in R™ existiert
mit o(U;) =W N M.

2. (LOKALER GRAPH) Es gibt eine glatte Abbildung g : U — V', wobei U offen in
einem m-dimensionalen Teilraum E des R™ und V offen in E* ist. Dabei soll
gelten: p € M N (U x V) = Graph(g) := {(z,9(z)) : 2 € U} C E x B+ = R",
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10. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R"™ 10.4

3. (LOKALE GLEICHUNG) Es gibt eine glatte, bei p regulire Abbildung f : W —
R™™ wobei p € W offen im R™ und f~2(0) = M NW ist.

T#

Rn R“_M

4. (LOKALE TRIVIALISIERUNG) Es gibt einen Diffeomorphismus ¥ : W — W/,
wo 0 € W' offen in R™ x R"™™ und p € W offen im R™ ist, und es gilt:
U(MNW)=(R"™x{0})nW'.

Beweis. O.B.d.A. sei p=0 € R".

(1 = 4) Sei E C R™ das Bild von ¢’(0). Dann ist dim(E) = m und beziiglich
E® B+ 2R ist p = (¢1,p2) und ¢'(0) = (¢} (0), ¢4(0)). Folglich ist ¢4(0) = 0 und
©1(0) : R™ — E ist injektiv (also bijektiv).

et

u g +
iR 3 «7(__,
_—‘S/&P’— /i 7 e

Lrry 2428
v, TE 7 ”/'__ ﬁ’“ l{,—‘i/ E
- | W

xﬂ
—_—

Sei @ : R™ @ E+ — E @ E+ definiert durch
D(u,v) := p(u) + v = (p1(u), p2(u) +v).
Die Jacobimatrix von ® bei (0,0) ist:

van (4 1)
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Sie ist invertierbar, da ¢} (0) : R™ — E bijektiv ist. Aus dem Inversen-Funktionen-
satz|(10.2)| folgt, dal ® ein lokaler Diffeomorphismus ist, d.h. 3U; C U C R™ offen,
3V; C E- offen und 3 Wy C W offen, sodafl & : Uy x V; — W ein Diffeomorphismus
ist. Also ist

(p(U1> = @(Ul X {0}) - W1 CcW.
Wegen der Eigenschaft (1) von ¢ existiert ein offenes Wy C R™, und 0.B.d.A. ist
Wy C W1, sodaB o(U;) = Wo N M. Wir definieren W’ := ®~1(W,). Dann ist U; x
{0} C W', denn ®(U; x {0}) = o(Uy) = Wa N M, und weiters ist ® : W — W ein
Diffeomorphismus mit inverser Abbdildung ¥ := &1 Wy, —» W' Fiir z € W,y gilt:
zeEM & FJuelU;: P(u,0) =p(u) =2

< U(z) = (u,0) fur ein u € Uy

& U(z) e (R™ x {0})nW".
Insbesonders ist ¢ auf U; die Einschriankung eines Homéomorphismuses, also ¢ :
U; — M eine topologische Einbettung auf eine offene Teilmenge von M.

(4 = 3) Sei f := pryot), wobei pry : R™ x R*™™ — R"™™ die zweite Projektion ist.
Da f/(z) = pry 01’ (2) surjektiv ist, ist f regulir. Sei z € W dann gilt:
—~

surj.  bij.
z€ M & ¢(z) e R™ x {0} & (prooy)(2) = f(2) =0
(3= 2) Sei f eine lokale Gleichung wie in (3).
EL

E > /]
{
R el

Wir definieren E := Ker f(0) und verwenden R™ = E x E+. Wegen

. ’ . . ’ - n
dim Ker f'(0) 4+ dim Bild f'(0) = dimR",

E n—m n

ist dim £ = m und dim E+ = n — m. Gesucht ist eine Funktion g : E — E*, welche
implizit gegeben ist durch f(z,y) = 0 (d.h. (z,y) € M), und y = g(x). Um den
impliziten Funktionensatz anwenden, betrachten wir die zweite partielle Ableitung
von f:

of

By (0,0)
Diese ist surjektiv, da wegen f'(0)(vi,v2) = 01£(0)(v1) + 92f(0)(ve) fiir (v1,0) €
E x {0} 2 E = Ker f/(0) folgendes gilt: 91 f(0)(v1) = f'(0)(v1,0) = 0. Da f/(0) :
R™ — R"~™ surjektiv ist, ist also auch dp f(0) : B+ — R"~™ surjektiv und wegen
dim(E+) = n—m somit bijektiv. Aus dem impliziten Funktionensatz folgt nun:
JU C E offen, 3V C E+ offen und g : U — V glatt, mit g(z) =y < f(x,y) =0
(2=1) Sei M lokal als Graph von g : U — V beschrieben. Wir definieren die glatte
Abbildung ¢ : U — E x E+ = R" durch x — (z, g()). Die Frage ist, ob ¢ die Menge

= 0,f(0,0) : B+ — R"™™,
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M lokal beschreibt. Dazu schlielen wir fiir (z,y) € U x V =: W wie folgt:

(z,y) € M < (z,y) € Graph(g) & y = g(z) & (z,y) = (z,9(v)) = p(z).

Die Abbildung ¢ ist eine Einbettung, denn (z,y) — y beschreibt eine Linksinverse.
O

Definition (Konkrete Mannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M des R™ mit einer der obigen dquivalenten Eigenschaften fiir all
ihre Punkte p € M heifit C°°-(TEIL-)MANNIGFALTIGKEIT (DES R™) der Dimension
m. Im Gegensatz zu Kurven diirfen diese Mannigfaltigkeiten selbst fiir m = 1 keine
Doppelpunkte besitzen.

Eine glatte reguldre Abbildung ¢ : R™ 2 U — M C R"™ mit offenen U C R™ und
©(0) = p, die eine Einbettung auf eine offene Teilmenge von M ist, heifit lokale (bei p
zentrierte) Parametrisierung von M. In (1 = 4) haben wir gezeigt, dafl ein ¢, welches
(1) erfiillt, lokal eine Parametrisierung ist. Die Komponenten der Umkehrabbildung
zu einer lokalen Parametrisierung heiflen LOKALE KOORDINATEN von M.

11. Beispiele von Teilmannigfaltigkeiten

In diesen Abschnitt geben wir nun eine Reihe von Beispielen und machen damit auch
die Flachen aus @ prézise.

11.1 Kreis

1. Gleichung: 22 + 3% = R2.
Sei also W := R? \ {(0,0)}, dann ist f : W — R definiert durch f(z,y) :=
2?2 + y? — R? eine Gleichung fiir M, die auf ganz R? \ {0} regulir ist.

2. Parametrisierung: ¢ — (x,y) := (R - cos @, R - sin ¢).
Fiir alle (zo,y0) € M existiert ein ¢y € R (gegeben durch e = (zq,y0)),
sodal ¢ — (z,y) eine lokale Parametrisierung von U := Jpo — 7, o + 7| auf
W N M mit W :=R2\ {(—z0, —y0)} ist.

3. Graph: y = £V R? — 22 oder v = £/ R2% — 32
Sei £ := R x {0}, U := ]-R,+R[ C E und V := ]0,+R[ C E+. Dann ist
MnUxV)={(z,V/R?—22): z € U} eine lokale Darstellung von M als
Graphvon g: U — V.

4. Trivialisierung: (R, ) — (R - cosp, R -sinyp) also ¢ : R? — R? mit ¢(M) =
{R} x R 2 R. Dies sind gerade Polarkoordinaten.
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11.2 Zylinder

1.
2.

ad

Gleichung: 22 + 4% +0- 2z = R?

Parametrisierung: (¢, z) — (R - cosg, R - singp, z) oder isometrisch (¢, z) —
(Re' ¥/ 2)

Graph: y = +vV R? — 22 oder x = £/ R2 — 32

Trivialisierung: (¢, 7, 2) < (r - cosp,r - singp, z), das sind die Zylinderkoordi-
naten.

11.3 Kegel

Drehung einer Geraden durch Null mit Anstieg o um die z-Achse.

Ll O

Gleichung: tana = z/+/x2 + 32 oder (22 + y?)tan? a = 22,
Parametrisierung: (¢, s) — (s cos a cos g, s cos asin ¢, s sin «)

Graph: z = £tan ay/22 + y?
Trivialisierung: (¢, a, s) <> (s cos a cos @, s cos asin @, s sin «), das sind die Ku-
gelkoordinaten.

tos =

r#- 2K

Eine bessere Parametrisierung erhélt man durch Aufrollen des Kegels in eine Ebene:

T COS (¢ COS <

: >

w Cos @

(m7y),_)(7«’¢)l—>(3:=7“,305= cosoz)i—> TCOSO&SiH( Ld ) ’
COSs «

rsin o

wobei (z,y) kartesische und (1, r) Polarkoordinaten in der Ebene sind.

Daf} diese Parametrisierung lingenbewahrend ist, siecht man auch wie folgt: Die Lénge
einer Kurve ¢ : [a,b] — R™ ist durch L(¢) = ff |c/(t)] dt gegeben. Damit Kurve und
Bildkurve unter einer Abbildung ¢ gleiche Lénge haben, muf also ff | (t)]dt =

I

c(t)) - (t)| dt gelten. Dies ist genau dann fiir alle Kurven c erfiillt, wenn |¢’(p) -

v| = |v| fiir alle p und v gilt, d.h. ¢'(p) eine Isometrie ist.
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COoS & Cos &

) rcosa- cos(cofa)

Die Ableitung obiger Parametrisierung ist die Zusammensetzung von
cos o - sin(—=
COS &

L0\ (cosyp —rsing) ! B
: 0 — siny  rcost o
sin av 0 cosa

X X Y\ i W . w)_,‘ (w)
<cosoz cos cos(cosa) sin ) sm(cosa> cos « sin ¢ cos(cosm cos® sin( o035

cosa - cos(=2—) —rcosa - sin(—L-) <

cos a cos Y sin( 2 )+sind) cos( v )cosa sin sin( ¥ )+COS’¢Y cos( ¥ )

cos a

cos a cos a cos a

cos o cos P sin « sin

von der man mit langerer direkter Rechnung zeigen kann, daf sie isometrisch ist.

11.4 Sphire

1. Gleichung: 22 + 3% + 22 = R?

2. Parametrisierung: (p, 6) — (R cos 6 cos p, R cos 0 sin ¢, Rsin §) mit Lingengrade
 und Breitengrade 6.

3. Graph: z = £4/R? — 22 — ¢2

4. Trivialisierung: Kugelkoordinaten.

Man kann eine Sphére auch parametrisieren, indem man auf den beriihrenden Kegel
mit Anstieg o projiziert:
Rcosfcosp
(@, y) = (p,5) = (p,0(s)) — [ Reostsing |,
Rsin 6

dabei sind (¢, s) die Parameter der obigen Parametrisierung des Kegels und (¢, 6)
die Parameter der Kugel.

Spezielle Wahlen der Funktion 6 liefern die Radialprojektion, bzw. die Normalpro-
jektion auf die Erzeugenden des Kegels, siehe Aufgabe |(72.42)|
Besonders wichtig ist die stereographische Projektion: Man projiziert von einem

Punkt der Sphire (0.B.d.A. dem Nordpol) auf die Tangentialebene im antipodalen
Punkt.
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N

y i
) 1
B

=

Esist 28+ (2 4+0) =7 = =% — % und somit ist

s = tan § = tan T —Q = 71—‘@1&(9/2)

2 B 4 2) 1+tan(9/2)

Diese Projektion ist winkelerhaltend und Kreise werden auf Kreise oder Geraden
abgebildet, siche Aufgabe |(72.41)]

11.5 n-Sphire

S" = {x € R""! . |z| = 1} C R*"L. Die Funktion f : x — |z|?> — 1 ist eine reguliire
Gleichung fiir S”, denn f’(z)(x) = 2|z|?> = 2 fiir + € S™. Als lokale Koordinaten
verwenden wir die stereographische Projektion (aber diesmal auf die Aquatorialebene,
was einen Faktor 1/2 bzgl. der gerade Besprochenen ergibt), d.h. wir suchen zu x € S™
ein y € R® = p+ C R™*!, wobei p € S der gewihlte Pol ist, mit

0= (p,p+ Az —p)) = p]> = Xp,p — z)
1 1

A= <p,p7I> :17<pax>:>

=y =01-XNp+Izx=

Umgekehrt

z=p+p(y —p) mit |z| =1
= 1= (z,2)=(p+uly —p),p+uly—p)
=142(p,u(y —p)) + 1*(y — p,y — p)
= 0=p?ly —pl> + 2u(p,y — p) = plply — p*> — 2(p,p — v))-

Aus p = 0 erhalten wir die uninteressante Losung x = p. Andernfalls ist

2(1 — 2
( (p.y)) und damit

p= =
PP =20y.p)+1 [yl +1
N——"
0
(20 + (o~ 1)p)
r=——-— —
P
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11.6 Torus

£ 9N
N

(A + acos) cos p

(p,9) — | (A+acosy)sing |,
asin

1. Gleichung: 22 + (\/W — A)? =q?

2. Parametrisierung:

mit Langengrade ¢ und Breitengrade 1.

Fiir den speziellen Torus 22 + (y/22 + y2 — A)2 = A2 — 1 = a® mit A > 1 berechnen
wir das Urbild unter der stereographischen Projektion R* D S3 — R? beziiglich des
Punktes (0,0,0,1) € R* wie folgt:

x — (x,p)p St
1- <{E,p>

1
(T1,91, T2, y2) = 11—y, (z1,91,22,0) da y =

Diesem Torus entspricht folgende Teilmenge der S3:
T +y12 + 152 +y22 =1

2 /2 2 2
( 2 ) +< T1m A) =A2-1=24q?

1=y I—ya

Dies formen wir nun um:
x9? x12+y12_2Avx12+y12+1:0
(1—y2)?  (1—1y2)? -y
S 2” + 1 — (22" +42”) = 24V 1 — (222 +12%) - (1 —92) + 1 = 2ya + 42> = 0
S 2(1 —y9) = 2AV/1 — (222 + y22)(1 — y2)

ril 4+l =1

=
1— (222 + y2%) = Yl
1
4y = T Kreis im R? x {(0,0)}
=
A2 1 2
202 4 yo? = = % Kreis im {(0,0)} x R?

Der Torus ist also das kartesische Produkt S! x S! von zwei aufeinander normalste-
henden Kreisen.

Bemerkung: Folgender spezielle Schnitt durch den Torus ergibt zwei einander schnei-
dende Kreise:
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(L

Wir verwenden auf der Schnittebene z = ﬁx die Basis mit den orthonormalen

Vektoren (7%_‘12,0, %) sowie (0,1,0) und bezeichnen mit (s,y) die entsprechenden

. . /A2 g2 . . . . .
Koordinaten. Dann ist © = % -sund z = 4 - s. Setzen wir dies in die Torusglei-

chung 22 + (/22 + y2 — A)? = a? ein, so erhalten wir

2
a 2 A2 _012
@ 24 .2 _ 2
(AS)+< A2 s°ty A) a &
2
& a?(A%?—5%) = (\/(A2 —a?)s2 + AZy2 —A2>
= (AQ _a2)82+A2y2+A4 _2A2\/(A2 _CL2)S2+A2y2
& 242+ (A2 — a?) = 20/(A2 — a2)s2 + A%y?
& (P12 + (A2 —a?)? = 4(A% — a?)s® + 44%°
& W=+ +a)Y) (A= ("+y-a)?") =0,

und das ist die Gleichung zweier Kreise mit Mittelpunkte (0,4a) in den (s,y)-
Koordinaten und Radius A.

11.7 Hopffaserung S3 — 52

Sie ist definiert durch folgendes kommutatives Diagramm

Hopffaserung

53 - > SQ

,l \Lstereogr.PrOj.

c2——>C

(21,20) ———— 2

Da die Inverse zur stereographischen Projektion um p = (0,0,1) die Abbildung

Y 2?!‘*";\'1/2\111)? - |y‘21_~_1(2y7 ly|? — 1) ist, bekommen wir folgende Formel fiir die
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Hopffaserung;:
1 2
(21722) |z2‘2+1(2; |7‘ 71)

2121 ( 29 ‘22|2 |21|2)

|Zl|2 PEAE 2121
1
:7222,22—22).

AT (2 lal —1al
—_——

1 weil (21,22)€S53

Wir betrachten die Urbilder in der S® eines Breitenkreises auf der S?, dabei sind 6
die Breitengrade.

0
(21, 22) € S°, |—|—r(—tan(%—|— )@
- |z2| = 7|21] |22]* = r?|z1 |2
(21, 22) ESS |21|2+|Z2|2
1
2 _ .2
o [Jl=rla " ‘@|—T1+ﬂ
21?1+ 7)) =1 o 1
‘Z1| - 2
1+7r

Das entspricht nach unter der stereographischen Projektion S3 — R3 einem
Torus im R?, wo A = v/r2 + 1 und a = r ist.
Wir betrachten das Urbild in S? des Siidpols auf der S2:
(0,0,-1)€8? £ (r=0)€R®> £ (Jz1] =1,20=0) C S,
bzw. des Nordpols auf der S2:
(0,0,41) € S? £ (r=o0) CR? £ (2, =0,|2| =1) C S°.

Wir behaupten allgemein: das Urbild jedes Punktes auf der S? (welcher bzgl. der
stereographischen Projektion S? — C durch zy € C) gegeben ist, ist ein Kreis in der
52 C R*, den man als Schnitt der Sphiire S3 C R* mit der Ebene 2y = 2129 erhilt:

el =
3 =12
(Zl,ZQ) es |22|2+‘Zl|2 -1 1+T1
22 = 2 _ .2
Z—I:ZOG(C 29 = 2120 | 22| —Tm
22 = 2120

d.h. z; durchlauft einen Kreis, gleichzeitig durchlauft zo ebenso einen Kreis.

i}n

iq

2
o

In stereographischen Koordinaten entspricht den ersten beiden Gleichungen im R?
der Torus T : 22 + (/22 + 42 — Vr2 +1)? = 72. O.B.d.A. sei r = z € R, ansonsten
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drehen wir um e~ was einer Drehung in der (z,y)-Ebene entspricht.

22 =Tz T2 =TT1, Y2 =T
1 1
2 _ .2 2 _ .2
Auf der S® : |22l =7 1492 p = |2 =7 1472
1 1
2 _ 2 _
1] T 142 211 1472
z=rx

Entspricht im R? : 4yt +22—1=2ry
P (Ve t R - Vit et =0?

Wobei wir z; = x1 + iy, 20 = 2 + iy gesetzt haben und die Formeln fiir die
stereographische Projektion verwendeten:

_ 2z _ 2y
S 7 [ S R
2y — 2z o = \(ac,y7z)|2—1’
L+ [(z,y, 2)? L+ [(z,y,2)]?

Also ist das Urbild eines Punktes in den beiden Schnittkreisen des Torus mit der
Ebene z = rx erhalten. Eine genauere Analyse liefert, dafl es genau der vorne bzgl. y
liegende der beiden ist.

Das AuBere des Volltorus in der S3 ist wieder ein Torus, wobei das Innere das Urbild
der Siidhalbkugel und das Auflere das Urbild der Nordhalbkugel ist.

11.8 Beispiel. Der Raum L,(n,m) aller T € L(R™,R™) von fixen Rang r ist eine
Teilmannigfaltigkeit der Dimension v (n+m —r).

Beweis. Wir beschreiben L,.(n,m) lokal mittels einer reguléren Gleichung. Sei dazu
Ty € Ly(n,m), d.h. rang(Tp) = dim Bild Ty = r. Es sei F' := Bild Tp und E := Ker Tj".
Dann ist Ty|g : E — F injektiv, und wegen dim F = n — dim Ker Ty = dim Bild Tj, =
dim F sogar bijektiv. Beziiglich der orthogonal-Zerlegungen R = E @ E+ und R™ =
F @ F+ hat also Ty folgende Gestalt:

Ao By mit By =0, Cy =0, Dy = 0 und Ay invertierbar.
Co Dy

Sei nun U die (wegen GL(E) C L(E,E) offen) offene Umgebung aller Matrizen

T = é ZB; mit A invertierbar. Dann liegt 7' in L, (R™,R™) genau dann wenn,

dimBildT = r. Es ist
A A B v\ [Av+ Bw
w) \C D)\w) \Cv+Dw)"

Somit ist T' ;j} = 0 genau dann, wenn v = —A~'Bw und Cv + Dw = 0, oder

dquivalent v = —A~'Bw mit CA~'Bw = Dw. Esist also r = rang T = dim Bild T’ =
dimDom T — dim Ker 7" = n — dim Kern 7' genau dann, wenn alle w € E+ die Glei-
chung CA~!Bw = Dw erfiillen, d.h. D = CA™'B ist.
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Die Abbildung

A B
¢ D
beschreibt L, lokal und ist glatt. Sie ist auch regulér, denn ihre Ableitung in Richtung
(8 )0(> ist X € L(E+, F1). Die Dimension von L,(R" R™) ist somit nm — (n —
r)(m—r)=r(n+m-—r). -

f:LR"R™) DU — L(E*+, F1), ( > — D —CA™'B

11.9 Beispiel. Die Grafs§mannmannigfaltigkeit G(r,n) der r-Ebenen durch 0 im R"
ist eine Teilmannigfaltigkeit von L(R™, R™) der Dimension r(n —r).

Wenn wir » = 1 wéhlen, dann erhalten wir als Spezialfall die projektiven Riume
Pl = G(1,n).

Beweis. Wir identifizieren die linearen Teilrdume des R™ mit den orthogonal-Projek-
tionen auf sie. Damit ist G(r,n) eine Teilmenge der Mannigfaltigkeit L, (n,n). Sei Fy
ein Teilraum von R™ der Dimension r und Py die ortho-Projektion auf Ey beziiglich

der Zerlegung R™ = Ey @ Eg ist Py dann durch (1 0) gegeben. Eine Umgebung

0 0
Py in Ly(n,n) ist dann durch die Matrizen (4, B
von 0 1In r(n,n) 18 ann urc. 1€ atrizen C CAilB

A gegeben. Eine lineare Abbildung P ist genau dann eine ortho-Projektion, wenn
sie idempotent (P? = P) und selbstadjungiert P = P! ist, oder dquivalent mit
einer Gleichung, wenn P'*P = P ist. In der Tat: Dafl P eine Projektion ist, bedeutet
P|gia p = id, d.h. P? = P, und eine Orthogonalprojektion zu sein bedeutet Ker(P) =
Bild(P)*. Aus P? = P folgt aber Ker(P) = Bild(1 — P), denn P(1 — P) = 0 und
Pr=0= 2 =2— Pz =(1— P)z. Somit ist Ker(P) L Bild(P) genau dann, wenn
0= ((1 - P)x, Py) = (x,(1 — P")Py) fiir alle z, y, d.h. P = P'P. Umgekehrt folgt
P! = (P'P)! = P'P = P und somit P = P'P = P?. Fiir die Matrix (é CABlB>
ist das genau dann der Fall, wenn A = A? und B* = C (dann ist auch (CA~!B)! =
BY(AH~ICt = CA71B) und

mit invertierbaren

AtA + CtC A'B+ C'CA-'B B
B'A+ BY(AY)~1C'C B'B+ BY(A")"'C'CA—'B) ~

(At ct A B \_ (A B
~\Bt BiaH)-lct)\c ca-'B) T \c ca'B

oder dquivalent A*A + C*C = A und damit
A'B+C'CA™'B=A'B+ (A—- A"A)A™'B = B,
B'A+ BY(AY)'C'C = B'A+ BY(A") YA - A'A) = BY(AY) A =C

und

B'B + BY(A")"'C'CA™'B = B'B+ B'(A")"'(A—- A'A)A™'B
=B'(AY'B=CA'B
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Zusammen sind die Gleichungen also A'A + C'C = A (= A' = A), B = C'" und
D = CA7!'B. Dies sind 72 + (n — r)? + r (n — r) unabhiingige Gleichungen, und
folglich sollte die Dimension von G(r,n) gerade n? — (r? +n? —2nr +r2 +nr —r?) =
nr—r? =7r(n —r) sein.

Es bleibt also zu zeigen, daf3 die Gleichungen reguldr sind und dafiir ist es genug die
Regularitit der ersten Gleichung A*A 4+ C'C' — A = 0 zu zeigen. Ihr Differential in
Richtung (X,Y) ist (X,Y) — XA+ A'X — X +Y'C + C'Y. Wir miissen also die
Gleichung XA + A'X — X +Y'C + C'Y = Z 16sen. Sei dazu A = 1 und Y = 0.
Dann ist X! = X* + X — X = Z sofort 16sbar. O

11.10 Aufdrehen eines 2-fach verdrehten Bandes
Ein unverdrehtes Stiick eines Bandes ist parametrisiert durch
©o: [0,27] x [-1,+1] = R* c R*,  (6,r) — (6,r,0,0).
Ein zweifach verdrehtes Band ist parametrisiert durch
¢r 1 [0,27] x [-1,+1] = R* CR*,  (0,7) — (0,7 cosf,rsinb,0).

Wir wollen nun eine Diffeotopie F : R x R* — R* des R* finden, welche das nicht
verdrehte Band in das 2-fach verdrehte Band iiberfithrt. Dazu bezeichnen wir die
Koordinaten im R* mit (z,y, z,w). Diese Diffeotopie F(t;.) soll die Hyperebenen
normal auf die z-Achse invariant lassen, und dort als Drehung wirken. Wir bezeichnen
diese Drehung in der Hyperebenen z + {0} x R® zum Zeitpunkt ¢ mit R(t,z) €
SO(R?). Und zwar soll dies gerade eine Drehung um den Winkel —¢ um die Achse
¢ = (cos §,sin §,0) sein. Wir erhalten R(t,z) indem wir zuerst um die w-Achse die
Achse ¢ in die y-Achse drehen, sodann um die y-Achse um den Winkel ¢ drehen, und
danach die y-Achse zuriick auf die ¢-Achse um die w-Achse drehen. Die Matrizen-
Darstellung von R(t,x) beziiglich der Koordinaten (y, z,w) sieht also wie folgt aus:

[R(t, )]
cosg —sing 0 1 0 0 cosy sing 0
=|sing cosj 0 0 cost sint —sing cos3 0
0 0 1 0 —sint cost 0 0 1
xT : T xT : T
CF)S 5 —sing 0 cos 3 sin § .O
= |sing cosy 0 —costsing  costcosg  sint
0 0 1 sintsing  —sintcos§ cost
cos? £ +costsin® £ (1 —cost)cosZsinZ —sintsin £
= | (1—cost)sinZcosZ sin®Z 4 costcos’Z  sintcosZ
sintsin £ —sintcos £ cost

2 2

In den Randpunkten x = 0 und = = 27 ist

1 0 0
[R(t,0)] = |0 cost sint
0 —sint cost

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 53



11. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 14.2

und
1 0 0
[R(t,2m)] = |0 cost —sint
0 sint cost
hélt also die y-Achse fix.

Unsere gesuchte Diffeotopie ist somit
F(t;2,y,2,w) := (z, R(t, ) (y, 2,w))
und die entsprechende Isotopie
pi(0,7) : = F(t,0(0,7)) = (0, R(t,0)(r,0,0))
= (9, 5(1+cosf + cost(l —cosf)), 5(1 — cost)sin 6, rsint sin g)
Klarerweise ist ¢:(0,7) = (0,r,0,0) fiir § = 0 und fiir § = 27. Weiters sind ¢y und

o die gewiinschten Randwerte. Und nach Konstruktion sind alle ¢; Einbettungen
von [0,27] x [-1,1] — R%.

14. Beispiele von Lie-Gruppen

Etliche der klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten sind sogar Lie-Gruppen, tra-
gen also zusétzlich eine glatte Gruppenstruktur. Wir fiihren in diesen Abschnitt diese
klassischen Lie-Gruppen ein, die wir zum Teil auch schon in kennengelernt haben.

14.1 Allgemeine lineare Gruppe

Der Vektorraum L(R™ R™) = L(n,m) := {T : R™ — R™ linear } ist nm-dimensional.
Die ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE (engl. GENERAL LINEAR GROUP) (sieche auch

(1.2))
GL(R"™) = GL(n) :={T € L(n,n) : det T # 0} C L(n,n)

ist eine offene n?-dimensionale Teilmannigfaltigkeit in L(n, n), denn sie ist durch eine
stetige Ungleichung gegeben. Beziiglich der Komposition ist GL(n) eine Gruppe.

14.2 A x + b-Gruppen

Sei E = F@® F und G := {T € GL(E) : T(F) C F}. Es seien p und p’ die
Projektionen auf F' und F’ mit Kern F’ und F. Jedes T hat beziiglich der Zerlegung
E = F @ F' folgende Darstellung
A B
(¢ b)

wobel A=poT|p € GL(F), D =p oT|p € GL(F'), B=poT|p € L(F',F) und
C =p oT|p € L(F,F"). Also it T den Teilraum F invariant genau dann, wenn
C =0 ist, d.h.

G = {(g‘ g) - A€GL(F),D € GL(F'), B € L(F', F)}.
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Wir haben folgende Untergruppen:

Gy — {(é f) BeL(F.F)} = (L(F.F),+)

Gy {(é 107) D e GL(F)} = GL(F)

Gy = {(6‘ ?) A€ GL(F)} = GL(F)
Gou = {(6‘ g) A€ GL(F), D € GL(F) } = GL(F) x GL(F')
G = {(é lB)) D€ GL(F'), B € L(F', F)}
Gy = {(6‘ ?) A€ GL(F),Be L(F, F)}

/t\
ﬂ>< ><1
oL

{1}

Dual haben wir die folgenden Gruppen-Epimorphismen, die jeweils durch Ersetzen
der entsprechenden Eintragungen durch die neutralen Elemente 1 bzw. 0 gegeben
sind

Gap Ga.d Gp.q
Gq Gq
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Dies liefert folgende kurze exakte Sequenzen von Gruppen

1 Gy © G Goag—1
1——=GpaC G Gq 1
1——>Gap C G Gq 1
1 Gy © Gh,d Gq 1
1 Gy € Gap G, 1,

Die natiirlichen Inklusionen der rechtsstehenden Gruppen liefern Schnitte zu den
Projektionen. Und somit erhalten wir semidirekte Produkte

G2 L(F,F)x (GL(F) x GL(F"))
G = Gpq X GL(F)
GGy x GL(F')
Gya= L(F',F) x GL(F")
Guop & L(F',F) x GL(F),
Wegen

A B\' (A B\ (A B\ _
o p) '\o D) \o D)
_ (ATTA'A ATY(A'B+(B'—-BD7'D')D)
o 0 D~'D'D
lassen sich die entsprechenden Wirkungen leicht angeben.

Wenn wir als E = F x R wihlen, dann heifit die Gruppe Gy jener T' € GLz(E) die
auf R als Identitdt wirken auch die Az + b-Gruppe, denn sie ist gerade die Gruppe
der affinen Abbildungen. Der affinen Abbildung x — A x + b wird dabei die Matrix

(o)

zugeordnet. Man beachte, dafl dies als Mannigfaltigkeit GL(E) x FE ist, aber die
Multiplikation komplizierter, ndmlich die des semidirekten Produkts F x GL(E) ist.

14.3 Flaggen

Essei F: {0} =Fy C Fy C --- C F, = E eine aufsteigende Folge von Teilrdumen
(eine sogenannte Flagge). Dann ist GLx(E) := {T € GL(E) : T(F;) C F;} eine Lie-
Gruppe, denn sei F} = FjJ- NFjq1 = Fjq1/F;, dann ist T € GL#(E) genau dann,
wenn es beziiglich der Zerlegung

E=F&F & --®F,_,

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 56



14. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 14.4

die Form
T171 e Tl,n
0 . :
0 0 Thn

hat mit 7 ; € GL(F}) und Tj; € L(F],F}) fiir j < [. Dies ist das prototypische
Beispiel einer auflésbaren Lie-Gruppe falls dim Fj, = k fiir alle k.

14.4 Nilpotente Gruppen

Wir kénnen noch die Untergruppe jener Abbildungen betrachten, die auf FJ’ =
F;11/F; als Identitdt wirken, d.h. in der Diagonale lauter Identitéten haben. Das
ist ein prototypisches Beispiel einer nilpotenten Gruppe, wenn dim Fj, = k fiir alle k.
Ein Spezialfall ist die Heisenberggruppe, die wir zuerst in anderer Form beschreiben
als
H = E@Rv mit (xat) : (y>s) = ($+y,t+8+b(l‘,y)),

wobei b eine symplektische Form (d.h. b : E x E — R is bilinear, schief-symmetrisch
und nicht degeneriert, siche ist. Es ist (z,t)"! = (—x, —t). Wieder ist H als
Menge das Produkt der beiden (abelschen) Gruppen E und R. Diesmal ist es nicht-
einmal ein semidirektes Produkt, sondern eine zentrale Erweiterung 1 - R — H —
E — 1, die durch den Zykel b gegeben ist. Man kann H aber auch als Matrizen-
gruppe beschreiben, wenn wir 0.B.d.A. F := F @ F setzen und b(z1,y1; T2, y2) 1=
(x1,y2) — (@2,y1) wihlen (wir werden in zeigen, daf jede symplektische Form
von dieser Gestalt ist) und F' = F* via z — (x, ) verwenden.

1 x* t
H = 0 1 yl|:z"eF,yeF,teR) CGLR x FxR)
0 0 1
1 x* y* "
01 o0 r€F, = (x,.)
= 00 1 - yeF y = (y, ) p CSp(Rx F x F xR)
00 0 1 teR
Der zweite Isomorphismus ist durch
1 ¢ y* ot
01 0 y L)t =)
(z,y,t) = T(z,y,t) :== mit ¢
0 01— v =y,
0 0 O 1
gegeben. Er hat Werte in Sp(R x F' x F' x R) beziiglich der symplektischen Form
b(t1,x1,y1,81;t2, T2, Yo, S2) = t182 — tas1 + x1y2 — T2y1, denn diese ist durch die
Matrix
00 0 -1
0 0 -1 0
J = 01 0 0
1 0 0 0

gegeben und es gilt TJT = J wie man leicht nachrechnet.
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Der erste Isomorphismus ist durch

Loz (t+2%(y))/2
(z*,y,t) = T(z*,y,t):= [0 1 Yy
0 0 1

gegeben (Rechnung!).
Nachdem wir nun einige “auflésbare” Gruppen kennengelernt haben, wollen wir uns
den “halbeinfachen” zuwenden.

14.5 Spezielle lineare Gruppe

Sie ist definiert als:
SL(n) :={T € L(n,n) : det(T) = 1} C GL(n).

Also ist sie durch die Gleichung det(T) = 1, baw. f(T) = 0 gegeben, wobei f :
L(n,n) — R die Funktion f(T) := det(T) — 1 ist. Wir behaupten, daf} diese Glei-
chung regulér ist, d.h. die Ableitung der Determinantenfunktion ist surjektiv. Da die
Determinante polynomial in den Koeffizienten ist, folgt die Glattheit und daraus folgt
wiederum — zusammen mit der gleich zu beweisenden Surjektivitdt — die Regularitét.
Die Richtungsableitung an der Stelle A in Richtung B ist:

det'(A)(B) = &|i—odet(A+tB) = 4|,_sdet(A- (1+tA™'B))

t

= L|i_odet(tA) - det( + A™'B)

1 1
= G li=ot" det(A) - (t” ~ T Spur(A™'B) +--- + det(A‘lB)>
= det ASpur(A~'B).

Ohne die gesamte Ableitung det’(A) : L(R™,R™) — R zu berechnen, kann man kiirzer
auch so vorgehen:

det’(A)(A) = 4|, _odet((1+t)A) =n(l+1t)" "|;=odet A = ndet A.
—_————

(14t)™ det A

Folglich ist det’(A) surjektiv und SL(R") eine Mannigfaltigkeit der Dimension n? —1.

14.6 Orthogonale Gruppe

Sie ist definiert durch (siehe auch |(1.2)]):
O(n) :={T € GL(n,n) : T" o T =id} = {T € GL(n,n) : (Tx,Ty) = (z,y) ¥V x,y}.

So wie in Beispiel [(14.5) wollen wir nun zeigen, daf8 die Ableitung fiir die quadrati-
sche — daher auch glatte — Funktion f : GL(n) — Lgym(n,n) mit f(T):=T"oT =
komp(T*, T) surjektiv ist. Zu diesem Zweck, berechnen wir uns zuerst die Ableitung:

f(T)- S =komp(S",T) + komp(T*,S) = S' o T +T"0 S.
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Die Dimension von Leym(n,n) ist offensichtlich W Fir ein R € Lgym(n,n) exi-

stiert ein S € L(n,n) mit S'oT +T?" 0 S = R, denn
(S'oT)+(S'oT)'=R = S'oT=1R =
= S'=34RT'=5=(T")""iR.

Also ist f/ surjektiv, und somit O(R™) eine Teilmannigfaltigkeit von L(n,n) der Di-
mension dim(O(n)) = n? — w = @

Allgemeiner kénnen wir die Stiefelmannigfaltigkeit V(k,n) := {T € L(k,n) : T'T =
id} betrachten (siehe. Die Funktion f : L(k,n) — Leym(k, k), T — T'T—id, ist
glatt und erfiillt f/(7)(S) = TS + S'T. Also ist sie reguliir, denn fiir symmetrisches
R kénnen wir f/(T)(S) = R durch S := TR l6sen.

14.7 Gruppen invarianter Automorphismen, O

Wir wollen nun die orthogonale Gruppe verallgemeinern, indem wir eine beliebige
Bilinearform b: E x E — R auf einem euklidischen Raum E betrachten. Mit

Op(E) :={T € GL(E) : b(Tx,Ty) = b(x,y)V z,y € E}

bezeichnen wir die Gruppe aller invertierbaren linearen Abbildungen, die die Biline-
arform b invariant lassen. Bekanntlich stehen die Bilinearformen b : £ x E — R in
bijektiver Beziehung zu den linearen Abbildungen B : F — E, vermoge

b(z,y) = (Bz,y) = (z, B'y).
Denn b : E x E — R kénnen wir genausogut als Abbildung b : E — L(E,R) = E*
auffassen, welche durch  — (y — b(x,y)) gegeben ist. Das skalare Produkt (_,_) :
E x E — R entspricht dabei einer Abbildung ¢« : E — E*, welche ein Isomorphismus
ist, denn Ker(r) = {z : (z,y) = 0V y} = {0}, und da dim(F) = dim(E*), ist ¢
bijektiv. Die Zusammensetzung B := 1! o b : E — E* — E ist dann die gesuchte
lineare Abbildung, denn

b(x,y) = b(x)(y) = (10 B)(2)(y) = (Bx,y).

Die Gleichung b(T'z, Ty) = b(z,y) ist somit mit (T*BTz,y) = (BTx,Ty) = (Bx,y)
dquivalent, und damit ist

Oy(E) = {T € GL(E) : T'BT = B}.

Wir sollten also zeigen, daf§ dies eine regulédre Gleichung ist. Fiir die Ableitung der
Funktion f : GL(F) — L(FE), welche durch f(T) = T*BT — B definiert ist, erhalten
wir f/(T)(S) = S'BT +T*BS. Wie bei O(E) kénnen wir nicht erwarten, daf} sie sur-
jektiv nach L(E, F) ist, sondern wir brauchen einen linearen Teilraum F C L(E, E)
in welchem f Werte hat und auf welchen f'(7T') surjektiv ist.

Wenn B (schief)symmetrisch ist, dann gilt das gleiche auch fiir f(7") und wir soll-
ten also fiir F' den Teilraum Ly (FE,FE) der (schief)symmetrischen linearen Abbil-
dungen verwenden. Dieser hat als Dimension n(n + 1)/2 (bzw. n(n — 1)/2), wenn
n die Dimension von FE ist. Wenn U € F ist und T die Identitét ist, dann ist
U = f(T)(S) = S'B + BS nach S auflésbar, wenn wir BS = iU nach S losen
kénnen, denn dann ist S'B = +(BS)! = +1U' = 1U. Falls B invertierbar ist,
geht das und S = 1B~U. Falls T € GL(E) beliebig ist, dann hat die Gleichung
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U = f/(T)(S) = S'BT + T'BS die Lésung S = 1B~(T71)'U, denn dann gilt
T'BS = iU und S'BT = LU'T~Y(B~1)!BT = +1U" = lU. Falls also B injektiv
ist, d.h. b nicht degeneriert ist, oder fquivalent b(x,y) = 0V y = = = 0, dann ist
Op(E) eine Teilmannigfaltigkeit der Dimension

dim Oy (E) = nz —n(n+1)/2=n(n—-1)/2 fallsd synr.lmetrisch is’? .

n®—n(n—1)/2=n(n+1)/2 falls b schief-symmetrisch ist.
Man beachte, daf fiir invertierbares B und T € Op(FE) automatisch Det(T) = +1
gilt, denn 0 # Det(B) = Det(T*BT) = Det(T)? Det(B).

14.8 Der symmetrische Fall, O(n,k)

Im symmetrischen Fall kénnen wir nach dem Spektralsatz (Hauptachsentransformati-
on) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren e; mit zugehorigen Eigenwerten A; € R
finden. Es ist dann

B(r) = Z)\j<33aej>€j

und somit

b(x,y) = (Bz,y) = ZAj (z,ej)(y, ;)

Da Ker(B) = {0} vorausgesetzt ist, miissen alle Eigenwerte A; # 0 sein, und somit
sieht b in der Orthogonalbasis f; := 1/|A;|e; wie folgt aus

b(w,y) =Y oy = Y aly,

>\j>0 )\j<0

wobei 27 := (z, f;) die Koordinaten von z beziiglich der Basis (f;) bezeichnet. Man
nennt b auch pseudoeuklidisches Produkt. Solche sind fiir die Relativitatstheorie von
Bedeutung. Man beachte, daf} es Vektoren x # 0 gibt, welche Norm b(z, z) = 0 haben
und auch solche mit negativer Norm. Man nennt die mit verschwindender Norm
lichtartig, d.h. Zj>k(xj)2 = ngk(xj)Z (dies beschreibt einen “Kegel”), und die mit
positiver Norm raumartig und die mit negativer Norm zeitartig. Man betrachte z.B.
die Form

(21,22, 23), (y1,Y2,Y3)) = T1y1 + T2Y2 — T3Y3.

Dann sind die Vektoren im Inneren des Doppelkegels mit der z3-Achse die zeitartigen,
die im AuBeren die raumartigen und die am Doppelkegel die lichtartigen. Bestimme
des orthogonale Komplement jedes Vektors, zeige insbesonders, daf8 v fiir lichtartige
Vektoren, gerade die Tangentialebene an den Kegel in v ist. Die Gruppe O, (FE) hingt
also bis auf Isomorphie nur von der Signatur, d.h. Anzahl k der negativen Eigenwerte
von b, ab und wird daher auch mit O(n, k) bezeichnet, wobei n = dim(E) ist. Man
beachte, dal O(n, k) = O(n,n — k) ist. Die offene Teilgruppe SL(n) N O(n, k) wird
mit SO(n, k) bezeichnet. Die O(4,1) wird (in der Physik) auch als die Lorenzgruppe
bezeichnet.
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14.9 Der schiefsymmetrische Fall, Sp(2n)

Im schiefsymmetrischen Fall kénnen wir eine Normalform wie folgt finden. Sei al-
so b eine nichtdegenerierte schiefsymmetrische Bilinearform, eine sogenannte sym-
plektische Form. Diese sind fiir die klassischen Mechanik von Bedeutung. Fiir eine
Teilmenge A C F bezeichnen wir mit At := {z € E: 2 1 yV y € A} das ortho-
gonale Komplement. Wobei 2 L y heifit, dal b(x,y) = 0 ist. Da b schiefsymmetrisch
ist, ist L « fiir alle 2. Eine Teilmenge A C E heifit isotrop, falls A C A+, d.h.
blaxa = 0. Es sei F so eine maximale isotrope Teilmenge. Wegen der Bilinearitét
von b mufl F' ein Teilraum sein (solche Teilrdiume heiflen Lagrange Teilrdume). Fiir
Lagrange Teilriume F gilt I/ = F*, denn andernfalls kénnen wir ein y € F+\ F zu
F hinzufiigen und erhalten eine grifiere isotrope Teilmenge F' U {y}.

Fiir jeden Teilraum F gilt dim E = dim F + dim F* (in der Tat i* o b : E — E* —
F* ist surjektiv, wobei ¢ : F' — FE die Inklusion bezeichnet, denn b: FE — E* ist
nach Voraussetzung bijektiv, und ¢* : E* — F* ist klarerweise surjektiv (wihle ein
linksinverses p zu i, dann gilt i* o p* = id)) und somit ist dim £ = dim(Ker) +
dim(Bild) = dim(F~) + dim(F)). Insbesonders gilt also dim E = dim F + dim F+ =
2dim F' fiir Lagrange Teilrdume F'. Insbesonders folgt aus der Existenz von Lagrange
Teilrdumen, dafl F geradedimensional sein muf.

Wir wihlen nun einen zu F komplementéiren Lagrange Teilraum F’. Das ist moglich,
denn wenn fiir einen isotropen Teilraum G sowohl GN F = {0} alsauch G+ F C E
gilt, dann ist G* + F = Gt + FX = (GN F)* = {0}t = E D> G + F und somit
kénnen wir ein y € G+ finden, fiir welches (Ry 4+ G) N F = {0} ist, denn andernfalls
wire y € G + F. Wir haben hier fiir Teilriume A und B die Gleichungen A++ = A
(< A C A++ und Dimensionsgriinden) und (A+ B)* = A+ N B+ (trivial) und somit
At 4+ Bt = (At + BHH = (A n Bt = (AN B)t verwendet. Der Raum
G1 := Ry + G ist nun ein groBerer isotroper Teilraum.

Esseii : F' — E die Inklusion. Dann ist i*oboi’ : F’ — E — E* — F* injektiv, denn
der Kern von i*ob ist F- = F und FNF’ = {0}, und somit aus Dimensionsgriinden ein
Isomorphismus. Wir behaupten, dafl der induzierte Isomorphismus F = F/X F = F*x
F' die symplektische Form b in die Form (y3, y1;y5, y2) — vi (y2)—y4 (y1) libersetzt. Sei
also z; = yj +y; mit y; € F und y; € F'. Dann ist b(z1,z2) = b(yy,y2) + b(y1,y3) =
b(yy,y2) — b(yh,y1), da F und F’ isotrop sind. Also sei y := (i* o boi')(y}). Dann
ist b(y1,y2) = b(i'y1,iy2) = b(i'yy)(iy2) = (1" 0 bod')(y1)(y2) = vi(y2) und somit
ist b(x1,22) = yi(y2) — ya(y1). Wéhlen wir nun in F eine Basis (e;)r<j<or (mit
2k = dim F) und in F* die duale Basis (¢/);>1. Mit (¢; := €}, ;) <k bezeichnen wir
die entsprechende Basis in F”. Dann ist (e;)j<2x—n eine Basis von E, die jener von
F* x F entspricht, dann ist y*(y) = >, y;y7, wobei y; die Koordinaten von y* bzgl.
e und y’ jene von y bzgl. e; bezeichnet. Also ist

b(z,y) = ijyﬁk _ xj+kyj.
J<k

Die entsprechende Gruppe wird mit Sp(2k) bezeichnet, und heifit reelle symplektische
Gruppe.
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14.10 Spiegelungen

Wir wollen nun spezielle Abbildungen T° € O(E) beschreiben. Und zwar solche,
die eine Hyperebene als Fixpunktmenge {x € F : Tx = z} besitzen. Sei F' diese
Hyperebene und 0 # y € F+, dh. F = {y}+. Sei 0 # ¢/ ¢ F mit b(y/,y) = 1
(moglich, da b(y',y) = 0 = ¢’ € {y}+ = F), dann 1aBt sich jedes z € F als v =
b(x,y)y + (x — bz, y)y') schreiben, und b(x — b(z,y)y',y) =0, d.h. x — b(x,y)y’ € F.
Folglich ist T" von der Form
T(x) =b(z,)T(Y) + (@ —blz,y)y) =2+ bz, y)(TW) —y) =« + bz, y)y".

Damit T die Form b erhilt, mufl

b(z1,22) = b(T(21), T (22)) = b(z1 + b(w1,y)y", w2 + b(z2, y)y") =
= b(x1,2) +b(z1,9)b(y", 22) + b(w2, y)b(x1,y") + b(z1,y)b(z2, y)b(Y", y")
gelten, d.h. b(z1,y)b(y", x2) + b(z2,y)b(z1,y") + b(x1,y)b(z2, y)b(y",y") = 0. Wenn
wir 29 = ¢’ setzen und x; L y wihlen, dann folgt b(z1,y”) = 0, also ist 3 € {y}++ =
Ry. Sei also ¥’/ = Ay (mit A # 0, da T nicht die Identitét ist). Dann ist
)\b(l‘l, y)b(ya $2) + )\b(.’l}g, y)b(l‘la y) + b(l'], y)b<$2, y))\zb(y, y) =0
genau dann wenn b(ze,y)(£14+14+Mb(y, y)) = 0 ist fiir alle 2o, bzw. 1+ Ab(y,y) = F1
(22 =)
Im symmetrischen Fall ist das damit fquivalent, dal Ab(y,y) = —2 ist und im schief-
symmetrischen ist es immer erfiillt.

Die T € Oy(E) mit einer Hyperebene F' = {y}+ als Fixpunktmenge sind also genau

T(z) :=

T — 2225’2’53/ mit b(y,y) # 0 im symmetrischen Fall
x4+ AXb(z,y)y mit A € R im schiefsymmetrischen Fall

Diese heiflen auch Spiegelungen, in Analogie zum Fall, wo b eine euklidische Metrik
ist.

Es 148t sich fiir  # 2’ mit b(z,z) = b(z',2’) genau dann solch eine Abbildung T
finden mit Tz = 2, wenn b(x,z’') # b(x,x) ist, denn 2’ = = + A\b(x,y)y gilt genau
dann, wenn y = p(z’ — x) mit 1 = M\p2b(z, 2’ — ) = M\u?(b(z,2") — b(z,x)) gilt. Im
symmetrischen Fall ist dann Ab(y, y) = Au?b(2’ —z, 2’ —x) = —2. Diese Abbildung 148t
(2’ —2)* fix. Im symplektischen Fall ist jede solche Abbildung orientierungserhaltend,
denn T'(y') = y' + Ay liegt auf der gleichen Seite von F wie ¢/, und im symmetrischen
Fall orientierungsvertauschend, denn T'(y) = y — 2y = —y.

Proposition. Fiir jede (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Bilinearform b : E X
E — R wird Oy(E) von den Spiegelungen erzeugt.

Man kann zeigen, daf§ im symmetrischen Fall n = dim E viele Spiegelungen geniigen
und im symplektischen sind mindestens n 4+ 1 notwendig (siehe [31, Sur les Groups
Classique, Hermann, Paris 1967]).

Beweis. Im symmetrischen Fall wihlen wir eine Orthonormalbasis von E (d.h. b(e;, e;) =
0 und b(e;,e;) = £1) Die Bilder ¢} := T'(e;) sind dann ebenfalls eine Orthonormal-
basis. Falls b(ey, e]) # b(e1,e1), dann gibt es eine Spiegelung, die e; auf e} abbildet.
Andernfalls ist b(e,e]) = b(ey, e1), dann gibt es eine Spiegelung die e; auf —e; ab-
bildet, und eine die —e; auf e} abbildet, da b(e1, —€}) = —b(e1,e1) # b(er, eq). Also
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148t T bis auf diese Spiegelungen e; fix. Wir zeigen nun mit Induktion, dafi T bis
auf Spiegelungen {ey,...,ex} fix 1aBt. In der Tat, wenn T' die Menge {ey,...,ex—1}
fix 1a8t, und b(ex, e},) # g(ex, ex) ist, dann bildet die Spiegelung S um e) — e; den
Vektor e auf e}, ab, und 18t (e}, — ex)t 2 (e},)t N (ex) 2 {e1,...,ex—1} fix, also
148t S~1T sogar {e1,...,ex} fix (Man beachte, daB8 S? = id im symmetrischen Fall,
und S; o S_ = id im symplektischen Fall). Ist andererseits g(ex,e},) = g(ex,ex),
dann spiegeln wir zuerst an 2e;, (mit b(eg,er) = £1 # 0) und danach an e + ey
(mit b(ex, + €}, ex +€},) = 2(b(ex, ex) + b(ex, €},)) = 4b(ex, ex) # 0). Diese Spiegelun-

gen lassen (ex)® N (ex + €f)t D {e1,...,ex—1} invariant, also liBt 7' bis auf diese
Spiegelungen {eq, ..., e;} invariant.
Im symplektischen Fall beweisen wir die Aussage mittels Induktion nach j := n —

dim F, wo F := {z : Tx = z}. Fiir j = 0 ist T = id. Sei also j > 0. Fiir jedes
y € Eist b(y,x) = b(Ty,Tx) = b(Ty,x) fiir alle z € F, dh. Ty —y € F*. Falls
b(Ty,y) # 0 ist (= y ¢ F), dann existiert eine Spiegelung, welche y auf Ty abbildet
und die (Ty —y)* D F fix laBt. Bis auf diese Spiegelung lit also T auch F @& Ry fix.
Andernfalls ist b(Ty,y) = 0 fiir alle y. Sei vorerst F' N F+ # {0}. Dann wihlen wir
ein 0 # x € FNF* und ein y € E mit b(y,xz) = 1 (geht wie in der Beschreibung
von Spiegelungen). Es gilt dann y ¢ F, da 2 € F+. Weiters ist b(x, Ty) = b(x,y) # 0
und somit existieren Spiegelungen die y auf x + y, bzw. Ty auf x + y abbilden, und
(r+y—y)tn(z+y—Ty)t D F fix lassen. Also liit T bis auf diese Spiegelungen
F & Ry fix, und wir kénnen die Induktionsannahme anwenden.

Ist F = {0}, dann existiert ein z € FX = E mit b(z,y) = 1 = b(x, Ty), denn ergiinze
(e1 := y,eq := Ty) zu einer Basis eines Lagrange Teilraums (beachte, dafi der von
{y, Ty} erzeugte Teilraum isotrop ist) und setze = := e! + €% in Termen der dualen
Basis (e?)¥_,. Nun verfahre wie gerade zuvor.

Ist schliefllich F' # {0} und F'N F+ = {0}, dann ist £ = F ® F* und b induziert
auf F1 eine symplektische Form, denn fiir ' € F* mit b(y/,y) = 0V y € F*+ gilt
y' € (FY)* = F und somit ¢/ = 0. Weiters 18t T € Oy(F) den Raum F* invariant,
denn b(Ty',y) = b(Ty', Ty) = b(y',y) = 0 fiir alle y € F und ¢y’ € F+. nach Indukti-
onsvoraussetzung ist T'|p1 eine Zusammensetzung von Spiegelungen lings Vektoren
in F*. Da solche Spiegelungen aber F' = F1 fix lassen, ist T auf ganz E die Zu-
sammensetzung dieser Spiegelungen. O

Folgerung. FEs gilt Sp(2k) C SL(2k).

14.11 Der degenerierte Fall

Falls b degeneriert ist, d.h. B einen nicht trivialen Kern K besitzt, dann erhélt jedes
T € Oy(E) diesen Kern, denn BT = (T~1)!B impliziert, da8 BT(K) = 0 ist. Also
kénnen wir E := E/K betrachten. Falls b (schief)symmetrisch ist, so induziert b eine
nichtdegenerierte (schief)symmetrische Form b : E x E — R, denn Ker B* = Ker B.
Und T € Oy(E), genau dann wenn T(K) C K und T € O;(E), wobei T' definiert ist
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durch das Diagramm

K(—>E*p>>E
lel T\L T
» v

Wir verwenden nun den Isomorphismus E = K & E, welcher durch (1 — sp, p) mit
der Inversen (k,Z) — k + s(Z) gegeben ist (denn p(1 — sp) = 0), wobei p : B — E
die kanonische Projektion ist und s : £ — E ein Rechtsinverses. Dann kénnen wir
T € Oy(K x E) wie folgt darstellen:

Tk Ts—sT
0 T
mit T|x € GL(K) und T € O;(E). Als Mannigfaltigkeiten ist also Oy (E) = GL(K) x
O;(E)x L(E, K), wobei der Isomorphismus gegeben ist durch 7" +— (T'|g, T, Ts—sT).
Aus|(14.9)| folgt, daB als Gruppe:
Ou(E) = (GL(K) x Oy(E)) » L(E, K)

14.12 Der unsymmetrische Fall

Falls schliefllich b weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist, so zerlegen wir b in
den symmetrischen und den schiefsymmetrischen Teil b = by + b_, wobei by (z,y) =
(b(z,y) £b(y,z))/2 ist. Dem entspricht iibrigens gerade die Zerlegung von B = B4 +
B_, wobei By = (B + B")/2 ist. Dann ist Oy(E) = Oy, (E) N Oy_(E). Allerdings
wissen wir nicht, ob dieser Durchschnitt von Mannigfaltigkeiten wieder eine ist. Fiir
Lie-Gruppen kann man dies aber allgemein zeigen (abgeschlossene Untergruppen von
Lie-Gruppen sind ebenso Lie-Gruppen).

14.13 Die Gruppen U (n,k)

Betrachten wir den Spezialfall, wo die Abbildung I, die die Darstellung b_(z,y) =
by (Iz,y) vermittelt, eine by-Isometrie ist. Dann gilt I* = —I und I'I = 1, wobei
()! transponieren bzgl. b, bezeichnet. Also ist I? = —1 und wir kénnen folglich
E 7u einem komplexen Vektorraum machen, indem wir (a + i)z := az + bI(z).
Man beachte, da8 I auch eine b_ Isometrie ist, denn b_(Iz,Iy) = by (I?z, Iy) =
bi(Ix,y) = b_(x,y). Wir fassen die beiden Gleichungen by (Tz,Ty) = bi(x,y) in
R zu einer Gleichung b(Tx,Ty) = b(x,y) in C = R? zusammen, d.h. b(z,y) =
bi(x,y) +ib_(x,y). Dann ist b reell-bilinear, konjugiert symmetrisch, denn b(y, x) =
bi(y,x) +ib_(y,z) = by(z,y) — ib_(z,y) = b(x,y), und sogar C-linear im zweiten
Faktor, denn

Also ist b eine hermitesche Form, die klarerweise ebenfalls nicht degeneriert ist.

Ist umgekehrt b eine beliebige hermitesche nichtdegenerierte Form auf einem komple-
xen Vektorraum F, dann ist ihr Realteil b eine symmetrische nicht degenerierte Form
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und ihr Imaginérteil eine symplektische Form b_ und es gilt b_(z,y) = b4 (iz,y). In
der Tat ist

(b(z,y) +b(z,9))/2 = (b(x,y) + b(y,2))/2 € R
(0(z,y) = b(z,9))/(20) = (b(x,y) — by, x))/(2i) € R

und somit ist by (schief-)symmetrisch und es gilt by (z,iy) + ib_(z,iy) = b(z,iy) =
ib(x,y) = iby(z,y) — b_(z,y), d.h. by(z,iy) = —b_(=z,y) oder dquivalent b_(z,y) =
—b_(y,z) = by(y,ix) = by(iz,y). Es ist i eine by -Isometrie, denn by (iz,iy) =
(b(iz, iy)+b(iz, iy)) /2 = (—i*b(z, y)+—i%b(z,y)) /2 = (b(z,y)+b(2,y)))/2 = b1 (2, y).
Somit ergibt sich auch aus der nicht-Degeneriertheit von b jene von b..

In dieser Situation ist

by (z,y) = (b(z,y
b_(z,y) = (b(z,y

Op, (E)NOy_(E) = Oy, (E)N Le(E) = Op_(E) N Le(E) = Up(E) C Le(E),
wobei

Upy(E) :={T € GL(E) : b(Tz,Ty) = b(z,y)V z,y € E}
Le(E) == {T € L(E) : T ist C-linear} = {T € L(E) : ToI =1IoT).

Wobei wir die neue Bezeichnung U verwendet haben, da b nun C-wertig ist.
Offensichtlich ist Ob+ N Oy = Uy Es ist Uy C L¢(F), denn fiir T € Ob+ N Oy_
gilt by (Tiz, Ty) = by (iz,y) = b_(x,y) = b_(Tx,Ty) = by (iTz, Ty) und somit ist
T(ix) = iT(z) fiir alle z, d.h. T € Lc(E). Umgekehrt ist Op, N Le(E) C Oy, denn
br (Tx, Ty) = +b4 (iTx, Ty) = £by (Tizx, Ty) = £by (ix,y) = b+ (z,y).

Sei nun E ein komplexer Vektorraum mit komplexer Basis (e;)i<n, d.h. jedes z € E
148t sich eindeutig als z = Z;;l zJe; mit Koeffizienten 2/ € C schreiben. Es sei
2 =: 27 4+ iz"tI die Zerlegung in Real- und Imaginirteil. Dann ist z = 2521 zle;,
wobei ey = ie; fiir alle 1 < j < n ist. Also hat E als reeller Vektorraum die Basis
(ej)?ﬁl. Man beachte, dafl zuerst alle Realteile und erst danach die Imaginérteile
kommen, d.h. die durch die Basen gegebenen Isomorphismen E = C" und E = R?”
induzieren nicht den vielleicht erwarteten Isomorphismus C* 2 (R?)"™ = R?", sondern
ist noch mit dem Umordnungsisomorphismus (R?)" = (R™)? zusammengesetzt. Die
Multiplikation von R2™ ist also durch die Matrix

1 0 0
I:(_Ol é) mit1= [0 1

Do a0

0 0 1

gegeben, und wir bezeichnen mit L¢(n) :={T' € L(2n) : Tol =10T}.
Wenn T' € L¢(E) beziiglich der komplexen Basis (e;) <, die Matrixdarstellung

a1,1 + Z'bl’l . a1,n + iblyn
: =A+iB

Qp,1 —+ ibn,l oo Qo -+ an,n
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hat, dann hat T beziiglich der reellen Basis (eq,...,en;ie,...,ie,) die Matrixdar-
stellung

ai,i s Q1p _bl,l e _bl,n

an1 .. Qnn _bn,l . _bn,n _ A -B

b1’1 . bl,n ai,i . a1,n B A ’

bn,l . bn,n an,1 . An.n

wie eine einfache Koordinatenrechnung zeigt.
Sei nun b die standard hermitesche Form, d.h.

b(z,w) = Z .
j=1

Die Gruppe Uy(E) wird dann auch als U(n) bezeichnet. Wenn wir wie zuvor 2/ =
27 + 42" und w! = 97 + iyt setzen, dann ergibt sich

n n
b(z,w) =Y (aly! —Pa" Ty ) 40y (aly"H — 2y,
j=1 j=1
also ist der Realteil von b gerade die positiv definite symmetrische Standardform und
der Imaginérteil gerade die symplektische Standardform. Also ist

U(n) = O(2n) N Sp(2n) = O(2n) N Le(n) = Sp(2n) N Le(n).
Wenn b die hermitesche Standardform mit Signatur & > 0 bezeichnet, d.h.
n
b(z,w) = Zéjwj — Zijwj,
J>k i<k

dann wird die Gruppe Uy(E) mit U(n, k) bezeichnet, und eine analoge Rechnung
zeigt, dafl Realteil und Imaginérteil folgende Matrixbeschreibungen By haben

1 ... k k+1 ... n
-1 0 ... ... 0
0 . .
B+:(1k 0
0 1 . : -1 .
mit 15 = )
B-=1{1, o )
SO
0 0 1

also ist

U(n, k) = “O(2n,2k)” N “Sp(2n)” = “O(2n,2k)” N Le(n) = “Sp(2n)” N Le(n),
wobei die Gruppen unter Anfiithrungszeichen nur bis auf Koordinatenvertauschungen
durch die Standardformen beschrieben werden.
Wie fiir reelle Vektorrdaume, 1483t sich natiirlich auch fiir komplexe Vektorrdume zeigen,
daB die Gruppen

U(n,k) :=={T € Lc(C™) : b(Tx, Ty) = b(z,y)} = O(2n,2k) N Sp(2n)
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Teilmannigfaltigkeiten von L¢(E) sind, wobei b eine nicht degenerierte hermitesche
Form ist, die gerade k negative Eigenwerte hat. Man beachte, daf3 schiefhermitesche
Formen nichts anderes als 4 b fiir eine hermitsche Form b sind, also nichts neues liefern.

14.14 Komplex lineare Abbildungen, GL¢, SL¢

Sei nun F ein komplexer n-dimensionaler Vektorraum. Wir kénnen nun wie im reellen
Fall auch folgende Untergruppen des komplexen Vektorraums L¢(E) betrachten.

GLc(E) :={T € Lc(E) : T ist invertierbar} = GL(E) N L¢(E)
SLc(E) :={T € Lc(FE) : Dete(T) = 1}
SUL(E) = {T € SLe(E) : b(Tw, Ty) = b, ) ¥ 2.y} = Up(E) N SLc(B)
SU(n) == U(n) N SLc(C)
SU(n, k) :==U(n,k) N SLc(C™)

betrachten, wobei Det¢ die komplexe Determinante ist.

Es sei C, die Gruppe C \ {0} beziiglich der Multiplikation. Die Abbildung C, X
SLc(n) — GLe(n), (¢,T) — tT ist offensichtlich ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus, denn detc (t7) = t" detc(T), mit Kern {(,¢-1) : " = 1} 2 Z,,. Man kann
zeigen, dafl daraus leicht folgt, daB dies eine Uberlagerungsabbildung ist. Andererseits
ist GL¢(n) = SLe(n) x Cy ein semidirektes Produkt, da die kurze exakte Sequenz

1— SLc(n) — GL((;( ) DCt (C —1

via folgendem Gruppenhomomorphismus C, — G L¢(n) splittet:

z 0 0
0 1
Z
0
0 0 1

Im reellen Fall ist Rt x SL(n) — GL™(n), (t,T) + tT ein Gruppenisomorphismus.
Also kann man R, x SL(n) mit GL(n) als Mannigfaltigkeit identifiziert werden. Falls
n ungerade ist, so liefert die gleiche Formel auch einen Gruppenisomorphismus R, x
SL(n) — GL(n). Im geraden Fall ist GL(n) = SL(n) x R* wie zuvor wieder ein
semidirektes Produkt.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen reeller Determinante Det und kom-
plexer Determinante Detc herstellen. Dazu betrachten wir die Exponentialfunktion

exp : Lx(E) — GLg(E), T — Yo, 4T*. Offensichtlich ist exp’(id)(T) = & »

exp(tT) = Texp(0) = T fiir alle ¢ (oder allgemeiner exp’(T")(S) = exp(T)S, falls
TS = ST ist) und somit ist exp ein lokaler Diffeomorphismus bei 0.

Es gilt Detg(exp(T)) = €%« T denn dazu betrachten wir f : R — Lg(FE) —
GLx(FE) — K\ {0} — K gegeben durch f(t) = In(Detg(exp(tT))) (dies macht
Sinn, da wir lings der Kurve t — Detg(exp(tT')) die komplexe Logarithmusfunktion
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wohldefiniert wéhlen kénnen). Dann ist f(0) = 0 und
Dety (exp(tT))exp’ (¢tT)(T)
- Detx (exp(tT))
_ Detg(exp(tT")) Spur(exp(—tT) exp(tT)T)
N Detg (exp(tT'))
also ist f(t) =t Spur(T), und f(1) = Spur(7) liefert das Gewiinschte.

Wir wollen nun zeigen, daf | Detc(T)|? = Detg(T) ist fiir C-lineares T. Da beides
Polynome (in den Eintragungen der Matrix) von T sind, geniigt es das fiir 7" nahe
der Identitét zu zeigen, also fiir solche Abbildungen der Form exp(T). Fiir diese gilt:

| Detc(exp(T))|* = Dete(exp(T))Dete (exp(T))

— eSpurC(T) 6SPUFC(T) — BSPUra:(T)JFSPUTC(T)

f'(@®)

= Spur(7T)

_ eSpurr\g(T) — DetR(eXp(T))’

denn es ist Spurg(7T) = Spure(T') + Spurg(7T'), denn sei A + iB die komplexe Ma-
trixdarstellung von T', dann ist Spurg(A £4B) = Spur(A) + ¢ Spur(B) und

Spurg (T) = Spur (A _AB> = 2Spur(A) =
= Spurg(A + iB) + Spurg(A — iB) = Spurg(T') + Spurg (7).
Eine andere algebraische Methode, die selbe Gleichung zu erhalten, geht wie folgt:
A -B A—-iB -B
DetR(T)Det(B A>Det<B—|—iA A>
A—iB -B A—1iB -B
= Det (B—i—z’A—i(A—iB) A—z’(—B)) :DCt< 0 A+iB)

= Det(A — iB) - Det(A + iB) = Detc(T) - Detc(T) = | Detc(T)|?.

14.15 Komplexe Gruppen, Oc, Spc

Ist nunb: ExE — C eine C-bilineare (schief-)symmetrische, nicht degenerierte Form,
dann wollen wir Uy(E) analog zum Fall einer hermiteschen Form als Durchschnitte
reeller Gruppen beschreiben. Dazu zerlegen wir b in Real- und Imaginérteil, d.h.
b(l’, y) = b+($, y) + ib_ (‘/E7 y>7 wobei

by(z,y) = (b(z,y) + b(z,y))/2 € R

Dann sind der Realteil b4 und der Imaginérteil b_ zwei reell bilineare (schief-)symmet-
rische reell-wertige Formen, und es gilt —b_(z,y) + iby(z,y) = ib(z,y) = b(z,iy) =
by (z,iy) +ib_(z,iy), d.h. b_(x,y) = —by(z,iy). Weiters gilt

by (i, iy) = —b_ (i, y) = Fb_(y, iw) = +bs (y, %) = by (2, ).
Eine R-lineare Bijektion, die sowohl b als auch b_ erhilt ist C-linear, denn

b (Tz, Tiy) = by (x,iy) = —b_(z,y) = —b_ (T2, Ty) = by (Tx,iTy) = Tiy = iTy;
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und umgekehrt erhilt jede Abbildung 7', die b erhélt auch den Real- und Imaginérteil,
d.h.

Ob+ (E)NOy_(FE) = Ob+ (EYNLe(E) =0p_(E)YN Le(F) =Uy(E) C Le(E).

Ist insbesonders b die standard C-bilineare symmetrische Form, welche durch b(z, w) :=
i, Z'w' gegeben ist, dann wird Uy (E) auch als O¢(n) bezeichnet. Beachte, daf das
Analogon zu O(n, k) fir 0 < k < n uninteressant, da isomorph zu O¢(n), ist. Real-
und Imaginérteil haben wegen

b(z,w) =Y (2ly? — 2™y ) 40y (aTy" T 42"y
J J

1 0 0 1
B+:<o —1)’ B:(l 0)'

Sie haben beide Signatur n, denn

—1
1 1 1 1
() ()
und somit ist

Oc(n) = “O(2n,n)” N “O(2n,n)” = “O(2n,n)” N Le(n),

folgende Darstellung

wobei die Gruppen auf der rechten Seite nur bis auf Koordinaten-Vertauschungen
und Drehungen durch Standardformen beschrieben werden.

Ist schliefllich b die standard C-bilineare alternierende Form, welche durch

b(zgw) — Z(Zzwm-‘rz _ Zm-‘riwi)

i=1
gegeben ist, dann wird Uy(E) auch als Spc(n) bezeichnet. Real- und Imaginirteil
haben wegen

_ ). m—+7j 2m-—+j,,3m+j m—+7j,.J 3m—+73, 2m—+7
b(z,w) =Y (2ly™H — 2P HyBmAT gmtiyd g Sy 2m)
J
E j j 2 j j i, 2 j i
+13 (xijerj +z m+Jym+] _ xm+jy m+j _ m3m+jy])

folgende Darstellung

0 10 0 0 0 0 1
-1 0 0 0 0 0 -1 0
B+_000—1’B*_0100
0 01 0 -1 0 0 O

Somit ist
Spc(2m) = “Sp(4m)” N Le(2m),
wobei die Gruppe unter Anfiihrungszeichen nur bis auf Koordinaten Vertauschungen —

welche durch (0)(123) und (0)(132) geben sind — durch die Standardform beschrieben
wird.
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Beachte noch, daf

GLc(E) CGLY(E) :={T € GL(E) : Det(T) > 0}
Oc¢(n) C SL(2n)
Spc(n) C SLe(2n),
denn Det(T) = |Detc(T)|> > 0 und T € O¢(T) = T'T = 1, d.h. Detc(T)? = 1,
also Det(T) = | & 1|2 = 1. Da Spc(n) von den Spiegelungen erzeugt wird, und

diese positive komplexe Determinante haben, gilt auch die letzte Inklusion. Wieder
hat O¢(n) zwei Zusammenhangskomponenten, wobei SO¢(n) := SLc(n) N Oc¢(n),
wohingegen Spc(n) und SLc(n) zusammenhéngend sind.

14.16 Quaternionisch lineare Abbildungen

Man kann analoges auch fiir den Schiefkérper der Quaternionen machen. Als Vektor-
raum konnen wir ihn mit H := R* = C? identifizieren. Die Multiplikation li8t sich
zum Beispiel fiir (¢, ), (s,y) € R x R? = H so einfiihren:

(t,x) - (s,y) = (ts — (z,y),ty + sz + = X y).

Wir konnen eine Konjugation durch

(T‘T) = (tv —.’[7)
definieren. Dann gilt §-¢g = |¢|? und somit ist 1/q = q/|q|*. Es gelten dann alle K'c')rper—
Axiome bis auf das Kommutativgesetz der Multiplikation (siehe Aufgabe auch
fiir andere Beschreibungen). Wenn wir die Standardba51s von R3 mit i, j, k bezelchnen
dann ist 1 € R C H eine Einheit und es gilt i? = j2 = k? = —1;ij = k = —ji,
jk =1 = —kj, ki = j = —ik. Damit Matrizen mit quaternionischen Eintragungen
aber quaternionisch linear auf Vektoren wirken, miissen wir quaternionische rechts-
Vektorrdume E betrachten. Mit Ly (F) bezeichnen wir den reellen Vektorraum aller
T : F — E, welche H-linear sind. D.h. Ly(E) ={T € L(E) : T(zi) = (Tx)i, T(zj) =
(Tx)j, T(zk) = (Tx)k)} = {T € Lc(E) : T(xj) = (Tx)j}, wobei die komplexe
Struktur auf E durch C 2 C x {0} C H gegeben ist. Wir erhalten dann die Gruppen

GLy(E) :={T € Ly(E) : T ist invertierbar} = GL(E) N Ly (FE)
SLy(E):={T € Ly(F) : Detg(T) = 1} = SL(E) N Ly(F)

Es sei also (e;)}; eine Basis des quaternionischen Rechtsvektorraums F, d.h. jedes
q € E hat eine eindeutige Darstellung

n
q= Z equ
=1

und wenn wir ¢! =: 2! 452" mit 2!, 27! € C darstellen, erhalten wir ¢ = "), e;2'+
(e1j)z"H = 327" €2!, wobei wir e,,4; := e;j gesetzt haben. D.h. die (e)32, sind eine
komplexe Basis von E als komplexer Vektorraum. Man beachte, dal gj als quater-
nionische Koordinaten natiirlich ¢'j hat, aber als komplexe Koordinaten

n n

n n
aj =Y al +jz"j =Y a(z + 772 =Y al=2"") + ) (@i)z
=1

=1 =1 =1
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d.h. die Koeffizienten von ¢j ergeben sich durch

21
0o -1\ [ .
1 0 :
2277,

Sei nun A + Bj die Matrixdarstellung von T beziiglich dieser Basis mit komplexen
Matrizen A und B, d.h. T(e;) = Y, ex T} = 3, er(AF + BFj) und somit

T(q)=T Zezq ZT e1)a —Zzele
- Z%(ZTZ )
=2 e (Z(Af + Blj) - (2 + g2
_ Z(ekz — BFz"th +eka Bl +Zl§“z"+l)).

Also hat T beziiglich der komplexen Basis (e1,...,en,€1],...,¢€,j) folgende Ma-
trixdarstellung

A -B

B A

Wenn wir nun die komplexe Basis zur reellen Basis
(€1, s €ni€17, .. eng; €1ty ... eni;e1fi, ... enji)

ergdnzen, dann hat T folgende Matrizendarstellung nach dem bereits oben gezeigten,
wobei wir A und B in Real- und Imaginérteil zerlegen, d.h. A = A; + iA; und
B = Bl + iBg:

A1 —B1 —Ay B

By A By A

Ay —By Ay —B;

—-By —-Ay By A

Wenn wir diese Basis noch auf die natiirlichere Form
(e1,...,en;€18, ... eni5€17,...,enJ;e1k, ... e k)

bringen, dann hat T folgende Darstellung

Ay —Ay —-B1 —B; 10 0 O
Ay, Ay —By By . . . . 0 01 O
B, B, A A | mittels Konjugation mit 010 o0
By —-B1 Ay A 0 0 0 —1

Wir wollen mit Lg(n) den Teilraum von L¢(2n) bzw. L(4n) mit den so beschriebenen
quaternionischen Strukturen auf C?" bzw. R*" bezeichnen.

Da H ein schief-Korper ist, geht nun aber so manches schief. So gibt die iibliche
Formel fiir die Determinante nichts verniinftiges, da sie nicht H-linear in den Spalten
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ist. Wir behaupten als néichstes, dafl die komplexe Determinante auf Ly(E) positiv
ist, und somit Det¢(T") = ++/Det(T") gilt. Dazu rechnen wir wie folgt:

A -B . A +iAs —Bj —iBy
Dete (B a > = Dete <B1 —iBy Ay —idy

- A1 —Bl .2 A2 _BZ
—Det<B1 A1>+z Det By, —A,

. A2 *Bl . Al *B2
+ 7 Det (_32 A1>—1Det (—B1 A2)

o A1 —Bl Ag —Bg
—Det(B1 A1)+Det(32 A2>
, Ay =B 2 A2 —B;
+ z(Det (_32 A ) — (—=1)*Det (_32 A ))
= DetR(Al + ZBl) + Det]R(AQ + ZBQ) > 0.

Also gilt

GLu(E) C GLE(E) :={T € GLc(E) : Detc(T) > 0}
GLH(E) = R+ X SLH(E)
SLu(E) ={T € Lg(E) : Detc(T) = 1} C SLc(E),

wobei der Isomorphismus wie im reellen Fall durch T — (Det(T)'/™, Det(T)~'/™ - T)
gegeben ist.

14.17 Quaternionische Formen, Q(n,k), Q_(n)

Sei schlieflich ¢ : E x E — H eine Form die quaternionisch linear in der zweiten
Variable ist und konjugiert (schief)symmetrisch, nicht degeneriert. Dann bezeichnen
wir mit

Qq(E) :={T € GLu(E) : ¢(Tz,Ty) = q(z,y)V x,y € E}.

Wie zuvor zeigt man, daf3 dies eine Mannigfaltigkeit ist. Es ist also q(z, y\) = q(z,y) A,
q(y, ) = +q(x,y) und damit q(z),y) = £q(y, z\) = +q(y, 2)\ = Ag(x,y). Wir setzen
s(z,y) = Req(z, y) = L& ’y>+q<w’”) = Q(w’y)iqw’aj) . Dann ist s (schief)symmetrisch (2.

Darstellung), R-wertig (1. Darstellung) und R-linear. Und fiir alle A € S3 C H gilt

MEYATAG I _ 30, )3 = W) = s(ap),

s(x\, y\) =

da s(x,y) € R mit allen Quaternionen vertauscht.
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Es gilt q(z,y) = s(z,y) +is(wi,y) + js(vj,y) + ks(zk,y), denn
s(x,y) +is(xi,y) + js(xg,y) + ks(xk,y) =
1
= 5( x,y) +iq(zi,y) + jq(zj,y) + kq(zk,y))

+ (q(y, 2) +iq(y,zi) +jq(y, xj) + kq(ywk)))

1 , .

25(411 ) +iq(y, )Z+Jq(y,x)3+kQ(y,x)k)>
1

= 5 (4a(z.y) F 2a(y, z ))

=q(z,y),

wobei wir fiir die vorletzte Zeile ¢(x,y) = a + ib + je + kd setzen, und dann alles
ausmultiplizieren.

Man beachte auch, daf fir A € {4, j,k} die Form (z,y) — s(z, y) R-bilinear ist und
s(yh,z) = Es(z,y\) = Fs(@A2,y\) = Fs(z),y) erfiillt, d.h. ebenfalls (schief)sym-
metrisch ist.

Umgekehrt sei s : E x E — R R-bilinear und (schief-) symmetrisch und es existieren
s-Isometrien I und J mit I? = —1 = J? und I.J + JI = 0. Dann konnen wir £
zu einem quaternionischen Rechtsvektorraum machen durch « - (a + @b+ jc + kd) =
za+ I(x)b+ J(x)e+ JI(z)d und

q(z,y) = s(x,y) +is(lz,y) +js(Jx,y) + ks(JIx,y)

definiert eine konjugiert (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Form die H-linear
in der zweiten Variable ist. Offensichtlich ist jedes T, welches ¢ und damit auch s,
s(I-,2), s(J,2), s(JI_,_) invariant 148t, automatisch H-linear, denn s(ITxz,Ty) =
s(Iz,y) = s(TIz,Ty) und somit ITx = TIx und analog fiir J. Es gilt also Q4(F) =
Os(E)NGLy(E).

Falls nun ¢ eine Standardform ist, d.h. eine der folgenden Formen:

n
_ Zzlwl
1=1
_ Zélwl _ Zzlwl

1>k 1<k
n

= Z Ziw
=1

dann werden die entsprechenden Gruppen mit Q(n) = Un(n), Q(n,k) = Unu(n, k)
sowie Q_(m) = U, (m) = Spu(m) bezeichnet. Wir erhalten fiir s beziiglich der reellen

Basis (eq,...;€14,...;€17,...;€1k,...) und der entsprechenden reellen Koordinaten
(). pam T Pt fir 2 und
1 Lan+1 2n+1 . ..3n+1 .
(.. 9"y T, ,o o) fiir w
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wobei Zl — xl + il‘"+l +jl‘2n+l + k‘.’l?3n+l und ,wl — yl + iy”+l +jy2n+l + k,y3n+l:

2 £B y +xn+l n-+41 +x2n+ly2n+l +x3n+ly5n+l

.23 y — E $ y +xn+lyn+l +x2n+ly2n+l +x3n+ly3n+l
1>k

_ § .Ty +{,Cn+l n+l+x2n+ly2n+l+x3n+ly3n+l
1<k

8(.1?, y) _ Z —J?lyn_H + xn—&-lyl _ x2n+ly3n+l + x3n+ly2n+l
l

D.h. die Matrizendarstellungen sind

1y 0

0 1k 0| : .

0 1, 0 mit 1, wie zuvor;

0 0 1z
0O 1 0 O
~10 0 0f_ (7o) . (0 -1
oo o 1|~ \o g™ 1 0
0O 0 -1 0

und somit ist

Q(n) =0(4n) N Ly(n) C SLy(n)
Q(n, k) = “O(4n,4k)” N Ly(n) C SLy(n)
Q_(n) = “Sp(4n)” N Lix(n) C SLis(n)

Wir kénnen aber auch je zwei Komponenten zusammenfassen. Wie wir bereits fiir
U(n) gezeigt haben, ist h(x,y) := s(x,y) + i s(wi,y) eine (schief-)hermitesche Form
und jq(zj,y) + kq(zk,y) = j(q(zj,y) +iq(zji,y)) = jh(xj,y), wobei (z,y) —
h(zj,y) (symmetrisch) schiefsymmetrisch und komplex bilinear ist, denn h(yj,z) =
s(yj, x) + is(yji,x) = £s(zj,y) £ is(xji,y) = £h(xj,y). Also hat ¢ eine Zerlegung
q(z,y) = h(z,y)+j h(xj,y) in (schief-)hermiteschen und (symmetrischen) schiefsym-
metrischen C-bilinearen Teil. Fiithrt man das wieder fiir die Standardformen durch,
so erhalten wir

q(z,w) = Z(zl = 2w + gt

_ Z Z U) + Zn+l n+l) +jZ(len+l _ Zn+lwl)

l

q(z,w) — Z(zl - 2n+lj)(wl +j,wn+l) . Z(zl - n+l )(w +]wn+l)

1>k 1<k
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_ Z Z ’LU +z —n+l n+l) _ Z(Z w4+ 7 =n+l 71+l)

>k <k

—|—j2(2lwn+l Lnt _] Z n+l P lwl)

>k 1<k

q(z,w) = Z(El — 2" )i(w' + jumtt)
Z Zliw! + 2 (—j)iw' — 27 (—j)ijwn T — Zijwn T

§ Z w _Zn+l n+l ]ZE (Zn—i-l,wl +len+l)
l l

und somit

Q(n) = U(2n) N Spc(2n)
=U(2n) N Ly(n) = Spc(2n) N Li(n)

Q(n, k) = “U(2n,2k)” N “Spc(2n)”
= “U(2n,2k)” N Lg(n) = “Spc(2n)” N Lg(n)

Q_(n) =U(2n,n) N “Oc(2n)”
=U(2n,n) N Ly(n) = “Oc(2n)” N Ly(n)

14.18 Ubersicht
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14. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 14.19
Gruppe |Dim kompakt |komplex |Kurzbeschreibung
GL(n) |n? - - Detg # 0
SL(n) |n%?-1 - - Detg =1
SO(n) |n(n—1)/2 |+ - sym,lin,pos-def
SO(n,k) |n(n—1)/2 |— - sym,lin def
Sp(n) Y |n(n+1)/2 |- - alt,lin,def
U(n) [n? + - konj-sym,pos-def
U(n,k) |n? - - konj-sym,def
SU(n) [n?-1 + - konj-sym,pos-def, Detc = 1
SU(n,k) [n?-1 - - konj-sym,def, Detc = 1
GLc(n) |2n? - + C-lin, Detc # 0
SLc(n) |2n% -2 - + C-lin, Detc =1
Oc(n) |n(n—1) - + sym,C-lin,def
Spe(n) Y [n(n +1) - + alt,C-lin,def
(n) |ni2n+1) |+ — konj-sym,H-lin,pos-def
Qn,k) [n@2n+1) |- - konj-sym,H-lin,def
Q-(n) |n(2n-1) |- - schief-konj-sym,H-lin,def
GLg(n) |4n? — — H-lin, Detg # 0
SLg(n) [4n? -1 - - H-lin, Detg = 1
D In diesen Fillen ist n = 2m gerade.
14.19 Niedere Dimensionen
Gruppe dim n=1 n=2 n=3
SL(n) n?—1 {1} St xC dim =8
SO(n) n(n—1)/2 {1} St PSU(2)
SO(n,1) n(n—1)/2 - R\ {0} PSL(2)
Sp(n) nin+1)/2 - StxC -
SU(n) n?—1 {1} S3 dim = 8
SU(n,1) n?—1 - Sl xcC dim =8
SLc(n) 2n? — 2 {1} dim = 6 dim = 16
SOc¢(n) n(n —1) {1} C\ {0} dim =6
Spc(n) n(n+1) - dim = 6 -
(n) n(2n +1) S3 dim = 10 dim =21
Q(n,1) n(2n +1) — dim = 10 dim = 21
Q_(n) n(2n —1) St dim =6 dim = 15
SLg(n) 4n? —1 S3 dim = 15 dim = 35
dim= 0:

Offensichtlich ist
SL(1) ={teR:t =1}, SOQ) = {1} C SL(1), SU(1) ={z € C: z = 1},
SLc(1)={2z€C:z=1}, SOc(1) ={1} C SLc(1)

dim=1:

UQl)={z€C:zz=1} =S CC.
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14. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 14.19

Q_(1) = S, denn Ziw = Azidw = ZX\iAw, genau dann, wenn i = i)\, oder [A| = 1
und X =i\, i.e. A =a+ b mit a® + 5% = 1.

Die definierende Gleichung der gesuchten Untergruppen von SL¢(2) ist neben det = 1
durch b(Tx,Ty) = b(x,y) gegeben. Dafiir geniigt es (z,y) = bler,e1), (x,y) =
(e1,e2) und (z,y) := (e2, e2) einzusetzen, oder wenn b(z,y) = (Bx,y) ist, die Matri-
zengleichung T* BT = B zu losen. Da T € SL¢(2) liegt, ist T = (‘cl Z) invertierbar
mit inverser Matrix 7! = (_dc _ab). Also 148t sich die Matrizengleichung auch als
BT = (T*)~!B schreiben, und liefert uns im Folgenden die nétigen Bedingungen an
die Koeflizienten a, b, ¢ und d.

Die Elemente der Abelsch’en unter den folgenden Gruppen G werden wir gemeinsam
diagonalisieren. D.h. fiir jedes T € G werden wir die Eigenwerte AL und zugehérige
(von T unabhingige) Eigenvektoren ey bestimmen. Wenn AT die Diagonalmatrix
mit Eintragungen )\I und AT ist, und U die Matrix mit Spalten e, und e_ ist, d.h.
U(er) = ep und Uey) = e_, dannist T-U = U - AT, dh. U1 -T-U = AT,
Die Konjugation mit U bildet also die Gruppe G isomorph auf eine Gruppe von
Diagonalmatrizen in SL¢(2) ab.

Soayz{@ ;g:mbeR¢ﬁ+§:1}%{C;g):Aey}%SH
(1) a®*+c* =1 (b(er,e1) =1)
o (1825005 0Ty e

(4) ad—bc=1 (det=1)

Dann folgt

d-(3)—b-(4): —b=c(d>+b*) =c,

b-(3)+d-(4): d=a®+d*) =a
und somit a? 4 b? = 1. Kiirzer folgt das alles auch aus der Matrizengleichung BT =
(TH)~1B, mit B = id.
Die Eigenwerte von 7" sind Ay = a &b mit zugehoérigen Eigenvektoren ex = (1, +3).
Also bildet die Konjugation mit U = (1 _11) die Gruppe SO(2) isomorph auf die
Diagonalmatrizen mit konjugiert komplexen Eintragungen vom Betrag 1 ab.

50(2,1):{<Z 2) ca,b€R, a2—b2:1}§

={(5 1) A ERVO =R\ (0L

Analog wie bei der SO(2) folgt die erste Gleichung aus der Matrizengleichung mit
B = ((1) _01). Der erste Isomorphismus ist dann analog durch Konjugation mit der
Matrix U = (% _11) der Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay := a + b gegeben.

1), welche die Standardbasis auf eine Basis mit

Nun konjugieren wir mit (1 1
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14. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 14.19

b(ej,e;) = 0 und b(ey, e2) = 1 abbildet. Dann ist
11 1\ (a b (1 -1\ _ (a+b 0
2\—-1 1 b a 1 1) L0 a-bd
und (a4 b)(a —b) = 1.
dim= 2

GLc(1) =C,.

SOC(Z) - {(ab 2) :a7b€(c7a2—|—b2:1} = {(8 1(/)a) ICLE(C*} %C*y

denn wie fiir SO(2) erhalten erhalten wir die Gleichheit aus der Matrizengleichung

1‘) . Dann ist

T RC RO RS

und (a + ib)(a — ib) = 1.

. . . et
und den Isomorphismus durch Konjugation mit <z

dim= 3

SL(2) = {(‘(’; Z) ca,b,c,d € R, adbcl}

Sp(2) = SL(2),

b
denn (Ccl d) € Sp(2) &

ORGP E R RN

Sad —be=1
SU(2,1) = {(Z 2) ta,beC, |a]® — b = 1} =~ SL(2),

denn die Gleichheit folgt analog wie bei der SO(2,1) mit B := (§ %) und dem

hermite’schen Produkt. Der Isomorphismus ist durch Konjugation mit U := (% _ii)

geben, siehe [(34.5)| und |(72.62)]

Beachte dafl die Mannigfaltigkeit {(a,b) € C2 : |a|*> — |b]?> = 1} vermége (a,b) —
4 b) diffeomorph zu St x C ist. Allerdings sieht die induzierte Grup-

(0 = (2o

penstruktur auf S' x C sehr kompliziert aus.
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SU(2) = {(_al_) 2) ca,beC, |a|2 + |b\2 — 1} >~ g3

wobei die Gleichung wieder wie fiir die SO(2) folgt und der Isomorphismus durch die
Darstellung der Quaternionen H als Matrizen in GL¢(2) gegeben ist.

Q(1) = 53, denn T € Q(1) genau dann, wenn T € GLy(1) = H mit 7T = 1, und

(a+ib+jc+kd)- (a+ib+jc+kd) = (a—ib—jc—kd) - (a+ib+ jec+ kd)
= (a® + b* + A + d*) +i0 + 50 + kO.

SLy(1) = S3, denn

(t+iz+jy+kz) (a+ib+ jec+ kd) = (ta — xb — yc — zd)
+i(xa 4+ th+ yd — zc)
+ j(te +ya + kb — xd)
+ k(za + td + xc — yb)

also wirkt eine Quaternione (a + ib + jc + kd) als folgende Matrix auf einem Vektor
(t,z,y,2):

a —b —c —d
b a d —c
c —d a b
d ¢ =b a

und hat reelle Determinante (a? + b* + ¢ + d?).

SO(3) = PSU(2) = PS?, jede Einheitsquaternione a + ib + jc + kd wirkt orthogonal
auf R* = H durch Konjugation und 148t die Zerlegung R x R? invariant. Jedes Ele-
ment aus SO(3) ist durch eine Konjugation mit einer Einheitsquaternione gegeben.
Geometrisch kann man das auch so sehen: Eine Drehung ist durch Drehachse und
Drehwinkel festgelegt, also durch durch einen Vektor u € D3 welcher der Drehung
mit der Achse u/|u| € S% und dem Drehwinkel 7|u| € [—m, 7]/ ~= S! entspricht. Al-
so erhalten wir eine 2-blittrige Uberlagerung S® = D3/0D? — SO(3) aus folgendem
Diagramm

§2 x [-1,11 255 52 « 51

L

wobei die linke vertikale Abbildung durch (z,t) — tz und die rechte durch (v, ph) —
“Drehung um v mit Winkel ¢” gegeben sind. Siehe dazu auch Beachte, daf
das Zentrum Z(SU(2)) von SU(2) durch {£id} gegeben ist und somit PSU(2) :=
SU(2)/Z(SU(2)) = S3/Zy ist.
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SO™(3,1) = PSL(2) wird analog wie fiir SO(3) = PS® gezeigt. Fiir Details dazu
ebenso((24.40)} Beachte, daf das Zentrum Z(SL(2)) von SL(2) durch {£id} gegeben
ist und somit PSL(2) := SL(2)/Z(SL(2)) ist.

15. Glatte Abbildungen

Um verschiedene Mannigfaltigkeiten miteinander in Beziehung zu setzen, benttigen
wir natiirlich auch den Begriff der glatten Abbildungen zwischen ihnen und den geben
wir jetzt.

15.1 Definition (glatte Abbildung)

Sei f: M — N eine Abbildung zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M C R™
und N C R™.

Die Abbildung f heifit GLATT (C*°) :¢ lokal 18t sie sich zu einer glatten Abbildung
f:R™ — R™ erweitern, d.h.

VpeMIU(p) € R™3 f:U@p) — R™ glatt mit f|ynv) = flunvm)-
OIT.

Die konstante Abbildung, die Identitéit und die Zusammensetzung glatter Abbildun-
gen sind glatt: Seien f : My — M> sowie g : My — Mj glatt und f: Uy — R™2 bzw.

g : Uy — R™ lokale, glatte Fortsetzungen, dann ist (go f) = go f : f~1(Us) — R™
eine lokale, glatte Fortsetzung von g o f, also ist g o f glatt.

15.2 Beispiele glatter Abbildungen.

(1) Fiir die klassischen Liegruppen G aus Abschnitt ist die Multiplikation mult :
G x G — G glatt, denn fiir die offene Teilmenge GL(E) von L(E, E) ist dies die
Einschrinkung der bilinearen Abbildung (T,S) — TS, und die anderen klassischen
Liegruppen G sind Teilmannigfaltigkeiten in GL(FE). Gleiches gilt fiir die Inversi-
on inv : G — G, denn fiir GL(E) ist sie die Losung der impliziten Gleichung
mult(A,inv(A4)) = id, auf die der inverse Funktionensatz anwendbar ist. Die Ab-
leitung ist dabei durch

inv/(A)(B) = —A"'BA™!

gegeben.

(2) Orthogonales-Komplement-nehmen L: G(k,n) — G(n — k,n) ist glatt als Ein-
schriinkung der affinen, durch P +— 1 — P gegeben Abbildung Ly(n,n) — L,_gn,n.
(3) Die Bild-Abbildung Bild : V(k,n) — G(k,n) ist glatt, denn als Abbildung von
V(k,n) == {T € L(k,n) : T'T = id} — G(k,n) C Lg(n,n) ist sie durch T —
TT? gegeben: Offensichtlich ist 7T eine ortho-Projektion mit Bild7 C Bild 7T C
BildTT'T = Bild T.

15.3 Lemma (Karten sind Diffeomorphismen).
Sei ¢ : U — M eine lokale Parametrisierung der Mannigfaltigkeit M. Dann ist ¢
lokal ein Diffeomorphismus.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢ glatt. Im Beweis der Richtung (1 = 4) von Satz
haben wir ¢ zu einem lokalen Diffeomorphismus @ : R™ x R*"~™ — R" erwei-
tert. Aus der Bijektivitit von ¢ (ist Voraussetzung) folgt, dafl

ot MOV U

als Abbildung existiert. Sie ist sogar glatt, denn lokal ld8t sie sich zu der glatten
Abbildung ®~! erweitern. O

15.4 Lemma (Glatte Abbildungen). Fiir eine stetige Abbildung f : M — N
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist glatt.

2. Fiir jede lokale Parametrisierung ¢ von M und jede lokale Parametrisierung
W von N gilt: Die Abbildung 1)~' o f o ¢ ist glatt wo sie definiert ist.

3. Fiir jedes p € M existiert eine lokale Parametrisierung ¢ von M um p und
existiert eine lokale Parametrisierung 1 von f(p), sodaf die Kartendarstellung

Y=o foy glatt ist.

O gﬂ"‘: ) O ;fi.l

Beweis. (1=-2) Seien nun ¢ : Uy — Vi N M und ¢ : Uy — Vo N N lokale Pa-
rametrisierungen. Die Abbildung ! o f o ¢ ist genau fiir jene z € U; definiert,
welche f(¢(z)) € Vz erfiillen. Das ist aber die offene Menge Uy N (f o) ~1(Vz). Obige
Abbildung ist glatt, da sie nur aus glatten Funktionen zusammengesetzt ist.

(2=3) Wenn die Aussage fiir alle lokalen Parametrisierungen gilt, dann erst recht fiir
eine spezielle.
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(3=1) Zu zeigen ist, dai f glatt ist. Dies ist eine lokale Eigenschaft, und lokal 148t
sich f folgendermaflen als Komposition von glatten Abbildungen darstellen:

f=vo@ofoplop™t. O
————

glatt nach (3)

16. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

In diesen Abschnitt wollen wir den Mannigfaltigkeiten umgebenden Euklidischen
Raum loswerden, und kommen so zum Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit.

Unsere vorldufige Definition einer Mannigfaltigkeit ist aber noch immer nicht zufrie-
denstellend: Bisher verwendeten wir ganz wesentlich die Eigenschaften des umgeben-
den Raumes, der mit dem Objekt, das wir beschreiben wollen, begrifflich nichts zu
tun hat.

16.1 Beispiele

(Siehe auch Abschnitt [(9)).

1. Das Mobiusband entsteht “topologisch”, wenn man zwei Seiten eines Recht-
ecks miteinander identifiziert und das Ganze mit der Quotiententopologie ver-
sieht. Denkt man sich dieses Gebilde im R? realisiert und zerschneidet es langs
der Mittellinie, so entsteht bekanntlich ein mehrfach verdrehtes Band. Fiihren
wir dasselbe aber “topologisch” durch, entsteht ein einfaches, nicht verdreh-
tes Band. Die beiden Figuren lassen sich aber im R3 nicht stetig ineinander
{iberfithren, das geht erst im R%.

2. Der “Klein’schen Flasche” oder vor allem der “projektiven Ebene” sieht man
gar nicht ohne weiteres an, in welchen R” sie “passen”, in den R? jedenfalls
nicht.

Im folgenden wollen wir die Definition von Teilmannigfaltigkeiten eines R™ erweitern
zu einer solchen fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

16.2 Definition (Abstrakte Mannigfaltigkeit)

Sei X eine beliebige Menge. Eine KARTE (oder auch LOKALE PARAMETRISIERUNG)
von X ist eine injektive Abbildung ¢ : R™ D U — X, definiert auf einer offenen
Menge U C R™. Zwei Karten ¢1, s heiflen C'°°-KOMPATIBEL oder VERTRAGLICH,
falls der KARTENWECHSEL

03 o1 07 (p2(Uz) — @3 (1 (Uh))

ein Diffeomorphismus offener Mengen ist. Die Idee dahinter ist, dafl jede Karte ¢
glatt sein soll, und nach sollte dazu ¢y Loy dort wo es definiert ist glatt sein.
Ein C*°-ATLAS einer Menge X ist eine Familie C*°-kompatibler Karten, deren Bilder
ganz X iiberdecken. Zwei C'°°-Atlanten heiffen AQUIVALENT, wenn alle ihre Karten
miteinander C'°°-kompatibel sind. Eine ABSTRAKTE C'°°-MANNIGFALTIGKEIT ist eine
Menge zusammen mit einer Aquivalenzklasse glatter Atlanten.
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.5

16.3 Definition (Topologie einer Mannigfaltigkeit)

Auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit erhdlt man eine TOPOLOGIE , indem man de-
finiert:U C X heifit offen :& ¢~1(U) ist offen im R™ fiir jede Karte des Atlas.

Die Karten ¢ : U — ¢(U) C M werden dann zu Homdomorphismen. Denn stetig
sind sie nach Konstruktion der Topologie auf M und falls U; C U offen ist, so ist
es auch ¢(Uy) € M denn ¢~ (p(U1)) = (¢! o4)~1(U;) ist das Bild unter dem
Homé&omorphismus ¢~ o ).

Man verlangt iiblicherweise auch noch, dafl diese Topologie HAUSDORFF ist, d.h.: je
zwei disjunkte Punkte lassen sich durch disjunkte offene Umgebungen trennen.

Die folgende Proposition zeigt, dafl diese Definition wirklich eine Erweiterung von

Definition |(10.4)| ist.

16.4 Proposition. Jede C*°-Teilmannigfaltigkeit M eines R™ ist in natirlicher Wei-
se eine C'*°-Mannigfaltigkeit.

Beweis. Einen Atlas auf M erhélt man aus allen lokalen injektiven Parametrisierun-
gen mittels Die Kartenwechsel sind dann glatt nach und die Topologie
von M ist die induzierte Topologie des umgebenden R"™, da die Parametrisierungen
lokal Einbettungen sind, siche den Beweis von [(10.4)| O

16.5 Proposition (Maximaler Atlas).
Sei A ein C*>°-Atlas fir M, dann ist

Amax := {p : ¢ Karte fir M und ¢ vertriglich mit allen ¢ € A}

der eindeutig bestimmte mazimale Atlas, der A umfafst.

Beweis. Wir zeigen zuerst A,y ist ein C*°-Atlas: Seien ¢, ¥ € Apax, dann ist zu
zeigen, o1 o1 ist glatt. Sei z € ¥~ }(Bildp) also ¢ (x) € Bildp N Bildy. Da A ein
Atlas ist, folgt die Existenz eines x € A mit ¢(x) € Bild . Somit ist ¢~ toxoyxy loy =
(x toyp) to(x o) lokal um z definiert. Die beiden geklammerten Teile sind laut
Definition von Apax glatt und folglich ist auch ¢~ o9 glatt.

Sei nun B ein C*°-Atlas, der A umfafit, dann ist z.z.: B C Apax. Sei ¢ € B, dann ist

@ vertréglich mit allen ¢» € B. Da B D A, ist ¢ vertréglich mit allen ¢ € A, also ist
nach Konstruktion ¢ € Apax. O
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16.6

Die folgenden Uberlegungen zeigen, daf die Kartenwechsel, also eine Familie von lo-
kalen Abbildungen R™ — R™, schon die ganze Information iiber M enthalten. Sei
{fap : &, 8 € A} eine Familie von Diffeomorphismen offener Teilmengen endlichdi-
mensionaler Vektorrdume, sodaf f, 51 = fga und (dort wo die linke Seite definiert ist)
fago fay = fay gilt. (Das sind offensichtlich die Eigenschaften von Kartenwechseln.)
Definiert man die Aquivalenzrelation: z ~ y :< fap(y) = x wobei € Dom f,, und

y € Dom fgg, so ist M := (|_|a€A Dom flm)/w eine C*°-Mannigfaltigkeit mit den
Karten ¢, : Dom f,, — M, die durch ¢, (z) = [z]. gegeben sind. Klarerweise gilt

0ot opp = fap. Wir haben also tatsichlich eine Mannigfaltigkeit geschaffen, die die
gegebenen Funktionen als Kartenwechsel hat.

16.7 Definition (Topologische Mannigfaltigkeit)

Ein topologischer Raum M heifit TOPOLOGISCHE M ANNIGFALTIGKEIT :<> es gibt eine
Familie von Homéomorphismen zwischen offenen Teilmengen eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums und offenen Teilmengen von M, deren Bilder M iiberdecken.

Solche Homdomorphismen heiflen KARTEN von M. Und eine Familie von Karten,
deren Bilder M iiberdecken, heifit ATLAS.

Bemerkungen

1. Falls M eine topologische Mannigfaltigkeit und A ein Atlas fir M ist, so
sind alle Kartenwechsel automatisch Hom6omorphismen auf offenen Teilen des
R™. Man braucht also “nur” geniigend viele unter ihnen zu finden, so daf} die
entsprechenden Kartenwechsel differenzierbar sind, um einen glatten Teilatlas
zu erhalten, und somit M als glatte Mannigfaltigkeit zu erkennen.

2. Nicht jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt aber einen C'°°-Atlas. Das
erste Beispiel [50] war 10-dimensional. Heute ist 4 die niedrigste Dimension,
fiir die es ein Beispiel gibt.

Wir wollen nun unseren Differenzierbarkeitsbegriff fiir Abbildungen zwischen Teil-
mannigfaltigkeiten auf abstrakte Mannigfaltigkeiten iibertragen. Das Lemma [(15.4)|
legt folgende Definition nahe:

16.8 Definition (Glatte Abbildung)

Seien (M, .A) und (N, B) zwei C*°-Mannigfaltigkeiten. Die Abbildung f : M — N
heifit GLATT < f ist stetig, und fiir jeden Punkt z € M existieren Karten ¢ € A und
Y € B, sodaB z € Bildp, f(z) € Bildy und die KARTENDARSTELLUNG %~ o fo ¢
von f glatt ist. Das gilt dann ebenso fiir beliebige Karten ¢ € A und ¢ € B.
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Yeforr
‘@ 1 (bmy) |g@ g‘f"’(f(fm?))

Insbesonders ist die Identitét id : (M, A) — (M, B) genau dann ein Diffeomorphis-
mus, wenn die beiden Atlanten A und B dquivalent sind. Weiters besteht A, aus
all jenen Karten ¢, die Diffeomorphismen auf ihr Bild sind, d.h. ¢! o 1) ist eine
Diffeomorphismus offener Mengen fiir alle Karten ¢ € A.

16.9 Bemerkungen

1. Die Stetigkeit von f setzt man voraus, damit die Kartendarstellung auf einer
offenen Menge definiert ist.

2. Da der Kartenwechsel glatt ist, geniigt es, obige Eigenschaft bei jedem x fiir
eine Karte aus .4 und fiir eine aus B um f(x) zu fordern, sie iibertrigt sich
auf alle Karten.

3. Wenn man R als Mannigfaltigkeit auffafit, lassen sich sehr leicht zwei C'°°-
Strukturen angeben: A; := {id : R — R}, und Ay := {p(z) = 23 : R — R}.
Diese sind nicht vertriglich, da ¢~!oid :  — /= nicht glatt ist (denn - (/z)
existiert nicht bei 0). Allerdings sind die beiden Strukturen diffeomorph, also
doch gewissermaflen gleich.

1
R—2>R hier Vektorrdume

Die Abbildung f = ¢z ist ein Diffeomorphismus: f, f~! sind bijektiv und

klarerweise stetig. Ebenso ist f glatt, da (id ™' of o p)(x) = f(2®) = Va3 =z

glatt ist. Analog ist f~! glatt, da (p~'o f~loid)(z) = o 1 (23) = z glatt ist.

4. Ab dim M = 4 gilt nicht mehr allgemein, dafl zwei C°°-Atlanten einer topolo-

gischen Mannigfaltigkeit bis auf Diffeomorphismus gleich sind. Fiir Dimension

kleiner als 4 wurde es hingegen von [56] gezeigt. Nach [33] trégt zum Beispiel

die S7 mindestens 15 nicht diffeomorphe C°°-Strukturen; die S3! mehr als
16 - 10°. Genauer gilt:

dim=n |7 |89 |10 | 11 |12 |13 |14 15 16 |17 |18

Strukturen auf S™ (28 |2 [8 |6 [992 |1 |3 |2 [16256 |2 |16 |16

H

hier Mannigfaltigkeiten

Fiir R™, n # 4 gibt es genau eine glatte Struktur. Fiir n > 4 wurde das von
[37] bewiesen. Ganz iiberraschend konnte [Kirby1982] beweisen, daf} fiir den
R* eine exotische C°°-Struktur existiert. Von [78] wurde gezeigt, daf es sogar
iitberabzéhlbar viele gibt.
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.12

5. Die Klasse der C*°-Abbildungen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten bilden ei-
ne KATEGORIE. Dabei versteht man unter einer Kategorie eine Klasse von
Réumen (Objekten) und Abbildungen (Morphismen), sodafl zu jedem Ob-
jekt die Identitdt ein Morphismus und die Zusammensetzung von Morphismen
wieder ein solcher ist. Es ist also fiir drei C*°-Mannigfaltigkeiten M, N, P und
glatte Abbildungen f: M — N und g : N — P zu zeigen:

a) go f: M — P ist glatt.
b)id: M — M ist glatt.

16.10 Lemma (Offene Teilmannigfaltigkeit). Sei (M, A) eine C*°-Mannigfaltig-
keit, und U offen in M. Dann ist U in natiirlicher Weise eine C'°°-Mannigfaltigkeit.
Ein Atlas auf U ist durch die Einschrinkungen von Karten von M gegeben.

Beweis. Klarerweise ist (U, Ay := {¢|,-1(1) : ¢ € A}) eine topologische Mannigfal-
tigkeit. Bleibt zu zeigen, daf} die Kartenwechsel glatt sind:

(Wly-10)) " o Plo-1) = W@ 0 @)1y

ist eine Einschrankung von C*°-Funktionen und somit C'*°. O

16.11 Bemerkungen

1. Es ist also sinnvoll, von C'°°-Abbildungen zu sprechen, die nur auf offenen
Teilmengen einer C'*°-Mannigfaltigkeit definiert sind.
2. Die Karten ¢ einer C'°°-Mannigfaltigkeit sind Diffeomorphismen

@:R™ O Domp — Bildep C M.
off. off.

16.12 Beispiele von Atlanten

1. S"={zeR":|z| =1}
Wir konstruieren Karten durch radial-Projektionen auf die Tangentialebenen (“Ra-
dialprojektion”).

at+v=Ax mit (ov)=0 =

= z—vi={(ra)  z—a v = (a+v) |lat+u "l
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Eine Karte fiir eine Umgebung von « ist also

Yo R"=at - {2€8": (2,0) >0} C M

pa(v) 1= (a+v) |(@+v)]

o' (@) =(z,0)" z—a.

Die Menge {¢q : @ € S™} bildet einen C*°-Atlas fiir S™. Allerdings iiberdecken auch
die Bilder der Karten ¢, fiir i = 1....n + 1 die S™. Da sowohl ¢, als auch !
glatt auf einer offenen Umgebung im R™*! sind, sind klarerweise alle Kartenwechsel
glatt.

2. Der Atlas der stereographischen Projektion fiir S™ hat als Karten 1, mit oo € S™:

at = 5™\ {a
w{ \{a}

visa+2v—a)- (jvF+1)""

mit der Umkehrabbildung

e (2) = (z — (z,0) @) - (1= (z,0)) 7.

Die Karte v, ist fiir S™\ {a} definiert. Fiir einen Kartenwechsel geniigt es also, noch
eine Karte fiir a zu finden, etwa 1_,. Den Kartenwechsel fiir diese beiden Karten
erhilt man aus elementaren geometrischen Uberlegungen: Es seien v und v* die Bilder
unter ;' und 1~ . Die Dreiecke (o, z, —a) und (o, 0,v) haben zwei gleiche Winkel,
je einen rechten und jenen bei «, also sind sie dhnlich. Die Dreiecke (0, v*, —a) und
(o, x, —a) sind aus entsprechenden Griinden ebenfalls dhnlich. Aus dem Strahlensatz
erhélt man:

1
B o = =1 = v owale) =0 = v ol

3. Die naheliegende Frage, wie die beiden durch (1) und (2) gegebenen Strukturen
auf S™ zusammenpassen, ist so zu beantworten: Die Karten sind vertriglich (d.h.
erzeugen denselben maximalen Atlas), denn

otz (z,0) ! —a

Yp v B+2(0—B) - (Jo]? +1)7
B+20w—p)- (v +1)7"

-1 . e .
ol OB o B) - (WE 1) La)

ist eine — wenn auch komplizierte — C'°°-Funktion. Die Vertriglichkeit der Karten
kann auch daran erkannt werden, dafl die Karten als lokale Diffeomorphismen des
umgebenden Raums aufgefafit werden kénnen.

4. EINPUNKTKOMPAKTIFIZIERUNG des R":
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16. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 16.12

Wir definieren auf R, := R"U{oo} einen Atlas durch xo und X, diese sind gegeben
durch:

Xo : R" — R
Xo(z) =z
Xoo : R" — R

Xoo(0) = 00 und Yoo (z) = z - || ™2 sonst.

Die Kartenwechsel ;' 0 Yoo und x5! 0 xo von R™\ {0} — R™\ {0} errechnen sich als:
x +— x - |#|72. Dieser Kartenwechsel ist uns schon in (2), bei der Sphire, begegnet.
Behauptung: R 2 S™ mittels f(co0) = e; und f(x) = ., (x). Es ist klar, dal f bi-
jektiv ist; bleibt zu zeigen, dafl sowohl f als auch f~! glatt ist: Die zu untersuchenden
Fille sind:

L ¢z o foxo=xo = idrm\ {0}

2. 95" 0 foXoo = Xp ' © Xoo

3. %L o foxo= X °Xo

4. YL o f o Xoo = idgn {0}
Dies sind alles Diffeomorphismen, also ist f ein Diffeomorphismus.
5. PROJEKTIVE RAUME

P" :={ Geraden durch 0 im R"*'} = (R"*\ {0})/~

wobei z ~ y & I A € R\ {0}, sodaBl Az = y. Als Karten wihlt man etwa fiir
0<i1<n:

Rn N Rn+1 N P'n.

Pi - n i i i n
(y17."7y)’_>[(_1) (y17"'7y717y+17."7y)

Das Vorzeichen ist dabei so gewiihlt, dal P™ so orientiert wie méglich wird, siehe (3)
in Die ¢; gehen bijektiv von R™ nach {x € R"*1\ {0} : 2**! # 0}/~. Der
Kartenwechsel berechnet sich folgendermafien:

(97 o)y sy =
= goj—l {(_1)1'@1’ Lyt ’yn):|
— () =D =y Ly g .

Das ist ein Diffeomorphismus (auf dem Definitionsbereich). Also ist P™ eine C'*°-
Mannigfaltigkeit. Ganz analoges Vorgehen liefert P2 (komplexe Geraden in C"*1)
mit dim P# = 2n und Pj mit dim P} = 4n.

In hatten wir eine weitere Beschreibung der projektiven Réume P™ als Gra$-
mannmannigfaltigkeit G(1,n+ 1) € L(R"*!,R"*1) gegeben. Dabei hatten wir Gera-
den durch 0 im R™*! mit den orthogonal-Projektionen auf sie identifiziert. Wir wollen
nun zeigen, daf} dies diffeomorphe Rédume beschreibt. Sei dazu @; : R® — R*+1\ {0}
gegeben durch (y',...,y") — (=1)i(y, ...,y L,y ... y™). Dann ist p; = 7o @;,
wobei 7 : R"™1\ {0} — P" := R"*!/ ~ die kanonische Projektion x — [z] bezeichnet.

(O.B.d.A. j > i)
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Fiir a,b € £ :== R""! sei a ® b € L(E, E) definiert durch (a ® b)(x) := {(a,x)b (Fiir
eine Erklirung dieser Notation siehe |(38))). Dann ist (a ® b)! = b ® a, denn

((a@b)z,y) = (a,2) - (b,y) = (z,(b® a)y).
Und weiters ist
(a1 X bl) o (CL2 X bz) = <a1,b2> a9 ® bl.

Folglich ist P := a ® b genau dann eine ortho-Projektion (d.h. Pt = P = P?), wenn
a =bund (a,b) =1 ist. Die ortho-Projektionen P vom Rang 1 sind also genau die P
der Gestalt P = a ® a mit |a|] = 1. Die glatte Abbildung z +— [o] ® 77 ist somit eine
surjektive Abbildung f : R"*1\ {0} — G(1,n + 1) und faktorisiert zu einer glatten
Bijektion P" — G(1,n + 1). Lokal erhalten wir eine inverse Abbildung, indem wir
ein einer Abbildung P nahe a ® a den Punkt w(P(a)) € P™ zuordnen. Es ist ndmlich
P(a) = (b,a)b fir P =b® b und somit f(w(P(a))) = f(x(b)) =bb= P. Also ist f
der gesuchte Diffeomorphismus.

RM — R\ {0} ——— 5"

N |

Pro >G(l,n+1) &—— LR R+

16.13 Bemerkung

Zwischen projektiven Rdumen und Sphéren gibt es einige Beziehungen:

(1) Die projektive Gerade P! = S*.

Als Karten fiir die S' wihlen wir ¢, = o1 und ¥ = g 1, die stereographi-
schen Projektionen zu den Punkten (0,1) und (0,—1) (vgl. Bsp. [(16.12)). Fiir den
Kartenwechsel erhalten wir:

(Y1 ©Wo,-1)(@) = (g, 11 0 %o1)(x) =2t auf R\ {0}

Als Karten fiir P! ordnen wir jeder Ursprungsgeraden den Schnittpunkt mit den
Geraden y =1 (bzw. z = 1) zu:
R — P\ [(0,1)] d R — P\ [(1,0)]
R 2o () I FT (C0)
Mit der Karte ¢; erhalten wir alle Klassen bis auf [(0, 1)] (das entspricht der y-Achse).
Diesen Mangel behebt die Karte . Wir berechnen die Umkehrabbildungen:

wfl : [(xay)] = [(Ly'x_l)] s y-a:_l = %

07" PP\ [(1,0)] — R mit
oy @y eyt =2

Nun zum Kartenwechsel:

(pat o)) =y [(La) =27", (o1t opa)(@) = @) [(x, )] =2,
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jeweils auf R\ {0}. Sei f: P* — S* gegeben durch:

= { droprt auf P1\[(0,1)]
drowy" auf PL\[(1,0)].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da aus 15 *oth1 = @1 oy folgt, daB 1ot = thjo
Py 1. Sie ist aber auch ein Diffeomorphismus. Dies miissen wir nur fiir die induzierte
Funktion zeigen. Sei € P'\ [(0,1)] dann ist f(Bildg;) = Bildtg, ¥y o fog, =
Pyt othy 0 o7t 0oy =id. Das ist aber ein Diffeomorphismus.

.

pl——g!
R=——=R
Analog fiir z € P\ [(1,0)].
Einfacher sieht man P! 22 S! auch mittels

(2) P} = S?%: Geometrisch 148t sich das wie folgt veranschaulichen: Man parametri-
siert die komplexen Ursprungsgeraden in Pé durch ihre eindeutigen Schnitte mit der
komplexen Gerade g := {(2,1) : z € C} = R%. Nur die komplexe Gerade h parallel
zu g dh. h = {(2,0) : z € C} € P! bekommt kein Bild. Jene Geraden, die nahe
bei h liegen, haben ihre Schnittpunkte weit drauflen auf g. Also entspricht die noch
fehlende Gerade h dem Punkt oo in der Einpunktkompaktifizierung R?, von R2. Daf
diese beiden Réume isomorph sind, wissen wir aber (siehe Beispiel .

17. Produkte und Summen von Mannigfaltigkeiten

Die einfachste Moglichkeit, aus Mannigfaltigkeiten neue zu basteln, ist die Bildung
von Produkten und Summen, die wir in diesen Abschnitt behandeln.

17.1 Proposition (Produkte). Firi=1,...,n sei (M;, A;) eine C°-Mannigfal-
tigkeit. Dann ist [[;—, M; in natirlicher Weise eine C*°-Mannigfaltigkeit. Der Atlas
auf T M; ist gegeben durch

HAZ :={<p1><...><(pn:<pi€./4i}.

Das Produkt [ M; hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder C°°-Mannigfaltig-
keit N und C*°-Abbildungen f; : N — M; existiert eine eindeutige C*°-Abbildung
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f=(f1,-.., fn), sodaf8 pr;of = f;. Dabei bezeichnet pr; : [[ M; — M, die C*°-
Abbildung (x,...,2") — x'. Die universelle Eigenschaft kann auch durch folgendes
Diagramm ausgedriickt werden:

pr;

M;

Hi M;

\Y f, 7

N
Die auf [], M; induzierte Topologie ist gerade die Produkttopologie.

Beweis. Offensichtlich ist durch den Atlas ], A; induzierte Topologie gerade die
Produkttopologie, denn das Produkt von Hombomorphismen ¢; ist ebenso ein Ho-
moomorphismus

©1 X ... X Dome; X ... x Dom¢, — Bildy; x ... x Bildy, gHMi.
Die Kartenwechsel

(1% o x )0 (1 X o X pn) = (BT 0. 01) X x (1 0 pu).

sind als Produkte von Diffeomorphismen (i; 1o ;) selbst Diffeomorphismen, und
somit ist [] M; eine C'*°-Mannigfaltigkeit.

Wir behaupten nun pr; : [[ M; — M; ist glatt.

Sei (xl, 2™ €I M; und @1 X ... X @, eine Karte um diesen Punkt. Dann ist ¢;
Karte um 2'. Somit ist

%—1 opr; o1 X ... X (o) s RMFEme R (g ) s 2

eine lineare Projektion, also glatt. Seien f; € C°°(N,M;), dann ist © — f(z) =
(f1,..., fn) die einzige Abbildung mit pr; of = f;. Bleibt noch zu zeigen: f ist C*°.
Sei ¢ eine Karte zentriert bei x € N,

(o1 X ... X pp) Lo fop(0)=

= (p1 X .. X 0n) " (f1(9(0)), -+, fa(0(0)))
= (p1 (F1(9(0))), -, 00 (fu((0))))

= (P10 fiop, .., 9nt 0 fa o p)(0).

Laut Vorraussetzungen waren gpi_l o fi o p glatt (da die f; glatt sind), also ist f
glatt. O

17.2 Beispiele von Produkten

1. Der Zylinder Z ist eine Teilmenge im R?, namlich das kartesische Produkt aus
der S' und ]—1,1[ 2 R. Die Abbildung

S'xR— ZCR?
(z,y,t) — (I,yﬂfl - 2arctant)

ist ein Diffeomorphismus. Also ist der Zylinder eine
C>-Mannigfaltigkeit.
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2. Der n-dimensionale Torus im R2" entsteht durch das n-fache kartesische Pro-
dukt der S C R2:

Slelx...xSl:Hslz(Sl)”:T”.
=1

Fiir n = 2 ergibt sich der uns schon bekannte “Fahrradschlauch” T? (vgl.
(11.6))), allerdings als Teilmenge von R* anstelle von R3. Ein Diffeomorphismus
f: 8! x 8! — T? kann folgendermafien beschrieben werden:

cos p(R+r-cos)

filp) = | sinp(R47-cosy)
7 -siny

17.3 Proposition (Summen).

Seien (M;, A;) C*°-Mannigfaltigkeiten. Dann ist die disjunkte Vereinigung ||, M; in
natirlicher Weise eine C*°-Mannigfaltigkeit. Ein Atlas A auf| |, M; ist gegeben durch
\U; Ai (hier ist keine Beschrinkung der Indexmenge notig).

Zusdtzlich hat || M; folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder C°°-Mannigfaltigkeit
N und fiir alle C*°-Abbildungen f; : M; — N existiert eine eindeutige glatte Abbil-
dung f mit

f ::Ufi | M — N, sodaf flas, = fi.

Dies kann auch durch folgendes Diagramm ausgedriickt werden:

M; ————L; M;

X o
e

N

Beweis. Offene Mengen in || M; sind Vereinigungen offener Mengen in M;. Da ¢ €
JA; folgt, daBl ¢ € A; fiir zumindest ein 7, d.h. ¢ ist ein Homdomorphismus. Fiir
@, € |JA; ist entweder ¢! o1 = ) oder ein i existiert mit o, € A; und somit ist
11 o ¢ glatt. Der Beweis der universellen Eigenschaft eriibrigt sich. O

18. Zerlegungen der Eins

Um aus lokalen Konstruktionen (wie sie z.B. in der Analysis behandelt werden) auch
globale zu erhalten benétigen wir eine Methode, diese lokal zu verkleben. Wir brau-
chen dazu “Gewichts”-Funktionen, d.h. Funktionen, die nur lokal nicht verschwinden,
groBer oder gleich 0 sind und zusammen sich auf 1 summieren. Das sind die soge-
nannten Partitionen der Eins, die wir in diesen Abschnitt behandeln.

18.1 Definition (Partition der Eins)

Sei M eine C'*°-Mannigfaltigkeit und U eine offene Uberdeckung von M. Eine U un-
terordnete GLATTE PARTITION DER EINS ist eine Menge F von glatten Abbildungen
M — {t € R:t > 0} mit den Eigenschaften:
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1. Die Familie {Trg(f) : f € F} ist lokal endlich, d.h. V p € U 3 U(p) sodafl
{f € F:Trg(f)NnU(p) # 0} endlich ist. Dabei ist Trg(f) der Abschluff von
{z: f(z) # 0}.

2. VfeF3IU;el:Trg(f) CUy

3. Yperf=1

18.2 Satz (Partition der Eins). Sei U C R” offen und sei U eine offene Uberdeck-
ung von U. Dann gibt es eine C°°-Partition der Eins, die U untergeordnet ist.

Beweis. Zuerst wollen wir bemerken, dafl es immer Funktionen mit beliebig kleinem
Trager gibt. Betrachten wir zum Beispiel die glatte Funktion h : R — R mit

L
h(t) = e tfirt>0
0firt<o0

Wenn wir dazu nun ¢ : R® — R auf folgende Weise definieren: ¢(x) := h(r? — |z|?);
dann ist ¢ klarerweise auch glatt und ¢(x) > 0 fiir alle z € R™. Weiters gilt

o) =0 h(r*—|z)=0er’—|z><0sr <z,
das heift also, der Triiger von ¢ ist gegeben durch Trgp = {x : |z| < r}.
Jetzt wollen wir uns dem eigentlichen Beweis des Satzes zuwenden. Wir zeigen zuerst,
dafl U (und in der Tat jeder separable metrische Raum) Lindelof ist. Dabei heifit ein
Raum LINDELOF, wenn jede offene Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung
besitzt.
Sei dazu U eine offene Uberdeckung von U. Sei weiters W € U und p ein Punkt
in W N Q" Dann wissen wir: Es existiert ein 0 < r € Q mit der Eigenschaft, daf3
Up(r) :={z: |x —p| <r} C W. Es gibt aber nur abzihlbar viele Punkte und Radien
mit dieser Eigenschaft. Diese Kugeln sind eine Verfeinerung von ¢ und sie iiberdecken
U. Zu jeder solchen Kugel wihlen wir ein umfassendes W € U. Diese W sind eine
abzihlbare Teiliiberdeckung von U (d.h. U ist Lindelof).
Sei U die gegebene offene Uberdeckung von U. Zu jedem x € W € U wihlen wir ein
r>0:{y:|y—=z| <r} C W. Nach obigem wissen wir, dafl es ein ¢ € C*°(U,R) gibt
mit

Up=A{y:ly—a| <r}={y:py) #0}

Diese Mengen bilden eine Verfeinerung von &. Da U Lindelof ist, konnen wir schlieflen,
dafl bereits abzéhlbar viele U, den Raum U iiberdecken. Seien nun Uy, Us, ... diese
abzdhlbar vielen U, mit zugehorigen 1, @2, . ... Seien weiters W,, wie folgt definiert:

1
Wn::{IEUZQDn(I)>O/\§0i(x)<%ﬁir1§i<n}'

Es ist klar, dafl die W, offen sind (durch stetige Ungleichung gegeben), und Teilmen-
gen von U, sind.

Die W, bilden eine Uberdeckung von U, denn zu jedem z € U existiert ein minimales
ng mit ¢,, > 0. Dann ist aber x € W,,,,.

Wir wollen jetzt beweisen, dafl die W,, lokal endlich sind. Wihlen wir x € U beliebig,
dann existiert ein n, sodaf§ x € U,. Sei ng das kleinste n mit der Eigenschaft, dafl
x € Up,. Nun definieren wir eine offene Umgebung um 2:

Ux) :={y: ono(y) > 5on, ()}
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Falls Wy, N U(z) # 0, dann sei y im Durchschnitt dieser beiden Mengen gewiihlt und
es folgt:
eily) < fiiri <k und Fon,(2) < @, (y).
Png (:E)

Falls k so grof3 ist, daf % < =0~ und k grofer als ng ist, dann erhalten wir durch

% < %S"no(x) < (Pno(y) < %
einen Widerspruch. Also existieren nur endlich viele k& mit Wy N U(x) # 0.
Wir definieren eine glatte Funktion ¢, : U — {t : 0 < ¢} durch

() 1= pneNh(+ — 1@)) - ( — s (@),

und rechnen wie folgt
Yn(x) £0 & (gon(x) > 0) A (% —p1(x) > O) A A (% — op_1(z) > 0) sSzeW,.

Da {W,, : n} lokal endlich ist, sind in der Summe ) > | 1, lokal nur endlich viele
Summanden ungleich 0, und somit ist ¢ := >~ ¢, € C°°(U,R). Diese Funktion
verschwindet nirgends, da die {W,, : n € N} eine Uberdeckung bilden.

Nun definieren wir f, := %’ € C*(U,R).

damit hétten wir Punkt (1) und (3) von |(18.1)| gezeigt.
(2) folgt nun aus: Trg(f,) € W,, C U,, C Uy fiir ein Uy € U. O

Bemerkung

Dieser Beweis funktioniert fiir Lindel6f-Réume, in denen die Mengen der Gestalt
{z: f(x) # 0} mit f € C* eine Basis der Topologie bilden.

18.3 Definition (Parakompaktheit)

Ein topologischer Raum X heifit PARAKOMPAKT, falls es fiir jede offene [:Iberdeckung
U von X eine lokal-endliche Verfeinerung V gibt. D.h. V ist eine offene Uberdeckung
von X mit den Eigenschaften:

1. Furalle Ve Vgibt es ein U € Y mit V C U (“Verfeinerung”).
2. Fiir alle x € X gibt es ein U,, sodafl hochstens fiir endlichviele V € V gilt:
U, NV # ( (d.h. ist lokal-endlich).

Eine grofie Klasse von Beispielen fiir parakompakte Riume liefert uns das

18.4 Lemma. Sei X ein topologischer Raum mit X =, .y Kn, wobei K,, kompakt
ist in X und K,, C K, ;. Dann gilt ist X parakompakt und Lindeldf.

Beweis. Wir definieren zuerst A, := K, 41 \ K2. Diese Menge ist kompakt. Die
Menge

Uy, = {U N (K2 \ K1) : U € u}
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ist eine offene Uberdeckung von A,,. Sei U/, eine endliche Teiliiberdeckung, dann ist
V = U,enU,, eine offene Uberdeckung von X und eine Verfeinerung von U. Es ist
zu zeigen, dal V lokal-endlich ist. Fiir x € X gibt es ein n, sodal © € A,. Nach
Konstruktion von V kénnen nur Mengen aus U, _; UU,, UU,,,; mit A, nicht leeren
Durchschnitt haben. Dies sind aber nur endlich viele, damit ist X parakompakt. Aus
der abzihlbaren offenen Uberdeckung V gewinnt man auch leicht eine abzihlbare
Teiliiberdeckung von U, und somit ist X Lindelof. O

18.5 Folgerung (Fortsetzung glatter Funktionen). Sei M eine Teilmannigfal-
tigkeit des R™. Eine Abbildung f : M — R ist genau dann glatt, wenn es eine offene
Teilmenge U des R™ gibt, die M umfafit, und eine glatte Abbildung f : U — R, die f
fortsetzt, d.h. f|M =f.

Beweis. Die Richtung von rechts nach links ist trivial! Umgekehrt existiert fiir alle
p € M eine offene Umgebung U(p) C R™ und eine glatte Fortsetzung f7 : U(p) — R.
Seid :={U(p) : p € M} und U := JU = Uy, W. Dann ist U C R™ offen und
M C U. Nach existiert eine Partition G der Eins, welche I/ untergeordnet ist.
Die Abbildung f definieren wir nun folgendermafen:

f;: X:Q.JFID(Q)7

9€g

wobei g - fpg) auf U \ Trg(g) durch 0 fortgesetzt zu denken ist. In dieser Summe
sind die einzelnen Summanden glatt, aber nur endlich viele sind # 0. Das heifit aber
gerade, daB f : U — R ebenfalls glatt ist. Um auch die letzte Gleichung zu zeigen,
schranken wir f auf M ein und rechnen fiir ein z € M:

fla) = (@) - fp(o) () = @) | fl@)=f(z). O

1

18.6 Folgerung (Partition der Eins fiir Mannigfaltigkeiten).
Jede Teilmannigfaltigkeit des R™ besitzt eine C'°°-Partition der Eins.

Beweis. Sei U cine offene Uberdeckung von M. O.B.d.A. Seien W € U so klein
gewihlt, daf sie Bilder von Parametrisierungen sind. Man kann auch schérfer 0.B.d.A.
vorraussetzen, daB es fiir jedes U € U offene Teilmengen U des R™ gibt, die M lokal
trivialisieren, also insbesonders UNM = U erfiillen. Die Teilmannigfaltigkeit M triigt
also die Spurtopologie, die sie vom R™ erbt. Wenn wir Uy durch

Uo = U U g R"™
ueu
definieren, dann ist Ug offen und M ist abgeschlossen in~U0: Sei namlich z € Uy \ M,
dann 3 U el :xz € U\ M und somit folgt 3 U(z) CU: U(z) N M = 0.

Nach existiert eine Partition F der Eins, welche U := {ﬁ : U € U} unterge-
ordnet ist. Also ist {f|a : f € F} eine Partition der Eins, welche U/ untergeordnet
ist. 0
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18. ZERLEGUNGEN DER EINS 18.7

18.7 Proposition (Nullstellenmengen).
Jede abgeschlossene Menge A C R"™ ist Nullstellenmenge einer C'*°-Abbildung.

Vergleiche das mit dem Satz iiber Nullstellenmengen reguléirer Abbildungen.

Beweis. Sei A C R™ abgeschlossen, und sei € R™ \ A, dann gibt es ein glattes f,
mit z € Trg f, € R™\ A. Sei U eine offene Uberdeckung von R" \ A mit Mengen
der Gestalt U, = {y : f2(y) > 0}, wobei € R™\ A. Da R™\ A Lindeldf ist, besitzt
U eine abzéhlbare Teiliiberdeckung. Seien f1, fo, ... die ensprechenden Funktionen.
0O.B.d.A. sei

O | Ly tn < k

orl opky| = ok Tl A sk

Dies erreicht man durch Multiplikation von f; mit einer geniigend kleinen Zahl.
Die Abbildung f(x) := >, fr(x) konvergiert dann in allen partiellen Ableitun-
gen gleichmiBig. D.h. f ist glatt und f > 0. Weiters gilt: f(z) = 0 < fi(z) =
0 fir alle k < 2 ¢ Uy firalley e R*"\ A &z € A. O
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III. Tangentialraum

In diesem Kapitel werden wir den Begriff der Ableitung auf Abbildungen zwischen
Mannigfaltigkeiten tibertragen. Da Ableitungen Richtungsvektoren ineinander {iber-
fihren, wirken sie nicht zwischen den Mannigfaltigkeiten sondern den ebenso zu
besprechenden Tangentialrdumen. Als Anwendung werden wir dann erste einfache
infinitesimale Eigenschaften wie Immersivitit und Submersivitdt von Abbildungen
besprechen. Unter zusétzlichen lokalen bis globalen Eigenschaften erhalten wir dann
Einbettungen, Faserbiindel und als Spezialfall die bereits im ersten Kapitel angeris-
senen Uberlagerungen.

20. Tangentialraum und Derivationen

Die Ableitung f/(z) einer Abbildung f : R™ — R™ ist definiert als die lineare Appro-
ximation an f — f(z) im Punkte x. Auf Mannigfaltigkeiten 148t sich das nun nicht
ohne weiteres iibertragen, denn um von einer linearen Abbildung f’(x) sprechen zu
kénnen, mufl diese zwischen Vektorrdumen (und nicht zwischen Mannigfaltigkeiten
wie f es macht) laufen. Wir benotigen also zuallererst eine lineare Approximation
an eine Mannigfaltigkeit M im Punkt = € M. Diese soll dann der Definitionsbereich
bzw. Wertebereich der linearen Approximation von f bei 2 werden.

20.1 Satz (Beschreibung des Tangentialraums).
Sei M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und p € M. Dann sind folgende Teilmengen
des R™ ident:

1. Bild ¢'(0), wobei ¢ eine lokale Parametrisierung von M mit ¢(0) = p ist.

2. {d(0):¢c: I — M glatt, ¢(0) = p}.

3. Ker f'(p), wobei [ eine regulire Gleichung ist, die M lokal wm p beschreibt.
4. Graphg'(p), wobei M lokal um p als Graph der Funktion g beschrieben wird

mit p = (p, 9(p))-

Beweis. (1 C 2) Sei ¢’(0)(v) € Bild(¢'(0)), wobei v € R™ ist. Wenn wir die lokal in
M glatte Kurve ¢ durch

c(t) == (0 + tv)
definieren, erhalten wir ¢/(0) = ¢’(0)(v).

¢'(
(2 C 3) Wir betrachten nun ein ¢/(0) fiir eine Kurve ¢ € C°°(I, M) mit ¢(0) = p und
eine lokal regulédre Gleichung f fiir M,

F(p )(E(0) = (f 2 0)'(0) = 0.
\/ ~—

c(0) 0
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20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.3

d.h. ¢/(0) € Ker f'(p)
(3 C 1) Da wir bereits 1 C 2 C 3 gezeigt haben, geniigt zu zeigen, dafl die Teilrdume
in (1) und (3) gleiche Dimension haben:

dim Ker f'(p) = n — dim Bild f'(p) = m
dim Bild ¢’(0) = dimR™ = m.
(1 = 4) Eine Parametrisierung von M ist durch ¢(u) = (u, g(u)) gegeben.
Bild ¢'(p) = Bild(id, ¢'(p)) = {(v, ¢'P)(v) : v € R™} = Graphg'(p) O

20.2 Definition (Tangentialraum und Tangentialabbildung)

Den in |(20.1)| beschriebenen Teilraum des R™ nennt man den TANGENTIALRAUM an
M im Punkt p und bezeichnet ihn mit 7}, M. Seine Elemente heilen TANGENTIAL-
VEKTOREN.

Fir f: M — N definiert

p o [T = TN
P2 €(0) = (f o) (0)fiir ¢ € C°°(I, M) mit ¢(0) = p

die TANGENTIALABBILDUNG zu f bei p € M. Diese ist linear, denn (7,f)(c'(0)) =
(f o) (0) = (f)(p)(c'(0)) also ist Tp,f = (f)(p)|z,p-

Diese Definition ist sinnvoll, d.h. hingt nicht von der Wahl von ¢ ab, sondern nur von
c’(0). Seien ¢; und ¢y zwei solche Kurven mit ¢} (0) = ¢4(0). Zu f : R™ 2D M — N C
R™ existiert eine glatte Abbildung

~ offen ~
f:R™ D U(p) — R" mitf|y = f.

Dazu rechnen wir nun:

(foer)(0) = (foer)(0) = F(p)(c;(0) =
= F'(p)(ch(0)) 222 (£ 0 ¢5)'(0).

20.3 Beispiel (Quadriken).

Es sei f : E — R eine quadratische (d.h. f(tz) = t?f(z) und insbesonders f(0) = 0)
glatte Form und ¢ # 0. Dann ist die Quadrik M := f~(c) = {z € E : f(z) =
¢} eine Teilmannigfaltigkeit von E, denn Differenzieren der Homogenitéitsgleichung
liefert f’(tx)(tv) = t2f'(x)(v), also f'(tz)(v) = tf'(z)(v) und weiters f”(tz)(tw,v) =
tf"(x)(w,v), also f"(x) = f"(tx) = f’(0) fir ¢ — 0. Somit ist f(zx) = b(x,x),

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 98



20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.3

wobei b := f” (0) eine symmetrische quadratische Form ist. Die Ableitung von f ist
f'(x)(v) = blx,v) + b(v,z) = 2b(x,v) und somit surjektiv beziiglich v fiir x € M,
denn 2b(z,x) = f(x) = ¢ # 0. Der Tangentialraum von M bei x ist somit {v € E :
b(z,v) = 0} =: vt.

Ein erstes Beispiel ist die Sphire als Quadrik S™ = f=1(1), wobei f(z) := |z|?.

Die spezielle lineare Gruppe SL(E) := {T € L(E) : det(T) = 1} hat als Tangenti-
alraum bei id € SL(E) den Teilraum {T € L(E) : 0 = det'(id)(T) = Spur(T)} der
spurfreien linearen Abbildungen.

Die orthogonale Gruppe O(E) := {T € L(E) : T*T = id} hat als Tangentialraum
bei id den Teilraum {7 € L(E) : 0 = f'(id)(T) = T* + T} der schiefsymmetrischen
(d.h. antiselbstadjungierten) linearen Abbildungen, wobei f die quadratische Form
F(T) :=T'T ist.

Allgemeiner ist fiir eine bilineare nicht-degenerierte Form b : E X E — R der Tangen-
tialraum der Gruppe Oy(E) := {T € L(E) : b(Tz,Ty) = b(z,y)V z,y € E} =
{T'" € L(E) : T'"BT = B} (mit b(z,y) = (Bz,y)) bei id gerade der Teilraum
{T € L(E) : T'B + BT = 0}, der beziiglich B schiefsymmetrischen linearen Ab-
bildungen.

Fiir die in |[(14.7)(14.19)| behandelten Gruppen G erhalten wir auf entsprechende
Weise folgende Beschreibungen des Tangentialraums bei id € G, woraus wir wieder
leicht die Dimension von G ablesen kénnen.

G TIdG dim
GL(n) L(n) n?
GL¢(n) L¢(n) 2n?
GLH( ) LH(n) 4712
SL(n) {T € L(n) : Spurg(T) = 0} n? — 1

SLc(n) {T € L¢(n) : Spurg(T) = 0} 2(n? — 1)
SLy(n {T € Ly(n) : Spurg(T) = 0} 4n? — 1
O(n), SO(n) {Te€Ln):T'+T =0} n(n—1)/2

O(n,k),SO(n, k) |{T € L(n) : T'I}, + I,;T = 0} n(n—1)/2
Oc(n), SOc(n ) {T € Le(n) : T+ T =0} n(n — 1)
U(n) {T € L¢(n) : T*+T =0} n?
U(?Lk) {TE Lc(n) :T*Ik-i-IkT:O} n?
SU(n) {T € L¢(n) : T* 4+ T = 0,Spurg(T) = 0} n? — 1
SU(n, k) {T € Le(n) : T* I, + I, T = 0,Spure.(T) = 0}{n?> — 1
Q(n) {T € Ly(n) : T*+T =0} n(2n + 1)
Q(n, k) {T € Ly(n) : T*I}, + I;; T = 0} n(2n + 1)
Q_(n) {T € Ly(n) : T*i+iT =0} n(2n — 1)
Sp(2n) {T € L(2n) : T'J + JT = 0} n(2n + 1)
Spc(2n) {T € Lc(2n) : T*J + JT =0} 2n(2n +1)
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20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.5

Im Detail bedeutet das z.B. fiir die O(n, k), da8

(A B) € O(n, k) C L(R* x R" %)

C D
A B\ (-1 0 -1 0\ (A B
(e o) (1) (0 0) (e n) 0
s A'+A=0, Bt=C, D'+D=0
und fiir die Sp(2n), dafl

(A B) € Sp(2n) C LR™ x R") &

B N LT

& C'=0, —-A'=D, B'=B.

20.4 Lemma (Kettenregel). Fir drei Mannigfaltigkeiten M, N, P und zwei glatte
Abbildungen f,g mit M Ln%p gilt die Kettenregel:
Ty(go ) =TrpygoTpf
Fiir die Identitdt id : M — M gilt:
Tp(ldM) = idTpM : TpM — TpM.
Sind f,g: M — R glatt, so gilt die Produktregel
Tp(f-9) = f(p) - Tpg+9(p) - T f.

Die Tangentialabbildung Ty f : TyM — Ty N st linear, fir f € C*(M,N).
FEsist f genau dann ein lokaler Diffeomorphismus um p, wenn T, f ein Isomorphismus
15t.

Beweis. Indem man alle auftretenden Funktionen glatt auf Umgebungen in den
umgebenden Vektorrdumen erweitert, folgen diese Aussagen sofort aus den klassi-
schen. 0

Leider kénnen wir die in gegebenen Beschreibungen des Tangentialraums nicht
direkt fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten verwenden, da der umgebende Vektorraum
wesentlich eingeht. Wir brauchen also noch andere (abstraktere) Beschreibungen.
Dazu beachten wir, da v € T,M durch seine Wirkung auf C*°(M,R) eindeutig
bestimmt st und somit geben wir folgende

20.5 Definition (Derivation)

Eine Abbildung 0 : C*°(M,R) — R heifit DERIVATION iiber z, wenn sie linear ist
und die Produktregel erfiillt, d.h. fiir f,g € C°(M,R) und « € R gilt:

L o(f+g)=0f+0g
2. I(af)=a-0f
3. 0(f-g)=0f g(x) + f(z) - 9g
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20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.6

Mit Der,(C*°(M,R),R) bezeichnen wir die Menge aller Derivationen iiber p € M.
Beziiglich der punktweisen Operationen, ist dies ein Vektorraum.

20.6 Satz (Tangentialvektoren als Derivationen). Die Abbildung
T,M x C*(M,R) — R
(0.f) ~ (Tpf)(v)
induziert einen linearen Isomorphismus
T,M — Der,(C*(M,R),R)
00, (5 f = (L))

Fiir jedes glatte f : M — N entspricht der Tangentialabbildung T, f von f via ®
folgende Zuordnung auf der Seite der Derivation:

(O3

oM —— 2 o Der, (C(M,R),R) 5 0
@ T
Ty N " Derja) (C=(N,R),R) > (g— d(go f))=0do f*

Beweis. Die Abbildung T,M x C>*(M,R) — R, (v, f) — (T, f)(v) ist klarerweise
bilinear, also induziert sie eine lineare Abbildung T,M — L(C>(M,R),R) durch
v (f — (Tpf)(v)). Diese Abbildung hat Werte im Raum der Derivationen iiber p,
denn seien f,g : M — R zwei glatte Funktionen und v € T,M dann gilt nach der

Produktregel
Ou(f-9) =T,(f - 9)(v) = f(p) - (Tp9)(v) + g(p) - (Tpf)(v).

Sei f: M — N glatt und x € M. Dann kommutiert obiges Diagramm, denn fiir
v € TyM und g € C%(N,R) ist (D) 0 Tuf)(v)(9) = (Ty@)9)(Tuf)(v)) = (Tu(g o
M) =09(gof),dad:=d,(v) auf h € C°(M,R) durch 9(h) = (Th)(v) wirkt.
Wir wollen nun die Surjektivitdt von ¢ beweisen:
Sei dazu 9 eine Derivation von C*° (M, R) iiber p € M.
Wir zeigen zuerst, daf§ 9 ein lokaler Operator ist, d.h. der Wert 9(f) nur von f €
C*(M,R) nahe p abhingt.
Seien also f1, fo € C°(M,R) mit f; = fo nahe p vorgegeben. Sei f := f; — fo und
sel g € C*°(M,R) so gewiihlt, dafl g(p) = 1 und dal der Triger von g in der Menge
der x mit f(z) = 0 enthalten ist. Dann gilt:

0=20(0)=0(g- f) =g(p)-0(f) + f(p) -0(g) = O(f).

~~ =
1 0

Daraus ergibt sich auch, dafl 9(f) = 0 fiir alle konstanten Funktionen f, denn 9(1) =
A(1-1)=1-9(1)+0(1) -1, also §(1) = 0.

offen
Wir wollen zuerst fiir den Spezialfall 0 = p € M = U C R™ die Surjektivitat
von ® beweisen. Um eine Idee fiir das Urbild v € R™ zu bekommen, beginnen wir
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umgekehrt mit v € T, M = R™. Sei (e;)!", die Standardbasis im R™ ist, dann kann

i=1
man v in der Basis als v = ), v'e; entwickeln. Betrachten wir nun

®:T,M > v+ 0, € Der,(C*(M,R),R)

m

mit ,(f) == (T,/)(v) = f'(p)(v) = D (9:f)(p) - ",

i=1

wobei 9, f die i-te partielle Ableitung von f ist, d.h. (9;f)(p) = % ‘0 flp+te') =
f'(p)(e?). Also ist die Abbildung &, nichts anderes als “Richtungsabbleitung d, in

Richtung v zu nehmen”.
Umgekehrt erhalten wir fiir 0 € Derg(C*°(U,R),R) und f € C*°(U,R) folgendes:

1 1
fla)=10) = [ Flm)@e= [ S (@)t

m 1
= Zajl/ (0; f)(tx)dt fiir x nahe 0.
i=1 0
—_—

=:h;(z)

und weiters, da 9 ein lokaler Operator ist,

o(f) = 9(f(0)) + 0 (Z pr’ h)

N e

:O"’Z A(pr') hi(0) +pr'(0)-d(hy)
=1 @:f)(0) =0

= 0u(f) = 0(f)

Damit wére zunéchst der Spezialfall bewiesen.

Sei nun allgemein p € M und sei ¢ eine lokale Parametrisierung von M in p. Folgendes
Diagramm zeigt, dafl @, eine Isomorphismus ist:

R™ =T, U e LM ——>R"

%lm %‘L
(incl™)™

Derg(C*(U, R), R) —“% Der, (C*((U), R), R} =2~ Der,(C*(M, R), R)

IR

Dabei ist Thp ein Isomorphismus nach d ist einer wegen des Spezialfalls;
(p*)*: 0 (f — d(f o)) ist einer, da ¢ : U — ¢(U) ein Diffeomorphismus ist; und
schliellich ist der rechte untere ein solcher, da Derivationen lokale Operatoren sind;
Also ist auch ®, ein Isomorphismus, und somit der Satz bewiesen. O

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 102



20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.8

Wir konnen den Satz|(20.6)| nun dazu verwenden um den Tangentialraum abstrakter
Mannigfaltigkeiten wie folgt zu definieren:

20.7 Definition (Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit)

Unter dem TANGENTIALRAUM einer abstrakten Mannigfaltigkeit M bei p versteht
man den Vektorraum

T,M := Der,(C*(M,R),R).
Ist f € C*°(M,N) und p € M, dann heifit die durch
0~ (Tpf)(0): g 0(go f)) fir 9 € T,M und g € C*°(N,R)

definierte Abbildung T}, f = (f*)* : T,M — Ty, N, die TANGENTIALABBILDUNG von
M Dbei p.

20.8 Basen des Tangentialraums

Wenn wir wie fiir Abbildungen zwischen R""’s die Ableitung einer Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten als Matrix (also als Jacobimatrix) schreiben wollen so bendtigen
wir eine Basis. Aber selbst wenn wir im umgebenden Vektorraum eine Basis gewéhlt
haben, so bekommen wir noch lange keine ausgezeichnete Basis des Tangentialraums.
Wir kénnen aber wie folgt vorgehen. Sei dazu M eine Mannigfaltigkeit, p € M und
¢ eine Karte von M zentriert bei p. Dann ist Ty : ToR™ — T,M ein linearer
Isomorphismus nach falls M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ ist, aber auch im
allgemeinen Fall einer abstrakten Mannigfaltigkeit, da fiir diese ganz leicht zu
zeigen ist. Die Standardbasis (e;); des R™ wird durch den Isomorphismus ® : R™ 2
Der(C*°(U,R),R) auf die Basis der partiellen Ableitungen (9;)", in ToU = ToR™
abgebildet. Der Isomorphismus Ty bildet diese Basis weiter auf eine Basis (9], :=
Top(es))ix in T,M ab. Im Fall einer Teilmannigfaltigkeit A/ C R™, sind dies gerade
die partiellen Ableitungen (Tpp)(e;) = (0;)(0) = ¢’'(0)(e;) der Parametrisierung .
Seien (ul,...,u™) := ¢! die zu ¢ gehorenden lokalen Koordinaten, dann bezeichnen
wir 9f |, € T,M = Der,(C=(M,R),R) auch als 52 o Bs driickt die Schreibweise
07 zwar deutlicher aus, da§ diese Derivation von der Karte ¢ abhéingt und nicht,
wie man der Bezeichnungsweise -2+ filschlicherweise entnehmen kénnte, nur von der

ou’
i-ten Komponente u' der Umkehrfunktion ¢~ = (u!,...,u™). Die Bezeichnung 52
ist allerdings die iiblichere und macht auch keine Probleme, falls man sie nur als (%)i

und nicht als % interpretiert. Es gilt:

(g7 |,)(f) = (Top)(0:]0)(f) = i(f 0 ¢)(0).
» auf f durch partielles Ableiten der Kartendarstellung f o ¢ von f

P
Also wirkt %
in die i-te Richtung e;. Ist ¢ nicht bei p zentriert, dann ist

2| (f)=0f1p(f) = 0i(f o) (¢ (p)) fiir f € C™(M,R)

ou’
und insbesonders ist

P

1o}

2 | () = 0i(w! 0 p) (9™ () = 9;(pr?)(0) = 5.

p

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 103



20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.9

20.9 Transformationsverhalten von Tangentialvektoren

Sei nun g € C°°(M, N) und seien ¢! = u = (u!,...,u™) lokale Koordinaten von M
bei p, ebenso seien =1 = v = (v!,... v") lokale Koordinaten von N bei g(p). Wir
wissen, daB Tpg : TpyM — Ty N linear ist und (52 p) eine Basis von T, M sowie
(2 f(p)) eine von T,y N ist. Wie sieht nun die Matrixdarstellung [T),g] von Tpg
beziiglich dieser Basen?

Da nach Definition von 7},g und wegen das folgende Diagramm kommutiert

V(0
R™ ()'(0) RP

ol _ ol

Derg (C* (U, R), R) —2% » Dero(C(V,R), R)

TWJ/: Towl:

Der, (C(M,R), R) —% Dery,) (C= (N, R), R)

)

werden die entsprechenden Basen wie folgt abgebildet:

9)'(0)_, »
O 0)(es) >, 0.5 (0) - e;

0; — (Ty5)(9y) >, 85 (0) - 9,

Totpii T(ﬂbli

Tp .
’ >, 8 (0) - Y

0f —= (Tp9)(9Y)
Fiir die Komponenten von Tangentialvektoren erhalten wir also folgendes: Es sei
£=3,807 € T,M. Dann ist

(L9)(©) = (1) (&' o)
=2 € (T9)0F) =3 ¢ > 0:g'(0)- 9}
=Y (¢ a7 0) 0

Die Komponenten von n =3, nja;/’ = (Tp9)(§) € Ty N sind somit durch

W= 36 0,60)

%

geben, bzw. in Matrizen-Schreibweise

nt 01g*(0) ... 9,g"(0) £t

)\ ... 0ngn0) \em
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20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.10

also gerade durch Multiplikation mit der Jacobi-Matrix der Koordinatendarstellung
g=1vtogoypvong.

Wiéhlen wir insbesonders g = idj; und zwei Karten ¢ und v zentriert bei p € M.
Dann ist g der Kartenwechsel von den Koordinaten (u!,...,u™) := ¢~! zu den
Koordinaten (v',...,v™) = ¢~!. Wenn wir die Formel (T,9)(87) = > 9:5%(0) - ('9;1’
formal als Multiplikation von Matrizen auffassen, dann ist

of 01gt(0) ... 91g™(0) oy
%, Omg*(0) ... 9mg™(0) a;ﬁ

also erhalten wir die Basis (9;) aus der Basis (8?) indem wir mit der transponierten
Jacobimatrix des inversen Kartenwechsels von ¢ zu ¢ multiplizieren.

Wenn wie nun 821- = 0, % = 8;-1’ und gufi = 8Zif setzen und beachten, dafl
O)p(f) = 0i(f o ) (¢~ (p)) ist und somit
9i(g7)(0) = 0i(¥ ™ o gop)) (9™ (p)) = i(v) 0 g o) (¢ (p)) = 7 (v” © g)(»)
gilt, dann besagt obige Formel, dafl
0 ol 0

Aut - out  Ovi

bzw. in Matrizenschreibweise:

) du’ du™ )
ovl ovt T ovl oul
9 dul ou™ 9
dum o Dom oum
und
1 vt vt 1
n Jul  c Bum 3
m ov™ o™ m
N Oul Tt Qum f

20.10 Beispiel

Sei M = R3. Wir wihlen 3 verschiedene Koordinatensysteme:

(1) KARTESISCHEN KOORDINATEN z, y, z mit zugehorigen Basisvektoren: a@, 2.
iz’ Oy
9.
o0z"
. s s . )
(2) ZYLINDERKOORDINATEN 7, ¢, z mit zugehorigen Basisvektoren: 4, 350 B

(3) KUGELKOORDINATEN R, ¢, ¥ mit zugehdrigen Basisvektoren: %, %, %.

Fiir den Kartenwechsel und die Jacobimatrizen der Kartenwechsel erhalten wir fiir
(2) = (1):x=r-cosp,y=r-sing,z==z2

dz  Odxz Oz .

or ¢ 0= cosp —r-sing 0

9y 9y Oy | _ :

ar 9y 9. | = [sing r-cosp 01,
9z 9z 0z 0 0 1

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 105



20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.11

fiir 3) — (2):r=R-cost, z=R-siny

or or or .

9R 90p OY cosyy 0 —R-siny
9p  Op D¢ 0 1 0

OR Oy oY ’

oz 0z Oz i .
& 8 5 sinyy 0 R-cosy

und schlieBlich fiir (1) — (3) : R = /22 4+ y2 + 22, ¢ = arctan(y/x), 1) = arccos(z/y).
]?as Ausrechnen der Jacobimatrizen des Kartenwechsels iiberlassen wir dem Leser als
Ubung.

Es gibt auch die Mdoglichkeit, den Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit
geometrischer zu beschreiben.

20.11 Lemma (Tangentialvektoren via Kurven).

Sei CP(R,M) := {c € C®(R,M) : ¢(0) = 2} die Menge der glatten Kurven durch
x € M. Fir eine solche glatte Kurve ¢ und eine glatte Funktion f : M — R sei
0:(f) := (f o ¢)(0). Dann definiert ¢ — 0. eine surjektive Abbildung

0: CP(M,R) — Der, (C*°(M,R),R).

Wir kénnen also Ty M mit C2°(M,R)/ ~ identifizieren, wobei ~ folgende Aquivalenzre-
lation auf C°(M,R) ist:

car~vey & (foe)(0)=(foc)(0).

Die Tangentialabbildung einer glatten Funktion g : M — N sieht in dieser Beschrei-
bung so aus:

(T29)(0e) = Dgoc-

Dies entspricht also der Beschreibung von T,M fiir Teilmannigfaltigkeiten des R™
in (2) von Sie hat allerdings den Nachteil, die Vektorraumstruktur von T, M

nicht erkennen zu lassen.

Beweis. Die folgende Rechnung zeigt, dafl 0. eine Derivation iiber x ist:

0./ +9)= (T +9)o¢) 0 = ((fo0) + (g00)) (0)
= (f o) (0) + (g0) (0) = ef + oo

(

=

A)()

(
(foc)(0)=A-0.f
(f-9)oc) ©) = ((fod) - (g00)) (0)
—Qf &)(0) - (g0 )(0) + (f 0 )(0) - (g o) (0)
(0.) - 9(2) + (09) - /()

Um zu zeigen, dafl die Zuordnung ¢ — 0. surjektiv ist, wéihlen wir lokale Ko-
ordinaten ¢~' = (ul,...,u™) zentriert um x € M. Jedes Element von T,M =
Der, (C*(M,R),R) hat dann die Gestalt ;" , £ 2-. Wir definieren nun eine (lokale)
Kurve ¢ : R — M durch c(t) := o(t&t, ... &™), d.h. ui(c(t)) :=t& firi=1,...,m,
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20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 20.12

dann gilt fir f € C*°(M,R):

(focf ) = ((Fog) o™ 00) ©) = (Fop)(0)((p~ 00 (0))
= (fo@)(0)(....€™) = 3 8i(f 0 @) (0)¢’

=Y N =D 5= .
=1 =1

Somit ist J. das vorgegebene Element von T, M, mit dem einzigen Schonheitsfehler,
daB ¢ nur lokal definiert ist. Da aber obige Rechnung nur vom Aussehen von ¢ nahe
0 abhéngt, kdnnen wir ¢ so umparametrisieren, dafl sich nahe 0 nichts dndert, aber
¢(t) ganz in Dom(p) bleibt.

DaB T, g die angegebene Gestalt hat ergibt sich sofort aus:

(T,0)(0)) (f) = 0e(f o 9) = ((fog) o) (0)
( ) ( )
= (fo900) 0 =0,eclf). O

Vor allem unter Physikern ist auch folgende Beschreibung des Tangentialraums iiblich:

20.12 Lemma (Tangentialvektoren via Koordinaten). Fiir jede lokale Para-
metrisierung ¢ von M zentriert um x seien die Koordinaten (5;);11 eines Vektors
&, € R™ s0 vorgegeben, dafl sie sich richtig transformieren, d.h. fir je zwei Karten
©1 und o mit Kartenwechsel ) = py ' oy gelte &, = ' (0)&,,, oder in Koordinaten
faz = Z;nzl @W(O)gél. Dann entspricht diesem Koordinaten-Schema ein eindeutiger

Tangentialvektor in T,M und umgekehrt.

Ist g: M — N eine glatte Funktion, so bildet T, f solch ein Schema &, € R™ auf das
Schema ny, € R™ ab, mit ny = (=1 o f o) (0)(&y).

Beweis. Sei {, € R™ fiir eine lokale Parametrisierung ¢ vorgegeben und seien
(ul,...,u™) = o1 die zugehorigen lokalen Koordinaten. Dann definieren wir ei-
ne Derivation d¢ € T, M durch 0¢ := Z:’;l 5:'0 a?n' Diese Definition macht Sinn, d.h.
ist unabhéngig von der Wahl der Karte ¢, denn die £, transformieren sich genauso

wie die Koeffizienten einer Derivation beziiglich der Basen (%)

Umgekehrt bilden die Koeffizienten 5; einer Derivation 0 € T,M beziiglich der

zu o = (ul,...,u™)"! gehorenden Basis (%), genau ein richtig transformierendes
Koordinaten-Schema.

DaB T,g diese Schemata auf angegebene Weise abbildet, folgt sofort aus der Ko-
ordinatendarstellung von T, f beziiglich der Basen (%) und (%) von T, M und
Ty(z)N. O
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20. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN 21.2

21. Immersionen

Wir wollen in den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels die Tangentialabbildung
verwenden, um spezielle Eigenschaften von glatten Abbildungen zu studieren. Insbe-
sondere interessieren wir uns fiir den richtigen Begriff von “Unterobjekten” sowie
“Quotientenobjekten” von Mannigfaltigkeiten.

21.1 Definition (Immersionen und Submersionen)

Es sei f € C°(M,N), wo M, N Mannigfaltigkeiten sind. Dann heif}t:

f REGULAR :& rang(T, f) ist maximal V z € M;
f IMMERSIV :& T, f ist injektiv V o € M;
f SUBMERSIV :& T, f ist surjektiv V =z € M.
Man beachte, dafl eine Abbildung genau dann immersiv ist, wenn sie regulér ist und

dim M < dim N gilt. Ebenso ist sie genau dann submersiv, wenn sie regulér ist und
dim M > dim N gilt.

21.2 Rangsatz. Es sei f € C°(M,N) und seirangT,f =r V x € M.

Dann existiert eine Karte ¢ um x und eine Karte ¢ um f(z), sodaf die lokal definierte
Abbildung:

w—lofow:Rerm—r_)Rern—r
die Gestalt (x,y) — (x,0) hat.
Beweis. O.B.d.A. sei M = R™, N = R", = 0 und f(z) = 0. Es sei F} :=
Bild(f/(0)), Fy := Fit, By := Ker(f’(0)) und E; := Ej. Es ist r = rang f’(0) =

dim(F7) und somit dim(E;) := m — dim(F3) = dim(F;) und die Komponenten-
Darstellung von f'(0) : By & Ey — Fy & Fy hat folgende Gestalt:

v (A0
mit invertierbaren A € L(Ey, Fy). Wenn wir f = (f1, f2) schreiben, dann ist A =

01 f1(0,0). Wir betrachten nun die glatte Funktion F : E1 @ Ey — F; @ Es gegeben
durch:

F (xl,mz) — (fl(x1,$2)7$2)~

Dann sieht die Jacobi-Matrix von F' in 0 wie folgt aus:

o (00f1(0,0) D 2(0,0)
F(O>_< 0 id )

also ist F’(0) invertierbar und wegen den inversen Funktionen Satz |(10.2)ist F ein
lokaler Diffeomorphismus. Sei ¢ der zu F' inverse lokale Diffeomorphismus und sei
g:= fop,dann hat g = (g1,92) = f o F~! folgende Gestalt:

9(1,92) = (Y1, 91 (Y1, y2))-
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Denn
x=(21,22) = F ' (y1,10) =
y:(ylayQ):F-Tth) (fi(z1, @2), 22) =
= fi(z1,22) = (fL(F~ (y1,92))) = 91(y1, y2)-

Weiters gilt Rang ¢’ (y) = Rang f'(p(y)) = r, da ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist.
Also ist in der Komponenten-Darstellung von ¢'(y)

oy id 0
g'(y) = (6192 8292)

die rechte untere Ecke 0292 = 0 und somit ga(y1,y2) = g2(y1,0). Sei =1 : Fy & Fy —
Fi & F5 definiert durch

¢ (y1,92) = (1,92 — 92(1,0)).
Dann ist die Komponenten-Darstellung von (1»~!)'(x) gegeben durch

i B id 0
O 0198 = (g ) 10)

und somit 1! ein lokaler Diffeomorphismus, also wirklich das Inverse eines 1. Weiters
gilt
(W~ o fop)(zr,22) = ¢ (y1, g2(21, 72))
= (21, 92(71,72) — g2(71,0)) = (21,0) O

21.3 Folgerung (Charakterisierung von Diffeomorphismen). Fiir glatte Ab-
bildungen f gilt:

f st Diffeomorphismus < f und alle T, f sind bijektiv.

Beweis. (=) Die Abbildung f ist klarerweise bijektiv. Dafi auch T, f bijektiv ist,
haben wir in bereits gezeigt.

(<) Die Abbildung g := f~! ist wohldefiniert und stetig, da f als lokaler Diffeomor-
phismus offen ist. Nach dem Rangsatz existieren also Karten ¢ und ¥ um x bzw.
f(x), sodaB f(Im(p)) C Im(¢b) und »=* o f o ¢ = id. Es kann O.B.d.A. folglich
Dom 1 = Dom ¢ gewihlt werden.

Bild p — > Bild

ngo 4%

Rm<—3Dom<pi—d>Dom¢(—>Rm

Somit ist z — f71(2) = (poy~1)(2) glatt auf Bild+ und f ein Diffeomorphismus,
da ¢! eingeschrinkt auf Bild ¢ einer ist. O

21.4 Proposition (Charakterisierung von Immersionen).

Sei f € C°(M,N), dann ist f immersive ¥V o € M 3 U, offen in M und eine Karte
Y zentriert bei f(z) in N, sodafs f|(}j olgm : Dom ¢y NR™ — U, ein wohldefinierter
Diffeomorphismus (und somit eine Karte von M) ist.
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I
U ¥ —f— fﬁ;’ v
I'fd" Y}mﬂ ¥
R — ' C-

3 m .
Dam ¥ 4] Rm el KMM ‘fl

Beweis. Man bemerke zuerst, daf
f|5T1 o t|grm : Domyp NR™ — U,
genau dann eine wohldefinierte Bijektion ist, falls f|y, injektiv ist und

W(R™) = Bild ¢ N f(U,).

=

Es ist dann

(flgt o vlgm)™ =97 o flu,.
(<) Zu zeigen ist, daBB T, f injektiv ist. Die Kartendarstellung von f beziiglich der
Karte f|{]T1 o |gm von M um z und der Karte ¢ von N um f(z) ist aber gerade die
Inklusion incl : R™ — R"™, also immersiv.

(=) Der Rangsatz impliziert, dafl Karten ¢ und 1 existieren, s.d. lokal
Yp~lo fop=incl:R™ — R".
gm . Sei Dom ¢ so klein gewihlt, dafi f(Bild ¢) C Bild ¢

Insbesonders ist fo ¢ =1

und sei U, = ¢(Dom ). Dann ist f |5T1 o Y|pm = ¢ also ein wohldefinierter Diffeo-
morphismus.
Ylrm =tpoincl = fop = flglotplrm = flgl o fop=9p. O

21.5 Folgerung. Es sei f € C®°(M, N) eine Immersion und g : P — M eine stetige
Abbildung mit fog € C°(P,N).
= g ist selbst glatt. O

21.6 Bemerkungen

(1) Dabei ist die Stetigkeit von g wesentlich: Sei ndmlich ¢ : |—-m, 7] — |-m, 7,

definiert durch
T—tfirt>0

g:t— 0 furt=20
—m—tfirt<o
und f : (77r,7r) — R? definiert durch f(t) := (sint, — sin 2t)
x a gimszgb

e e Q0
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Dann ist f o g glatt, aber g ist nicht stetig, ergo auch nicht glatt.

(2) Eine Mannigfaltigkeit M, die Teilmenge einer Mannigfaltigkeit N ist, heifit M-
MERSIVE TEILMANNIGFALTIGKEIT, falls die Inklusion incl : M — N eine Immersion
ist. Eine immersive Teilmannigfaltigkeit ist im allgemeinen keine Teilmannigfaltigkeit,
wohl aber umgekehrt. (Siehe auch Einbettungen.) f : R — R? ist injektive Immersion,
aber f(R) ist keine Teilmannigfaltigkeit des R2.

Die Mannigfaltigkeitsstruktur einer immersiven Teilmannigfaltigkeit ist im allgemei-
nen nicht durch die von N festgelegt. Seien c¢,cp : (—m,m) — R? definiert durch
c1(t) = (sint, —sin2t) und co(t) := (sint,sin2t). Dann erzeugen sie verschiedene
Mannigfaltigkeitsstrukturen.

= (Sne) 2=(ny)

C/\/) ERIET S % (M~ R

21.10 Definition (Einbettung)

Es sei f: M — N glatt, dann heifit f EINBETTUNG :& f ist injektive Immersion
und f: M — f(M) ist ein Homdomorphismus, dabei trage f(M) die Spurtopologie
von N.

21.11 Satz (Charakterisierung von Einbettungen).

Ist f € C°(M,N), dann ist f Einbettung < fiir jedes x € M gibt es eine Karte
W von N zentriert bei f(x), sodafi f=! o |gm : Domeyp NR™ — f~1(Bildy) ein
wohldefinierter Diffeomorphismus (und somit eine Karte) ist.

Beweis. Man bemerke zuerst, dafl fiir ein injektives f die Zusammensetzung
f~toahlgm : Domep NR™ — f~1(Bild )

genau dann eine wohldefinierte Bijektion ist, wenn ¢ (R™) = Bild ¢ N Bild f. Dann
ist (f~1otlpm) t =910 f.

(<) f mufl 1nJekt1V sein. Sonst sei 9 eine Karte um f( 1) = f(x2), mit 2, 7$ Z9, dann
sind z1, 29 € f1(Bild ), aber (¢! o f)(x1) = (¢! o f)(x2), also ist £~ o) nicht
wohldefiniert.

-f ist immersiv nach |[(21.4)]

-f ist Homoomorphismus aufs Bild: Sei U C M offen. Wir miissen zeigen: f(U) C
f(M) ist offen beziiglich der Spurtopologie von N auf f(M). O.B.d.A. sei U C
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f~1(Bild ) fiir ein v mit obiger Eigenschaft. Dann ist
(f ' odlem)"H(U) CR™
offen, also existiert ein W C Dom 1 offen, mit
WNR™ = (f~' o ¢plrm) ™ (U),
und es ist f(U) = (W) N Bild f, also offen in der Spurtopologie, denn
¥ : R™ N Dom — Bild f N Bild ¢ ist bijektiv =
= P(W)NBild f = (W NR™) = 4((f ' o plrn) (V) =
= (oy~lo f)U) = f(U).

(=) Sei f eine Einbettung. Da f eine Immersion ist, existiert fiir x € M ein U, C M
offen und eine Karte ¢ um f(z), sodafl

ftoy|gm : Domy NR™ — U,

ein wohldefinierter Diffeomorphismus ist. Da f ein Homdomorphismus auf das Bild
ist, gibt es W C Bild ¢ offen mit WNBild f = f(U,). O.B.d.A. sei Bild¢y = W, dann
ist U, = f~1(Bild ), denn

Us=(f"" o f)(U,) = 7 (WNBildy) = £ (Bildy). O

21.12 Definition (Teilmannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M einer Mannigfaltigkeit N, die die obige Eigenschaft beziiglich der
Inklusion incl : M < N besitzt, heilt (REGULARE) TEILMANNIGFALTIGKEIT. Die-
se Definition stimmt fiir N = R" mit der in gegebenen {iiberein. Das Bild
jeder Einbettung ist also eine reguldre Teilmannigfaltigkeit, und die Einbettung ist
Diffeomorphismus aufs Bild.

21.13 Whitney’scher Einbettungssatz.

Es sei M eine zusammenhingende separable (und somit parakompakte) C'°°-Mannig-
faltigkeit der Dimension m, dann existiert eine Finbettung von M in einen endlichdi-
mensionalen Vektorraum. Jede abstrakte Mannigfaltigkeit lGfst sich also als Teilman-
nigfaltigkeit eines R™ realisieren.

Fiir elementare Beweise siche z.B. [79, S.73] mit n > 2m oder [57, S.55] mit n =
2m + 1.

Beweis. Sei {¢; : 0 < i < m} ein endlicher Atlas ((19.11))) und sei f; eine zu {Bild ¢); }
gehorige Partition der Eins. Setzen f: M — [ (R x R™) durch

= (fi@), @) (@) -
Diese Abbildung f ist dann glatt.
f ist injektiv:
Angenommen f(z) = f(Z), dann gibt es ein i, sodaf} f;(z) > 0. Falls Z derart ist, daB
fi(Z) > 0 so liegt 2,7 € Bild; und es ist f;(x)y; *(z) = f;(2)¢; ' (Z). Da fi(x) > 0
ist folgt v; '(x) = ;! () und schlieflich x = Z wegen der Bijektivitit von ;.
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f besitzt eine lokale Linksinverse:
Sei dazu

1
Vi:={(t,y):t; >0, Vi € Dom ; },

gi :Vi_>Mv (tay)'_)"r/)i(ti_l'yi)
Uy :=fY(V;))={x e M: fi(x) >0}

Dann ist g; o f = id auf U;, denn

fi@)pi ()

Ui9x'—>gi0f(x):1/fi< F.(2)

) =it @) =

f ist Immersion:
Tp(gio f) = To(id) = Ty gi o T f
impliziert, da3 T}, f injektiv ist und somit f eine Immersion ist.

f ist ein Homéomorphismus aufs Bild:

Sei ndmlich (x,) € M eine Folge mit f(x,) — f(z). Dann gilt (giof)(z,) — (giof)(z)
fiir alle 4. Da ein 4 existiert mit f;(x) > 0, ist € U; und ebenso fast alle z,,. Also
gilt x, = (97" o f)(zn) — (97 0 f)(z) = z. O

21.14 Bemerkungen

1. Es sei M eine m—dimensionale Mannigfaltigkeit, dann 148t sich M in R”
einbetten, wobei
(i) fiir n = 2m + 1 der Bewelis relativ einfach ist, siehe [57], S.55];
(ii) fiir n = 2m stammt er von [25].
Vermutung: Das minimale n = 2m — a(m) + 1, wobei a(m) die Anzahl der
Einser in der Dualentwicklung von m ist.
Welches n ist notig fiir Immersion?
(i) fiir n = 2m ist der Beweis relativ einfach, siehe [57), S.24]
(ii) fir n = 2m — 1 stammt er von [25] Vermutung: Das minimale n =
2m — a(m) um Immersionen zu erhalten. Diese Vermutung konnte schliefflich
bewiesen werden! Auf kompakten Mannigfaltigkeiten von [12] und allgemein
von [4].

2. Der Rang-Satz liefert uns auf einfachste Weise weitere regulére Teilmannigfal-
tigkeiten:
Sei f € C°°(M, N). Dann gilt rang(T,,f) =7 V o € M = f~1(y) ist regulire
Teilmannigfaltigkeit von M.
Bew.: Dies ist lokale Eigenschaft, wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, daf}
M C R™ offen, N C R™ offen, dann folgt aus dafl f lokal wie (z,y) —
(z,0) aussieht und das Urbild f~1(0) somit wie {0} x R™~".

23. Faserbiindel

FEine stirkere Eigenschaft als Submersivitdt werden wir jetzt kennenlernen:
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23.1 Definition (Faserbiindel)

Eine glatte Abbildung p : P — M heifit FASERBUNDEL :< p ist lokal trivial, d.h.
YV y € M existiert eine offene Umgebung U C M, eine C'*°-Mannigfaltigkeit F' sowie
ein Diffeomorphismus v : U x F — p~(U), sodaf} folgendes Diagramm kommutiert:

<

UxF = p1(U)——=P
S
UM

dabei heift F' TYPISCHE FASER (Auf Zusammenhangskomponenten von M sind alle
Fasern diffeomorph).

Ein Faserbiindel p ist eine UBERLAGERUNG :& die typische Faser F von p ist diskret.
Dies ist die glatte Version von der Definition, die wir in |(3.5)| gegeben haben.

23.2 Beispiele von Faserbiindeln

1. Fiir zwei Mannigfaltigkeiten M und N ist pr; : M x F — M, (x,y) — x ein
Faserbiindel mit typischer Faser F. So geartete Faserbiindel heiflen GLOBAL
TRIVIAL (oder kurz trivial).

2. Die Projektion M”ob — S des Méobiusbandes auf die Mittellinie ist ein Fa-
serbiindel mit typischer Faser (—1,1) & R.

- S‘!
B Faser (‘1,7)

3. Die Hopffaserung: S® — P{ 2 S? ist Faserbiindel mit typischer Faser S!, siehe
(11.7)

Beispiele von Uberlagerungen sind:

4 Die Abbildung R — St gegeben durch ¢ +— (cost,sint) ist eine abzihlbarblit-
trige Uberlagerung.

=5
=)
XY
1. Folgende Abbildung R x (—1,1) — M”0ob
(cos2¢)(1 + tcosyp)

(f) — | (sin2¢)(1 4 tcos )
tsing

ist eine abzihlbarbléttrige Uberlagerung. Daraus erhilt man eine zweiblittrige
Uberlagerung des Mébiusbandes durch dem Zylinder S* x (—1,1) mittels

(z,y,t) — ((a:z — ) (1 +tx), 2zy(1 + tx),ty).
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2. 8™ — P™ ist eine zweiblittrige Uberlagerung, siehe Aufgabe 72.53
3. 9% — SO(3) und S? x S% — SO(4) sind zweiblittrige Uberlagerungen, siehe
Aufgabe [(72.66)[ und [(72.67)]

25. Tangentialbiindel

25.1 Motivation

Wir wollen gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung auf Mannigfaltigkeiten
behandeln. Dazu betrachten wir zuerst den klassischen Fall:Ist eine Differentialglei-
chung 2/(t) = f(x(t)) bzw. z'(t) = f(t,x(t)) gegeben, wobei f : U - R", M =U C
R™ offen ist, so erhilt man als Losung zur Anfangsbedingung x(0) = xg eine lokal
definierte differenzierbare Kurve z : (a,b) — U.

Wir wollen nun U durch eine Mannigfaltigkeit M ersetzen. Als Losungskurve x :
(a,b) — M werden wir wohl eine differenzierbare Kurve in der Mannigfaltigkeit
erhalten. Deren Ableitung z’(t) an der Stelle ¢ ist ein Tangentialvektor in ToyM.
Die die Differentialgleichung konstituierende Funktion f muf folglich Punkte x € M
auf Tangentialvektoren in diesen Punkten abbilden:

f:M>p f(p)€T,M, dh. f:M— || T,M,
pEM
wobei LlpeM T,M die disjunkte Vereinigung aller T, M mit p € M bezeichnet.

25.2 Definition (Tangentialbiindel)

Sei M eine Mannigfaltigkeit, so ist der TANGENTIALRAUM von M definiert durch:
™™ = | | T,M = | {p} x T, M.
peEM peEM

Auf TM existiert eine Abbildung 7a; : TM — M, definiert durch mas : {p} x T, M >
(p,v) — p € M, die sogenannte FUSSPUNKTABBILDUNG. Jedes glatte f : M — N
mit der TANGENTIALABBILDUNG von f bei p: T),f : T,M — Ty, N induziert eine
Abbildung T'f : TM — TN, die sogenannte TANGENTIALABBILDUNG von f, die
durch (T'f)(p,v) := (f(p), Tpf(v)) definiert ist. Es ist also T'f|r,p = Tpf : TyM —
TN linear.

Seien f: M — N und g : N — P glatt, dann nimmt die Kettenregel die sehr einfache
Gestalt

T(gof)=TgoTf
an, wie folgende Rechnung zeigt:

(T(go f))(z0) = (g0 F)(@). Talg 0 f)(v))
= (404 ()), Ty 9((T2)(0)))
(TgoTf)(@,v) = Tg(T f(w,0)) = Tg(f (x), Tuf (v))
= (9(f @) Ty (L))
Weiters gilt Tidys = idpy und (Tf)~1 = T(f71).
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25.3 Bemerkungen

Um von f schone Eigenschaften (insbesondere Differenzierbarkeit) fordern zu kénnen,
brauchen wir eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur auf TM = |_|IG v LM . Betrach-
ten wir dazu vorerst wieder Teilmannigfaltigkeiten M eines R™.

Sei M = U C R™ offen, dann ist 7, M = R™ und somit TM = UpeM{p} xR™ = M x
R™. Fiir eine glatte Abbildung f : R™ D U — V C R" ist die Tangentialabbildung
Tf:UXxR™—V xR" gegeben durch (Tf)(z,v) = (f(x), f'(x)v)).

Sei nun M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und sei ¢ : R™ D U — W N M eine lokale
Parametrisierung. Dann ist

TM = | J{p} x T,M C M xR" CR" x R" =R*".
peEM

Weiters ist T : R*™ D U x R™ = TU — TM, (z,v) — (¢o(z),¢'(z)(v)) eine lokale
Parametrisierung von T'M: Sie ist klarerweise C*° und ist auf der offenen Teilmenge
TU des R?™ definiert.

Die Jacobimatrix von T'¢ bei (z,v) ist:

( aa%w(x) 6%w(ﬂﬂ) ) _ (s&’(w) 0 ) _

2:¢ (@)(v)  Zp¢'(2)(v) * (x)

Da ¢ regulir ist, ist ¢’(z) invertierbar und somit auch die Jacobimatrix von T, d.h.
T ist regulér.

Sei f: M — N glatt und seien ¢ : R™ — M sowie 9 : R® — N lokale Parametri-

sierungen. Dann sind T'¢ und T lokale Parametrisierungen von T'M und T'N nach
(2). Die lokale Darstellung von T'f beziiglich dieser Parametrisierungen ist:

(TY) " oTfoTe=TH " )oTfoTe=T""ofop).

Da die lokale Darstellung ©¥~! o f o ¢ von f glatt ist, gilt gleiches auch fiir die von
Tf, also ist auch T'f glatt.

Falls nun M eine abstrakte Mannigfaltigkeit ist, dann sollten wir mittels der Karten
¢ :RM DU — M von M einen glatten Atlas {T'¢ : TU = U x RM — TM}
von T'M definieren konnen. In der Tat zeigt die selbe Rechnung wie fiir konkrete
Mannigfaltigkeiten, dafl der Kartenwechsel glatt ist.

25.4 Lemma (Tangentialbiindel als Faserbiindel). Fiir jede Mannigfaltigkeit M
ist TM —"— ein Faserbiindel.

Beweis. Wir miissen lokale Trivialisierungen von T'M —— M finden. Sei dazu ¢ :
U — M eine Karte von M. Dann ist ¢ : U — ¢(U) C M ein Diffeomorphismus auf
eine offene Teilmenge von M und Ty : U x R™ = TU — T M ist eine Karte von T M

nach [(25.3)l Das Bild von T ist
Bild(T) = {(z,v) e TM :z € Bildp =V, ve T, M}
={(z,v) ETM : x € V} =1 (V).
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25. TANGENTIALBUNDEL 25.6

Eine Trivialisierung von m iiber V ist nun durch folgendes Diasgramm gegeben:

-1 m

TM <~ (V) <2 1U =~ U x RM<"2y x g
R

D —1
M<~—2y<" 7 N U<—27 1% O

Bemerkung

Wir haben noch eine zusitzliche Struktur auf TM, denn die Fasern T, M = 7~ !(xz)
sind Vektorrdume und Ty : R™ = TyR™ — T, M ist linear.

25.5 Definition (Vektorbiindel)

Ein Faserbiindel p : E — M heifit VEKTORBUNDEL (VB), falls alle Fasern p~!(z) =:
E, Vektorrdume sind und fiir jedes o € M eine offene Umgebung U C M sowie eine
Trivialisierung 1 existiert,

IR =

U x RF —————p (V)
K /
U

die faserweise linear ist, d.h. ¢, := ¥ (z,.) : R¥ — E, ist linear fiir jedes z € U. So
eine Trivialisierung heifit dann VEKTORBUNDELKARTE.

Unter einem Vektorbiindel £ — M kann man sich eine Familie {E, : x € M} von
Vektorrdumen vorstellen, welche durch M in einen gewissen Sinn glatt parametrisiert
ist.

25.6 Satz (Tangentialbiindel als Vektorbiindel).
Das Tangentialbiindel TM — M jeder Mannigfaltigkeit M ist ein Vektorbindel.

Beweis. Sei ¢ : R™ O U —= .V C M eine lokale Trivialisierung von M. Dann
erhalten wir eine lokale Parametrisierung ¥ von T'M als oberste Zeile des folgenden
kommutativen Diagramms:

VxR £ v L2 Ty

g l”

Vv

kel
=
-
-
|
kel
=
—
-

IR |6

Bleibt zu zeigen, dafl v — ¥(z,v) von R™ — {x} x T, M linear ist. Diese Abbildung
ist aber
v (97 (@), 0) = Tole™ (2),0) = (p(e™ ! (2)), ¢ (07! (2))(v))
—_———

=x

und als Ableitung klarerweise linear. O
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25.7 Bemerkungen
1. Der Vektorbiindelkartenwechsel
Yyl oy (UNV)xRF - p~{(UNV) —» (UNV) xR,
(z,v) = (z,9u(z) v) = (2, (W ovy)(x) - v)
hat als wesentliche Komponente die Abbildung
wVU :UNV — L(k,k),
(a)‘,’l/JVU(CL‘) -U) = (z/J‘jl oy)(z,v).
Diese Abbildung 9y heifit TRANSITIONSFUNKTION. Folglich hat 1y Werte
in GL(k) C L(k, k), denn die Inverse zu vy (z) ist Yyy(x).
2. Im Falle des Tangentialbiindels TM — M erhalten wir Transitionsfunktionen
wie folgt:
= (z,0/(pi (@) (v)) =
(z,9i3(2)(v) = (i~ o y) (2, v)
_ -1 _
= = (o (@ e @) (@ (e @) )
= (2, (0 o 9y) (0 (@) (W) =
= (@) = (g o wy) (9 (@)
1

Also sind diese im Wesentlichen die Ableitung des Kartenwechsels ¢; 7" o ¢;
von M.
3. Die Transitionsfunktionen erfiillen allgemein die Kozykel-Gleichungen:

d}UgUQ (1‘) o 1/)U2U1 (1‘) = ngUl (I) fir alle x € Uy NU; N U3
Yyy(z) = idgn fiir alle x € U

4. Nach Konstruktion ist die Abbildung ¥yy : (UNV) x R¥ — R* mit ¢yy
(z,v) — Yyy(z) v glatt. Und wir behaupten nun, dafl dies dazu dquivalent ist,
daB Yyy : UNV — GL(k) C L(k, k) selbst glatt ist. Um das zu beweisen, be-
zeichnen wir mit m die glatte (da bilineare) Multiplikation L(k, k) x L(k, k) —
L(k, k).

(<) Dies gilt, weil

Yyy =mo (Yyy xid|ge) : (UNV) x R¥ — L(k, k) x RF — R¥

(=) Umgekehrt gilt: Yyy : UNV — L(k, k) ist C>, falls evy o Yy glatt
VY y € RFist. Das ist der Fall, denn

evy o Pyu () = Yvu(x) -y = dyvu(a,y)
= evy o vy = dyvu(,y) ist C* VY y.
5. Eine Familie von Trivialisierungen ¢y : U x R¥ — p~}(U) des Faserbiindels
p:V — M mit der Eigenschaft, daf ¢y : UNV — GL(k) glatt ist, definiert
eine Vektorraumstruktur auf den Fasern V, vermoge der Abbildung vy, die

{x} x R¥ auf V, isomorph abbildet. So wird p : V — M ein Vektorbiindel und
{Yu} ein VB-Atlas.
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6. Aus wissen wir, daf} sich eine Mannigfaltigkeit aus ihren Kartenwech-
seln zuriickgewinnen 148t. Bei Transitionsfunktionen eines VB haben wir eine
dhnliche Situation: Sei U eine offene Uberdeckung von M. Ein Kozykel von
Transitionsfunktionen, d.h. eine Familie von glatten Funktionen ¢y : UNV —
GL(k) tir U,V € U, welche die Kozykel-Gleichungen erfiillt, definiert ein bis

auf Isomorphie eindeutiges Vektorbiindel.

Um das zu zeigen, definieren wir: E, := {(U,w) : € U, w € R¥}/ ~, wobei

(U,w) ~ (Viw') & w' =pyv(z) - w.

Es ist F, ein Vektorraum, da ¢y (z) : w — [(U,w)], ein Vektorraum-Isomorph-

ismus ist R¥ — E,. Die disjunkte Vereinigung

E:= || E.= | ({a} x Ex)

zeM zeM

ist ein Vektorbiindel iiber M mit der Fulpunktabbildung £ > (z,v) — z € M.

Esist E|ly :=p~1(U) =

zeU
Yu
(-Twa(x) 'U) (.%‘,U)
pry pry
X x

und sehen,dafl ¢y Trivialisierung ist.
Fiir den Kartenwechsel gilt:

(w;1 © ’[/)U)('r’ w) = w;l(a?,’(/)[](l‘) ’ w) = (.13, w/)’
wobei aus [(V,w")] = [(U,w)] folgt, da (z,w) — (z,Yvu(z) - w).

E, = U xRF. Wir erhalten folgendes Diagramm:

25.8 Lemma (Einschrinkung eines Vektorbiindels). Sei p : E — M ein Vek-
torbiindel und A C M eine Teilmannigfaltigkeit, dann ist E|, = p~1(A) — A ein

Vektorbiindel.

Beweis. Da E — M einen VB-Atlas besitzt, existieren VB-Karten vy, fiir die gelten:

Ely = p~'(U) ¥— U x R¥

P\L PH\L
U=U

Eine Einschrankung auf A liefert:

|
(Bl =p (U N AL — U A xR

UNA=—————=UnA
Wir sehen also, dal ¥y |ge« 4 eine Vektorbiindelkarte fiir F|,4 ist. O
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25.9 Definition (Vektorbiindelhomomorphismen)

Sind p : V.— M und ¢ : W — N Vektorbiindel, so heifit eine glatte Funktion
J VEKTORBUNDELHOMOMORPHISMUS fiiber f : M — N, falls folgendes Diagramm
kommutiert und f; : V; — Wy, linear ist V. z € M.

!

V ——

|

M——N

25.10 Lemma. Das Tangentialbiindel ist durch folgende Eigenschaften bis auf Iso-
morphie eindeutig festgelegt: Fiir jede abstrakte Mannigfaltigkeit M ist mit wp; -
TM — M ein Vektorbiindel iber M gegeben, und fir jedes glatte f : M — N ein
VB-Homomorphismus T'f : TM — TN fdiber f, sodaf$ gilt:

1. T(idy) =id(TM), T(fog)=TfoTg “Kettenregel”

2. Es gibt einen natirlichen Isomorphismus zwischen TR™ und R™ x R™, d.h.

TR" <— R" x R"
ﬂl prll
R?" =———R"
3. SeiU Oﬁgm M. Dann gilt: T(incl) : TU — TM |y ist ein Isomorphismus.

Ohne Beweis, siche [51), S.122ff].

26. Teilvektorbiindel

26.1 Definition (Teilvektorbiindel)

Esseien p: E — M, q : FF — M zwei Vektorbiindel, sodafl F, Teilvektorraum von
E, ist V z € M. Dann heifit ¢ : ' — M TEILVEKTORBUNDEL von p : £ — M, falls
zu E ein VB-Atlas {1y} existiert, der F|y auf U x R™ abbildet, d.h. 9y : U x RF =
Ely =p Y (U) und ¢|(U x R") : U x R" 2 F|y.

Das bedeutet, daf§ ¢y (x) den “konstanten” Teilraum R™ genau auf F, dreht.

26.2 Proposition (Bild eines Vektorbiindelmonomorphismuses).

Seien q: F — M, p: E— M zwei VB, f: F — E ein VB-Monomorphismus (d.h.
ein faserweise injektiver VB-Homomorphismus) tber idys, d.h. folgendes Diagramm
kommutiert:

f

F—F
id
M—M
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Dann gilt: f(F) ist ein Teilvektorbiindel von F und ist isomorph via f zu F — M:

F— > f(F)
‘Ii J/pf(F)
M=—=M

Beweis. Da lokal beide VB trivial sind, nehmen wir 0.B.d.A. an, da} F = M x R"”
und E = M x RF ist, sodaB

f:MxR® — M xR mit f(z,v) = (z, f(v)).

Da f,, : R" — R* injektiv und linear ist, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf:
fzo = incl : R® — R¥. Sei pr eine Projektion R¥ — R™ zu incl, dann ist proincl =
id € GL(n) C L(k, k) offen. Die Abbildung = — pr of, ist eine Abbildung von M nach
L(k, k), lokal um xz( sind ihre Werte aber in GL(n). O.B.d.A. sei M diese Umgebung
von xq. Es gilt:

P
MxR*xRF"—— M xRF=F

inclT inclT
M xR"
M x re ACCED ey

idT fT
MxR'— 4 o M xR"=F,
wobei ¢ : (z;v,w) — (z; fz(v) + (0,w)) dann eine VB-Karte mit Umkehrabbildung
67 (2 (@ ((prefe) " opr) (2),2 = fu ((rof) ™ opr)(2) )

ist und f(F') entspricht M x R™. Es ist also f beziiglich dieser Karte die Inklusion
M x R" — M x R™ x {0}F—". O

26.3 Folgerung (Tangentialbiindel einer Teilmannigfaltigkeit).
Sei A C M eine requlire Teilmannigfaltigkeit.

L Vi

pa l Pm i
A _ ———— A
Dann ist TA = Tincl(T'A) ein Teilbindel vom TM|4. O
26.4 Folgerung (Tangentialbiindel von Summen und Produkten).
Die folgenden Diagramme beschreiben Vektorbindel-Isomorphismen:

T(pr;): LI T incl

T([] M) 2 [1 1M, T M)~ || TM;
ﬂnl\/jii Hﬂ-Mii \Lﬂ'LIIMi LlTl']\lii
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26.5 Lemma (Pull-back Biindel). Seip: E — M ein VB, f : N — M glatt. Dann
ezistiert eine natirliche VB-Struktur auf dem ZURUCKGEZOGENEN VEKTORBUNDEL
f'p: f*E — N mit f*p: Egp 5 v — x, wobei f*E := ||,y Efe ist. Auflerdem
existiert ein VB-Homomorphismus p*f : f*E — E mit p*f : Ey, Sv— v € E.
Diese Zuordnung hat folgende universelle Eigenschaft: Fiir jedes andere VB q: F —
N und VB-Homomorphismus f : F — E diber f existiert ein eindeutiger VB-
Homomorphismus fT : F — f*E dber idy, der das folgende Diagramm kommutativ
macht:

F

e 7
s \\

PE———

p*f B
q frp \LP
M

N ——

f

Beweis. Wir konnen f*FE folgendermafien als Teilmenge von N x E aufgefassen:
"EXN xp E:={(z,v): f(z) =pv)} SN x E.

Dap: F — M Submersion ist, folgt aus (f und p sind transversal zueinander),
dafl N x s E eine regulire Teilmannigfaltigkeit von N x E ist und f*(p) = pry [INxm E,
sowie p* f := pry [N x s F glatt sind. Die Regularitét von N x p; E bewirkt dann die
gewiinschte universelle Eigenschaft:

F-

\

\ ! VV& pra
\ Nxy E——E

N

N—7

Der gesuchte, eindeutig bestimmte VB-Homomorphismus f¥ ist also im Wesentlichen

durch f* = (q, f) gegeben.

Noch zu zeigen ist, da: N x 3 E — N ein VB ist und p* f sowie f+ VB-Homomorphis-
men fiir jeden VB-Homomorphismus f sind. Dazu brauchen wir die lokale Trivialit:it
von N xpr E — N, die aber aus jener von E — M folgt, da Einschrénken mit
Zuriickziehen vertauscht.

Fir U C M gilt:

(Fls- )" (Blo) = {

{
=

(z,v):x € fHU), ve E|y, plv) = f(:v)}
(z.0) 1w € f7HU), v € B, plv) = f(2) ]
“E|pa o) weil p(Ely) 2 (/71 (O)),
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und weil das Pull-back eines trivial Biindels trivial ist, also fiir trivialisierende Um-
gebungen U folgendes gilt:

Pl = (fly-10)" (U xR™) = f7HU) x R"

Das Zuriickziehen von VB-Isomorphismen liefert VB-Isomorphismen. Da E|y = U x
R* ist, folgt, daB8 (f*E)|f~1(U) = f~1(U) x R¥ ist. Die VB-Operationen ergeben sich
aus der universellen Eigenschaft, ebenso auch die Faserlinearitét von f* und p*f. O

26.6 Lemma (Einschrinkung als Pull-back). Ist p : E — M ein Vektorbindel
und A eine regulire Teilmannigfaltigkeit von M, dann gilt E|4 = incl* E.

Beweis. Klarerweise hat pl,-1(4) : E|la = p~'(4) — A die universelle Eigenschaft
von Lemma da p~1(A) regulire Teilmannigfaltigkeit von E ist (p ist Submer-
sion). Somit ist F|4 zu incl*(E) isomorph. O

26.7 Lemma (Exakte Vektorbiindelsequenzen splitten).

Sei By —— E, —2— FEy eine kurze exakte Sequenz von VB diber M. (d.h. i und
p sind VB-Homomorphismen tber idys, © faserweise injektiv, p faserweise surjektiv
und faserweise gelte: Bild(i, ) = Ker(p,)). Dann gilt: E1 = Ey @ Es.

Beweis. Konstruiere lokal einen Isomorphismus ) zwischen E! und E°@® E2. Lokal ist
E°|ly 2 U xR™ und El|y =2 U xR™, wie auch E?|y 22 U x RF fiir geeignete n, m, k €
N. (Wir kénnen also ein inneres Produkt auf den Fasern von E' verwenden.) Da i, :
EY — Bild(i,,) ein Isomorphismus ist, ist i, a4, : Bild(iz) — E? wohldefiniert und
E! =~ Bild(i,) @ Bild(i,)" ist ein Isomorphismus beziiglich eines inneren Produkts.
Es ist p, : Bild(i,) — E2, da p, surjektiv und Bild(i,) = Ker(p,) ist. Wir definieren:
Vo = iy pila@,) © pe mit Bild(i,) @ Bild(i,)* — E? @ E2, dadurch ist ¢ lokal
(“iiber U”) auf jeder Faser definiert. Sei nun {U} eine Uberdeckung von M mit
trivialisierenden, offenen Mengen und {fy} eine zugehérige Partition der Eins. Ein
globaler Isomorphismus von E! nach E°® E? wird dann durch ¢ := > fU'lZ)U definiert.

O

27. Vektorfelder

27.1 Definition (Schnitte von Biindeln)

Unter einem SCHNITT ¢ EINES VEKTORBUNDELS (oder Faserbiindels) £ —2— M
versteht man eine Abbildung o : M — E, welche poo = idy erfiillt. Die Schnitte des
Tangentialbiindels TM — M heiflen VEKTORFELDER (VF) auf der Mannigfaltigkeit
M.

Den RAUM DER GLATTEN SCHNITTE {0 € C*®°(M, E) : po o = id} bezeichnet man
mit T'(F —) oder kurz mit I'(E), wenn die Fupunktabbildung klar ist.

Die Menge aller GLATTEN VEKTORFELDER auf M bezeichnen wir auch mit X(M) :=
T(TM —=).

Schnitte kénnen addiert und mit reellwertigen Funktionen f auf M punktweise mul-
tipliziert werden. Somit ist I'(E -2 M) ein Vektorraum und sogar ein Modul iiber
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C>*(M,R), also ein “Vektorraum” iiber dem Ring C°°(M,R) (anstatt iiber einem
Korper), d.h. es gilt:

(8) (f+9)&=FE+g8 [f(E+n)=FE+ fn,
9) (f-9)&=flg-9), 1-£=¢

Wir wollen mit Vektorfeldern oder allgemeiner mit Schnitten von Vektorbiindeln kon-
kret rechnen. Dazu benotigen wir lokale Darstellungen.

27.2 Lokale Beschreibung von Schnitten

Lokal ist ein Schnitt s durch eine Abbildung 5 der Basis M in die typische Faser R*
gegeben.

(z,5(x))

$(2) =" (s(2)
Yu
\ )

Speziell fiir das Tangentialbiindel erhalten wir: Dem Vektorfeld £ entsprechen lokal
Abbildungen (5;);’;1 : M — R™, deren Gestalt von der Wahl der Karte ¢ abhéngt:

Ely U x RF

Tpo(p~ ' xR™)

TM|Bild ¢ _ Bild p x R™
:m /@;_1)

Bild(y)

Wir haben in gesehen, daf} falls (u',...,u™) = ¢! lokale Koordinaten auf
M sind, so ist (], = 32tlp,- .-, 0%l = auimhg) eine Basis von T, M fiir alle p im
Definitionsbereich U der Karte ¢ und der Isomorphismus T¢ o (¢~! x R™) bildet

die Standardbasis (x,e;) auf % ab. Jedes Vektorfeld ¢ 148t sich also auf U als
§=3"1" £L0f schreiben, wobei 97 die Vektorfelder p — 0|, = 52|, sind. Der Index
o der Komponenten ffo von & beziiglich der Basis 97 deutet die Abhéngigkeit dieser
Komponenten von der Basis an, die ja wiederum von ¢ abhéingt. Zumeist werden wir
diesen Index aber, wie allgemein {iblich, weglassen. Wir kénnen die Komponenten &*

berechnen, indem wir { = 3°, ¢’ 52 auf die lokale Koordinatenfunktion u/ anwenden:

£(u!) = (Zz 3 aii)(“j) =2 ¢ 55 =§;. Also ist £ = Zif(ui)aii'

27.3 Folgerung. Fin Vektorfeld £ ist genau dann glatt, wenn alle Komponenten ffa
glatt sind.
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Beweis. Dies folgt sofort daraus, dafi die lokalen Schnitte % glatt sind, was wieder-
um aus dem Diagramm

T id
TM|U <2V x R 225 U x R™

folgt, denn den Schnitt % ganz links entspricht rechts der konstante Schnitt = +—
(x,€). O

27.4 Beispiele von Schnitten

1. Das Tangentialbiindel von S™ C R"*! als Teilbiindel von TR"*!|gn = S™ x
R st TS™ = {(z,v) € S™ x R*"! : (x,v) = 0}. Insbesonders ist T'S? =
{(x,y,u,v) : 22 + 9% = 1, zu+yv = 0}, also T'S! =2 S x R mittels (z,y,t) —
(7, y,-ty, tx). Somit ist das Tangentialbiindel der S! trivial, und zwar ist es
der Zylinder.

2. Die Projektion: Mobiusband — S! ist auch ein VB, dessen Faser (—1,1) 2 R
ist.

Dieses VB ist jedoch nicht trivial, denn andernfalls hétte man eine globale
Trivialisierung :

b L1
§' x R —=>M7ob. 51— oh.
Sl _ Sl Sl Sl

mit (S, 1) N St = . So eine Abbildung gibt es aber nicht.

3. Auch T'S? ist ein Vektorbiindel. Um die Frage, ob es auch trivial ist, beantwor-
ten zu kénnen, nehmen wir an, es gibe eine Trivialisierung ¢ : $%2 xR? — T'S2.
Mit (., ;) hiitte man eine stetige Abbildung, die jedem 2 € S? einen nicht-
verschwindenden Tangentialvektor zuordnet, so eine Abbildung existiert aber
nicht (Tgelsatz [(50.11)]).

4. Da die S2 eine glatte Gruppenstruktur trigt, ist T.S% = $3 x R? wieder ein
triviales Vektorbiindel.

27.5 Definition (Linear unabhingige Vektorfelder)

Eine Familie von Vektorfeldern {&1, ..., &} auf M heiit UBERALL LINEAR UNABHAN-
GIG, falls {&|, : 1 <i <k} linear unabhéngig in T, M ist fiir alle p € M.
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27.6 Bemerkung (Parallelisierbare Mannigfaltigkeiten)

Eine Mannigfaltigkeit M hat ein triviales Tangentialbiindel genau dann, wenn sie
m = dim M {iberall linear unabhéngige Vektorfelder besitzt. Sie heifit dann PARAL-
LELISIERBAR. Ist T'M trivial, d.h.

TM<—§ M x R™

dann sind die & : & — ¥(z,e;) fiir 1 < ¢ < m linear unabhingiges Vektorfelder.
Umgekehrt definiert ¢(z, (v)),) := >, v%¢;(z) eine Trivialisierung von T'M, falls
{&}, linear unabhiingig ist. So besitzt S! ein linear unabhéingig Vektorfeld, da ihr
Tangentialbiindel trivial ist.

Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, wieviele linear unabhéngige Vektorfelder auf
den hoherdimensionalen Sphiiren existieren (“wie trivial also das Tangentialbiindel
ist”).

27.7 Satz (Linear unabhingige Vektorfelder auf den Sphéren).
Auf der S™ konnen genau m Vektorfelder linear unabhingig gewdhlt werden, wobei
n+4+1=2%%.cmita € Ny, b {0,1,2,3}, ungeraden c und m +1=8-a+b

Ohne Beweis, siche [30] und [EckmannJamesAdams]

Die Anzahl der linear unabhéngigen Vektorfelder auf den Sphéren hiangt mit der
Struktur gewisser Algebren zusammen:

27.8 Proposition. Es sei b : RFT1 x R*t1 — R*" 1 ¢ine bilineare Funktion, sodaf

1. Aus b(v,x) =0 folgt v =10 oder x = 0 (Nullteilerfreiheit),
2. 3 vy € RFL sodaff b(vg,z) =2 V x € R**L (Linkseinheit),

dann existieren k linear unabhdngige Vektorfelder auf der S™.

Beweis. Sei v € R¥*! dann ist die Abbildung R"*! — R"*! mit x s b(v, z) linear.
Mit den Abbildungen p : R**1\ {0} — S™ (Radialprojektion) und incl : S — R"**!
(kanonische Inklusion), kann ein glattes Vektorfeld &, : S™ — T'S™ wie folgt definiert
werden: &, = T)pob(v,.) oincl. Sind {vg,v1, ... v} linear unabhingig im R¥*! dann
sind {&,,, ... &, } linear unabhingig: Sei

k k
Z Aip;le =0 = 0= Z)\,-Tmp(b(vi,x)) = Txp(z )\ib(vi,x)>
i=1 i=1 ;
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Der Kern von T, p ist der von x erzeugte Teilraum im R?*! =

k
= > Aib(vi, ) = —XAox = —Aob(vo, x) fiir ein Ag € R =
=1

:>b(zk:/\ivi,x> =0;dax#0 =
i=0

k
= Z)\ivi:O = \N=0V 1
i=0
(weil die v; linear unabhiingig sind). O

27.9 Folgerungen.

1. Die Sphiren S', S3 und S” sind parallelisierbar:
Als bilineare Funktionen b : R*1 x R*"1 — R welche die Figenschaf-
ten (i), (it) von [(27.8) erfiillen, kénnen folgende R-Algebra-Multiplikationen
verwendet werden:

n=1 R*xR*—>R* R*=C
n=3 R'xR'—-R' R'>H
n=7 R®¥xR®—=R® RS Cayley-Zahlen (Oktaven)

2. Wenn n ungerade ist, dann besitzt S™ ein nichtverschwindendes Vektorfeld.
Fir b : R? x R — R wobei n + 1 = 2k fir k € N ist, kann die
Skalarmultiplikation mit komplexen Zahlen verwendet werden:

R? x R?* — R?¥
CxCF—CF
AL ) s (AT LA 0E)

3. Wenn G eine Lie-Gruppe mit neutralem Element e € G ist, so ist TG =
G x T.G. Der Isomorphismus ist durch

f = (T‘-(E)7 TLW(§)*1 ' 6) = (7T(§)7 T.u(o'n'(a:s)*l ) f))
gegeben, fir Details siehe|(67.2)

28. Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

28.1 Definition (Integralkurve)

Es sei £ € X(M), dann heifit ¢ : I — M (Losungs-kurve) INTEGRALKURVE des
Vektorfeldes £ durch p <

c(0)=p, (t)=¢Eqw firtel

Wir werden folgenden iiblichen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung von
gewohnlichen Differentialgleichungen in Vektorrdumen benutzen.
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28.2 Satz iiber gewohnliche Differentialgleichungen. Sei E ein Fuklidischer
Vektorraum (oder blof$ ein Banachraum) und f : R x E — E eine glatte Funktion.
Dann existiert ein offenes Intervall I um 0 in R und eine offene Kugel U um 0 in
E, so daf$ fiir alle x € U eine eindeutige Losung ¢, : I — E der gewdhnlichen
Differentialgleichung

c(t) = f(t,cx(t)) mit ¢, (0) =z
existiert. Weiters ist (t,x) — c;(t) glatt als Abbildung I x U — E.

Ohne Beweis. Siehe z.B. [31], 10.8.1 und 10.8.2].

Damit kénnen wir nun folgende globale Version auf Mannigfaltigkeiten beweisen.

28.3 Satz iiber gewo6hnliche Differentialglg. auf Mannigfaltigkeiten.
Sei & € X(M), dann gilt:

1. Zu jedem p € M ewxistiert eine eindeutige maximale Integralkurve c, zu &
durch p (d.h. jede andere Integralkurve ist eine Einschrinkung von c,), wo
cp: (17, th) — M glatt ist.

2. Istth < oo, dann gilt lim; ¢ c(t) = oo, d.h. fiir jede kompakte Menge K C M
ist ¢(t) nicht in K fiir t hinreichend nahe bei ¢4 .

3. Die Menge U = {(t,p); t* <t <t} CR x M ist eine offene Umgebung von
{0} x M. Die Abbildung F1* : U — M, definiert durch FI(t,p) := c,(t), ist
dann C* und heiffit der LOKALE FLUSS des Vektorfeldes. Falls q := Flg(s,p)
existiert, so ewistiert Flf(tJr s,p) genau dann wenn Flg(t, q) existiert, und die
beiden stimmen tiberein. Diese Gleichung heifit auch EINPARAMETERGRUPPEN-
EIGENSCHAFT, denn wenn FI° global definiert ist, dann ist (F1°)Y : R —
Diff (M) ein Gruppen-Homomorphismus.

Beweis. (1) lokale Existenz: O.B.d.A. sei U C R™ offen, £ : U — R™ glatt. Wir
suchen ein ¢ mit ¢/(t) = £.;) und ¢(0) = z. Dies ist eine gewohnliche Differentialglei-
chung, deren Losung eindeutig ist, weil £ lokal Lipschitz ist. Sie ist C*°, da £ glatt
ist.

Globale Existenz: Seien cj, co zwei Integralkurven. Die Menge {t > 0 : ¢1(¢) =
co(t)} ist eine abgeschlossene Teilmenge von Dom¢; N Dom cy. Angenommen es ist
Dome; N Domey # R, dann gibt es 0.B.d.A. ein ¢y mit ¢y := inf{t € Dome; N
Dom ey : ¢1(t) # ea(t)}. Klarerweise ist ¢1(tg) = c2(to). Nun sind aber ¢ (g + .) und
co(to + .) Integralkurven durch ¢ (tg) = ca(tp), diese stimmen lokal iiberein. Das ist
ein Widerspruch zur Eigenschaft des Infimums. Somit gibt es eine Integralkurve c,
mit Dom ¢, = [J{Domc : ¢ ist Integralkurve durch p}, welche offensichtlich maximal
ist. Wir setzen (t*,¢% ) := Dom c,,.

(3) Klarerweise ist {0} x M C U und FI1°(0, p) = ¢,(0) = p. Es existiere q := F1*(s, ),
dh. t? <s <t dar— Flg(r, p) die maximale Integralkurve mit Anfangswert p
ist und diese ist fiir t* < r <t definiert. Es ist ¢ — FI¢(t, F15(s,p)) die maximale
Integralkurve mit Anfangswert ¢. Sie ist fir t < ¢ < t% definiert. Fiir ¢ mit ¥ <
s+t < tf istt — FI¢(t + s,p) eine Losung mit Anfangswert ¢ = F1%(s,p). Also
gilt wegen der Maximalitdt und Eindeutigkeit von ¢ +— FI¢ (t,q) Gleichheit und t7 <
t? —s < —s < th —s < t. Insbesonders existiert also FIE(—S,q) und stimmt mit
F1I°(—s + s,p) = p iiberein. Also folgt aus Symmetriegriinden, daB t* < ¢t + s und
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t9 + s < t”. Zusammen ergibt daf ¢’ —t? = s = t! — ¢4 und somit existiert
FI¢(t + s,p) genau dann wenn F1°(¢, ¢) existiert und die beiden stimmen iiberein.
Wir zeigen jetzt, dal U C R x M offen in der Produkttopologie ist: Fiir p € M
existiert nach dem Satz iiber Differentialgleichungen im R™ eine offene Umgebung
von (0,p) € R x M, auf welcher der Fluf FI¢ definiert und glatt ist. Fiir p € M sei

I:={tce [07 tﬁ[ : F1° ist auf einer offenen Umgebung
von [0,t'] x {p} C U definiert und glatt}.

Wir zeigen nun indirekt, daf§ I = | O,t;r [ ist (analog geht man fiir t vor):

Angenommen I C [0715; [. Sei tg = inf([O,t;‘[ \ I). Es ist FI* auf einer Umgebung
von (0, F1*(to, p)) glatt. Wir wiihlen ein § > 0, sodaB [0, 6] x {F1*(ty — ,p)} in dieser
Umgebung enthalten ist. Es ist F1° nach Konstruktion von #y lokal um [0,t0—d] x {p}
glatt. Bs ist (s,q) — F15(s, F15(tg — 6, ¢) auf einer Umgebung von [0,6] x {p} glatt
und wegen der Einparametergruppen-Eigenschaft ist F1(s, FI°(to — 6, q)) = FI*(s +
to — 8,q), also ist FI* lokal um [ty — d,t0] x {p} glatt. Insgesamt ist FI* auf einer
Umgebung von ([0,tg — d] U [to — d,to]) X {p} = [0,to] x {p} glatt, also bildet to € T

einen Widerspruch zur Annahme.
Pl exish tur HI<S

Fl exish. far 14 4,-§

(2) Sei K € M kompakt. Angenommen es existieren (t,) — t} < oo, sodaB ¢,(t,) €
K fiir alle n. O.B.d.A. gelte ¢,(t,) — p' € K (K ist kompakt). Der FluB F1*(t,q) ist
wohldefiniert fiir [t| < & und g nahe bei p’. Fiir n geniigend grofl seien c¢(¢,) solche
Werte fiir ¢, d.h. FI(, ¢, (t,,)) ist wohldefiniert fiir |t| < e. Andererseits gilt:

Fl&(tv Cp(tn)) - Fl&(ta Fl&(tnap)) - Fl&(t + tnap) - Cp(t + tn)'

Also ist ¢, (s) wohldefiniert fiir 0 < s < £, aber auch fiir s =t +t,, mit [t| < e und n
beliebig, d.h. t,, —e < s < t, +¢. Sei t}, —¢/2 < t,,. Dann ist ¢, sicher fiir 0 < s < .
und t, —e < th —e < s <t +¢/2 < t, + ¢ wohldefiniert, also insgesamt fiir
0<s< tﬁ +¢/2. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, daf die Losungskurven
nur bis ¢ definiert sind (Widerspruch zur Maximalitét).
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28.4 Beispiel (Exponentialabbildung)

Es sei T' € L(n,n) und die Matrixmultiplikation von links S +— T o S definiere ein
Vektorfeld auf L(n,n). Gesucht ist die Losungskurve I' : R — L(n,n), die I''(¢t) =
T o (I'(t)), als auch T'(0) = S € L(n,n) erfiillt. Man definiert exp(T) := > (k!)~1T*
und zeigt, daf die Reihe absolut konvergiert. Die Losung obiger Differentialgleichung
lautet dann I'(¢) = exp(tT") oS, und der Fluf} ist Fi(t,S) = exp(tT)oS. Siehe Aufgabe
(72.50)

28.5 Definition (Vollstindige Vektorfelder)

Ein Vektorfeld ¢ heifit VOLLSTANDIG, wenn F1* global definiert ist (d.h. fiir alle t € R).

28.6 Bemerkungen

1. Aus Punkt 2 des vorigen Satzes folgt direkt: Ist M kompakt, so ist jedes
Vektorfeld vollstandig.

2. Falls M eine nichtkompakte Zusammenhangskomponente besitzt, dann exi-
stieren nichtvollstiindige Vektorfelder, z.B.: M =R, £(t) = 1+ 2, also ¢/(t) =
1+ ¢(t)%. Zum Anfangswert ¢(0) = 0 ist dann die Lésung c(t) = tan(t) nur fiir
t € (—m/2,7/2) definiert.

3. Sei M =R? £(z,y) = ya% und n(z,y) = (x2/2)6%. Wir behaupten, dafl £ und
n vollstandig sind:

FIE(t;2,y) = (x + ty, ),
FI"(t;z,y) = (z,y + tx?/2), denn

d

fiir n analog. Aber: £ + 7 ist nicht vollstandig!
Es ist (€ +0)|(ry) = Y= + “”2—2% und sei ¢(t) = (z(t), y(t)) eine Losungskurve.
Dann ist 2/(t) = y(¢t) und ¥/ (t) = 22(t)/2, d.h. 2”(t) = 2%(t)/2 = 2/ (¢)? =
x(t)3/3+C. Lost man die Differentialgleichung zum Anfangswert (y2 —z3)/3 =
0, fiir zp > 0, so zeigt sich, dafl F15™ nicht global definiert ist.

4. Sei FI:(p) := FI5(t, p). Weil die Losungskurven in einer offenen Umgebung von
p existieren, gilt fiir kleine ¢ : (Flf)_1 = Flit. Der Fluf3 Flf ist also ein lokaler

Diffeomorphismus.

32. Riemann-Mannigfaltigkeiten

32.2 Definition (Riemann-Mannigfaltigkeit)

Eine RIEMANN-METRIK auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Funktion g die jedem
Punkt x € M eine positiv definite symmetrische Bilinearform g, : T, M x T, M — R
zuordnet, sodaf fiir beliebige Vektorfelder £, € X(M) die Abbildung z — g, (&4, 1)
von M nach R glatt ist.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 130



32. RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN 33.1

Eine RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer
ausgezeichneten Riemann-Metrik g.

Ersetzt man die Bedingung der positiven Definitheit, durch die des nicht-Degener-
iertseins, d.h. v — (v,) und v — (-, v) ist injektiv als Abbildungen R™ — (R™)*, so
erhélt man eine PSEUDO-RIEMANN-METRIK und als zugehorige Mannigfaltigkeiten
PSEUDO-RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN.

32.3 Definition (Linge und Distanz)

Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit, dann kénnen wir die LANGE VON TAN-
GENTIALVEKTOREN &, € T, M als \/ g (&, &) definieren.

Falls ¢ : [0,1] — M eine glatte Kurve in M ist, so sei die LANGE ¢ definiert durch

L(c) := /01 \/ ey (€' (1), (1)) dt.

Wir haben auch eine Metrik d : M x M — R im Sinne der Topologie:
d(p, q) := nf{L(c) : c € CF(R, M); ¢(0) = p, ¢(1) = q}-

Wir zeigen nun, dafl diese Metrik die Topologie erzeugt:

Dazu zeigen wir zuerst, dafl d stetig ist. Fiir jedes glatte f : M — N gilt f({z :
dpg(x, o) < 1}) C{y : dy(y, f(zo)) < r} da Ly-g(f oc) = Ly(c). Verwenden wir
insbesonders Karten v : R™ D U — «(U) C M fiir f und verwenden, daf in der Kar-
tendarstellung g lokale Ungleichungen der Form M; - [v]? < (u*g).(v,v) < My - |v|?
mit My, Ms > 0 erfiillt, so erhalten wir die Stetigkeit von d.

Umgekehrt sei u(U) eine Kartenumgebung zentriert bei yg und V eine relativ kompak-
te offene Umgebung von 0 mit V' C U. Da d stetig ist gilt r := d(u(V), M \u(U)) > 0,
und somit ist {y : dg(y,90) < €} = u({z : du=g(x,0) < e}) fiir alle ¢ < 5. Weiters
finden wir wegen

L@ = [ Jw g < M [ 1e0)]dt = 24 L0

ein 0 < e < § mit {z: dy-y(2,0) < Ma|z| < e} CV. Also ist {y : dg(y,90) < €} =

u({z : dyrg(z,0) < e}) Cu(V) Cu(U).
Interessant ist es, die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten tatséchlich zu
finden. Dies ist ein Variationsproblem, welches wir in Paragraph|(57)|angehen werden.

33. Isometrische und konforme Diffeomorphismen

33.1 Definition (Isometrie)

Seien (M, g) und (N, h) zwei Riemann-Mannigfaltigkeiten und f : M — N glatt,
dann heifit f genau dann [SOMETRIE, wenn

Tmf : (TIM, gx) — (Tf(x)N, hf(x))
fiir alle x eine lineare Isometrie (siehe [(1.2))) ist.
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Bemerkung

Falls f eine Isometrie ist und ¢ : R — M glatt ist, so gilt:

b
Lh(foc) = / V(T o eV (). (f o ey (D)dt
b
- / V@@, e @)dt = L3(c)

Wir erhalten fiir die Distanz d(f(x), f(y)):

d(f(x). (y)) = inf{L}(c) : ¢ verbindet f(z) mit f(y)}
<inf{L{(f oc) : ¢ verbindet = mit y},

d.h. die Isometrie kann die Distanz nicht vergréfern. Falls f ein Diffeomorphismus
und eine Isometrie ist, so gilt: d(z,y) = d(f(x), f(y))-

Falls die Menge der Fixpunkte einer Isometrie als glatte Kurve ¢ parametrisiert wer-
den kann, so ist diese Kurve lokal die kiirzeste Verbindung je zweier ihrer Punkte: Wir
werden in [(58.4)|sehen, dafl lokal die kiirzesten Verbindungen existieren und eindeutig
sind. Da aber das isometrische Bild einer solchen Kurve gleiche Linge hat, muf es in
der Fixpunktmenge enthalten sein.

33.2 Satz von Nash. Jede abstrakte und zusammenhdingende Riemann-Mannigfal-
tigkeit (M, g) 1Gft sich isometrisch in einen R™, firn = (2m+1)(6m+14) einbetten.
Ohne Beweis, siehe [36].

33.3 Satz (Existenz von Riemann-Metriken).

Jede parakompakte glatte Mannigfaltigkeit besitzt (viele) vollstindige Riemann-Me-
triken, d.h. Riemann-Metriken, deren zugehorige Metriken d auf M vollstindig sind.

Beweis. Wir brauchen M nur in einen R™ einzubetten und dann die von der Stan-
dardmetrik induzierte Metrik zu nehmen, um eine Riemann-Metrik auf M zu erhalten.

Oder wir verwenden, dafl wir mittels Karten lokal Riemann-Metriken finden konnen,
die wir mit Hilfe einer Partition der Eins zu einer globalen Riemann-Metrik verkleben
diirfen, da “eine Riemann-Metrik zu sein” eine konvexe Bedingung ist. Die Existenz
vollsténdiger Riemann-Metriken werden wir in zeigen. O

33.4 Satz (Lie-Gruppe der Isometrien). Sei (M, g) eine zusammenhingende m-
dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit, dann ist

Isom(M) := {f € Diff (M) : f ist Isometrie}
eine Lie-Gruppe (zu einer Lie-Gruppe machbar) der Dimension hichstens %n(n—i— 1).

Die Gruppe Isom(M) ist also im Unterschied zur Gruppe Diff (M) aller Diffeomor-
phismen endlichdimensional.

Ohne Beweis. Siehe [T1] 2.1.2].
Da man mittels eines inneren Produktes Winkel zwischen Vektoren durch

(z,y)

Vi x)\/(y, )
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definieren kann, kénnen wir auf jeder Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) Winkel «
zwischen Tangentialvektoren und somit zwischen Kurven ¢; und ¢, in ihren Schnitt-
punkten auf folgende Weise messen:

33.5 Definition (Konforme Abbildungen)

Eine glatte Abbildung f : (M,g) — (N,h) heift WINKELERHALTEND (KONFORM),
falls T f : To M — Ty N fiir alle z € M winkelerhaltend ist.

33.6 Satz (Lie-Gruppe der konformen Diffeomorphismen). Die Gruppe der
konformen Isomorphismen einer m-dimensionalen parakompakten zusammenhdng-
enden Riemann-Mannigfaltigkeit bilden eine Lie-Gruppe der Dimension hdchstens
(n+1)(n+2).

Ohne Beweis. Siehe [71] 4.6.1].

33.7 Lemma (Lineare konforme Abbildungen). Sei f : R®™ — R™ linear, dann
sind dquivalent:

1. f ist winkelerhaltend,
2. AX>0:{f(x), f(y) = Na,y) fir ale z,y € R";
3. Jpu>0:pf ist Isometrie.

Beweis. (2 < 3) ist offensichtlich mit A y? = 1.

(1 < 2) Sei a der von den Vektoren z und y aufgespannte Winkel und o’ der von
den Vektoren f(x) und f(y) aufgespannte Winkel. Dann gilt:

COS (x.

Also ist @ = &/, und f winkelerhaltend.
(1 = 2) Wir definieren A(v) > 0 implizit durch (f(v), f(v)) =: A(v){v,v).

Seien v, w orthonormale Vektoren, dann ist (v+w) L (v—w). Da f konform ist, gilt:

0= (flv+w), flv—w))={f(v), [(v)) = {f(w), f(w)) = A(v) = A(w).
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Also ist A konstant auf einer Orthonormalbasis (e, ..., e,) von R™. Wir setzen \ :=
Ae1) = ... = A(en). Fiir jeden beliebigen Vektor v € R™ gilt:

V= i_ilviei
= A0) Y (1)? = A@) <Zvie¢,2viei> -

()2

= 2]: v’ <f(€ij;,f.(ej)> =A Xi:(“)

= Av)=X VveR™
Die Behauptung des Lemmas folgt nun aus:
2<v,w> = <’U+’LU7U—|—’LU> - <’U,’U> - <w7w>

2(f(v), f(w)) = (f(v) + f(w), f(v) + f(w)) = {f(v), f(v)) = {f(w), f(w))
= Mo+ w,v+w) — ANv,v) — Mw, w)
= 2\ (v, w). O

33.8 Beispiele konformer Abbildungen

(1) Stereographische Projektion S™ — R™ (siehe Aufgabe [(72.40)).
(2) Spiegelung f : R™\ {0} — R™\ {0}, z — 1z an der Einheitssphére.

i v

Die Abbildung f ist konform, da f(z)(v) = 222=22:) ynd somit

(2,2)*

, , vz, 2) = 22(2,0) w(z,2) —22(z,w)\ _
(0 ) ) = (M2 =2 wlns) = Bl
_L v, w 222— 2,22, V)2, W Zy2) (2, U)(Z, W :<’U7’LU>
—<Z’z>4(<, ) (2,27 = 4z, 2) (2, 0}z, 0) + 4z, 2)(z, 00z, ) ) o

In Analogie zur Definition von holomorph in heiBt eine Funktion f ANTIHOLO-
MORPH, falls f : R? 2 U — R? glatt ist und f’(z) konjugiert komplex-linear ist, d.h.
f'(z)(iv) = —if'(2)(v) fiir alle v, z.

33.9 Satz (Konforme Abbildungen der Ebene). Sei f : C 2 U — C ein
Diffeomorphismus, dann gilt:
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[ st konform < f ist holomorph oder antiholomorph. Dabei heifit f antiholomorph,
wenn f holomorph ist.

Beweis.
f=(f f?%) ist konform <
& f'(z) ist konform

(O f,02f) =0

{ (Orf, Onf) = (021, 02f)

{f1f2 +f1f2 =0

= (f2)?+(f3)°

{AB*+BA*OWOA —f1 f22 undB':f21—|—f12

¥

3

AA* = BB* =0 wo A*:= fl + f? und B* := f} — f}
A=DB=0falls (A*)? + (B*)*> #0
oder ( +(B*)?*=0

fist holomorph

3

=
oder A* = B* =0, d.h. f ist antiholomorph .

Kiirzer kann man das auch so sehen: f/(z) ist wegen genau dann konform,
wenn es ein Vielfaches einer Isometrie ist, also Multiplikation mit einer komplexen
Zahl und eventuell noch mit der Spiegelung z — Z zusammengesetzt. O

33.10 Proposition. Fs sei f eine glatte (nicht notwendig requlire) Abbildung und U
offen und zusammenhingend. Wir nennen sie in Verallgemeinerung zu |(33.7) KON-
FORM, falls T f fiir jedes z (reelles) Vielfaches einer Isometrie ist. Dann gilt:

1. f:C DU — C ist konform < f oder f ist holomorph.

2. f:8% — C ist konform < f ist konstant.

3. f:CDU — S? ist konform < beziiglich stereographischer Parametrisierung
C C S? ist f oder f meromorph, d.h. ist holomorph bis auf Pole.

4. f + 82 — 82 ist konform < beziglich stereographischer Parametrisierung
C C 8?2 ist f oder f rational, d.h. Quotient zweier Polynome.

5. f : S% — S? ist konformer Diffeomorphismus < beziiglich stereographischer
Parametrisierung C C S? ist f oder f eine Mobiustransformation, d.h. ist
Quotient der Form z+— (az+b)/(cz +d).

Beweis. Die Implikationen (<) sind leicht zu verifizieren. In (5) geht das wie folgt.
Essei f:2z+— Zzzis eine Mobiustransformation. Dann ist f: C\ {—d/c} — C\ {a/c}

ein konformer Diffeomorphismus, mit Inverser w — _d;“*b , denn
w—+a
dw—b
fe)=wesa+b=(z+dwesz=—.
—Ccw +a

Falls ¢ # 0 so erweitern wir diesen nun durch f(—d/c) := oo und f(c0) := a/c zu einer
Bijektion S? — S2. Diese Erweiterung ist holomorph bei —d/c, denn z — 1/f(z) =
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(cz + d)(az 4+ b), ist holomorph nahe z = —d/c, da a(—d/c) + b = —(ad — be) /c und
zw— f(1/2) = (a/z+b)/(c/z+d) = (bz+a)/(dz + ¢),

ist holomorph nahe 0, da d0 + ¢ = ¢ # 0.
Falls ¢ = 0, so erweitern wir f durch f(co) := co. Dann ist die Erweiterung holomorph
bei 0o, da

1/f(1/2) = (¢/z+ d)/(a/z +b) = (dz + c)/(bz + a)
und a # 0 wegen ad = ad — bc # 0. Also definiert jede M6biustransformation f einen
konformen Diffeomorphismus $? — S2.
Fiir die umgekehrte Richtungen (=) gehen wir wie folgt vor:

(1) Jede Isometrie R? — R? ist eine Drehung (eventuell mit einer Spiegelung zusam-

mengesetzt. Also ist f'(z) oder f/(z) = f (z) Multiplikation mit einer komplexen Zahl
und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen % = :tg—z und g—; = :F% sind
fir f =: u 4+ iv erfiillt. Daraus erhalten wir

Pu v _ v v,

ox2 = Oy? 0zx0y ~ Oyox
d.h. uw = Ref ist harmonisch. Wir suchen ein w, s.d. w + ¢w holomorph ist, d.h.
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt. Es soll also dw = % dr +

%—7; dy = —g—; dx + g—g dy gelten, was wegen der Integrabilitdtsbedingung
ou ou o o
d(f—d —d):f(— —)d Ndy =0
Oy er@x Y Ox? +8y2 vy

durch den Ansatz

erreichbar ist. Also ist u + iw holomorph und somit sind die Stellen, wo f'(2) = 0
ist isoliert, d.h. f = u 4+ iv = u £+ 4w mit konstanter Wahl von +. Also ist f oder f
holomorph.

(2) Es sei f : S? — C konform. Dann ist auch die Zusammensetzung C — S? — C mit
der stereographischen Parametrisierung konform, also holomorph oder antiholomorph
nach (1). Da f(S?) kompakt ist, ist diese Zusammensetzung beschriinkt, und nach
dem Satz von Liouville (siehe [15] S.116]) konstant.

(3) Essei f: C DU — S? konform und zy € U. Falls f(z9) € C C S? liegt, dann
ist f : C — C lokal konform und nach (1) also (anti) holomorph. Andernfalls ist
f(z0) = 0o und somit z — L f(z) holomorph und folglich lokal beschréinkt und lokal
# 0. Also hat f eine isolierte Singularitidt in zy und kommt lokal um zy den Wert
0 nicht nahe und hat folglich nach dem Satz von Casorati-Weierstrass (siehe [15]
S. 166]) in zp keine wesentliche Singularitit, sondern einen Pol. Also ist f oder f
meromorph.

(4) Nach (3) ist f|c : C € S? — S? (oder f) meromorph und hat nur endlich viele Pole
zj, da diese auf S? isoliert sind. Dort ist die Laurent-Entwicklung f(z) = Yo _ n (z—
zj)kf,z fiir ein n; € N. Also ist z — f(z) — Y02 (2 — zj)*kfik holomorph um z;.
Falls auch oo ein Pol ist, dann ist die Laurent-Entwicklung f(1) = Y202 2F f2°,
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also f(z) — >_p= 2F £, holomorph bei co. lokal um z; holomorph ist. Also ist

n; Moo
2z f(2) —ZZ(zfzj)*kfzk szkff‘;C
j k=1 k=1
holomorph $? — C und nach (2) konstant, d.h. f ist rational.
(5) Nach (4) ist f = %) fiir relativ prime Polynome p und ¢. Falls der Grad von p
oder von ¢ grofler als 1 ist, dann hat h(z) := p(z) — cq(z) fiir geeignete ¢ := f(z)
Grad groBer als 1. Da f injektiv ist, darf nur eine Lésung z = zg von h(z) = 0
existieren, d.h. h(z) = k(z — 2¢)" fiir ein n > 2 und k # 0. Dann ist p(z0) = cq(z0)
und p'(20) = ¢¢'(20) und somit f'(zg) = qp/q_f ¢ (20) = 0, ein Widerspruch dazu, dafl
f ein Diffeomorphismus ist. O

34. Riemann-Flichen

34.1 Definition (Riemann-Fliche)
Eine RIEMANN-FLACHE ist eine 2-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit.

34.2 Satz von Korn-Lichtenstein. Auf jeder Riemann-Fliche existieren konforme
lokale Koordinaten (auch ISOTHERMALE KOORDINATEN genannt).

Ohne Beweis. Siehe [76] oder [51] Vol.II, Addendum 2]

34.3 Definition (Komplexe Mannigfaltigkeit)

Eine KOMPLEXE MANNIGFALTIGKEIT ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem Atlas,
dessen Kartenwechsel komplex differenzierbar (holomorph) sind.

Eine ORIENTIERTE MANNIGFALTIGKEIT ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem At-
las, dessen Kartenwechsel orientierungserhaltend sind. Fiir ein detailierteres Studium

von Orientierbarkeit siche Abschnitt |(46)]

34.4 Folgerung. Jede orientierte Riemann-Fldche ist eine komplexe Mannigfaltig-
keit.

Beweis. Man wihle einen Atlas, dessen Kartenwechsel konform und orientierungser-
haltend, also holomorph, sind. O

34.5 Beispiele konformer Diffeomorphismen

(1) Die S? hat als Atlas die stereographische Projektion vom Nord- und Siidpol. Der
Kartenwechsel ist die Inversion am Einheitskreis, ist also konform aber vertauscht
die Orientierungen. Wir éndern die Orientierung einer Karte und erhalten so einen
holomorphen Atlas. Dies nennt man auch die RIEMANN’SCHE ZAHLENKUGEL. Wir
betrachten nun die AUTOMORPHISMENGRUPPE der S2. Das ist die Menge aller biho-
lomorphen Abbildungen f : S? — S2, wobei die BIHOLOMORPHEN ABBILDUNGEN,

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 137



34. RIEMANN-FLACHEN 34.5

genau die konformen, orientierungserhaltenden Diffeomorphismus sind. Nach |(33.9)|
gilt beziiglich der stereographischen Projektion von S? — C folgende Beschreibung:

Aut(SQ):{aZ+b'ad—bc:1}.

cz+d’

Diese Gruppe der MOBIUSTRANSFORMATIONEN kann man auch mit folgender Matri-
zengruppe bis auf eine Multiplikation mit +1 identifizieren:

SL¢(2) = {(Z Z) :ad—bc:l}.

Die Gruppe Aut(S?) ist also isomorph zu SL¢(2)/Za, wobei die Untergruppe Zs
gegeben ist durch Zs := {id, —id}. Dies ist eine Lie-Gruppe.

Die Gruppe der Mébiustransformationen wird von z — az, z — z+bund z — 1/2
erzeugt.

Offensichtlich sind die angegebenen Funktionen Mé&biustransformationen. Sei umge-
kehrt eine Mébiustransformation f : z +— (az + b)/(cz + d) mit ad — be # 0 gegeben.
Falls ¢ = 0 und damit d # 0 so ist f die Zusammensetzung z — ¢z — %Z—Fg. Istc#0
und damit f(co) = a/c € C, so ist die Zusammensetzung z — f(z) — f(z)— f(c0) —
m ein konformer Diffeomorphismus von C (mit co +— o0), also nach dem
ersten Teil eine Zusammensetzung einer Drehstreckung und einer Translation.

(2) Die Automorphismengruppe von C besteht aus jenen Mébiustransformationen von
Aut(S5?), welche C C S oder — #quivalent — den Nordpol 2 co € C invariant lassen:
In der Tat sei f so ein Diffeomorphismus, dann ist f : z — 1/f(1/2z) holomorph
auf der punktierten Ebene. Da f ein Diffeomorphismus ist, ist fo durch fo(0) =0
stetig ergénzbar, also ist co eine hebbare Singularitéit und f durch f(co0) := oo zu
einen holomorphen Diffeomorphismus S$2 — S? erweiterbar. Wegen

b
az+b _0ts ac.
cz+d e+ g
bildet die Md&biustransformation z +— ‘CIZZIZ den Punkt co auf a/c ab, und somit ist

oo genau dann invariant, wenn ¢ = 0 und a # 0 ist. Die M6biustransformation hat
dann die Gestalt

az+b a
d d

z+ b
7
Also gilt:

Aut(C){az+b:a¢0a,beC}~{<g ;’) :a;éOa,bG(C}.

Man nennt dies auch die “az+b-Gruppe”, siehe Sie ist komplex 2-dimensional.

(3) Fiir die offene Einheitsscheibe D besteht die Automorphismengruppe aus jenen
Mébiustransformationen von S2, die D invariant lassen, , d.h.

Aut(D) = {

Es ist leicht zu sehen, daf§ jede solche Mébiustransformation D invariant 1at. Fiir die
Umkehrung benotigen wir dafiir das

el R 1} ~ SU(2,1)/Zs.
bz +a
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Schwarz’sche Lemma. FEs sei f : D — D holomorph mit f(0) = 0. Dann ist
I£(0)] < 1 und |f(2)| < |z| fir alle z. Genauer gesagt, es tritt einer der beiden
folgenden Fille ein:

LJf0)] <1 und |f(2)| <|z| firz+#0;
2. f(z) = ez fir ein § € R und alle z.

Es sei f ein Automorphismus von D mit f(0) = c. Die Abbildung z — =% ist eine

Méobiustransformation der angebenen Gestalt und setzt man f mit ihr zusammen
so wird 0 invariant gelassen. O.B.d.A. ist also f(0) = 0. Nach dem Schwarzschen
Lemma ist |f/(0)] <1 und da f ein Diffeomorphismus ist, ist f’(0) # 0 und gleiches
gilt fiir die Inverse f~1. Wegen f~!o f =id ist also (f~1)’(0) o f/(0) = 1 und somit
If(0)] =1, d.h. f(2) = €~ fiir ein § € R nach dem Schwarzschen Lemma. Dies ist
ebenfalls eine Mobiustransformation der gesuchten Gestalt.

Es ist Aut(D) eine 3-dimensionale Gruppe. Sei dazu a = ay + iae und b = by + ibs.
Dann ist @12 4 a22 — b12 — by2 = 1 und durch die Beziehungen

(10) T =ai+bh T1,2 = az + bo

(11) 7’271 = —a — bQ 7'272 = a1 — b1

T1,1 T1,2

wird ein Element (737} 7473 ) € SL(2)/Z> definiert. Somit erhalten wir einen Isomor-
phismus Aut(D) = SL(2)/Zs, sieche Aufgabe |(72.62)

34.6 Die Hyperbolische Scheibe

Wir definieren eine neue Riemann-Metrik auf D durch

1
gz (v,w) := m(v,w).

Dies ist eine konform dquivalente Metrik, d.h. id : (D, (-,-)) — (DD, g) ist ein konformer
Diffeomorphismus. Es ist also

Aut(D, g) = Aut(D, (-, -)).
Fiir f(2) := 2% d.h. f € Aut(D), ergibt sich

bz+a’
el WOWE
R (e E e A (O G

denn es gilt

(L= [z f ()0l = (1 = £ (2)[*)]o]-
Es ist demnach Aut(D, g) = Isom(D, g), man nennt diese Riemann-Fléiche (D, g) die
HYPERBOLISCHE SCHEIBE. Fiir sie ist jeder winkelerhaltende Diffeomorphismus also
léngenerhalten.
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VIII. Hyperflichen

In diesen Kapitel kehren wir vorerst zu konkreten 2-dimensionalen Teilmannigfal-
tigkeiten des R3-zuriick. Wir besprechen die verschiedenen Kriimmungsbegriffe (wie
Normal-, Haupt-, Gaufl und mittlere Kriimmung) und stellen die notigen Formeln
bereit. Dann untersuchen wir spezielle Klassen solcher Hyperflichen: Drehflichen,
Regelflichen, Torsen und Minimalflichen. Schliefilich behandeln wir noch Geodéten,
die Exponentialabbildung die jedem Tangentialvektor die Geodédte mit dieser Start-
geschwindigkeit zuordnet und Jacobifelder die mit der Variation von Geodéten zu-
sammenhéngen. Wir zeigen den Integralsatz von Gaufl-Bonnet. Dann besprechen wir
den Paralleltransport von Tangentialvektoren lings Kurven und die damit verbun-
dene kovariante Ableitung. Schlieflich fiihren wir noch die Riemann-, die Ricci- und
die Schnittkriimmung ein und behandeln den Zusammenhang zu zuvor definierten
Kriimmungen.

51. Normalkriimmungen

51.1 Definition (Hyperfliche)

Eine HYPERFLACHE M im R" ist eine Teilmannigfaltigkeit der Kodimension 1, d.h.
der Dimension m = n — 1. Sie kann lokal z.B. durch eine Gleichung f : R — R oder
eine Parametrisierung ¢ : R™ — R" gegeben sein.

Beispiele

Flichen im R?, Sphiiren S™ C R™ und SL(R") C L(R",R").

51.2 Gauflabbildung

In jedem Punkt p € M haben wir genau zwei normierte Normalvektoren auf 7, M
im R". Falls M orientiert ist, konnen wir einen dieser Normalvektoren auszeichnen,
némlich so, da8} (v, e1,...,ey) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R” ist,
fiir eine (jede) positiv orientierte Orthonormalbasis (e1, . .., ey, ) von T, M, cf.
Ist M lokal durch eine Gleichung f : R™ — R gegeben, so ist der Gradient Grad f
ein Normalvektor, den wir nur noch normieren miissen, cf. Es gibt also lokal
und fiir orientierte Hyperflachen sogar global eine glatte Abbildung M > p — v, €
S™ C R™ mit v, L T,M. Ein derart gewéhlte Funktion v wird GAUSS-ABBILDUNG
genannt.
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51.3 Normalkrimmung

Wir wollen nun die “Kriimmung einer Hyperfliche” definieren. Es sei v, 1 T,M
ein fix gewéhlter Einheits-Normalvektor und § € T, M ein Einheits-Tangentialvektor.
Wir betrachten nun den Schnitt der Ebene (¢,s) — p + tv + s durch p mit den
Richtungsvektoren £ und v, mit M. Sei f eine lokale reguldre Gleichung von M um
p. O.B.d.A. sei | Grad, f| normiert und gleichorientiert wie v,, also v, = Grad, f.
Der Schnitt der Ebene mit M ist dann durch die Gleichung f(p + tvp, + s§) = 0 in
(t,s) gegeben. Wir wollen in dieser impliziten Gleichung ¢ nach s mittels impliziten
Funktionensatz auflésen. Dies ist wegen

5t limo F (P + 1 + 5E)ls=0 = f'(p) (1) = (Grad,, f,v) = | Grad, f[* =1 #0.

moglich. Wir erhalten also als Durchschnitt lokal eine Schnittkurve ¢ : s — p +
t(s)vp + s€ in M mit ¢(0) = p und ¢(0) = & +t/(s)vp, = &, da /(0) € T, M. Von der
Kurve ¢ konnen wir annehmen, daf} sie proportional zur Bogenldnge parametrisiert
ist. Die in definierte signierte Kriimmung der ebenen Kurve ¢, wobei wir als
positiv orientierte Basis (1, §) wéhlen, nennt man die NORMALKRUMMUNG K (§) :=
Kn(§) == K.(0) von M im Punkt p und Richtung {. Beachte, da8 (§,—v,) das
Begleitbein von ¢ im Punkte p = ¢(0) ist! Eine Formel von K(§) erhalten wir wie
folgt: Wegen c(t) € M gilt ¢'(t) € ToyM = vewy™, also (¢/(t),vew)) = 0. Durch
Differenzieren an der Stelle 0 erhalten wir: (¢”(0),v,) + (§, Tpv - §) = 0. Folglich gilt:

K(E) = KC(O) = _<CH7VP> = <§7TPV : €>

Diese Formel kénnen wir nun auch fiir || # 1 verwenden.

51.4 Weingarten-Abbildung
Man nennt die Tangentialabbildung
L, =Tyw:T,M - T, S" =v," =T,M

der GauBi-Abbildung v : M — S™ die WEINGARTEN-ABBILDUNG. Der Vektor L, (¢)
miBt also die infinitesimale Anderung der Normalen, wenn man auf M von p in
Richtung £ € T, M geht. Es gilt also

K(&) = (& L-¢€).

51.5 Bemerkung

Die Weingarten-Abbildung L,, : T, M — T, M ist symmetrisch. Denn seien £; und &
zwei Vektorfelder auf M. Wir setzen sowohl &;, als auch v lokal um p zu Vektorfeldern
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des R™ fort. Wegen (&1, v)|a = 0 gilt

0= (&1,0)(0)(&) = (&' P)E®), v()) + (€1(0).V B)(E(p)))
— (&' 0)(&®). %) + (60). Ly(&®).

Somit erhalten wir

(610). Lo(&20)) = (&), Ly(&a(p))) =
= (&' P& W) - & D)) ) = ([6.Elr) ) =0

€T, M

Ein zweiter Beweis geht wie folgt: Sei ¢ : R™ — M C R"™ eine lokale bei p zentrierte
Parametrisierung. Mit ¢, bezeichnen wir die i-te partielle Ableitung von ¢. Die ¢;(0)
bilden fiir ¢ = 1,..., m eine Basis von T, M und es gilt:

(0i(0), Ly - 9(0)) = (G limow(tei), Tpv - L ls=op(s e
= (G li=op(te), sls=ov(p(se))))
= fls=o(Glimop(te; +se5), v(p(se;)))
— (Lol |—op(te +sej),v(p(0€;)))
=0— (9i,3(0), 1),
und ist somit offensichtlich symmetrisch in (4, j), da die gemischten 2-ten partiellen
Ableitungen ¢; ; von ¢ es sind.

)

51.6 Fundamentalformen

Die symmetrische bilinear-Form I1,(&1,&2) := (&1, Lp(§2)) auf T, M heifit 2-TE FUN-
DAMENTALFORM von M. Unter der 1-TE FUNDAMENTALFORM versteht man die Rie-

mann-Metrik, d.h. I(§, et) := (£, n). Wir haben in [(51.3)| gezeigt, daBl K (£) = I1(&,€)
gilt.

52. Haupt-, Gauf3- und mittlere Kriimmung

52.1

Jetzt wollen wir die Extremalwerte der Normalkriimmung bestimmen. Wegen der
Homogenitét von L macht diese Aufgabe nur Sinn, wenn wir die Abbildung K auf die
Einheitssphére S™~! C T,,M einschriinken. Damit £ € S™~! ein kritischer Punkt ist,
muB T¢ K : TeS™~1 — R konstant 0 sein, d.h. K'(¢)(v) = 0 fiir alle v € TeS™ ™1 = ¢4,
Es gilt:

K'(€)(0) = Llu_oII(€ + tv,€ + to) 2IT(E,v) = 2(LE, ).

Es muf} also L{ € T, M normal stehen auf alle v, welche auf £ normal stehen, d.h. L&
muf} proportional zu £ sein. Dies zeigt den
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Satz von Rodriguez. Die kritischen Punkte & der Normalkrimmung sind genau
die FEigenvektoren der symmetrischen, linearen Abbildung L, und der zu & gehirige
Eigenwert \ ist gegeben durch

A=A, &) = (§,A8) = (&, LE) = T1(8,6) = K(§),

die Normalkriimmung von M in Richtung von &. Im Fall m = 2 sind die kritischen
Punkte auch extremal, ndmlich das Minimum und das Mazimum von K (§) fir |§| = 1.
Fiir m > 2 sind die kritischen Punkte nicht notwendig extremal.

52.2 Haupt- und GauB3-Kriimmung

Man nennt die Eigenwerte von L die HAUPTKRUMMUNGEN und die zugehorigen Ei-
genvektoren HAUPTKRUMMUNGSRICHTUNGEN. Da L symmetrisch ist, gibt es nur
reelle Eigenwerte und dazu eine Orthonormalbasis von T, M aus Eigenvektoren (Ver-
wende: 0 = (Av, w)— (v, Aw) = (A—p){v,w)). Seien K; die Hauptkriimmungen und &;
eine Orthonormalbasis von zugehorigen Hauptkriimmungsrichtungen. Dann gilt nach
[Euler]:

K(§) = T1(6,€) = T1(D(6,6)6, D (6,606 ) =

i J

=Y (EENEEIT(, ) =Y (66)° K.
=3 7

Unter der GAUSS-KRUMMUNG K € R im Punkt p versteht man das Produkt aller

Hauptkriimmungen, also die Determinante von L.

Die MITTLERE KRUMMUNG H € R ist das arithmetische Mittel der Hauptkriim-

mungen, also = der Spur von L.

Eine Kurve ¢ in M heifit KRUMMUNGSLINIE, falls ihre Ableitung in jedem Punkt eine

Hauptkriimmungsrichtung ist.

Ein Vektor £ # 0 heifit ASYMPTOTENRICHTUNG, falls I1(£,&) = K(§) = 0 ist. Eine

Kurve ¢ in M heifit ASYMPTOTENLINIE, falls ihre Ableitung in jedem Punkt eine

Asymptotenrichtung ist.

SchlieBlich heiflen zwei Vektoren &; # 0 und & # 0 KONJUGIERT, falls I1(£1,&3) =0

ist.

Ein Punkt p heiffit NABELPUNKT, falls alle Hauptkriimmungen gleich sind, L also

ein Vielfaches der Identitéit ist. Dann ist die Normalkriimmung konstant gleich der

mittleren Kriimmung.

Sind alle Hauptkriimmungen 0, so spricht man von einem FLACHPUNKT.

52.3 Beispiele

1. Hyperebene: R™ := eg- C R". Als Normalvektor verwenden wir eq. Die Gauf-
abbildung ist somit konstant ey und die Weingarten-Abbildung L = 0. Also
sind die oben definierten Kriimmungen alle gleich 0. Alle Punkte sind Flach-
punkte und alle Richtungen Hauptkriimmungsrichtungen und Asymptoten-
richtungen.

2. Sphére: 8™ = {x : |z| = R} C R". Hier kénnen wir im Punkte 2 € S™ als
Normale v, = % nehmen. D.h. die GauBabbildung ist die lineare Abbildung
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% id und somit ist dies auch die Weingarten-Abbildung. Also sind alle Punkte
Nabelpunkte und alle Richtungen Hauptkriimmungsvektoren mit Hauptkriim-
mung %. Es gibt keine Asymptotenrichtungen. Die Gaufi-Kriimmung ist somit
ﬁ und die mittlere Kriimmung ist %.

Zylinder: M := {(z,t) € R™ xR : |z| = 1} € R™. Als Normale in (z,t) €
M kénnen wir v, = (x,0) € R™ x R verwenden. Der Tangentialraum von
M in diesem Punkt ist also T, nM = vy, = {(y,s) € R" xR : y L x}
und die Gauflabbildung ist die Einschrankung der linearen Abbildung id &0
auf T,S™~ 1 x R. Die Weingarten-Abbildung sieht somit genauso aus. Eine
Hauptkriimmung ist also 0 mit Kriimmungsrichtung (0,1) und alle anderen
Hauptkriimmungen sind 1. Die Erzeuger {z} x R sind die Asymptotenlinien.
Eine Kurve ¢ : s — (x(s),t(s)) ist genau dann Kriimmungslinie, wenn s — t(s)
konstant ist.

52.4 Lemma [53].
Ist ¢ eine Kurve auf M mit ¢(0) =p e M und ¢(0) =€ € T,M, [¢| =1, so gilt:

1.
2.

(voce)(0)=Ly-&, d.h. Ly-& mifit die infinitesimale Anderung von v lings c.
—(c"(0),vp) = II(£,8) = (Lp - &, &) = K(&), d.h. die Normalkomponente der
Beschleunigung hdngt nur vom Geschwindigkeitsvektor ab, und ist die Nor-
malkrimmung in dessen Richtung.

Es ist —Kp (&) = Kc(0)(var(p), ve(0)) = K.(0) cos 0, wobei 6 der Winkel zwi-
schen der Flichennormale vas(p) und dem Hauptnormalenvektor v.(0) (oder
dquivalent der Schmiegebene) von ¢ in p ist und K.(0) > 0 die Krimmung der
Raumkurve c ist.

Der Schmiegkreis an ¢ in p hat seinen Mittelpunkt auf der Sphdre um p —

72](;(5) v (p) durch p.

K(t7a__

k-

Beweis. (1) ist gerade die Definition der Weingarten-Abbildung.
(2) Dazu differenzieren wir 0 = (¢/(t), var(c(t))) wie in |(51.3)| und erhalten

—("(0), w1 (e(0))) = (€(0), (0 ) (0)) L2 (&, L&) = T(€,€) = K(€).

(3) Das Resultat folgt aus (2) wegen
K () B2 ((0), var (p) ) B2 (Ke(0)v(0), vaa () ) = Ko(0) (ve(0), v ())-

(4) Aus der Theorie der Kurven [(2.3)| wissen wir, da§ der Mittelpunkt des Schmieg-
kreises durch ¢(0) + ﬁ(o)uc((}) gegeben ist. Nun betrachten wir das Dreieck mit den
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Ecken p, p — %VM(Z?) und p + %@VC(O). Dieses hat einen rechten Winkel bei
c(0) + K%@)VC(O% denn nach (3) ist

_ I8 Ku(©)
<VM(p)’ Vc(0)> T OK(0) KIE[(O)

und somit

1 1 1
<KC(0)VC(0)? K]w(f)l/M(p) + KC(O) Vc(0)> =
1 Kum(é) 1

= TRA0OKn(©) K.(0) K02

Also liegt der Schmiegkreismittelpunkt auf dem Thaleskreis (oder in Wirklichkeit auf
der Sphire) mit der Strecke von p nach p — mlﬁ\/j (p) als Durchmesser. O

52.5 Lemma (Flichen mit lauter Nabelpunkten).
Eine zusammenhdngende Hyperfliche M besitzt genau dann nur Nabelpunkte, wenn
sie Teil einer Ebene oder einer Sphdre ist.

Beweis. (<) Dies haben wir in [(52.3)| gezeigt.
(=) Da jeder Punkt Nabelpunkt ist, ist die Weingarten-Abbildung proportional zur

Identitét, i.e. L,y - @i(2) = Azpi(x), wobei wir mit dem Index ¢ die partielle Ab-
leitung in die i-te Koordinatenrichtung bezeichnen. Wegen la, := Spur(Ly(y)) ist
A:R™ — R glatt. Also ist v; j := 0;0;(vop) = 0;(L- ;) = 0j(Api) = A\j i + X i .
Insbesondere gilt

Aj i = Vi = Apij = Vi = Apji = Ai @
und somit ist A; = 0 = A; fiir ¢ # j, d.h. A ist konstant.

Falls A = 0 ist, so ist L = 0, also v konstant und M eine Ebene. Ist A # 0, dann ist
(Ap—v); =lay; — L-¢; =0 und somit ¢ := + (A ¢ — ) konstant, d.h. [¢ — | = ﬁ
Somit liegt M lokal auf einer Sphére um £. Da die Sphére aber durch einen kleinen
Teil von M eindeutig bestimmt ist, liegt M ganz auf der Sphére. O

52.6 Satz von Dupin. Fir ein m > 3 sei ® : R™ — R™ ein lokaler Diffeomor-
phismus, fir dessen partielle Ableitungen ®; orthogonal stehen, d.h. (®;,®;) =0 fir
alle i # j. Dann sind die Parameterlinien t — ®(t - e;) Krimmungslinien auf jeder

Hyperfliche @(ej) fiir i # 7.

Man kann sich ® vorstellen als m jeweils durch ¢ € R parametrisierte, paarweise
orthogonal schneidende Familien von Flachen ®(te; + ej-) fir ¢ = 1,...,m. Man
nennt deshalb so ein ® auch ein m-fach orthogonales Flichensystem.

Beweis. Es sei j fix gewdhlt. Wir miissen zeigen, dafi fiir ¢ # j der Tangentenvektor
der Parameterlinie ¢ — ®(t - ¢;), also die partielle Ableitung ®;, ein Eigenvektor
der Weingarten-Abbildung L der Hyperfliche M := <I>(ej-) ist. Da (®g, ®;) = 0 fur
alle k # j ist, ist ®; ein Normalvektor an den Tangentialraum der Hyperfliche M,
der ja von den ¥, mit k # j erzeugt wird. Sei v der normierte Normalvektor. Da
L®; € TM = ® ist, ist ®; genau dann ein Eigenvektor zu L, wenn (L ®;, ;) = 0
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ist fiir alle k # 1, j.
9;
0= (P, ;)= 0= (P ;,D;) + (P, D; ;) (+)
0= (D4, 8)% 0= (Dp,;, @) + (B, ®,)  (-)
0= (0, 0,)% 0= (D), D) + (B, ;) (—)

Zieht man von der ersten Gleichung die beiden anderen ab, so erhilt man 0 =

—2(®y ;, ;) und da ®; proportional zu v ist, auch (L®;, @) = —(v,Py,) = 0,
da partielles Differenzieren nach ¢ von (v o ®, ®;) wie im 2.ten Beweis von die
Gleichung (L - ®;, @) + (v, Py ;) = 0 liefert. O

52.7 Beispiel. Die folgenden lokalen Koordinatensysteme erfiillen die Voraussetzun-
gen des Satzes von Dupin

1. Kartesische Koordinaten: ® = id;
2. Zylinder-Koordinaten: ® : (o, 7, z) < (r - cosp,r - sing, z);
3. Kugel-Koordinaten: ® : (¢, o, s) <> (scosacos, scosasin g, ssin a).

52.8 Beispiel (Elliptische Koordinaten)

2

Bs sei: g(t;2,y,2) = = + bL_Zt + % mit 0 < a < b < ec Esist g(t;z,y,2) =1 ein
Ellipsoid firt<a
einschaligen Hyperboloid fiira <t <b
zweischaligen Hyperboloid fiir b <t < c.

Wir betrachten die Funktion
G:RExR*DUxV —R?
G(u7 v7 w; ‘/L.7 y? Z) = (g(u; ‘/L.7 y? Z)’ g(v; x? y7 Z); g(w7 :I:7 y7 Z))

mit U := |—o00,a[ X Ja,b] x ]b,c[ und V := {(x,y,2) : x,y,z > 0}, und behaupten,
daf} die Losung @ : (u,v,w) — (x,y, z) der impliziten Gleichung G(u,v,w;z,y, z) =
(1,1,1) ein dreifach orthogonales Flichensystem ist.

Es ist ® : U — V bijektiv, denn durch jeden Punkt (z,y,z) € V C R? geht genau

1. ein Ellipsoid mit u(z,y, 2) :=t € |—00, al;
2. ein einschaliges Hyperboloid mit v(z,y, z) :=t € ]a, b[;
3. und ein zweischaliges Hyperboloid mit w(z,y, z) :=t € |b, c[.
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Um das einzusehen beachte man, dafi die Gleichung g(¢;z,y,2z) — 1 = 0 nach Aus-
multiplizieren der Nenner ein kubisches Polynom + in ¢ wird bei fixen (z,y, 2):

Y(t) == 2% (b —t)(c—t) +y*(a—t)(c —t) + 2% (a —t)(b—t)
—(a—t)(b—1t)(c—1).
Fiir dieses Polynom gilt: y(a) > 0, v(b) < 0, v(c) > 0 und weiters

lim v(t)

L N s T B

Also existiert in jedem der Intervalle |—o0, a[, |a, b[ und ]b, [ genau eine Nullstelle.
Durch Differenzieren der impliziten Gleichung erhalten wir

9(G1,Gs,G3) | 0(G1,G2,G3)  O(z,y,2)

O(u, v, w) d(z,y,2) O(u, v, w)
Die Matrix % ist von Diagonalgestalt mit Eintragungen
dg 22 y? 52

E(t,x,y,z) = (a—1)y2 + b—1)7? + (c—1)2 # 0 fir t = u, v, w.

Die Matrix 2(G1.C2.0s) 09 __ — (22 20 22 fijr ¢ = 4,0, w. Diese
(x,y,z) ,Y,2) a—t? b—t? c—t »
Zeilen sind paarweise orthogonal, denn z.B.

hat als Zeilen a0

42 n 4y? n 422
(@—u)a—v)  (b-u)b-—v) (c—u)(c—0)

4 2 y? 52 72 y? 52
= + + - + +
U — v a—u b—u c—u a—v b—v c¢c—w

4
" (g(wi .y, 2) — 9w 2,9, 2)

~_* q1-p-o

u—v

u

Also ist der implizite Funktionensatz anwendbar und F' glatt mit Jacobimatrix

Aw,y,2) _ (9(G1,G2,Gs)\ ™ 9(G1,Ga,Ga)
O(u, v, w) d(w,y, 2) Ou,0,w)

Diese hat orthogonale Spalten, also erfiillt ® die Voraussetzungen von [(52.6)] Der
Diffeomorphismus @ ist iibrigens explizit gegeben durch:

&' (u,v,w) =

(a—u)(a—v)(a—w)

2 —

) = T e — )

2 _b=u)(b—-v)(b—w)
yluow) = =g
o) — e )W)

(c—a)(c—10)

Wir wissen also nach [(52.6)] daf die Kriimmungslinien obiger Quadriken gerade die
Schnittlinien der orthogonalen Familien sind.
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52.9 Beispiel (Parabolische Koordinaten)

Wir gehen analog zu |(52.8)| vor. Es sei nun: g(¢;z,y, 2) := a“"—_zt + by—jt —2z+c+ A mit
a > b. Esist g(t;x,y, 2) = 0 fiir verschiedene t ein elliptisches bzw. ein hyperbolisches
Paraboloid. Es seien u, v und w die Lésungen der kubischen Gleichung g(¢; z,y,z) = 0
in ¢, d.h.

(w—t)(v—t)(w—1t)=(a—t)(b—1t)(2z —c—t) — 2%(b—t) —y*(a — 1),

also ist

a2 (w—aw-a)w-a)
a—2>b

o (u—=0b)(v—">0)(w—b)

v b
—a

L c—a—-bt+ut+v+w

N 2

Die durch diese Gleichungen definierte Funktion ® : (u,v,w) — (z,y, z) erfiillt nun
auf {(u,v,w) : u,v,w paarweise verschieden} die Voraussetzungen des Satzes von

Dupin |(52.6), denn

2(u$—a) 2(Uw—a) Q(wa:—a)
2(ul7b) 2(v£b) 2(wlfb)
2 2 2

Wir wissen also nach [(52.6)] daf die Kriimmungslinien obiger Quadriken gerade die
Schnittlinien der orthogonalen Familien sind.

&' (u, v, w) =

52.10 Satz von Liouville. Fir n > 3 bildet jeder konforme Diffeomorphismus
offener Mengen des R™ Sphdren auf Sphdren ab.

Beweis. Sei S eine Sphire und z € S und v € T,,S. O.B.d.A. sei 0 ihr Mittelpunkt.
Wir wihlen eine lokale orthogonale Parametrisierung ¢ von S um z mit 9;¢(0) = v
(z.B. die stereographische Projektion). Dann ist ®(¢;u) := t ¢(u) eine Funktion, wel-
che die Voraussetzungen Vonerfi'ﬂlt. Die Zusammensetzung fo® mit einem kon-
formen Diffeomorphismus f mufl ebenfalls die Voraussetzungen von erfiillen,
also ist t — f(p(ter)) eine Kriimmungslinie und f'(z)(v) = %|i—of(o(ter)) eine
Hauptkriitmmungsrichtung. Da aber v € TS beliebig war, sind alle Tangentialvek-
toren Hauptkriimmungsrichtungen, d.h. f(S) hat nur Nabelpunkte. Wegen
ist f(S) also Teil einer Sphére oder einer Ebene. Da f(S) kompakt ist, ist es eine
Sphire. O

Vergleiche dieses Resultat mit den Ergebnissen iiber konformen Abbildungen im 2-

dimensionalen ([(33)[ und |(34)).

52.11 Satz von Liouville. Seim > 2. Die Gruppe der konformen Diffeomorphismen
des R™ besteht genau aus den Ahnlichkeitsabbildungen (d.h. (nicht notwendig eigent-
liche) Bewegungen zusammengesetzt mit Streckungen). Die Gruppe der konformen
Diffeomorphismen der S™ wird durch die Ahnlichkeitsabbildungen und die Inversion

T ﬁx in einer stereographischen Karte erzeugt.
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Beweis. Den Fall m = 2 haben wir bereits im Kapitel iiber Kurven behandelt. Sei
also m > 2 und f ein konformer Diffeomorphismus des R™. Nach bildet
dieser Sphéiren auf Sphéren ab. Und ebenso zeigt man, dafl er auch Hyperebenen auf
solche abbildet. Da sich Geraden als Durchschnitte von m — 1 Hyperebenen schreiben
lassen, werden auch Geraden auf Geraden abgebildet. Geometrisch kann man das auch
mittels des konformen Diffeomorphismuses f~! sehen: Seien x1, =2, x3 verschiedene
Punkte einer Geraden. Angenommen die Punkte y; = f(z;) ldgen auf keiner Gerade.
Dann wiirde eine Sphiire S existieren mit y; € S. Das Bild f~1(S) miifite aber wieder
eine Sphére sein, auf welcher die Punkte z; := f~!(z;) ldgen, das ist unmoglich.

Eine Abbildung des R™, welche Geraden erhélt, ist aber bereits affin: Eine solche
erhélt auch antipodale Punkte auf den Sphéren, denn die Tangentialebenen in solchen
sind parallel, i.e. sie schneiden den Durchmesser orthogonal, und diese Eigenschaft
wird durch f erhalten. Damit muf} f aber auch die Mittelpunkte erhalten, denn diese
sind die Durchschnitte aller Durchmesser, die ja gerade antipodale Punkte verbinden.
Durch Anwenden einer Translation kénnen wir erreichen, dafi f(0) = 0 ist und somit
f(rS™=1) = p(r) S™~! fiir alle r > 0 mit eine Funktion p : R — R. Durch Anwenden
einer Streckung konnen wir p(1) = 1 erreichen. Bleibt zu zeigen, daf p = id und somit
f nach eine Isometrie ist. Wir betrachten dazu das rechtwinkelige Dreieck mit
Ecken 0, ey, 7 - 5.

Es wird auf das Dreieck mit Ecken f(0) =0, f(e1), f(e2) abgebildet. Schneiden wir
die Hypothenuse des urspriinglichen Dreiecks mit der Einheits-Sphére so erhalten
wir ein gleichschenkeliges Dreieck mit diesen beiden Schnittpunkten und 0 als Ecken.
Dieses wird durch f auf ein d&hnliches Dreieck abgebildet, da der Winkel bei 0 erhalten
bleibt, und die Léngen der Schenkel um den Faktor p(1) = 1 gestreckt werden. Damit
muf} aber auch das urspriingliche Dreieck auf ein @hnliches abgebildet werden, denn
es ist durch den Schnitt der 0 gegeniiberliegenden Seite des 2.ten Dreiecks mit den
beiden Koordinatenachsen eindeutig festgelegt. Fiir das Verhéltnis der Katheten muf3
also gelten: p(r)/p(1) = r/1, und somit ist p = id.

Im Fall eines konformen Diffeomorphismus f der S™ gehen wir zur Darstellung
beziiglich einer stereographischen Projektion iiber. Diese Darstellung ist dann kon-
form, da die stereographische Projektion Winkel erhélt. Falls f den Pol der Projektion
nicht invariant 148t, so verschieben wir sein Bild zuerst nach 0 in der Karte und da-
nach wenden wir die Inversion an. Die Zusammensetzung der Kartendarstellung mit
diesen beiden konformen Diffeomorphismen liefert uns somit einen konformen Diffeo-
morphismus f des R™, welcher wegen Teil 1 eine Ahnlichkeitsabbildung sein muf. [
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53. Formeln fiir Hyperflichen

53.1 Formeln fiir parametrisierte Flichen

Sei ¢ : R™ — M C R”™ eine lokale Parametrisierung der Hyperfliche M. Fiir einen
Punkt p = p(u) € M ist eine Basis des Tangentialraums 7,M = Bild ¢’(u) durch
(O1p(w), ..., 0mep(u)) gegeben, wobei 9;p(u) = %gp(u) die i-te partielle Ableitung
von ¢ in w ist, wir wollen dafiir kurz ¢;(u) schreiben. Analog soll ¢; ; die zweite
partielle Ableitung %;ujgp(u) sein. Es gilt ((v o ) (u), p;(u)) =0 fiir alle 7. Als j-te
partielle Ableitung erhalten wir: 0 = (L-@;, i)+ (v, @i ), also (L-p;, v;) = —(v, @5 ;).
Falls die ¢; orthonormal sind, hdtten wir damit die Matrix von L bestimmt. Auch
im allgemeinen Fall miifite L durch alle diese inneren Produkte festgelegt sein. Dazu
benétigen wir folgendes Lemma aus der linearen Algebra.

53.2 Lemma. Sei (g1,...,9m) eine Basis des Vektorraums V und T : V — V eine
lineare Abbildung. Sei gi; == (gi,9;) und G = (g;,;) die zugehirige symmetrische
Matriz, [T := (T}) die Matriz von T beziiglich der Basis (g;,...,g;), d.h. Tg; =
> Tjgi, und schlieflich A die Matriz mit Eintragungen A;- := (9i,Tg;). Dann gilt
T] =G~ A

Beweis. Es ist also T'g; = ), Tj?gz-, wobei j die Spalten und i die Zeilen zdhlt, und

somit
AY = (g4, Tg;) = <gk7ZT;9i> = (g 90T} =Y griT)
i i i
Also ist A =G - [T] und somit [T] = G~ - A. O

53.3 Folgerung (Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung).
Die Weingarten-Abbildung hat beziiglich der Basis (¢1,...,¢m) folgende Matrix-
darstellung

(L] = =({pi i)™ (v 0i5)). O

53.4 Formeln fiir 2-Flichen

Sei nun speziell m = 2 (d.h. n = 3) und ¢ : R? — R3, (t,5) — ¢(t,s) eine lokale
Parametrisierung. Dann setzt man:

E =g = (o, 1), F:i=g12={(p1,0s), G:=gaa=(ps,¥s)
1

vVi= ——,
lor X s
€= _<V7 @t,t)a f = _<Va (pt,s>a g = _<V7 (ps,s>'

e X @s|* = | - s — (¢, 05)> = EG — F?

Beziiglich der Basis (¢4, ¢s) sehen die Fundamentalformen wie folgt aus:

1] = (]]f: g) und [17) = (Ji g)
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Die Weingarten-Abbildung ist:

E F\ ' (e
0-(z ) (; 7)
1 (G F)<e f)
 EG-F2 \-F E f g
B 1 (eG—fF fG—gF>
T EG-F2\fE—¢eF gE-—fF

Die Gaufl-Kriimmung ist also

_ _(eg = f)EG-F?)  eg—f?
K=detl="pa e  ~EG-F

wie man auch aus K = det L = det(I~! - II) = det I/ det II sieht, und die mittlere
Kriimmung ist

EG — F2 ~ EG-F?

B B 1 Ge—Ff * _ Ge—-2Ff+ Eg
2H—SpurL—< . Eg—Ff) _—

Die Hauptkriimmungen erhalten wir als Losung der charakteristischen Gleichung A% —
SpurL-A+detL =0, also K10=H+VvVH? - K.

Die Hauptkriimmungsrichtungen sind dann Vektoren £ = ayp;+asps mit L(§) = K€,
d.h.

0=0-(EG — F?) = det ((gz) [L](“:)) (EG - F?)

a

— det (at (Ge—Ffla;+ (Gf — Fg)as>
as (Ef —Fe)ay+ (Eg— Ff)as

=a2(Ef — Fe) + asa,(Eg — Ge) +a,*(Fg — Gf)

ai?  —aias  as®
=det| ¢ f e
G F E

53.5 Folgerung. Die Kriimmungslinien c(t) = p(u(t),v(t)) sind durch folgende Dif-
ferentialgleichung gegeben.:

(FE = eF) oyt (1% + (9F — €G! ()0 (1) + (9F — F@)eguy (£)? = 0

Beweis. Dies folgt sofort aus O
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Beispiel. Das Heliocoid ist durch ¢ : (u,v) — (av cos u, av sin u, bu) gegeben. Es ist
©u = (—avsinu, av cosu, b)

vy = (acosu,asinu,0)

E =da%0? + 12
F=0
G =d>

D = a\/a?0? + b2
Yuu = (—avcosu, —avsinu, 0)

Yuw = (—asinu,acosu,0)

Poo = (05070)
e=0,davp, =—@uu
a’b ab
f = —— =

D Vatp2
g =0, da@v,vzo

und somit die Gleichung der Kriimmungslinien
0= (fE —eF)uyu'(t)* + (9B — eG)uyu/ (V' (t) + (9F — fG)eyv’ ()
= fla®v(t)” + b")u'(t)* — faV' (1)
Wenn wir die Kriimmungslinie nach v parametrisieren, d.h. v(¢) = ¢ annehmen, dann
erhalten wir:

1
U] = t——e——-—
v2 + (b/a)?
also av
ufv] := ¢ £ arsinh W

53.6 Lemma. Sei ¢ : R? — M eine lokale Parametrisierung um einen Punkt p
von M, der nicht Nabelpunkt ist, so gilt: Die Koordinatenrichtungen p; und ps sind
genau dann Hauptkrimmungsrichtungen, wenn F = I(ps, 1) = 0 und ebenso f =
I1I(pt, ps) = 0. Es gibt immer eine lokale Parametrisierung mit dieser Eigenschaft.

Beweis. (=) Da die Kriimmungslinien orthogonal stehen ist F = 0. Setzen wir die
Koordinatenrichtung ¢; in obiger Formel fiir die Determinante ein, so erhalten wir:

1 0 0
0 = det f el =fF
0 FE

und da E = |¢]? # 0, gilt ebenso f = 0.

(<) Die Koordinaten-Richtungen werden durch a; = 0 bzw. a; = 0 beschrieben.
Dann ist aber wegen F' = f = 0 die zweite Spalte obiger Matrix 0. Somit ist deren
Determinante ebenfalls 0.

Fiir die Existenz solch einer Parametrisierung siehe [83] S.40]. O
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53.7 Determinatenformeln fiir die Kriimmung

Wir wollen nun bestimmen, welche Groflen intrinsisch sind, d.h. sich nicht &ndern,
wenn wir zu einer isometrischen Fliache iibergehen. Das sind also jene Grofien, die
von einem in der Fliche lebenden Wesen erkannt werden konnen, ohne das sich diese
eines umgebenden Raums bewuflt sein miissen. Klarerweise konnen diese Léngen
und damit auch Winkel messen. D.h. die 1-te Fundamentalform ist intrinsisch. Nicht
jedoch die 2-te Fundamentalform, da sie iiber die Ableitung des Normalenvektors
definiert ist. Wir wissen also von vornherein von keiner der definierten Kriimmungen,
ob sie intrinsisch sind. Wenn wir Zylinder und Ebene vergleichen, so sehen wir, dafl
sowohl die Hauptkriimmungen als auch die mittlere Kriimmung nicht intrinsisch sind.
Wir wollen nun zeigen, dafl die Gaulkriitmmung es dennoch ist. Dazu benéttigen wir
zuerst Formeln fiir e, f und g, in welchen v nicht vorkommt:

X S
= —(prs) = — <M >

‘% » <Ps|,%’t
1
—\/ﬁﬁpt X <P37<Pt,t>
1
_\/ﬁ det(¢r, ps, @t,t)

. 1
sowie f = BV e det(pr, @s, Pt.s)
1
und g = —m det(pt, s, Ps,s)-

Hier haben wir verwendet, daf3 die Fliche A des von zwei Vektoren v und w im R"™
aufgespannten Parallelogramms wie folgt gegeben ist:

A=1v|-|w| sinL(v,w) = |v| - |w|- /1= cos? L(v,w)

= ol ol /1= 10— TP = (ol

Wir wollen nun versuchen die Gauf}-Kriimmung allein durch die Koeffizienten der
1.ten Fundamentalform, sowie deren partiellen Ableitungen darzustellen. Sei dazu

D :=+EG — F?. Es gilt:
kDt B (_cp)(—gD) - (~fD)?

= det(pr, s, Pr.t) - det(pr, s, Ps,s) — det (@, Ps, Pr.s)

= det((gptv Ps, Wt,t)*(@ty Ps, <)087S)) - det(((ptv Ps) @@S)*(@h Ps, 901575))

Prpt PrPs  PrPss CrPr PiPs  PFPts
=det | pspr  Pips  Pipss | —det | wipr  @ips  Psprs
Cript  PriPs PriPss Pr Pt PrsPs  PrsPts
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E F (Pts Ps,s)
= det F G (Psy Ps,s)
<<Pt,t, <Pt> <%0t,ta <Ps> <(Pt,t7 %,s)

E F <90ta 902575>

— det F G (ps, Pt,s)

<<,0t,3790t> <@t,s»§ps> <(pt,57(pt,s>

E F <(pta <Ps,5>
= det F G (@51 Ps,s)
(Prespe) (P, Ps) (Pt Ps,s) = (Prss Pt,s)
E F <80t7 <Pt,8>
— det F G (Pss Pt.s)
(Pr,s:0t)  {Pt,s5Ps) 0
E F F, — 3G,
=det| F G %Gs
%Et Fy — %Es Fio— %(Es,s + Gip)
E F 1lE,
—det | F G %Gt ,
3B, 3Gy 0

wegen des Entwicklungssatzes von Matrizen und weil:
E={(pt,0t), G={(ps;0s), F={pt,05)
Ey=2pee, 1), Ge=2(0s0,05),  Fr = (pr,e,05) + (1 Ps,t)
Es =2pts,0t),  Gs =2(ps,5,05),  Fs = (pt,5,05) + (Pt: Ps,5)
Fs — %Gt = <<,0t,<,05,s>, F - %Es = <S0t,t7§05>7
s — %Es,s = (Vtt,5,Ps) + (Pt 05,5
Gt = 2((Ps,tt, Ps) + (Ps,ts Ps,t)s
Fi s — %(E&s + Git) = (Pt Ps,s) = (Ps,ts Ps,t)-
Durch Ausmultiplizieren der Determinanten obiger Formel fiir K erhalten wir:
4(EG — F?)’K = E(E,G, — 2F,Gs + G?)
+ F(E\Gs — EsGy —2E,Fs + AR Fs — 2F,Gy)
+ G(E,Gy — 2E,F, + E,?)
—2(BEG — F?)(Bys — 2Fys + Gra).

Eine symmetrischere Formel fiir K ist die folgende:

E E, E

1 s 1 E, - F G; — F,

K=—spdet|F F F —2D<at 5 Lt o, tD )
G Gy Gy

wobei wieder D := vV EG — F2. Diese kann leicht durch Auflésen der Determinante
und durch Differenzieren verifiziert werden.
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53.8 Theorema Egregium [18]. Sind zwei Flichen aufeinander abwickelbar, d.h.
sie sind (lokal) isometrisch, so haben sie in entsprechenden Punkten die gleiche Gauf-
Krimmung. Die Gauf-Krimmung K ist also eine intrinsischer Begriff, d.h. sie hdngt
nur von der Metrik der Fliche und nicht vom umgebenden Raum ab.

Fiir eine partielle Umkehrung siehe |(60.1)]

Beweis. Wegen obiger Formel in héingt die GauB-Kriimmung nur von den Ko-
effizienten der Riemann-Metrik sowie deren 1.ten und 2.ten partiellen Ableitungen ab.
Diese sind aber fiir zwei isometrische Fliachen gleich, denn fiir eine Parametrisierung
o der einen ist ¢ = gop eine Parametrisierung der anderen, wo g die lokale Isometrie
ist, also ist (T,,g9(&1), Tpg(&2)) = (&1, &2). Wihlt man nun fiir § = T'pomn;, so folgt das
Resultat. O

53.9 Lemma (Jacobi-Gleichung). Sind (¢, s) geoditische Koordinaten auf M (d.h.
fiir die zugehirige Parametrisierung gilt E =1, F = 0), so erfillt die Gauf-Krim-
mung die JACOBI-GLEICHUNG:

3

Beweis. Obige Determinanten-Formel fiir K liefert in diesem Fall:

10 -1 100 . .
K-G?2=det|0 @ lGS —det |0 G %Gt =——GGy1 + *GtQ
0 0 —1G,, 0 16, 0 204

= K:—% (;)2@ O

53.10 Formeln fiir durch Gleichung gegebene Hyperflichen

Sei f: R™ — R eine regulire, lokale Gleichung fiir M. Der Normalvektor v ist dann
der normierte Gradient von f, i.e.

L Grad f _ (f1y--sfn)
|Grad f|  /fi2+ -+ f,2

Der Tangentialraum ist gegeben durch

T,M = Ker f'(x) = (Grad, f)* = {(hl, oy h™) 0= ihifi} .
i=1
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Fiir die zweite Fundamentalform gilt somit:

d ’ Grad f(z + th)

1L, (k, h) = (k, Lyh) = (k, % |, v(z + th)) = (k )

"dt lo |Grad f(x + th)|
B d ’ Grad f(z +th) d ‘ Grad f(z)
= "dt lo | Grad f(z)] dt lo |Grad f(x + th)|

1

~ [Grad f(z)] di lo (k. Grad f(z + th))

f!(@+th) (k)
+ i ’ ! (k,Grad f(x))
dt lo |Grad f(x +th)| '
_ L a4 1 ,
= [Grad fay P+ o [Grad f(a +my] | ")
Fiir h € T, M gilt somit

K(h) = T(h, h) = m (@) (hy 1) + 0.

Wir wollen nun die Hauptkriimmungen, d.h. die kritischen Werte von K auf {h: h L
v, |h| =1} = {h € R": f'(x)h = 0,(h,h) = 1} bestimmen. Anstelle von K konnen
wir wegen obiger Formel auch die auf T,,M proportionale Form h +— f”(x)(h,h)
verwenden. Wir verwenden die Methode der Lagrange-Multiplikatoren: Danach ist h
mit [h| = 1 und f'(z)h = 0 genau dann ein kritischer Punkt, wenn A und p existieren
mit

2 f"(@)(h,-) = A2(h, ) + p f'(2) (),

oder dquivalent
2 f"(x)(h, k) = X2 (h, k) + p f'(x)(k) fiir alle k € R™.

Wenn wir die Hessesche Matrix Hess, f von f bei  durch

<Hessx f- h,k> = f"(z)(h, k)
definieren, so ist diese Gleichung mit
2 Hess, f-h=A2h+ pu Grad, f

dquivalent. Als Matrizen-Gleichung 148t sich das zusammen mit f'(z)h = 0 wie folgt

schreiben:
0\ (Hessp, f—Xid Grad, f h
0) f(x) 0 ) \-%

Eine Losung h # 0 existiert genau dann, wenn die Determinante verschwindet, denn
wenn h = 0 ist, so mufl wegen der Gleichung auch p = 0 sein. Seien die \; die Lésungen
dieser polynomialen Gleichung in A\. Dann sind die Hauptkrimmungen durch

oy Ai
Ki = =
\Gradrf| f12+..._|_fn2

gegeben, da
| Grad, f| K (k) = J"(x)(h. h) = NP + 5 ' (@)h.
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Im Spezialfall, wo die Hessesche Matrix Diagonalgestalt hat, d.h. f; ; = 0 fur alle
1 # 7 ist, gilt:

fl,l - A ... 0 fl
0 = det D = (Entwicklung n. 1.Zeile)
0 fn,n _>\ fn
f1 fn 0
f2,2 . 0 f2
— — N det
(11 =2 de 0 oo fam—A fu
fa fn 0
0 fo2o—AX ... 0
+ (=1)" f1 det : : :
0 B
1 fa In
f2,2 - A ... 0 f2
ra=ndet| o fon =X f
f2 fn 0
foo— A ... 0
+(71)2"71f12det :
0 B
f2,2 . 0 f2
= (fa-Ndet| T E
i | CZEDY
#1

Da die Determinante bei einer Permutation der Koordinaten des R™ unveridndert
bleibt, muf} der Koeffizient von f? analog zu jenem von f? sein, und so erhalten wir
fiir sie weiter

==> P11 =N

i=1 i

— (VTR N Y S+ 2 L )

i i i i
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Somit ist die Gauf-Kriimmung

N —(1+7%)
Grnd, 7]~ 27 1L (Z fﬁ)

i=1 i J#i

m m

K=]]K:=
i=1

und die mittlere Kriimmung

3
m m )\Z 2
mH = ;Ki = ;7| Grad, ]~ ;fiQijJ (;fﬁ)

J#i
Speziell im R? gilt, daB h = (h', h?, h?) genau dann ein Hauptkriimmungsvektor ist,
wenn f'(x)h =), h'fi = 0 und det(Grad, f,h,Hess, f - h) =0, denn
h = (h',h% h3) ist ein Hauptkriimmungsvektor <
h € T, M und {L,h,h} sind linear abhingig
heT,M und L,h x h=0
h e T, M und (Lyh x h,v) = det(Lyh,h,v) =0

Zhifi =0 und 0 = det(v, h, Lh) =

t ¢ 00

Grad f 1
= Hess, f-h+ R - f
det < Cra ‘,h, |Gra ‘ ess h Grad )

= m det (Grad f, h,Hess, f - h).

54. Drehflachen

54.1 Definition (Drehfliche)

Unter einer DREHFLACHE versteht man jenes Gebilde, das entsteht, wenn eine Kur-
ve in der (z,z)-Ebene um die z-Achse gedreht wird. Sei also ¢ : s — (r(s),z(s))
diese Kurve, von der wir annehmen diirfen, dafl sie nach der Bogenlinge parame-
trisiert ist. Dann ist die davon erzeugte Drehfliche M durch {(r(s)xz, z(s)) € R™ x
R : 2 € S™ '} gegeben. Ist also speziell m = 2, so konnen wir S* durch 6 —
(cosf,sin @) parametrisieren und erhalten somit eine Parametrisierung ¢ : (s,0) —
(r(s)cosf,r(s)sinb, z(s)) von M.
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Wir wollen nun die GauB-Kriimmung berechnen. Die partiellen Ableitungen von ¢
sind

©s(s,0) = (r'(s) cosb,7'(s)sin 0, 2'(s)) N
wo(s,0) = (—r(s)sinb,r(s)cosb,0)
{E =7'(s)*+ 2 (s)* =1
N F=0 Jacobi-Glg.
G =r(s)?
S U S S S (U RPN ©)
~ w75 (5) VO (5) von=-T5

Wir wollen nun den Satz von Dupin verwenden um die Kriimmungslinien auf
Drehflichen zu bestimmen. Sei dazu ¢ = (r, z) : R?> — R? die nach Bogenlinge para-
metrisierte Kurve, welche durch Rotation die Drehfléiche erzeugt. Es sei W(u!,u?) :=
c(ut) +u? v(ul) = (r(ut) —u? 2/(ub), r(ul) +u? r'(u')), wobei v die Einheitsnormale
an c¢ bezeichnet. Dann ist

Uy (uh,u?) = (uh) +u? V(u') = (1 —u? K@w?) 7(ut) L v(ut) = Uy(ul, u?).
Folglich erfiillt ® : R® — R3, gegeben durch
d(ut,u? u?) =
= ((r(u') —u? 2/ (u")) cosu®, (r(u) —u? 2/(u')) sinu?, r(u') +u? ' (u')),

die Voraussetzungen von Folglich sind sowohl die MERIDIANe s — ®(s,0,6) =
©(s,0) als auch BREITENKREISe 6 — ®(s,0,6) = ¢(s,0) Krimmungslinien. Ein
Meridian ist der Schnitt von M mit einer Ebene durch die z-Achse. Die Schnitt-
kritmmung in Richtung £ des Meridians ist also gerade die Kriimmung des Meridians
bzw. der erzeugenden Kurve ¢, wenn wir als vy gerade —v. = (2/,—r’) wihlen.
Das dies eine Hauptkriimmung ist, siecht man iibrigens auch direkt: Der Normalvek-
tor an die Flidche in einem Punkt des Meridians liegt in dieser Ebene. Wenn wir
ihn also in Richtung ¢ des Meridians differenzieren, liegt das Resultat L £ wieder in
der Ebene, muf} also proportional zu £ sein. Da ¢ nach der Bogenlinge parametri-
siert ist, gilt: (r”,2") = K.(—2',7") und somit ist K; := K(§) = —’;—',/ = '%,,/ Daf§
die Breitenkreise ebenfalls Kriimmungslinien sind, folgt auch direkt daraus, daf} sie
normal auf die Meridiane stehen. Fiir die zweite Hauptkriimmung ergibt sich somit:

"o

Ky = K£1 = % = — =5~ Der Satz von Meusnier|(52.4)|liefert aber auch eine geometri-
sche Methode die zweite Hauptkriimmung und damit die Gaufl-Kriimmung zu berech-
nen: Die Einheitsnormale an die Fliche ist bis auf eine Drehung um die z-Achse um
den Winkel 6 gerade (2/,0, —7'). Die Hauptnormale an den Breitenkreis ist der ebenso

gedrehte Vektor (—1,0,0). Die Kriimmung des Breitenkreises ist + und die Normal-

kriimmung in Richtung seiner Tangente also Ky = —1((2,0, =), (=1,0,0)) = %'

Asymptotenrichtungen & = &', + €2y sind durch
0=K(&) = (& L&) = (€' s + 0, £ K1ps + E Kopp)
= (62K E + (8)°KyG + 12 (K + Ko)F
=K1 (&) + G K2 (€%)?
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gegeben. Fiir

1= ¢ = (€ s + 09, £ 05 + E2p)
= B(€')* + G(&)? + 2F€'e?

= () +G (&)
und K = K7 K5 < 0 bedeutet dies
Ky
K e K
12 B2 2\2 _ K; _ 2
1 1 1 K

232 _ * _ .
(€%) G17% G K, — K,

54.2 Beispiel. Wir betrachten den Torus mir Radius A der Seele und Radius a < A
der Meridiane. Dieser wird durch Rotation der bogenlédngenparametrisierten Kurve

s, . s
c(s) == (A,O) +a (cos(a),sm(a))
erzeugt. Folglich ist die eine Hauptkriimmung K; := % > 0, die GauBkriimmung
r"(s)  cos(s/a)/a
r(s)  A+acos(s/a)’
und schlieBlich die zweite Hauptkriimmung
K cos(s/a) 1

K=-—

Kz = K1  A-+acos(s/a) a+ A/cos(s/a)’

Somit verschwindet die GauBkriimmung am Nord- und am Siidpolkreis (s = £7/2).
Sie ist positiv auf dem dufleren Hemi-Torus und negativ am inneren. Am &ufleren
Hemi-Torus existieren keine Asymptotenrichtungen. Die Pol-Kreise sind Asympto-
tenlinien. In jedem Punkt des inneren Hemi-Torus existieren genau zwei Asympto-
tenrichtungen & = &', + 2y mit

1
(€H2 = Ky  a¥Ajcos(s/a) _acos(s/a)
- - 1 1 —
K2~ K1 saressera o A
1 K
22 _ -
&) =5 e
. 1
~ A(A+acos(s/a))

54.3 Drehflichen konstanter Gauf3-Kriimmung
Um Drehflichen zu finden, die konstante GauB-Kriimmung K = —77”(5) haben,
miissen wir also das Differentialgleichungssystem

" (s)+ Kr(s) =0

()2 + 2 (s)? =1

16sen. Die erste Gleichung hat als lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung einen
2-dimensionale linearen Losungsraum.
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Der Fall K = 0 ist nicht sehr interessant, denn dann ist 7/ = 0, d.h. r(s) = as+ b
und somit z(s) = v1 — a? s. Also ist die Losung ein Kegel fiir 0 < @ < 1 und in den
degenerierten Féllen a = 0 ein Zylinder, bzw. fiir a = 1 eine Ebene.

Fiir K # 0 erhilt man ein Erzeugendensystem durch den Ansatz r(s) := e

sich A2 = —K ergibt.

Betrachten wir zuerst den Fall K > 0, dann ist s — et VES oin Erzeugendensystem
der Losungen. Die allgemeine reelle Losung ist also r : s — acos(VKs)+bsin(v Ks).
Wenn wir (a,b) =: ro(cos(—v K sp),sin(—v Ksp)) mit 79 > 0 setzen, dann ist

S, woraus

7(s) = ro cos(VE (s — s0)).

0.B.d.A. ist 59 = 0 (nach einer Zeitverschiebung) und ro > 0 (sonst parametrisiert ¢
keine Fliche). Folglich ist

z(s) = /05 V1 =1 (0)%do = /05 \/1 — 12K sin*(VK o)do,

ein Legendre-Integral. Fiir r2K = 1 liefert das eine Sphére. Fiir 73K > 1 eine soge-
nannte WULSTFLACHE, und fiir 72K < 1 eine SPINDELFLACHE. Diese sind alle lokal
isometrisch, aber nicht ineinander durch Bewegungen iiberfiithrbar.

Sphire Sg vadel—- UUES‘H”;

Nun betrachten wir den Fall K < 0, dann ist die allgemeine Losung der ersten
Gleichung

r(s) = aeV K 4 pemVKs
mit beliebigem a und b.

Falls ab = 0, so kénnen wir durch eine Spiegelung der Zeitachse erreichen, dafl a =0
ist. Durch eine Zeitverschiebung um — In(b) /v/—K kénnen wir b = 1/4/—K erreichen
und durch eine Streckung um /— K und gleichzeitige Umparametrisierung mit Faktor
1/4/—K ist die Lésung dann

r(s)=e""% z(s)= / mdo fiir s > 0.
0
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Das ist die Bogenldngen-Parametrisierung der Traktrix. Die zugehorige Drehfliche
heifit PSEUDOSPHARE. Man kann z(s) wie folgt ausrechnen:

d
/mdSZ/_ml
/ 21+u 2(1 — u?)
1— 2u du
/ 1+u 1+ u2)2
(1 —wu) 4u
/u(1—|—u2) Y /u (1+u?)? “
2 14++vV1—12
c+hhu+ ——=c+In StV +1—+1—172
14+ u? r
1
=c—|—1+Arcosh(;)—\/1—r2

Also

z(s) = Arcosh( ) — V1 —r(s)?

1
r(s)
Im Fall ab # 0 kann man erreichen, dafl @ = —b oder a = b ist, indem wir s durch
s — ¢ ersetzen: Dann ist

r(s—c)=ae V ECeVRs L pevRemvRs

Wihlen wir e2V—HKe¢ = |%], dann ist |a e~ Ve = |bex/jc|.
Die entstehenden Flachen

r(s) := a cosh(v—K3s), z(s) := /S \/1 + 2K sinh?(vV—Ko) do
0

r(s) := a sinh(v—K3s), z(s) == /s \/1 + a2K cosh?(vV—Ko) do
0

nennt man FLACHEN vVOM KEGELTYP bzw. vom KEHLTYP.

Pseudosphiire Kegel-  Kehliyp
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54.4 Geoditische Koordinaten der Poincaré’schen Halbebene

Die POINCARE’SCHE HALBEBENE M ist die oberer Halbebene {(z,y) € R? : y > 0}
versehen mit der Riemann-Metrik g : (ds)? = y—lz((dac)2 + (dy)?).

Die Geoditen sind die Kreise mit Mittelpunkt auf der x-Achse, also jene Kreise,
die die z-Achse rechtwinklig schneiden. Die Kreise durch oo sind dabei die zur y-
Achse parallele Geraden. Wir wollen letztere nach Bogenlange parametrisieren. Sei
also ¢(t) := (z,t). Dann ist die Bogenlinge

dt
()= [ 16Ol dt = [ F =m0
mit Umkehrfunktion ¢(s) = e®. Als Parametrisierung von M verwenden wir nun

w:(r,0)— (0,e").

dwo=( o)

und fiir die Koeffizienten der Metrik erhalten wir:
E =g(0:0,0,0) =1, F=g(0:0,090) =0, G = g(dpsp, o) =e "
Es gilt somit

Die Ableitung von ¢ ist somit

VG0,0) =1, 2VG0,0)=-1, K=-——- <8>2 VG = 1.

or NZE

54.5 Geoditische Koordinaten der Pseudosphire

Die Pseudosphére ist die Drehfliche M die bei Rotation der Traktrik 7 : z =
Arcosh(2)—y/1—p2=1In ERaVA Vpl_pz —+/1—p? fiir 0 < p < 1 um die 2-Achse entsteht

S

(siehe |(54.3)). Die Bogenlingen-Parametrisierung der Traktrix ist durch p = e~
gegeben und beschreibt somit nach [(57.3.4)| eine Geodéte (einen Meridian) auf der
Pseudosphire. Geoditische Koordinaten erhalten wir somit durch den Ansatz:

o(r,0) = (e7"cosb,e”"sinb, (e”")).

Die Ableitung ist somit

—e "cos —e "sinf
o'(r,0) = —e"sinf e "cosh
—e "r'(e™") 0
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und fiir die Koeflizienten der Metrik erhalten wir wegen 7/(p) = — 1;” -

E=(0r¢,0,0) =1, F=(9,0,000) =0, G = (Do, pp) ="
und somit wie in
5 1 8 2
VG0.0)=1, 5 VGO0 =1 K=-—2 (ar> Va1

Diese Koordinaten stimmen mit den in |(54.4)| konstruierten fiir die Poincaré’sche
Halbebene iiberein, also erhalten wir wie folgt eine Isometrie der Teilmenge {(z,y) :
y > 1} der Poincaré’sche Halbebene auf die Pseudosphire:

Poincaré’sche Halbebene Pseudosphére
(&) (2, sz (1))
(6,e") (e7"cosB, e "sinb, ("))
\ /
(r;0)
R2

Dies kann auch mit einer direkten Rechnung verifiziert werden.

54.6 Geoditische Koordinaten der hyperbolische Scheibe

Die hyperbolische Scheibe ist nach die offene Einheitsscheibe D := {z € C :
|z| < 1} versehen mit der Riemann-Metrik

1

——((dx)* + (dy)?).

Geoditen sind jene Kreise (und Geraden), die den Einheitskreis orthogonal treffen.
Wir wollen die Geodéten durch 0 wieder nach Bogenlénge parametrisieren. Sei also
¢(t) := (¢,0). Dann ist die Bogenlinge

dt 1 1+1¢
= / = —_— - _—
s(t)—/|c ()] ey dt_/l—t2 21n(1_t)
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mit Umkehrfunktion #(s) = £=¢— = tanh(s). Als Parametrisierung von ID verwenden

es+e—*®
WIT nun

v :(r,0) — (0,tanhr) — (tanhr cos @, tanh r sin 6).
Die Ableitung ist somit

p cosf/cosh®r —tanhr -sinf
¥ ( 70) = : 2
sin@/cosh“r  tanhr - cosf

und fiir die Koeffizienten der Metrik erhalten wir:
E=g(0rp,0rp) =1, F=g(dp,090) =0, G =g(dpep,pp)=cosh’r.
Es gilt somit

0 1 [0\’
VG(0,0) =1, E\/é(o,e)zo, K:—ﬁ (ar> VG = 1.

Dies sind gerade die Koeffizienten einer Fliche von Kehltyp mit Koordinaten

r(s):= % (e* + e *) = coshs, und z(s) := /OS V1—=7'(0)?do

aus|(54.3)l Also erhalten wir analog zu eine Isometrie der hyperbolischen Schei-
be mit einer Fliche von Kehltyp.

54.7 Eine andere Beschreibung der hyperbolischen Scheibe

Wir wollen die hyperbolische Scheibe nun durch einen Diffeomorphismus so verzer-
ren, daf} die Geodéten genau die Geraden werden. Dieser Diffeomorphismus soll die
Scheibe invariant lassen und ihren Mittelpunkt und ihren Rand punktweise fix las-
sen. Dazwischen miissen wir also die Kreise die den Rand orthogonal treffen so de-
formieren, dafl sie Geraden durch die gleichen Schnittpunkte mit den Rand werden.
Eine elementar-geometrische Uberlegung zeigt, da dies in Polarkoordinaten durch

(r,0) — (%, 0) erreicht wird. Unseren gewiinschten Diffeomorphismus erhalten wir

also durch folgende Zusammensetzung:
(r,0) (1352.9)
lkart.Koord.
(/72 + y2, arctan Z) (71_25_:2 cos®, 713_:2 sin 0)
Pol.Koord.T
2 2
(LU, y) ( 1+$2x+y2 ’ 1+w2y+y2 )
2
Beachte noch, dal die Ableitung von r — 13_% durch r +— % und die Um-

kehrfunktion durch 1=¥1= Vrl_’“Q —i r gegeben ist (die Wahl der Losung der quadratische
Gleichung ergibt sich dabei aus r < %) Beachte aber, dafl wir auf diese Weise kei-
ne geoditischen Koordinaten erhalten, denn dazu miiiten wir die radialen Geoditen

wie in zuriickparametrisieren.
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54.8 Die Poincaré’sche Halbebene ist isomorph zur hyperbolischen Scheibe

Wir betrachten die Mébius-Transformation p : z — (az + b)/(cz + d), die folgende
speziellen Werte hat:

00— —i, i—0, £l £l o0 i

Aus diesen Gleichungen erhalten wir: d = ib, b = —ia, ¢ = —ia und wegen 1 =
ad — bc = 2a? schlieBlich ¢ = d = 1/\@ und b =c = fi/\/i, oder (wenn wir mit V2
erweitern)

1z+1

z+i

Sie bildet die obere Halbebene auf die Einheitsscheibe ab. Ihre Umkehrfunktion ist
durch w — (w + ) /(iw + 1) gegeben. Wenn wir nun die hyperbolische Metrik auf D
mittels p auf die obere Halbebene zuriickziehen, so erhalten wir die Metrik:

WE
= Ju(=)P

Dies ist bis auf den Faktor 1/2 die Metrik der Poincaré’schen Halbebene aus

Z =

ol ol
i(z—z) 20m(z)

[0l = 11 (2)0lu(z) =

54.9 Minimale Drehflichen

Wir wollen jene Drehflichen bestimmen, die H = 0 erfiillen, sieche Abschnitt
Da die beiden Hauptkriimmungen —Z—/,/ und 27/ sind, miissen wir das Differentialglei-
chungssystem r''r = (2/)2 = 1 — (r’)? 16sen. Dies ist dquivalent zu

2
(5)" =rr” 4 (r')?> = 1 mit der einzigen Losung 7(s)? = (s + a)? b,
Nach Zeitverschiebung erhalten wir fiir 7(s)? = 52 — b2 mit b > 0, daf r'(s) = 6]
und somit ist 77(s)? > 1 also liefert dies keine Losung. Fiir b = 0 erhalten wir nach

Zeitverschiebung (und Spiegelung) die Losung r(s) = s und z(s) = 0, eine Ebene.
Fiir 7(s)? = s? + b mit b > 0 erhalten wir z(s) = [ ﬁdo = b Arsinh(s/b),
d.h. s = bsinh(z/b) und r = by/1 4 sinh?(z/b) = bcosh(z/b). Dies ist also gerade die

Bogenldngen-Parametrisierung der Kettenlinie r/b = cosh(z/b).
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55. Regelflichen und Torsen

55.1 Definition (Regelflichen und Torsen)

Unter einer REGELFLACHE versteht man eine 2-Flidche, die sich lokal durch ¢ :
(s,0) — ¢(0) + s w(f) parametrisieren l&8t. Damit ¢ regulér ist muff man offen-
sichtlich voraussetzen, dafl ¢s(s,0) = w(f) und py(s,0) = /(0) + s w'(#) linear
unabhéingig sind. Durch jeden Punkt einer Regelfliche geht also ein Geradenstiick
0 — ¢(0) + s w(h). Diese Gerade heifit ERZEUGENDE. Ist der Normalvektor lings
jeder Erzeugenden konstant, so spricht man von einer TORSE.

55.2 Bemerkung

Wir wollen nun die Parametrisierung ¢ : (s,0) — ¢(0) + s w(€) einer Regelfléche in 3
Schritten noch etwas verbessern.

1) O.B.d.A. |w|=1, denn

2) 0.B.d.A. ist zusétzlich ¢ L w, denn
5(5,0) = c(6) + 5w(0) = p(5,0)
mit ¢(0) := c(0) + g(0) w

wobel 0 = (¢, w) = (¢ + ¢ w+ gw',w) = (¢, w) + ¢, d.h. g(8) := g(0) — f06<c’,w>.
3) 0.B.d.A. ist zusétzlich |¢'| = 1, denn

Alle diese Annahmen wollen wir im folgenden an die lokale Parametrisierung einer
Regelfléche stellen.
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55.3 Ein Begleitbein fiir ¢

Wir haben in jedem Punkt 6 der Kurve ¢ die Orthonormalbasis (c'(0),w(0), vc())
des R3. Dabei sei M so orientiert, dafl diese Basis positiv orientiert ist. Wir wollen
fiir das Begleitbein (¢/,w,v := v o ¢) der Kurve ¢ das Analogon zu den Frenetschen
Ableitungsgleichungen herleiten, d.h. die Ableitungen dieser Vektoren in eben dieser
Basis ausdriicken. Dazu beachten wir noch, dafl v'(8) = Tv - ¢/(8) = L/(0) ist, und
rechnen:

1= (w,w)={(,) = (v,v)
= 0= (w,w)={(")={"v)
pO) = (" u)(6) = (¢ u)(0)
Sei < r(0) = (", v)(0) =—{(c,v")(H)
q(0) = (w',0)(0) = —(w,v")(0)
! (" wyw+ (", v)v=pw+rv
= w =W, ) + (W, v)v=—pc +qu
v’ W,y + (W wyw=—-rcd —quw
d 0O p r d
Kurz also: — (w | =|-p 0 ¢ w
v —-r —q O v

Obige Rechnung 148t sich auch fiir eine nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve
¢ auf einer allgemeinen Fliche durchfithren. Dann ist w ein tangentiales Einheits-
Vektorfeld, welches normal auf ¢’ steht. Die Funktion p heifft dann auch GEODATISCHE
KRUMMUNG,  NORMALKRUMMUNG und ¢ RELATIVE T'ORSION von c.

Fiir unsere Parametrisierung bedeutet das:

p=c+sw

Ps =W

pog=c +sw = +s(—pc +qv)=(1-sp) +squv
Ps,s =0

pso =w' =—pc +quv

Somit sind dies geodétische Koordinaten mit

E=1, F=0, G=(1-sp?+(sq)? D*=EG-F?’=G

1
e = —L det(pr0a00) = 0

1 1 /01-sp —p q
f=—pletenene =-5 (1 5 )= 5
Die Gaufl-Kriimmung einer Regelfliche ist somit
_ 2 2 2
K = L9-J f - _ q <0.

T EG-F2 G2 (1—sp)2+(sq)?)? —
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Die Erzeuger s — sw(0) sind als Geraden natiirlich Asymptotenlinien.
Beispiele von Regelflichen sind:

1. Mobiusband: ¢(s, ) := ((2 — 0sin 5)sin s, (2 — Osin 5) cos 5,0 cos 3).
2. Pliickers Kegel: z = % mit Erzeuger z =konstant, d.h. £ =14+ / % — 1.

3. Helicoid oder Wendelfléche: tan 2 = £ mit Erzeuger z = konstant, d.h. £ =
tan £.
a

4. hyperbolisches Paraboloid: z = 2—2 - z—j, oder parametrisiert durch ¢ : (¢, s) —
(a(t+s),£bs,t? +2ts)

5. einschaliges Hyperboloid: ﬁ—z + Z—; — i—: = 1, oder parametrisiert durch ¢ :
(t,s) — (a(cost F s sint),b(sint £+ s cost), £cs).

Beispiele von Torsen sind:

1. (verallgemeinerter) Kegel; parametrisiert durch (s, 0) := co+s w(0) fiir s # 0
mit w’'(s) x w(s) # 0.

2. (verallgemeinerter) Zylinder; parametrisiert durch (s, 0) := ¢(f) + s wp mit
wp X '(s) #0.

3. Tangentialfliche einer regulidren Raum-Kurve ¢ mit nirgends verschwindender
Kriimmung K.; parametrisiert durch ¢(s, 0) := ¢(8) + sc¢’(0) fiir s # 0.
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55.4 Satz (Charakterisierung von Torsen). Fiir eine Regelfliche M, parame-
trisiert durch ¢(s,0) = ¢(0) + sw(f) mit |lw| = || = 1 und w L ¢, sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. M ist eine Torse;

K=0;

q(0) := (w'(0),v(0)) =0 fiir alle 6;

L(s,6)w(0) = 0 fiir alle 0 und s(= 0);

w(6) ist Hauptkriimmungsrichtung im Punkt p(s,0) fir alle 6 und s(=0);
w'(0) € Ty5,0)M fiir alle 6 und s(= 0);

SO N

Beweis. Es ist ps = w, g = (1 — sp)c’ + sqv und somit
_ $oxes gy (52(0) = Dl6) + 54(6) (6)
|00 X sl Vs q(0)? + (sp(0) — 1)2
1 & 3) Es bleibt v genau dann konstant lings jedes Erzeugers, wenn (pg X ¢4)(s,6) =
)
)

(

(sp(0) — 1)v(0) + sq(8) ¢/ (#) konstante Richtung bei variierenden s hat, also wenn
(sp(8) — 1) : (sq(8)) = (p(f) — 1) : q(6) konstant in ¢ ist, d.h. ¢(6) = 0 ist.

(
(

Vi(s,0)

2
3<:>2) Klar,daK:—(m> .

1=4) Ly w(0) = %u(c(@) +sw(h)) =0.

(4 = 3) Klar, da Lw € TM, und (w, Lw) = K(s — ¢(f) + sw(#)) = 0. Also gilt
Ly0,6) - w(0) =04 0= (Lw,c) = (w, Lc') = (w,v') = —(w',v) = q wegen |(55.3)
(4<5) Aus Lw = Aw folgt A = (w, Lw) = K(w) = 0.

(3 & 6) Esist w'(0) € Tys,00M < 0 = (w'(0), (wo X vs)(s,0)) = (qv—pc,(sp—
Dv+sqgcd)=—q(0) O

55.5 Folgerung (Verschwindende Gauf3-Kriimmung).
Eine Fliche ohne Nabelpunkte ist genau dann eine Torse, wenn die Gauf-Krimmung
tiberall verschwindet.

Beweis. Da keine Nabelpunkte existieren, konnen wir orthonormale Vektorfelder
von Hauptkriimmungsrichtungen auf M finden. Da K = 0, sind die Losungskurven
(Kriimmungslinien) des Vektorfelds mit zugehoriger Hauptkriimmung 0 Geraden, also
ist M eine Regelfliche. Wegen ist M sogar eine Torse. O
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Bemerkung

Fiir Flachen mit Nabelpunkten ist obige Folgerung nicht giiltig. Ein Beispiel einer
Flache mit K = 0, die aber keine Torse ist, findet sich in [83] S.53].

55.6 Lemma (Schmiegtorse). Sei ¢ eine Kurve in M, fiir welche es ein Vektorfeld
w in TM lings ¢ gibt, mit II(c',w) = 0 und {¢',w} linear unabhingig. Dann ist
(s,0) — c(0) + sw(h) eine Torse, die sogenannte SCHMIEGTORSE, da sie die Fliche
langs ¢ beriihrt.

Falls II(c,¢')(0) # 0 fiir alle 6, so existiert ein solches w, da ¢ ¢ {w : I[I(¢/,w) = 0}.

Beweis. O.B.d.A. sei |w| = 1. Es ist ps9 = w', also (v,w') = —((voc),w) =
—(Lc,w) = —II(c,w) =0, somit parametrisiert ¢ eine Torse nach |(55.4) O

55.7 Folgerung. Die Hauptnormale an eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Krimmungslinie ¢ auf M erzeugt eine Schmiegtorse.

Beweis. Fiir ein normales Tangentialvektorfeld w an ¢ gilt I1(c',w) = (L, w) =
K(c){c,w) =0. O

55.8 Proposition. Fine Kurve ¢ auf einer Fliche M ist genau dann eine Krim-
mungslinie, wenn ¢(s,0) := ¢(0) + sv(c(9)) eine Torse parametrisiert.

Beweis. Die Kurve c ist genau dann Kriimmungslinie, wenn zu jedem 6 ein \ existiert
mit L - (0) = A(0). Wegen L -/ (0) = (voc)(8) = w'(0) ist das genau dann der
Fall, wenn w'(0) € TM, da (w',w) = 0, also nach genau dann wenn ¢ eine
Torse parametrisiert. O

55.9 Lemma (Generische Torsen). Jede Torse ist in einer offenen und dichten
Teilmenge lokal ein Zylinder, ein Kegel oder die Tangentialfiiche an eine Kurve.

Beweis. Sei ¢(s,0) = c(f) + sw(f) eine lokale Parametrisierung einer Torse mit
|¢'| =1 =|w| und ¢’ L w. Falls w lokal konstant ist, so ist M lokal ein Zylinder. Falls
andernfalls 0 # w'(= qv — pc) gilt, so ist fiir Torsen p = —(w’, /) # 0 wegen ¢ = 0
nach [(55.4)] In diesem Fall versuchen wird die Regelfliche so umzuparametrisieren,
da3 |¢'| =1 = |w| und ¢ L w’ gilt. Dazu machen wir den Ansatz ¢(5,6) = () +
sw(0) = p(s,0) mit ¢(0) := c(0) + g(0) w(f) und § = s — g(#), wobei

0= (w'(0),¢(0)) = (w'(6),¢'(6)) +9(60) (w'(0),w'(6)) +4'(0) (w'(6),w(0)),

— — ——
—p(6) p(0)2+4(0)? 0

d.h. g := ﬁ. Die Kurve ¢ heifit auch Striktionslinie der Regelfléiche.
Wir kénnen nun noch wie in erreichen, daf |&| = 1 gilt.
Fiir jede Torse gilt ¢ = 0 nach ((55.4)} Somit ist ¢(0) = ¢(8) + ﬁ w(f) und

P'(0)
p(0)?

&(0) = ¢(6) + —— W) — a0 = A

p(6)
p(9) ¢'(6)
Es ist also die Striktionslinie ¢ genau dann konstant und somit M lokal ein (verall-

gemeinerter) Kegel, wenn p’ = 0 gilt. Falls andererseits p’ lokal nicht verschwindet,
dann ist ¢ reguléir und ¢ proportional zu w, also M lokal die Tangentialfliche zu c.
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Die Menge der 6, wo eine der folgenden drei Bedingungen gilt, ist offensichtlich offen
und auch dicht,

1. p =0 lokal (dann ist M lokal ein verallgemeinerter Zylinder);
2. 0 # p lokal konstant (dann ist M lokal ein verallgemeinerter Kegel);
3. p(0)p'(0) # 0 (dann ist M lokal eine Tangentialfliche):

Falls ndmlich eine Umgebung von 6y im Komplement dieser Menge liegt, so ist pp’ = 0
lokal und somit, falls p(6) # 0 ist, p’ = 0 lokal um 0, d.h. p lokal konstant wiire, ein
Widerspruch. O

55.10 Taille, Striktions- oder Kehl-Linie

Wir wollen nun noch andere Beschreibungen der Striktionslinieaus einer nicht
zylindrischen Regelfliche geben. Es seien zwei windschiefe Geraden ¢ — a; 4 tw; fiir
j = 0,1 gegeben, d.h. wy x we # 0. Der Abstand zweier Punkte mit Parameter tg
und ¢; auf ihnen ist

d(to,t1> = |a0 — a1 + towg — t1w1|.

Der kritische Wert muf3

d
0= Ed(to,tl)2 = (ao — a1 + towo — tywy, wo) und
0

d
0= %d(to,tl)z = (ap — a1 + towy — tywy, we)
1

erfiillen. Wegen

det Qggzzfi —231::(1)0 = —({wo, wo) (w1, w1) — (wo, w1)?) = —|wo X wi|* # 0

existiert eine eindeutige Losung und zwar ist

(Uo,ao - al><U1,U1> — <v1,a0 - a1><U0701>
(wo, w1)? — (wo, wo) (w1, wr)
- <<v1,v1>vo - <UO,U1>017GO - a1>
|wo x wy|?

to =

_ (v1 x (vo X v1),a0 —ay)  det(vi,vo X v1,a0 — ay)

"wo X w1|2 o |U.)0 X w1|2

Sei nun ¢ : (s,60) — ¢(0) + sw(f) Parametrisierung eine Regelfliche mit |w| = 1 und
w'(0) # 0. Dann ist der Punkt auf dem Erzeuger durch ¢(#) der vom Erzeuger ¢(6+¢)
minimalen Abstand hat, durch

_det(w(0 + ), w(0) x w(® +¢),c(0 + ) — c(0))
[w(0) x w(f +¢)?

c(0) w(f)
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gegeben. Es gilt

lim det(w(0 + ¢),w(0) x w(f +¢),c(0 +¢) — c(6)) _

e=0 [w(6) x w(6 + )
det(w(@—i—a),w(@) % w(9+63j—w(9)’ c(9+82—c(9))
= [0(8) x “OE—u@ o
_ det(¢(0), w(0), w(®) x w'(6)) _ (¢(0) x w(0), w(d) x w'(6))
|w(6) x w'(0)? |w(6) x w'(0)]?
_ {d(0), w(6))(w(B), w'(0)) — (c'(6), w'(0)) (w(8), w(B))
[w(6) x w'(6)|?

~ ({(0),w'(8))
[0 (@) x W (O)?
Dabei haben wir die Identitéten:
det(a,b,c) = (axb
x (b x¢)={(a,c)b— (a,b)c
(axb,cxd)=(a,c)(b,d) — (a,d)(b,c)

verwendet. Dabei folgt die erste Gleichung durch Interpretation als Volumen des
Parallelipipeds; die zweite, da a x (b x ¢) normal auf b X ¢ und damit im Erzeugnis
({b, c}) liegt; die dritte durch

(a x b,c x d) @det(a,b,cxd) = det(b,c x d, a) w (bx (cxd),a)

D (b, d)e — (b, )d, a) = (a, ) {b,d) — (a,d){b, c).

—~

Der Grenzpunkt

(¢, w')

|w x w'|?

0
PO (o)
p(0)? + q(0)
heifit der ZENTRALE PUNKT am Erzeuger. Die Verbindungskurve der zentralen Punk-
te ist genau die Striktionslinie.

c(0) - (6) w(8) = () +

Wir wollen nun die Punkte der Erzeuger mit minimaler Gauf-Kriimmung K =
—(g/((1 = sp)* + (s q)z))2 bestimmen. Dazu miissen wir s() so bestimmen, daf
der Nenner 1 — 2sp(0) + s? (p(0)? + q(0)?) > 0 moglichst klein wird, d.h. s(f) =
p(0)/p(0)* + q(0)%. Diese Punkte sind also genau die zentralen Punkte und fiir die
GauB-Kriimmung in diesen Punkten gilt:

K=-— q 2:_<q(p2+q2)2)2
O— 2)? + ()’ ¢ +p%¢°

P+q p+q

- (peny

Insgesamt haben wir also folgendes Theorem gezeigt:
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55.11 Theorem (Kehllinie). Die Gauf-Kriimmung einer Regelfliche mit w'(0) # 0
ist auf den Erzeugern gemau in den zentralen Punkten von maximalem Betrag und

2
2war K = — (W) . Die zentralen Punkte sind gegeben durch:
p(9)
c(0) + =5 ——<w(0),
O+ 7o e
und sind genau jene Punkte x, wo w' L T,M, bzw. jene, die infinitesimal von be-

nachbarten Erzeugern minimalen Abstand haben. ]

55.12 Satz [Chasle1839]. Sei M eine Regelfiiche, c¢(0) der zentrale Punkt, dann gilt
tan <(Ve(0), Ve(0)+s w(0)) = —54(0).
Es ist also der Anstieg der Normalen relativ zur Normalen im zentralen Punkt pro-
portional zur Distanz vom zentralen Punkt.
Beweis. Sei also z := ¢(0) ein zentraler Punkt.
w'(0) LT, M = 0= (w,¢p) = (' c)=—(wc")=—p
= e(5,0) = (0) + s q(0)v(0)

S X S

Ps X Ps (s 0)

|§09 X @s'

1 /
= O T aore ) X (€0 +59(0)v(0))

1 ’
- HTQQ(O)(VC(()) —5q(0)c(0))

= 14 52¢%(0) vip(s,0) = Ve(o) — 5q(0) ¢'(0)
tan <(Vy(0,0)s Vi (s,0)) = —5¢(0) O

= Ve(s,0) =

4

%
¥/ ] ta
<o)
o
1?? (0,03

56. Minimalflichen

56.1 Definition (Minimalfliche)

Eine Fliche heifit MINIMALFLACHE, falls sie (lokal) ein kritischer Punkt fiir die Ober-
fldche ist, d.h. wenn wir sie nur lokal (bzw. auf einem kompakten Teil) variieren. Wir
brauchen also nicht die gesamte Oberfléiche (die unendlich sein kann), sondern nur
jenen Teil, der sich &ndert, betrachten.
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56.2 Satz, [53]. Eine Fliche ist genau dann eine Minimalfliche, wenn H = 0.

Beweis. Das vorliegende Variationsproblem besteht also darin, die lokalen Mini-
ma der Funktion M — vol(M) := [, volys € R zu bestimmen. Sei die Fliche M
ein kritischer Punkt dieses Funktionals. Jede in der Ndhe von M liegende Fléiche
148t sich per Definition als {z + f(x)v(z) : * € M} mit einer reellwertigen glat-

ten Funktion f : M — R darstellen. Somit muf %

. vol(M?) = 0 sein, wo-

bei M? die Fliche {z + ¢ f(z)v(z)} ist. Dazu miissen wir %

Wir wéhlen eine lokale Parametrisierung ¢ : U — M von M mit zugehorigen

lokalen Koordinaten (u!,...,u™). Eine lokale Parametrisierung von M? ist dann

' (u) = p(u) + 1 f(p(u))v(p(u)). Lokal ist

volpre = y/det(gt ;) du' A--- A du™,

gi =0’ = aiQDth(ai(fo @) (vop)+(fop)- 5‘1‘(1/080))
und g; j := (gi, g;). Also ist

jt\ng=(@(fow)'(vw)ﬂfoso)~L(<9¢ >)=(5J«v+f-L<m>)

Somit ist

volyst bestimmen.

wobei

Ao g =g |, a5+ (& |, 9t 95)
. (<L<aiso>, 9,0) + (9hip, (9, >>) 2,

und weiters

by (o) = 5 s deton) oo (000) 6 |y )
= \Jaetlgi5)(5 0 ) Spur (91,0

_ \/m(f o ) Spur L
= m\/(mgo@) H.

Dabei haben wir verwendet, daf§ det’(A)(B) = det A - Spur(A~1B). Also:
4|, volage = mf H voly
SchluBlendlich gilt:

d ty _ d _ d
@ ‘t:() VOI(M ) =@t |t:0 /VO]Mt = /E |t:0 VOlMt

:m/ f Hwvoly;.
M

Soll das fiir alle in der Ndhe von M liegenden Flichen gelten, d.h. fiir alle f : M — R,
so mufl H = 0 sein (wihle f = H). O
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56.3 Plateausches Problem

Sei ¢ : S' — R3 eine einfachgeschlossene rektifizierbare Kurve. Gesucht ist eine
Minimal-Fliiche ¢ : D — R3 mit p(S') = ¢(S!). [RadoDouglas1930] haben gezeigt,
dafl es eine Losung mit eventuellen, isolierten Singularitéiten gibt. [65] zeigte, daf
die absoluten Minima keine Singularitéiten besitzen. Nach [69] ist ¢ auch am Rand
differenzierbar, falls ¢ differenzierbar ist.

Folgendes Lemma stellt einen, wegen der Schwingungsgleichung erwarteten, Zusam-
menhang zwischen Minimalflichen und dem Laplaceoperator her.

56.4 Lemma (Minimalfliche via isothermale Koordinaten).
Eine Fliche M ist genau dann eine Minimalfliche, wenn alle Komponenten einer
(jeder) isothermalen Parametrisierung ¢ harmonisch sind.

Beweis. Eine isothermale Parametrisierung erfiillt £ = G, F = 0. Also ist

Ge—2Ff+Eg Ele+g) e+g
EG — F? E? E
(pr.01) = E =G =(p2,02) = (p1,1,01) = (2,1, 02).
(pr,02) =F =0 = (p12,02) = —(p1,922)-
= (p1,1+ 2,2, 91) = 0 und analog (p11 + @22, 92) = 0.

= P11+ =Avund e+g=—(p11+p22,V) = (A, V) = =\
2=

2H =

= Ap:=p11+pe0=—(e+g)v=—-2HFEvmit E = |p la]? > 0.

Daraus folgt nun H =0 < Ag := 0. O

Das fithrt natiirlich in die komplexe Analysis, denn eine Funktion R? — R ist ge-
nau dann harmonisch, wenn sie der Realteil (oder dquivalent der Imaginérteil) einer
holomorphen Funktion C — C ist.

56.5 Lemma (konforme Gauflabbildung). Die Gauf-Abbildung einer zusam-
menhdngenden Fldche ist genau dann konform, wenn M eine Sphdre oder eine Mini-
malfliche ist.

Beweis. Falls M Teil einer Sphére ist, so ist die Gaulabbildung proportional zur
Identitét, also konform.

Sei M eine Minimal-Fliche, d.h. H = 0. Dann gilt fiir die Hauptkriimmungen K; =
— K5, und somit ist K < 0. Nun benutzen wir die charakteristische Gleichung L? —
2H L+ K id = 0 fiir L. Also ist L? = —K -id, d.h. (Lv, Lw) = —K (v, w), und somit
ist die GauBabbildung konform.

Sei umgekehrt die Gauabbildung konform, d.h. (Lv, Lw) = (v, w), i.e. L? = X -id.
Also gilt 2H L = (K + ) - id wegen der charakteristischen Gleichung von L. Falls in
einem Punkt H # 0 ist, dann ist L = (K + A\)/H - id, d.h. auf dieser offenen Menge
sind alle Punkte Nabelpunkte, also mufl nach M dort Teil einer Sphire (oder
eine Ebene) sein, und somit H konstant sein. Falls H konstant 0 ist, so liegt eine
Minimalflache vor. O
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56.6 Historisches iiber Minimalflichen

In [Lagrangel760] wurden erstmals Minimalflichen betrachtet, und zwar waren dies
solche, die Graph einer Funktion f : R? — R sind. Die charakterisierende Differenti-
algleichung ist dann

foa(L+ £3) = 2fafyfoy + Fyu(L+ f2) = 0.

Dann zeigte [53], daB eine Fliche genau dann minimal ist, wenn ihre mittlere Kriim-
mung verschwindet. Er fand auch heraus, daf§ die einzigen Minimalflichen mit Ge-
raden als Niveaulinien die Ebene und die Wendelfliche sind, und daf} die einzige mi-
nimale Drehfliche durch die Kettenlinie entsteht, also das Katenoid, gegeben durch
©(t,s) = (acosh scost,acosh scost, bs), ist.

[28] suchte nach Funktionen z = f(z,y) = g(x) + h(y), deren Graph eine Mini-
malfldche ist und fand g(z) = Llncosaz, h(y) = %Insinay und somit f(z,y) =
Lip(cesazy. Iy der Tat ist

a M eosay
foz = q’ Joy =0, fyy= h'
fiir f(z,y) := g(z) + h(y) und somit ist die obige Differentialgleichung
9" (@) (L+ 1 (y)*) +h"(y) (L +¢'(2)*) =0

Also ist
B (y) —g"(x)

T+h)? "7 1+ g@?

fiir eine Konstante a, also
1
g(x) = ——logcos(ax)
a
1
h(y) = —logcos(ay)
a

Ein weiteres Beispiel einerMinimalfliche ist, ist Enneper’s Fliche (u,v) — (u — “?3 +
wv?, v — ? +ou? u? —v?).

[9] gelang es schliefllich zu zeigen, dafl die Wendelfldche die einzige Minimalfléiche ist,
die eine Regelfléche ist.

[84] fand die erste allgemeine Konstruktion fiir Minimalfldchen.
[67] zeigte, daB der Graph einer auf ganz R? definierten Funktion nur dann eine
Minimalflache ist, wenn er eine Ebene ist.

[16] konnte schliefilich zeigen, dafl die GauBabbildung einer Minimalfliche, die nicht
eine Ebene ist, hochstens 6 Punkte auf der 52 ausliBt. Ennepers Fliche 1i8t einen
aus. Das Katenoid 2, Scherk’s Fliche 4, und es gibt auch Beispiele (Chen’s und Voss’s
Fliche), wo die GauBlabbildung keinen bzw. 3 Punkte auslifit. Ob es ein Beispiel fiir
5 bzw. 6 ausgelassene Punkte wirklich gibt, ist unbekannt.

Fiir dies und vieles andere mehr siehe [39].
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Fiir das folgende siehe auch [46] S.431]: Sei M eine Riemann-Fliche, v : M — S?
eine meromorphe Funktion und w eine meromorphe 1-Form auf M. Wir setzen

o) = e [ (1= ()

Po

y(p) := Re /pz(l +12(2)) w(2)

z(p) := Re /P 2v(z)w(z)

Dann ist p — (2(p),y(p), 2(p)) eine Immersion M — R3, deren Bild eine immersierte
Minimalflache ist. Jede immersierte Minimalflache 148t sich so erhalten: Die geome-
trische Bedeutung von v ist die der stereographischen Projektion der Gaulabbildung.
Die Gauf-Kriimmung ist

/M K voly = Fliche(v(M)) = — (W)Q

[63]. Eine symmetrischere Gestalt obiger Formeln ist: Seien w; holomorphe 1-Formen
ohne reelle Perioden, mit 23:1 w? =0, d.h. falls w; = @;(2) dz ist, so soll > =0
gelten, und Z§:1 |w;|? > 0. Dann ist z; := Re([w;) die Parametrisierung einer
Minimalflache.

56.7 Folgerung. Die Gauf-Krimmung einer Minimalfiiche ist nirgends positiv. Es
gibt keine kompakte Minimalfliche im R3.

Beweis. Dal K < 0 gilt, haben wir im Beweis von [(56.5)| gezeigt. Und, da nach
jede kompakte Fliche im R? Punkte mit positiver Gauf-Kriimmung besitzt,
gibt es keine kompakten Minimalflichen. O

57. Geodaten

Wir wollen nun auf allgemeinen Hyperflichen das Problem der kiirzesten Verbin-
dungswege 16sen.

57.1 Definition (Geodite)

Unter einer GEODATE versteht man eine Kurve in M, welche ein kritischer Punkt fiir
die Bogenlédnge ist.

57.2 Satz (Charakterisierung der Geodiiten).

Eine Kurve c ist genau dann eine Geoddte, wenn fiir eine Parametrisierung von c
gilt: ' (t) € Tc(t)MJ- fiir alle t, d.h. die Beschleunigung nur dazu dient, dafi die
Kurve auf der Mannigfaltigkeit bleibt. Diese Parametrisierung ist dann automatisch
proportional zur Bogenlinge.

Beweis. Sei ¢ : [a,b] — M eine Kurve, 0.B.d.A. nach der Bogenlinge parametri-
siert. Diese ist ein kritischer Punkt der Bogenldnge, wenn fiir alle 1-PARAMETER-
FAMILIEn von Kurven (¢*) mit s € R, die Ableitung L | _ L(c*) gleich 0 ist. Unter
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1-Parameter-Familien von Kurven versteht man Abbildungen R? — M, (¢, s) — c¢*(t),
welche ¢(a) = c(a), ¢*(b) = ¢(b) V s und ® = ¢ erfiillen. Berechnen wir also diese
Ableitung, wobei wir ¢(¢, s) := ¢*(¢) setzen:

d . b b
L(¢’) = % |S:0/ |%c(t, s)|dt :/ % |S:0 |%c(t,s)|dt

% s=0
/b 155 g $5reltn ), grelts))
. ? [Grelt,0)

dt = (part.Integr.)

/b<g’ o €t:9), (5)" e(t,0) ) dt
o [Cawwna= [ o @)

<0 (Cauchy-Schwarz)

Wobei wir % ‘ . c(t, s) =: n(t) so gewihlt haben, dafl
s=

n(t) = h(t) (C"(t) —{("(), v(c(t))) V(C(t))> € ToyM

gilt, fiir eine glatte Funktion A : [a,b] — R4 mit h(a) = 0 = h(b). Dies ist moglich,
da n ein Vektorfeld auf M lings c ist, welches nur n(a) = 0 = n(b) erfiillen mufi.

Die Ableitung verschwindet also fiir solche 1 genau dann, wenn in der Cauchy-Schwarz
Ungleichung Gleichheit gilt: (c¢”,c”) = (¢’,voc)?, ie. ¢'(t) || v(c(t)). Mit anderen
Worten, falls ¢’ (t) € T, M~ fiir alle ¢.

Umgekehrt sei ¢ eine Parametrisierung, welche ¢/(t) € T.qyM* erfiillt. Dann ist
insbesonders ¢”(t) L ¢/(t) und somit (c/(¢),c(t)) konstant, also ¢ proportional zur
Bogenldnge parametrisiert. D.h. obige Argumente sind auf ¢ anwendbar. O

57.3 Beispiele

1. In einer Hyperebene sind offensichtlich die Geraden die Geodéten.

2. Allgemeiner: Die Erzeugenden einer Regelflache sind Geodéaten.

3. Jeder Grofikreis auf der Sphére S™, d.h. Schnitt einer Ebene durch 0 mit S™,
ist eine Geodite, denn die 2.Ableitung eines Kreises zeigt zum Mittelpunkt,
also genau in Richtung des Normalvektors an die Sphére.

4. Auf einer Drehfldche sind die Meridiane Geodéiten. Auch jene Breitenkreise,
welche kritische Punkte fiir den Radius sind, sind Geodéten.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 179



57. GEODATEN 57.5

5. Auf einem Zylinder kénnen wir auch leicht Geodéten in andere Richtungen
angeben, nidmlich: ¢ — (cos¢ c(t),asinp), wobei ¢ eine nach der Bogenlénge
parametrisierte Geodite der Aquatorialsphére ist.

6. Allgemeiner: Man kann die Geodéten einer Torse leicht bestimmen, indem man
die Torse in der Ebene aufwickelt, denn dort sind sie Geraden.

57.4 Satz von Clairaut. Auf jeder Drehfiiche ist das Produkt aus dem Abstand
von der Drehachse mit dem Cosinus des Winkels zwischen einer Geoddte und dem
Breitenkreis konstant lings der Geoddte.

cos <( Geodite, Breitenkreis) - Radius = konst

Beweis. Sei ¢ : t — (2(t);2(t)) € R? x R eine nach der Bogenléinge parametrisierte
Geodite auf M, d.h. ¢”(t) L T.;yM. Es ist (x(¢)*,0) tangential an den Breitenkreis
durch ¢(t) und |/ (¢)| = 1, folglich gilt

!/
(Radius - cos <I(Geodéite,Breitenkreis)) (t) =

()L
:jt(l‘(tﬂm cosq(c’(t)’< (é) )))

(o) (9 NG (9))

da ¢"(t) € T,»hM und somit ¢'(¢t) L (x(t)+,0) gilt. Folglich ist der behauptete
Ausdruck konstant. O

57.5 Folgerung (Aquator auf Drehfliichen). Unter einem AQUATOR einer Dreh-
fliche versteht man einen Breitenkreis der (lokal) maximalen Radius besitzt. Sei c
eine Geodite, welche den Aquator zum Zeitpunkt 0 im Winkel ~o schneidet. Dann
oszilliert die Geoddite um den Aquator genau dann, wenn sie einen Breitenkreis mit
Radius r(0) cos~yy sowohl fir eint > 0 als auch ein t < 0 trifft.

Beweis. Es sei ¢ : (s,0) — (r(s)cosf,r(s)sinf, z(s)) eine Parametrisierung von
M wie in Jeder Breitenkreis, dessen Radius ein kritischer Punkt ist (d.h. es
gilt 7" = 0), ist offensichtlich eine Geodite. Insbesonders gilt das fiir einen Aquator.
Sei nun ¢(t) = ¢(s(t), (s)) eine Bogenlidngen-Parametrisierung einer Geodéte, r(t) :=
r(s(t)) und y(t) := <t(¢/(t), Breitenkreis). Nach[(57.4)|ist der Ausdruck
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konstant, also ist % cosyp = cosy(t) < 1. Nach|(58.4) stimmen zwei Geodéten, die

sich beriithren, iiberein. Falls cos~yy = 0 ist, so schneidet die Geoddte den Breiten-
kreis orthogonal, beriihrt also den Meridian (der nach eine Geodiite ist),
und stimmt somit mit ihm iiberein. Andernfalls ist (2/(t),z(t)1) = r(t)cosy(t) =
7(0) cosyp # 0 und 0.B.d.A. groBer als 0. Es ist

(2'(t),z(t)") = %(r(s(t)) <ZT§((Z((3§>>’“(S(”) <_c§1:(1é?g§))>

d
=r(s(t))*> —0(t).
s(1))? T01)
Wenn wir 1 = |c/(t)|? = |¢s|? ()% +]|pa|? (s")2 = (s')%+(r 0")? verwenden, so erhalten
wir die Differentialgleichung

e (R

Es wird ~(to) genau dann 0, wenn 1 = cos(vy(tg)) = r(0)

r(to)
einem Breitenkreis mit Radius r(to) = 7(0) cos~y, liegt, und diesen wegen (tg) = 0

folglich beriihrt, d.h. r'(¢p) = 0 da r(¢) < r(0) cos~g. Falls dieser Radius ein kritischer
Punkt ist, so ist dieser Breitenkreis eine Geodite, und zwar nach die einzige
Geodéte, die ihm beriihrt, d.h. r ist konstant und v = 0. Andernfalls ist d%?“(s) #0
und somit ist s'(t) = 0 wegen 0 = £ (r(s(t))) = £r(s) Ls(t). Wegen s’ = 0 und
ps L pp bedeutet

= () s +250 050+ (0) oo+ s+ 0" 0o L s,

daBl —(0")2rr" + 8" = 0. Also ist s = (0/)?rr’ # 0 und somit nimmt s ein lokales
Extremum bei ¢ty an. Dies 1d8t sich direkter auch wie folgt zeigen: Falls eine Geodite
einen Breitenkreis zum Zeitpunkt ¢y beriihrt, so mufl ¢ — s(t+tg) — s(to) symmetrisch
und t — 0(t + tg) — 0(to) schiefsymmetrisch sein: O.B.d.A. ist némlich ¢y = 0 sowie
O(tp) = 0 und mit ¢ : t — ©(s(t),0(¢)) ist auch t — @(s(—t), —0(—t)) eine Geodite
mit gleicher Ableitung bei tg, da s'(tp) = 0 ist. Nach stimmen diese beiden
Geodéten iiberein und, da ¢ injektiv ist, gelten die behaupteten Symmetrien. O

cos7yg ist, d.h. c(tp) auf

58. Exponentialabbildung

Wir haben gezeigt: c ist Geodéte < V t : ¢'(t) € T,;yM™, also genau dann, wenn
folgende Differentialgleichung erfiillt ist:

() = (" (t), Ve )Very = — (€' (1), L (1)) veq).-

Diese wollen wir nun in lokalen Koordinaten beschreiben. Dazu entwickeln wir die
zweiten partiellen Ableitungen der Parametrisierung ¢ in der Basis (¢1,. .., @m;V)
von R"™:

58.1 Bemerkung. Es sei M ein Fliche im R? und E, F, G die Koeffizienten der 1-ten
Fundamentalform, d.h.

ng 9172 B E F und gl,l gl,2 _i G 7F
921 G22) \F G gt ¢*?) D2 \-F E )’
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wobei D := v/ E G — F?. Die Christoffelsymbole 1-ter Ordnung haben dann folgende
Gestalt:

1

Lijr:= 3 (ai(gj,k) +0;(gix) — ak(Qi,j))
1

Fiag:= 3 Eq
1

Fioq:= 3 Es
1

Iy01:= 3 (2F, — Gy)
1

o= 3 (2F, — E»)
1

Figo:= 3 Gy
1

Fooo:= 3 Ga

Und fiir jene zweiter Ordnung gilt:

koL 1Lk 2,k
Lij:=Tijng " +Tij29

Iiy:=T111 9% + 112 g™
E G Ey —F GE,—2FF, +FE,
o p ) s 2 D2
[lo:=T121 9" +T122 9>
B G G -F GE-FG
T2 D2 2 D2 2D?
[y, :=Too1g"" +To00¢>"

)

5,1 G, G —F 2GR-GG -FG,
V2T o) p2 T p2 T 2 D2
F%,l t=T111 9"+ T2 67
B, —F Ey, E —FE +2EF, —EE,
S ) e 22

If,:=T1219""+T122¢*?

By -F G E -FE+EG

2 D2 2 D2 2 D2

[3,:=Ts219"%+T222 g%

Gy F G B 2FRiFG 4 EG
27 D2 2 D2 2 D?

58.2 Ableitungsgleichungen fiir Flichen.
Die zweiten partiellen Ableitungen einer lokalen Parametrisierung ¢ besitzen folgende
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Entwicklung in der Basis (p1,...,0m,V):

902,] ZF i, hi,j(u)yap(u)a

wobei h j == —(p;i j,v) = (@i, Lp;) und T¥ ; die entsprechend gewdhlten Koeffizienten
sind, diese heiflen auch CHRISTOFFELSYMBOLE DER 2-TEN ART.

Die Christoffelsymbole F . der 2-ten Art konnen aus den CHRISTOFFELSYMBOLEN
DER 1-TEN ART

Lk = (pij ox) = 5(0;9ik + Oigr,; — Ongij)

wie folgt berechnet werden:

TF =Y Tijug™® mit (¢") == (gu6) ™" und gk = (1, ox)-

Beweis. Um die Koeffizienten der Entwicklung von ¢; ; zu berechnen, bilden wir
zuerst das innere Produkt mit v und erhalten (y; ;,v) = 0—h; ;-1 fiir den Koeffizienten
von v. Indem wir das innere Produkt mit ¢; berechnen erhalten wir:

m m
Ui = {pij: 1) <ZF i l(u)> +0= Zrﬁjgk,l-
k=1

Durch Multiplikation mit der inversen Matrix (g'?) ergibt sich:

iri,j,lgl’p = i il—‘ i9k,19 bp = Zrk 5;;
=1

1=1 k=1
Es gilt:
gij = O{pi, ©5) = (@iks 05) + (Pis Vjik)-
Durch zyklisches Vertauschen erhalten wir:
9igjk = (@i Pr) + (@5, Pr,i)
9igki = (Pr,j> i) + (ki j)-

Die alternierende Summe dieser 3 Gleichungen ist
20,50 = 2{@k,5, 0i) = Ojgk,i — 0igj .k + Okgiy. O

58.3 Die Differentialgleichung fiir Geodéiten ¢ := @ o mit lokaler Darstellung u(t) =

(ul(t),...,u™(t)) sieht in lokalen Koordinaten nun so aus:
Op dut
t) = t (1) = .
W=(pon) = 0= 75 G
o  dut du! Oy d*ul
"(t) = —— . - — - . 2
= < Z outouws dt  dt N out  dt? (58.2)

i

dut du? d2uk
Tk
GZ Z Vg ar oae | et R
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Also ist ¢ eine Geodite, d.h. ¢’ (t) € TC(,E)ML genau dann, wenn

2,k m vyt
du +ZFk du’ du =0 firk=1,...,m.
—

dt? Wt dt

ij=

Dieses System gewohnlicher Differentialgleichungen 2.ter Ordnung hat bei vorgege-
k

benen Anfangsdaten u*(0) und 9%-(0) lokal eine eindeutig bestimmte Losung.

58.4 Lemma. Die Exponentialabbildung.

Zu jedem x € M und § € T, M existiert eine eindeutige Geoddite ¢ : I — M mit
mazimalen Definitionsintervall I C R, mit konstanter skalarer Geschwindigkeit und
Anfangsbedingung ¢(0) = x, /(0) = &.

Ordnet man nun & € TM den Wert ¢(1) der Geodite ¢ mit Anfangsbedingung & 1 zu,
so nennt man das Ergebnis exp(§). Die Exponentialfunktion exp ist auf einer offenen
Umgebung des Nullschnitts M in T M definiert. Sie ist dort glatt, hat Werte in M und
erfillt: exp,(0,) = x und Ty, (exp,) = idr, pr, wobei exp,, = exp|r,n : TeM — M.

Die Geodite ¢ mit Anfangswert £ ist dann durch c(t) = exp(t xs) gegeben.

e
@y,
e

Der Grund fiir die Bezeichnungsweise exp ist, da fir M := S' ¢ C mit TM =
{(z,tzt) : |z| = 1,t € R} = S' x R die Exponentialabbildung gegeben ist durch
exp(x,tazPerp) = xetl. Fiir allgemeine Liegruppen anstelle von S! siehe auch

Beweis. Die lokale Formel aus fiir die Geodéatengleichung zeigt, dafl exp durch
eine gewohnliche Differentialgleichung 2.ter Ordnung gegeben ist. Aus der glatten
Abhéngigkeit von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen von den Anfangs-
daten folgt, dal die Exponentialfunktion auf einer offenen Umgebung von M in TM
definiert und dort glatt ist.

Eine andere Moglichkeit dies zu sehen ohne dabei lokale Koordinaten zu verwenden,
geht wie folgt:
Falls ¢ eine Geodiite ist, so gilt ¢”(t) = A(t) - ve(), wobei

A(t) = (" (), v(c(t)) = (¢'(t), (vo o) () = —({c/, Lo ) (t) = =K(c'()),

d.h.: cist Geodiite < ' = —(¢/,(voc))(voc).

H

Wiéhlen wir eine lokale Gleichung f fiir M, dann ist v = m Grad f und macht
nicht nur auf M sondern auch lokal im umgebenden R™ Sinn. Somit ist die obi-
ge Geoditengleichung eine gewthnliche Differentialgleichung 2.ter Ordnung am R™,
besitzt also bei vorgegebener Anfangsbedingung fiir ¢(0) und ¢/(0) eine eindeutige
Losung ¢ : I — R™, welche glatt von den Anfangsdaten abhéngt.

Es ist noch zu zeigen, dafi die Kurve ¢ in M bleibt. Da fiir eine Losung (¢/,v o ¢)’ =
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(" voc)+(c,(voc)) =0 gilt, ist (¢/, v oc) konstant und zwar gleich (c’(0), v¢()) =
(&,v,) = 0. Somit gilt:

(foe)(t) = (Grad.w f,c(t)) = | Gradew) f| - (Vew), ¢ (1)) =0,
Es ist also f o ¢ konstant gleich f(c(0)) = f(x) =0, d.h. ¢(t) € f~1(0) = M.
Falls c¢ die Geodéte mit Anfangswert ¢/ (0) = £ bezeichnet, so ist fiir ¢ € R die Kurve
s + cg(ts) die Geodste mit Anfangswert - - ce(ts) = tep(0) = t& also gilt
folgende Homogenitétsrelation

ce(ts) = cie(s).

Es ist somit c¢(t) = ¢t ¢(1) = exp(t£) und damit exp(0;) = ¢o, (0) = z und T, exp,, - =

4 ‘0 exp,(tzs) = 4 ’0 ce(t) =¢. O

58.5 Geoditische Polarkoordinaten

Wir kénnen nun die Existenz von lokalen Koordinaten ¢ auf jeder Riemann-Fliche
zeigen, welche £ = 1 und F = 0 erfiillen.

Seien dazu Polarkoordinaten in T, M gewahlt. Wegen Ty exp, = idr, ur, ist exp, ein
lokaler Diffeomorphismus von T, M nach M und wir erhalten eine Parametrisierung
©(r,0) := exp, (r(cos@ - v +sinf - vr)) mit ©(0,0) = p,

wobei v ein Einheitsvektor in T, M ist.

Da t — exp(tw) die Geodéte mit Anfangswert w € T, M ist, ist r — ¢(r, #) eine nach
der Bogenlinge parametrisierte Geodite mit Anfangsrichtung vg := cos -v+4sin v+,
|vg] = 1, eine sogenannte RADIALE GEODATE. Also gilt:

E= “pr 2= |1)9‘2 =1 = <§07’»S07’,9> =0 N
Pr,r 1TM = <%0r,ra @0) =0

0
= Em,@w = (@r.r, o) + (Pr, Po.r) = 0.

AuBlerdem ist ©(0,0) = x und somit ¢y(0,0) = 0, also F = (p,(r,0),09(r,0)) =
(0r(0,0),09(0,0)) = 0. Schliefllich ist G = (g, vo) > 0.

Die geschlossenen Kurven 0 — (7, 0) nennt man GEODATISCHE KREISE. Diese sind
im allgemeinen keine Geoditen!

58.6 Satz. Geoditische Parallelkoordinaten.

Die Koeffizienten einer Riemann-Metrik haben genau dann lokal die Gestalt E =1,
F =0 und G > 0, wenn t — ©(t,s) nach der Bogenlinge parametrisierte Geodditen
sind, welche die Kurven s — @(t,s) orthogonal schneiden. Insbesondere ist also die
Linge threr Segmente von s = s1 bis s = so gerade so — s1, und somit unabhdngig
VON S.

Zu jeder Kurve ¢ : R — M existieren lings ¢ eindeutig bestimmite lokale Koordinaten
© mit obigen FEigenschaften und p(0,s) = c(s).

Fiir einen geodétischen Kreis ¢ sind das gerade die geoditischen Polarkoordinaten

aus [(58.5)
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Beweis. Zuerst die Existenz: Dafiir wihlen wir ein Einheitsvektorfeld £ lings ¢, wel-
ches normal steht auf ¢/ und definieren eine Abbildung ¢ : R? — R3 durch ¢(t, s) :=
exP,(s)(t€(s)). Dann ist (0, s) = c(s) und t — (¢, s) ist die bogenlingenparametri-
sierte Geodéte mit Anfangsvektor £(s). Also gilt: ¢4(0, s) = ¢/(s) sowie (0, s) = &(s)
und somit ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus.

Da t — ¢(t,s) Geodéten sind, ist E = g11 = (1, ¢¢) = 1 und

d?u® § k du® du’ _
dt? + 1—‘74] dt dt _07

ie. 0= Fil und 0 = Fil. Also wegen g1,1 = 1 auch

2
_ml _1 1 _ 1 d . 4, . _ _d 2,1
0=I1,=3 E Ti1:9" =5 E (35791 + 7091 — 75791,1)9
i i

= du1 g1, 29 (du1 g1 2)(_91’2 detlgi,j) = édetlg du1 (gl 2)

= 0=gur(912)°
Wegen g1 2(0,u') =0 also F =gy 2 =0.
Ist umgekehrt £ = 1 und F = 0, so ist nach [(59.2) 1":1l =12 1 = 0. Damit sind die

Kurven mit konstantem u? bogenlingenparametrisierte Geoda‘cen7 welche die Kurven
mit konstantem u' orthogonal schneiden. O

58.7 Lemma. Sei ¢ : R2 D U — M eine Parametrisierung nach geoddtischen
Parallelkoordinaten, dann ist jede Geoddte t — @(t,s) firt € [t1,ts] kiirzer als jede
Kurve ¢ ou mit einer Kurve u in U welche (t1,s) mit (t2,s) verbindet.

Dieses Resultat liefert also, dafl gewisse Geodéten unter allen hinreichend nahen Kur-
ven minimal sind. Global muf das nicht stimmen, wie ein Bogen eines Grofikreises
auf der Sphére von Lénge grofler als 7 zeigt.

Beweis. Sei ¢y(t) := ¢(t, s) und ¢1(r) := ¢(u(r)), dann gilt

Cl / \/ du Gdu )2d’1" 2
71

z/ 9 g — uM ) — (1) = i — to = L(ey) O
1

59. Integralsatz von Gauf-Bonnet

Es gelten folgende geometrische Formeln fiir die Gauf3-Kriimmung;:

59.1 Satz (GauB-Kriimmung als Stérung der Mafle von Kreisen). Seien
geodditische Polarkoordinaten ¢ um x € M gewdhlt. Mit L(r) bezeichnen wir die
Linge bzw. mit A(r) die Fliche des Inneren der geoditischen Kreise 6 — o(r,0) so
qgilt:

K, = %limT\o 2”;73?“) [BertrandPuiseaux1848|

2. K, = 2lim, o “=A0  [Diquet1848]
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Die Gauf-Krimmung mifit also infinitesimal um wieviel der Umfang, beziehungsweise
die Fldche eines geoddtischen Kreises im Vergleich zu einem Euklidischen Kreis zu
klein ist.

Beweis. Wir wissen bereits folgendes iiber die Funktion v/G: Die Funktion G = ||
ist glatt und verschwindet nur fiir 7 = 0. Also ist auch v/G glatt fiir r # 0 aber nicht
notwendigerweise fiir ¢ = 0. Wir miissen aber das Verhalten bei 0 studieren. Dazu

verwenden wir die Jacobi-Gleichung Kv/G + (%)2 VG = 0 aus|(53.9)

Wir behaupten zunéchst: lim,\ o %\/@(r, 0) = 1. Sei dazu vy := cosf - v +sin - vt
Dann erhalten wir durch partielle Integration der Funktion r — exp,(rvg) = ¢(r, 6)
(bzw. Taylorformel mit Integralrestglied):

f(z)— f(0) = /0 (1 — )0 f' (tx)(x)dt = (part.Int.)

1

— (1= ) () ()] + / (1= t) f"(t) (x, 2)dt

1
— F(0)(a) + / (1= )" (t2) (z, )t

o(r,0) = exp, (rvg)

= exp,(0) + exp, (0)(rvg) —I—/ (1 —t) explt(trvg)(rve)(rve)dt.
=x =ruvg 0

Durch partielles Differenzieren nach 6 ergibt sich:

1
po(r,0) =120y +17 - / (1 —t) Zexp!l(trvg) (v, ve)dt .
0

lokal beschrankt

Also gilt fiir die rechtsseitige Ableitung bei 0:

2.5 (0,0) = tim YC0) = VG(0.0)

\,0 r
o lpe(r )| =0 9
= r = lgguel =1

Aus der Jacobi-Gleichung folgt, daf3 (%)2 VG(0,6) existiert und 0 ist. Machen wir
nun den Potenzreihen-Ansatz fiir vV G:

VG =ag+arir + “2—27“2 + %37“3 + o(r?),

so erhalten wir aus der Jacobi-Differentialgleichung as + K ag = 0, az + Ka; = 0,
und wegen ag = 0 und a; = 1 somit:

VG =r— —Kéz)rg +o(r?).
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Exakter ist die folgende Argumentation: Durch partielles Differenzieren der Jacobi-
Gleichung nach r erhalten wir:

PG 0
W(ﬁe):—

VG g9k,
or or

Bilden wir den Limes fiir r ™\, 0 so erhalten wir: B(L;SG (0,0) = —1 K(x)+0 gleichméaBig

in 6.

Als niichstes behaupten wir
VG(r,0) —r + —Kém)rg

r3

— 0 fiir r \, 0 gleichméfig in 6

Wegen des allgemeinen Mittelwertsatzes

f(rv 9) — f(ove) _ fr()‘(rv 9)7 0)
g(?", 9) - g(O’ 6) gr()‘(r? 6)7 9)

gilt die Regel von I’'Hospital gleichméBig in €, die wir nun 3mal anwenden:

VG(r,0) —r + —Kém)r3 %\/@ —1+ —Kér) r?

P{r(l) r3 - P{% 3r2
i g—:z\/a—i- K(x)r
N0 6r
_%mg%@+K@
N0 6

=0 gleichméfig in 6

Zur Berechnung des Umfangs:

27 27
L) = [l = [ Vs
0 0

_ QWT_K(QC)Tﬁ 2ﬂor3

_A( : )M+A (r*)do

K(z)
6

=2n(r — ) + o(r?).

Also ist K(z) = %LL(T) + Lj)

r3 T

Schliellich gilt fiir die Fldche:

A(r) = /TD vol = /027r /OT VGi(p,8)dpdo

/0277/ <pKéx>p3> dpd0+/02ﬂ /0 o(p*)dp df

0
1, K
-9 -2 T\ 4 4
7r<2r 24r>+0(r)

Also ist K(z) = 12 r?n—A(r) + 0(r4). .

™ rd
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59.2 Christoffel-Symbole in geoditischen Koordinaten

Wir wahlen eine geodétische Parametrisierung gp auf M, d.h. F=1und F = 0, mit
zugehorigen lokalen Koordinaten (r,6) = (u',u?). Dann gilt fiir die Koeffizienten der
Riemann-Metrik (siehe auch |(58.1))):

(12) gii=FE=1 gt =1
(13) g12=921=F=0 g =g =0
(14) G922=G>0 =14

Fiir die Christoffelsymbole erster Art |(58.2)| ergibt sich somit:

_ 190G
[o00 = 5%
190G
Tioo=T212=75%"
— 109G
F2’271 2 0r
Tijkx=0 fiir alle anderen 1, j, k.
Fiir jene zweiter Art:
1 _ _ 109G
F272 - 2 0r
2 _p2 _ 198G
F1,2 = I‘2,1 — 2G or
2 _ _ 190G
FQ 272G 90
k .. ..
Iy, =0 fiir alle anderen 1, j, k.

Eine Geodéite muf} also folgende Gleichungen erfiillen:

d?ut du? du? _
dt? +F22 dt dt

d*u? 2 du' du 2 du®du® _
dt2 +2F12 dt +F22 dt dt = 0.

2
du? =0
r dt -
2
d?u? 1 9G du’ du 1 u? _
dt? + G or dt + 2G 69 dt =0.

Durch Einsetzen erhalten wir:

d?ut

19
dt? 2

Q

o

59.3 Geoditische Kriimmung, ein Spezialfall

Seien (u',u?) = (r,0) lokale geodiitische Koordinaten wie in Fiir eine nach
der Bogenliinge parametrisierte Geodiite t — u(t) = (u!(t),u?(t)) = (r(t),0(t)) sei
der Winkel zwischen u'(¢) und % mit ©(t) bezeichnet, i.e.

cos O(t) = (u'(t), 57)

<d7"(t) d9(t) K3 > dr(t)
a or T di 89’ or dt
Somit erhalten wir:
2
190G [ du? d?ul . de(t
550 (%) =45 —dtcos@():—sm@(t) dg).
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Andererseits gilt:
sin O(t) = Vol(@ u'(t))
T ’LL2
= VG (dr NdO) (5. "5 5 + T 5) = VG i = VG
Schluflendlich erhalten wir

10G (do . de G0 4o de VG db
2°or (dt) =—sinO(t) 77 = \th @ dh G =-S5 T

59.4 Theorema elegantissimum von Gauf3.
Sei A ein geodditisches Dreieck in M mit Innenwinkeln «, 3 und v, d.h. ein Dreieck
dessen Seiten Geoddten sind, dann gilt:

/KvolM:a—i-ﬂ—l—’y—ﬂ.
A

Insbesondere liefert das fir die Ebene den Satz, daf$ die Winkelsumme im Dreieck
180 Grad (d.h. 7) ist.

Beweis. Wir setzen vorerst voraus, dafl das geodétische Dreieck ganz im Kartenbe-
reich fiir geodétische Polarkoordinaten ¢ um die Ecke C' enthalten ist.

Die beiden Seiten a und b entsprechen in Polarkoordinaten zwei Geraden durch 0.
Und wir kénnen die 0-Richtung so wéhlen, daf sie die Tangente an die Seite b ist. Die
Seite ¢ 1a8t sich in Polarkoordinaten dann durch eine Gleichung der Form r = r(6) mit
0 € [0,7] beschreiben. Sei ©(#) der Winkel zwischen -2 und der Seite c. Klarerweise
ist ©(0) =7 — @ und ©(y) = G. Also gilt:

/ K voly, :/ 0* (K voly) = wegen |(53.9)]
A 6-1(A)

= ~ L ONG /G dr A df
/elm) Ve

) )

:/0 1- 85{?(7"(0)79) do = wegen [(59.2)]

(r,0)drdf = wegen [(53.9)], siehe auch |(60.1)]

:/0714—’ﬁ((‘))d@zv—k@(v)—@(o)=7+5—(7r—a).

Fiir ein allgemeines geodétisches Dreieck folgt das Resultat, durch Unterteilen in klei-
nere geoditische Dreiecke: Denn addiert man die Resultate fiir die Teildreiecke, so
erhilt man auf der linken Seite f A K volys. Die Summe aller Winkel ist die Summe
der Winkel an den urspriinglichen Ecken plus 7 mal die Anzahl der iibrigen Ran-
decken plus 27 mal die Anzahl der inneren Ecken. Davon mufl man noch 7 mal die
Anzahl der Teilungs-Dreiecke abziehen. Da jeder weitere innere Punkt zwei weitere
Dreiecke, und jeder zusétzliche Randpunkt ein weiters Dreieck hinzufiigt, gilt: Sum-
me der Randpunkte plus 2 mal Summe der Inneren Punkte ist Anzahl der Dreiecke
minus 1. Somit ergibt diese Kombination von 7’s gerade —m und die Formel gilt auch
im allgemeinen Fall. O

Seien A, B und C die Ecken des geoditischen Dreiecks, a, b, ¢ die Léngen der Seiten
und seien &, § und 4 die Winkel des Euklidischen Dreiecks mit den Seiten a, b, ¢ so
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gilt:
1(A
a—@:vo?(’ )K+0(a2+b2+02)

und analog fiir die anderen Winkel, siehe [46], S.387].

59.5 Folgerung. Globale Version von Gauf3-Bonnet.
Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Fliche so gilt:

K volyr = 2w x(M).
M

Beweis. Wir zerlegen die Fliache in lauter kleine geodétische Dreiecke. Dann gilt fiir

die Euler-Charakteristik nach [(44.5.9)
X (M) = #Ecken — #Kanten + #Flichen.
Da jede Kante zu genau zwei Flichen gehort und jede Flédche durch genau 3 Kanten
berandet ist, gilt
2 - #Kanten = 3 - #Fldchen
und somit ist

1
X(M) = #Ecken — 3 #Fliachen.
Auf der anderen Seite gilt:

K VOlM = / K VOlM
et =32,

= Summe aller Innen-Winkel — 7 - Anzahl der A
= 27 - Anzahl der Ecken — 7 - Anzahl der Flichen
=27 x(M). O

Falls K konstant und negativ ist, so gilt vol(M) = 472> (1 — g), da dann x(M) =
2 (1 — g) fiir das Geschlecht g gilt.

59.6 Folgerung. Sei M eine kompakte Riemann-Fliche, dann gilt:

1. Es gibt Punkte p € M mit sgn(K(p)) = sgn(x(M)).

2. Ist K > 0 aber nicht konstant 0, so ist x(M) = 2, d.h. M ist diffeomorph zur
Sphire S? oder zur projektiven Ebene P2.

3. Ist K =0, so ist x(M) = 0, d.h. M ist diffeomorph zum Torus oder zur
Kleinschen Flasche.

4. Ist K <0 aber nicht konstant 0, so ist x(M) < 0, d.h. M ist diffeomorph zu
einer Sphdre mit mindestens 2 Henkeln oder mindestens 3 Mdébiusbdndern.

Beweis. Ist M nicht orientiert, so geht man zur Orientierungsiiberlagerung iiber.
Die Eulercharakteristik kénnen wir aus ablesen. Die zweiten Teile der Aussa-
gen folgen dann aus den Klassifizierungssatz fiir kompakte orientierbare Flachen, als
Sphéren mit g > 0 Henkeln (wobei x(M) = 2 (1 — g) fiir das Geschlecht g gilt), und
aus jenen fiir nicht orientierbare Flidchen, als Sphéren an denen g > 0 M&biusbéander
geklebt sind (wobei x(M) = 2 — g fiir das Geschlecht g gilt). O

Wir wollen die Integral-Formel von Gauf}-Bonnet nun auf Flichen mit nicht geodét-
ischem Rand verallgemeinern.
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59.7 Bemerkung

Wir wihlen geodétische Koordinaten ¢ auf M, d.h. E = 1 und F = 0. Somit ist
€1 = 1, €9 = %@2 eine Orthonormalbasis. Sei ¢ — wu(t) die lokale Darstellung
einer nach Bogenlinge parametrisierten Kurve c. Sei 7 der Einheits-Tangentialvektor
und & ein Tangentialvektor von M, welcher normal auf 7 steht. Sei schlieBllich K (t)
die geodétische Kriimmung Ky (t) := (c”’(t),{(t)), vgl. Beachte, dafl K, = 0
genau dann gilt, wenn ¢ (t) L T,y M ist, d.h. c eine Geodéte ist.

Lemma. Es existiert eine bis auf 2nZ eindeutige Funktion © : R — R mit 7(t) =
cos O(t) er(u(t)) +sin O(t) ea(u(t)) und es gilt:

2
K,y(t) = O (t) + /G dw”

Dies ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden Formel K (s) = ©'(s) fiir Kurven
in der Ebene.

Beweis. Wie in ergibt sich die Existenz und Eindeutigkeit der Funktion ©.
Dann gilt

£(t) = —sin(O(t))er (u(t)) + cos(O(t) e (u(t)).
Aus g(e;, e5) = ;5 folgt: g(Lei, e5)+g(ei, %e;) = 0. Setzen wir nun die Darstellungen
fiir 7/ = ¢” und fiir £ in der Formel fiir die geoditische Kriimmung ein, so erhalten
wir:

Ky(t) = (&' (HE(1) + cos O(t) e (u(t)) + sin O(t) e (u(t)), £(1) )
=0/ (¢, xs) + cos? @(%el, ey) — sin’ @(%ez, ea)+
+sin© cos O((Lea, e2) — (e, er))
= O/(t) + (Fer(u®), ea(ult) ).
und weiters:

1 2
(Ley ep) = <<P171dd% + 1%, %@2>

— 1 (1, T, A - 1 0Gdu’ _ 9vVG du?
VG L.1.2%q 1,.2,27q¢ 2V/G Or dt or dt
und damit
2
Ky(t) = 0/(t) + L& dw O

59.8 Satz. Gauf3-Bonnet fiir Polygone.
Seip: U — M eine Karte von M und sei P ein Polygon in U und «; die Auflenwinkel
von @(P). Dann gilt:

/ K v01M+/ Ky+ Y oy =2m.
p(P) ©(0P) i

Beweis. Wir nehmen zuerst an, daf sich ganz ¢(P) durch geoditische Polarkoordi-
naten parametrisieren laft. Es gilt dann

K:_Laz\/a:L(a (\@-(—La\/@)JF%O):div&,

VG o — g \or JG or
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wobei £ 1= (—% 85/7,6)% + 0. Also gilt nach dem Greenschen Satz:

K VOl]\/[ :/ d1V€ VOlM
(P) ®(P)

= / (&, vp(0P)) Volyap)
©(0P)

= VGEd) — VG Eldr

»(0P)

_ VG
_—/ G .
»(0P)

Verwenden wir nun die Formel aus dem Lemma in [(59.7)| fiir die geodétische Kriim-
mung der Randkurve, so erhalten wir fiir jede Seite I des Polygons:

—/ %@d&:/@’(t)dt—/Kg(t)dt.
(1) I I

Wegen des Umlaufsatzes in der Ebene gilt im Falle der Euklidischen Metrik G = 1:
2:(/19%0ﬁ%ﬂ%):2m
i I

Eine allgemeine Riemann-Metrik kénnen wir durch G® := s+ (1 — s)G affin mit der
Euklidischen Metrik verbinden, und erhalten analog die Funktion ©® und die Winkel
o, und diese héngen stetig von s ab. Da aber

Z(/I,(@S)/ + af) - Z(es<ma}([i) — ©°(min ;) + af) c 27,

gilt, muf} dieser Ausdruck konstant in s sein, und stimmt somit {iberall mit seinem
Wert 27 fiir s = 1 iiberein.

Liegt das Polygon nicht génzlich in einer Karte, so unterteilt man es fein genug und
wendet das Resultat fiir die einzelnen Teile an. Die Summe der Integrale iiber innere
Kanten f&llt weg, da diese genau zweimal und zwar mit entgegengesetzter Orientie-
rung durchlaufen werden. Die Auflenwinkel schreiben wir als 7 minus Innenwinkel,
und erhalten fiir die Summe der Auflenwinkel: Die Summe der Innenwinkel an den
Randecken plus 27 mal die Anzahl E° der inneren Ecken, vermindert um 27 mal die
Anzahl K° der inneren Kanten, plus 7w mal die Anzahl der Randkanten. Da genauso
viele Randecken wie Randkanten existieren, d.h. K — K° = E— E? ist, und die Summe
der 27 auf der rechten Seite gerade 27 F ist, folgt so die allgemeine Formel. O

60. Fliachen konstanter Kriimmung

60.1 Satz von Minding. Zwei Riemann-Flichen gleicher konstanter Gauf-Krim-
mung sind lokal isometrisch.
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60. FLACHEN KONSTANTER KRUMMUNG 60.4

Beweis. Wir wihlen mittels |(58.5)| geodétische Polarkoordinaten in Punkten p € M
und p € M. Dann gilt

G = (po,¢0), G = (@, o),
G(0,6) =0, G(0,8) =0,
P
or

% r=0 \/é(r7 9) = 1a \/E(T, 9) =1.
Sowohl VG(., 6) als auch \/ﬁ(, ) sind Losungen der Jacobi-Gleichung
88—:233(7“) =—K-z(r).

ar ’r:O

Eine solche ist durch Vorgabe von x(0) = 0 und 2’(0) = 1 eindeutig bestimmt. Also
haben die Riemann-Metriken in geodatischen Polarkoordinaten die gleichen Koeflizi-
enten, und somit sind die Fléchen lokal isometrisch.

T,M <—R2 —— TT?M

NN
=3 >M

e O

Wir versuchen nun eine globale Version obigen Satzes zu geben. Ganz allgemein kann
das aber nicht gelten. Z.B. ist die Ebene und die Kreisscheibe lokal aber nicht global
isometrisch.

60.2 Definition (geoditisch vollstéindig)

Eine Riemann-Mannigfaltigkeit M heiit GEODATISCH VOLLSTANDIG, falls alle Geo-
déten unendlichlang sind. Da fiir die Lange einer nach der Bogenlinge parametrisier-
ten Geodite c : [a,b] — M folgendes gilt: L(c) = ff |/ (t)|dt = fab 1dt = b — a, ist die
Geodéte genau dann unendlichlang, wenn ihr Parameterintervall ganz R ist.

60.3 Satz. Je zwei abstrakte, einfachzusammenhdingende, geoddtisch wvollstindige
Riemann-Flichen mit gleicher konstanter Gauf-Krimmung sind isometrisch iso-
morph.

Beweis. Wegen der Einfachzusammenhéingendheit folgt dies aus den lokalen Resultat
(60.1)] O

60.4 Folgerung

Jede einfachzusammenhéngende, geodétisch vollstindige, abstrakte Riemann-Fléche
mit K = 1 ist bis auf Isometrien die Sphére. Jede solche mit K = —1 ist bis auf
Isometrien die Poincarésche Halbebene (bzw. hyperbolischen Scheibe) und jede der-
artige mit K = 0 ist die Ebene. Vergleiche das mit dem Riemannschen Abbildungssatz
sowie dem Uniformisierungssatz [(36.2)|

Durch Ubergang zur universellen Uberlagerung folgt wegen des Klassifizierungssatzes,
daB jede Riemann-Flidche der Orbitraum einer auf einer einfachzusammenhéngenden
Riemann-Fléiche mit diskret wirkenden Gruppe von konformen Abbildungen ist.
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60. FLACHEN KONSTANTER KRUMMUNG

Die einzige nicht triviale, auf der Sphére diskret wirkende Gruppe, ist die von der
Antipodalabbildung erzeugte. Es gibt also nur zwei Fldchen mit konstanter Gauf3-
Kriimmung K > 0, namlich die Sphére und die projektive Ebene. Die Geometrie der
projektiven Ebene wird auch elliptisch genannt, in ihr sind alle Geodéten geschlossen.

Es gibt auf der Ebene nur folgende diskret wirkende Gruppen:

1. die von einer Translation erzeugten,

2. die von einer Translation und einer Spiegelung erzeugten,
3. die von zwei Translationen erzeugten,

4. die von zwei Translationen und einer Spiegelung erzeugten.

Im Falle K = 0 gibt es also nur auf dem Zylinder, dem Mdobiusband, dem Torus und
der Kleinschen Flasche eine Metrik mit verschwindender Gauf-Kriimmung.

Jede kompakte Flache vom Geschlecht g > 2 besitzt eine Metrik mit konstant nega-
tiver Kriimmung, siehe [46 S. 408].

Nach [CohnVossen1927] und [17] (siehe [83] S.105]) konnen zwei isometrische Flichen
im R? von strikt positiver Gau-Kriimmung durch eine Bewegung ineinander iiber-
gefithrt werden.

Kann man eine Flidche deformieren ohne ihre Metrik zu d&ndern? Ein Gegenbeispiel
dazu wurde von [Efimov] gegeben: o(t,s) := t° + A\t"s? + s? kann nicht einmal lokal
deformiert werden falls A transzendent ist, siehe [46] S.428].

60.5 Theorem (Flichen konstanter Kriimmung).
Sei M eine abgeschlossene, zusammenhingende 2-Fliche im R3 mit konstanter Gaugf-
Kriimmung K, dann gilt:

1. Ist K >0, so ist M eine Sphire [24].

2. Ist K =0, so ist M ein verallgemeinerter Zylinder [Massey1962], [Hartman-
Nirenberg1959].

3. Ist K <0, so existiert M nicht [13]. Dies wurde durch [Efimov] verallgemei-
nert zu: FEs gibt keine abgeschlossene Fldche mit einer, nach oben durch ein
Konstante k < 0 beschrinkte Gauf-Krimmung.

Ohne Beweis.

60.6 Lemma. Ist M kompakt, so existiert ein Punkt wo die Gauf-Krimmung positiv
15t.

Beweis. Das ist offensichtlich, da die Flidche in jedem Beriihrpunkt mit der “Um-
sphére” positive Kriimmung hat. O]

60.7 Folgerung. Es gibt keine kompakte Minimalfidche.

61. Paralleltransport

Als n#chstes versuchen wir irgendeine Kurve ¢ auf der Fliche entlangzugehen und
dabei einen Vektor moglichst parallel zu bewegen, d.h. seine Richtung so wenig wie
moglich zu verdindern.
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61.1 Definition (Paralleles Vektorfeld)

Ein Vektorfeld ldngs einer Kurve ¢ heiit PARALLEL, falls seine skalare Geschwindigkeit
in den Punkt minimal ist.

61.2 Lemma (Charaktersierung von parallelen Vektorfeldern).
FEin Vektorfeld w lings einer Kurve ¢ auf M ist genau dann parallel, wenn w'(t) €
Tc(t)ML fiir alle t.

Beweis. Aus w(t) € ToyyM folgt (w(t),v(t)) = 0, mit v(t) := v(c(t)). Differenzieren
wir diese Gleichung nach ¢, so erhalten wir

(w'(8), v(t)) + (w(t),v'(1)) = 0.
Damit |w’(t)| minimal wird mufl wegen
W' ()7 = w'(t) — (' (1), v(O) (O + [(w'(t), v(t))?

bei vorgegebener Normalprojektion (w'(t),v(t)) = —(w(t),v’(t)) auf v(t) der tangen-
tiale Anteil w'(t) — (w'(t), v(t)) v(t) moglichst klein, am besten 0 werden, d.h. es ist
w'(t) = (w'(t),v(t))v(t), oder mit anderen Worten w’(t) € Ty M=, O

Insbesondere gilt:

61.3 Lemma. Fine proportional zur Bogenlinge parametrisierte Kurve c ist genau
dann eine Geodite, wenn das Vektorfeld ¢’ parallel lings c ist.

61.4 Parallele Vektorfelder in lokalen Koordinaten

Sei ¢ eine lokale Parametrisierung von M und ¢ — u(t) die lokale Darstellung einer
Kurve ¢ = gpou. Die Differentialgleichung fiir ein léngs ¢ paralleles Vektorfeld ¢ — w(t)
bestimmen wir wie folgt:

_ Zw%t) (Oip)(u(t)) =
= o = S + Z w' - i d;t] wegen

GZ +szd7@jFﬁj v +R-v.

Also ist w parallel léings ¢ genau dann, wenn

dw* itk du
7+ZwF”d]‘ =0fir k=1,.

ij=1
Dieses System gewohnlicher linearer Differentialgleichungen hat bei vorgegebenen An-
fangsdaten w*(0) eine eindeutige globale Losung.

61.5 Lemma (Existenz paralleler Vektorfelder). Zu jeder glatten Kurve c : R —
M und Anfangsvektor wo € To0)M existiert eine eindeutig bestimmte parallele Kurve
w:R —TM mit w(t) € Ty M und w(0) = wo.
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Wir bezeichnen mit ptp(c, t)(vo) die parallele Kurve v tiber ¢ mit Anfangswert vy zum
Zeitpunkt t. Man nennt das auch den PARALLELTRANSPORT ldngs c. Fiir diesen gilt:

L. ptp(c,t) : TeoyM — ToyM ist eine Isometrie
2. ptp(c,t)~t = ptp(c(. +t), —t)
3. ptp(c, g(t)) = ptp(co g,t) o ptp(c, g(0)) fir g: R — R.

Beweis. Eine zweite Moglichkeit die Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen ist die
folgende: w ist eine parallele Kurve genau dann, wenn 0 = Vw := v’ — (w’,voc)v o
c. Das ist eine gewohnliche lineare Differentialgleichung 1.ter Ordnung, und somit
existiert eine, durch den Anfangswert eindeutig bestimmte, globale Losung w.

Verbleibt zu zeigen, dafl w(t) € Tp. ;) M:

Da (w,voc) = (w',voc)+ (w, (roc)) = 0 fiir eine Losung ist, ist (w, v o ¢) konstant
gleich (w,v 0 ¢)(0) = (wo, V(o)) = 0. D-h. w(t) € vy ™ = Ty M.

(1) Klarerweise ist die Losung ptp(c,.)(vo) einer linearen Differentialgleichung vom
Anfangswert v linear abhéngig. Es gilt

&' =& m+&n)=0+0,

falls ¢ und 7 parallele Vektorfelder lings ¢ sind, d.h &,/ € TM=*. Also ist (£,7)
konstant und ptp(c,t) eine Isometrie.

(2) und (3) folgen leicht aus der Eindeutigkeit der Losungen von linearen Differenti-
algleichungen. O

61.6 Beispiel

1. In jeder Hyperebene sind genau die konstanten Vektorfelder die parallelen, da
die Ableitung eines Vektorfelds wieder in der Ebene liegt.

2. Allgemeiner sind auf Torsen die parallelen Vektorfelder, gerade die konstanten
Vektorfelder in einer Abwicklung der Torse in die Ebene.

3. Parallele Vektorfelder ldngs geschlossener Kurven kénnen sehr wohl verschie-
dene Anfangs- und Endwerte besitzen: Man starte auf dem Nordpol der Sphére
und transportiere einen Vektor in Richtung eines Meridians bis zum Aquator.
Dann transportiere man diesen auf den Aquator normal stehenden Vektor
entlang des Aquators bis zu einem anderen Meridian, und transportiere ihn
schliellich langs dieses anderen Meridians wieder zum Nordpol. Dort schliefit
der transportierte Vektor mit seiner Ausgangslage genau den Winkel der bei-
den Meridiane ein.

Eine allgemeine Konstruktionsmoglichkeit fiir parallele Vektorfelder ist die folgende:
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61.7 Satz (Parallelitiit via Schmiegtorse).
Seic: R — M eine Kurve auf M dann gilt: Ein Vektorfeld ist parallel lings ¢ in M
genau dann, wenn es parallel ldngs ¢ in der Schmiegtorse ist.

Beweis. Die Schmiegtorse ist nach lokal durch (¢, s) = c(s) + t&(s) gegeben,
wobei £ ein (das) Vektorfeld lings ¢ ist, welches normal auf L ¢ steht. Klarerweise
ist der Tangentialraum in ¢(t) von M identisch mit jenem der Schmiegtorse und
somit ein Vektorfeld n lings ¢ tangential an M genau dann, wenn es tangential an
die Schmiegtorse ist. Und die kovariante Ableitung lings ¢ stimmt auch fiir beide
Fldchen tiberein. Also sieht die Bedingung “parallel zu sein” fiir beide Fliachen gleich
aus. O

61.8 Definition (Holonomie)

Die Untergruppe
{ptp(c, 27) : ¢ ist geschlossene Kurve durch z}

der Gruppe O(T,M) heilt HOLONOMIE-GRUPPE von M (bei z). Sie ist eine Lie-
Gruppe und fiir verschiedene z in einem zusammenhiingenden M sind diese Unter-
gruppen isomorph. Z.B. ist die Holonomiegruppe der S? gerade die S0(2) = S*.

Wir werden in [(64.12)[ charakterisieren, wann diese Gruppe trivial ist.

62. Kovariante Ableitung

Leider steckt in den obigen Beschreibungen fiir die Geodéten und die parallelen Vek-
torfelder noch die Flichen-Normale und damit der umgebende Vektorraum. Diese
Begriffe sollten aber auch fiir abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeiten Sinn machen.

Anstatt zu sagen, daf3 ein Vektor wie w’ normal auf die Fliche steht, kénnen wir auch
sagen, daf} seine tangentiale Komponente, d.h. seine Projektion auf den Tangential-
raum verschwindet.

62.1 Definition (Kovariante Ableitung)

Sei w ein Vektorfeld ldngs einer Kurve ¢ in M. Dann wollen wir die Normal-Projektion
auf den Tangentialraum der Ableitung des Vektorfelds die KOVARIANTE ABLEITUNG
V (sprich “Nabla” oder “Del”) nennen und mit

Vw : t— w(t) — (w(t), Ve )Ve(t) € TeyM

bezeichnen. Diese miBt also die infinitesimale Anderung von w, wie sie in M gesehen
wird, und ignoriert jene Komponente, die auf M normal steht.

Die Formel fiir die kovariante Ableitung V eines Vektorfelds w lings einer Kurve
¢ = p o u sieht in lokalen Koordinaten wie folgt aus:

m

m
_ dw” ko, idu’ o)
Vuw = E : dt +§ :Fz‘,jw dt | duk>
ij

k=1

k_0

wobei w =), w® 575
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Man beachte, dafl die Geodiiten genau die Losungen der Gleichung V¢’ = 0 sind
(wobei ¢’ als Vektorfeld lings ¢ aufzufassen ist), und die Vektorfelder w, die parallel
léngs einer Kurve ¢ sind, genau die Losungen der Gleichung Vw = 0 sind.

Es gelten folgende Formeln fiir V:

V(E+n)=VE+Vn
V(f-§)=f-VE+f ¢
(&mn) = (V&n) + (& Vn),
denn
V) =e+f8)—(fe+fvyv=FfE-0+fVE,
(&m)' =)+ &) =(VE+(E vyvm) + (& Vn+ (', v)v)
= (V&) +(§, V) da(v,n) =0=().

62.2 Gaufigleichung. Fiir den Nabla-Operator gilt:
Vw=w+ (L, wyvoec.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus (w,v o ¢) = 0 durch Differenzieren. O

62.3 Definition

Seien nun zwei Vektorfelder £ und n auf M gegeben, dann konnen wir V& € X(M)
als (V,8)(z) = V(£ 0 ¢)(0) definieren, wobei ¢ eine Integralkurve des Vektorfelds n
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = x ist.

Das 148t sich auch wie folgt schreiben:

62.4 Lemma (Eigenschaften der kovarianten Ableitung). Der Operator V geht
von X(M) x X(M) nach X(M) und hat folgende Eigenschaften.

V st bilinear.

V€ ist C°(M,R)-linear in 1.

Vi (f&) = fVa€+n(f)€.

V'r]§ - V&n = [77’ g]

n (€1, &2) = (Vnér, &2) + (€1, Vo).

Beweis. (1) und (2) sind klar. Zu (3):
(Va s))(
V((f)o ) = (f(c(0)) V(£ 0¢)(0) + (f 0 0)'(0) &(c(0))
f@) - (Vo) (@) + Tof(ne) - & = (fVn& +n(f) &) ().
Zu (4): Wegen der Gaufigleichung und der Symmetrie von L gilt:

(vnf - an)(m) = (Tzf Mg+ <Lac77w7fz>yw) - (Twn : §$ - <LI£I5 77a:>1/w)
= [n,&)(x) +0

CU W=
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62. KOVARIANTE ABLEITUNG 62.5

Zu (5):

(n(1,€2)) () = ((&1,€2) o ¢) (0)
(V(&10¢)(0), (&20¢)(0)) + (&1 0¢)(0), V(€2 0 ¢)(0))
= (<Vn§17€2> + <§15VU§2>)(37)- O

Wir wollen nun zeigen, dafl es so einen Differentialoperator auch auf abstrakten
Riemann-Mannigfaltigkeiten gibt, und er durch die obigen Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist.

62.5 Satz (Levi-Civita Ableitung).

Sei M eine (abstrakte) Riemann-Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau eine Abbildung
V:X(M)x X(M) — X(M), welche obige Eigenschaften (1)-(5) erfiillt, wobei das
innere Produkt in (5) durch die Riemann-Metrik zu ersetzen ist. Diese Abbildung
heifft KOVARIANTE ABLEITUNG, oder auch LEVI-CIVITA-ZUSAMMENHANG.

(Koordinatenfreie) Beweis. Wegen (5) gilt:

£19(62,83) = 9(Ve, &2,83) +9(62, Ve, &3)  (+)
§29(83,61) = 9(Ve,€3,61) + (83, Ve, 1) (+)
§39(61,82) = 9(Ves&1,&2) +9(61, Ve, §2)  (—)-

Daraus folgt durch Addieren der ersten beiden und Subtrahieren der 3.ten Gleichung
unter Verwendung von (4):

§19(82,83) +829(83,61) — €3 9(61,&2) =
=9(Ve, &2+ Ve,61,83) +9(Ve, &3 — Ve, §1,62) + 9(Ve, &3 — Ve 62, 61)
= 9(2V51§2 - [51352]753) - g([£37§1}’£2) +g([€27£3]3€1)'

Und somit

29(Ve, &2,83) =61 9(62,83) + &2 9(83,61) — €3 9(&1, &2)
+9([€1, 2], §3) — 9([€2, &3], 61) + 9([€3, 1), 62)-

Da die rechte Seite linear in &3 ist, ist V¢, & durch diese implizite Gleichung wohlde-
finiert. Da die rechte Seite auch bilinear in (&1, &) ist, hat V die Eigenschaft (1).
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62.5

Nun zur Eigenschaft (2):

29(Viye,€2,83) = fE19(62,83) +629(&3, F&1) — 3. 9(f€1,€2)
+9([f&1, 621, €3) — 9([§2, &3], £€1) + 9([€3, f&u], €2)
= [§19(62,83) + fE29(83,&1) + &(f)a(E3,61)
— f&9(61,82) — &3(F)g(61,62)
+ g(f[&1, &) — &2()€1,63) — [ a([€2,85],€1)
+9(f[&s, &) + &(f)61, &2)
= [§19(62,83) + fE29(83,&1) + &(f)a(E3,61)
= f&9(61,82) — &3(F)g(61,62)
+ £ 961,62, €3) — E2(f)9(&1,E3) — [ 9([€2, &3] &)
+ £ 9([&3,€1], §2) + &3(f)g(&1, &2)
= f(&9(&,8) + & 9(&,&) — &39(61,&2)
+ 9([61, &), &) — 9([€2, &3], &) + 9([€3, 1], &2))
=2[f9(Ve &2,83).

Eine sehr dhnliche Rechnung zeigt die Eigenschaft (3).
Weiter zu Eigenschaft (4):

29(Ve, &2 — Ve, 61,83) =
=& 9(&2,8) +&9(863,&) — &3 9(61,&2)
+ g([&1,&2],€3) — 9([§2, &3], 1) + 9([63, 1], €2)
—&§29(61,&) — £19(83,82) + &3 9(&2,61)
—9([62,&1],€3) + 9([€1, €3], €2) — 9([€3, €2, &1)
=29([&, &), &)

Schluendlich Eigenschaft (5):

2(Ve, &2,83) +2(62, Ve, &3) =
=£19(82,&3) + &2 9(&3.61) — €3 9(61,&2)
+ g([€1,&2],€3) — 9([§2, &3], €1) + 9([63,61], €2)
+ &1 9(83,82) + 83 9(62,61) — €29(61,63)
+ 9([&1, &3], §2) — 9([€3, 2], &1) + 9([62, 1], €3)
=2&9(&, &) O
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62.5

Koordinatenbeweis. Es ist zu zeigen, dafl der lokale Ausdruck fiir V unabhéngig
von den gewéhlten Koordinaten ist.

a R .
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; ou' 9’
0 = Z out Oul
9

; _z i 27
= > (s (552) s+ 55 )

ouk 9 souiN oud out 9
=2 5 ok o) 507 T 2 e B

K2
ik i

-y o 9k ol ZW 02a’

— oui o Ouk dui | L= 9ut Ouiduk
Py 0w i s o ot ow
“J = out dud ouk I r ouroud 9wt Oul

Sei nun eine Kurve ¢ : R — M gegeben in lokalen Koordinaten durch

c(t) = p(u' (t),...,u™ (1) = (@' (t),..., " (t))

und w : R — T'M ein Vektorfeld lings ¢, d.h. w(t) € Ti;) M. In lokalen Koordinaten
ist

wlt) = ) g5z = 300 5 = ) i o

i,

und Koeffizientenvergleich liefert

w'(t) =S w(t) gz

Die Normalprojektion der Ableitung von w auf den Tangentialraums ist in den lokalen
Koordinaten (u?,...,u™) durch

wi ] ] Uk
2. <ddt(t) £ e (1) dt(t)> ‘9?”

% 3.k
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also ist dieser Ausdruck auch fiir eine abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeit wohldefi-
niert. Wir nennen diesen Ausdruck die kovariante Ableitung Vw eines Vektorfelds w

langs einer Kurve ¢, d.h.

w' . . uF
V()= (‘idt(t) + ij P (u(t) ) (1) dt(t)>

K2
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Fiir Vektorfelder X und Y auf M koénnen wir nun ein Vektorfeld VxY durch
(VxY), :==V(Y oc),

wobei ¢ die Integralkurve von X durch z ist. Es ist somit V : X (M) x X (M) — X(M)
eine wohldefinierte bilineare Abbildung. In Koordinaten haben wir

VxY = Z( X’“+ZF kYJX)aa7 O

62.6 Lokale Formeln fiir V

Wihlen wir fiir &, & und &3 Basisvektorfelder g; := %, gj = % und gy := %7
so erhalten wir eine lokale Formel fiir V:
29(Vg. 952 9k) = 2295k + 505 ki — 5o 9ij + 0 =121 j 1
Das ist gerade die Formel fiir die Christoffelsymbole der 1.ten Art.
Bezeichnen wir die Koeffizienten von Vg, beziiglich der Basis (g;) mit '} j» also

V.95 = ZFz k>

so erhalten wir:

Lije=9(Vg.95.95) =9 (Z F”gl,gk> => T} gk

l

D.h. die I, ; sind die Christoffel-Symbole der 2.ten Art (siehe|( D
Man beachte noch, daf8 aus der Symmetrie von g; ; folgende Umkehrformel fiir die
partiellen Ableitungen der Koeffizienten der Riemann-Metrik folgt:

509k = Dijk + Tige
Wegen Eigenschaft |(62.4.2)| ist VxY tensoriell in Y, d.h. (VxY)(p) héngt nur von

X, und Y ab. Sei ¢ : R — M eine Kurve mit ¢/(0) = X,. Dann ist (V. )Y)(p)
wohldefiniert und in lokalen Koordinaten gegeben durch

(vc/(O)Y) (p) = VE d(uJ oc) (O) Bu] (p) (Z Y*. aui ) (p) =

J

R N X PN 1, 0
- Jzz: dt © (auj P out Ip +Y(p) vﬁ(p) o (p))
- 0 | yi dWeo) Y
- zz: (z]: Ou lp Y dt (O)> out lp
d(u? o c) ;
+ 3 A2 0) v T, o |

.3,k
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Dieser Ausdruck macht aber sogar fiir ein Vektorfeld Y lings ¢ Sinn, d.h. Y (¢) €
TeyM fiir alle t € R, denn dann ist nach der Kettenregel
0 . d(u oc) dy?
; oud le(t) dt ®) dt ®)

und somit ist

TeV)® =3 (G0 + 2 M)V T ) o

) 3.k

62.7 Bemerkung

Wenn wir die entsprechenden Differentialgleichungen 0 = VX fiir parallele Vek-
torfelder X ldngs Kurven ¢ und 0 = V. ¢ fiir Geodéten ¢ in lokalen Koordinaten
aufschreiben, so erhalten wir

dX? d(u? oc i
0= 200+ 3 M2 (1) x40 15 ey
7.k

d*(utoc) d(w oc) d(u"oc) .
0= — 5=+ =) ——— (O Tjkler)-

Jik
Das zeigt, dafi die Exponentialabbildung exp : TM — M und der Paralleltransport

ptp : C®(R, M) xpy TM — TM auch fiir abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeiten
existieren und die entsprechenden Eigenschaften besitzen.

62.8 Lemma. Die Abbildung (m,exp) : TM — M x M ist ein Diffeomorphismus
einer Umgebung U des Nullschnitts M C TM auf eine Umgebung der Diagonale
{(z,x):x e M} C M x M.

Beweis. Man beachte zuerst, daf§ der Tangentialraum von T'M in einem Punkt 0,
des Nullschnitts gerade T, M @ T, M ist. Dabei ist der erste Faktor durch die Tan-
gentialvektoren an Kurven in M C T'M gegeben. Der zweite durch Geschwindigkeits-
vektoren von Kurven im Vektorraum T,M C T M. Diese beiden Teilrdume haben
trivialen Durchschnitt, und ergeben zusammen die richtige Dimension. Nun berech-
nen wir die partiellen Ableitungen von (m,exp). Auf dem Nullschnitt ist (m,exp) :
TM D M — M x M gerade die Diagonal-Abbildung z — (z,z) und auf der Faser
T.M ist (m,exp) : TM D T,M — M x M die Abbildung (konst,,exp,). Also sieht
die Tangentialabbildung von (7, exp) in 0, wie folgt aus:
To(nexp)<?d 0 >:TM><TMHTM><TM.
=\ id TO exp, T T x T
Wegen Tpexp, = idy,y ist also (7, exp) ein lokaler Diffeomorphismus fiir Punkte

nahe dem Nullschnitt.

Wir wihlen fiir jedes © € M eine offene 0-Umgebung U, in TM, so dal (7, exp) :
Uy — (m,exp)(Uy) ein Diffeomorphismus ist, und die Fasern U, N7, M Kugeln um 0
sind. Die Vereinigung U := J, ., Uz ist dann eine offene Umgebung des Nullschnitts
in TM. Und (m,exp) : U — V := (m,exp)(U) ist ein lokaler Diffeomorphismus.
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Bleibt nur noch die Injektivitéit zu zeigen: Aber falls zwei Tangentialvektoren verschie-
dene Fulpunkte besitzen, so konnen wir sie durch die erste Komponente 7 : TM — M
trennen, und falls sie den gleichen Fulpunkt x € M haben, so trennt sie die zweite
Komponente exp,, da sie in einer der Kugeln U, N T, M enthalten sind. O

62.9 Tubulidre Umgebung. Sei M C N eine Teilmannigfaltigkeit der Riemann-
Mannigfaltigkeit N. Mit TM* bezeichnen wir das Normalbindel von M in N, d.h.
jenes Vektorbiindel tber M, welches als Faser iiber x € M das orthogonale Komple-
ment (Ta:M)l von T, M in T, N beziiglich der Riemann-Metrik von N hat. Dann ist
expy ein Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung des Nullschnitts M C T M=+
auf eine offene Umgebung von M in N. Die Bilder von Schnitten konstanter Linge
schneiden die radialen Geoddten orthogonal.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz koénnen wir den Tangentialraum von
TM~L in einem Punkt x des Nullschnitts als TuM & T, M~ schreiben. Und die
Tangential-Abbildung von expy hat die Gestalt

(idr, a1, To expy, | (1, ary 1) = id7, N -

Also ist exp genauso ein lokaler Diffeomorphismus, und auch die Injektivitdt kann
wie im Beweis von Satz erhalten werden.

Sei nun X : R — TM* ein Vektorfeld lings einer Kurve ¢ = 70 X : R — M von
konstanter Lénge, so schneidet exp o X die radiale Geodéte s — exp,;)(sX (t)) normal

in ¢, wie der Beweis von zeigt. O

Wa&hlt man fiir M einen Punkt und in 7, M eine Orthonormalbasis, dann sind das
gerade die Riemannschen-Normalkoordinaten. Ein anderer Spezialfall ist der einer
-nach der Bogenldnge parametrisierten- dopppelpunktfreien Kurve ¢ : R — M.

In haben wir eine Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) als geodétisch vollstéindig
bezeichnet, wenn jede Geodite unendliche Linge hat, oder dquivalent, auf ganz R
definiert ist. Der folgende Satz liefert nun den Zusammenhang mit der Vollstandigkeit
im Sinne der Metrik, wie wir ihm in verwendet haben.

62.10 Satz von Hopf-Rinow.
Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind die ersten 8 Aussagen dquivalent und die
4.te folgt aus den anderen:

1. M ist geoddtisch vollstindig.

2. M ist als metrischer Raum vollstindig, d.h. Cauchyfolgen konvergieren.

3. Jede in der Metrik beschrankte und abgeschlossene Menge ist kompakt.

4. Je zwei Punkte lassen sich durch eine Geoddte minimaler Ldinge verbinden.

Beweis. (3 = 2) Dies ist ein allgemeiner Satz aus der Topologie.

(2 = 1) Sei ¢ eine nach der Bogenliénge parametrisierte Geodite und Ja, b[ ihr ma-
ximaler Definitionsbereich. Sei z.B. b < +00, und betrachten wir eine Folge b,, /" b,
dann ist ¢(b,,) eine Cauchyfolge, denn

d(c(ty) — c(t2)) < Ll 1)) = [t2 — ta].

Nach (2) existiert also lim, s ¢(by) =: ¢(b). Aus|(62.8)| wissen wir, dafl eine Umge-
bung U von ¢(b) existiert und ein p > 0, sodaf} exp,, fiir alle z € U und alle Vektoren
der Lénge kleiner als p definiert ist. Wéhlen wir nun n so groB, dai b — b, < § und
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c¢(bn) € U. Dann ist die Geodéte mit Anfangsrichtung ¢’(b,,) fiir |[t| < £ definiert, also
iiber b hinaus, Widerspruch.

(1=4) Es sei r :=d(z,y) > 0. Wir wihlen ein 0 < p < r, so dafl exp, : B,(0) — M
injektiv ist. Sei 0 < p; < p und S := exp, (0B, (0)). Da S kompakt ist, existiert ein
x1 € S mit d(z1,y) minimal. Sei v € T, M mit |v| = 1 und 21 := exp,(p1v), Wir
behaupten, dafl exp,(rv) = vy, also ¢(t) := exp,(tv) eine minimale Geodéte von z
nach y ist.

Zuerst zeigen wir: d(c(t),y) = r —t fiir 0 < ¢ < r. Offensichtlich stimmt diese
Gleichung fiir ¢ = p1, denn da jede Kurve von = nach y die Menge S trifft, gilt:

r=d(z,y) = min(d(z, s) + d(s,y)) = p1 + d(z1,y) = p1 +d(c(p1), y)-

Sei nun ty das Infimum jener ¢, fiir welche die Gleichung nicht stimmt. Da die Be-
dingung abgeschlossen ist, gilt fiir ¢y die Gleichung. Inbesondere ist also ¢ty < r. Sei
So ein geoditischer Kreis um ¢(tg) mit Radius pp < r — to, sei weiters z¢ ein Punkt
auf Sy mit minimalem Abstand von y, und sei ¢y eine Geoddte minimaler Linge von
¢(to) nach xg. Dann gilt:

d(c(t0)7 y) - Helgn(d(C(to), S) + d(57 y)) = po + d(l‘o, y)
s€So
und somit d(zg,y) = (r — tg) — po. Weiters ist

d(33a$0) > d(%y) - d(x()ay) =Tr—= (T - tO) + po = to + P05,

also hat die Kurve c[p 4, gefolgt von ¢’ die Lénge to + po < d(z, o) und somit gilt
d(x,x0) = to+ po. Und somit gilt die Gleichung auch noch fiir ¢y + pp fiir alle kleinen
p. Das ist ein Widerspruch dazu, dafl ¢y das Infimum jener ¢ ist, fiir die die Gleichung
falsch ist.

(1 = 3) Sei A C M abgeschlossen und beschrinkt, i.e.

sup{d(z1,z2) : T1,22 € A} =: 1 < 0.
Dann gilt nach (4): B := exp,{B-(0)} 2 A, und B ist als stetiges Bild der kompakten
Menge B, (0) kompakt, also auch A. O

62.11 Satz. Sei (M,g) eine vollstindige Riemann-Mannigfaltigkeit, und sei X €
X(M) ein beziiglich g beschrinktes Vektorfeld. Dann ist X wvollstindig, d.h. hat einen
globalen Flujs.

Beweis. Sei |X(z)|, < R fiir alle € M und sei ¢ eine Losungskurve von X, dann
gilt:

b b
L(clay) = / (1)) dt = / X (c(t)], dt < [b—a] R

Also bleibt ¢ auf endlichen Intervallen innerhalb einer beschrinkten, und wegen der
Vollstandigkeit innerhalb einer kompakten Menge. Dies ist ein Widerspruch zu|(28.3)
O

62.12 Satz von Nomitzu-Ozeki. Zu jeder Riemann-Metrik gibt es immer eine
konform dquivalente, die geoddtisch vollstindig ist.
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Beweis. Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit und d die assoziierte Metrik zu g.
Sei B, (X):={y € M : d(x,y) < r}. Dann setzen wir

r(z) :=sup{p > 0: B,(x) ist kompakt }.

Aus der Dreiecksungleichung fiir d folgt sofort |r(z1) — r(z2)| < d(x1,2z2). Also ist r
stetig, und falls 7(x) = 4o0 fiir ein z, so auch fiir alle anderen z € M, und damit
jede abgeschlossene beschrinkte Menge kompakt, also ist M nach vollsténdig.
Wir diirfen also annehmen, dafl r : M — R. Nun wéhlen wir mittels Partition der 1
eine glatte Funktion f: M — R mit f(x) > ﬁ fiir alle z € M. Und betrachten die

konform #quivalente Metrik dy := f2g.
Bleibt zu zeigen, daB gy vollstdndig ist. Dafiir geniigt es die Inklusion Bf;d(x) C

Bf(w) /2 () zu beweisen, denn dann hat jede Geodéte mindestens Linge %, und somit
durch aneinanderstiickeln unendliche Lénge. D.h. g ist vollsténdig.

Sei also y € Bf(x)m(x) und ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve von z nach y dann gilt:
L9(e) = [} |¢'(t)]g dt = d(w,y) > "5 und

b
(0 = [ 10,

b
= / fle@®) e (@) dt = (nach dem Mittelwertsatz)

L(c)
r(e(r))

Wegen |r(z) — r(c(r))] < d(z,c(1)) < LI(c) gilt r(c(7)) < r(x) + LI(c) und somit

b
= fle(r) / ¢ (1)), dt
Lg

|
(c) >

= f(e(r))

o DO 1) D 1
L) > iy 2 i@ s @ o+ o 3 C

62.13 Lemma (Divergenz via kovarianter Ableitung). Sei ¢ ein Vektorfeld auf
der orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M so gilt:

div ¢ = Spur(n — V,§).

Beweis. Fiir die Divergenz, die wir aus der dufleren Ableitung durch Anwendung des
Hodge-Stern-Operators gewonnen haben, und die wir auch mittels Lie-Ableitung der
Volumsform beschrieben haben, gilt folgende lokale Formel:

i=1

=1
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Fiir V¢ haben wir die lokale Formel:

Vg'if = Z (Ejvgigj + %(Ej)g])

j=1

= Z (fj ZFZ igk + aw .)gj>

J=1

= (Z&Fwaw ) 9

Jj=1

Fiir die Spur von n — V,¢ erhalten wir also

sy =3 (Soemiu s e

1=1

Wegen det’(A)(B) = det(A) - Spur(A~!B) gilt schlieBlich:
56 507G = 3G Spur((9") (507 91.9))

m

D> ¢ Chig +Thga) = D Thi =D Thy. =
i=1 j=1 i=1 i=1

(SIS

63. Jacobi-Felder

63.1 Bemerkung

Sei ¢ : [0,a] — M eine Geodéte in einer Riemannschen Fldche. Diese 148t sich als
radiale Geodéte der Form c(t) = exp () (t ¢'(0)) schreiben. Sei dazu z := ¢(0) und v :=
¢’ (0). Wir wollen benachbarte radiale Geoditen diskutieren. Es gibt eine Umgebung
um [0,a] x {v} C R x Ty M, auf welcher exp wohldefiniert ist. Damit existieren
auf dem Intervall [0,a] die radialen Geodéten, welche bei z in eine Richtung nahe
v starten. Betrachten wir nun die Variation (¢,w) — exp,(t(v + w)) mit w L wv.
Die Richtungsableitung £(t) := (T3, exp,)(tw) an der Stelle (¢,0) in Richtung (0, w)
definiert ein Vektorfeld ¢ ldngs c.

Wir wollen nun zeigen, daf§ das Vektorfeld ¢ die Jacobi-Gleichung

VEE(t) + K (c(t)) £(t) = 0
mit den Anfangswerten £(0) = 0 und V&(0) = w erfiillt.
Da

@ : (r,0) — exp,(r(cos v + sin fw)) fiir jw| =1 = |v|
geodétische Parallelkoordmaten sind, also E =1, F = 0, G > 0 erfiillen, gilt die
Jacobi-Gleichung K = — (:2)" VG aus|(
Fiir £(t) : = 595 oo €XP,(t(v + sw))
= @ |9 0 expm(tcos Ov 4 tsin fw) = Ox¢(t,0)
ist [€]° = D20 =
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Das Vektorfeld £ steht normal auf ¢/, da die radialen Geodiiten die geoditischen
Sphéren orthogonal schneiden, also 148t sich & als A(¢)v(t) schreiben, wobei v das
Einheitsnormalenfeld zu ¢’ in TM ist. Folglich gilt X’ + (K o ¢)A = 0. Da c eine
Geodite ist, ist ¢’ ein paralleles Vektorfeld (siehe lings ¢ und ebenso v. Also
gilt fiir die kovariante Ableitung von &:

VE=VOAY) =AW+ Nv=XNv == V%¥=)\"v =
= VE4AKE=Nv+EKAv=N4+k\Nv=0

63.2 Definition (Jacobi-Felder)

Wir nennen ein Vektorfeld £ ldngs einer Geodéte ¢ ein JACOBI-FELD falls es die
JACOBI-GLEICHUNG

V3 4+ (Koc)é=0

erfiillt und orthonormal auf die Geodéte steht.

63.3 Lemma. Die Jacobi-Felder & lings einer Geodite ¢ mit Anfangsbedingung
£(0) = 0 sind genau jene Vektorfelder, welche sich als &(t) := (Tier(0) €XPe(o)) (tw)
mit w € ¢ (0)* C T0)M schreiben lassen.

Beweis. Wir haben gerade gezeigt, dafl so darstellbare Vektorfelder Jacobi-Felder
sind. Berechnen wir nun noch deren Anfangswerte. Klarerweise ist

£(0) = (Toer (0) €XPe(o)) (Ow) = 0.
Beziiglich der Koordinaten (ul,u?) — exp,(uv + u?w) gilt ul(t) = ¢, u?(t) = 0,
€L(t) = 0 und £2(t) = t. Also ist
2
V) =D (guz + Tt 1 5i)
k=1

2]
9uz — w.

Da die lineare Differentialgleichung 2.ter Ordnung A\’ + (K o c) A = 0 aber zu jedem
Anfangswert eine eindeutige Losung hat, muf} diese obige Gestalt besitzen. O

Sei nun M eine vollstindige Riemann-Mannigfaltigkeit und ¢ eine nach der Bo-
genldnge parametrisierte Geodédte in M. Wir haben gesehen, dafl Kurven die in
geodétischen Parallelkoordinaten nahe an c liegen, keine kiirzere Bogenldnge haben
konnen. Wir untersuchen nun die Frage, wann wir geodétische Polarkoordinaten um
¢(0) finden kénnen, welche bis zu ¢(t) reichen. Dazu folgende

63.4 Definition (Konjugierte Punkte)

Es sei c(t) = exp,(g) (tc'(0)) eine Geodite in M. Ein Punkt c(t) heifft KONJUGIERT zu
c(0) falls das Differential T}/ () (expe(r)) der Exponentialabbildung bei tc¢’(0) € Ty M
kein Isomorphismus von T,g) M = Tyer(0)Teo)M nach T, M ist.

63.5 Satz (Konjugierte Punkte). Fiir eine Geoddte c in einer vollstindigen Rie-
mannschen Fliche sind folgende Aussagen dquivalent:

1. ¢(t) ist konjugiert zu ¢(0) lings c.
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2. Es existiert ein nicht-verschwindendes Jacobi- Vektorfeld & lings ¢ mit £(t) =

0 = £(0).

Beweis. Nach|(63.3) konnen wir ein nichttriviales Jacobi-Feld mit Anfangsbedingung
£(0) = 0 und VE(0) = & L ¢/(0) finden, dieses ist gegeben durch:

€(t) := (Tier(0) €XPe(oy) (t£(0)).

Also ist £(t) = 0 genau dann, wenn £(0) im Kern von Tic (o) exp,, liegt. Nun brau-
chen wir nur noch zu beachten, dafi (T3, exp,)(v) = /() # 0 und (T}, exp,)(w) L
d(t) fir alle w L v gilt. Also ist der Kern von (T}, exp,)(w) die Menge {£(¢) :
¢ ist ein Jacobi-Feld ldngs c¢}. Da exp,, : T.M — M eine Abbildung zwischen gleich-
dimensionalen Réumen ist, ist die Aussage Ker(7}, exp,) = 0 damit dquivalent, dafl
T}, exp,, ein Isomorphismus ist. O

63.6 Folgerung. Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Falls c
im Inneren eines Parameterintervalls [t1,ts] keine konjugierte Punkte enthdlt, so gilt
L(c1) > L(c) fir jede nahe ¢ gelegene Kurve c;.

Es gilt auch die Umkehrung, siehe [70].

Beweis. Wie im Beweis vonbetrachten wir eine Abbildung ¢ nach geodétischen
Polarkoordinaten um ¢(0). Wegen ist diese Abbildung ein lokaler Diffeomor-
phismus in jedem Punkt von |t1, [ x {0}. Also haben wir, abgesehen von den Rand-
punkten, geoditische Parallelkoordinaten ldngs c. Nach ist dann die Lénge
jeder nahe ¢ gelegenen Kurve mindestens so grof3 wie jene von c. O

Durch Abschétzen der Losungen der linearen Jacobi-Gleichung erhélt man:

63.7 Folgerung. Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddte, so dafs

Ky < K(c(t)) < Ky. Dann liegt in jedem offenen Intervall der Linge \/LKT kein Paar

kongugierter Punkte. In jedem abgeschlossenen Intervall der Linge \/%) hingegen liegt

ein Paar konjugierter Punkte.
Ohne Beweis, siche [83], S.118].

63.8 Theorem von Bonnet. Ist M eine vollstindige Riemannsche Fliche und

K > Ky > 0, so ist der geodditischen Abstand je zweier Punkte hdchstens \/}T? .
0

Insbesondere ist M kompakt.

VK,
ist, konjugierte Punkte, und somit kann er nicht die kiirzeste Verbindung darstel-

len. Damit sind seine Endpunkte aber hochstens —2 entfernt. Insbesondere ist der

Beweis. Wegen enthélt jeder geodétische Bogen, dessen Linge grofler als —2—

VKo
Durchmesser
d(M) = inf{d(x1,29) : 1,20 € M} < \/270’
und somit ist M nach |(62.10)| M kompakt. O

63.9 Theorem [32]. Die Exponential-Abbildung jeder vollstindigen Riemann-Fliche
mit K < 0 ist fir jedes x € M eine Uberlagerung exp, : T, M — M. Ist also M
zusdtzlich einfachzusammenhdngend, so ist exp,, : To M — M ein Diffeomorphismus.

Ohne Beweis, siehe [83], 6.6.4].
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Auf allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten sieht die Jacobi-Gleichung wie
folgt aus:

V2E+ R(E,d) =0

Thre Losungen heiflen wieder Jacobi-Felder, die genau die Richtungsableitung von
1-Parameter-Variationen der Geodéte ¢ sind. Die Darstellung fiir Jacobi-Felder &
mit §(0) = 0 via der Ableitung von exp, o) gilt genau wie im 2-Dimensionalen. Der
Randwert dieser Jacobi-Felder beschreibt den Kern der Exponentialabbildung, und
somit konjugierte Punkte. Ebenso gilt dann [(63.6)] und [(63.8)] [Myres1935] und [(63.9)]
[ECartan1928]. Fiir Beweise dieser Resultate siehe z.B. [60].

64. Riemann-, Ricci- und Schnittkriimmung

Seien 2 Vektorfelder £ und 7 im R™ gegeben. Dann gilt fiir die iibliche Ableitung des
Vektorfelds & in Richtung 7, die wir hier auch mit D, : « — &' (z)(n(z)) bezeichnen
wollen:

[De, Dy] == D¢ o Dy — Dy o De = Die
denn

m

(D¢ o Dy = Dy D) ((¢7) = (€(¢) = mle(c),
= [f7ﬂ](<i)?;l = D[&,n]((Ci)ﬁl)
64.1 Satz (Godazzi-Mainardi-Gleichung).

Sei M eine Hyperfliiche im R™ und seien &, n, ¢ Vektorfelder im R™, welche lings M
tangential an M sind. Dann ist

L VeV =V Ve = Vig ¢ = (Ln, OLE — (LE,C) L,
2. VeLn -~ V,LE= LIE).

Die erste Gleichung wird auch als GAUSS-GLEICHUNG und die zweite als GODAZZI-
MAINARDI-GLEICHUNG bezeichnet.

Beweis. Es ist

[622]
0= D¢DyC — DyDeC — Die ¢

= De (V€ = (L. Q)v) = Dy (Ve = (L&, Q) = Die§
= DeVy¢ = E((Ln, ¢))v — (Ln, () Dev

— Dy Ve +n((LE,CQ))v + (LE, () Dy

= Viem ¢+ (L], Qv
= VeVy( = (LEVyQr —E(Ln, Q))v — (Ln, ()L

=V Vel + (L, VeQr +n((LE,C))v + (L&, () Ln

= Viem ¢+ (L& ], Qv

Der Tangentialanteil hiervon ist:

0=VeVyC—VyVeC = Vigy — (Ln, L&+ (LE, ()L
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Und der Normalanteil ist:
0=—(Vy(, L&) —&(Ln, () + Ve, L) +n(LE, C) + (L[], C)
—(~VeLn) +Vy(LO+ LlEnl¢). O

64.2 Definition (Riemann-Kriimmung)

Die RIEMANN-KRUMMUNG R : X(M) x X(M) — L(X(M),%(M)) einer Riemann-
Mannigfaltigkeit ist definiert durch die linke Seite der Gauf3-Gleichung;:
R(&n) = [Ve, Vi] = Vig).

Die Motivation hierfiir ist, dafy die rechte Seite auf  angewandt und ins innner Pro-
dukt mit £ genommen fiir orthonormale Vektoren £ und 7 gerade die GauBkriimmung
liefert:

(Ln,mL&—(LEnLn,§) =
= <L77777><L€7£> - <L§77i><L777§> = det(L) =K.

64.3 Lemma (Die Riemann-Kriimmung ist Tensorfeld).
Die Riemann-Krimmung ist ein 3-fach ko- und 1-fach kontravariantes Tensorfeld auf
M, dh ReET(T"MT*MQT*M TM.

(Koordinatenfreier) Beweis. Dazu mufl man nur zeigen, daff die Abbildung (¢,7, () —
R(&,m)(€) in allen Variablen C°°(M,R)-homogen ist.
R(f&m) = [Vie, Vil = Vigen
= Ve Vil = Visiem-nire

= (fVe)Vy = Vu(fVe) = fViem +1(f)Ve

= [VeVy = [V Ve =n(f)Ve = Ve +n(f) Ve
=f ([vé’vn] - v[fm]) +0

= fR(&,n).

R(&m)(f¢) = ([Ve, Vil = View)) (fO)

= VE(fVUC +n(f)¢) — Vi (fVe( + §(N)0)
— [Viem¢ = &nl(f)C

= VeV +E(HVaC+n(f)Ve +E(f))C
— [V Ve = n(f)VeC = E(f)VnC—n(&(f))C
— [Vien < — &M +n(E(f))C

= f(VeVy = VyVe = Vi) €

=fREn)(). O
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Koordinatenbeweis.

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) - Vy(VxZ) - VixyvZ

= Vx (Z( ) gijyuz’;rgkzjyk )
—VY<Z( X’“+ZF kzw’“) 0 )

0

— (Xk: gfi +Zrl kZJYk> vxaui
+X<Z Z Y’“+ZF kZJYk)>
—Z(;gg —I-ZF’kZ]X)Vy -
Y(Z( k gfk Xk+ZF’kZJX> aii

- Z( 8u5 B 88)1; ) V%Z
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- 07 yiy + DT lev . 2
- Jik 3l Ou’

. Z(ZX SN

. 0
+ ]ZkX (8 )27V 4 Zr; WX (Z)YE + jzkl“;kZﬂX(Y’“)) S
4 0
Z( X’f+ZF kZJX’“) Z:Ylvﬁau
YA Y4
—Z(Zy(auk)xk+zauky(xk)
i k k
+ZY (I ZJX’H—ZF WY (ZH)XE+ YT 2V (X )) ;;i

7,k

1
() S, 20

Z( —Y’“rZFZ ZJYk> lez “aup
af’Z YA oYk
PR (ST g S
p
DR R ”fm'wzr DY
Bk P
oY a
+]§;P kZJZXpaup> 5
02" i i vk l 0
_Z(ZNX +ZFMZX ) ZY Z wm
Z YA
—z(zzw XY e S
+ZZYP 7kZ3Xk+ZFLkZY”—Xk
Jk P

X a
+zk:r ZJZYpaup> o

(G ) O i+ G )
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Z o
— Z Xl k6 p a + Z lekz_] F;qufli

Iy
iklp o el up
bR AN oYk 9zt 0o
XPY XP
+ Z aukaul’ out + Z ouP Ouk oui
i,k,p i,k,p
8 8Z .0
xryk zi 2% XP Yk re
+ l;}p 8uP é)uz z;p ki
ayk . . 9
XP— 77T, —
+Z_jzkp ouP IR Gy
YA 0 . 0
_ ky1t Y% o Y k~-l 77 P
‘ZXYaukFivlaup HZXYZ Wi
i,k,l,p i,5,k,l,p
2 7 k i
—ZX’“Y” 0*Z 8‘_ 0X paz 8A
, oukduP Out 4~ OQup ouk out
i,k,p i,k,p
8F 0
— Xkyrgi 2k X Yp e, —
;;p oup auZ %;p Tk out
ox* 0
— YP Zi Tt
o o L
- Xy + 3 GV g
8 g ” 8 P L gup
,7,L,p 1,7, l,p
8Yj YA ). C VAR
.y out Oul oul .y ou’ ouwl Oul
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= > Xryhz i 0 _ > xtyrz Mk 0

idkep our - dut i kD dup - du?
+ > x'ykziry, Ty, aap o o xtylziT, ”aap
0,4,k Lp i,5,k,l,p u
aZ 8 0
X'yk =P — Xk YP 4
YA 0 YA 0
XP Yk Xk Yl e pr Y
8Yk ' P
XP XZ Y
oxk 9
-y Y? ZI T + Z 'z, —
7.k
,4,k,p ur 6 L 1,5, l,p ' our
oYk 97+ 0 Y7 9zt 0
XP—— —_— — X! - — —
+i;p ouP OuF Out ; Out OuJ Oul
B Z AN N 0XJ v 0Z! 0
8u1’ Buk ou? ou? oud Oul
i,k,p i,
0?zt 0 LA
xry* — =N xkyr =
+Z_;p oukoupr Out i;p Oukour Oul

et 9
=22 X7 ( aii] ~ o +Z<F ‘Fm) ouw

P 1,5k

P
=Ry

S SXYIZ R, G

P 4,5,k

64.4 Bemerkung

In lokalen Koordinaten haben wir von

R= >R, du'®dv ®du® 2
i,5,k,1

mit R = gor e~ g o+ Do (hlh, = THely,)
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Beziehungsweise fiir R(£,1, ¢, x) := (R(£,1)¢, x)

R = Z Rijk du* @ dv? @ du® @ du!
1,7,k,0
m
mit Rk = ZRiLkgp,l
p=1

_ 1 o o 9 8?
-2 (auiauk 945~ Fuiout 9ik + duioul Jik — Guigur Il

m m
+3 Y P Tinglipt = Tinalityp):

p=1g=1

Beweis. Wir rechnen wie folgt:

3y = ke ot = (7,090 =V, 1) o
dut oud 9wl Oud
=V Zréﬂc ot | =V Lo | +0
out \ =1 ouw \1=1
N CR PSRN

Z( kv 6 8 a0 T auy(rzk)aaul>
=1
m

:Z< szrzlaup_‘_@ul(rl )6a>
( erlaup+au1(r )a?ﬁ)

l l 9
(ngrw — I, ) Bul

J.p

~

=1

M
NE

N
Il
I
=

1p

(5 Tk = 3 i) Far-

Ms

+

1

Also gilt:

m
l l l P l P l
R k= au’ (T5.6) — au] (T k) +Z (L lip — Tiel )
p=1
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Nun berechnen wir R; j . := Z;n:1 Rf,j,kgp,l:

m m m
d ) )
> o (T )gp1 = g <Z F?,Wnl) = T 5 (9p)
p=1 p=1 p=1
m
= 52 (i) = > T2 (Tipi +Tirp)-
p=1
und somit
o o 9N O 9\ _ o 8\ _
Ri,j,k,l = <R(aui ) W)Wv W> = <ZZL:1 Rf,j,kaﬂ» W> = Z;n:1 R£j7kgp,l

1) = 2 (D) + X, (T8, T8 =TT ) gy

= 5% (k) = >0y T8 (Tipi+ it p)
—~—  S——

1) 2)
— 5325 (Cikt) + 20 T (T + i)
=

m . q(3) (4)
+ 21 (T e Ligr =I5 Tia)
—_—
(1) (3)
o) 9 o) o] 9 le] 9 9
- %aui (ng’l + 59l — 7979@5) - %W(ng,l + 5aF 90 — ng,k:)
+ szl(ri,krj,lm - Fj,kri,l,p)
—_— Y

(4) (2)

_ 1 92 9? 9? 2?
=2 (auiauk 913 = guiow 9ik T puigut Jik = Guigur Iii
m m
21 2oge1 97 Tikg Uity — Djikglig)- O

64.5 Lemma (Symmetrie der Riemann-Kriimmung).
Die Riemann-Krimmung erfillt folgende Identitdten:

 R(X,Y)Z+R(Y,X)Z=0

ARX,YV)Z,W) + (R(X, Y)W, Z) =0

(R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y)

. R(X,Y)Z+ R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y =0

C(VZR)(X,Y, W)+ (VxR)(Y, Z,W) + (VyR)(Z, X, W) = 0.

T W N

Die Gleichungen (4) und (5) heifflen 1.te und 2.te BIANCHI IDENTITAT.

Beweis.
(1) ist klar wegen der Definition R(X,Y) := VxVy — VyVyx — Vx y].
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(2) ist dquivalent zu (R(X,Y)Z,Z) = 0 fiir alle X,Y,Z. Es ist:

RX,Y,2,2) = (VxVyZ,2) —(VyVxZ Z)— (Vixy1Z Z)
—_——
X(Vy Z,2)—(Vy Z,V x Z)
1 1
= X(§Y(<Z7 7)) —(VyZ,NxZ) — Y(§X(<Z7 Z) +{VxZ,VyZ)
—(Vixy%,2Z)

1
= i[X’ }/]<Z7 Z)y—(VyZ, VXZ> +{(VxZ,VyZ)— <V[X,y]Z, Z)
=0

(4) Da der Levi-Civita Zusammenhang V torsionsfrei ist, gilt VyZ — VzY = [Y, Z]
und durch Anwenden von Vx erhalten wir:

VxVyZ =VxVzY =V 51X =Vx[Y,Z] - Viy, 271X = [X,[Y, Z]]
Der zyklische Ausdruck 148t sich nun wie folgt umformen:

RX,Y)YZ+RY,Z)X +R(Z,X)Y =
=VxVyZ-VyVxZ— V[Xy]Z
—_—— ——
(1) (2) (3)

JrVszX*VszXfV[Y,Z]X
——— ——— . ,

(2) (3) (1)
+VZVXY—VXv2Y—V[Z7X]Y
—_———— ——— . ,

(3) 1) (2)

=XV, 2|+ [V, [Z, X]| + [Z, [X, Y]]
) (2) )

=0 (wegen der Jacobi-Identitét).

(3) folgt rein algebraisch aus (1), (2) und (4):

Man setzt R(X,Y,Z, W) := (R(X,Y)Z,W). Nun betrachtet man einen Oktaeder
und bezeichne 4 der Seitenfliichen (die sich nur in Ecken schneiden) mit X, Y, Z, W.
Die Ecken des Oktaeders, welche z.B. der Schnitt der Flichen X und Y ist, wird mit
R(Z,W,X,Y) bezeichnet, da von dieser Ecke aus betrachtet die Flichen X, W, Y,
Z aufeinander folgen. Wegen (1) und (2) ist es egal, ob man von X oder von Y aus
zu zdhlen beginnt. Nun beachte man, dafl die Summen der Ecken der Dreiecke X,
Y, Z, W wegen (4) Null sind. Zdhlt man diese Summen fiir die Dreiecke Z und W
zusammen und zieht jene fiir X und Y ab, so erhilt man, dafl das Doppelte von der
Differenz aus der Ecke W N Z und der Ecke X N'Y Null ist, d.h. (3) gilt.
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R(6¥.2w)

In Detail bedeutet dies:

(+) R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z X,Y,W) =0

&) @ 3)
(=) BRW.X,Y,Z)+ R(X,Y,W,Z)+ R(Y,W,X,Z) =0

(4) (1) (5)

(6) (4) (3)
(+) R(Y.Z.W,X)+R(Z,W,Y,X)+R(W,Y.X,Z) = 0

2 (6) )
= 2R(X,Y,Z,W)-2R(Z,W,X,Y)=0

(€] (6)

(5) Um diesem Punkt iiberhaupt Sinn zu geben, mufi man Vz auf Tensorfelder aus-
dehnen. Das geht mittels Produkt-Regel, i.e.

(VzR)(X,Y,W) :=
= Vz(R(X,Y)W) — R(VzX,Y)W — R(X,V,Y)W — R(X,Y)V W
= Vz(RX, V)W) + R(Y,Vz X)W — R(X,VyZ + [Z, Y)W — R(X,Y)V,W.

Mit >°, . bezeichnen wir die zyklische Summe beziiglich der Variablen X, ¥ und
Z. Dann gilt

Y (VZR)(X,Y.W) =

zykl.

==Y Vz(RX, V)W) =Y R(X,-[Y,Z)W - > R(X,Y)V;W

zykl. zykl. zykl.
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=Y vz([vx, Vy] - V[M])W
zykl.

+ Z ([VX, Viy,z]]lW — v[X,[YZHW)
zykl.

_ Z ([VX, Vy]VZW — V[va]VzW>

zykl.

= _vzzykL [X7[Yﬁz]]W

+ 3 (VaIVx, T W — [V, Ty ]9 40
zykl.

=0+ (Z [[vx,vy],vz]) 4%

zykl.

=0 wegen der Jacobi-Identitét. O

64.6 Folgerung (Polarisierungsformel. Fir die Riemannkrimmunyg gilt:

ARX,Y,Z,W) =
= —R(Z+X,Y4+W,Y+W, Z+X) + R(Z+X,Y-W,Y -W, Z+X)
Y R(Z-X,Y+W,Y4+W,Z-X) — R(Z-X,Y-W,Y-W, Z—X)
+ R(Z+Y, X+ W, X+W, Z+Y) — R(Z+Y, X—W, X —W, Z+Y)
— R(Z-Y,X+W,X+W,Z-Y) + R(Z-Y,X-W, X-W, Z-Y)

Beweis. Es ist

RX,Y+Z,Y+Z,X) - R(X,Y-Z,Y-Z,X) =
=2(R(X,Y,Z,X)+ R(X,Z,Y, X))

Y9 (R(X,Y, Z,X) + R(Z, X, X,Y))

Y4R(X.Y, 2. X)

—~

und weiters

=2 (lf(LK} Y, 2;,‘4/) + }{(Ilc Y, 277)())
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Also ist
R(Y,Z,X,W) =
W2 R(Z,v,W, X)
@—MXJMMD+%@M£&KWZ£@—R@a&KWZﬂm)
@ R(x,Y,2,W)
+%UﬂZ+XJﬂHMYHWKZ+Xy7R@#XJCWMYFWCZ+X)
— R(Z-X,Y+W,Y+W, Z-X) + R(Z—-X,Y -W,Y -W, Z—X))
R(Z,X,Y,W) =
@ Rz, x,W,Y)
@RWJWMQ—%mw+xxwz+m—3w4Q&W24m
29 px,v,z,W)
—%(MZ+KX+WL¥HMZ+Yy<MZ+KXAWL¥4MZ+$
— R(Z-Y, X+W,X+W,Z~Y) + R(Z-Y,X~W,X-W, Z—Y))
und damit

09 R(X,Y,Z, W)+ R(Y, Z,X,W) + R(Z, X,Y, W)
— R(X,Y, Z,W)
+ R(X,Y, Z,W)
1
+ g (RZEXY+W, Y 4W, Z24X) = R(Z+X,Y ~W,Y ~W, Z+X)
—R(Z-X,Y+W,Y+W, Z-X) + R(Z-X,Y ~W,Y W, Z—X))
L R(X,Y, Z,W)
|
— 5 (R(Z4Y, X+ W, X+ W, Z+Y) = R(Z+Y, X~ W, X~ W, Z+Y)
— R(Z-Y, X+ W, X+ W, Z-Y) + R(Z-Y, X~ W, X W, Z—Y))

und schlieflich

AR(X)Y,Z,W) =
= —R(Z+X,Y4+W,Y+W, Z+X) + R(Z+X,Y-W,Y -W, Z+X)
Y R(Z-X,Y+W,Y4+W, Z-X) — R(Z-X,Y-W,Y-W, Z—X)
+ R(Z4Y, X+ W, X+W, Z+Y) — R(Z+Y, X—W, X—W, Z+Y)
— R(Z-Y, X+W,X+W,Z-Y) + R(Z-Y,X-W,X-W,Z-Y) O
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64.7 Bemerkung. Wir wollen nun die Ausdriicke der Form R(X,Y,Y,X) in der
Polarisierungsformel |(64.6)| weiter untersuchen. Sei dazu

X' =aX+0bY a b
X" =cX +dY :<c d)'
Wegen der Schiefsymmetrie (1) und (2) in[(64.5)] ist
R(X',Y"Y',X') = det(A) R(X,Y,Y", X') = det(A)? R(X, Y, Y, X).
Das gleiche Transformationsverhalten hat auch | X |? |Y]? — (X, Y)?, da dies das Qua-

drat der Fldche des von X und Y erzeugten Parallelogramms ist, siche dazu
Folglich ist der Ausdruck

R(X,Y,Y,X)
X[V = (X, ¥)?

unabhéngig von der Wahl eines Erzeugendensystems des von X und Y erzeugten 2-
dimensionalen Teilraums F' von T, M. Wir nennen diese Zahl die SCHNITTKRUMMUNG
von F und bezeichnen sie mit K (F'). Die Polarisierungsformel zeigt, daf§ die Riemann-
kritmmung sich aus der Schnittkriimmung berechnen laft.

64.8 Satz (GauB-Kriimmung versus Schnitt-Kriimmung).
Fiir jede Riemann-Fliche M ist die Gaufkrimmung ident mit der Schnittkrimmung
(des ganzen 2-dimensionalen Tangentialraums).

Beweis fiir Hyperflichen im R3. Sei (¢,7) eine Orthonormalbasis von T, M. Dann

ist
K(ToM) S (R, (&4, 10 )00, &)
[] <<L$77xa77w>L:E§LE - <LI§I777$>L177I’51>

= (Lo, Na)(Laber §e) — (Loes N2) (Lata, &)
=det(L,;) = K,

Beweis fiir abstrakte Riemann-Flichen.
Es seien (u!,u?) lokale Koordinaten auf M. Dann ist nach

D2KTM _D R(82178§2’822’881)
( )= 2 2 _|(9_ _9_\|2
gat Plzar I” — Kgars 3a2)|

=Ri2921

|8u |8u

1 9? 9? 9?2 o
=5 (W!]Lz ~ Fuaat 922 T 5u200191.2 ~ Fuzanz 91,1)
+ gl’1 (T1210211 —T221T111)
2 (Dy12209,11 —T222T111)
1 (T101T212 —To21T112)
+ 92 2 (T1,22T21,2 —Ta22I11,2)

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 226



64. RIEMANN-, RICCI- UND SCHNITTKRUMMUNG 64.8

1
= 5 (FS,G - Gs,s + FO,S - EH,G)
G
+t 5z (EoEg — (2Fp — G5)Es)
F
- ﬁ (GSEO - GOES)
F
~ = (BoGy — (2Fy — G,)(2F, — Ey))
FE
+ Dz (GsGs — Go(2Fs — Ey))
E
= E (E@Gg - ZFSGQ + GSZ)
F
t1p2 (EsGyg — EgGy — 2EgFy + 4F Fy — 2FG5)
G
+ D2 (EsGs —2EFp + E92)
1
- 5 (E9,9 - 2Fs,9 + Gs,s)
D2 K

bzw.

_ 1 o 9 o 3?
Rivj’k’l -2 (Buiau’“ 945~ Fuiout ik + duioul Jisk — Fuigur I

+ > (T8 T — T2, i)
p=1

1 o o 8 8
R1,2,2,1 =3 (5u18u291,2 ~ Jutour 92,2 + Fuzout 91,2 — Fuzouz 91,1

= % (FS,G - Gs,s + FG,S - E079)

EgG -G, F FEg

2D2 2
26 G—-GsG -Gy F E,
- 2D?2 2
_E9F+GSE Gs
2D2 2
72F9F+G5F+G0E 2E97E9
B 2D2 ' 2
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E
= E (EOGO - 2FSG0 + Gs2>

F

+ 73 (EsGy — FE9Gs — 2EgFy + 4F,Fy — 2F,G.)
G

+ o (BsGs — 2E,Fp + Ep?)

1
- §(E079 - 2Fs,9 + Gs7s)

DQK. O

64.9 Definition (Normalkoordinaten)

Unter RIEMANNSCHEN NORMALKOORDINATEN versteht man die Parametrisierung
m
o (uly . u™) exp,, (ZulXi)
=1

fiir eine Orthonormalbasis (X1, ..., X,,) von T,M.

64.10 Lemma (Christoffelsymbole in Normalkoordinaten). In Riemannschen
Normalkoordinaten verschwinden alle Christoffelsymbole bei p.

Beweis. Offensichtlich gilt
9i.5(p) = (52, 5225 )(p) = (Xi, Xj) = 6 5.

Die radialen Geodéten ¢ — exp,(tX) erfiillen die Geoditen-Gleichung

d2 k i k d i d J o

G+ Y TG =0

ij=1

Fiir u(t) := tX; gilt wegen u*(t) = 6F ¢ somit I'¥ ;(p) = 0. Und da I'}; symmetrisch
in (¢,7) ist,ist T, =0 O

64.11 Lemma. Sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit und F < T,M ein 2-dimen-
sionaler Teilraum. Dann ist die Schnittkrimmung K (F) genau die Gauf-Krimmung
der Fliche die lokal durch exp(F') gegeben ist.

Beweis. Wegen geniigt es zu zeigen, dafl die Riemann-Kriimmung Ry der
Fliache N mit der Riemann-Kriimmung Rjy; auf M iibereinstimmt. Wobei N durch
(t,s) = exp,(tX, + sY}) parametrisiert wird und die von M induzierte Metrik trégt.

Dazu wéhlt man Riemann-Normalkoordinaten, d.h. die Parametrisierung

o (ut,.. u™) expp(z u' X;)
i=1
fiir eine Orthonormalbasis (X1, ..., X,,) des Tangentialraums T, M. Dann verschwin-
den nach [(64.10)|alle Christoffelsymbole bei p. Da die Koeffizientenfunktionen g; ; fiir
M und N iibereinstimmen, gilt das auch fiir

_1(_0? o2 o2 o?
Rijrki=3 (ng,k + 5755940 — rgr il — 5rgr9ik ) T 0. O
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64.12 Satz (Ungekriimmte Riume). Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind
aquivalent:

1. R=0.
2. M ist lokal isometrisch zum FEuklidischen Raum.
3. Der Paralleltransport ist lokal wegunabhdngig.

Der Punkt (3) ist global nicht allgemein giiltig wie das Mébiusband mit flacher Metrik
zeigt.

Beweis. (1 = 3) Indem wir eine Karte verwenden, kénnen wir annehmen, daf§ M eine
offene Umgebung von 0 in R™ ist, allerdings mit einer allgemeinen Riemann-Metrik
g. Wir wollen zu gegebenem Anfangswert X ein Vektorfeld X finden, welches lings
jeder Kurve parallel ist. Dazu geniigt es, da} V5, X = 0 fiir alle ¢ = 1,...,m ist.
Zuerst finden wir ein lings der u'-Achse paralleles Vektorfeld u! — X (u',0,...,0).
Zu jedem u! finden wir lings der Kurve u? — (u!,u2,0,...,0) ein paralleles Vek-
torfeld u? — X (u!,u2,0,...,0) mit Anfangswert X (u!,0,...,0). Und somit erhalten
wir ein Vektorfeld (u!,u?) — X(ul,u?0,...,0) lings der 2-Fliche v : (u!,u?) —
(ul,u?,0,...,0). Dieses erfiillt: Vs, X = 0 lings ¢ und Vg, X = 0 liings u! — (u',0).
Es gilt Vg, V5, X — V5, Vo, X = R(01,02)X = 0, da [9s,0:] = 0 ist, weil die Fliisse
t— (t,s) und s — (¢, s) miteinander kommutieren.

Somit ist Vg, Vg, X = 0, d.h. Vg, X ist parallel lings u? — (ul,u?). Aus Vg, X =0
lings u! — v(ul,0) folgt Vs, X = 0 liings 1. Es ist also X parallel lings aller Kurven
in der 2-Flache .

Nun kann man obigen Prozef} fortsetzen, um das gewiinschte parallele Vektorfeld X
zu erhalten. Dies zeigt, dafl der Paralleltransport wegunabhéngig ist.

(3 = 2) Wihlt man als Anfangswert die Vektoren einer Basis von ToR™, so erhélt
man parallele Vektorfelder X;, welche punktweise eine Basis bilden. Fiir diese gilt
(X, Xj] = Vx,X; — Vx,X; = 0. Diese konnen integriert werden, um eine Karte ¢
zu erhalten, welche p; = X; erfiillt, siehe In dieser Karte hat die Riemann-
Metrik dann aber Koeffizienten d; ;, d.h. ¢ ist eine lokale Isometrie zwischen dem
flachen R™ und M.

(2 = 1) Da die kovariante Ableitung und somit die Riemann-Kriimmung eine int-
rinsische Grofle ist, also nur von der Riemann-Metrik abhéingt, geniigt es R fiir den
Euklidischen Raum zu berechnen, dort ist aber R = 0. O

64.13 Definition (Kriimmungen)

Unter der RIcCI-KRUMMUNG einer Riemann-Mannigfaltigkeit versteht man
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In lokalen Koordinaten gilt:
B ) j _0 —
RICCI(ZX aui’ZYj auj) =
i J
= > X'V Ricei (5%, 5% )

i,j
= ZXi Y/ Z<R(aii’ %) sz’%>
1,7 k

Ri kg%

- iyi|1(_9° __2 , o . _ 9 .
= X'Y (2 <3u¢3uj 9k.k — Fuigar Ik.j + FuFouk 94,5 FuFous 9k.i
1,5,k

+3 D 9" Cigalps — Fk,j,qfi,k,p)> :
p=1qg=1
Unter der SKALARKRUMMUNG versteht man Spur, (¢ — (Ricci(€, .))"), wobei

T,M (T, M)* == T, M

Riccig
Beachte, dafl dies wegen der Symmetrieeigenschaften alle nicht trivialen Spuren
sind, welche man aus der Riemannkriimmung bilden kann.

65. Riickblick auf Kriimmungen

Bei ebenen Kurven, haben wir die KRUMMUNG als die Kraft interpretiert, die not-
wendig ist, um einen Massenpunkt mit konstanter skalarer Geschwindigkeit auf einer
Kurve zu halten.

Bei Hyperflichen im R3 haben wir zuerst die NORMALKRUMMUNG einer Fliche in
Richtung ¢ als Kriimmung der Schnittkurve mit der, von der Flachennormale und &
aufgespannten Ebene kennengelernt. Dies ist gleichzeitig die Kriimmung der Geodéte
in Richtung &, siehe Die kritische Punkte der Normalkriimmung sind die
HAUPTKRUMMUNGEN, deren Produkt die GAUSS-KRUMMUNG ist.

Bei einer allgemeinen Riemann-Mannigfaltigkeit kann die SCHNITTKRUMMUNG als die
GauB-Kriimmung einer 2-dimensionalen Fliche, welche durch die Exponentialabbil-
dung parametrisiert wird, aufgefait werden. Die Riemann-Kriimmung ist schliellich
das zur Schnittkriimmung gehérige Tensorfeld (i.e. 4-lineare Abbildung).
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72. Aufgaben

72.1. Kriimmung in Polarkoordinaten Sei r = r(¢) die Polarkoordinatendarstel-
lung einer Kurve und sei 1’ := j—;. Zeige, daf:

(a). Die Bogenlidnge gegeben ist durch: f:;l V2 + (r)2de.

(b). Die Kriimmung gegeben ist durch: %

72.2. Kriitmmung fiir implizite Funktionen Sei f(z,y) = 0 eine implizite Dar-

stellung einer Kurve und sei f, := %, fay = a‘fgx, etc.. Zeige, dafl die Kriimmung

von ¢ gegeben ist durch

fmff B 2fxyfzfy + fyyfx2
(f2 + £ '
(Hinweis: Impliziter Funktionensatz |(10.3)))
Ad [TZ3(72.14)

Diskutiere die folgenden klassischen Kurven. Skizziere sie, und berechne insbesondere
neben der Kriimmung falls méglich die Bogenldnge und bestimme etwaige Scheitel.
Falls mehrere Darstellungen angegeben sind, zeige dafi sie die gleiche Kurve beschrei-
ben:

72.3. Kegelschnittlinien

Ellipse i—z + %—j = 1, Hyperbel 2—2 - Z—z =1 und Parabel y? = 2pz.

72.4. Trochoiden (verlidngerte und verkiirzte Zykloiden):
x=a(t — Asint), y = a(l — Acost).

Insbesondere die Zykloiden (A = 1), explizit gegeben durch:

x = aarccos ¥ — \/y(2a — y).

72.5. Zykloiden Die Epi- (a > 0) und Hypo- (a < 0) Zykloiden:

z = (A+a)cosyp — acos(£F2y),

y=(A+a)sing — asin(A:‘I(p).

Insbesondere die Astroide A = —4a, explizit gegeben durch:
2 2 2
xr3 + y3 = 3.
72.6. Cassinische Kurven (22 + y?)? — 2¢?(2? — y?) = a* — %,
bzw. in Polardarstellung 72 = ¢? cos 2¢ % /c* cos? 2p + (a* — c?).
Insbesondere die Lemniskate (¢ = ¢).

72.7. Spiralen Die Archimedische Spirale r = a¢p, die hyperbolische Spirale r = %
und die logarithmische Spirale r = ae®%.

@ @
72.8. Kettenlinie y = acosh £ = S(ea + e a).

72.9. Traktrix oder Schleppkurve z = a Arcosh § — Va? —y2.
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. - - 2 . ..
72.10. Kartesisches Blatt = = %, y= %, oder implizit 3 + y® = 3azy, oder
in Polarkoordinaten r = 3asin@cose
sin® @-+cos® ¢

72.11. Zissoide = = 1%22, Y= 1‘%32, oder implizit y?(a — x) = 3, oder in Polarko-

2
ordinaten r = 522,
cos ¢
: 21 21
72.12. Strophoide z = AT Y = atpg, oder
implizit y?(a — x) = 2%(a + ), oder in Polarkoordinaten r = —a%.

72.13. Konchoide des Nikomedes z = a + lcosyp, y = atany + Isinp, oder
implizit (z — a)?(2? + y?) — 222 = 0,

oder in Polarkoordinaten r = CO‘;@ +1

Ebenso die Konchoide des Kreises (Pascalsche Schnecke)

x = acos? ¢ +1cosp, y = acospsin e + [sin ¢, oder implizit

(22 + y? — ax)? = I?(2% + y?), oder in Polarkoordinaten r = a cos ¢ + [.

Speziell die Kardioide (Herzkurve) (a = 1). Sie ist auch eine Epizykloide fiir (A = a).
72.14. Die Versiera der Agnesi y = a;f‘_ijmz

Ebenso die Neilsche (semikubische) Parabel: z = 2, y = at?,

oder implizit y? = a%23.

72.15. Frenetsche Ableitungsgleichungen Unter dem Begleitbein an die nach
der Bogenldnge parametrisierte Kurve ¢ versteht man die Kurven 7 und v, gege-
ben durch Einheitstangentialvektor und Einheitsnormalvektor. Zeige die Frenetschen
Ableitungsgleichungen: 7/ = K - v, v/ = —K - 7.

72.16. Evolute Unter welchen Bedingungen an eine Bogenldngen-parametrisierte
Kurve ¢ definiert die Evolute e.(s) := ¢(s) + ﬁl/(s) wieder eine (geometrische)
Kurve. Zeige, dafl die Krimmung der Evolute gegeben ist durch %
72.17. Involute Unter welchen Bedingungen an eine Bogenldngen-parametrisierte
Kurve ¢ definiert die Involute i.(s) := ¢(s) — s7(s) wieder eine (geometrische) Kurve.
Zeige, dafl die Kriimmung der Evolute gegeben ist durch sign(sK (s))%

72.18. [ChristianHuygens1673]. Zeige, dafl fiir eine Bogenldngen-parametrisierte
Kurve ¢ : I — R? folgendes gilt:

(a). Unter den in Beispiel behandelten Bedingungen ist die Evolute der
Involute von ¢ wieder c.

(b). Unter den in Beispiel behandelten Bedingungen existiert eine Bo-
genldngenparametrisierung der Evolute von ¢, so dafl deren Involute wieder
c ist.

72.19. “Dog Walk Theorem” Beweise: Gilt fiir zwei geschlossene Kurven ¢y und
c1 die Ungleichung |co(t) — a| > |co(t) — c1(t)| so ist We(co) = Waler). (Hinweis:
Homotopie)

72.20. Sei c: S* — St eine geschlossene Kurve mit Wy(c) # 0, so ist ¢ surjektiv.
72.21. Sei c: S* — St eine injektive geschlossene Kurve, so ist Wy(c) = 1.

72.22. Zeige, daB die in der Vorlesung angegebenen Beschreibungen der Aquivalenz
geschlossener Kurven wirklich édquivalent sind.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005 232



72. AUFGABEN 72.34

72.23. Wie dndern sich die Kriimmungen K; bei einen Orientierungswechsel des
R"*! bzw. des Parameterintervalls.

72.24. Zeige, eine Kurve parametrisiert genau dann eine Gerade, wenn ihre Tangen-
ten einen Punkt gemeinsam haben.

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf Kurven im R3, die hinreichend regulér sind:

72.25. Zeige, daBl Kriimmung und Torsion einer beliebig parametrisierte Kurve ¢
gegeben sind durch: K = |’ x ¢”|/|/|2 und T = det(c, ", ") /| x "|*.

72.26. Sei ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert.

(a). Fiir den Winkel ¢(s1,s2) von 7(s1) nach 7(s2) gilt: elon,sa) K(s) fiir

S2—81
51,82 — 8, 53 > s1. (Hinweis: ¢ ~ 2sin £ = |7(s1) — 7(s2)|.)
(b). Fiir den Winkel ¢(s1,s2) von ((s1) nach ((sz) gilt: % — |T'(s)] fiir
S1,89 — S, Sg > S7.
(s2,51)

(c). Wogegen konvergiert 5o, firsi, 80 — s, 59 > 51, wenn ©(s1, $2) der Winkel

von v(s1) nach v(sg) ist?

72.27. [Darboux] Finde eine Vektor v € R3 mit ] = v x v; fiir i = 0,1,2 (Setze
vi=T1+ Kpj).

72.28. Zeige, eine Kurve ist genau dann eine Gerade, wenn K = 0. Eine Kurve mit
K # 0 liegt genau dann in einer Ebene, wenn 7" = 0.

72.29. Zeige, dafl eine Kurve, deren Schmiegebenen einen Punkt gemeinsam haben,
eine ebene Kurve ist.

72.30. Zeige, daf} eine Kurve, deren Hauptnormalen einen Punkt gemeinsam haben,
auf einem Kreis liegt.

72.31. Zeige, daf} eine Kurve genau dann auf einer Sphére liegt, wenn ihre Normal-
ebenen einen Punkt gemeinsam haben.

72.32. Beriihrsphire Zeige, dafl die Sphére welche eine Kurve ¢ von Ordnung 3 bei
s berithrt (¢ + +v + +(%)'3)(s) als Mittelpunkt M und R? = (2 + (&(£))?)(s)
als Radius R hat (Hinweis: man differenziere g(s) := |c(s) — M|?).

72.33. Sphirische Kurven Zeige, dafl eine Kurve genau dann auf einer Sphére mit
Radius R liegt, falls (77 + (% (%))?)(s) = R%. Sie liegt genau dann auf irgendeiner

I
Sphéire, wenn L + ((%)' %) =0 ist.
72.34. Helix Zeige, daf} folgende Aussagen fiir eine Kurve dquivalent sind:

1. 7 schlieft mit einen festen Vektor einen fixen Winkel ein.

[ schliefft mit einen festen Vektor einen fixen Winkel ein.

v liegt immer in einer fixen Ebene.

K und T sind proportional.

¢ 148t sich schreiben als ¢(t) = ¢o(t)+tv, wobei ¢ eine nach der Bogenléinge pa-
rametrisierte Kurve in einer Ebene ist, und v ein fixer Vektor (welcher normal
auf diese Ebene gewiihlt werden kann).

Gt

So eine Kurve c¢ heifit HELIX. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Kriim-
mung und Torsion von ¢ und cg.
(Hinweis: K = T'tana = 7cosa + fsin « ist konstant).
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72.35. Zeige: eine nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve ist genau dann eine
Helix falls det(c”, ", ") = 0.

72.36. Zeige, daB ¢t — (acost,asint,bt) eine Helix ist und berechne K und T'.

72.37. Zeige, daB die Kurve t — (at, bt?,t%) genau dann eine Helix ist, wenn 4 b* =
9a? ist.

72.38. Bertrand Kurven Zeige, dafl es zu einer Kurve eine zweite gibt, welche die
gleiche Hautnormale (als Gerade im R3) besitzt, genau dann wenn es a,b € R gibt
mit aK + 0T = 1.

(Hinweis: Sei ¢ eine Bogenlingenparametrisierte Kurve mit Begleitbein 7, v, 8. Daf§
eine Kurve ¢ die gleiche Hauptnormale besitzt bedeutet ¢(s) = ¢(s)4a(s)v(s). Schliefle
aus ¢ L v, daf a konstant ist. Dafl ¢’ im Erzeugnis von 7 und v liegt, liefert eine
Differentialgleichung fiir K und T deren Losung 1 = aK + bT erfiillt).

72.39. Zeige: falls es mehr als 2 Kurven mit gleicher Hauptnormalen gibt, so gibt es
unendlich viele (und diese sind Helixen).

72.40. Konformitit der stereographischen Projektion Zeige, daf} die stereogra-
phische Projektion ™ — R™ Winkel erhélt. (Hinweis: zeige, dafl die Umkehrabbildung
h:R™ — S™ konform ist)

72.41. Zeige, daB die stereographische Projektion S™ — R™ alle (n — 1)-Sphéren
auf (n — 1)-Sphéren und Hyperebenen im R™ abbildet. (Hinweis: Die Gleichung einer
(n — 1)-Sphére bzw. Hyperebene ist

(@i + 4 a2) + Brixr + -+ Bpn +7 =0
mit 4oy < 37 +-- -+ (42 und die stereographische Projektion bildet (yi,...,¥yns1) auf

(1’17 .. ,.%‘n) ab mit x; = lfziwrl )

72.42. Kugelprojektionen Berechne fiir die folgenden Projektionen der Sphére auf
einen Kegel mit Basiswinkel av den Abstand des Bildpunktes vom Beriihrkreis:

(a). Die Zentralprojektion vom Kugelmittelpunkt.
(b). Die Normalprojektion auf die Kegelerzeugende.
(c). Eine Winkelerhaltende Projektion.

(d). Eine Fliachenerhaltende Projektion.

Beschreibe soweit existent (¢) und (d) in den degenerierten Féllen des Kegels (Tan-
gential-Ebene und Zylinder).

72.43. Zeige, daB8 die Hopffaserung S% — S? glatt ist.

72.44. Zeige, daf} fiir die folgenden Lie-Gruppen G die Komposition G x G — G
glatt ist (Hinweis: Komp : L(R™,R") x L(R™,R™) — L(R™ R™) ist bilinear). G =
GL(R™), SL(R™), O(R™) und SO(R")

72.45. Zeige, daB fiir die Gruppen in|(72.44)|die Inversion G — G glatt ist (Hinweis:
Impliziter Funktionensatz angewendet auf inv(z) -z =e ).

72.46. Quadrik Sei b : R™ x R™ — R bilinear und symmetrisch und sei a : R® — R
linear. Finde Bedingungen unter welchen die Quadrik M := {z € R" : b(z,z)+a(z) =
1} eine Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ist. Identifiziere Ellipsoid, Hyperboloid
und Paraboloid als Spezialfall.
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72.47. Zeige, daBl das Tangentialbiindel T'(N x M) eines Produkts zweier Mannigfal-
tigkeiten isomorph zum Produkt TN x TM der Tangentialbiindel ist. (Hinweis: Der
Isomorphismus ist (T'pry, T pry,) : T(N x M) — TN x TM).

72.48. Zeige, dal das Tangentialbiindel jeder Lie-Gruppe G trivial ist.
(Die partielle Ableitung T.G x G — TG x TG = T(G x G) _Tmult) PG der
Multiplikation G x G — G liefert eine globale Vektorbiindelkarte.)

72.49. Transformationsverhalten von Vektorfeldern und 1-Formen
Seinen (u*)™; und (v!)™, lokale Koordinaten um z auf M. Die Jacobimatrix des

Kartenwechsels v o u~! im Punkt v(z) ist dann (gzj ).

Lo Sei ¢ = 3" &2 =" i € T,M. Wie lassen sich die Koordinaten
¢ von w beziiglich der Basis (z) aus den Koordinaten 7° beziiglich (52;)
ausrechnen?

2. Seiw =Y " &du' =310 mydv' € (T, M)*. Wie lassen sich die Koordinaten
& von w beziiglich der Basis (du') aus den Koordinaten 7); beziiglich (dv*)
ausrechnen.

72.50. Exponentialabbildung Fiir fixes A € L(R") := L(R",R") betrachte auf
dem Vektorraum L(R™) das Vektorfeld {4 : B — Ao B. Zeige: sein Flufl FI%4 ist gege-
ben durch (¢, B) — exp(tA)o B, wobei exp(A) := Y., _, 7 A*. Berechne den Kommu-
tator [€4,,€4,]. Zeige, daB det(exp(A)) = 5P (4) und exp(A;) exp(As) = exp(A; +
Ay) falls Ay und A kommutieren. Folgere daraus, daf exp : L(R™) — GL(R™) ein
lokaler Diffeomorphismus um 0 ist und seine Einschrinkung lokale Diffeomorphismen
von {A € L(R") : Spur(A4) = 0} nach SL(R") und von {A € L(R") : A* + A = 0}
nach O(R"™) liefert.

72.51. Universelle Uberlagerung Zeige, dafl zu jeder zusammenhéngenden Man-
nigfaltigkeit M eine einfachzusammenhéngende Mannigfaltigkeit M, die sogenannte
universelle Uberlagerung, konstruiert werden kann, welche M {iberlagert.

(Hinweis: Man wéhle einen fixen Punkt o in M und definiere M als die Menge aller
Homotopieklassen von Kurven ¢ : [0,1] — X, mit ¢(0) = xo, wobei die Homotopie die
Randpunkte festhalten soll. Die Uberlagerungsabbildung ist dann durch [c] + ¢(1)
gegeben. Fiir jede einfach zusammenhingende offene Menge U C M (z.B. Karte
¢ : V. — U der Mannigfaltigkeit M mit V einer offenen Kugel um 0 in R™) und jede
Kurve ¢ von x nach ¢(0) erhilt man eine Karte . : U — M, 2 +— [c, o ¢, wobei
¢, eine Kurve in U ist die ¢(1) und z verbindet und “e” das Aneinanderhéngen von
Wegen bezeichnet. Es gilt p o ¢y = id und der Kartenwechsel ist definiert auf einer
offene Teilmenge und dort die Identitit. AuBerdem zerfillt p~'U in die Bilder der
Karten ¢y,c, wobei c alle Homotopieklassen von Kurven, die z¢ mit einen fixen Punkt
x1 € U verbinden, durchlduft.)

72.52. Orbitraum Zeige, wenn eine Gruppe G von Diffeomorphismen auf M diskon-
tinuierlich wirkt, dafl der Raum der Orbits M/G zu einer Mannigfaltigkeit gemacht
werden kann, so dal M — M/G eine Uberlagerung wird und G die Gruppe der Deck-
transformationen wird. Dabei sagt man, dafl die Gruppe G diskontinuierlich auf M
wirkt, falls fiir jedes x € M eine Umgebung U, C M existiert mit U, N g(U,) = @ fiir
alle g # e in G. Unter dem Orbit von z € M versteht man die Menge {g(x) : g € G}.
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(Hinweis: Sei p : M — M/G die Abbildung, welche jedem z € M seinen Orbit zu-
ordnet. Auf U, ist p injektiv, kann also als Karte von M /G verwendet werden. Zeige
der Kartenwechsel ist durch Anwenden eines g € G gegeben.)

72.53. Projektive Riume Verwende|(72.52)[um zu zeigen, dafl der projektive Raum
P" aller Geraden im R™*! eine Mannigfaltigkeit ist (H@pweis: P = S™/Zy, wobei
Zs = {id, Antipodalabbildung}). Was ist die universelle Uberlagerung von P™ ?

72.54. Zeige, daBl der Raum P" der Geraden im R"™! in den R?" einbettbar ist. (Sei
h: R x R 5 R27H1 gegeben durch
k n
($0a'~-7xn;y0a"'7yn)’_><z xly]) =

k=0
i+5=0

= (Ccoym oY1 + T1Yos - - - Z TiYn—iy- -5 Tn—1Yn + TnlYn-1, Cvnyn)
i=0
und sei g : S™ — S2?" gegeben durch g(r) = % Dann gilt g(z1) = g(x2) &
x1 = o (falls h(z, ) = Ah(y, y) so betrachte h(z+ Ay, x 4+ Ay)) und liefert also eine
injektive Abbildung P — S2n.)
72.55. Blow-up=Explosion Zeige, die Menge
M = {(z,[y]) e R" x P ' : Vi, j:ay; = z;9:}
ist eine Teilmannigfaltigkeit, pr; : M — R" ist glatt und einerseits ist pr; ein Diffeo-
morphismus von pry*(R™\ {0}) auf R™ aber andererseits ist pry *(0) = P"~1.

72.56. Sei G die Untergruppe von Aut(C), welche durch die beiden Translationen
z — z+4 2w und z — z + 27 erzeugt wird. Welche Mannigfaltigkeit ist M/G ?
(Hinweis: Betrachte {(x,y) : 0 < z,y < 27})

72.57. Sei G die Untergruppe der Diffeomorphismen von R?, welche durch die Trans-
lationen z — z 4 27 und die Abbildung z +— Z + 27 erzeugt wird. Welche Mannig-
faltigkeit ist M/G ? (Hinweis: Betrachte {(z,y) : |2| < 7,0 <y < 27})

72.58. Stiefel-Mannigfaltigkeit Zeige, daf} fiir £ < n der Raum aller orthonor-
malen k-Beine im R™ eine Mannigfaltigkeit, die sogenannte Stiefel-Mannigfaltigkeit
V(k,n) . (Hinweis: Ein orthonormales k-Bein ist ein k-Tupel orthonormaler Vek-
toren im R”, und kann als Abbildung A : R¥ — R” aufgefaBt werden, welche
At o A =id: RF — R™ — R” erfiillt. Zeige, daB diese Gleichung regulir ist).

72.59. Grassmann-Mannigfaltigkeit Zeige, dafl fir ¥ < n der Raum der k-
dimensionalen Teilrdume des R™ eine Mannigfaltigkeit ist, die sogenannte Grass-
mann-Mannigfaltigkeit G(k,n). (Hinweis: Fiir einen fixen k-dimensionalen Teilraum
E < R" sei Up die Menge aller solchen Teilriume welche sich als Graph einer Ab-
bildung E — E+ darstellen lassen, und sei eine Karte L(E, E+) — Ug C G(k,n)
gegeben durch T' — Graph(T'). Berechne den Kartenwechsel.)

72.60. Zeige, daf die Abbildung E — E+ von G(k,n) — G(n — k,n) ein Diffeomor-
phismus ist. Insbesonders ist G(n — 1,n) 2 G(1,n) = P!

72.61. Zeige, daf3 die Abbildung, die jedem k-Bein im R"™ den davon erzeugten
Teilraum zuordnet, glatt ist von V(k,n) — G(k,n) (siehe|(72.58)| und [(72.59)]).
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72.62. Die Poincaré’sche Halbebene Zeige, dafl die Mobiustransformation A :
Z_Z ein Diffeomorphismus mit Inversen h=! : z — %zﬂ von der oberen Halb-
ebene R x RT auf D ist. Bestimme eine Riemann-Metrik (die Poincaré-Metrik) auf
der Halbebene, sodal h eine Isometrie auf die hyperbolische Scheibe wird. Nun be-
stimme die Gruppe der konformen Diffeomorphismen und die der isometrischen Dif-
feomorphismen. (Hinweis: Jene der hyperbolischen Scheibe wurden in der Vorlesung

angegeben)

Z

72.63. Die Isometrien des R" In den ersten Vorlesungsstunden haben wir gezeigt,
daf} jede Isometrie (Bewegung) des R™ gegeben ist durch z — Rz + b mit R € O(R"™)
und z € R™. Zeige, dafl die Lie-Gruppe der Isometrien O(R™) x R™ ist, wobei die
Gruppenmultiplikation durch (R1,b1) - (Ra,b2) = (R1 o Ra, R1(b2) + b1) gegeben ist.

72.64. Die Isometrien der S™ Verwende, dafl die Distanz beziiglich der iiblichen
Riemannschen Metrik auf S™ gegeben ist durch den Winkel den die Radiusvektoren
der Punkte einschlieflen, um zu zeigen, dafl die Gruppe der Isometrien der S™ gerade
die O(R™™1) ist. (Hinweis: Sei g : S™ — S™ eine Isometrie, so ist g : R" ™! — R
x |x|g(ﬁ) eine Isometrie des R"*1. Nun verwende [(72.63)))

72.65. Quaternionen Man zeige: Die Menge {(Z _(f’) ta,be (C} ist Teilring der
komplexen 2 x 2-Matrizen und sogar ein Korper. Identifiziert man C? mit diesen
Korper, vermoge der linearen Abbildung (a,b) — (g _&5 ), so wird auch C? ein Schief-
korper, der Korper H der Quaternionen. Die Norm von (a, b) ist die Determinante von
(‘; ;f). Somit gilt fiir die Multiplikation |(a1,b1) - (a2, b2)| = |(a1,b1)| - |(az, b2)| und
die Menge der Einheitsquaternionen S? ist eine Untergruppe von H. Identifiziert man
C? mit R x R3, so nimmt die Multiplikation die folgende Gestalt an: (¢,) - (s,y) =
(ts — (z,y),ty + sx + x x y) fiir (¢,7),(s,y) € R x R3.

Zeige weiters, dafl (V2 € {0} xR :zy =yx) = y € Rx {0} und (Vo € H: 2y =
zx) = y = z € R x {0}. Durch Differenzieren der Gleichung zx~! = 1 berechne die

Ableitung der Abbildung inv : z — 271

72.66. Universelle Uberlagerung der SO(R?) Man fasse S° auf als Gruppe
der Einheitsquaternion und R? als Teilraum {0} x R3 von H. Zeige, die Abbildung
p: 833z p(x) € SO(R?) definiert durch p(z)(y) = zyz~! ein glatter Gruppen-
homomorphismus, und hat als Kern {z : p(z) = idgs } = {1, —1}. Berechne auch die
Tangentialabbildung T7p, und zeige daf sie bijektiv ist. p ist dann die gewiinschte
universelle Uberlagerung. Folgere, da8 P? = SO(3) (beniitze .

72.67. Universelle Uberlagerung der SO(R*)

In Analogie zu betrachte man den Gruppenhomomorphismus p : S% x §% —
SO(4) definiert durch p(z,y)(z) := xzy~t. Zeige, daB {(1,1),(—1,—1)} der Kern von
p ist und daB T{; 1)p bijektiv ist.

72.68. Jacobi-Identitit Beweise fiir die Lieklammer von Vektorfeldern:

€1, [62, €3]] + (€2, [€35 &1]] + €3, [€1, &2]] = O fiir alle &1, &a, &3 € X' (M)
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72.69. Produktregeln Zeige fiir Riemann-Mannigfaltigkeiten:

Grad(f -g) = f-Gradg+ g - Grad f

div(f-§) = f-divE+ - f=[f-divg+ (Grad f,£)
A(f-g)=Af g+ f-Ag+ 2(Grad f, Grad g)

72.70. Hodge-Stern-Operator Zeige:

% 0% = (—1)km=Fk) iq auf QF(M).
(Hinweis: Dies kann punktweise in /\k T M nachgerechnet werden, dort verwende
man eine Orthonormalbasis (e!,...,e™))

72.71. Kommutatoren Zeige folgende Formeln fiir Kommutatoren von graduierten
Derivationen:

[ﬁﬁvﬁn] = £[Em]
[[:57 d] =0
[Lﬁv in] = Z‘[5771]

72.72. Divergenz Zeige die Formel fiir die Divergenz in lokalen Koordinaten:

\/7 i
divé = \F Z auf ) .

72.73. Laplace-Operator Zeige die Formel fiir den Laplace-Operator angewandt
auf eine Funktion f in lokalen Koordinaten:

_ 1 OF s
A= — Ou’ \/aﬁujg )

_i o O (06 1oy
8u13u1 aw \7 dui VG out '

1,j=1

72.74. Euler-Formel Zeige folgende Formel fiir die Normalkriimmung in Termen
der Hauptkriimmungen sowie der Hauptkriimmungsrichtungen (Euler). Seien dazu
K; die Hauptkrimmungen und ¢; eine Orthonormalbasis von zugehorigen Haupt-
kriimmungsrichtungen. Dann gilt

K(§) = Zm«&,@z-

72.75. Nabelpunkte Zeige, dafl auf einer 2-dimensionalen Fliache ein Nabelpunkt
vorliegt genau dann, wenn H? = K.

72.76. Bewegungsinvarianz Sei M eine Fliche und B eine Bewegung des R3. Zeige,
daBl M die bewegte Fliche B(M) in entsprechenden Punkten die gleiche 1.te und 2.te
Fundamentalform besitzen.

72.77. Torus Berechne die Kriimmungen des Torus (Drehfléche !)
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72.78. Isometrien Zeige, dafl jede konforme Flichenerhaltende Abbildung eine Iso-
metrie ist.

72.79. Regeflichen Zeige, dafl folgende Flidchen Regelflichen sind und berechne

wenn moglich ihre Gaufl-Kriimmung.
2 2

8
<

1. hyperbolisches Paraboloid: z =

2. einbléttriges Hyperboloid: 2—2 + 4% -
3. Sattelfliche: z = xy
4. M&biusband: ¢(t,s) := ((2 — ssin §)sint, (2 — ssin §) cost, cos £)

o )
SH
‘Nno ""

=1

)

C

72.80. Torsen Zeige, dafl folgende Flachen Torsen sind und berechne wenn méglich
ihre Gauf-Kriimmung.

1. allgem. Kegel, parametrisiert durch ¢(¢, s) := c¢o + s v(t)

2. allgem. Zylinder, parametrisiert durch ¢(t,s) := ¢(t) + s vo
3. Tangentialfliche, einer Kurve ¢ parametrisiert durch (¢, s) := c(t) + sc/(¥)

72.81. Ist die Regelfliche ¢(t,s) := (t? + 2ts,t + 5,13 + 3t?s) eine Torse?

72.82. Schmiegtorse Sei ¢ Kurve auf M, Y tangentiales Vektorfeld ldngs ¢, sodafl
II(Y,c) =0 und ¢, Y linear unabhingig sind. Dann ist ¢(t,s) = ¢(t) + s Y(¢) eine
Torse.

72.83. Minimalflichen Zeige, daf} folgende Flichen Minimalflichen sind und be-
rechne wenn moglich ihre Gaufl-Kriimmung.

1. Katenoid: (¢, s) = (acosh scost, acosh ssint, bs)

Scherk’s Fliche: e* = &8¢
Ccos T

Enneper’s Fliche: (u,v) — (u — %3 +uv?, v — % +vu?,u? —v?)
Wendelfldche: ¢(t, s) = (scost, ssint, at)

die Flache

©(t,s) = (at +sintcosh s, s + acostsinh s, 1 — a? cost cosh s)

ANl

72.84. Hyperbolische Scheibe Berechne die Gaulkriimmung der hyperbolischen
Scheibe (dquivalent der Poincaré Ebene).

72.85. Geoditen der projektiven Ebene Man verwende, dafl die projektive Ebe-
ne P? der Orbitraum der Sphire S? beziiglich der Antipodalabbildung ist um die
Geoditen auf P? zu bestimmen. Als Karten verwende man entweder die Zentralpro-
jektion vom Mittelpunkt der Sphére auf eine Tangentialebene (Geodéten sind Gera-
den), oder die stereographische Projektion auf die Einheitsscheibe in einer Tangen-
tialebene (Geodéten sind Geraden durch 0 sowie Kreise die durch antipodale Punkte
am Einheitskreis gehen). Welche Linge haben alle diese periodischen Geodéten.

72.86. Geoditen der Poincaréschen Halbebene Zeige, dal die Geodéiten der
Poincaréschen Halbebene die Geraden parallel zur y-Achse sind und die Halbkreise,
welche die x-Achse orthogonal treffen, siehe [83] 5.1.7].

72.87. Geoditen der hyperbolischen Scheibe Zeige, dafl die Geodéten der Ein-
heitsscheibe mit der hyperbolischen Metrik Geraden durch 0 sind oder Kreise, die
den Rand orthogonal schneiden.
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iiberall linear unabhéngige Vektorfelder, [[25]
“Dog Walk Theorem”, [232

1-Form am RZ2,
1-Parameter-Familie von Kurven,
1-te Fundamentalform, @

2-te Fundamentalform, [T42]

Pseudosphiire, [162]

Ableitungsgleichungen fiir Flichen, [I82]
abstrakte C°°-Mannigfaltigkeit, [82]
allgemeine lineare Gruppe,
antiholomorphe Funktion,
Asymptotenlinie,

Asymptotenrichtung, @

Atlas einer topologischen Mannigfaltigkeit,[84]
Automorphismengruppe einer Riemannschen

Flache, @

Begleitbein einer Kurve, [30

Begleitbein einer Kurve in einer Regelfldche,
IGE

Begleitbein einer Raumkurve,

Beriihrsphire, @

Bertrand Kurve, @

Bianchi Identitét, @

Bild einer geometrischen Kurve, [J]

Binormalenvektor einer Raumkurve,

Blitter einer Uberlagerung,

Blow-up, @
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Flache vom Kehltyp,

Flachpunks, [[43]
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Konchoide des Kreises, @
Konchoide des Nikomedes, [232]

konforme Abbildung, [T33]
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Orbitraum, [235|
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Traktrix, 23]

Transitionsfunktion eines Vektorbiindels, @

trivialisierenden Mengen einer Uberlagerung,
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Trochoide, 237]

tubuldre Umgebung, @

typische Faser eines Faserbiindels,

Ursprung,

VB = Vektorbiindel, [[17]

Vektor,

Vektorbiindel, [TT7]
Vektorbiindelhomomorphismus,
Vektorbiindelkarte, [I17]

Vektorfeld,

Vektorraum, [I]

Versiera der Agnesi, [232]

VF, [123|

Vielfachheit eines Punktes einer Kurve,
vollsténdiges Vektorfeld, [T30]

Weingarten-Abbildung,
Wendepunkt einer Kurve, 23]
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winkelerhaltende Abbildung, @
Waulstflache, m

zentrale Punkt, @
Zissoide, 232]
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Zylinder,
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Andreas Kriegl, Univ.Wien, 22. Februar 2005

245



	 I. Kurven 
	1. Euklidische Räume 
	2. Grundlegendes über Kurven in der Ebene 
	3. Krümmung von Kurven in der Ebene
	7. Kurven im höher Dimensionalen

	 II. Mannigfaltigkeiten 
	9. Beispiele zweidimensionaler Flächen 
	10. Teilmannigfaltigkeiten des Rn 
	11. Beispiele von Teilmannigfaltigkeiten 
	14. Beispiele von Lie-Gruppen 
	15. Glatte Abbildungen 
	16. Abstrakte Mannigfaltigkeiten 
	17. Produkte und Summen von Mannigfaltigkeiten 
	18. Zerlegungen der Eins 

	 III. Tangentialraum 
	20. Tangentialraum und Derivationen 
	21. Immersionen 
	23. Faserbündel 
	25. Tangentialbündel 
	26. Teilvektorbündel 
	27. Vektorfelder 
	28. Gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
	32. Riemann-Mannigfaltigkeiten 
	33. Isometrische und konforme Diffeomorphismen 
	34. Riemann-Flächen 

	 VIII. Hyperflächen 
	51. Normalkrümmungen 
	52. Haupt-, Gau�- und mittlere Krümmung 
	53. Formeln für Hyperflächen 
	54. Drehflächen 
	55. Regelflächen und Torsen 
	56. Minimalflächen 
	57. Geodäten 
	58. Exponentialabbildung 
	59. Integralsatz von Gau�-Bonnet 
	60. Flächen konstanter Krümmung 
	61. Paralleltransport 
	62. Kovariante Ableitung 
	63. Jacobi-Felder 
	64. Riemann-, Ricci- und Schnittkrümmung 
	65. Rückblick auf Krümmungen
	72. Aufgaben 

	Literaturverzeichnis
	Index

