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9 Spektral- und Darstellungstheorie
von Banach-Algebren

Vorbemerkungen

Ziel der Spektraltheorie ist es zu einen gegebenen linearen Operator eine mog-
lichst explizite und invariante Darstellung zu finden. Im 1-dimensionalen ist jeder
lineare Operator T : K — K ein Multiplikations-Operator der Form T : ¢t — X - ¢,
wobei der Anstieg A durch A = T'(1) gegeben ist. Im endlich-Dimensionalen wéire
nach Wahl einer Basis die Matrizendarstellung ein Analogon, bzw. im unendlich-
Dimensionalen die Darstellung als Integraloperator durch einen Integralkern. Diese
Darstellungen sind einerseits natiirlich so explizit wie nur moglich aber andererseits
nicht invariant unter Basiswechseln bzw. Bewegungen (Drehungen). Ein invarian-
terer Ansatz besteht darin moglichst viele Richtungen v zu finden, in denen ein
Operator T als Multiplikations-Operator gegeben ist. Eine solche Richtung v er-
kennt man genau daran, dafi der von v erzeugte Teilraum K - v := (v) invariant
unter 7T ist, d.h. T'((v)) C (v) erfiillt. Dann gilt fiir die Einschrinkung T,, von T auf
(v): T(t-w) =: Tp(t)-v,und T, : K — Kist linear, hat also die Form T, (t) = A, -t mit
Ay :=Ty(1), d.h. T(w) = X - w fiir alle w € K- v. Insbesonders muf} also ein A € K
existieren mit T'(v) = A -v, d.h. v € F ist ein EIGENVEKTOR zum EIGENWERT
rek

Eigenvektoren sind also genau jene Vektoren auf welchen der Operator als skalar-
Multiplikation wirkt, und Eigenwerte sind also jene Zahlen A, fiir die der Operator
T — X -id nicht injektiv ist. Im endlich-Dimensionalen ist das damit dquivalent,
da3 T'— A - id nicht invertierbar ist, und das kann durch die polynomiale Gleichung
det(T — X - id) = 0 ausgedriickt werden. Es geniigt also die Nullstellen A des cha-
rakteristischen Polynoms z — det(T — x - id) zu bestimmen, und dann fiir jede
Nullstelle A den Kern von T' — X - id.

Die Existenz geniigend vieler solcher Richtungen sollte nun wohl heiflen, dafl
der Operator durch die Einschrankungen auf diese Richtungen schon eindeutig ge-
geben ist. In der linearen Algebra lernt man, dafl dies fiir normale Operatoren
in komplexen endlich-dimensionalen Vektorrdumen wirklich méglich ist, d.h. jeder
solche Operator diagonalisierbar ist. Er wirkt also nach Wahl einer Basis wie der
Multiplikations-Operator (z;); — (Aiz;);, R™ 2 Re.

Wie sieht das nun aber fiir unendlich-dimensionale Rdume aus? Fiir selbstad-
jungierte kompakte Operatoren auf Hilbert-Riumen haben wir in (6.14) gesehen,
daf} die Eigenwerte eine Folge A\ bilden, fiir die eine orthonormal-Basis von Eigen-
vektoren wuy, existiert, und T'(z) = Y, Ap(x, up)us ist. Dies stimmt auch fiir nicht
selbstadjungierte normale kompakte Operatoren, siehe (11.25).

Beispiele nicht kompakter Operatoren. 1. Der links-Translations-Operator
S : (2(N,C) — (*(N,C), definiert durch S : (zg)k>0 — (Zx+1)k>0. Die Gleichung
S(x) = Az ist in Koordinaten das Gleichungssystem (zp+1 = A2g)g>0. Die einzig
mogliche Losung ist © = (29 \¥)g>o. Fiir [A] < 1 ist dieser Vektor € ¢2 und
somit \ ein Eigenwert. Fiir [\| > 1 und zo # 0 ist o ¢ ¢2, also \ kein Eigenwert.
Die Menge der Eigenwerte ist also die offene Einheitsscheibe in C, und somit nicht
mehr abzéhlbar, also T nicht als Reihe wie oben darstellbar.

Wir werden in (9.26) sehen, da8 fiir alle |A| > [|S|| = 1 der Operator A — S inver-
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tierbar ist. Da die Menge der invertierbaren Operatoren offen ist, ist die Menge der
A, fiir welche A — S nicht invertierbar, ist genau die abgeschlossene Einheitsschei-
be. Wir sehen also, daf} fiir [A\| = 1 der Operator A — S zwar injektiv aber nicht
invertierbar ist.

2. Der adjungierte Operator S* : £2(N,C) — ¢?(N,C) zu S ist gerade der rechts-
Translations-Operator S* : (xg,z1,...) — (0,zq,21,...), denn

(S*(2),y) = > w1 Tr = Y an - Tor1 = (2,5(y)).
k=1 k=0

Da S* eine Isometrie ist folgt aus S*x = Az fiir ein « # 0, da8 |\| = 1 ist und
somit aus 0 = Azg, xg = Azxy, ... rekursiv xx = 0 fiir alle k. Es gibt also keinen
einzigen Eigenwert von S*.

Wie zuvor folgt, daB fiir jedes |A| > 1 die Abbildung A\ — S* invertierbar ist. Sei nun

A — S* invertierbar mit |A| < 1. Es sei T' die Inverse von A — S*. Dann ist T* eine
Inverse zu (A — S*)* = X\ — S, ein Widerspruch zu dem iiber S Gesagten. Also ist
A — S* genau dann nicht invertierbar, wenn |A| < 1.

3. Als niichstes Beispiel betrachten wir den unitéren (rechts-)Translations-Oper-
ator T : (*(Z,C) — (*(Z,C) definiert durch T : (2p)gez — (Tr—1)kez. Dann
kommen wieder nur A mit |A] = 1 als Eigenwerte in Frage. Kein solches A kann
aber Eigenwert sein, denn die Gleichung T'(z) = Az ist dquivalent zum System
(Tr—1 = ATy )kez. Es wiire also |xy_1| = |z] fiir alle k und somit = ¢ ¢2 fiir x # 0.
Andererseits ist fiir |A] = 1 die Abbildung A — T nicht invertierbar, denn der 0-
te Einheitsvektor eg liegt nicht im Bild: Sei n&mlich (A — T)(z) = ep, dann wére
Az —xp—1 = 0 fiir k # 0. Also wiire |zg| = |xg—1| fiir k¥ # 0 und damit x = 0, ein
Widerspruch zu Axg —z_1 = 1.

Die Fourier-Reihenentwicklung F : L2([—,],C) — (%(Z,C) aus (5.9) iibersetzt
den Operator 7' in den Multiplikations-Operator My mit f : z — €', denn in (5.10)
haben wir gezeigt: F(My g) = T'(Fg). Also ist A—T genau dann invertierbar, wenn

A — My = My_y es ist. Fiir |A| # 1 ist die 2m-periodische Funktion A — f nirgends
verschwindend, also ist f) : z +— ﬁ(r) auch eine stetige 2m-periodische Funktion,
und der Multiplikations-Operator My, mit f) der Inverse Operator zu M _y. Die A,
fiir welche also A—1T nicht invertierbar ist, sind genau jene am Einheitskreis S'. Das
zeigt auch, daf§ der Operator T" bis auf einen Isomorphismus F ein Multiplikations-
Operator auf L?(S!,C) = L?([—n, 7], C) ist.

Wir sehen also, dafl der Begriff Eigenwert im unendlich-Dimensionalen zu strikt
ist. Besser geeignet zu sein scheint die (im endlich-Dimensionalen dquivalente) Be-
dingung “\ — T ist nicht invertierbar”. Man nennt solch ein A einen SPEKTRAL-
WERT von T, und die Menge aller Spektral-Werte wird als SPEKTRUM o (T') be-
zeichnet.

Im Falle, dafl der Raum F, auf welchen der Operator T wirkt, nicht normierbar
ist, ist selbst dieser Begriff zu schwach und es gibt auch keine verniinftige Spektral-
Theorie fiir Operatoren auf beliebigen SNR’en:

4. Sei z.B. E der Raum aller (xy)zez € CZ, fiir welche x, = 0 fiir k& hinreichend
klein. Wir versehen E mit der strikt induktiven Limes-Struktur mit den Stufen
E, = {(zx)rez : vx = 0 fiir k < n} = CN. Sei T die links-Translation (zj)rez
(2k+1)kez. Dann ist T offensichtlich ein stetig linearer Operator, da T'|g, : E, —
E,,_1 ein Isomorphismus ist. Fiir alle A € C ist T'— A -id invertierbar, da fiir y € E,

— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —
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die Gleichung T'(x) — A-z = y eine eindeutige Losung « € E,, 11 C E existiert. Diese
kann rekursiv aus zpy1 = Axg + yr berechnet werden, da x;+1 = Az und somit
xr+1 = 0 fiir £ < n gilt. Also folgt die Stetigkeit der Inversen. Das Spektrum von T
ist also leer. Man beachte, dafl E* & E vermdge der Spiegelung (x); — (2 _g)x und
die rechts-Translation T entspricht beziiglich dieses Isomorphismuses gerade der
links-Translation T'. D.h. T ist selbstadjungiert bzgl. der Paarung (_, .) : ExXE — K|

() = 2o ThY k-

Im Unterschied zu Eigenwerten sieht man sofort, dafl es fiir obige Definitionen
fiir Spektral-Werte und Spektrum von 7' die Vektoren in F keine Rolle spielen. Es
geniigt die Ausdriicke T'— A-id bilden zu kénnen um von der Invertierbarkeit dieser
Ausdriicke sprechen zu konnen. Fiir ersteres sollte T' in einem Vektorraum liegen
und fiir zweiteres sollte dieser Vektorraum eine Algebra mit 1 sein. Damit wir In-
vertierbarkeit gut kontrollieren kénnen sollte die absolut konvergente geometrische
Reihe ZZOZO T* konvergieren, d.h. T in einer Banach-Algebra liegen. Wir werden
also die Spektral-Theorie fiir Elemente abstrakter Banach-Algebren (siehe (3.6))
durchfiithren. Rufen wir uns dazu nochmals die wichtigsten Beispiele in Erinnerung;:

9.1 Beispiele.

1 Fiir jeden Banachraum E ist L(F) := L(E, E) eine Banach-Algebra mit 1
beziiglich der Komposition als Multiplikation, sieche (3.6)

2 Fiir jeden kompakten Raum X ist C'(X,K) eine kommutative Banach-
Algebra mit 1 beziiglich der punktweisen Multiplikation. Allgemeiner gilt
dies auch fiir den Raum B(X,K) der beschrénkten Funktionen auf einer
Menge X, siehe (3.5).

3 Somit ist auch der Banach-Raum L°° (X, ), u) fiir jeden o-endlichen MaB-
raum (X, 2, u) eine kommutative Banach-Algebra mit 1 beziiglich der punkt-
weisen Operationen, siehe (4.14).

4 Weiters sind ¢} (N) und ¢!(Z) beziiglich Faltung kommutative Banach-Alge-
bren mit 1.

9.1a Bemerkung iiber die Invertierbarkeit in einer Banach-Algebra. Wir
haben in (3.7) gezeigt, dafl beziiglich der invertierbaren Elemente a € Inv(A) fol-
gendes gilt:

1 Ist [|a — 1| < 1, s0ist a € Inv(A) und a=t = 332 ,(1 — a)*, die absolut
konvergente geometrische Reihe.

2 TIst ap € Inv(A) und ||la — ap]| < m so ist nach (1) auch a = (aag ') ag €
Inv(A); insbesonders ist Inv(A) offen in A.

3 Ist aj ag = aza; € Inv(A), so ist auch ay,as € Inv(A).

4 a +— a~! ist eine (komplex-)differenzierbare Abbildung inv : Inv(A) —
Inv(A) und fiir die Ableitung gilt: inv’(a)(h) = —a~*ha™!.

1

(3) gilt in jeder Halbgruppe, denn sei a; as invertierbar mit Inversen b := (a; as) ™.
Dann ist ajasb = 1 = bajas = basay, also r := as b ein Rechtsinverses zu ay
und [ := bay ein Linksinverses zu aq, also r = la;r = [, d.h. r = [ das indeutige
beidseitige Inverse zu a;.

Die Ableitung in (4) 148t sich durch Differenzieren der impliziten Gleichung
a~'a = 1 erhalten: Sei dazu mit mult : A x A — A die bilineare Multiplikati-
on bezeichnet. Dann folgt durch Differenzieren von 1 = mult o(inv, id) an der Stelle
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a € Inv(A) in Richtung h, dafl
0 = 0y mult(inv(a), id(a)) (inv'(a)(h)) + G2 mult(inv(a),id(a)) (id’(a)(h))
= mult(inv’(a)(h),id(a)) + mult(inv(a),id(h))
=inv'(a)(h)-a4+at-h

und somit inv’(a)(h) = inv'(a)(h) -a-a~! = —a~1-h-a~!. DaBl inv differenzierbar
mit dieser Ableitung ist 148t sich auch direkt wie folgt nachrechnen:

la+h) ™ —at+aha | Ha’l ((1 +ha )7t -1+ ha’l) H
([l B ||h||
_ |(ha=1)k
[ I T
k>2
< la= IR D IRl e D* la™ 2
k>0
<l P 0 fiir h— 0
1 — |7 fla="]]

Bevor wir nun in die Spektral-Theorie von Banach-Algebren einsteigen, sollten
wir uns noch iiberlegen, was wir machen koénnen, wenn die betreffende Algebra
nicht alle Axiome einer Banach-Algebra erfiillt.

9.2 Vervollstindigung.

Beispiele unvollstéindiger Algebren.

1 Die Polynome auf einer kompakten Teilmenge K C R bilden beziiglich der
oo-Norm eine nicht-vollsténdige Teil-Algebra von C'(K).

2 Die stetigen Funktionen auf R mit kompakten Tréger bilden beziiglich der
1-Norm und der Faltung eine nicht-vollstéindige Banach-Algebra. Ebenso
die stetigen Funktionen auf S'.

3 Die endlich-dimensionalen Operatoren eines Hilbert-Raums H bilden eine
unvollstédndige Teilalgebra von L(H).

Proposition. Es sei A eine normierter Algebra, d.h. ein normierter Raum mit
einer Algebra-Struktur e, so dafB ||z e y| < ||z|| - ||y||. Dann existiert eine (bis
auf Isomorphie) eindeutige Banach-Algebra A und eine isometrische Einbettung
Lt A— A mit folgender universeller Eigenschaft:

A A

wobei f und f stetige Algebra-Homomorphismen sind und B eine vollstdndige
Algebra ist.

Beweis. Es sei A eine normierte Algebra. Dann existiert nach (4.12) ein Banach-

Raum A mit der universellen Erweiterungseigenschaft fiir stetige lineare Abbil-

dungen. Wir wollen nun die Multiplikation g : A x A — A zu einer Abbildung
— Andreas Kriegl, Universitidt Wien —
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T A x A — A erweitern. Dazu betrachten wir die assoziierte Abbildung i : A —
L(A, A). Die natiirliche isometrische Abbildung ¢ : A — A liefert uns eine Isometrie
L(AF) = L(g, E) fiir jeden Banachraum E. Folglich erhalten wir eine isometri-
sche Einbettung L(A, A) 25 L(A, A) = L(A, g) D.h. wir kénnen i auffassen als
stetige Abbildung (Kontraktion) von Ain L(A, A) Nach der universellen Eigen-
schaft besitzt diese eine Erweiterung /i : A — L(A A) Die assoziierte Abbildung
o Ax A — A ist dann die gewiinschte Multiplikation auf A denn alle notigen
(stetigen) Gleichungen gelten auf dem dichten Teilraum A x A und somit iiberall.

Man beachte, dafi der wesentliche Punkt besagt, da§ multi-lineare stetige Ab-
bildungen Ey x ... x E, — F sich eindeutig zu solchen auf E1 B F
erweitern lassen.

Nun zur universellen Eigenschaft.
Da wir wissen, daB || f|| = | f]|, miissen wir nur nachrechnen, daf f multiplikativ
ist:

Bemerkung. Die Vervollstdndigung in obigen Beispielen ist:

1 Die Banach-Algebra der stetigen Funktionen nach dem Satz (3.8) von Wei-
erstraf;

2 Die Banach-Algebra L' mit der Faltung, da die C,-Funktionen darin dicht
liegen, siehe (4.15);

3 Die kompakten Operatoren nach (6.13).

9.3 Adjunktion einer 1.

Beispiele von Algebren ohne 1.

1 LY(R) und L*(S') mit der Faltung. Die Einheit wire die Delta-Distribution.

2 Die Algebra der kompakten Operatoren auf einem unendlich-dimensionalen
Hilbert-Raum. Die Einheit wére die Identitét.

3 Fiir jeden lokal-kompakten Raum X die Algebra Co(X), der bei oco-ver-
schwindenden stetigen Funktionen. Die Einheit wére die konstante Funktion
1.

Proposition. Es sei A eine Banach-Algebra ohne 1. Dann existiert eine (bis auf
Isomorphie eindeutige) Banach-Algebra A; mit 1 sowie eine isometrische Einbet-
tung ¢ : A — A mit folgender universeller Eigenschaft:

A— A

i
\El! L f1
B
— Version 2004.3.29 —
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wobei f und f, stetige Algebra-Homomorphismen sind, B eine Banach-Algebra mit
1 ist und fi die Eins erhélt.

Beweis. Es sei also A eine Banach-Algebra (nicht notwendig mit 1). Sei 4; :=
A @ K. Die Multiplikation sei durch (a @ A) e (b @ p) := (a @ b+ pa + Ab) & A\
definiert. Dann ist leicht nachzurechnen, dal A; eine Algebra mit 1 = 041 ist, und
t:A— Ay, a— a®0 ein Algebra-Homomorphismus ist. Wir definieren eine Norm
auf A; durch |ja ® Al := ||a|| + |A|. Dann ist ||1]] = ||0]| 4+ |1| = 1 und

lla@® ) e (bd )| =(aeb+ pa+ Ab) @ Aul|| = ||a ® b+ pa+ \b|| + | Au
< llall - 1ol + [l - lall + [A[ - [[6l] + lev - |1l
= (llall + AL - (l[oll + |)
=lla@ Al - b® pll.

Nun zur universellen Eigenschaft:
Ein f1, welches das Diagramm kommutativ macht, muf f1(a®X) = f1(a)+A-f1(1) =
f(a) + X erfiillen. Und das dadurch definierte f; ist multiplikativ, denn:

fillae®a) - (b& p) = fi(lab+ Ab+ pa) ® Au)
= flab+ \b+ pa) + A\
= f(a) f(0) + A f(b) + pu f(a) + A
= (f(a) +A) (f(b) + )
= fila® a)- fi(bD p).

Da ¢ eine Tsometrie ist, gilt [|f]| = [fy ool < /il - ] = l/1]l- Andererseits ist
[fill = sup{|f(a) + Al : la & Al < 1} < sup{|[[flllall + |A] : [la]| + [l < 1} <
max{||f]|,1}. Also ist f genau dann eine Kontraktion (bzw. stetig) wenn f; es ist.
Man beachte aber, da8 nicht || f|| = || f1]| gilt: Sei z.B. f = 0, dann ist f; = pry und
IAll=1. 0O

Bemerkung. Beziiglich obiger Beispiele gilt:

1 Eine Banach-Algebra mit 1, welche L!(G) umfaft, ist die Algebra der re-
guldren Borel-Mafle auf G mit der Faltung, siehe [C,193]. Diese kann wegen
des Ries’schen Darstellungssatzes (7.18) mit Co(G)* identifiziert werden.
Die Faltung entspricht dabei der Abbildung (i, v) — (f — (n®v)(f om)),
wobei m : G x G — G die Multiplikation bezeichnet und p ® v die Fortset-
zung von fx g — p(f)v(g) auf Co(G x G) 2 Co(G) x Co(G) ist.

2 Die Operatoren der Form 1 + K mit kompaktem K, sind die sogenannten
Fredholm-Operatoren, siehe [C,Chapt.XI] und (11.27).

3 Die Algebra Cy(X); besteht gerade aus jenen stetigen Funktionen f auf
X, fir die lim, ., f(z) existiert, das sind genau die Einschrinkungen von
stetigen Funktionen auf der 1-Punkt Kompaktifizierung X,, von X, d.h.
CO(X)I = C(Xoo)

Als néichstes wollen wir untersuchen inwieweit man die Stetigkeitsbedingung ||z e
yll < |lz|| - |ly|]| abschwiichen kann.

9.4 Proposition (Submultiplikativitit). Es sei A ein Banachraum und eine
assoziative Algebra mit 1, s.d. die Multiplikation p : A x A — A getrennt stetig ist.
— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —
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Dann existiert eine dquivalente Norm, die A zu einer Banach-Algebra macht. Auf
Elementen x mit ||z e y|| < ||z| - ||y|| fiir alle y stimmt sie mit der gegebenen Norm
iiberein.

Beweis. O.B.d.A. ist ||1]| = 1, ansonsten ersetze ||-|| durch ﬁ I-||- Es ist x nach
(5.5) stetig, d.h. ||p|| := sup{|jlz e y| : ||z]] < 1,|lyl]] < 1} < co. Wir betrachten die
Abbildung L : A — L(A, A), die jedem z € A die Linksmultiplikation L, : A — A,
y — xey zuordnet. Wegen || L, || = sup{||zoy] : |ly|| <1} < ||p]|-||z|| hat L Werte in
L(A, A) und ist eine stetig lineare Abbildung A — L(A, A). Fiir jeden Banachraum
A ist aber L(A, A) eine Banach-Algebra (siehe (3.6)). Die Abbildung L ist auch
ein Algebra-Homomorphismus, denn Ly, ez, (y) = (z1 0 23) 0y = 21 @ (22 0 y) =
(La, © Lay)(y). Auerdem ist | L, || = sup{lz s gl : gl < 1} > [lo o 1] =[]
da ||1|| = 1. Also ist L ein Homdomorphismus von A auf sein Bild 4y in L(A, A),
d.h. Ap ist auch vollstindig und somit abgeschlossen in L(A, A) und damit ist
L: A — Aj ein topologischer Algebra-Isomorphismus auf die Banach-Algebra Aj.

Eine zweite Moglichkeit zu zeigen, daffi Ay abgeschlossen ist, besteht darin die
Gleichung Ag = {T' € L(A,A) : Yy € A: TR, = R, T} zu zeigen, wobei R, : A — A
die Rechtsmultiplikation x +— x e y bezeichnet: Denn einerseits gilt (L, o R,)(z) =
rzezey=(R,oL,;)(z) und andererseits folgt aus TR, = R,T mit z := T'1, dafl
Ly(y)=zey= (Tl)y = Ry(T1) = T(Ry1) = T(y) ist. Nun folgt der Rest aus dem
Open-Mapping-Theorem.

Man beachte, dafl das bedeutet, dal man die Norm ||_|| durch die dquivalente
aber submultiplikative Norm x +— || L,|| := sup{||z e y|| : |ly|| < 1} ersetzt. Falls fiir
ein x € A die Ungleichung ||z e y|| < ||z - ||y|| fiir alle y gilt, so wird seine Norm
dadurch nicht verédndert, denn es folgt || L,|| < ||z| und [[z[| < || L. gilt immer. O

9.5 Komplexifizieren reeller Banach Algebren.

Beispiele reeller Algebren.

1 Fiir jeden kompakten Raum X ist C'(X;R) eine reelle kommutative Banach-
Algebra.
2 Fiir jeden reellen Banach-Raum F ist L(E) eine reelle Banach-Algebra.

In (6.2) haben wir die Komplexifizierung F¢ := C®gr E = FE x F reeller Banach-
Réume E behandelt. Die Multiplikation von z = x + iy € C mit w = u+1v :=
(u,v) € Ec war dabei durch (z +iy)(u+iv):= (zu—yv)+i(zv+yu) gegeben
und die Norm durch

pe(w) == max{||Re(zw)| : 2| = 1} = max{||zu —yv| : 2 +y* = 1}.

Weiters hatten wir zwei universelle Eigenschaften, die besagten, daf fiir jeden kom-
plexen Banach-Raum G die Abbildungen

Re. : Le(G, Be) — La(G, E)
" Le(Ec,G) — Lr(E, G)

topologische lineare Isomorphismen sind, und erstere sogar eine Isometrie. In der
Folge hatten wir dann fiir reelle Banach-Réume ein kommutatives Diagramm aus
— Version 2004.3.29 —
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lauter topologischen linearen Isomorphismen:

Lc(Ec, Ft)
V : o
Ly (Ec, F) Eg Ly (E, F¢)
LR(EV,F)(C
z f(z) —if(iz) (z+iye flz)+if(y))

/

h o (e+iy— flz)—g x> f(z) +ig(x))

(y))\ /( /h
hot—iholoy f+ig Reoh —iReoloh

Dabei sind die schréig nach links gehenden Abbildungen Isometrien und der Diago-
nal-Tsomorphismus Lg(F, F)c — L¢(Eg, Ft) ist durch f+ig — (z+iy — (f(z)—
9()) +i(f(y) + g(x))) gegeben.

Proposition (Komplexifizierung). Es sei A eine reelle Banach-Algebra (mit 1).
Dann existiert eine (bis auf Isomorphie eindeutige) komplexe Banach-Algebra Ac
(mit 1 und) mit folgender universellen Eigenschaft:

A— Ac

f EI!if(C

B

wobei B eine beliebige komplexe Banach-Algebra ist, f ein stetiger R-Algebra-
Homomorphismus (der die 1 bewahrt) und fc ein stetiger C-Algebra-Homomor-
phismus (der die 1 bewahrt).

Beweis. Klarerweise sollte A¢ als Vektorraum gerade die Komplexifizierung des
reellen Banach-Raums A sein. Wir miissen nun die Multiplikation g : A x A — A
zu einer bilinearen Abbildung uc : Ac X Ac — Ac ausdehnen. Wir brauchen al-
so die universelle Eigenschaft der Komplexifierung eines Banach-Raums auch fiir
stetig bilineare Abbildungen. Dazu betrachten wir wieder die lineare Kontrakti-
on it : A — LR(A,A) - L]R(A,A)(c = L((;(A((;,A(c), mit z; +— (1‘2 D iyy —
w(xy, x2) ®ip(r1,y2)). Diese hat wegen der universellen Eigenschaft eine komplex-
lineare Fortsetzung (ii)c : Ac — L¢(Ac, Ac), welche gegeben ist durch:

T1 iy — (12 ®iye — (1, z2) — p(y1,y2)) © 1 (u(x1, yo) +M(y1,$2)))~
Die assoziierte Abbildung uc : Ac X Ac — Ac,

(T1 @iy, 22 Biy) = (@1, w2) — py1,y2)) ® i (u(z1,y2) + Y1, 22))
— Andreas Kriegl, Universitidt Wien —
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ist dann die gewiinschte Multiplikation. Folgende einfache Rechnung zeigt die As-
soziativitdt (und offensichtlich ist 1 € A C Ac eine Einheit):

(@r@im) e @ @i) e @ oi)
= ((971332 —y1y2) Di(z1y2 + 1111‘2)) * (23D iys)

= ((901962 —n1y2)xs — (T1y2 + ylxz)ys) Di ((901962 —y1y2)ys + (2192 + y15€2)$3)
= (X1225 — T1Y2Y3 — Y122Y3 — Y1YaT3) D1 (T122y3 + T1Y223 + Y12223 — Y1Y2Y3)-

Man beachte dafi Ac kommutativ ist, falls A es ist.

Die in (6.2) definierte Norm pc ist im allgemeinen nicht submultiplikativ. Sei
némlich A = R? mit der Multiplikation von C = R? und der Euklidischen Norm.
Dann gilt fiir w := ((1)) Di ((1)) € Ac die Identitét

eer=((0) = (=2 6 () =2(G) e () =2
I (S| R

pe(w e w) =2pc(w) =2 > 1 = pe(w)?

erhalten wir aus

einen Widerspruch.

Folglich kann auch keiner der iibrigen Isomorphismen in dem rautenférmigen
Diagram eine Isometrie sein. Wire ndmlich einer von Thnen eine Isometrie, so auch
alle anderen wegen der Kommutativitit. Dann wére aber fi : A — L¢(Ac, Ac) eine
Kontraktion und somit auch (i)¢c : Ac — Lc(Ac, Ac) eine, also ||uc|| < 1, d.h. pc
submultiplikativ.

Es ist aber moglich eine dquivalente submultiplikative Erweiterung der Norm
von A auf Ac zu finden. Sei némlich ||_||c die nach (9.4) existente Aquivalente
submultiplikative Norm zu pc. Sie stimmt auf A mit pc und damit mit p := |||
iiberein, denn fiir a € A C Ac¢, w € Ac und |z| = 1 haben wir

p:(aw) := p(Re(z aw)) = plaRe(zw)) < p(a) p(Re(zw))
< pc(a) pe(w)
und somit pc(a - w) < pela) - pe(w).

Nun zur universellen Eigenschaft: Sei dazu f¢ die eindeutige C-lineare Fortset-
zung. Dann ist f¢ auch ein Algebra-Homomorphismus, denn

Je((ur @ ivy) @ (ug ®ivg))
= fe((uruz — v1ve) @i (u1ve + viug))
= f(urug —v1v2) +i f(u1ve + viuz)
= f(u1)f(u2) — f(v1)f(v2) +i f(ur) f(v2) + i fv1) f(u2)
= (f(ur) +i f(v1)) - (f(u2) + i f(v2))

= f(c(ul @ivl) . f(c(UQ @ivg). O
— Version 2004.3.29 —
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Bemerkung. Die Komplexifizierungen der obigen Beispiele sind offensichtlich die
folgenden:

C(X,R)c=C(X,C)
LR(E, E)(C =~ L(C(E(C7 E(c)

Wir kénnen also von nun an annehmen, dafl alle Banach-Algebren iiber C sind,
eine 1 besitzen, und |ja - b|| < |la|| - ||b]| und ||1|| = 1 erfiillen. Damit zuriick zur
Spektral-Theorie.

Wie wir bereits angedeutet haben geben wir folgende

9.6 Definition. Es sei A eine Banach-Algebra mit 1 und a € A. Dann nennt man
die Menge

oa(a) :=oc(a) :={A € C: A1 —qist nicht invertierbar in A}
das SPEKTRUM von a. Das Komplement
pla) :=Coo \ 0(a) = {00} U (C\ o(a)),
in Cy := CU {00} heift RESOLVENTEN-MENGE von ¢ und die Abbildung

Al —a)™! fiir A
re: pla) — A, )\H{( a) iir A # oo

0 fiir A = o
heilt RESOLVENTEN-FUNKTION von a. Beachte, dafl die Definition r,(c0) := 0
verniinftig ist wegen
1 1
=101 —a) Y = (1 - ~a)
el = (31 = @)1 = 51 = 50)7

- mlEa- 3o

1 <, 1
<> lsal”
‘)\| n=0 A
1 1 1

AL =(I3all - A= lla]

Beispiele.
1 Es sei A = C(X,C). Dann ist f € A genau dann invertierbar, wenn 0 ¢
f(X). Folglichist o(f) ={A e C:0e(A=-f)(X)}={ eC:re f(X)}=
7(X).
2 Essei A= L(F) := L(E, E). Dann ist a € A nach dem offenen Abbildungs-
satz genau dann invertierbar, wenn a bijektiv ist. Also ist o(a) :={A € C:
A id —a ist nicht bijektiv}.

Wir wollen die Holomorphie von r, : Co 2 p(a) — A beweisen. Dazu und fiir
das Folgende bendtigen wir etwas Instrumentarium aus der Funktionentheorie.
— Andreas Kriegl, Universitidt Wien —
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Notiges aus der komplexen Analysis

In diesem Abschnitt fassen wir die benétigten Resultate aus der komplexen Ana-
lysis zusammen. Dabei sei F' ein Folgen-vollstdndiger SNR. Die klassischen Sétze
beziehen sich auf den Fall F' = C und wir werden zunéchst die Beweise fiir diesen
Fall skizzieren. Wie man die Vektor-wertigen Resultate daraus erhélt skizzieren wir
am Ende dieses Abschnitts.

9.7 Differentialformen und Kurvenintegrale. Es sei F' ein Folgen-vollstandi-
ger SNR und U C F offen in einen SNR E. Eine F-wertige 1-FORM auf U C F ist
eine Abbildung w: E D U — L(E, F).

Ist w stetig und ¢ : [a,b] — U eine stetig differenzierbare Kurve so ist das
KURVEN-INTEGRAL durch das Vektor-wertige Riemann-Integral

/cw = /abw(c(t))(c’(t))dt

definiert. Dieses ist unter Reparametrisierungen von ¢ invariant und fiir normierte
Réume F und F gilt

Bekanntlich 148t sich diese Definition mittels Vektor-wertigen RIEMANN-STIELTJES
INTEGRAL auch auf REKTIFIZIERBARE KURVEN in normierten Rdumen ausdehnen,
und es ist dann || [ w|| < (b— a) sup{|lw(c(t))]| : t € [a,b]} V(c), wobei V(c) :=
sup{>_r_, lle(ty) — c(tp—1)|| : a =to < t1 < --- < t, = b} die TOTALE VARIATION
von c ist.

Jede differenzierbare Abbildung f : E O U — F zwischen Banach-Rdumen F
und F hat als Ableitung f' : E D U — L(E,F) eine 1-Form die auch als df
bezeichnet wird und TOTALES DIFFERENTIAL von f genannt wird. Falls f affin ist,
so ist df konstant.

Wegen des Satzes von Schwarz erfiillt diese Differentialform fiir f € C? folgende
Symmetriebedingung:

Jef < 6=a- s ot s el

te(a,b] te(a,b]

(df) () () (w) = f"(z)(v,w) = f"(z)(w,v) = (df)' (z)(w)(v),

d.h. df ist geschlossen im folgenden Sinn: Eine GESCHLOSSENE 1-FORM ist eine
stetig differenzierbare 1-Form, deren AUSSERE ABLEITUNG dw verschwindet, wobei
dvw : E DU — L(E,L(E,F)) & L(E,E;F) gegeben ist durch dw(x)(v,w) =
w'(z)(v)(w) — w'(z)(w)(v). Man sagt anstelle von “w ist geschlossen” auch, dafi die
INTEGRABILITATSBEDINGUNG ' (z)(v)(w) = w'(z)(w)(v) erfiillt ist.

Umgekehrt kann man fiir sternférmige oder allgemeiner fiir einfach zusammen-
hiingende Mengen U zeigen, daf} jede geschlossene 1-Form w : U — L(E, F') EXAKT
ist, d.h. eine differenzierbare Abbildung f : £ O U — F existiert mit df = w.

Als Konsequenz ist das Kurvenintegral geschlossener 1-Formen lokal Kurven-un-
abhéngig und folglich global ldngs homotoper Kurven gleich. Dabei heiflen zwei
Kurven ¢y und ¢; HOMOTOP, falls eine stetige Abbildung H : [a,b] x [0,1] — U
existiert mit H(j,t) = ¢;(t) fiir alle j € {0,1} und alle ¢ € [a, b].

— Version 2004.3.29 —



[14] 9 SPEKTRAL- UND DARSTELLUNGSTHEORIE VON BANACH-ALGEBREN

9.8 Holomorphe Funktionen. Eine Funktion f:C O U — F heifit C-DIFFER-
ENZIERBAR oder iiblicherweise auch HOLOMORPH, falls fiir alle z € U folgender

Limes existiert
’ Co>w—0 w

eF.

Wenn f : C O U — F holomorph ist, so ist f auch R-differenzierbar als Abbil-
dung fg von U C R? in den reellen Vektorraum Fr und die Ableitung (fr)'(z) €
Lr(R?, FR) ist dann C-linear und stimmt mit w — f’(z) - w iiberein, denn

17+ w) = () = /() wl)

flwl|—0 [[w]] Wb

fz+w) - f(2)

w

- @ =o

Es gilt aber auch die Umkehrung: Sei dazu F' = C. Die C-Linearitéit der Ableitung
(fr)'(2) € Lr(R?,R?) einer R-differenzierbaren Abbildung f: C O U — F, bedeu-
tet, dafl (fr)’(z) durch Multiplikation mit einer Zahl in C gegeben ist, die wir mit
/() bezeichnen. Fiir diese ist

1f(z+w) = f(z) = f'(2) - wl| _

) i [LCE0) =16 = 0
lwli—o ] " lwli—o w
also f'(z) = limy, ¢ fetw)=f(z)

In reellen Koordinaten konnen wir die C-Linearitéit der Ableitung auch wie folgt
beschreiben: Dazu zerlegen wir f in Real- und Imaginérteil, d.h. f = g+ ih, und
ebenso z = (z,y) =z + iy und w = (u,v) = w +iv. Dann ist

R = . . =
(e tiy) Pe(x+iy) c d
genau dann C-linear, wenn
bu—av) [a b gY@ b w) [ —cu—dv
du—cv ) \c d v) c d v) \ au-+bv
fiir alle u+4v € C gilt, d.h. (mittels Koeffizientenvergleich) wenn d = @ und ¢ = —b
gilt. Dies sind genau die CAUCHY-RIEMANN’SCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

dg  Oh
ox Oy
dg  Oh
dy  Ox

Wenn f : C O U — F holomorph ist, so ist w : U — L(R?, Fr), definiert durch
w(z) := f(2) dz, eine geschlossene 1-Form, wobei dz die (konstante) Ableitung der
C-linearen Funktion id : z — z bezeichnet, denn die reelle Ableitung von f(z)dz
an der Stelle z ist durch v — (w — f'(2) - v - w) gegeben, und somit symmetrisch
in v und w.

— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —
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Es seien weiters dx und dy die Ableitungen der R-linearen Funktionen fRe :
x+iy — xund Im : z+iy — y. Dann gilt offensichtlich dz = dx + i dy und analog
dz = dx — i dy, wobei dz die Ableitung von z — Z bezeichnet. Also ist {dz,dZ} eine
zu {dz,dy} dquivalente Basis des komplexen Vektorraums Lr(C,R)¢c = Lg(C,C).
Fiir jedes R-differenzierbare f : C O U — C haben wir

o e+ 2 2y ay

#(2) = 5

Folglich mu$ es auch eine Darstellung bzgl. der Basis {dz,dz} geben, deren Koeffi-
zienten wir in Analogie mit a—ﬁ und af bezeichen, d.h.
f of ,_
dz + == dz.
* oz
Wegen 2dx = dz + dz und 2idy = dz — dz konnen wir diese Koeffizienten auch
leicht berechnen:

df—‘9

of f
df = 9z dx —l—a
_gdz—i—dz ﬁdz—dé
Oz 2 dy 2
af . of of of
5o 1a) 3Gt o) @
_/_/ —,_/

a

12

Q)|QJ
wif=

Q|

z

o _1(0 90
0z 2\ 0z oy
a 1 0 i 0
0z Oz 8y
Da dz C-linear und dZz konjugiert C-linear ist, ist f genau dann holomorph, wenn

Z f = 0 ist. Analog ist f genau dann ANTI-HOLOMORPH, d.h. f holomorph, wenn
=0, denn

d.h.

az

;_Of of -_ (9 of
df = 5 dz+ 5= dz (82)d+<az>

9.9 Cauchy’scher Integralsatz. Ist f : C O U — F holomorph und ¢y und ¢,
zwei Kurven I — U die relativ 0I = {0,1} in U homotop sind (d.h. die Homotopie
erfiillt neben H(j,t) = c;(t) zusétzlich H(s, k) = ¢;(k) fiir alle j,k € {0,1} und alle

t und s) so ist
/ f(z)dz :/ f(z)dz

Ist insbesonders ¢ : S' — U eine geschlossene Kurve, welche in U homotop zu einer
konstanten Kurve ist (dann heifit sie 0-HOMOTOP), so ist [ f(z)dz = 0.

Beweis. Der erste Teil ist eine Konsequenz der Geschlossenheit der 1-Form z —

f(z)d=.
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Fiir den zweiten Teil beachte man, daf aus einer (freien) Homotopie H zwischen ¢
und einer konstanten Kurve konst, sich eine Homotopie relativ {0, 1} von ¢ mit der
Hintereinandersetzung der Kurven ¢; : ¢t — H(¢,1), der konstanten Kurve konst,,
und der umgekehrt durchlaufenen Kurve ¢;* : ¢t + H(1 —t,1) konstruieren lifit.

Alsoist [, f(2)dz= [, f(z)dz— [, f(z)dz=0. O
9.10 Windungszahl. Es sei ¢ eine geschlossene C'*-Kurve in C \ {2}, so heiit

1 1

2 Jow — 2

n(c, z) : dw

die WINDUNGSZAHL (oder auch UMLAUFZAHL) von ¢ um z ist. Fiir einen Kreis

¢t z+re?™t mit Mittelpunkt z und Radius r erhalten wir offensichtlich
1 1 1 Lot 1 19 e2mit
n(e7) = o Y (LR T L
27t J,w — z 2mi Jo c(t) — 2z 2wt Jo  re’rit

1
:/ 1dt =1.
0

Da w + —— holomorph auf C\ {2} ist, ist dieses Integral Homotopie-invariant und
folglich konstant fiir z laufend in einer Zusammenhangskomponente von C \ ¢(S*)

(In der Tat ist
1 1 1 1
n(c, zs) = —/ dw = — — dw
2m Jow — 25 21t Jo, w

fir jede Kurve s +— zg inj C \ ¢(S') wobei c¢s(t) := c¢(t) — z5 eine Homotopie
beschreibt).

Fiir eine geschlossene Kurve ¢, die in C\ {z} homotop zum k-mal durchlaufenem
Kreis ist, gilt folglich n(c,z) = k, denn w — ﬁ ist offensichtlich holomorph auf
C\ {z}. In der algebraischen Topologie zeigt man, dal die Windungszahl eine to-
pologische Invariante ist, d.h. auch fiir geschlossene stetige Kurve wohldefiniert ist,
Homotopie-Invariant ist und in Z C C liegt. Weiters zeigt man, dafl jede geschlos-
sene Kurve in C\ {z} homotop zum n(c, z)-fach durchlaufenen Einheits-Kreis mit

Mittelpunkt z ist.

9.11 Cauchy’sche Integralformeln. Es sei f: C O U — F holomorph, K eine
abgeschlossene Kreisscheibe in U und z im Inneren von K. Dann ist
1
(O i
2mi Jop w — 2
wobei 0K den positiv (d.h. n(0K, z) = +1) parametrisierten Rand von K bezeich-
net.
Weiters ist f unendlich oft C-differenzierbar und es gilt

@ (2) = p_'/ fw)
o

2mi Jop (w— z)PHL 7

Beweis. Es sei g(w) := % Dann ist g holomorph auf U \ {z} und auf
K beschrinkt, da f bei z differenzierbar ist. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz
— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —
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ist faKg = faK g, wobei K. eine Kreisscheibe von Radius € > 0 um z ist. Nun
verwendet man || [ g|| < 27e|lglkloc — O fiir € — 0 und erhélt 0 = [, g =

Jorg 422 dwo — f(2) 1.
Dafl f unendlich oft differenzierbar ist, folgt, indem man die Ableitung mit den

Integral vertauscht:
d\? 1
f(p)( 2)=(—) — M dw
dz ) 2mi Jopg w—2

1 d\" 1
=5t fo T (d_> vz
|
DL R (C) B
27t Jor (w— z)Pt+l

9.12 Cauchy-Abschitzung. Es sei f : C O U — F holomorph und K eine
Kreisscheibe mit Radius r und Mittelpunkt z in U. Dann gilt:

H f™(2)
n!

T?’l

| < Wl

Insbesonders ist die Taylorreihe von f im Punkt z auf K gleichméBig konvergent .

Beweis. Die Ungleichung folgt durch Abschitzen des Integrals, und die absolute
und gleichméfige Konvergenz der Taylorreihe, indem man fiir eine die Ungleichung
fiir eine etwas grofere Kreisscheibe K mit Radius R > r wie folgt abschétzt:

IS =« St < i3 ()" 0

9.13 Identititssatz. Essei f : U — F holomorph auf der offenen zusammenhéng-
enden Menge U und verschwinde auf einer in U konvergenten nicht schlielich kon-
stanten Folge. Dann ist f = 0.

Beweis. Fiir konvergente Potenzreihe um den Grenzwert gilt das klarerweise, also
ist f lokal um den Grenzwert 0. Eine maximale offene zusammenhéngende Menge
W C U auf der f verschwindet existiert also. Sie mufl aber auch abgeschlossen in
U sein und damit mit U {ibereinstimmen. O

9.14 Hebbare Singularitit. Essei z € U und f : U\ {z} — F holomorph und
f lokal um z beschrinkt. Dann ist f auf U holomorph erweiterbar.

Beweis. Es K eine Kreisscheibe um z in U auf welcher f beschriankt ist. Es sei
z' € K\{z}. Wie im Beweis der Cauchy’schen Integral-Formel (9.11) zeigt man, da8

fiir die auf U \ {2, z’} holomorphe und auf K beschrénkte Funktion w — %ﬁ,@/)
gilt: 0= [, %ﬁ,(zl) dw = 5= [ % dw — f(z'). Das letzte Integral ist aber

holomorph in z’ im Inneren von K, also gilt gleiches fiir f. O

9.15 Satz von Liouville. Es sei f : C — F holomorph und beschrénkt, dann ist
f konstant.

Beweis. Es ist |f/(2)] < Hfr”l‘x‘ fiir alle » und alle z € C also ist f’ = 0 und damit
f konstant. [
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9.16 Maximum-Modulus-Prinzip. Es sei U offen und zusammenhéngend sowie
f:C DU — F holomorph und nicht konstant. Dann besitzt z — || f(z)| kein
Maximum.

Beweis. Es sei F' = C. Angenommen es gébe ein Maximum bei zp € U, d.h.
lf(2)] < |f(z0)| fiir alle z € U. Wir zeigen zuerst, dafi daraus die Konstanz von
z — | f(z)| folgt. Angenommen dies wére nicht der Fall, dann gébe ein z; € U mit
|7 (20)] > |f(21)]- Da U zusammenhingend ist kénnen wir zg mit z; durch einer
Kurve t — z(t) verbinden. Wir wihlen ¢y, maximal mit |f(z;,)| = |f(20)|. Dann
existieren beliebig nahe an z;, Punkte z; mit |f(z0)| > |f(2¢)|. Wir wiihlen eine
Kreis K C U um z;, dessen Peripherie solch einen Punkt z;, enthélt. Dann ist
|f(ze,)| < |f(z0)] und |f(2)| < |f(20)| fiir alle z € OK. Aus der Cauchy’schen-
Integralformel (9.11) erhalten wir somit | f(z,)| < |f(20)|, einen Widerspruch.

Falls die Konstante |f| gerade 0 ist sind wir fertig. Andernfalls folgt durch Dif-
ferenzieren der Konstante |f]? die Gleichung

0= 57N = 2 fe) 4 1) 2 04 - ()

0z Z

Wegen | f| # 0 folgt 0 = g—i = f'(2), d.h. f ist konstant. O

9.17 Differenzierbare Struktur von C.. Um nun fiir Funktionen wie r, auf
offenen Teilmengen von C., von Differenzierbarkeit sprechen zu kénnen, miissen
wir C,, mit einer differenzierbaren Struktur versehen. Dazu identifizieren wir C,,
mit der Einheitssphire S? := {(y,t) € Cx R : |y|> +#? = 1} in C x R = R3. Die
Einbettung von C in S? wird vermittelt durch die Inverse der stereographischen
Projektion der Aquator-Ebene C x {0} 2 C mit dem Nordpol N := {0,0,1} als
Zentrum. Es entsprechen sich dabei der Nordpol N € $? und der Punkt co € Cq.
Der Strahlensatz z : 1 =y : (1 —1t) zeigt, dafl die stereographische Projektion durch

1
(CXRDSQ\{N}B(y,t)Hmye(C%(Cx{O}
gegeben ist und ihre Inverse ist

oy :Cozm (22,]2/* —1) € C x R,

|22 +1

da der zweite Schnittpunkt der Geraden ¢ +— 2z + t(N — z) durch N und z mit

2 ~1

der Sphére durch die Lésung ¢ = {Zz77 der Gleichung 1 = [[t N + (1 —¢) z||? =
t2 + (1 —t)?||2]|* gegben ist

Diese liefert also eine “Karte” von S2. Wir kénnen auch eine Karte um N defi-
nieren, indem wir auf analoge Weise die Inverse ¢_ der stereographische Projektion
(y,t) — (y,—t) — %_Hy um den Siidpol S := —N verwenden.

Nun koénnen wir Differenzierbarkeits-Definitionen auf Funktionen f : $2 D U —
F'iibertragen, indem wir verlangen, daf} die beiden Zusammensetzungen fop,; : C C
cpj_l(U) — U — F fiir j € {+,—} diese haben. Man sollte aber noch iiberpriifen,
daf} fiir Punkte (z,t) € S? in gemiBigten Breiten, d.h. solche in ¢ (C) N p_(C),
die Differenzierbarkeit von f o ¢ bei ¢;'(z,t) gleichbedeutend ist mit jener von
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fow_ bei p='(x,t). Wegen fow_ = (fopi)o (o' op_) geniigt zu zeigen, daf
der Kartenwechsel ¢ ' op_ : C\ {0} — C\ {0} differenzierbar ist. Dieser ist durch

1 2z z 1

—(2z,—(|z]* =1 =_— ==

e A -0 s e T T 3
ERPE

gegeben. Dies ist die Spiegelung am Einheitskreis, wie auch mittels elementar geo-
metrischer Uberlegungen leicht einzusehen ist. Diese Abbildung ist glatt und anti-
holomorph, also sollten wir die zweite Karte noch mit der Konjugation C — C,
z +— Z zusammensetzen, um als neuen Kartenwechsel die holomorphe Abbildung
Z % zu erhalten.

Zusammenfassend bedeutet dies also, dafi eine Abbildung f : Coo 2 U — F
holomorph genannt wird, wenn sowohl f|c : CNU — F holomorph ist, als auch

2= f(I)von {z€C: 1 e U} — Fesist.

Bemerkung. Jordan-Kurven. Es sei U C C offen. Unter einer JORDAN-KURVE
in U versteht man eine injektive Kurve ¢ : S — U (man sagt auch eine EINFACH
GESCHLOSSENE KURVE). Da S! kompakt ist, ist diese ein Homémorphismus auf ihr
Bild ¢(S?t).

Jordan’sche Kurvensatz. Es sei c eine stetige Jordan-Kurve in C. Dann besitzt
Cs \ ¢(S') genau zwei Zusammenhangskomponenten. Diese haben jeweils c(S?!)
als Rand. Die Komponente, die oo enthélt heift das AUSSERE Au[)’(c) von c, die
andere das INNERE Inn(c) von c. Die Spur von AuB(c) auf C ist die unbeschrénkte
Komponente von C\ ¢(S*') und jene von Inn(c) ist die beschrinkte Komponente.

FEine stidrkere Formulierung ist das

9.18 Schonflies’sche Theorem. Es sei ¢ : S' — S? eine Jordan-Kurve, dann
existiert eine Erweiterung ¢ : S? — 82, die ein Homéomorphismus ist. Dabej ist S*
als Aquator in S? eingebettet.

Folglich sieht jede Jordan-Kurve in S? bis auf Homéomorphie wie S* C S? aus.
Insbesonders sind die Komponenten von S?\c(S') homéomorph zu jenen von S%\ St
also zu D und damit einfach zusammenhéngend, d.h. jede geschlossene Kurve ist
homotop zu einer konstanten Kurve.

Fiir einen Beweis siehe man [M, 10.3, S.71].

Da die Windungszahl unter Orientierungs-erhaltenden Homéomorphismen er-
halten bleibt, ist sie fiir Jordan-Kurven ¢ am Inneren konstant +1 und am AuBeren
natiirlich 0, d.h.

Inn(c) = {z € C\ ¢(S") : n(c, 2) = £1}
AuB(c) = {z € C\ ¢(S*) : n(c,z) = 0} U {oo}.

In [C2, VIII.2.2, S.202] findet sich folgendes:

9.19 Riemann’sche Abbildungssatz. [C2, VIII1.2.2, S.202] Es sei U C C zusam-
menhéngend. Dann sind dquivalent
1 Cu \ U ist zusammenhéngend;
2 Die Polynome liegen dicht in H(U);
3 [.f=0firalle fe HU) und c € C(S',U);
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4 Jedes f € H(U) besitzt eine Stammfunktion ¢ € H(U), d.h. mit ¢’ = f;
5VfeHU),0¢ f(U)3ge HU): f =expog;

6 VfeH(U),0¢f(U)3geHU): f=g%

7 Es existiert ein (holomorpher) Homémorphismus D = U;

8 U ist einfach zusammenhédngend;

9 n(c,z) =0 fiir alle c € C(SY,U), 2 € C\ U.

Beweis. ((1)=(2)) Dies ist die Folgerung aus Runge’s Theorem in (7.21).
((2)=(3)) Seien f, Polynome mit f, — f. Esist ¢ ~ 0 in C und somit |, f, = 0.
Also auch [ f=0.
((3)=(4)) Man setzt ¢(z) := [, f, wobei ¢, eine Kurve sei die z mit einem fix
gewdhlten Punkt zp in U verbindet. Dann sieht man leicht, daf§ ¢ eine Stammfunk-
tion ist (Integrabilitatskriterium).

((4)=(5)) Es sei ¢’ := f—/ und somit f = exp o(p+-c) fiir eine geeignete Konstante
c. In der Tat ist h := exp ow holomorph mit A’ = ¢’ - h = f " und somit ist

A
(ﬁ) =T 70

also f = ¢- h fiir ein ¢ € C\ {0}, und damit f = expo(p + ¢) fiir ¢ mit ¢ = e

(5)(6)) Aus f = expop folgt f = (expo%)®

((6)=(7)) Dies ist der Kernteil des Riemann’schen Abbildungssatzes, siehe [C2,
VII.4.3, S.161]. Falls U = C so kénnen wir nur einen Diffeomorphismus, z.B. z —
1- ||$H , finden.

((7) (8)) Offensichtlich, da D einfach zusammenhéngend ist.

((8)= ( )) Da U einfach zusammenhéngend ist, ist ¢ ~ 0 und somit n(c,z) =
n(0,z) =

((9):>( )) Siehe unten. O

9.20 Ketten und Zyklen. Da wir nicht nur Kreisscheiben, sondern allgemeine
kompakte K verwenden wollen, miissen wir Jordan-Kurven durch etwas allgemei-
neres ersetzen. Dies sind sogenannte 1-KETTEN, d.h. formale linear-Kombination
¢ = ) ;kjc; von Kurven ¢; : [0,1] — U mit Koeffizienten k; € Z. Die Menge
aller 1-Ketten bildet eine Abelsche Gruppe (aller Abbildungen C([0,1],U) — Z
mit endlichen Triger) beziiglich der komponentenweisen Addition. Der Rand Oc
einer 1-Kette ist eine 0-KETTE, d.h. eine formale linear-Kombination von Punkten,
die wie folgt definiert ist dc := ., k; (¢;(1) — ¢;(0)). Eine 1-Kette c heifit ZYKEL,
falls Oc = 0 ist. Das ist insbesonders der Fall, wenn alle ¢ geschlossene Kurven
sind. Die Teilmenge der Zyklen ist eine Untergruppe der 1-Ketten. Man dehnt das
Kurven-Integral von 1-Formen w auf Zyklen ¢ durch Linearitdt aus, d.h.

Jom3n |-

und definiert die Windungszahl

z) = Z k;n(cj,z)

J
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fiir alle z ¢ Bild(c) := UJ; ¢[0, 1].

Ein 1-Zykel ¢ heifit 0-HOMOLOG in U, falls n(c,z) = 0 fiir alle z ¢ U. Zwei
Zyklen ¢; und ¢y heilen HOMOLOG in U, falls n(c1, 2) = n(cs, 2) fiir alle z ¢ U. Die
0-homologen Zyklen bilden eine Untergruppe der Zyklen. Die Quotientengruppe
H,(U,Z) heift 1-te HOMOLOGIE-GRUPPE von U mit Koeffizienten in Z.

Man beachte, dafl zwei geschlossene Kurven die in U homotop sind, wegen der
Homotopieinvarianz der Windungszahl auch homolog sind. Die Umkehrung gilt
nicht, da Homotopie nicht kommutativ ist. Wir wollen nun den Cauchy’schen
Integralsatz (9.9) und die Cauchy’sche Integralformel (9.11) darauf verallgemeinern.

9.21 Verallgemeinerter Cauchy’scher Integralsatz und Integralformel. Es
sei f: C DU — F holomorph. Fiir beliebige in U homologe Zyklen ¢y und cy gilt

/Cl f(z)cl,z:/C2 f(z)dz

Ist ¢ ein 0-homologer Zykel in U, so gilt

1 [ fw)
i ) w= 2 dw fiir alle z € U \ Bild(c).

f(z)nle,z) =
Beweis. Zuerst zum zweiten Teil. Dazu betrachten wir die Abbildung ¢ : (z,w) —
% fiir 2 2w und ¢ : (2,2) — f'(2). Esist ¢ : U x U — F stetig (und in der
Tat sogar holomorph, nach Hartogs’ Theorem und dem Satz (9.14) iiber hebbare
Singularitéiten). Fiir z € U sei

1

_ f(w) (2) 1
_2m/ fzdw_%/cwfzdw
1

f(w) dw — f(2)n(c, 2).

2 Jow — 2

cp(z,w) dw

Es ist also zu zeigen, daf3 h = 0 ist. Man sieht leicht, dal h : U — F' durch

27T'Z IJ:(_)dwfurzeU1-—{Z¢Blld() n(e,2) =0} 2C\U.

h(z) :=

holomorph auf C fortsetzbar ist. Da fiir z — oo dieses Integral gegen 0 geht, ist h
beschriankt und somit nach dem Satz (9.15) von Liouville identisch f(o0) = 0.

Nun zum ersten Teil. Dazu geniigt offensichtlich zu zeigen, daBl [ f(z)dz = 0 ist
fiir den 0-homologen Zykel ¢ := ¢; —¢y. Fiir z € U\ Bild ¢ sei f,(w) := (w—2) f(w).
Dann gilt nach dem zweiten Teil, daf3

fz 1
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9.22 Lemma. Einfangen von Léchern. Es sei U C C offen und K C U kom-
pakt. Dann existiert ein 1-Zykel ¢ = ) ;¢ von glatten geschlossenen Kurven c;
in U\ K mit paarweise disjunkten Bildern und so da8 n(c,z) € {0,1} fiir alle
z ¢ Bild(c) gilt. Es sei das Innere und das AuBiere von ¢ definiert durch

Inn(c) := {z ¢ Bild(c) : n(c,z) =1}
AuB(c) := {z ¢ Bild(c) : n(c,z) = 0}.

Dann gilt weiters K C Inn(c) C U, oder dquivalent C\ U C Au(c) C C\ K. So
einen Zykel nennen wir JORDAN-SYSTEM.

Beweis. O.B.d.A. ist U beschrinkt: Ersetze U durch die beschrinkte Menge {z €
U:d(z,K) <1}

0.B.d.A. besitzt Co, \U nur endlich viele Zusammenhangskomponenten: Ersetze
U durch U, :={z € U : d(z,C\ U) > €}, wobei ¢ < d(K,C\ U). Dann ist K C U,
und jede Komponente von C\ U, enthélt einen offenen Ball mit Radius € (In der Tat
aus d(x,C\U) < ¢ folgt Fy € C\ U mit d(z,y) < e und somit ist {z: d(z,y) <&}
zusammenhiingend in C\ U,). Davon kann es in einer beschrinkten Menge aber nur
endlich viele geben.

Wir nehmen nun zusétzlich vorerst an, dal U zusammenhéngend ist. Es seien
oo € Ky,...,Ky die (abgeschlossenen und damit kompakten) Zusammenhangs-
komponenten von Co, \ U. Es existiert ein ¢ > 0, sodafl K sowie (K;)® := {z :
dist(z, K;) < €} noch paarweise disjunkt sind.

Es ist Coo \ Kj = U U, Ki zusammenhéingend, denn K; N 0U # () (Ander-
falls beséfle jedes z € K einen von U disjunkten Ball B(z) um z. Da K; U B(2)
zusammenhéngend ist, ist B(z) C K, also K offen, ein Widerspruch). Nach dem
Riemann’schen Abbildungssatz (9.19) ist somit C, \ K; einfach zusammenhéngend
und es existiert (falls K; kein Punkt ist) ein (orientierungserhaltender) Diffeomor-
phismus f; : D — Co \ K. Da Cx \ (K;)° C C \ K; kompakt ist, existiert
ein 0 < 0 < 1, 8.d. Cx \ (K;)° C f;(6D) und somit f;(6.S*) C (K;)° \ K;. Die
Zusammensetzung von f mit einer Parametrisierung des Kreises § S' liefert also
eine glatte Jordan-Kurve ¢; : St — f(6 8') C (K;)® \ K; fiir welche f;(6D) eine
Zusammenhangskomponente des Komplements ist, und zwar genau fiir 7 = 0 die
Innere, da oo € Ky C Cu \ (K;)° fiir i # 0. Wir wéhlen die Orientierung der
Parametrisierung so, daf fiir z € Inn(c;) gilt:

1 fir j=0
nie;2) = { —1 sonst.
D.h. wegen
KU U(Kz)s CCox\ (I(j)‘S < fj((SD) € Co \Kj
i#]
folgt

§=0: Cu \(Kp)° CInn(cy) C Co \ Ko, dquivalent Ko C AuB(cy) C (Ko)°
§#0: Cu\(K;) C AuB(cj) C Cu \ Kj, dquivalent K; C Inn(c;) C (K;)°
Sei nun ¢ := ijo ¢;. Dann sind die Bilder der ¢; enthalten in den (K;)° und

somit paarweise disjunkt und enthalten in (K;)°\ K; CU \ K.
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Falls n(c;, z) # O fiirein j > 0, soist z € Inn(c;) C (K;)° € Coo\(Ko)® € Inn(cp)
und somit ist nur noch n(cy, z) # 0, d.h. n(c, z) = n(co,2) + n(cj,2) =1—-1=0.
Also ist n(e, z) € {0,1} fiir alle z. Aus n(c,z) =1 folgt z € Inn(cy) € Co \ Ko und
z € AuB(c;) C Coo \ Kj fiir j # 0. Also ist 2z € Co \ U, K; = U. SchlieBlich folgt
aus z € K C Inn(co) N();54 AuB(c;), daB n(c, z) = 1 ist, d.-h. z € Inn(c).

Falls nun U nicht zusammenhéngend ist, so iiberdecken endlich viele der Zusam-
menhangskomponenten U? die kompakte Menge K. Jedes K® := K N U" ist dann
kompakt in U? (denn U; ist abgeschlossen in U und somit ist K; abgeschlossen in
K) und besitzt nach obigen ein Jordan-System ¢! in U*\ K* mit K* C Inn(c') C U".
Dann ist ), ¢' ein Jordan-System von K C U mit K C Inn(c?) C U, denn fiir  im
Komplement ist n(ct, z) € {0,1} und n(ct,z) = 0 falls z € U7 mit j #i. O

Beweis von 9=1 in (9.19). Angenommen C \ U ist nicht zusammenhéngend,
d.h. es existieren abgeschlossene nicht leere Mengen A und B mit AN B = @ und
AUB = Cx \U. OB.dA. © € B. Also ist A C C kompakt und enthalten in
der offenen Menge U U A = Co, \ B. Nach (9.22) existiert ein Jordan-System ¢
in (UUA)\ A = U mit A C Inn(c), ein Widerspruch zu n(c,z) = 0 fiir alle
z€ ACC\Unach (9). O

Um diese Sétze fiir Vektor-wertige Funktionen zu erhalten, kann man erfolgreich
folgendes Lemma verwenden.

9.23 Lemma. Es sei F' ein Folgen-vollstindiger SNR. Dann ist f : C D U — F
genau dann holomorph, wenn o f : C O U — F — C holomorph ist fiir alle { € F*.

Beweis. (=) Ist offensichtlich, da ¢ € F* als lineare stetige Abbildung mit Limiten
und Differenzenquotienten-Bildung vertauscht.
(<) Es gilt:

’ <f(2) —f(0) _ f(w) —f(0)> _ (o f)(z) = (£o £)(0) _ (o f)(w) = (£o f)(0)

z w z w

1
:/O (Lo f)(tz)— (Lo f) (tw)dt
:(Z_w)/o /O t(Co f)!(tw + ts(z — w)) ds dt.

Da o f holomorph ist, ist o f 2-mal stetig differenzierbar und somit der Integrand
fiir t,s € [0,1] und z,w nahe 0 gleichmifBig beschrinkt. Also ist auch das Integral
lokal in z und w nahe 0 beschrénkt, und somit ist

1 (f(z) —f0) _ f(w) f(0)>

w—z z w

skalarbeschrénkt und nach (5.5) sogar beschréankt. Damit konvergiert aber das Netz
1&O-1O) SO, fir w, 2 — 0, d.h. w s L=LO)
und konvergiert folglich. D.h. f ist holomorph. O

ist ein Cauchy-Netz

Mittels diesem Lemmas lassen sich nun alle oben angefiihrten Resultate aus der
komplexen Analysis auf den Vektorwertigen Fall iibertragen.
Fiir den Satz (9.15) von Liouville geht das z.B. wie folgt: Es sei f : C — F holo-
morph und beschrénkt. Dann ist /o f : C — C holomorph und beschrénkt, also
— Version 2004.3.29 —



[24] 9 SPEKTRAL- UND DARSTELLUNGSTHEORIE VON BANACH-ALGEBREN

nach dem klassischen Satz konstant, fiir alle £ € F™*. Da diese £ Punkte-trennend
sind, ist f selbst konstant.
Fiir den Cauchy’sche Integralsatz (9.9) und die Integralformel (9.11), bzw. (9.21),

z.B. beachte man:
f(/f) Z/Eofundéof':(fof)/.

9.24 Lemma. Fiir a € A gilt:

1 Ist X € p(a), so ist dist(\,o(a)) > ||(A —a) 7Y~ L.
2 Fiir A\, u € p(a) gilt die Resolventengleichung:

ra(A) —Tq
P T () ) = ) ).
—n
Beweis. (1) Es sei A € p(a) und |u| < [|[(A —a)7!|~. Dann ist A + p € p(a) und
somit gilt dist(\, o(a)) > m, denn A + g — a ist nach (3.7) invertierbar da
A+ p—a)=(A=a)ll=lp <[(A—a)~H™"

(2) Mit x :==X—aund y := p — a gilt

>
|
S
=
L
=
|
>
Nt
=
|
&
|
-
I
=
|
>
Nai?
>
|
S
~
-
=
|
&
|
_

9.25 Satz. Es sei a € A. Dann ist das Spektrum o(a) von a kompakt und nicht-
leer. Die Resolventen-Funktion ist holomorph von der offenen Teilmenge p(a) der
Riemannschen Zahlenkugel C., nach A.

Beweis. Fiir |A| > |la|| gilt: A1 —a = A(1 — %a) und ||1 — (1 — %a)” = ||§a|| =
% < 1, also ist 1 — fa invertierbar, und damit auch A1 —a = A(1 — 1a), d.h.
X € p(a). Also ist o(a) C {X:|A] < |la]|} und folglich beschrénkt.

Esist p(a)NC:={A € C: A1—a € Inv(A4)}. Da die affine Abbildung A — A1—a
stetig ist, ist ihr inverses Bild der offenen Menge Inv(A) ebenfalls offen. Also ist
p(a) N C offen in C.

Folglich ist o(a) = C\ (p(a) N C) abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt.

Also ist o(a) auch in C, kompakt, und damit p(a) = Cy \ o(a) offen in Cy.

Die Abbildung A — (A1—a) — (A1—a)~! ist als Zusammensetzung einer affinen
mit einer komplex-differenzierbaren Abbildung, selbst eine komplex differenzierbare
Abbildung r, : p(a) N C — inv(A) C A und fiir die Ableitung gilt wegen der
Kettenregel:

A =inv'(Al —a) - 1=—-A—a) '1(A—a)' =—-\—a)"2

Will man nicht die komplexe Differenzierbarkeit der Inversion verwenden, so 1a8t
sich dies mittels Resolventengleichung (9.24.2) auch direkt leicht nachrechnen.
Fiir die Holomorphie bei oo miissen wir die Abbildung z +— % — ra(%) nahe 0
studieren. Fiir z # 0 ist diese holomorph da p(a) eine Umgebung von oo ist und
wegen lim,_, o 74(2) = 0 ist r, vermdge r4(00) := 0 holomorph bei 0 nach (9.14).
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Direkt sieht man das auch daraus, dafl diese Abbildung sich fiir ||za| < 1, d.h. fiir
|z| < m, wie folgt in eine konvergente Potenzreihe entwickeln 1afit

SORC RO R

Es bleibt nur noch zu zeigen, dafl das Spektrum nicht-leer ist.
Andernfalls wére 7, : Coo — A eine auf ganz Co, holomorphe (also beschrinkte)
Funktion und somit nach dem Satz (9.15) von Liouville konstant. Wegen r,(00) = 0
wére also r, = 0 ¢ Inv(A), ein Widerspruch. O

9.26 Lemma und Definition. Unter dem SPEKTRAL-RADIUS r(a) von a € A
versteht man
r(a) := max{|z| : z € o(a)}.

Fiir ihn gilt:

r(a) = lim ||a”H1/”.

Beweis. Da 7, : p(a) — A nach (9.25) holomorph ist, ist z — rq(2) fiir 1 € p(a)
holomorph, also konvergiert die Taylorreihe Y ;- 2**1a* dieser Funktion im In-
neren der grofiten Scheibe welche in {z : 1 € p(a)} enthalten ist. Diese hat nach
Definition gerade den Radius inf{|z| : 1 ¢ p(a)} = m = @ Da
fiir |z| > m—lnuan” diese Potenzreihe divergent ist (Mehr noch, ihr Kon-

1 1

< ——=—dh
r(a) — lim,, .. n/“anH’

vergenzradius ist gerade lim,, ., {/|la™||) ist somit

r(a) > lim, o {/[la™] (und es gilt sogar Gleichheit).

Bleibt zu zeigen, daf§ dieser Limes-superior sogar ein Limes ist. Mittels der Un-

gleichung [|a™™™| < ||a"|| ||a™|| kann man das direkt zeigen, siehe [H2, 169]. Ein
anderer Beweis geht wie folgt:
Fiir z € 0(a) ist 2—a ¢ Inv(A). Da 2" —a" = (z—a) (2" 1 +2"2a+ - +2a" 2+
a™~1) und die beiden Faktoren kommutieren miteinander ist auch 2" —a™ ¢ Inv(A)
nach (9.1a.3), also |z|" < ||a™|| nach (9.1a.1) und damit |z| < [la”|'/™. Somit ist
r(a) < infy la” /" < Fng a7 < r(a). O

Funktionenkalkiil

Bemerkung. In der endlich-dimensionalen Spektral-Theorie spielt fiir Operatoren
T die Algebra {p(T) : p ist ein Polynom} eine groBe Rolle. Man denke nur an den
Satz von Cayley-Hamilton und an die Rolle die das minimal-Polynom spielt. Im
unendlich-Dimensionalen werden wohl Polynome nicht mehr ausreichen. Die nahe-
liegendste Verallgemeinerung sind konvergente Potenzreihen. Wir haben in (3.6)
gezeigt, daf§ die Konvergenz fiir alle |2| < R einer Potenzreihe f(z) := > po frz"
mit Koeffizienten f, € C auch die Konvergenz der Reihe f(a) :== Y .2, fra® in
A fiir alle a € A mit |ja]| < R impliziert. Dies funktioniert also, wenn der Kon-
vergenzradius grofer als ||a| ist. Die Reihe f(a) := Y7o, fx a® konvergiert aber
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nach Wurzelkriterium auch dann (absolut), wenn ihr Konvergenzradius grofier als
lim,, oo [|a™]|/™ = r(a) ist. Unter diesen Vorausssetzungen ist z — f(z) eine holo-
morphe Funktion auf einer offenen Kreisscheibe die o(a) enthélt. Wir wollen nun
versuchen f(a) auch fiir Funktionen f zu definieren, die holormorph auf einer Um-
gebung von o(a) sind. Dabei kénnen wir nicht mehr die Potenzreihenentwicklung
verwenden, denn diese braucht nur im Inneren der gréfiten ganz im Definitionsbe-
reich von f liegenden Kreisscheibe konvergieren. Um eine Definition von f(a) auch
in diesen Fall zu erhalten, geben wir zuert eine andere Beschreibung von f(a) fiir
Potenzreihen f mit Konvergenzradius R > ||a||. Nach der Cauchy’schen Integral-
Formel (9.21) fiir f : z +— 2F gilt

1 f(w)
)_%/Cw—zdw’

wobei ¢ einen Kreis mit Radius r < R parametrisiert. Analog kénnen wir nun

versuchen f(a) als
Ld
2m / flw v

zu definieren, wobei wir voraussetzen miissen, dafl die Kurve ¢ ganz in p(a) verlauft,
damit (w — a)~! einen Sinn macht fiir w € Bild c.

Wegen der Cauchy schen Integralformel (9.21) ist 27” fc L dw = Z¥_ folglich

w—z

sollte analog ﬁ fc wk(w — a) 7! dw = a* sein. Dies ist in der Tat der Fall, denn
1 k -1 1 k-1 L 1 v L
— — dw = — 1—— dw = — —a’d
omi ), (w—a) YT o Cw ( wa) YT omi Cw j;o wi &
1 o0
= — (/wk_l dw) a’
2mi — e w
= 2LZ(/wk (J+1)dw) @l = aF
T Mo
2mid]
Also ist
)= 5 [ - aw= b (3 pk - )
2 omi J. & b

o0 1 o0
=ka—./wk<w—a>*1dw=2fkak
= 27 . =

Diese Definition von f(a) als Kurven-Integral macht nun auch Sinn, wenn ¢ nicht
notwendig ein Kreis ist, sondern irgendeine 1-Kette ¢ in p(a) NU und f € H(U)
ist. Wir definieren also wie folgt:

9.27 Definition. Fiira € A sei f : U — C holomorph auf einer offenen Umgebung
U von K :=0o(a) in C und c ein Jordan-Zykel wie in (9.22). Dann sei

=5 /f Ldw.
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Lemma. Diese Definition hingt nicht von der Wahl der 1-Kette ab.

Beweis. Es seien ¢ = >0 ¢; und d = Y7, d; zweite Jordan-Zykel wie im
Lemma (9.22). Mit ¢, ; fiir j € {1,...,m} bezelchnen wir die negativ durchlaufene
Kurve d;. Fiir z ¢ U \ o(a) ist entweder z ¢ U oder z € o(a). Im ersten Fall ist
Z;L;m n(cj, z) = n(e, z) —n(d,z) = 0 — 0 =0 und im zweiten ist Z; (e, z) =
n(e,z)—n(d,z) =1-1=0. Alsoist I := Z"fl ¢; ein Zykel geschlossener Kurven
in U\ o(a) und fiir alle z ¢ U \ o(a) ist n(I',2) = 0 und da w — f(w) (w — a)~*
holomorph ist auf U \ o(a), folgt aus dem Cauchy’schen Integralsatz (9.21), dafl

0=/Ff(w)(w—a)‘1dw=/cf(w)( ) dw - /f ldw. O

9.28 Keime. Da wir gerade gesehen haben, dafl f(a) nicht von der Auswahl des
Jordan-Zykels ¢ in U\ o(a) abhéngt, ist f1(a) = fa(a) falls f; und fy auf irgendeiner
Umgebung U von K := o(a) iibereinstimmen. Wir bendtigen also folgende

Definition. Es sei K C C kompakt. Unter einem HOLOMORPHEN KEIM auf K
verstehen wir eine Aquivalenz-Klasse von holomorphen Funktionen f, welche auf
offenen Umgebungen U C C von K definiert sind. Dabei ist die Aquivalenz-Relation
wie folgt gegeben: f1 : Uy — C und fy : Uy — C heilen dquivalent, wenn eine
offenen Umgebung U C Uy N Uy von K existiert mit f1|y = fo|ly. Mit H(K) :=
H(K,C) bezeichnen wir die Menge aller holomorphen Keime auf K. Dies ist eine
C-Algebra, wenn wir die Operationen reprisentantenweise definieren.

Die Abbildungen H(U,C) — H(K), f + [f], sind injektiv, falls jede Zusammen-
hangskomponente von U mindestens einen Punkt aus K enthélt, denn dann folgt
aus dem Eindeutigkeitssatz (siehe (9.12)), daff zwei holomorphe Funktionen auf U
die auf einer Umgebung von K iibereinstimmen schon identisch sind. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, daf} alle auftretenden Umgebungen U diese Eigenschaft haben,
und somit dafl H(U,C) ein Teilraum ist von H(K,C). Nach Definition ist H(K)
die Vereinigung dieser Teilrdume, und wir konnen folglich H(K) mit der finalen
Struktur versehen.

9.29 Theorem (holomorpher Funktionenkalkiil). Fiir a € A definiert [f] —
f(a) den eindeutig bestimmten stetigen Algebra-Homomorphismus H(o(a)) — A,
der id auf a abbildet, also die Polynom-Auswertung frz® — Dok fra® erweitert,

Beweis. Zuerst die Existenz Aubbage
Nach obigem Lemma ist f(a) := 3 [ f(w a)~! dw wohldefiniert und héngt
nicht von der Wahl von ¢ und dem Reprasentanten des Keims f ab.

Klarerweise ist f — f(a) linear.

Wir zeigen, dafl dies auch ein Algebra-Homomorphismus ist. Seien dazu f und
g zwei auf einem offenen U D o(a) definierte holomorphe Funktionen. Es sei A ein
— Version 2004.3.29 —
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passender Jordan-Zykel in U und T ein solcher in Inn(A). Dann gilt:

f(@)ga) =~ (/f dw) (/Ag(z) (z—a)_ldz>
4772//f —a) Y z—a)Vdzdw
—m//f(w)g(z) w_“);l__u(f—“)fl dz dw
/f </ ) dz> (w —a) ™t dw+

+47T2/Ag(z) < Fz‘“_idw) (2 —a)"tde.

Fiir alle z € Bild(A) € AuB(T") gilt nach dem Cauchy’schen Satz (9.21), daf
fF w) dw = 0. Fiir alle w € Bild(T') € Inn(A) gilt [, £ Z) dz = 2mi g(w), also ist

z—

@) 9ta) = 5 | ) glw) (0 =)™ dw = (fg)(@).

Nun zur Stetigkeit. Wir miissen nur zeigen, da§ f +— f(a) von H{U) — A
stetig ist, bzw. da H(U) ein Fréchet-Raum ist mit der gleichm#Bigen Konvergenz
auf jeder kompakten Teilmenge von U, dafl diese Abbildung beschréinkt ist. Sei
also F C H(U) beschriankt. Dann ist F gleichméBig beschrinkt auf dem Bild
von ¢, also existiert eine Konstante K mit || f|gja(e)llcc < K fiir alle f € F.
Weiters ist r,(Bild(c)) kompakt, also beschrinkt und folglich existiert eine Kon-
stante K mit [(w—a)7Y| < K fiir alle w € Bild(c). Insgesamt ist folglich
[f(a)|| < 5= K K1 V(c), und somit ist {f(a) : f € F} beschrénkt.

Sei schlieBlich f(2) = Y, fx 2" ein Polynom, oder eine Potenzreihe, die auf einer
Umgebung von o(a) konvergiert. Dann ist f(a) = > p- fx a*, wie wir bereits oben
gezeigt haben.

Nun zur Eindeutigkeits-Aussage:

Sei 7 solch ein Algebra-Homomorphismus. Als Algebra-Homomorphismus der id
auf a abbildet gilt 7(f) = f(a) fiir alle Polynome f € C[z]. Sei nun f = % eine
rationale Funktion mit Polen auflerhalb o(a). Also diirfen wir annehmen, daf§ ¢ ein

auf o(a) nicht verschwindendes Polynom ist, und somit % € H(o(a)) liegt. Dann

gilt aber 1 = 7(1) = 7(qy) = 7(q)7(3), also ist 7(3) = 7(¢)~" und somit gilt

T(8)=7(p) - 7(@)7" =p(a) - qla)™! = L(a) = f(a).

Sein nun f € H(o(a)) beliebig, d.h. 0.B.d.A. f € H(U,C) fiir eine offene Umge-
bung U von o(a). Sei K C U eine kompakte Menge, welche o(a) in ihrem Inneren
enthilt. Nach dem Runge’schen Approximations-Satz (7.21) existiert eine Folge
rationaler Funktionen mit Polen auflerhalb U, welche auf K gleichméflig gegen f

konvergiert. Dann konvergieren aber die Keime [f,,] gegen jenen von f, und aus der
Stetigkeits-Aussage folgt f(a) = lim f,,(a) =lim7(f,) =7(f). O

9.30 Spektral-Abbildungssatz. Fiir f € H(o(a)) gilt o(f(a)) = f(o(a)).

Beweis. (D) Es sei f € H(U) mit offenen U 2 o(a) und z € o(a). Dann ist
g:w— % eine holomorphe Funktion auf U. Angenommen f(z) ¢ o(f(a)).
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Dann wiire f(z) — f(a) = (2 — a) g(a) invertierbar und da die beiden Faktoren
miteiander kommutieren damit auch z — a, d.h. z ¢ o(a), ein Widerspruch.

(C) Umgekehrt sei z ¢ f(o(a)). Dann ist g : w — (2 — f(w))~! eine holomorphe
Funktion auf einer Umgebung von o(a) mit 1 = g(a) (z — f(a)). Also wére z — f(a)
invertierbar, d.h. z ¢ o(f(a)). O

10.16b Lemma. Sei A eine Banach-Algebra und a,b € A. Dann ist o(ab)U{0} =
o(ba)U{0}.

Beweis. Es ist zu zeigen, dal A —ab € inv(A) & A —ba € inv(A) fiir alle A # 0.
O.B.d.A. sei A =1 und 1 — ab invertierbar mit u := (1 — ab)~!. Wir behaupten,
da8 1 — ba invertierbar ist und (1 —ba)™! =1+ bua:

(I1-ba)(14+bua)=1—ba+bdbua—babua=1+b(-1+u—abu)a
=1+b((1—abju—1)a=1

(I1+bua)(l—ba)=14bua—ba—buaba=1+b(u—1—uab)a
=14+b(u(l—ab)—-1a=1. 0O

11.43 Definition. Kommutante. Wir bezeichnen die Menge der mit allen b in
einer Menge B C A kommutierenden Elemente als KOMMUTANTE Bf = {reA:
xb=">ba¥b € B} von B. In der Algebra sagt man dafiir auch ZENTRALISATOR von
B in A.

Es ist B — B* eine antitone Abbildung auf der Potenzmenge von A und es gilt
By C BY & By C BY, denn beide Seiten bedeuten, dafl Vb, bob; € By, by € By :
b1ba = by by.

Somit ist B C (B*)k =: B¥* wegen B* C B*.

AuBlerdem gilt immer B*¥ = B¥** denn aus B C B** folgt B* D (B**)* und
andererseits gilt BX C (BF)**.

Beachte, da8 B eine abgeschlossene (bzgl. jeder Topologie fiir die die Multipli-
kation getrennt stetig ist) Teilalgebra von A fiir jede Teilmenge B C A ist, denn
T12ob=x1bxe = bxy 29.

Weiters ist B¥ = BF, falls B; den Abschlufl der von B erzeugten Teilalgebra in
einer Topologie bzgl. welcher die Multiplikation getrennt stetig ist bezeichnet.

SchlieBlich ist klarerweise B genau dann kommutativ, wenn B C B gilt. Somit
ist fiir kommutative B auch BF* kommutativ, denn B C BF = Bkt C BF =
Bkk C Bkkk — (BRkk,

9.31 Folgerung. Fiir f € H(o(a)) kommutiert f(a) mit allen b € A, die mit a
kommutieren, d.h. f(a) € ({a}*)¥, bzw. auch {f(a) : f € H(o(a))}* = {a}*.

Beweis. Die von {a} erzeugte Algebra liegt wegen dem Approximationssatz (7.18)
von Runge dicht in H(o(a)), also ist {a}¥ = {f(a) : f € H(o(a))}* und somit
f(a) € {a}** fiir alle f € H(o(a)). O

Im endlich-dimensionalen verwendet man die Zerlegung des characteristischen
Polynoms in Primfaktoren um eine direkte Summenzerlegung (diagonale Blockdar-
stellung) des Operators zu erhalten. Dies kénnen wir nun auf Banach-Algebren
iibertragen. Da wir da allerdings keinen Raum zur Verfiigung haben, auf denen die
Elemente operieren, und wir die Summanden also nicht auf invariante Teilrdume
einschrinken konnen enthélt das Sprektrum der Summanden die 0.
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9.32 Folgerung. Es seia € A und o(a) = K7 U K» eine Zerlegung in abgeschlos-
sene, disjunkte nicht-leere Mengen. Dann gibt es ein idempotentes e € {a}** (d.h.
e? = e) und fiir a; := ae und as := a (1 —e) gilt a = a; + as, a; az = 0 = az a; und
o(a;) = K; U{0} fir j € {1,2}.

Beweis. Die Beweisidee besteht darin dies zuerst fiir das Urbild id € H (o (a)) unter
den Algebra-Homomorpismus H (o (a)) — {a}** C A aus (9.29) zu zeigen und dann
diesen anzuwenden. Fiir j € 1,2 seien U; zwei disjunkte offene Umgebungen von K.
Dann ist die charakteristische Funktion xy, € H(U3UUs). Also ist e := xy, (a) € A
wohldefiniert. Nach obiger Folgerung (9.31) kommutiert e mit allen b, welche mit

a kommutieren, insbesonders mit a selbst. Wegen X?]l = Xv, ist e idempotent.
Weiters ist 1 —e = (1 — xp,)(a) = xu,(a). Esist 1l = e+ (1 —e) und e(1 —e) =
e —e?> =e—e =0 also gelten alle behaupteten Gleichungen fiir a; := ae = ea
und az = a(l —e) = (1 — e)a. Aus dem Spektral-Abbildungssatz (9.30) folgt

o(a5) = o((id xu,)(a)) = (id-xe, (1 U K) = id(K;) U {0} = K; U{0}. O

Abhingigkeit des Spektrums von der Algebra

Es sei A eine Banach-Algebra und B eine Teil-Banachalgebra mit ¢ € B. Dann
ist offensichtlich pp(a) C pa(a) und somit o4(a) C op(a). Wir wollen nun untersu-
chen inwieweit die beiden Spektren verschieden sein kénnen. Dazu vorerst ein eher
typisches Beispiel.

9.33 Beispiel. Abhéngigkeit des Spektrums von der Algebra. Es sei A := C'(9D, C)
und B die Teil-Banach-Algebra die von der Identitit a : z — z erzeugt wird. Dann
ist 04(a) = OD und op(a) = D:

Fiir a = id € A gilt 04(a) = a(0D) = ID. Da ||al| = 1 ist op(a) C D. Angenom-
men es gibe ein A € D\ op(a), d.h. Ib € B mit (A —a)b=1also (A —2)b(z) =1
fiir alle z € 0D. Wegen b € B existiert eine Folge von Polynomen b,,, welche auf
0D gleichméBig gegen b konvergiert. Nach dem Maximum-Modulus Prinzip (9.16)
bilden die b,, eine Cauchyfolge in C(D) kovergieren also gegen ein beC (D), welches
holomorph auf I ist und mit b auf 0D iibereinstimmt. Auf die gleiche Weise erhal-
ten wir, daB (A —z) b, (2) —1 — 0 gleichméBig fiir z € D, also gilt (A—2)b(z) = 1 fiir
alle z € D. Fiir 2 := A erhalten wir folglich den Widerspruch 0 = (A — \) b(z) = 1.
Also gilt o5(a) = D.

9.34 Definition. Es sei K C C kompakt. Dann ist die polynomial konvexe Hiille
K von K definiert durch:

K :={z€C:|p(2)| <|IplklleVp € C[z]},

also die Menge aller Punkte auf denen kein Polynom vom Betrag grofiere Werte
annimt als auf K. Die Menge K heifit polynomial konvex falls K = K.

Das Komplement S2 \ K hat als offene Teilmenge von S? nur abziihlbar viele
Komponenten: Einerseits die in C unbeschréinkte Komponente, also jene welche oo

enthélt, und die in C beschriankten Komponenten, die sogenannten LOCHER von
K.

Lemma. Es sei K C C kompakt. Dann ist das Komplement C \ K von K die
unbeschrinkte Komponente des Komplements C\ K von K. Also entsteht K durch
— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —



ABHaNGIGKEIT DES SPEKTRUMS VON DER ALGEBRA [31]

Ausfiillen aller Locher von K. Und K ist genau dann polynomial konvex, wenn das
Komplement von K zusammenhédngend ist.

Beweis. Es sei S2\ K = Uy U Ll Ur die Zerlegung in die Zusammenhangs-
Komponenten. Dabei sei U, die unbeschriinkte Komponente. Es sei L := S?\U,, =
KU I_lk Ug.

Wir behaupten L C K:
Wegen L = K U| |, Uy und K C K geniigt zu zeigen Uy C K fiir k # 00. Sei dazu
vorerst x € Uy, = Uy, \ Uy C C\ Uy. Und da auch z ¢ U; fiir j # k ist (da U; offen
und disjunkt zu Uy, ist), gilt € K. Nach dem Maximum-Modulus Prinzip (9.16)
ist Uy, C K.

Angenommen L C K:
Seiz € K \L. Dann ist w — ﬁ eine holomorphe Funktion auf einer Umgebung von
L. Nach dem Runge’schen Approximations-Satz existiert eine Folge von Polynomen
P, Mit sup,,cp [pn(w) — ,wl_z\ — 0, da Cx \ L = Uy, zusammenhiingend ist. Es sei
Gn T W (iu—z)pn(w). Dann gilt ||(gn—1)|L||cc — 0. Wegen |g,(2)—1| = |O—1l: 1
folgt z ¢ K, denn andernfalls wire 1 = |¢,(2) — 1| < sup{|gn(w) — 1| : w € K} =
supq{|gn(w) — 1] : w € K} < sup{|gn(w) — 1] : w € L} — 0, ein Widerspruch. O

9.35 Theorem. Es sei A eine Banach-Algebra, B eine Teil-Banach-Algebra, und
a € B. Dann entsteht o g(a) durch vollstédndiges Ausfiillen einiger Lécher von o 4(a).
Insbesonders gilt:

1 op(a) D oala);

2 dop(a) C doa(a);

3 op(a) =o04(a). -

4 Falls B als Banach-Algebra von a erzeugt wird, so ist og(a) = oa(a).

Beweis. (1) ist offensichtlich, da ein Inverses zu z — a in B auch ein solches in A
ist.

(2) Sei 2z € dop(a). Angenommen z ¢ o 4(a). Dann existiert (z —a)~! € A. Da
z € dop(a) existiert eine Folge 2, ¢ op(a) mit 2, — 2. Also existiert (z,—a)~! € B
und wegen der Stetigkeit der Inversion in A gilt (2, —a)~! — (2 —a)~!. Da aber B
abgeschlossen ist, folgt (2 —a)~! € B, d.h. z ¢ o5(a) D dop(a), ein Widerspruch.
Damit mufl aber z € do 4(a) liegen, denn das Innere von o4(a) C op(a) mufl im
Inneren von op(a) und somit von C\ dop(a) liegen.

(3) Wegen op(a) 2 oa(a) gilt op(a) D oa(a). Sei nun angenommen, dafi C \

—

@ C C\o4(a). Dann trifft nach (9.34) die unbeschrénkte Komponente C\m
von C\ o4(a) die Menge @ und somit den Rand dop(a) C doa(a) C o4(a),
ein Widerspruch.

(4) Es gilt immer 04 C o C 05 = 4. Angenommen es gibe ein z € 74 \ 0p.
Dann existiert (2 —a)~! € B C A. Da B der Abschlufl der Polynome in a ist,
existiert eine Folge von Polynomen p,, mit p,(a) — (z —a)~!. Es sei ¢, : w
(2 — w) pp(w). Dann gilt ¢, (a) = (z — a) pn(a) — (2 —a) (z —a)~! = 1. Nach dem
Spektral-Abbildungssatz (9.30) gilt: 04((¢gn — 1)(a)) = (gn — 1)(04(a)), und somit

llgn(a) = 1]| = sup{|w| : w € ga(gn(a) — 1) = gn(oa(a)) — 1}
= sup{|gn(w) — 1| : w € oa(a)}
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da z € m , und somit ein Widerspruch zu g, (a) — 1.

Bleibt noch z.z. dal og(a) durch vollstindiges Ausfiillen gewisser Locher von
oa(a) entsteht.
Sei dazu U ein Loch von o4(a). Dann ist U = Uy U Us, wobei Uy := U Nopg =
UnN(op\ dop), denn dop C doq C o4 C C\ U, und Uy := U N pp. Somit ist
Uy und U, offen. Da U als Loch zusammenhéingend ist, ist eine der beiden Mengen
leer, also gehort das ganze Loch U zu 04 und zu C\ 04. O

Kommutative Banach-Algebren

Wir wollen nun eine Dualitétstheorie fiir Banach-Algebren A entwickeln. Anstatt
der linearen Funktionale sollten wir nun wohl Banach-Algebra-Homomorphismen
verwenden. Sei X := Alg(A,C) der Raum aller Algebra-Homomorphismen von
A nach C. Dieser ist kein Vektorraum mehr, denn die Summe zweier Algebra-
Homomorphismen ist zumeist nicht multiplikativ. Die {ibliche natiirliche Abbildung
in den bidual-Raum, ¢ : a — ev,, liefert also fiir jedes a € A eine C-wertige
Funktion auf X = Alg(A,C). Um die Frage nach der Stetigkeit von ¢ stellen zu
konnen, sollten die Werte wieder in einer Banach-Algebra liegen. Hier dréingt sich
die Algebra C'(X,C) der stetigen Funktionen auf. Dazu miissen wir X = Alg(A4, C)
mit einer kompakten Topologie versehen.

Wir sollten also damit beginnen, Algebra-Homomorphismen zu studieren. Da
Stetigkeit linearer Funktionale nach (4.6) durch Abgeschlossenheit des Kerns be-
schrieben werden kann, sollten wir insbesonders die Kerne von Algebra-Homomor-
phismen studieren.

9.36 Definition (Ideale). Eine Teilmenge I C A einer (Banach-)Algebra A heifit
Ideal, falls I ein linearer Teilraum ist und mit ¢ € [ und a € A auch ia € I und
ai € 1.

Ein Ideal heifit ECHT, falls I # A, oder dquivalent falls 1 ¢ I, oder weiters
dquivalent inv(A) N I = §: Die Richtungen (<) sind offensichtlich. Umgekehrt sei
i € I invertierbar und a € A beliebig. Dannist a =i~ 'ia € I.

Der Kern jedes Algebra-Homomorphismus ist klarerweise ein (wegen f(1) =
1) echtes Ideal, und umgekehrt definiert jedes Ideal I C A einer Algebra A eine
Algebra A/I und einen Algebra-Homomorphismus 7 : A — A/I mit Kern I: Damit
die Projektion m : A — A/I ein Algebra-Homomorphismus wird, mufl man die
Multiplikation durch (a 4+ I) - (b+ I) := a-b+ I definieren. Da I ein Ideal ist,
macht diese Definition Sinn, denn (a +¢)-(b+j) =a-b+a-j+i-b+i-j €
a-b+A-I+1-A+I1-ICa-b+1firi,jel.

Ein Ideal I in A heifit maximal, falls es maximal unter allen echten Idealen
beziiglich der Inklusion ist.

Lemma. Die maximalen Ideale einer kommutativen Algebra sind genau die Kerne
von surjektiven Algebra-Homomorphismen mit Werten in Divisions-Algebren (d.h.
wo jedes Element ungleich 0 invertierbar ist).

Beweis. Sei f: A — B ein surjektiver Algebra-Homomorphismus (zwischen nicht
notwendig kommutativen Algebren) und jedes 0 # b € B sei invertierbar. Dann ist
Ker f ein maximales Ideal, denn wenn I O Ker f ein Ideal ist, dann ist leicht zu

sehen, dafl f(I) # {0} ein Ideal in B ist, also ein invertierbares Element b = f(i)
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mit i € I enthélt. Es sei f(a) = b~!. Dann ist f(1—ai) =0,d.h. 1 € Ker f+ai C I,
also ist I = A.

Sei umgekehrt I C A ein maximales Ideal. Und sei 7 : A — A/I die kanonische
Quotienten-Abbildung. Weiters sei 0 # b € A/I. Dann existiert ein @ € A\ I mit
m(a) = b. Es sei I, das von I und a erzeugte Ideal. Wegen der Kommutativitit ist
I, = I+ Aa. Aus der Maximalitdt von I folgt 1 € I,, d.h. esgibt i € T und o’ € A
mit 1 =i+ a’a, also gilt 1 =0+ 7w(a’)bin A/I. Folglich ist b invertierbar. O

9.37 Satz von Gelfand-Mazur. Es sei A eine Banach-Algebra mit inv(A) =
A\ {0} (also eine Divisions-Algebra). Dann ist A ={\1: e C} 2 C.

Beweis. Essei a € A. Dann ist o(a) # 0. Sei also z € o(a). Dann hat z1 — a kein
Inverses, alsoist z1 —a=0,d.h.a e C1. O

9.38 Proposition. Automatische Stetigkeit. Es sei A eine Banach-Algebra
und f: A — C ein Algebra-Homomorphismus. Dann ist f stetig und || f]| = 1.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dafl | f(a)| < ||a||. Angenommen nicht: Dann existiert
b:= (1-— f(la)a)’1 mit 1 = b(1 — ﬁa) =b- ﬁba und somit 1 = f(1) =
f(b) — ﬁf(b)f(a) = 0, ein Widerspruch. Gleichheit gilt, da f(1) =11ist. O

9.39 Lemma. Es sei A eine Abelsche Banach-Algebra. Dann existiert eine Bijek-
tion

Alg(A,C) = {I < A: I ist maximal}
[ Ker(f)

Dabeli ist das einem maximalen Ideal zugeordnete f : A — C durch f(a)-1=m(a)
mit der kanonischen Projektion m: A — A/I festgelegt.

Beweis. (—) ist wohldefiniert nach dem Lemma in (9.36).

(=) Sei nun I ein maximales Ideal. Dann ist Inv(4) NI = @ und, da inv(A)
offen ist, ist auch Inv(A) N I = ). Da I klarerweise wieder ein Ideal ist, folgt aus
der Maximalitét, da I = I, d.h. daB I abgeschlossen ist.

Wir behaupten nun daf} fiir jedes abgeschlossene echte Ideal I <1 A der Banach-
Raum A/I eine Banach-Algebra ist.

Nach (9.36) definiert (a + 1) - (b+I) := a-b+ I eine Multiplikation die A/I zu
einer Algebra macht und 7 : A — A/I zu einen Algebra-Homomorphismus. Die
Quotienten-Norm ist submultiplikativ, denn

[(a+1)-(b+ 1) =lla-b+1]

=inf{|la-b+1i| :i € I}
<inf{lla-b+k|:k=a-j+i-b+i-jmitijel}
=inf{||(a+1)- (b+7)| :4,j € I}
< inf{{la 4l - [[b+jl : 4,5 € I}
=inf{|la+i| ;i€ I}-inf{|[b+j]|:jecl}
= lla+I]-[lb+1]

Esist |1+ 1| = inf{||1 44| :¢ € I} < |1 +0| = 1. Angenommen ||1 + I]| < 1.

Dann wiire |1+ I|| = ||(1 + 1)?|| < |1 + I||* < ||1 + I|| ein Widerspruch.
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Da I maximal und A Abel’sch ist, ist A/ eine Divisionsalgebra nach (9.36), und
somit A/I = C-1= C nach (9.37).

Offensichtlich sind die beiden Abbildungen invers zueinander, denn einerseits ist
Ker(m) = I und andererseits sind zwei Algebra-Homomorphismen f; und fo von
A — B die gleichen Kern besitzen ident, denn f2(a) = fa(a—fi(a) 1)+ f2(f1(a) 1) =
fila) f2(1) = fi(a), da a — fi(a)1 € Ker(f1) = Ker(f2). O

9.40 Lemma. Abelisierung von Banach-Algebren. Es sei A eine Banach-
Algebra. Mit A’ bezeichnen wir das von {ab —ba : a,b € A} erzeugte abgeschlos-
sene Ideal von A. Dann ist Aape := AJA’ eine kommutative Banach-Algebra
und die natiirliche Projektion A — A ape; ein Banach-Algebra-Homomorphismus
mit folgender universeller Eigenschaft: Zu jedem Banach-Algebra-Homomorphismus
f: A — B mit Werten in einer kommutativen Banach-Algebra B existiert genau ein
Banach-Algebra-Homomorphismus fape; : Aapet — B welcher folgendes Diagramm
kommutativ macht:

s
A - Adper
e

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dal A/A’ eine Banach-Algebra ist, da A" ein
abgeschlossenes Ideal ist. Offensichtlich ist A/A’ kommutativ, denn (a+A") (b+A")—
(b+A") (a+A") = (ab—ba)+ A" C A’. Sei also B eine kommutative Banach-Algebra
und f : A — B ein Banach-Algebra-Homomorphismus. Dann ist f(ab — ba) =
f(a) f(b) — f(b) f(a) =0 und, da f stetig ist, auch A’ C Ker f. Also faktorisiert f
zu einer eindeutigen stetigen linearen Abbildung fape; := f : AJA' — B. Es ist f
ein Algebra-Homomorphismus, denn f((a + A’) (b+ A")) = f(ab+ A’) = f(ab) =
fla) f(b) = fla+ A") f(b+A'). O
9.41. Wir wollen nun feststellen, inwieweit man aus allen Algebra-Homomorphis-
men A — C die Algebra A zuriickgewinnen kann. Da alle diese Homomorphis-
men iiber die Abelisierung faktorisieren, kénnen wir hochstens Abelsche Banach-
Algebren aus ihren C-wertigen Homomorphismen zuriickgewinnen. Sehen wir uns
also vorerst unser Erzbeispiel A = C(X,C) einer kommutativen Banach-Algebra
an und versuchen wir die Algebra-Homomorphismen A = C'(X,C) — C moglichst
explizit zu beschreiben. Klarerweise definiert jedes x € X einen solchen Homo-
morphismus ev, : A = C(X,C) — C durch ev,(f) = f(x). Diese Zuordnung
0 : © — ev, ist injektiv, da die stetigen Funktionen f : X — C auf kompakten
Réumen X Punkte-trennend sind (Spezialfall des Lemmas von Urysohn).

Wir zeigen nun, dal die Zuordnung § surjektiv ist:
Es sei dazu ¢ : A — C ein Algebra-Homomorphismus. Wir suchen einen Punkt
x € X mit o(f) = f(x) fir alle f € A. Sei dazu I := Kere. Fiir jedes f € I
betrachten wir die abgeschlossene Nullstellen-Menge f~1(0) = {z € X : f(x) =
0}. Diese ist nicht leer, denn sonst wére f invertierbar in A, d.h. 1 € I. Diese
Familie der Nullstellen-Mengen hat die endliche Durchschnitts-Eigenschaft, denn
F710)Nng=*0) = (ff + g9)~*(0) und mit f,g € I ist auch ff + gg in diesem
Ideal. Da X kompakt ist, ist folglich der Durchschnitt (¢, f71(0) # 0. Sei also
x € f~1(0) fiir alle f € I. Fiir beliebiges f € A ist dann f — o(f)1 € I = Ker(y)
und somit 0 = (f — ¢(f) 1)(x) = f(z) — (f), d.h. ¢ = ev,.
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Wir koénnen also die Punkte von X mit den C-wertigen Algebra-Homomorphis-
men auf A := C(X,C) identifizieren. Wenn wir die Algebra A zuriickgewinnen
wollen, so miissen wir Alg(A, C) so mit einer Hausdorff-Topologie versehen, daf} die
Abbildung X — Alg(A, C) stetig ist (dann ist sie automatisch ein Homéomorphis-
mus da X kompakt ist). Es muf} also aus z; — « folgen, dal ev,, — ev,. Punktweise
bei f € A ist das erfiillt, denn f(z;) = evy, (f) — f(2).

Wir haben also folgendes gezeigt:

Proposition. Es sei X ein kompakter Hausdorfl-Raum und A := C(X,C). Wenn
wir Alg(A, C) mit der Topologie der punktweisen Konvergenz, also als Teilraum von
C4 =1, C auffassen, so ist die Abbildung § : X — Alg(A, C) = Alg(C(X,C),C)
ein HomGomorphismus. [

Fiir die Banach-Algebra A := C(X,C) erhalten wir somit einen Isomorphimus
§* 1 C(Alg(A,C),C) = C(X,C) = A. Beachte, daB8 (6*)~! : A — C(Alg(A,C),C)
gegeben ist durch § : a — ev,(: ¢ — ¢(a)), denn

(070 0)(f)(x) = 67((f))(x) = 6(f)(6(x)) = o(x)(f) = f(x)

Wir wollen dies nun soweit wie moglich auf beliebige (kommutative) Banach-
Algebren A verallgemeinern. Dazu versehen wir o(A4) := Alg(A, C) ebenfalls mit
der Topologie der punktweisen Konvergenz.

9.42 Gelfand’scher Darstellungssatz. Es sei A eine kommutative Banach-Alge-
bra. Dann ist X := Alg(A,C) mit der Topologie der punktweisen Konvergenz ein
kompakter Hausdorff-Raum. Die GELFAND-TRANSFORMATION

G=06:A—-C(X,C)=C(Alg(A4,C),C), arevy(: o p(a))
ist ein Banach-Algebra Homomorphismus mit dem Radikal von A als Kern

Ker(G) = Rad(A) := ﬂ{] : I ist maximales Ideal von A}.

Fiir a € A gilt 04(a) = o¢(x,c)(G(a)) und [|G(a)|le = r(a) .

Beweis. Offensichtlich ist X := Alg(A,C) abgeschlossen in C#4, denn aus X >
@i — o folgt p(ab) = limp;(ab) = limep;(a)pi(b) = lim; p;(a) lim; ;(b) =
¢(a) p(b) und #hnlich zeigt man die Linearitit. Weiters ist X beschriinkt in C4,
denn fiir a € Aund ¢ € X gilt |pr, ()| = |p(a)] < ||a]| nach (9.38). Nach dem Satz
von Tychonoff ist somit X kompakt.

Die Abbildung G hat Werte in C(X, C), denn G(a) ist stetig, weil ¢; phty. ¢ zZur
Folge hat, daB G(a)(i7s) = wi(a) — (a) = G(a)(¢).

Offensichtlich ist G ein Algebra-Homomorphismus, da ev, oG = ¢ einer ist fiir
alle p € X.

Beziiglich des Kerns von G gilt:

a€KerG < 0=G(a)
S Vpe X :0=G(a)(p) = p(a)

Sa€ ﬂ Keryp = ﬂ[ = Rad(A4),
peX I
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wobei der letzte Durchschnitt iiber alle maximalen Ideale I von A zu nehmen ist.
Nun zur Aussage iiber das Spektrum fiir a € A:
Dazu beachte man, dafl o¢(x,c)(G(a)) = {G(a)(p) = ¢(a) : ¢ € X} gilt.
(D) Einerseits ist ¢(a) 1—a € Ker ¢ und somit nicht invertierbar, d.h. p(a) € o4(a).
(C) Andererseits sei z € o4(a), d.-h. z1 — a ist nicht invertierbar. Dann ist das
von z1 — a erzeugte Ideal A - (21 — a) ein echtes Ideal. Somit existiert nach dem
Lemma von Zorn ein maximales Ideal I, welches z 1 — a enthalt. Sei ¢ : A — C der
Algebra-Homomorphismus mit Kern I. Dann ist 0 = ¢(21 — a) = z — ¢(a), d.h.
z € oox,0)(G(a)).
Beziiglich der Norm haben wir folgende Abschétzung:

[1G(a)llec = sup{|G(a)(p)| = [¢(a)| : ¢ € X} = sup{|z| : 2z € oa(a)}
=r(a) <llafl. O

Eine kommutative Banach-Algebra heifit HALBEINFACH, falls Rad(A4) = {0}, d.h.
der Gelfand-Homomorphismus injektiv ist.

Wegen o(a) = 0(G(a)) = {¢(a) : ¢ € 0(A)} ist ev, : 0(A) — o(a) injektiv und
nach Definition der Topologie auf o(A) auch stetig, also eine Quotienten-Abbildung.

9.43 Proposition. Essei A eine Banach-Algebra, die von einem a € A als Banach-
Algebra erzeugt wird, d.h. {p(a) : p € C|z|} liegt dicht in A. Dann ist die Abbildung
ev, : 0(A) := Alg(A,C) — o(a) ein Hombomorphismus und folgendes Diagramm
kommutiert: (eva)*

C(a(4),C) = C(o(a),C)

g] %md@

A—m— H (o(a)).
Beweis. Nach (9.42) ist ev, : 0(A4) — o(a) surjektiv. Die Abbildung ist auch
stetig, denn ¢; — ¢ punktweise impliziert, dafl ev,(p;) = wi(a) = v(a) = evq ().
Sie ist auch injektiv, denn fir ¢; € Alg(A,C) mit ¢1(a) = p2(a) gilt p1(p(a)) =
w2(p(a)) fur alle Polynome p € C[z] und — da die Menge {p(a) : p € Clz]} nach
Voraussetzung dicht liegt in A — gilt 1 = 2. Da Alg(A, C) kompakt ist, ist folglich
ev, ein Homoomorphismus.

Das Diagramm kommutiert, denn es geniigt die Kommutativitat fiir id : z — 2z
nachzuweisen, weil alle Pfeile Algebra-Homomorphismen sind:

(eva)"(id [o(a)) () = (idoeva)(p) = id(p(a)) = ¢(a) = G(a)(¢). O

AJ:{(g 2>:mbec}.

Das ist die 2-dimensionale kommutative Teil-Banach-Algebra von L(C?) welche von

Beispiel. Es sei

0 0
und existiert nur ein Algebra-Homomorphismus ¢ € 0(A) mit evp(p) =0, d.h.

T = (0 1) erzeugt wird. Einziger Eigenwert von T ist 0, also ist o(T) = {0}

<p(<3 2)) = (aid+bT) = a.
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Das einzige maximale Ideal ist somit M = ker(¢) = C - T und somit ist Rad(A) =
M # {0}, d.h. A ist nicht halbeinfach. Somit ist G : A — C(0(A4),C) = C die

Abbildung
a b . a b\
0 a ™\ o) =%

Beispiel. Eine kontinuierliche Verallgemeinerung des letzten Beispiels ist wie folgt
gegeben. Es sei

(K f)(x) = / ka,y) f(y) dy = / "k, y) fy) dy

mit meBbarem Integralkern k¥ € L*°([0,1]?) und k(z,y) = 0 fiir * < y. Dann
ist K : L?[0,1] — L?[0,1] ein sogenannter Volterra-Operator mit Norm [|K| <
[[klloc und weiters ist |[K™|| < 2 [|k||%,. Fiir all dies siche siche (3.9). Folglich ist
| K|V < % — 0. Also ist der Spektral-Radius r(K) gleich 0, und somit
o(K) = {0}, d.h. die von K erzeugte Banach-Algebra besitzt also nach (9.43)
genau ein maximales Ideal {p(K) : p € C[z] und p(0) = 0} und ist somit nicht
halb-einfach.

Beispiel. Der Gelfand-Homomorphismus G ist im allgemeinen nicht surjektiv. Sei
nidmlich A der Abschluf§ der Polynome in C'(0D,C), also die von id : 9D — C er-
zeugte Teil-Banach-Algebra von C(9D, C). Dann ist nach obiger Proposition (9.43)
Alg(A,C) = 54(id) = D nach (9.33). Wir haben dort auch gezeigt, daf jedes
f € A eine stetige Erweiterung f auf D besitzt, welche auf D holomorph ist. Nach
(9.43) sind die stetigen Algebra-Homomorphismen ¢ : A — C gerade die Punkt-
Evaluationen bei z € D und

G:C(OD,C) D A — C(c(A),C) = C(D,C), f+ f.

Als eine erste Anwendung der Gelfand-Tranformation beweisen wir die Existenz
der Stone-Cech-Kompaktifizierung:

9.44 Stone-Cech Kompaktifizierung. Zu jedem topologischen Raum X exi-
stiert ein kompakter Raum X, die sogenannte STONE-CECH-KOMPAKTIFIZIER-
UNG und eine stetige Abbildung 6 : X — (X mit folgender universellen Eigen-
schaft:

X 0 8X

3.7
N

K
wobei K kompakt ist und sowohl f als auch f stetig sind.

Beweis. Es sei A := Cy(X,C) die Banach-Algebra der stetigen beschrinkten
Funktionen auf X mit der co-Norm und den punktweisen Operationen. Es sei
8X := Alg(A,C). Die Abbildung 6x : X — pX, z +— ev, ist nach Definition
der Topologie der punktweisen Konvergenz auf Alg(A4, C) stetig.

Sei nun K ein kompakter Raum. Nach (9.41) ist 6 : K — Alg(C(K,C),C) ein
Homoéomorphismus. Jedes stetige f : X — K induziert einen Algebra-Homomor-
phismus f* : C(K,C) — C(X,C), g — go f und da K kompakt ist, hat dieser
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Werte in der Teilalgebra Cy(X,C). Durch erneutes Dualisieren erhalten wir also
eine stetige Abbildung f** : Alg(Cy(X,C),C) — Alg(C(K,C),C) und somit eine
stetige Abbildung f : Alg(Cy(X,C),C) — K mit do f = f**. Diese erfiillt fod = f,
denn

(00 fod)(z)(p) = (f0d)(x)(p) = [ (0(x))
= ¢(f()) (

|
>
—~
~
—
8
~—
~—
S
S~—
I
—
S, —

Fiir die Eindeutigkeit von f geniigt die Dichtheit des Bildes von § : X —
Alg(Cy(X,C),C) zu zeigen. Sei also ¢ € Alg(Cy(X,C),C). Eine typische Umge-
bung von ¢ ist durch

U:={Y:|(—p)(fi)] <efir 1 <i<n}

mit endlich vielen f1,..., f,, € Cp(X,C) und € > 0 gegeben. Wir miissen ein z € X
finden mit ev, € U. Betrachte dazu die Funktion f := >0 |fi — o(fi)1]* =
Sr(fi—e(fi) 1) (fi — ¢(fi) 1) € Cp(X, C). Offensichtlich ist ¢(f) = 0. Angenom-
men fiir kein z € X ist ev, € U und somit ist f(z) > &2 fiir alle z € X und damit
auch % € Cy(X,C), also f in Cy(X,C) Nker(p) invertierbar, ein Widerspruch. O
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10 Darstellungstheorie von C*-Algebren

Grundlegendes iiber C*-Algebren

Wir wollen nun jene kommutativen Banachalgebren A finden, fiir die der Gel-
fand-Homomorphismus G : A — C(Alg(A, C),C) aus (9.42) ein Isomorphismus ist.
Dazu beachten wir, daf die punktweise Konjugation C(X,C) — C(X,C), f — f
eine Involution definiert, d.h. eine konjugiert lineare Isometrie, deren Quadrat die
Identitiit ist und die f-g = f - g erfiillt. Wegen f - f = |f|?, gilt fiir die co-Norm
ausiitzlich |[F - f]) = |71

Allgemeiner hat fiir o-endliche Mafirdume (X, A, 1) auch die Konjugation auf
L>(X, A, ) diese Eigenschaften.

Wie sieht es nun mit nicht kommutativen Beispielen aus: Fiir jeden komplexen
Hilbertraum H hat Adjungieren (_)* : L(H) — L(H) dieselben Eigenschaften,
allerdings mit (f o g)* = g* o f*, denn

If2l® = (fa, fo) = (F* fo,x) < NF SN2l < 00 1A Dl
= AP < 1Al < 0 1A
= A< I < NG =1L
= [l =171
= AP < IF £ < IFIP.

10.1 Definition. Eine C*-ALGEBRA ist eine Banach-Algebra A zusammen mit
einer INVOLUTION, d.h. einer konjugiert linearen Abbildung (.)* : A — A, mit
(aeb)* = b*ea* und (a*)* = a, welche zusiitzlich ||a* ea|| = ||a||? erfiillt. Wir sagen
fiir die letzte Gleichung auch, da8 ||-|| eine *-NORM ist.
Falls A eine 1 besitzt, soist 1* =1, denn 1 =1*e1 =10 1** = (1* e 1)* = 1*.
Eine Algebra-Homomorphismus welcher mit der Involution vertauscht heifit -
HOMOMORPHISMUS

10.1a Lemma. Es sei A eine C*-Algebra (moglicherweise ohne 1) und a € A.
Dann gilt

la”[] = llall = max{llaz|| : ||z] <1} = max{[|zal : ||=[] < 1}.
Weiters ist die Gleichung ||a* - a| = ||a||? dquivalent zu ||a - a*|| = ||a||?.
Beweis. Esist |[a||? = ||a*al| < ||a*| ||a]|, also ist ||a|| < ||a*||. Ersetzen wir a durch
b := a* so erhalten wir ||a*|| < ||[a™*|| = ||a||, also gilt das erste Gleichheitszeichen
und somit auch

la - @™ = [lo" - bl = [|Bl|* = fla*|I* = ||al].

Es sei a := sup{|laz| : ||z|| < 1}. Wegen |jaz| < |la| ||| gilt o < ||la||. Es sei
x = HTltHa*' Dann gilt ||z|| = 1 nach dem 1.ten Teil und |laz| = ﬁ”a*a” = |lal,
also ist |la|| = « und das Supremum ein Maximum. Also gilt auch das zweite

Gleichheitszeichen. Das dritte folgt aus Symmetrie-Griinden. [J
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10.2 Folgerung (Adjunktion einer 1). Es sei A eine C*-Algebra ohne 1, dann
ist durch Ay :={Ls+ X-id:a € A, X\ € C} mit L, : b— ab eine Teil-Algebra von
L(A) definiert, welche beziiglich (Lq + X - id)* := Lo« + X - id eine C*-Algebra ist
und die kanonische Abbildung v : A — Ay, a — L, ist eine Isometrie mit folgender
universellen Figenschaft:

A‘—)Al
f 3lif1

B

wobei f und fi; *-Homomorphismen sind, B eine C*-Algebra mit 1 ist und f; die
Eins erhdlt.

Vergleiche das mit (9.3). Die dort definierte Norm ist aber keine *-Norm. Die
Zuordung f +— f; ist keine Isometrie, denn 0 — 01 # 0.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl die Operatornorm A; zu einer C*-Algebra macht.
Klarerweise ist der durch (L, +\-id)* := Ly + A-id definierte Stern eine Involution
und wir miissen nur die C*-Bedingung nachrechnen.

Sei dazu a € A und A € C. Fiir jedes € > 0 existiert ein ||z] = 1 mit

| Lo +X-id||? —e* < |laz + Az||? = ||(ax + Ax)* (ax + A )|
= |[(z*a* + Az*) (ax + \z)|
= ||a* (Lq= + X -id)(Lq + X -id)z||
< [[#"[| [(La + A+ id)*(La + A - id)|| ||z
= (Lo + X -id)* (Lg + A -id)]|
<o+ A-id)"[| - [[La + A - dd]].

Wir miissen also nur mehr zeigen, dafl ||(L, + A - id)*|| < ||L, + A - id| ist. Fiir
x,y € Alist

[y(La +A-id)*z|| = lya* = + Ay z||
=|l(ya*z+Ayz)*|
= [lz"ay” + X" y"|
= [z (Lo + A - id)y* ||
<" [1La 4+ X -id]| [|y*||
= |||l (|1 Lo + A-id]| [|y|-

Bilden wir nun das Supremum iiber alle ||y|| < 1, so erhalten wir ||(Lg + A-id)*z|| <
|[Lg + A-id]| ||| nach (10.1a) und somit ||(Lg + A - id)*|| < || Lq + A - id].

Die universelle Eigenschaft folgt sofort, da ein *-Homomorphismus f : A —
B als einzige mogliche Ausdehnung f(L, + A - id) = f(a) 4+ X - 1 besitzt. Diese
Ausdehnung ist in der Tat ein Algebra-Homomorphismus, da (L, + A - id) (Lp + -
id) = Lavypa+rs + A - id ist. Er ist auch ein s-Homomorphismus, denn f((La +
A-id)*) = f(Lor + A-id) = f(a*)+ X-1= f(a)* + (A-1)* = f(La + A-id)*. O
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10.4 Definition. Es sei A eine C*-Algebra und a € A.

Das Element a heifit HERMITE’SCH (oder SELBST-ADJUNGIERT) & a = a*.
Das Element a heiit NORMAL < a*a = aa*.

Das Element a heifit UNITAR < a*a =1 =aa".

Beispiel. Fiir a € A = C(X,C) mit kompakten X gilt:
1 a ist automatisch normal.
2 a ist Hermite’sch < o(a) = a(X) C R.
3 a ist unitir < o(a) = a(X) C St

10.36 Lemma. Es sei H ein Hilbertraum, dann entsprechen den stetigen linearen
Operatoren T € L(H) in bijektiver und isometrischer Weise die stetigen sesqui-
linearen Formen b : H x H — K vermége der Relation

b(z,y) = (Tx,y) Yo,y € H.

Es ist T genau dann selbstadjungiert, wenn b konjugiert-symmetrisch ist, und T
genau dann positiv, wenn b es ist.

Beweis. Es sei H der zu H konjugierte Hilbertraum, d.h. er unterscheidet sich
von H einzig in der Definition der skalar-Multiplikation A - a := A 2 Nach dem
"

Riesz’schen Satz (6.7) ist c: H — H , x ~— (z,_) eine surjektive C-lineare Isometrie,
und somit auch ¢, : L(H,H) — L(H,H ) = L(H,H;C). Der letzter Raum ist
aber gerade jener der stetigen sesqui-linearen Formen auf H. Dabei entspricht T €
L(H,H) genau jenem b : H x H — C mit b(z,y) := (T'z,y). Der Operator T ist
genau dann selbstadjungiert, wenn b(z,y) = (Tz,y) = (z,Ty) = (Ty,x) = by, x)
ist, d.h. b konjugiert symmetrisch ist; und analog fiir Positivitdt. O

10.3 Proposition. Esseib: H x H — C sesqui-linear. Dann gilt:
1 Die Parallelogramm-Gleichung:

bz +y,z+y)+blz—yx—y)=2 (b(x,x) +b(y,y))vfﬂ,y €H
2 Die Polarisierungsgleichung:

Ab(x,y) =b(z +y,x+y) — bz —y,z —y)
+iblx +iy,x+iy) —iblx —iy,x —iy),

d.h. b ist durch seine Werte auf der Diagonale {(x,z) : © € H} bereits
eindeutig bestimmt.

3b=0&VereH:bxux)=0.

4 b ist konjugiert symmetrisch < Vo € H : b(z,x) € R.

5 Ist b positiv (d.h. b(x,x) > 0 fiir alle x € H), so gilt die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung:

b(z,y)|* < b(z,z) by, y)Vz,y € H.
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Beachte, daf (3) besagt, daf3 ein Operator B € L(H) genau dann der 0-Operator
ist, wenn die zugehorige sesqui-lineare Form b auf der Diagonale verschwindet, d.h.
Ve € H: Bx 1 x gilt. Im reellen ist dies offensichtlich falsch!

Beweis. (1) haben wir in (6.4) gezeigt.
(2) folgt ebenso durch Ausmultiplizieren.
(3) folgt sofort aus der Polarisierungsgleichung (2).
(4) Die sesqui-lineare Form (x,y) — b(z,y) —b(y, «) verschwindet nach (3) genau
dann, wenn sie auf (z,x) verschwindet fiir alle z, d.h. b(z,x) € R ist fiir alle x.
(5) Das haben wir in (6.3) gezeigt. O

10.3a Proposition. Es sei H ein Hilbertraum und a € L(H), dann gilt:

1 a ist Hermite’sch < Vx € H : {ax,x) € R.

3 a ist normal & Vx € H : ||ax|| = ||a*z||.

2a*a=1eVo e H: |az|| = ||z|| © Va,y € H : {ax,ay) = (z,y), d.h. a ist
eine Isometrie.

4 q ist unitir < a ist eine surjektiv Isometrie.

Beweis. (1) Es ist a = a* genau dann, wenn die konjugiert lineare Form b(z,y) :=
(az,y) konjugiert symmetrisch ist. Das ist nach (4) in (10.3) genau dann der Fall,
wenn (ax,x) = b(x,x) reell ist fiir alle x.

(2) Esist a*a = 1 & Va,y € H : (x,y) = (a*azx,y) = (ax,ay) und wegen
der Polarisierungs-Gleichung bzw. (10.3.3) ist das #quivalent zu Vo € H : ||z]|? =
llaw]|.

(3) Es ist b := a*a — aa* nach (10.3.3) genau dann 0, wenn 0 = (bh,h) =
{(a*a — aa*)h,h) = ||ah||® — ||a*h||? ist fiir alle h € H.

(4) Aus a*a =1 folgt aa*a = a = 1a und daraus vermoge der Surjektivitit von
a die Gleichung a a* = 1. Umgekehrt folgt aus a a* = 1 direkt die Surjektivitdt von
a. O

10.5 Lemma. Es sei A eine C*-Algebra und a € A. Dann gilt:

1 Ist a invertierbar, so auch a* und es gilt (a*)~! = (a=!)*. Allgemeiner ist
o(a*) = o(a) fiir alle a € A.

2 Esist existiert eine eindeutige Zerlegung a = Re(a)+i Im(a), wobei Re(a) :=
% und Im(a) := “Ef*

3 Das Element a ist normal < Re(a) Im(a) = Im(a) Re(a).

5 Ist a Hermite’sch, so ist ||a|| = r(a).

Beweis. (1) Anwenden der Involution auf a='a = 1 = aa™! liefert a* (a™ )
1= (a~1)* a*. Somit ist A\ — a genau dann invertierbar, wenn (A — a)* = X — a*
ist.

(2) Es sei a = a1 + iag eine Zerlegung in Hermite’sche Elemente a; u nd as.
Dann ist a* = a3 — iag und somit a; = MRe(a) und az = Im(a). Andererseits
gilt offensichtlich a = Re(a) + iIm(a) und (Re(a))* = a*-;a** = Re(a) sowie
(Im(a))* = =4 = Im(a).

(3) Es ist a* = Re(a) — i Im(a) und folglich ist

a*a = (Me(a))? —iIm(a) Re(a) + i Re(a) Im(a) + (Im(a))?
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sowie

aa* = (Re(a))? +iIm(a) Re(a) — i Re(a) Im(a) + (Im(a))?

und somit a*a = aa* < Im(a) Re(a) = Re(a) Im(a).
(5) Fiir Hermite’sches a gilt ||a?|| = |la*al| = ||a/|? und somit durch Induktion
la®"|| = ||la||?". Also ist r(a) = lim, ||[a"||'/" = lim,, [|a®"||'/?" = |la||. O

Spektral-Theorie Abelscher C*-Algebren
Wir wollen nun den Gelfand-Homomorphismus fiir C*-Algebren studieren. Dazu
miissen wir zuerst die C-wertigen Algebra-Homomorphismen untersuchen.

10.6 Lemma. Es sei A eine C*-Algebra und f : A — C ein Algebra-Homomor-
phismus. Dann ist f ein x-Homomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl f Selbstadjungiertheit erhélt. Sei also a* =a € A
und ¢ € R. Wegen ||f|| = 1 nach (9.38) ist

flat+it)]? < lla+it]> = |[(a+it) (a+it)| = |(a—it) (a+it)]
= [la® + ?|| < ||a]l® + ¢*.

Falls f(a) = a + i 8 die Zerlegung in Real- und Imaginérteil ist, so erhalten wir:
lal® +#* = [fla+it)* = |a+i(B+ )" =+ (B+1)° = a® + 57 + 25t + 17,
also ist [|a||? > a? + 8% + 2/3t. Falls 3 # 0 so folgt mit |t| — oo ein Widerspruch.

Alsoist =0, d.h. f(a) =a €R.
Sei nun a € A beliebig. Es ist

(10.5.2) (10.6.1)

fla¥) f(Re(a) —iTm(a)) = f(Re(a)) —i f(Im(a)) fRe(a)) + 1 f(Im(a))

D F(Re(a) +i3m(a)) = f(a),

da f(Me(a)) und f(Im(a)) nach Obigem reell sind. O

10.8 Satz von Gelfand-Naimark. Genau fiir jene Banach-Algebren A ist der
Gelfand-Homomorphismus G : A — C(Alg(A,C),C) aus (9.42) ein (x-)Isomorphis-
mus, die durch Angabe einer Involution zu einer kommutativen C*-Algebra gemacht
werden kénnen.

Beweis. (=) Falls G ein Isomorphismus von Banach-Algebren ist, so konnen wir
durch ihm die Involution f — f von C(Alg(X,C),C) auf A zuriickziehen und somit
A zu einer kommutativen C*-Algebra machen.

(<) Umgekehrt sei A eine kommutative C*-Algebra. Dann gilt G(a*)(f) =
f(a*) = f(a) = G(a)(f) fiir alle f € Alg(A,C) nach (10.6), also ist G ein *-
Homomorphismus.

Nach (9.42) ist ||G(a)]|lc = r(a) < |la| fiir alle a € A und fiir Hermite’sche
Elemente a gilt ||G(a)|lo = r(a) = ||al| nach (10.5). Insbesonders ist ||G(a)|%, =
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|G(a*a)||eo = |la*all = ||a||? fiir alle a € A, also G eine Isometrie und insbesonders
injektiv.

Da G als Isometrie abgeschlossenes Bild hat, gentigt fiir Surjektivitéit die Dicht-
heit des Bildes zu zeigen. Es ist G(A) eine Teilalgebra von C(X,C) mit X :=
Alg(A,C), welche die Konstanten enthiilt und unter dem Stern abgeschlossen ist.
Sie ist auch Punkte-trennend: Sei némlich f; # fo in X = Alg(A, C), dann existiert
nach Definition ein @ € A mit G(a)(f1) = fi(a) # f2(a) = G(a)(f2). Nach dem Satz
von Stone-Weierstra$ (3.8) ist also G(A4) dicht. O

Resumeé. Man kann also mit Elementen einer C*-Algebra so rechnen, als waren
sie stetige Funktionen auf einem kompakten Raum, solange man dabei in einer
kommutativen Teilalgebra bleibt.

10.60 Bemerkung. Fiir jede Menge X ist der Raum A := B(X, C) der beschréink-
ten C-wertigen Funktionen auf X eine kommutative C*-Algebra, also nach (10.8)
via Gelfand-Homomorphismus isomorph zu C(X,C) fir den kompakten Raum
X = 0(A). Es ist 0(A) die Stone-Cech-Kompaktifizierung 3X des diskreten Raums
X, denn B(X,C) = Cp(X,C) = C(BX,C).

Insbesonders ist o(¢*°) = o(B(N,C)) = (N), vgl. mit [Topologie???].

10.9 Proposition. Es sei A als C*-Algebra von einem normalen a € A erzeugt
wird. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ.
(eva)*

C(Alg(A, C),C) <2 C(o(a),C)

g% %-)o(a)

evq

A Clz, z].

Beweis. Da a normal ist, ist die dichte Teil-Algebra {p(a,a*) : p € C|z, z]} kom-
mutativ und somit auch A selbst. Nach (10.8) ist also G ein Isomorphismus. Daf
ev, : Alg(a,C) — o(a) ein Homoémorphismus ist, sieht man wie im Beweis von
(9.43) (Achtung A muf} nicht als Banach-Algebra von a erzeugt sein): Nach (9.42)
ist ev, surjektiv und aus ¢1(a) = wa(a) folgt ¢1(p(a,a*)) = p(e1(a),1(a)*) =
p(p2(a), p2(a)*) = @a(p(a,a*)) fir alle p € C[z, 2] und schlielich ¢; = g, da
{p(a,a*) : p € C[z, Z]} dicht in A liegt.

Da alle auftretenden Abbildungen #-Homomorphismen sind, und C|[z, Z] von der
Identitéit als x-Algebra erzeugt wird, geniigt es die Kommutativitéit auf id : z — 2z
zu iiberpriifen, dies geschah bereits in der Proposition (9.43) O

Im Unterschied zu Banach-Algebren ist das Spektrum eines Elements einer C*-
Algebra nicht von der Algebra abhingig:

10.7 Proposition. Es sei A eine C*-Algebra, B eine Teil-C*-Algebra und b € B.
Dann ist op(b) = o(b).

Beweis. Sei vorerst b € B Hermite’sch und C*(b) die von b erzeugte Teil-Banach-
Algebra von B. Da diese eine Abel’sche C*-ALgebra ist, ist oo« (b) = {@(b) : ¢ €

€Y
Alg(C*(b),C)} C R nach (9.42) und (10.6). Nach Theorem (9.35) ist also op(b) C

- (2)
ey (D) Z== Do -1y (b) C Do (b) C op(b) und damit o(b) = o - ) (b). Gleiches
gilt natiirlich fiir A, also ist o5 (b) = o« (b) = 7a(b).
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Nun sein b € B beliebig. Es bleibt zu zeigen, dafl aus der Invertierbarkeit in A
von b die Invertierbarkeit in B folgt, d.h. Inv(B) = Inv(A)NB. Sei alsoab=1=ba
fiir ein a € A. Dann ist (b*b)(aa*) = b*(ba)a* = b*a* = (ab)* = 1* = 1 und analog
(aa™)(b*b) = 1. Da b*b Hermite’sch und invertierbar in A ist, folgt aus dem ersten
Teil, daf} b*b auch in B invertierbar ist, und wegen der Eindeutigkeit des Inversen,
daB aa* in B liegt. Also ist a = al = a(a*b*) = (aa®)b* € B. O

Folgerung. Es sei a € A normal. Dann gilt ||a|| = r(a).

Beweis. Da die von a erzeugte C*-Algebra C*(a) kommutativ ist, ist ||a|| = G(a) =
r(a) nach (10.8) und (9.42). O

10.10 Definition. Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal. Dann definieren
wir vermoge (10.9) und (10.7) eine #-Isometrie p : C(o(a),C) — A, durch die
Zusammensetzung

wobei C*(a) die von a erzeugte (kommutative) Teil-C*-Algebra von A bezeichnet.
Diese Abbildung heifit FUNKTIONEN-KALKUL fiir a € A.

Theorem (Funktionen Kalkiil). Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal.
Dann ist der Funktionen-Kalkiil die eindeutige *-Isometrie p : C(o(a),C) — A,
welche den Riesz-Funktionen-Kalkiil aus (9.29) erweitert, d.h. folgendes Diagramm
kommutiert.

Beweis. Da p durch Zusammensetzen von C*-Isomorphismen gewonnen wurde,
ist auch p eine (nicht notwendig surjektive) x-Isometrie. Wegen Proposition (10.9)
stimmt p mit dem Riesz-Kalkiil auf Polynomen aus C[z] {iberein. Da p nach (9.29)
dadurch eindeutig festgelegt ist kommutiert das untere Dreieck.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei 7 : C(o(a),C) — A ein *-Homomorphismus, wel-
cher den Riesz-Kalkiil erweitert. Fiir jedes f € C(o(a),C) existiert nach dem Satz
von Stone-Weierstral (3.8) eine Folge von Polynomen f, : R? — C welche auf
o(a) gleichméBig gegen f konvergieren. Es ist C[fRe(z), Im(z)] = C[z,Z], vermoge
Re(z) = 252 und Im(z) = 2%, Auf der Identitét z — z ist p durch p(id) = a
gegeben und somit als *-Homomorphismus auf der von id erzeugten x-Algebra
C[z,z] eindeutig festgelegt. Wegen Stetigkeit ist somit p auf C(o(a),C) eindeutig
bestimmt. [
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Folgerung. Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal.

1 @ Hermite’sch < o(a) C R.

2 a unitir < o(a) C S*.
Beweis. Da a normal ist, haben wir den *-Homomorphismus p : C(c(a),C) —
C*(a) C A. Somit gilt:

(1) p(id) =a=a" = p(id) & id = id auf o(a), also o(a) CR.

(2) p(id)p(id) = a*a =1 = p(1) & |id |* = idid = 1 auf o(a), also o(a) € S*. O
10.11 Spektral-Abbildungs-Satz. Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal.
Dann gilt fiir jedes f € C(o(a),C) die Gleichung

o(f(a)) = flo(a)).

Beweis. Es sei p: C(c(a),C) — C*(a) C A der Funktionen-Kalkiil f — f(a). Da
(10.7)
o(f) =

p ein *-Isomorphismus ist, gilt o(f(a)) = oa(p(f)) = 0c=@)(p(f))
fla(a)). O

10.12 Folgerung. Es sei a € A normal und f € C(o(a),C). Dann ist f(a) €
{a,a*}¥* der Doppelkommutante von {a,a*}. Aquivalent, {a,a*}* = {f(a): f €
C(a(a), C)}*.

Vgl. (9.32), (11.39) und (11.40)

Beweis. Nach dem Satz (3.8) von Stone-Weierstrafl liegt die von {a,a*} erzeug-
te Teilalgebra {p(a,a*) : p € Cl[z,Z|} (denn a ist normal) dicht in {f(a) : f €
C(o(a),C)}, also ist nach den Bemerkungen in (9.31) {a,a*}* = {f(a) : f €
C(o(a),C)}* und somit f(a) € {a,a*}** fiir alle f € (¢(a),C). O

Anwendungen auf Hermite’sche Elemente

Wir wollen nun einige Anwendungen des Funktionen-Kalkiils fiir normale Ele-
mente von C*-Algebren geben.

10.13 Definition. Wir bezeichnen mit Re(A) = {a € A : a = a*} den li-
nearen Teilraum der Hermite’schen Elemente. Wir haben in (10.5) gesehen, daf
A=Re(A) @i Re(A).

Ein a € A heif3t “PoSITIV” und wir schreiben a > 0 falls a Hermite’sch ist und
o(a) C [0,400). Die Menge der positiven Elemente bezeichnen wir mit A. Ein
f € C(X,C) ist genau dann positiv, wenn Vo € X : f(x) > 0, denn o(f) = f(X)
nach (9.6a).

Wir schreiben a > b fiir Hermite’sche Elemente a und b, falls a — b > 0 ist. Man
beachte, da8 ||a|| > a fiir alle Hermite’schen a gilt, denn o(||a|| — a) = ||a|]| — o(a) C
[0, +00).

10.14 Proposition (positiver und negativer Teil). Es sei a € Re(A). Dann
existieren eindeutige Elemente a4, a— € Ay mit a = ay —a— und ara_ = 0 =
a_a4.

Beweis. Die Idee ist dies auf a € C(X) zuriickzuspielen. Existenz: Es sei id (t) :=

max{+t,0}. Dann ist idy € C(R,C) mit id = idy —id_ und id; id— = 0. Mit-

tels Spektral-Abbildungs-Satz (10.11) folgt a+ := id+(a) > 0 und a = id(a) =

(idy —id-)(a) = ay — a_ sowie aya_ =idy(a) id_(a) = (id4 id_)(a) = 0(a) = 0.
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Eindeutigkeit: Sei dazu a = by —b_ eine zweite Zerlegung mit b+ > Ound b, b_ =
0 =0_b1. Die von a4, a_, by und b_ erzeugte Teilalgebra ist eine kommutative *-
Algebra, denn aby = (b4 —b_)by = by by = by (by —b_) = bya und somit arby =
biag nach (10.12). Und analog atb_ = b_ay. Nach (10.8) ist diese Teilalgebra
isomorph zu C(X, C) fiir einen kompakten Raum X und dort ist die Zerlegung von
R-wertigen Funktionen in positiven und negativen Teil eindeutig, d.h. b4 = a4. O

10.15 Proposition (Wurzel). Es sei a € Ay und n > 1, dann existiert ein
eindeutiges Element {/a € Ay mit a = (/a)™.

Beweis. Wie in der vorigen Proposition verwendet man den Funktionen-Kalkiil um
nun {/a durch {/a := f(a) mit f(t) := {/]t| zu definieren und wegen (10.12) kom-
mutiert f(a) mit jeder anderen “n-te Wurzel” b von a, da diese mit a kommutiert.
Wegen (10.8) und der Eindeutigkeit der n-ten positiven Wurzel fiir 0 < a € C(X, C),
folgt die Eindeutigkeit von {/a. O

10.16 Lemma. Fiir a € Re(A) sind dquivalent:
1a>0;
2 ||t —a|| <t fiir alle t € [||a]|, +00);
3 ||t —all <t fiir ein t € [||a]|, +0).

Diese Beschreibung vermeidet das Spektrum, welches sich kompliziert auf Sum-
men und Produkten verhélt.

Beweis. ((1) = (2)) Esseia > 0und ¢t > ||lal|, dann ist 0 < t — s < ¢ fiir alle s €
o(a) C [0, ||al|]. Folglich ist via Funktional-Kalkiil ||t — a|| = ||t — id ||ec < ||t]lec = ¢
((2) = (3)) ist trivial.
((3) = (1)) Da a = a* ist C*(a) Abelsch und somit isomorph zu C(X, C) wobei
X = o(a) C R. Nach Voraussetzung ist folglich |t — s| < ¢ fiir ein ¢ > ||a|| und alle
s € o(a). Kein solches s kann aber negativ sein, sonst wére [t —s| =t —s>t. O

Folgerung. Die Menge A, der positiven Elemente einer C*-Algebra ist ein abge-
schlossener Kegel.

Dabei verstehen wir unter einen KEGEL K eine konvexe Teilmenge K C A, die
Aa € K fiir 0 # a € K und X € R genau dann erfiillt, wenn A > 0.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dal A abgeschlossen ist. Sei also a,, € A4 mit a,, — a.
Dann ist wegen der Stetigkeit von * auch a Hermite’sch. Und aus |la, — ||a,|||] <
lan|| folgt |la — |la]l|| < |lal|, d-h. nach obigen Lemma (10.16) ist a > 0.

Falls a € Ay und A > 0, dann ist offensichtlich Aa € A;. Weiters ist Ay N
(—Ay) = {0}, denn aus a € A, folgt a = a* und o(a) C [0,400) und aus a € — A
folgt o(a) C (—o0,0]. Also ist o(a) = {0} und ||a|| = r(a) = 0, d.h. a = 0.

Falls also Aa € A4 mit A <0, so ist —Aa € A4, d.h. Aa € AL N (—A4) = {0},
d.h. a =0.

Es bleibt zu zeigen, daf mit a,b € Ay auch a+b € A, Esist |[[la]| +[/b]| — (a +
]| < [[lall - al| + || 1¥ll — 8] < llall + ]l und [lal] + 5] > [la-+?], also nach (10.16)
aucha+b>0. O

Bemerkung. Es seien a, b€ A.. Dannist abe AL < ab=ba.

Es ist ab € Re(A) < ab = (ab)* = b*a* = ba. Und unter diesen dquivalenten

Bedingungen sind nach Funktionen-Kalkiil a,b € C(X, R, ) und damit auch a b > 0.
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10.16a Folgerung. Es seien a;, € Ay fiiri € {1,...,n} und 0 = a1 + -+ + a,.
Dann ist a; = 0 fiir alle i.

Beweis. Esist —a; = as+---+a, > 0nach (10.16). Also a; € Ay N(—Ay) = {0}
und wegen Symmetrie ist a; = 0 fiir alle 5. [

10.17 Folgerung. Fiir a € A sind dquivalent:
1a>0;
2 a = b? fiir ein b € Re(A);
3 a=a*z fir ein x € A.

Beweis. ((1) = (2)) ist (10.15) fiir n = 2.

((2) = (3)) ist offensichtlich mit x := b.

((3) = (1)) Sei also ¢ = x*z mit z € A. Dann ist offensichtlich a* = a. Es
sei a = ay — a_ die Zerlegung in positiven und negativen Teil nach (10.14). Wir
miissen zeigen: a_ = 0. Sei x \/a_ = b+ic die Zerlegung in Real- und Imaginérteil.
Dann ist (z/a—)*(z/a=) = (b—ic)(b+ic) = b*> + ¢ +i(bc— cb) und ande-
rerseits (z,/a-)*(z,/a-) = \Ja_z*z/a- = /a_ (ay —a_) /a- = —(a_)?. Die
Eindeutigkeit der Zerlegung in Real- und Imaginérteil impliziert folglich: bc = ¢b
und b + ¢ = —(a_)2. Also ist die von den Hermite’schen Elementen b und c er-
zeugte C*-Algebra kommutativ und somit isomorph zu C'(X) fiir ein kompaktes
X. In C(X) ist aber jede Summe von Quadraten > 0, und damit ist b + ¢® € A,
nach (10.16). Ein entsprechendes Argument zeigt, dal auch (a_)? € A,. Also ist
(a_)? € Ayn(=Ay) = {0}, d.h. (a_)? = 0 und wegen der Eindeutigkeit der Wurzel
das positive Element a_ = 0.

Neuer Beweis: ((1)<=(2)) Sei b € Re(A) und a = b2. Wegen Spektralabbildungs-
satz ist o(a) = o(b?) = o(b)> CR? = [0, +00), also a € Ay.

((1)<=(3)) Sei also a = z*z mit € A. Dann ist offensichtlich a* = a. Es sei
a = a4 —a_ die Zerlegung in positiven und negativen Teil nach (10.14). Wir miissen
zeigen: a_ = 0. Sei x \/a— = b+ ic die Zerlegung in Real- und Imaginérteil. Dann
ist —(z/a-)*(z\/a") = —a_z*zJa_ = —/a_ (ay —a_) /a= = (a_)? > 0.
Also nach obigen Lemma auch (z,/a_) (z\/a—)* > 0 und somit

22+ &)+ (o) (o )+ (o ) (e i) =

20 >0 >0

> >0
=2 +c*) —(b—ic)(b+ic)—(b+ic)(b—ic)=0,
also ist b*> = ¢ = 0 nach (10.16a) und somit b = ¢ = 0 nach (10.15). Damit

ist . /a_ =b+ic=0und (a_)* = —(z,/a-)*(z,/a~) = 0, also a_ = 0 und
schliefllich ¢ = a4 > 0. O

Proposition. Es sei H ein Hilbertraum und a € L(H). Dann ist a genau dann
positiv, wenn {ax,z) > 0 fiir alle x € H.
Vgl. mit (10.4.1).
Beweis. (=) Falls a > 0, so ist a = b*b fiir ein b € L(H) nach (10.17). Also ist
(az,x) = (b*bx,x) = (b, bx) = ||bz|? > 0.
(<) Nach (10.4) folgt a = a* und es bleibt zu zeigen, daf o(a) C [0, 4+00). Fiir
t <0 gilt
I(a = )R> = [lah|* - t{ah, h) — t(h, ah) + t*||h||®
>0 — 2t(ah, h) + t*[|n||> > 0+ £*||]>.
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Also ist Ker(a —t) = {0} und Bild(a — t) abgeschlossen und auf dem Bild von
a — t ist eine stetige Inverse b zu a — t eindeutig festgelegt. Wir erweitern diese
durch b|(ia(a—¢))+ = 0 und erhalten bo (a —¢) = 1 und somit 1 = (bo (a —t))* =
(a —t)* ob* = (a —t) o b*. Also besitzt a — ¢ sowohl ein links- wie auch ein rechts-
Inverses und ist somit invertierbar, d.h. t ¢ o(a). O

10.18 Proposition. Fiir Elemente jeder C*-Algebra gilt:

1 Aus a <b folgt x*ax < x*bx.
2 Aus 0 < a < b und a invertierbar folgt b invertierbar und 0 < * 5 < %

Beweis. (1) Es ist b —a > 0 und somit Jy : b — a = y*y nach (10.17). Folglich ist
x*br — z*ax = (b — a)x = (zy)*(zy) > 0, i.e. x*bx > z*ax.

(2) Indem man alles auf stetige Funktionen auf o(b) C [0, ||b||] zuriickfiihrt zeigt
man folgende kommutativen spezial-Félle:

1 Ist b > 0 invertierbar, so ist Vb invertierbar und % > 0;
2 Ist b > 1, so ist b invertierbar und % <1.

Nun sei a > 0 invertierbar. Dann ist 0 < b — a und somit 0 < (

b— )ﬁ =
\/—b NG — 1 =:b; — 1. Also ist b; > 1 und somit invertierbar mit < 1. Dann ist

aber auch b = \/ab;\/a invertierbar und ; = (ﬁ)*%ﬁ < (ﬁ)*lﬁ =10

10.19 Proposition (Polarzerlegung). Es seien Hy und Hs zwei Hilbertrdume
und a € L(Hy, Hs). Dann existiert ein eindeutiges positives |a| € L(Hy) und eine
eindeutige, partielle Isometrie u € L(Hy, Hy) mit a = u-|a| und (Bild |a|)* = Ker u.

Weiters gilt: Kera = Ker|a| = Keru und Bilda = Bildu sowie Bild |a| =
(Ker |a)*

Dabei heifit ein u € L(H;, Hz) PARTIELLE ISOMETRIE, falls u|ker(y): eine Iso-
metrie ist. Den Teilraum mit Init v := (Keru)* auf welchem u als Isometrie wirkt,
nennt man INITIAL-RAUM von u. Der Raum Finiu := Bildu = Bild u heiffit auch
FINAL-RAUM von wu.

Es ist das positive Element |a| auch fiir ¢ in einer abstrakten C*-Algebra durch

la| := va*a gegeben.
Beweis. Existenz: Wir definieren |a| := va*a. Fiir h € Hy gilt

%1)(

lah* = (ah, ah) = {a*ah, b) = {la*h, ) = (jalh. alh) = | al]"

Folglich ist Ker |a| = Ker a und die Abbildung v : Bild |a| — Bild @ durch u(|a|h) :=

ah eine wohldefinierte Isometrie. Folglich 1d8t sie sich zu einer Isometrie v : Bild |a| —
Bild @ ausdehnen. Und wenn wir u|gero = 0 setzen, wegen (Kera)t = (Ker |a])* =

Bild |a| nach (7.14), zu einer partiellen Isometrie mit @ = u|a.

H - v > Ho
Bild(|a]) -------- R > Bild(a)
Ny A
H,
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Es gilt also Ker a = Ker |a| = Ker v und Bild a = Bild u sowie Bild |a| = (Ker |a|)*,
da |a| Hermite’sch ist, nach (7.14).

Eindeutigkeit: Sei ¢ = wp mit p € L(Hy), p > 0 und einer partielle Isometrie
w € L(Hy, Hy) mit Kerw = (Bildp)*. Dann ist w*w die orthogonal-Projektion
auf (Kerw)t = Bildp, denn w; := W] (KeryyL : Initw — Finiw ist eine surjekti-
ve Isometrie, und somit gilt wiw; = 1 wie in (10.4). Beziiglich der orthogonalen
Zerlegungen H; := Initw @ Ker w und Hj := Finiw & (Finiw)" ist

w— [W 0 Wt — wi 0
L0 o) L0 0
« _fwjwy O\ (1 O

=0 o) \o o)

die orthogonal-Projektion auf Initw. Somit ist a*a = pw*wp = p?, d.h. p = |a
wegen der Eindeutigkeit der positiven Wurzel |a| = v/a*a nach (10.15). Weiters
ist wla| = wp = a = u|a|, d.h. auf Bild|a| gilt w = w und dieses Bild liegt nach
Voraussetzung dicht in (Kerw)* = (Keru)* also gilt w = u. O

und somit

Ideale und Quotienten von C*-Algebren

Unser Ziel ist auch nicht-kommutative C*-Algebren A zu behandeln. Kommu-
tative konnen wir nach dem Satz (10.8) von Gelfand-Naimark vollig durch ih-
re Algebra-Homomorphismen f : A — C beschreiben. Fiir allgemeines A fak-
torisieren die Algebra-Homomorphismen f : A — C aber iiber die Abelisierung
A — AJA" = Appe und liefern somit zuwenig Information iiber A. Wir sollten also
statt dessen Algebra-Homorphismen f : A — B in allgemeinere C*-Algebren B
(wie z.B. B = L(H)) anstelle C diskutieren und somit Ideale I := ker(f), die nicht
notwendig maximal sind (siche (9.39)).

10.20 Lemma. Es sei I ein abgeschlossenes (einseitiges) Ideal einer C*-Algebra A,
weiters sei a € I Hermite’sch und f € C(o(a),C) mit f(0) = 0. Dann ist f(a) € I.
Insbesonders gehért ay, a—, |a| und +/|a| zu I.

Beweis. O.B.d.A. sei I # A. Dann ist 0 € o(a), denn a € I darf nicht invertierbar
sein. Da a Hermite’sch vorausgesetzt ist, gilt o(a) C R. Sei nun f, eine Folge von
Polynomen, welche auf o(a) gleichmiifig gegen f konvergiert. Da f,,(0) — f(0) =0
konvergiert konnen wir f,, durch f,, — f,,(0) ersetzen und somit 0.B.d.A. annehmen,
daB f,,(0) = 0 ist. Dann ist aus f,,(¢) ein ¢ heraushebbar, und somit f,(a) € I. Da
I abgeschlossen ist, ist somit auch f(a) € I.

Alle die Elemente ay, a_, |a| und y/|a| sind mittels Funktional-Kalkiil als f(a)
dargestellt mit f(0) = 0 und gehoren somit nach dem 1.ten Teil zu I. O

10.21 Theorem (approximierende Einheit). Es sei I ein Ideal in einer C*-
Algebra A. Dann existiert ein monoton wachsendes Netz j — w; in I mit 0 < u; <1
und |lau; — al| — 0 fiir jedes a € I.

Beweis. Die Indexmenge des Netzes sei {j : 0 # j C I, j endlich} mit der Inklusion
als partielle Ordnung. Fiir j C I sei v := Zmej z*x > 0. Klarerweise ist v; € I
und fiir j C j gilt vy —v; = erj’\j z*x >0, d.h. v; < vy
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—1

Es sei u; = v (ﬁ +vj) = f1/)5(vj), wobei fi(s) := &7 fiir s > 0 und
t > 0. Wegen 0 < fi(s) < 1ist 0 < u; < 1 und u; € I weil I ein Ideal ist.
Ist 0 <t <tund 0 < w </, soist fi(v) < fe(u) und fi(u) < fi(u'), denn
einerseits ist f¢(s) < f (s) fiir alle s > 0, also fi(u') < fu(u'), und andererseits ist
t<t+u<t+u und bOIIlit 1 T < F nach (10.18) und folglich f;(u) = ut_ﬁ =
1- tti t+u t+u = fi(u'). Insgesamt ist also u; < u; fiir j C j'.

Bleibt noch die Konvergenz zu zeigen. Dazu berechnen wir

D (w(uy — 1) (2luy — 1) = (u; — 1) [ D 2"z | (u; — 1) = (u; — Do (u; — 1)

T€J z€J
1 -2
+v>
|J|2J(|| ’
() (it gu(s) = )
= ——g1/;;/(vj) (mit g¢(s) :=
|j|291/m j gt (t+s)2”
denn
() - (ee) () =@
U; — 1L =v; { — Vi = —— | — (O .
! AN H H g\l
Die Ableitung g, bei s ist 1(t+s) 72 —2s(t+5) 72 = Also liegt das Maximum

(HS)d
bei s = ¢t und es ist gi(s) < g¢(t) = 4% fiir s > 0und t > 0. Folghch ist (a(u; —
D)*(a(tj 1) < Fpey(wltg — 1) (@ — 1)) < ghagp1(v5) < b fir a € j. Also
ist [|a(u;—1)[1? = ||(a(u;—1))*(a(u;—1))| < 4|]l,und damit folgt ||au;—al| — 0. O

Folgerung. Es sei I ein abgeschlossenes Ideal einer C*-Algebra A. Dann ist I auch
x-abgeschlossen, d.h. a € I = a* € I.

Beweis. Es sei a € I. Wegen obigen Theorems (10.21) existiert ein Netz u; € I
mit 0 < u; < 1 und ||ufa* — a*|| = |lau; — a|| — 0. Mit u; > 0 gilt u; = u} und
somit ist uj a* = u; a* € I und damit auch ¢* € I. 0O

10.22 Proposition. Es sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra A.
Dann ist A/T eine C*-Algebra und w : A — A/I ein *-Homomorphismus.

Beweis. Wir wissen bereits, dal A/I eine Banach-Algebra ist, siche (9.39). Da I
unter x-abgeschlossen ist, induziert * eine Involution auf A/I durch (a + I)*
a* + 1.

Um die C*-Eigenschaft der Quotienten-Norm nachzuweisen bendétigen wir fol-
gendes

Sublemma. Es sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra A. Fiir a € A
gilt ||a + I|| = lim; ||a — aw;]||, wobei u; eine approximierende Einheit wie in (10.21)
ist.

Beweis. Wegen u; € I ist auch au; € I und somit |la — au;|| > inf{|la —y|| : y €
I} =:|la+ I, also gilt |ja + I|| < inf; ||a — au;]].
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Sei y € I, dann gilt ||yu; — y|| — 0 und somit

limsup [|a — au;|| = limsup(|la — aw; || — [lyui —yl|)
K3 K3

<limsup [la — au; — yu; + y||
i
= limsup [(a +y) — (@ + y)ui]
< timsup o +y] -1~ ]
<lla+yl, da0<l—-u;<1=|1-wl <1
also ist limsup; [|a — aw;|| < ||a+ I|| = inf{|ja +y|| : y € I}.
Somit ist lim; ||a — aw;|| = |la+ I|. O

Nun kénnen wir den Beweis der Proposition beenden. Fiir y € I ist:

Ja+ T2 = tim fla — au |
= lilr_n (@ — au;)*(a — au;)|]
= lilr_n (1 —wu;)a*a(l — w;)||
= lim [[(1 —w;)(a"a+y)(1 —w)l| (da [y(1 - w)|| — 0)
<lla*a+yll (da 1 —w <1)
= [la+I|1* < inf fla"a +y| = [laa + I]| = f[(a + I)*(a+ D] < la+ 1. O

10.23 Theorem. Essei f : A — B ein x-Homomorphismus zwischen C*-Algebren.
Dann ist ||f|| = 1 und das Bild von f ist abgeschlossen. Ist f zusétzlich injektiv, so
ist f eine Isometrie.

Beweis. (||f|| = 1) Fir a € A gilt o(f(a)) C o(a), denn aus bla — A) =1 =
(a — Nb folgt £(b) (f(a) — A) = (f(a) — A) f(b), db. p(a)  p(f(a)). Also ist
r(f(a)) < r(a). Wenden wir dies auf das Hermite’sche Element a*a an, so erhalten
wir wegen (10.5.5): [|f(a)|[* = [[f(a)*f(a)| = | f(a*a)|| = r(f(a”a)) < r(a*a) =
lla*al] = ||la]|?. Also ist || f|| < 1. Da f die 1 erhlt, gilt ||f| = 1.

Sei nun f injektiv. Falls a Hermite’sch ist, so ist f(a)* = f(a) und o(f(a)) C
o(a) C R und folgendes Diagramm kommutiert

a— 1 .p

| |

f

C*(a) — o (v)

cong[ cong[

C(o(a)) 2 C(o(f(a)))

Also ist auch inkl* injektiv und nach dem Lemma von Urysohn ist inkl surjektiv,

dh. o(a) = o(f(a)). Also ist [|a] 2222 () = sup{[t| : ¢ € o(a)} = sup{|t| : t €
o(f(a)} =r(f(a)) = [If(a)l.
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Sei nun a € A beliebig. Dann gilt ||a||? = |la*a|| = ||f(a*a)|| = ||f(a)* f(a)|| =
|f(a)||?, d.h. f ist eine Isometrie.

Sei schliellich f wieder beliebig. Dann induziert f einen injektiven *-Homomor-
phismus von A/ker; — B nach (10.22). Dieser ist nach dem vorigen Teil eine
Isometrie und somit ist Bild f abgeschlossen. [

10.23a. Essei X ein topologischer Raum. Wir betrachten die beiden Abbildungen

O {A:ACX} - {[:ICCX,C)}, A—{f:fla=0},
U:{[:ICCAC)}—{A:ACX}, I—{z:fx)=0Vfel}.

Diese sind beschreiben eine Galois-Beziehung, d.h. sie sind antiton zwischen den
durch Inklusion partiell geordneten Mengen {A : A C X} und {I : I C C(X,C)}
erfiillen I C ®(A) & A C ¥(I), denn

ICOA) eVfel: fed(A),dh fla=0
sVfelVae A: f(a)=0
SVae AVfel: fla)=0
SVaeA:ae V(1)

< ACU(().

a

Jede Galois-Beziehung induziert eine Bijektion zwischen dem Bild von ¢ und Bild
von ¥ gegeben durch @ : Bild(¥) — Bild(®) mit Inverser ¥ : Bild(®) — Bild(¥):

Aus obiger Aquivalenz folgt sofort I C ®(¥(I)) und A C WU(®(A)) fiir alle I und
A und daraus fiir I = ®(A) durch Anwenden von ¥ weiters ®(A4) C (V(P(A))) C
®(A). Also gilt @ o U = id auf Bild(®) und aus Symmetriegriinden ¥ o ® = id auf
Bild(W).

Proposition. Es sei X kompakt. Dann stehen die abgeschlossenen Ideale von
C(X) in bijektiver Beziehung zu den abgeschlossenen Teilmengen von X. Da-
bei wird jedem Ideal I von C(X,C) die abgeschlossene Teilmenge ¥ (I) := {z €
X : f(x) = 0Vf € I} von X zu geordnet. Und umgekehrt wir jeder Teilmen-
ge A von X das Ideal ®(A) = {f € C(X,C) : fla = 0} zugeordnet. Weiters ist
C(X,C)/I=C(¥(I),C).

Beweis. Es bleibt nur zu zeigen, dafl das Bild von ® gerade aus den abgeschlosse-
nen Idealen von C(X,C) und jenes von ¥ aus den abgeschlossenen Teilmengen von
X besteht.

Dafl die Bilder aus abgeschlossenen Mengen bestehen ist offensichtlich, denn
U(I) = Nyer £71(0) und @(A) = {f : 0= f(a) = d(a)(f)Va € A} = N, 4 0(a)”1(0),
wobei § : X — Alg(C(X,C),C) der Homgomorphismus aus (9.41) ist. Da §, :
C(X,C) — C Algebra-Homomorphismen sind ist ®(A) ein Ideal.

Sei nun umgekehrt A C X abgeschlossen. Es ist nach obigen A C U(®(A)).
Angenommen A # ®(V(A)). Nach dem Lemma von Urysohn existiert ein f €
C(X,[0,1]) mit f|a =0 und fleway #0, d.h. f € U(A) aber f ¢ U(P(¥(A))) =
U(A), ein Widerspruch.

Sei nun I C C(X,C) ein abgeschlossenes Ideal. Dann ist C'(X,C)/I eine kom-
mutative C*-Algebra nach (10.22), also isomorph zu C(Y,C) fiir den kompakten
Raum Y = o(C(X,C)/I). Die kanonische Quotienten-Abbildung induziert somit
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einen *-Homomorphismus 7 : C(X,C) — C(X,C)/I =2 C(Y'). Dieser ist o* fiir eine
stetige Abbildung v : Y — X: Sei ndmlich o : Y — X die durch

Alg(C(Y,C),C) —™ s Alg(C(X, C),C)

s s

Y X

gegebene stetige Abbildung. Dann ist

Somit ist I = Ker(m) = Ker(a*) = {f: 0 =a*(f) = foa} ={f: flayy =0} =
®(«(Y)), d.h. I € Bild(®). O

10.23b Proposition. Es sei I ein abgeschlossenes Ideal in L(H) mit I # {0}.
Dann enthélt I das Ideal der kompakten Operatoren.

Wir werden spéter zeigen, dafl das auch schon das einzige nicht-triviale Ide-
al ist falls H separabel ist. Die Quotienten-Algebra L(H)/K(H) heifit CALKIN-
ALGEBRA. Die Operatoren, deren Restklasse in der Calkin-Algebra invertierbar
sind, heiflen FREDHOLM OPERATOREN, siehe [C].

Beweis. Esseil # {0} und 0 # a € I. Dann existiert ein hg # 0 mit hy := a(hg) #

0. Es sei gg # 0 beliebig. Dann ist by : h — <H};0g|(\)2> ho ein stetiger linearer Operator

mit by(go) = ho und bg(h) = 0 fiir h L go. Fiir g1 # 0 sei by : h — }(};—ﬁggl.
Dann ist by ebenfalls ein stetiger linearer Operator mit bi(hi) = ¢1. Also bildet
by aby € I den Vektor gg auf g1 ab und gz auf 0. Daraus folgt leicht, daf alle endlich-
dimensionalen Operatoren in [ liegen, denn diese lassen sich als h +— Z?Zl (h, hj)k;
mit einer orthonormalen Familie h; schreiben: In der Tat sei {ki,...,k,} eine
orthonormalbasis des endlich dimensionalen Bildes von T'. Dann l&8t sich T'(h)
als T'(h) = Y_i" | T;(h) k; schreiben, wobei (h,T*(k;)) = (T'(h),k;) = T;(h) ist.
Nun Orthonormalisieren wird die T*(k;) und erhalten ein orthonormal-System
{hl, S ,hn}, wobei T*(k'j) = Zj ti,jhj mit hz’J' € C ist. Damit ist

T(h) = STk ki = S (0T (ko)) K
=1

=Wt YR = > () ik,
i J

J K2

wie gewiinscht.
Da I abgeschlossen ist, liegen auch alle kompakten Operatoren als Abschlufl der
endlich-dimensionalen in I. O
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Zyklische Darstellungen von C*-Algebren

Wir wollen nun die Struktur von nicht-kommutativen C*-Algebren niher un-
tersuchen. Fiir kommutative C*-Algebren haben wir in (10.8) gesehen, dafi die
x-Homomorphismen nach C die Algebra vollig beschrieben haben, und wir damit
einen isometrischen *-Homomorphismus auf C (X, C) fiir ein geeignetes kompaktes
X erhalten haben. Unser Erzbeispiel fiir nicht kommutative C*-Algebren ist L(H)
fiir jeden Hilbertraum H. Es liegt folglich nahe *-Homomorphismen A — L(H) zu
untersuchen.

10.24 Definition (Darstellungen und invariante Teilriume). Es sei A eine
C*-Algebra. Unter einer Darstellung von A (auf einem Hilbertraum H) versteht
man einen *-Homomorphismus p : A — L(H).

Ein Teilraum N C H heifit INVARIANTER TEILRAUM der Darstellung, falls
pla)- N C N fiir alle a € A. Falls N invariant ist, so ist offensichtlich auch der Ab-
schluB N und das orthogonale Komplement N+ invariant (h L N = (p(a)h, k) =
(h,p(a*)k) =0 fiir k € K und somit auch p(a*)k € N).

Durch Einschrénken induziert jede Darstellung p : A — L(H) eine Darstellung
pn : A — L(N), definiert durch py(a) := p(a)|n-.

Fiir h € H ist p(A)h ein invarianter Teilraum.

Die ORTHOGONALE SUMME einer Familie von Darstellungen {p; : A — L(H;)}ier
ist die Darstellung p := @, p; : A — L(H) am Hilbertraum

Hi=@H = {h = (h) € [T H:: 0% =3 hall® < oo},
i€l il il
gegeben durch p(a)(h) = (pi(a)(hi))icr-

Zwei Darstellungen p; : A — L(H;) mit ¢ € {1,2} heiflen AQUIVALENT falls eine
surjektive Isometrie U : H; — Hj existiert, die die Wirkungen austauscht, d.h.
Va € A: pa(a)oU =U o pi(a).

Ist N ein invarianter Teilraum, so ist p dquivalent zur orthogonalen Summe von
ply und ply-.

Eine Darstellung p : A — L(H) heiit irreduzibel falls es genau(!) zwei abge-
schlossene invarianten Teilrdume gibt, ndmlich {0} # H.

Es liegt nun nahe zu versuchen den Darstellungs-Raum H einer Darstellung p
soweit in invariante Teilriume N zu zerlegen, dafl diese nicht weiter zerlegt wer-
den kénnen, also die Einschrinkung py irreduzibel ist, und p bis auf Aquivalenz
als orthogonale Summe dieser irreduziblen Darstellungen zu schreiben. Dies geht
aber im allgemeinen nicht. Um jede Darstellung in einfachere Teil-Darstellungen zu
zerlegen bendtigen wir einen schwicheren Begriff als irreduzibel, ndmlich zyklisch:

Ein h € H heit ZYKLISCHER VEKTOR falls der ORBIT (die BAHN) p(A)h von
h in H dicht liegt.

Eine Darstellung p : A — L(H) heifit ZYKLISCH falls sie einen zyklischen Vektor
besitzt.

Klarerweise ist jeder Vektor h # 0 einer irreduziblen Darstellung ein zyklischer
Vektor, und die Darstellung somit zyklisch.

Hauptbeispiel. Fiir einen o-endlichen Mafiraum (X, A, u) definiert p : L>°(X) —
L(L?(X)), p(f)(g) := f - g eine Darstellung, denn

(h,p(f*)(9)) = (h, f - g) = /X h-f-gdu=(h-f,g)= (p(f)(h),9) = (h,p(f)"(9))

— Version 2004.3.29 —



(56] 10 DARSTELLUNGSTHEORIE VON C*-ALGEBREN

Diese Darstellung ist zyklisch:
Falls u(X) < oo, so kénnen wir als zyklischen Vektor h := y x verwenden, denn da
nach (4.14) die elementaren Funktionen g € L*(X) in L? dicht liegen, ist auch {g h :
g € L>} dicht in L% Falls p(X) = oo, so wihlen wir eine Zerlegung X = || A,
mit p(A,) < oo und setzen h =} \/#Tn)XA"' Dann ist h € L? ein zyklischer

Vektor, denn jedes f € L? wird nach dem Satz von Lebesgue iiber dominierte
Konvergenz durch ) f- x4, in L? approximiert und diese Partialsummen lassen
sich nach dem ersten Teil durch {g-h: g € L°>°(X)} approximieren.

Die Darstellung p : L>(X) — L(L?*(X)) ist aber nach (10.35) nur dann irredu-
zibel, wenn L?(X) = C.
Fiir ein positives Borel-Mafl p auf einem kompakten Raum X induziert das eine
Darstellung: ple(x.c) : C(X,C) — LLA(X)), p(f)(g) = f - g.

10.25 Theorem. Jede Darstellung einer C*-Algebra ist dquivalent zu einer ortho-
gonalen Summe von zyklischen Darstellungen.

Beweis. Es sei M die Menge aller Teilmengen M C H \ {0} mit p(A)h1 L p(A)hs
fiir alle hy, ho € M mit hy # ho. Mittels Zorn’s Lemma erhalten wir ein beziiglich
der Inklusion maximales Element M € M. Angenommen der von p(A)M erzeugte
Teilraum von H ist nicht dicht. Sei k # 0 ein Element des orthogonalen Komple-
ments. Dann ist (p(a)k, p(b)h) = (k,p(a*db)h) = 0 fiir alle a,b € A und h € M,
d.h. p(A)k L p(A)h, ein Widerspruch zur Maximalitét. Fiir h € H sei Hy, der in-
variante Teilraum p(A)h von H und p;, die Einschrinkung der Darstellung p auf
diesen Teilraum. Es ist pp klarerweise zyklisch, mit zyklischem Vektor h. Weiters
ist U: @pcpr Hn — H, x = (x3) — Y, o) eine surjektive (da (p(A)M) dicht liegt)
Isometrie (nach Pythagoras), beziiglich welcher @, ,, pn dquivalent zu p ist. [

10.26 Von zyklischen Darstellungen zu positiven Funktionalen. Wir soll-
ten also zyklische Darstellungen genauer studieren. Sei p : A — L(H) eine (zykli-
sche) Darstellung mit einem (zyklischen) Vektor h € H. Dann ist

fA—=C, [fla):= (pla)h, h)

ein beschriinktes lineares Funktional mit || f|| = ||k||?, denn fiir ||a]| < 1 ist auch
lp(a)]| < 1 und damit |£(a)] = [(p(a)h, h)| < llp(a)hl - [Ia]| < A Dieses Funk-
tional wird wohl sehr viel Information der Darstellung tragen. Allgemein definiert
jedes stetige Funktional f : A — C auf einer C*-Algebra eine sesqui-lineare Form
g:Ax A— Cdurch g(a,b) := f(b*a). Fiir obiges f liefert dies eine positive (und
somit Hermite’sche) Form

g(a,a) = f(a*a) = (p(a*a)h, h) = (p(a)h, p(a)h) = ||p(a)h]|* = 0.

Folglich definieren wir:

Definition. Ein lineares Funktional f : A — C auf einer C*-Algebra heifit PO-
sITIV, falls f(a) > O fiir alle a € Ay. Dann ist f monoton, d.h. aus a < b folgt
f(a) < f(b). Die zu einem positiven Funktional f gehérende sesqui-lineare Form
g: (a,b) — f(b*a) ist somit eine positive sesqui-lineare Form.

Das Funktional f heifit ZUSTAND, falls zusétzlich || f]] = 1 gilt.
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Beispiel. Die positiven linearen Funktionale auf C'(X,C) sind genau die positiven
Baire-Mafe, und die Zustéinde genau die Wahrscheinlichkeitsmafe p, d.h. p(X) = 1.

Proposition. FEin lineares Funktional f : A — C auf einer C*-Algebra ist genau
dann positiv, wenn || f|| = f(1) gilt (und es somit beschréinkt ist).

Beweis. (=) Fiir Hermite’sche z ist z < ||z|| und somit f(x) < f(||z]]) = f(1) ||z].
Fiir beliebige z erhalten wir aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (6.6) fiir ¢ die
Ungleichung

[f(@)? = lg(x, 1)I* < g(1,1) g(z,2) = f(1) f(z"x) < F(1)* [la*2]| = (F(1) [|z]))?,

d.h. ||f|| < f(1). Wegen |f(1)] = f(1) - ||1]| gilt Gleichheit.

(<) Dazu nehmen wir 0.B.d.A. an, dafi 1 = || f|| = f(1) ist. Wir miissen zeigen,
dal f(a*a) > 0ist. Es gilt o(a*a) C [0, ||a*a||]. Dieses Intervall ist der Durchschnitt
aller Kreisscheiben Ag + K, := Mg+ {A € C : |A\| < r} mit r > 0, Ay € C die es
enthalten. Es geniigt folglich z.z., dafl f(a*a) — Ao € K, fiir diese A\g € C und r > 0.
Dies ist in der Tat der Fall, denn |f(a*a) — Ag| = |f(a*a — Xo)| < || f]l [la*a — Xo|| <
r(a*a— Xg) =r,da o(a*a — X\g) = o(a*a) — X C K,. O

10.27 Erweiterungssatz fiir Zustéinde. Es sei A eine C*-Algebra und B eine
Teil-C*-Algebra. Dann lafit sich jeder Zustand von B zu einem von A erweitern.

Beweis. Es sei f : B — C ein positives Funktional, also ein lineares Funktional
mit || f]| = f(1). Nach dem Satz (7.4) von Hahn-Banach existiert eine lineare Er-
weiterung f : A — C mit || f|| = ||f|| = f(1) = f(1). Folglich ist f ebenfalls ein
positives Funktional. [

10.28 Rekonstruktion der Darstellung aus dem positiven Funktional. Es
sei p: A — L(H) eine Darstellung einer C*-Algebra A. Wir wollen versuchen diese
Darstellung aus dem Funktional f : a — (p(a)h, h) zuriickzugewinnen. Dafiir sollte
wohl h ein zyklischer Vektor sein.

Versuchen wir zuerst den Hilbertraum H zu rekonstruieren. Essei U : A — H die
stetig lineare Abbildung a — p(a)h. Da h zyklisch ist, hat sie dichtes Bild. Weiters
gilt: (U(a),U(d)) = (p(a)h, p(b)h) = (p(b*a)h,h) = f(b*a), d.h. insbesonders ist
der Kern von U die Menge Iy := {a € A : f(a*a) = 0} und H ist vermoge U
isometrisch isomorph zu der Vervollstandigung H; von A/j, beziiglich der Norm
la+I;|* == f(a*a).

Nun zur Rekonstruktion der Darstellung:
Die via U auf Hy durch p indizierte Darstellung py ist durch

Ulps(a)(b+ 1)) := p(a)(U(b+ Iy)) = p(a)(U(b)) = p(a)(p(b)h) = p(ab)h
= Ul(ab) = U(ab + I)

gegeben, also ist ps(a) : b+ If) — ab+ Iy von der Linksmultiplikation mit a in
A induziert. Dem zyklischen Vektor h € H entspricht via U offensichtlich hf :=
1+1;€ Hy.
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Sei nun A kommutativ, d.h. 0.B.d.A. A = C(X) fiir ein kompaktes X. Da
f : C(X) — C ein positives lineares Funktional ist, ist nach dem Riesz’schen
Darstellungssatz f(g) = fX g du fiir ein positives Baire-Maf} p und alle g € C(X).
Beziiglich des Mafles p ist

I =g+ ol = [ g3dn=0} =g € C(X) g =0 pelu),

d.h. Hy ist isomorph zu L*(X, ).
Die induzierte Darstellung ps ist also nichts anderes als die Darstellung von
C(X) auf L?(X, ) durch Multiplikation. Wir haben also folgendes gezeigt:

Proposition. Bis auf Aquivalenz sind die zyklischen Darstellungen einer kommu-
tativen C*-Algebra A = C(X) genau die Darstellungen M : C(X) — L(L?(u)) mit
Baire-Maflen p auf X. [

Nun wollen wir das auf beliebige C*-Algebren verallgemeinern:

10.29 Theorem (Gelfand-Naimark-Segal). Es sei A eine C*-Algebra. Dann
existiert eine bijektive Zuordnung zwischen positiven linearen Funktionalen (Zu-
stinden) auf A und Aquivalenzklassen von zyklischen Darstellungen mit ausgezeich-
neten zyklischen (normierten) Vektoren. Diese Zuordnung ist wie folgt gegeben:
— Seip: A — L(H) ein Darstellung mit zyklischen Vektor h, dann ist f =
fo,n a— (p(a)h, h) ein positives lineares Funktional auf A.
— Sei f : A — C ein positives lineares Funktional, dann sei Iy := {a €
A : f(a*a) = 0} und Hy die Vervolistdndigung von A/I; beziiglich der
sesqui-linearen Form (a + Iy,b+ Iy) := f(b*a). Die assoziierte Darstellung
ps: A— L(Hy) ist durch py(a)(b+1y) := ab+ 1y gegeben und hy := 1+ Hjy
ist ein ausgezeichneter zyklischer Vektor.

Beweis. (<« ) Dies ist (10.26).

(—) Essei f : A — C ein positives lineares Funktional und g : (z,y) — f(y*x) die
dazugehdrende positive sesqui-lineare Form. Dann ist Iy := {a: f(a*a) = g(a,a) =
0} ={a: g(a,b) = 0 fiir alle b € A} ein abgeschlossener linearer Teilraum, denn die
Gleichung gilt, da |g(a,b)|? < g(a, a) g(b,b). Folglich faktorisiert g zu einer positiv-
definiten sesqui-linearen Form g auf A/, gegeben durch g(a+1y,b+1y) := g(a,b) =
f(b*a). Es sei Hy der Hilbertraum, der durch Vervollsténdigen aus A/;, beziiglich
des inneren Produkts g entsteht. Fiir x € I gilt

glaz,b) = f(b*ax) = f((a™b)*z) = g(x,a™d) =0,
also ist a Iy C Iy, und folglich
pf:AX(A/[f)—>z4./[f7 (a,b+If)n—>ab—|—If

eine wohldefinierte bilineare Abbildung. Wir miissen die Stetigkeit von b+ Iy
ab + I beziiglich der Norm b+ I¢]|? :== f(b*b) nachrechnen:

lab + I;||* = f(b*a”ab) < [|al* f(b"b) = [la]|* b+ I [,

da a*a < |la*a|| und somit b* a*ab << b*||a*al|b = ||a||? b*b nach (10.18). Somit
liefert die Abbildung py durch Fortsetzen auf die Vervollsténdigung Hy von A/,
— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —
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wie man leicht sieht einen Algebra-Homomorphismus py : A — L(Hy). Es ist
pf: A— L(Hy) ein *-Homomorphismus, denn

9(pr(@) e+ 1p)y+1p) = glaz + I,y + Iy) = g(y”", ax)

=g(z,a"y) = g(af + I, p(a”)(y + ff))-

AuBlerdem ist hy := 1 + Iy ein zyklischer Vektor von p¢, denn nach Konstruktion
ist pr(A)(1+1If) ={a+1Ij:a€ A} = A/, dicht in Hy.

Es ist f gerade das zu py und hy gehorende Funktional a — (ps(a)(hs), hy) =
(or(@)(1+ 1), 1+ 1) = f(1%a) = F(a).

Umgekehrt sei p : A — L(H) eine Darstellung mit zyklischem Vektor » und dazu
assozilertem f = f,5 : a — (p(a)h,h). In (10.28) haben wir gezeigt, daf daraus
konstruierte Darstellung p, : A — L(Hy) via der surjektiven Isometrie U zu p
isomorph ist. [

10.30 Definition. Es sei Zust(A) der Raum aller Zustéinde f : A — C versehen
mit der punktweisen Konvergenz.

Proposition. Essei A eine C*-Algebra. Dann ist der Raum Zust(A) aller Zusténde
ein kompakter konvexer Teilraum der Einheitssphire von A*. Und fiir a € Ay ist

la]] = max{f(a) : f € Zust(A)}.

Beweis. Der Raum der Zusténde ist klarerweise eine abgeschlossene konvexe Men-
ge in der Einheitskugel von A* beziiglich der punktweisen Konvergenz, also auch
kompakt.

Es sei C*(a) die von a > 0 erzeugte kommutative Teil-C*-Algebra von A. Es
existiert ein A € o(a) C R mit |\ = r(a) = ||a]|, also ist A = ||al|. Dann existiert
ein Algebra-Homomorphismus f : C*(a) — C mit f(a) = A = ||a||. Da ||f]| =1 =
f(1), ist f ein Zustand auf C*(a), und kann somit nach (10.27) zu einem Zustand
f+ A — C fortgesetzt werden.

Umgekehrt gilt klarerweise | f(a)| < || f]| |le]] = |la|. O

10.31 Theorem. Jede C*-Algebra A besitzt eine TREUE (d.h. injektive und nach
(10.23) somit isometrische) Darstellung 7 : A — L(H) auf einen Hilbert-Raum H.

Ist A separabel, so kann die Darstellung zyklisch gew#hlt werden, siehe [C,259],
[B,265].

Beweis. Essel H = @z, 4 Hr und p(a) := @ jczuq 4 (@) Dannist p: A —
L(H) eine Darstellung.

Diese ist treu: Es sei p(a) = 0 und somit p¢(a) = 0 fiir alle f € Zust(A). Da
a*a > 0 nach (10.17) gilt, existiert nach (10.30) ein Zustand f : A — C mit
f(a*a) = |la*a|| = ||a]|?. Der zur Darstellung ps gehérende zyklische Vektor h € Hy
erfilllt ||| = 1 und f(b) = (ps(b)h,h) fiir alle b € A. Insbesonders ist |al|? =
F(a%a) = {pslaalh, by = (s (@h, py(a)h) = | pp(@)hlP =0, also ist a = 0. O

Irreduzible Darstellungen von C*-Algebren

Wir sollten also (invariante) abgeschlossenen Teilrdume von H genauer studieren.
Jeder solche laft sich als Bild einer orthogonalen Projektion beschreiben. Dazu die
folgenden zwei Lemmas.
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10.32 Lemma. Es sei H ein Banachraum und P € L(H) IDEMPOTENT, d.h.
P2 = P, bzw. P ist eine PROJEKTION. Dann gilt:

1 1 — P ist auch idempotent;

2 Bild P = Ker(1 — P) und Ker P = Bild(1 — P);

3 H = Bild P ¢ Ker P;

4 Es sei A € L(H). Dann ist Po A = Ao P < Bild P und Ker P sind A-

invariant.

Beweis. (1) (1-P)?=1-2P+P?*=1-2P+P=1-P.

(2) h € BildP & h = Pk fir ein k € H & Ph = P’k = Pk = h & h €
Ker(1 — P). Weiters folgt Ker P = Bild(1 — P), da 1 — P idempotent ist.

(3) Es gilt Bild P N Ker P = {0}, da h € Bild P zur Folge hat, da§ Ph = h und
andererseits ist Ph = 0 fiir h € Ker P. Jedes h € H 14}t sich als h = Ph+ (1 — P)h
schreiben, mit Ph € Bild P und (1 — P)h € Bild(1 — P) = Ker P.

(4) (=) Dies gilt fiir jede Abbildung P € L(H):

Es ist A(BildP) = A(P(H)) = P(A(H)) € P(H) = Bild P, d.h. Bild P ist A-
invariant, und P(A(Ker P)) = A(P(Ker P)) = 0, d.h. Ker P ist auch A-invariant.

(<) Sei nun P eine Projektion mit A-invarianten Kern und Bild. Fiir € H ist
nach (3)x = xg + 1 mit ¢ € Ker P und z; € Bild P und somit Az € Ker P und
Az, € Bild P, d.h. P(Azo) = 0 = A(0) = A(Pxg) und P(Axy) = Azy = A(Pxy)
zusammen also (P o A)(z) = (Ao P)(z). O

10.33 Lemma. Fiir ein idempotentes P € L(H) sind édquivalent:

1 P ist orthogonal-Projektion, d.h. Ker P = (Bild P)*;
2 Ker P | Bild P;

3 ||P|| €1, d.h. P ist eine Kontraktion;

4 P >0, d.h. P ist positiv.

5 P* = P, d.h. P ist Hermite’sch;

6 P*P = PP*, d.h. P ist normal;

Beweis. ((1) = (2)) ist trivial.

((2) = (3)) Wegen Bild P > Ph | h— Ph € Ker P ist ||h||? = ||Ph||*+||h— Ph|?
und somit ||Ph|| < ||A]|.

((1) <= (3)) Esist h — Ph = (1 — P)h € Bild(1 — P) = Ker P. Fiir h L Ker P
gilt folglich 0 = (h — Ph,h) = ||h||*> — (Ph,h), und damit ist ||h|> = (Ph,h) <
I PRI |21l < |[A%. Weiters folgt |[Ph|| = [b]] = v/(Ph, hy und || — Ph|[? = [|h]]2 -
2Re((Ph, h)) + || Ph||?> = 0 fiir diese h. D.h. (Ker P)*+ C Ker(1 — P) = Bild P.
Umgekehrt sei h € Bild P. Dann ist h = hg + hy mit hg € Ker P und hy €
(Ker P)* C Bild P. Folglich ist hg = h — h; € Bild P N Ker P = {0}, d.h. hg = 0
und h = h; € (Ker P)*. Durch Orthogonalisieren folgt die gewiinschte Gleichung.

((1) = (4)) Es sei h = ho+hy mit hy € Ker P = (Bild P)* und hy € (Ker P)* =
Bild P. Folglich ist (Ph,h) = (Phy,hi + ho) = (Phi,h1) = (h1,h1) > 0, d.h. P ist
positiv nach (10.17).

((4) = (5)) und ((5) = (6)) sind trivial.

((6) = (1)) Wegen ||Ph|| = ||P*h| fiir normales P nach (10.4.3) ist Ker P =
Ker(P*) = (Bild P)*.

10.34 Theorem. Fiir jede x-abgeschlossene Teilmenge A C L(H) sind dquivalent:

1 Die Menge A ist irreduzibel;
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2 Die KOMMUTANTE A* := {T' € L(H):Va € A:Toa=aoT} besteht nur
aus den Vielfachen der Identitét;

3PcAF, 0<P<1= 3], 1] P=X-id;

4 Jede orthogonal-Projektion in A¥ ist 0 oder 1.

Beweis. ((1) = (2)) Falls b € A*, so ist Kerb ein invarianter Teilraum und somit
gleich {0} oder H, i.e. b ist injektiv oder b = 0. Also besitzt die Teil-C*-Algebra
Ak von L(H) keine Nullteiler, denn fiir by,by € A* mit by # 0, also by injektiv,
folgt nun aus biby = 0, daB by = 0. Es sei 0 # b € A¥ Hermite’sch, dann besitzt
C*(b) =2 C(o(b)) (nach (10.9)) keine Nullteiler und somit ist o(b) einpunktig und
C*(b) = C(o(b)) 1-dimensional, also C*(b) = C - 1. Da sich nach (10.5.2) jedes
Element a als Re(a) + i Im(a) mit Hermite’schen Elementen Re(a),Im(a) € A*
schreiben liBt, ist A* = C - 1.

((2) = (3)) ist trivial, da aus 0 < P = X-1 <1 folgt, da 0 < XA < 1 ist.

((3) = (4)) ist trivial, da fiir orthogonal-Projektionen P nach (10.33.4) und
(10.13) 0 < P < ||P|| < 1 gilt, und wegen P? = P ist A2 = X

((1) <= (4)) Es sei N ein abgeschlossener A-invarianter Teilraum von H und es
sei p die orthonormal-Projektion auf N. Dann sind Bildp = N und Kerp = N+
beide A-invariant und nach (10.32.4) somit p € A¥ = C- 1, d.h. p = id oder p = 0,
und damit N = {0} oder N =H. O

10.35 Folgerung. Ist A C L(H) eine kommutative x-abgeschlossene irreduzible
Teilmenge, so ist H 1-dimensional.

Beweis. Da A kommutativ ist, gilt A € A* = C, also ist A C C und damit
L(H) = A* = C. Das ist nur fiir 1-dimensionales H moglich. [

Folgerung. Die irreduziblen Darstellungen einer kommutativen C*-Algebra sind
bis auf Aquivalenz genau durch die Algebra-Homomorphismen A — C = L(C,C)
gegeben.

Beweis. Nach obiger Folgerung ist der Darstellungsraum H jeder irreduziblen Dar-
stellung von A notwendig isomorph zu C und somit die Darstellung p gegeben durch
den Algebra-Homomorphismus f : A — C vermége f(a) := p(a)l firdiel € C. O

10.37 Proposition. Es sei f eine positives Funktional auf einer C*-Algebra A
und p : A — L(H) die nach (10.29) assoziierte Darstellung mit ausgezeichnetem
zyklischem Vektor h. Dann existiert eine Bijektion

(PepAFCLH):0<P<1}={geH :0<g<f}
die durch die Relation
g(a) = (P(pla)h), h) fiir a € A

festgelegt ist.
Beweis. Essei U: A — L(H) die stetig lineare Abbildung a — p(a)h mit dichten
Bild. Diese erfiillt (Ua, Ub) = (p(a)h, p(b)h) = (p(b*a)h,h) = f(b*a).

(—) Es sei P € p(A)* mit 0 < P < 1. Dann ist gp : a — (P(p(a)h),h) ein
positives lineares Funktional, denn

gr(a*a) = (P(p(a*a))h, h) = ((P o p(a”))(p(a)h), h)
= ((p(a*) o P)(p(a)h), h) = (p(a)"(P(p(a)h)), h

= (P(p(a)h), p(a)h) = (P(Ua),Ua) = 0, da P
— Version 2004.3.29 —
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Es gilt gp < f, denn nach (10.17)

gp(a*a) = (P(Ua),Ua)
<(Ua,Ua) = f(a*a), da P < 1.

(«)Esseig e H*mit 0 < g < f. Dann ist (a,b) — g(b*a) eine positive sesqui-
lineare Form auf A, die wegen g < f iiber KerU = {a € A : f(a*a) = 0} (siehe
(10.28)) zu einer stetigen positiven sesquilinear-Form faktorisiert (vgl. mit (10.29)).
Und, da Bild U in H dicht liegt, sich zu einer eindeutig bestimmten positiven sesqui-
linearen Form ¢ : H x H — C erweitert. Diese entspricht nach (10.36) einem
positiven Py, € L(H).

Es gilt P, <1, denn (PyUa,Ua) = §g(Ua,Ua) = g(a*a) < f(a*a) = (Ua,Ua).

Schliefilich ist P, € p(A)*, denn fiir a € A gilt wegen p(a) U(b) = U(ab):

((Py o p(a))(Ub),Uc) = (Py(U(ab)), Uc) = g(c"ab)
= 9((a"¢)"b) = (P, (Ub),U(a"c)) = (Py(Ub), p(a)” (Uc))
= ((p(a) o Py)(UD), (Uc)).

(g P+ g) Fiir 0 < g < f sei P:= P,. Dann ist

gp(a) := (Py(p(a)h),h) = (Py(Ua),Ul) = g(1"a) = g(a).
(P g P)Fir 0 < P <1in p(A)* und g := gp ist:
(Py(Ua),Ub) = gp(b*a) = (P(p(b*a)h), h) = (P(p(a)h), p(b)h) = (P(Ua),Ub),

also Py =P. U

10.38 Theorem. Fiir einen Zustand f : A — C auf einer C*-Algebra sind dqui-
valent:

1 Die zu f gehorende Darstellung ist irreduzibel;
2 Fiir jedes 0 < g < fist g=Af fiirein 0 < A < 1.
3 Das Funktional f ist ein extremal-Punkt (siehe (7.30)) von Zust(A);

Beweis. Es sei p : A — L(H) die zu f gehorende Darstellung mit zyklischem
Vektor h.

((1) < (2)) Nach (10.34.3) ist p genau dann irreduzibel, wenn jedes P € p(A)*
mit 0 < P <1 ein Vielfaches der Identitét ist. Nach (10.37) entsprechen diesen P
in eindeutiger Weise die g € H* mit 0 < g < f und A - id entspricht gerade A - f.

((2) = (3)) Es sei f = Ag+(1—A)h mit Zustéinden h und g und 0 < A < 1. Dann
ist A\g < f und somit Ag = p f fiir ein 0 < p < 1 nach (2). Wegen f(1) =1 = g(1)
gilt A = p und somit g = f und damit auch g = h, i.e. f ist ein extremal-Punkt.

() = (2)) Essei 0 < g < f und O.B.d.A. g # 0 und g # f. Dann ist
0<f—-—g#0,als00 < |f—gll=(—-9g)(1) = f(1)—g(1) und somit gilt fiir
A= lg|l, daB 0 < X = [|g|| = g(1) < f(1) = 1. Es sind fo := 3¢ > 0 und
fi:= ﬁ(f — g) > 0 Zustinde, da fo(1) = @ =1und f1(1) = % =1,
und klarerweise ist f = A fo + (1 — A) f1, also f = fo = f1 wegen (3), und damit
g=Afo=Xf. O
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10.39 Theorem. Die irreduziblen Darstellungen einer C*-Algebra sind Punkte-
trennend.

Beweis. Es sei a # 0. Dann existiert ein extremaler Zustand f mit f(a*a) >
0, denn andernfalls wiirde die stetige lineare Abbildung evg«, : A* — C auf
Ext(Zust(A)) verschwinden, und damit auch auf der abgeschlossenen konvexen
Hiille, welche nach Krein-Millman (7.30) mit der nach (10.30) kompakten kon-
vexen Menge Zust(A) tibereinstimmt. Wir haben aber in (10.30) gesehen, daf§ ein
Zustand f : A — C existiert mit f(a*a) = ||a*al| = ||al|?> # 0, ein Widerspruch.
Sei nun p: A — L(H) die irreduzible Darstellung mit zyklischen Vektor h, die zu
dem extremalen Zustand f : A — C gehort. Dann ist 0 < f(a*a) = (p(a*a)h,h) =

(p(@)h, p(a)h) = [lp(@)h]]%, L. pla) 0. O

Gruppen-Darstellungen

10.40 Die Gruppen-Algebra. Es sei G eine diskrete (oder insbesonders eine
endliche Gruppe). Wir wollen folgendes universelle Problem 16sen: Gesucht ist eine
K-Algebra K(G) und ein Homomorphismus § : G — K(G) beziiglich der Multipli-
kation der Algebra, s.d. zu jedem Homomorphismus 7 : G — A in eine Algebra A
ein eindeutiger Algebra-Homomorphismus 7 : K(G) — A existiert mit 70 = 7,
d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

Dazu l6sen wir zuerst das universelle Problem, zur Menge G einen K-Vektorraum
K(G) und eine Abbildung ¢ : G — K(G) zu finden, soda$ fiir jede Abbildung
7 : G — A mit Werten in einem K-Vektorraum eine eindeutige lineare Abbildung
7:K(G) - A mit 7o d = 7 existiert, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

Die Losung fiir K(G) ist der freie Vektorraum [[. K = @, K mit der injektiven
Abbildung § : G — [, K, &; := 6(t) := (6{)seq, wobei 67 := 1 fiir t = s und 0
sonst.

Die Elemente f € K(G) := [[, K lassen sich eindeutig als endliche Summe f =
> iec f(t)ds schreiben, d.h. K(G) 148t sich mit dem Raum aller Funktionen f :
G — K mit endlichem Triger identifizieren.

Die Abbildung 7 ist durch

) =7 (D Fwa) =D F0 760 = Y F0) 70
teG teG teG
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gegeben.

Man sieht leicht ein, dafl dieser Vektorraum auch die universelle Eigenschaft fiir
multi-lineare Abbildungen hat, d.h. jeder Abbildung 7 : Gx---xG — A mit Werten
in einem K-Vektorraum entspricht eine multi-lineare Abbildung 7 : K(G) x ... x
K(G) — Amit 7o(dx...x5) = 7, welche durch 7~'(f1 s M) =2 ea FHt):

™ (tn) T(t1, - . ., tn) gegeben ist. Wenden wir ( ) auf die Multiplikation G x G —

[eIRR K(G) an, so erhalten wir eine bilineare Abbildung x : K(G) x K(G) — K(G),
welche durch

freg= (D 1)« (Zg 6,) = 3210 9(5) b5
:Zf@)g(s)ats:Zthgs

r ts=r

d.h. durch

(fxg)(r) =D ft)g(s)=>_ ft) gt r)

ts=r t
gegeben ist.
Wegen der universellen Eigenschaft ist diese Multiplikation * so wie die Multiplika-
tion in G ebenfalls assoziativ, und J. ist eine 1, wobei e € G das neutrale Element
der Gruppe ist. Also ist K(G) eine assoziative Algebra mit 1.
Falls nun 7 : G — A ein Gruppen-Homomorphismus ist, so ist leicht einzusehen,
dal 7 ein Algebra-Homomorphismus wird, und umgekehrt.

10.41 Darstellungen von G auf K(G). Der Gruppen-Homomorphismus 6 : G —
K(G) liefert auch eine Darstellung A von G auf dem Vektorraum K(G), d.h. einen
Gruppen-Homomorphismus A : G — L(K(G)), definiert durch A(t)(f) := 0¢ % f.
Diese Darstellung 148t sich auch anders ausdriicken:

MO(f) =6ex f=06xD f(s)65 = f(s) 6 %0,

seG seG
=D f(9) s =D f(Er) e = folpr = (L) (f),
s€G reG

wobei /; die sogenannte LINKS-TRANSLATION auf der Gruppe G bezeichnet, welche
durch £;(s) := t s definiert ist. Es ist ¢ ein Gruppen-Homomorphismus von G in die
Menge der Bijektionen von G. Falls 7 : K(G) — L(H) eine Darstellung ist, und
T:=700:G — K(G) — L(H) die zugehorige Darstellung von G, so ist folgendes
Diagramm kommutativ:

K(G) T L(H)
(i—1)* = )\tJ JT(t)*
K(G) = L(H),

denn

(7(#)« 0 T)(f) = 7(t) 0 7(f) = 7(6(¢)) 0 7()
=7(0) * f) = 7(f o le-r) = T(A\:(f))
= (ToA)(f).
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10.42 Von K(G) zu L*(G). Wir wollen aber nicht rein algebraisch bleiben, und
statt dessen eine universelle Eigenschaft fiir stetige Banach-Algebra-Homomorphis-
men haben. Dazu miissen wir K(G) mit einer Norm versehen. Es dréngen sich die

1/p
p-Normen ||f|, := (Zteg | f(t)|P> aut, fiir diese gilt:

1 1 1
Fxagllr < Ifll» - llglly falls = + = = = + 1.
| - < 11fllp - Nlgllg P i

Insbesonders ist die Vervollstindigung von K(G) beziiglich der 1-Norm eine Banach-
Algebra mit Eins

LNG) = {f:G = K:||f|1 =D |f(t)] <oc}.

teG

Man beachte, dal das wirklich die integrierbaren Funktionen beziiglich des Z#hl-
mafes p : A — > 41 sind. Wie wir in (9.37), (10.5.6) und (10.23) gesehen
haben, sind Algebra-Homomorphismen oft automatisch stetig und sogar Kontrak-
tionen. Der assoziierte Algebra-Homomorphismus 7 : K(G) — A mit Werten in
einer Banach-Algebra ist genau dann eine Kontraktion (und 148t sich somit zu ei-
nem solchen auf L'(G) fortsetzeen), wenn ||7(t)|| < 1 fiir alle t € G ist. Wegen
L= 1] = lr(e)] = [l7&) 7¢Il < 7@l I7(¢~")| gilt dann aber auch || (t)[| =
m > 1, also hat 7 Werte in U(A) := {a € inv(A) : ||a]| = 1 = [la™ Y|}, der
Menge der invertierbaren Elementen in der Einheitssphéire von A. Falls A = L(H)
fiir einen Banach-Raum H ist, dann ist U(H) := U(L(H)) die Menge der bijek-
tiven Isometrien, bzw. der unitdren Operatoren im Falle eines Hilbert-Raums H
nach (10.4), denn aus ||al| = 1 = ||a~}|| folgt

laz]| < llall lz]| = llz]| = la™ azl| < la™"|| faz|| = |laz].

Wir haben also folgendes gezeigt:

Proposition. FEssei G eine diskrete Gruppe. Dann ist 6 : G — L'(G) ein Gruppen-
Homomorphismus in eine Banach-Algebra der fiir jeden Banach-Raum H eine Bi-
jektion

6, : Hom(L'(G), L(H)) = Hom(G,U(H))

induziert, wobei Hom(L(G), L(H)) die Menge der kontraktiven Algebra-Homo-
morphismen und Hom(G,U(H)) die der Gruppen-Homomorphismen in
U(H) :={a € L(H) : a ist invertierbare Isometrie}

bezeichnet. Die Elemente p der ersten Menge heilen DARSTELLUNGEN der Banach-
Algebra L'(G) auf H und die Elemente 7 der zweiten Menge UNITARE DARSTEL-
LUNGEN der Gruppe G auf H. Die Bijektion ist durch

7(t) == p(d:)
p(f) = f(t)r(t)
teG
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gegeben.

10.43 Die linksreguliren Darstellungen von L'(G) und die Involution. Die
Darstellung K(G) auf dem Vektorraum K(G), gegeben durch die Faltung, induziert
wohldefinierte Darstellungen (die sogenannten linksreguléren Darstellungen) A von
LY(G) auf den Banach-Riaumen LP(G), welche durch Vervollstindigen von K(G)
beziiglich der p-Norm erhalten werden. Denn die Gleichung || f x g, < || fll1 llgllp
besagt, dafl die Darstellungen Kontraktionen sind. Durch Zusammensetzen mit ¢ :
G — LY(G) enthalten wir folglich Darstellungen A von G auf den Banach-Riumen
L?(G).

Im Falle p = 2 ist H := LP(G) ein Hilbert-Raum und somit L(H) eine C*-
Algebra. Wir wollen nun versuchen auch L!(G) so zu einer C*-Algebra zu machen,
daB die linksreguléire Darstellung X : L'(G) — L(L*(G)) ein *-Homomophismus
ist, d.h. . ) )

(A1, ha) = (M(f)"ha, he) = (ha, A(f)h2)
fiir alle f € L'(G) und hq, he € L*(G) erfiillt. Wihlen wir hy := . und hg := &; so
erhalten wir

Jr() = (" *61,60) = (A(f*)ha, ha)

= (h1, M(f)h2) = (b1, f x0) = (F x6:)(1) = f(E1).

und eine entsprechende Rechnung mit allgemeinen h; und hy zeigt, dafl A L1 (G) —
L(L?(G)) mit dieser Definition von f* ein -Homomorphismus ist. Offensichtlich ist
()* eine isometrische Involution (d.h. konjugiert-linear, idempotent und ein anti-
Homomorphismus). Allerdings ist L (G) keine C*-Algebra, wie das folgende Bespiel
fir G := 7Z zeigt.

Beispiel. Fiir die diskrete Gruppe G = Z und f*(k) := f(—k) i
(> Nk =D F G fk—3) =Y FG) fk+ ).
J J

Es sei nun f reell-wertig und konzentriert auf {—1,0, 1}, dann ist f*« f konzentriert
auf {—2,—1,0,1,2} und hat folgende Werte:

-2 ’—>f_+1f—1
-1 = fofaa+ffo
frf:8 0 = fafa+fofot+ frafa
+1 = fafo+fofn
+2 = fo1fh
Folglich ist

1f* % fllr =2 fv1 foal + 2 fol f1 + foal + for® + fo? + [41°

und
1£I11% = fo1® + fo® + fea® + 2|1 fo1| + 2 fo fo1] + 21 fo f1l-
Falls fo #0und f_1 - f11 <0 so ist

£l < 15

Zusammenfassend haben wir folgendes gezeigt:
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Proposition. Fiir jede diskrete Gruppe G ist L'(G) eine B*-ALGEBRA d.h. eine
Banach-Algebra mit einer Involution *, welche eine Isometrie ist, aber nicht notwen-

dig ||f*fll = || f||? erfiillt. Die Involution auf L*(G) ist dabei durch f*(t) := f(t=1)
gegeben. [

Lemma. Es sei p: B — A ein x-Homomorphismus von einer B*-Algebra in eine
C*-Algebra, dann ist p eine Kontraktion.

Beweis.

le(HIZ = llp(H)* (NIl = r(p(F)* p(f)) = r(p(f* )
<r(f N <A< < 17 O

10.44 Folgerung. Fiir jede diskrete Gruppe G entsprechen den unitédren Dar-
stellungen von G auf einem Hilbert-Raum H genau die *-Homomorphismen der
B*-Algebra L'(G) nach L(H).

Hom(G,U(H)) = Hom(L'(G), L(H))

Beweis. Jeder x-Homomorphismus p : L*(G) — L(H) ist nach obigen Lemma eine
Kontraktion und induziert somit nach (10.42) eine unitdre Darstellung 7 : G —
U(H). Umgekehrt sei 7 : G — U(H) eine unitire Darstellung und p : L}(G) —
L(H) der nach (10.42) assozierte Homomorphismus, d.h. p(f) = > ,cq [(t)7(1).
Also ist

p(f) =D fE D) =) fls)r(s)™

teG seG
=3 T = (X 167(9) = plh)",
seG seG

d.h. p ein *-Homomorphismus. [

10.45 Das Haarmaf} lokalkompakter Gruppen. Wir wollen das alles nun so-
weit wie moglich auf LOKALKOMPAKTE GRUPPEnN iibertragen, d.h. Gruppen G, die
zusétzlich lokalkompakter Hausdorff-Rdume sind, und fiir die die Multiplikation
G x G — G und die Inversion G — G stetig sind. Um L!(G) zu konstruieren
benétigen wir ein ausgezeichnetes Mafl p auf G. Wir wollen, dafl die links-regulére
Darstellung ¢ (mit ¢; - s = ts) noch immer eine Darstellung A von G auf L?(G) (mit
As(f)(t) = (f o ly—1)(t) = f(s71t)) induziert. Also miiite insbesonders fiir p = 1
und f > 0 folgendes gelten:

/ﬂfwww=mum=wma/mmm»
G G

D.h. das Mafl muf linksinvariant sein, i.e. u(sA) = p(A) fiir alle meBbaren A. In der
Tat 148t sich zeigen, dafl so ein Mafl u (das sogenannte HAARMASS) auf G immer
existiert, und dafl es bis auf einen konstanten positiven Faktor eindeutig ist, falls
man zusitzlich verlangt, daB p(U) > 0 fiir alle offenen U # (). Fiir einen Beweis
dieser Aussage siehe [HR,185]. Fiir G = R und G = S* ist es das iibliche Lebesgue-
Maf und fiir G = Z das ZahlmaB. Wir schreiben allgemein |, o f(t)dt anstelle von
Jo f(t) du(t) fir f e LY(G) .= LY(G, p).
— Version 2004.3.29 —
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Definition (Faltung). Mit LP(G) := LP(G, ) bezeichnen wir den Banach-Raum
der Aquivalenz-Klassen aller beziiglich des Haar-Mafles 1 p-integrierbaren Funktio-
nen.

Die Faltung von zwei Funktionen ist aus Analogie zum diskreten Fall durch

(fx9)(s L/f tlﬁdt:[;ﬂﬁmu”)ﬁ

definiert. Sie liefert eine bilineare Abbildung LY(G) x LP(G) — L"(G) mit % + % =
1+ L mit [ % glly < £l - lglly (siche [HR,20.19]).

Die Faltung von Funktionen in L'(G) ist assoziativ und somit ist L(G) eine
Banach-Algebra und die Faltung induziert Darstellungen A von L(G) auf LP(G),
die sogenannten links-regulidren Darstellungen, definiert durch A(f)(g) := f * g.
Um die Assoziativitdt einzusehen verwendet man den Satz von Fubini in folgender
Weise:

((fxg) % h)(r) = /(f*g)( ) () dt

//f (s7H)h(t™ ) ds dt
//f (sTH)h(t7Ir)dtds  (t = su)
://ﬂgwmm4§WM@
/f ) (g*h)(s~'r) ds

= (fx(gxh))(r).

Da L!(G) keine 1 besitzt (siehe (4.8)), gibt es auch den Gruppen-Homomorphis-
mus § : G — L'(G) aus dem diskreten Fall nicht mehr.

Trotzdem haben wir noch ein Pendant zur linksreguldren Darstellung A von
LY(G) auf LP(G), némlich die unitéire Darstellung A : G — L(LP(G)), t — (f —
f o £;—1), welche von der Linkstranslation ¢ induziert wird. Es besteht also die
Hoffnung Darstellungen von L!(G) mit unitéiren Darstellungen von G in bijektive
Beziehung zu setzen. Da nun G nicht mehr diskret ist, sollten wir bei unitdren
Darstellungen Stetigkeits-Voraussetzungen machen.

10.46 Proposition (Unitéire Darstellungen). Es sei 7: G — U(H) ein Grup-
pen-Homomorphismus in die Gruppe der bijektiven Isometrien eines Banach-Raums
H, dann sind dquivalent:

1 Die Abbildung 7: G x H — H ist stetig;

2 Es konvergiert T(t) — 1 punktweise fiir t — e;

3 Die Abbildung 7 : G — U(H) ist stetig, beziiglich der punktweisen Konver-
genz auf U(H);

4 Die Abbildung 77: G x H — H ist getrennt stetig.

Eine Abbildung 7 : G — U(H) mit obigen dquivalenten Eigenschaften heifit
UNITARE DARSTELLUNG der Gruppe G auf dem Banach-Raum H.
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Beweis. ((1) = (2)) ist trivial.

((2) = (3)) Wegen 7(t) = 7(tty ' to) = 7(tty") o 7(ty) konvergiert 7(t) — 7(to)
punktweise fiir ttal — e, d.h. fir t = ttgl to — ety = to.

((3) = (4)) Da vorausgesetzt ist, dafl 7 Werte in U(H) C L(H) hat ist 77, -)
immer stetig. Umgekehrt ist 77(_,h) = evy or genau dann fiir alle h € H stetig,
wenn 7 : G — U(H) stetig ist beziiglich der punktweisen Konvergenz, denn diese
ist gerade die initiale Topologie beziiglich evy, : L(H) — H fiir h € H.

((4) = (1)) Esseity € G, hg € H und € > 0. Dann existiert wegen der Stetigkeit
von 77, hg) eine Umgebung U von tg in G, s.d. ||7(t)ho — T(to)ho|| < e fiir alle
t € U. Folglich gilt fiir alle ||h — hg|| < € und ¢t € U auch

[T()h — 7(to)holl < [[T(#)h — T(t)hol| + [|7(¢)ho — T(t0)holl
< Al=@IHIA = holl + I (#)ho — 7 (o) hol|
<le4+e=2e O

Klarerweise ist eine Abbildung 7 : G — L(H), die beziiglich der Operator-
Norm auf L(H) stetig ist, auch beziiglich der groberen Topologie der punktweisen
Konvergenz stetig. Dafl nicht die Umkehrung gilt, zeigt folgendes

Lemma (Stetigkeit der Linkstranslation). Die von der Linkstranslation ¢ in-
duzierte Abbildung

X: G = U(LMG)) € L(EM(G)),

)\s(f) = f 065*1
ist eine unitéire Darstellung von G auf L'(G). Sie ist aber nicht stetig beziiglich der
Operatornorm auf L(L'(Q)).

Ebenso induziert die Rechtstranslation einen Gruppen-Homomorphismus G —
L(L*(G)) der aber nicht Werte in U(L*(G)) hat, also keine unitéiire Darstellung ist.
Beweis. Es sei t € G, f € L'(G) und € > 0. Dann existiert ein g € C.(G) mit
lf—gll < §.Dage C. (essei K := Trgg), ist g gleichméfBig-stetig, d.h. es existiert
eine 1-Umgebung U mit |g(s) — g(r)| < Gacry ur rs € U. Essei s € V :=tU.
Dann ist s = tu fiir ein u € U und es gilt (¢t7'r)(s71r)™ = t7ls = v € U und
somit

A = gl = [ lo(s77) — gt~ 7)] dr
{r:s~'reK oder t—1reK}
€ €

< —u(KsUKt) < —.

SN WEsUKY) < 3
Da das Haar-Maf links-invariant ist und somit [|[Asf — Asglli = ||f — gll1 < 5, gilt
firseV:

[Aef = Asflln < IAef = Aeglls + [ Aeg = Asglls + [ Asg = AsfllL <e.

DaB die Abbildung A : G — U(L'(G)) nicht stetig beziiglich der Operatornorm
ist, zeigt folgendes Beispiel: Es sei G = R. Angenommen es gidbe ein § > 0, so
daB ||[A(t) — A(0)]] < 1 fiir [¢t] < 6. Dann wire fiir die charakteristische Funktion f
von (0, 9] der Triger von f = A(0)f und A\(0)f disjunkt und somit die 1-Norm von
ING)F = AO)Flls = IAG)Flls + INO) s = 2[1f 1+ > [If 1, ein Widerspruch.

Fiir die Rechtstranslation beachte man, daf

flst) = (s =Sf(t7 s7!) = A(Sf)oinv. O
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10.47 Die Modul-Funktion.
Die nicht rechts-Invarianz das Haar-Mafles 148t sich wie folgt beschreiben:

Lemma. Es sei der Modul A(t) durch

/fts du(t) /f )du(t) fiir alle f € L'(Q)

definiert. Dann ist A : G — (R, -) ein stetiger Gruppen-Homomorphismus.

Beweis. Siehe [HR,p196]. Wegen der Dichtheit des von den positiven stetigen
Funktionen mit kompaktem Tréger erzeugten Teilraums, geniigt es solche Funk-
tionen zu betrachten. Es sei i, : C(G) — C definiert durch [, f(ts) du(t). Dann ist
is ein links-invariantes Mafl auf G. Folglich existiert eine positive Zahl A(s) mit
ws(f) = A(s) p(f). Weiters gilt, wobei f; die rechtstranslatierte Funktion s — f(st)
bezeichnet:

(f)s(r) = fi(rs) = f((rs)t) = f(r(st)) = fa(r)

und somit ist

A(ts) p(f) = plfes) = p((fs)e) = A) u(fs) = AE) Als) p(f)-

Es sei U eine relativ-kompakte 1-Umgebung von G, weiters seien f ;é O und w

stetige positive Funktionen mit kompakten Triger auf G mit w(Trg(f) = {1}.
Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f existiert zu jeden € > 0 eine 1- Umgebung

V CU mit |f(st) — f(s)] < % fiir alle ¢ € V und alle s € G. Somit ist

A1) = 1 pu(f) = [p(fe) = pn(f)]

<

/ F(st) ~ F(s)] ds
steTrg f oder s€Trg f

d.h. |[A(t) -1 <efuralleteV. O
Beziiglich der Spiegelung S : f + (¢t — f(t71)) gilt:
10.48 Lemma. Fiir f € LY(Q) gilt:

/f ) dpu(t) /A ).

Beweis. Es sei v(f) = [, A( Bdu(t) = p(A - Sf). Dann ist

V(/\sf):/ A(lﬁ)f(flt’l)du(t)=/GA(t)f((lfS)’l)d/i(t)

/ A(ts) A(s) £(ts) 1) du(t) = As~ )u((A S 1))
(s 1>A<> (ASF) = v(f).
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Also ist v links-invariant und offensichtlich gilt v(U) > 0 fiir U # (), also existiert
ein ¢ > 0 mit v = cpu. Wihlt man eine Funktion g € C.(G) mit g = Sg und
Trg(g) € {t: JA(t) — 1] < e} so gilt: |g(t) — g(t)A(t)| < e g(t) und folglich | [, g —
¢ fo9l=1[a9— Jo9Al <e| [,g]also|l—c|<e dh. c=1. Also ist

/f ) dp(t) /A FE Y dut). O

Jede diskrete, jede Abel’sche und jede kompakte Gruppe G ist UNIMODULAR,
d.h. A = 1, bzw. das Haar-Ma8 ist auch rechts-invariant: Fiir diskretes G ist das
Zahlmaf} offensichtlich rechts-invariant, fiir Abel’sches G ist das trivial, und fiir
kompaktes G ist das Bild unter A eine kompakte Untergruppe von (R, ), also
gleich {1}.

Bemerkung. Man kénnte analog zum diskreten Fall die Faltung auch als
(Fra))= [ js (s =)

=A(r / f(t™Y) g(tr)dt nach (10.48)

= A(r / At g(t™1r)dt
=A(r) " (A f) *9)(r)
definieren, d.h. A - (fx2g) = (A f) xg.
Fiir diese zweite Faltung kénnen wir aber nicht Assoziativitidt erwarten, denn
A-((frag)x2h) =(A-(frag))xh=((A-f)*g)*h
=(A-f)x(gxh)
=A-(f*2(g*h))
# A (f *2 (g*2 h)).

10.49 Die Involution auf L'(G). Wie im diskreten Fall versuchen wir L}(G)
mit einer Involution versehen, sodaf die links-reguliire Darstellung auf L?(G) eine
x-Darstellung ist, d.h. (hy, f x ha) = (f* x hy, he). Es ist

(hl,f*h2>:/ hl(r)/mhg(t—lr)dtdr

//h1 (ts) f(t) ha(s) dt ds

:/ / A(E) (6 1s) FET) a(s) dt ds
GJG

und

<f**h1,h2>:/G/Gf*(t)hl(flr)mdtdr

folglich setzen wir f*(t) := A(t) f(¢~1).
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Lemma. Es ist L'(G) eine B*-ALGEBRA (ohne 1) vermége der Involution, die
durch f*(t) := A(t)f(t~!) gegeben ist.

Beweis. Wegen (10.48) ist || f*[|1 = || |l und

(f7@) = A@) f+@1) = AR A=Y F(EH) 1) = f(b).

Weiters gilt:

***S: * *718 — *S *g—1
(6" % *)(s) /Gg(t)f(t )di /Gg(t)f(t ) dt

/Ast gt s ) A f(t) dt

NE /f g(t=1s~1)dt = (fxg)*(s) D

Als partieller Ersatz fiir eine 1 finden wir:

10.50 Proposition (approximierende Einheit). Es sei f € L'(G) und ¢ > 0.
Dann existiert eine (kompakte) Umgebung U von e, so da8 fiir alle 0 < g € L'(G)
mit [, g =1 und g|g\v = 0 die Beziehung

Ifrxg—Fflli<e

gilt.
Insbesonders existiert eine approximierende Einheit fiir L*(G), d.h. ein Netz u;
mit ||u;|| = 1 sowie f xu; — f und u; x f — f fiir alle f € L*(G).

Beweis. Es sei g wie angegeben. Dann ist leicht einzusehen, dafl f x g iiberall
definiert ist und f x g € L(G) liegt. Es gilt sogar: |(f x g)(#)] < [|f]l1 |lg]loc und
[(f*9)(s) = (f x9) ()] < [IAes=1f = fll1 9lloc, denn

(F*9)(s) — (f * o)t / £ — 1) g ) dr
:/(f(st_lr)—f(r)) g(r=1t) dr.
G

Also ist fxgin Cy(G). Da [, A(t) gt ') dt = [, g(t)dt =1 ist, gilt

(fxg)(s /fst (tHdt—f /A

- /G (F(st) — A(t) F(s)) g(t™") dt.

=:F(s,t)

Esist F(s,t) = f(st) (1 — A(t)) g(t™') + (f(st) — f(s)) A(t) g(t~1). Folglich ist

1Pl ds < 1Al 1= A0 + 1= b A© ()
= AW 11 = DOl + 11 = fl AW g(t™)
= (I 11 = A+ 1= FIl) A@) ),
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Dann ist t — k(t) := [ |F(s,t)| ds eine Baire-Funktion mit
0 <k(t) < (/1 1= A@1+ IS = ) A®) g7,
Nun sei € > 0. Wir wéhlen eine symmetrische Umgebung in U von e mit

€
11l —A@)| < = und || fe — fl1 < 3 fiir alle t € U.

Do ™

Sei nun g wie vorausgesetzt und S(g) : t — g(t~1). Da g = 0 aulerhalb U~ = U ist,
folgt 0 < k < e A S(g). Somit ist k € L'(G) und [, k(t)dt <e [, A(t)g(t™!)dt =

e. Also ist [, [ |F(t,s)|dsdt < e und damit nach Fubini fG‘fG F(t,s) ds‘ dt < e.
Wegen [, F(s,t)dt = (f + g)(s) — F(s) folgt [[f g — flli <=

Um eine approximierende Einheit zu erhalten wihle man nun als Indexmenge
die Umgebungsbasis von 1 (bestehend aus kompakten symmetrischen Umgebungen)
und fiir jede solche Umgebung i := U, die entsprechend gewichtete charakteristische

1

Funktion —7 xv als u;. Dann gilt fxu; — f fiir alle f € LY(G). Wegen |ju}| =

llui|| = 1, Trg(u}) = Trg(u;) ™' = U1 = U und u}(t) = A(t)u;(¢t~1) > 0 gilt auch
g*uf — g fiir alle g € L*(G) und somit u; x f = (f* xul)* — (f*)*=f. O

10.51 Theorem. Die links regulire Darstellung A von L'(G) auf L?*(G) ist ein
injektiver und kontraktiver x-Homomorphismus.

Beweis. Wir haben * gerade so gewiihlt, daf X\ : L'(G) — L(L*(G)) ein *-
Homomorphismus ist. Er ist injektiv, denn aus 0 = A(f)(g) = f x g fiir alle
g € L?(G) folgt insbesonders fxu; = 0 und da 0 = fxu; — f ist f = 0.
In (10.43) haben wir gezeigt, dafl jeder *-Homomorphismus von einer B*-Algebra
(mit eins) B in eine C*-Algebra A eine Kontraktion ist. Dies gilt auch fiir B*-
Algebren B ohne 1, denn sei By := B&®C die nach (9.3) assoziierte Banach-Algebra
mit 1. Vermoge (z @ \)* := x* @ ) ist sie eine B*-Algebra mit 1. Und jeder -
Homomorphismus p : B — A erweitert sich zu einen eindeutigen, die 1 erhaltenden
s-Homomorphismus p; : By — A vermoge p1(x @ A) := p(z) + . Also ist p; eine
Kontraktion und damit auch p := p1|p. O

10.52 Lemma. Mit A(G) bezeichnen wir die vom Bild der links-reguléren Darstel-
lung von LY(G) auf L?(G) erzeugte C*-Algebra. Jede Darstellung der C*-Algebra
A(G) induziert eine *-Darstellung von L'(G). Die Kommutanten dieser beiden Dar-
stellungen stimmen iiberein, und folglich ist Irreduzibilitét gleichbedeutend fiir sie.

Beweis. Man beachte, dafl A(G) der Abschlufl von {p(f) +t: f € L}(G),t € C}
ist.

Es sei ¢ : A(G) — L(H) eine Darstellung und p := g o X : LY(G) — A(G) —
L(H) die entsprechende Darstellung von L!(G), dann gilt:

T kommutiert mit p(f) = o(f x (L)) fiir alle f € L*(G)
& T kommutiert mit p(f) +t = @(f % (L) +t) fir alle f € L*(G) und t € C
< T kommutiert mit ¢(a) fir alle a € A(G). O
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10.53 Vergleich der Darstellungen von G und von L!(G). Fiir lokalkom-
pakte Gruppen G versuchen wir nun unitidre Darstellungen 7 : G — U(H) und
Darstellungen p : L'(G) — L(H) miteinander in Beziehung zu setzen.

o
U(H) — L(H)

() Im diskreten Fall war p(f) := >, f(t)7(t). Im allgemeinen Fall sollte also
p(f) = [ f(t)7(t)dt € L(H) sein. Da unitére Darstellungen 7 nach (10.46) nicht
stetig beziiglich der Operatornorm zu sein brauchen, existiert das Integral in L(H)
nicht, wohl aber [, f(t)7(t)hdt € H fiir alle h € H, und somit definieren wir

o(f)h = /Gf(t) F(®)hdt € H fir f € LY(G) wnd h € H.

() Umgekehrt war im diskreten Fall 7 = pod, d.h. 7(t) = p(d;). Im allgemeinen
haben wir keine Einheit §. € L!(G) sondern nur eine approximative Einheit u; €
L'(G), die wir Anstelle von §. verwenden konnen. Statt §; = & x 16, = A¢(Je)
sollten wir also A¢(u;) verwenden und folglich 7(¢) := lim; p(A¢(u;)) setzen, wozu
wir die Existenz des Limes zeigen miissen.

Eine andere Moglichkeit ist die Identitéit 7(¢).0p = po X fiir t € G des diskreten
Falls zu verwenden, d.h. 7(¢)op(f) = p(A.f). Dadurch ist 7 auf p(L!(G))H eindeutig
festgelegt. Hitte L'(G) eine 1 und erhielte p diese, so wire p(L'(G)H) = H und
7 somit festgelegt. Da aber L'(G) keine 1 hat, kénnen Darstellungen p : L' (G) —
L(H) DEGENERIERT sein, dabei heifit ein Algebra-Homomorphismus p: A — L(H)
NICHT-DEGENERIERT, falls p(A)H einen dichten Teilraum von H erzeugt. Falls p
ein *x-Homomorphismus ist, so ist das mit p(A)h = 0 = h = 0 dquivalent, denn

=(k,p(a")h)
f_ﬁ\ﬁ
(p(A)H) ist dicht in H & (Va e Ak € H {p(a)k, h) = o) = h=0

s (p(A)hzo:»hzo).

Der Raum N := {h € H : p(A)h = 0} ist klarerweise invariant, also auch N+ und
p = p|n1 +0|n, wobei p|y+ nicht degeneriert ist. Es ist also keine wesentliche Ein-
schriinkung, wenn wir nur nicht-degenerierte Darstellungen von L!(G) betrachten.

Nun zur Existenz von lim; p(\; o u;). Fiir die Zusammensetzung mit p(f) ergibt
sich:

p(Ae(ui)) o p(f) = p(Ae(ui) x f) = p(Ae(ui x f)) = p(Mi(f)),

da u; x f — f in LY(G) und somit (p o A\¢)(u; x f) — (p o \)(f). Da p eine
Kontraktion ist, gilt ||p(As(u;))|| < [[Ae(ui)|| = |Jui]| = 1, und folglich existiert
lim; p(A¢(u;)) punktweise nicht nur auf Bild von p(f) sondern auf ganz H. Und
somit ist 7(t) € L(H) wohldefiniert durch

7(t) := lim p(A\¢(u;)) punktweise auf H

und es gilt ||7(t)]| < 1 sowie 7(t) o p(f) = p(A\¢f) fiir alle f € L'(G). Wegen der
letzten Gleichung sehen wir auch, daf§ 7(¢) nicht von der Wahl der approximierenden
FEinheit u; abhéngt.
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Theorem. Fiir lokalkompakte Gruppen und Hilbert-Rdume H haben wir eine Bi-
jektion
Hom(G,U(H)) = Hom(L'(G), L(H))

zwischen der Menge der unitédren Darstellungen T von G auf H und jener der nicht-
degenerierten Darstellungen p von L'(G) auf H. Letztere sind genau die nicht-
degenerierten Algebra-Homomorphismen die mit * vertauschen oder dquivalent die
Kontraktionen sind. Es entsprechen sich dabei auch die irreduziblen Darstellungen.
Es ist

[k, k) /f t)h,k)ydt Vh,k € H, f e LYG),
7(t) = lim p(Mu;) YVt € G,
J

wobei u; eine approximierende Einheit von L'(G) ist. Weiters ist 7(t) durch die
Identitét 7(t),. o p = p o Ay eindeutig bestimmt.

Beweis. (—) Sei 7 : G — L(H) eine unitére Darstellung. Wie in Einleitung be-
merkt wollen wir p durch

h—/f (t)hdt € H fiir f € L*(G) und h € H

definieren. Dazu betrachten wir die sesqui-lineare Form

@mwy:Lf@@@hkﬁ

Klarerweise gilt ||bg(h, k)| < [|f|l1 |2l ||k]]. Also existiert ein eindeutiger Operator
p(f) € L(H) mit (p(f)h,k) =bs(h,k) und ||p(f)]] < ||f|l1. Leicht zu sehen ist, dafl
p: LY (G) — L(H) eine lineare Abbildung ist.

Weiters ist p multiplikativ, denn

i) = [ [ 56 gl ds rioh. k)i
:/ f(s)/g(silt) (T(t)h, k) dt ds (Fubini)
/f / (T(st)h,k)dtds (s t)

/f / (r(t)h, 7(s)*K) dt ds
/f @_/f 9)h, k) ds

(p(f)p(g)h k).
Wir behaupten, dal p eine *-Darstellung (und damit eine Kontraktion) ist:

{(o(f)"h, k) = (h, p())k) = (p()k, h) = by (k, h)

/f 1)k, by dt = /f (h,7(t)k) dt
/A T (hy (k) dt = /f k) dt

“Vh, k).
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Die Darstellung p ist nicht degeneriert: Sei ndmlich A € H mit ||h|| = 1. Wegen
(r(1)h,h) = ||h||*> = 1 und weil ¢t — 7(t)h stetig ist, existiert eine Umgebung U in
G der 1 mit [(r(t)h,h) —1| < § fiirallet € U. Es sei f € L*(G) mit f >0, [, f=1
und Trg(f) C U. Dann ist

((hh—l—/f hhdt—/f
:/Uf(t)(<7(t)h7h>—1)dt

und somit [(p(f)h,h) — 1] < [, f@&) [(T(t)h,h) — 1]dt < § [, f(t)dt = &, d.h.
(p(f)h, h) # 0.

(<) Sei p : LY(G) — L(H) ein nicht-degenerierter kontraktiver Algebra-
Homomorphismus. Wie in der Einleitung ausgefiihrt, existiert 7(¢t) € L(H) als
punktweiser Limes lim; p(A;(u;)) und erfiillt ||[7(¢)]] < 1 und 7(t)« 0 p = po M.
Wegen der nicht-degeneriertheit von p folgt aus der letzten Gleichung sofort, daf
7(1) = 1 und 7(t1t2) = 7(t1) o 7(t2) gilt. Folglich ist 7(¢t~!) = 7(¢t)~! und damit
7:G — U(H) ein Gruppen-Homomorphismus.

Wir zeigen als néchstes, dafl 7 eine unitéire Darstellung ist, d.h. fiir ¢ — e konver-
giert 7(t) — 1 punktweise. In der Tat A\, f — f und somit ist p(f)h = lim; p(A¢ f)h =
lim (7(¢) o p(f))h. Also konvergiert 7(¢)(p(f)h) — p(f)h und, da das Erzeugnis der
Vektoren p(f)h dicht liegt und ||7(¢)|] < 1 ist, konvergiert 7(¢) — 1 punktweise.

Um zu zeigen, dafl die Abbildungen invers zueinander sind, miissen wir einerseits
die Gleichung

£)h k) /f Hh,k)dt Vh ke H,f € L'(G)

zeigen, wobei 7 die zu p assoziierte unitire Darstellung ist. Beide Seiten stellen
stetig lineare Funktionale beziiglich f dar. Es geniigt also fiir ||| = ||k||, € > 0 und
charakeristische Funktionen f = y 4 von Baire-Mengen A mit endlichem Haar-Maf

zu zeigen, daf
£, k) /f hkdt‘<5/f

Es existiert eine Umgebung U von e € G mit ||p(g)h — k|| < e fiir alle g >
0 mit ||g]] = 1 und Trg(g) € U, denn man approximiere h durch eine linear-
Kombination von endlich vielen p(f;)h; mit ||h;|| < 1 und wihle U nach (10.50), so
dab [|o(g) o p(fs) — ()| < llg» fi — fills < £ fir alle s

Sei vorerst A=A C U. Falls u(A) = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also a := p(A) > 0
und g := + ~f. Dann ist g beschrénkt und g > 0 und ng t)dt = 1. Fiir t € A hat
Ai-1g kompakten Triger in U, denn fiir ' ¢ U ist t' ¢ A=A, also A N A = (), und
somit A\i—1g(t') = g(¢t’) = éf(tt') = Iya(t') = 0. Also ist ||[7(t7")p(g)h — h| =
lo(A¢=1g)h—h| < e.Da T(til) unitiir ist, gilt ||p( Vh—T(t)h| < 5 Aus f = agund
Jo 9(t) dt =1 folgt, daf ( —Jo f( th,kydt = [,((p 7(t)) h, k) dt.
Also ist der Spezialfall bew1esen
Sei nun f = y4 mit u(A) < co und sei W eine Umgebung von e mit W—'W C U.
O.B.d.A. ist W eine Baire-Menge. Sei t, eine Folge in G mit A C U, cntaW
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(iiberdecke A mit einer Folge kompakter Mengen und jedes dieser mit endlich vielen
Translaten von W). Es sei A, := ANt,W. Dann ist A = (J, .y An und A, sind
Baire-Mengen mit A *A,, € (W~t,71)(t,W) = W'W C U. O.B.d.A. sind diese
disjunkt (man ersetze A, durch A\, _,, A;). Essei f,, 1= xa, und s,, := >, f.
Fiir jedes f; gilt die gewiinschte Gleichung, also ist wegen Linearitét

(p(sn)h,k>—/c t)h, k) dt‘—‘z p(f)h k) — /fj hk)dt)’
<Z /fj dt—s/sn()dt

Da s; /' f punktweise, gilt wegen Beppo Levi ||s; — f|l1 — 0 und somit folgt die
gewiinschte Gleichung auch fiir f.

Fiir die andere Zusammensetzung sei p die zu 7 assoziierte Darstellung. Dann
ist

(p(Ae f)h, k) = /)\tf hk;ds—/ft_ kY ds
/ F(s)(r(ts)h, k) ds (t71s — s)
= /Gf(S) (T(s)h, 7(t) k) ds = (p(f)h, 7(t)"k) = (7(t)p(f)h, k),

also gilt
por=T(t)sop,

und somit ist 7 gerade die zu p assoziierte unitire Darstellung.

Schliefllich gilt p(L'(G))* = 7(G)*, woraus mittels (10.34) die Aussage iiber
Irreduzibilitdt folgt:
Falls T' € L(H) mit allen 7(t) kommutiert, dann gilt

(To(f)h, k) = (p(£)h, T*K) /f (b T*k) dt
/f ) (T7(t)h, k) dt = /f (t)Th, k) dt = (p(f)Th, k),

d.h. T kommutiert mit p(f) fiir jedes f € L'(G).
Umgekehrt, konvergiere T € L(H) mit p(f) fiir jedes f € L'(G). Es sei u; eine
approximierende Einheit von L!(G). Dann gilt

Tr(t)p(ui) = Tp(As(ui)) = p(Ae(ui))T = 7(t)p(us) T

und da p(u;) — 1 punktweise, folgt T'7(¢) = 7(¢)T.
0

Folgerung (Gelfand-Raikov 1955). Die irreduziblen unitéren Darstellungen ei-
ner lokalkompakten Gruppe sind Punkte-trennend, d.h. fiir jedes e # s € G, exi-
stiert so eine Darstellung p auf einem Hilbertraum H mit p(s) # 1.
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Beweis.
s h———a

e LYG)— s A(G) ——— LLA(G))

A
U(H) — L(H)

Es sei s # 1 in G. Dann existiert ein f € C.(G) C LY(G) mit f(s71) # f(e) und
somit A\gf # f. Es sei h := A\;f — f # 0 € L*(G). Da die Darstellung von L!(G)
auf L?(G) injektiv ist, ist 0 # a := hx (.) € A(G). Also existiert nach (10.39)
eine irreduzible Darstellung ¢ : A(G) — L(H) mit ¢(a) # 0. Die Darstellung
p: LYG) — A(G) — L(H) ist somit irreduzibel, also zyklisch und folglich nicht-
degeneriert und p(h) # 0. Also ist auch die assoziierte Darstellung 7 von G auf
L(H) irreduzibel und wegen p(Asf) — p(f) = p(Asf — f) = p(h) = ¢(a) # 0, ist
7(3)0 p(f) = p\s) £ p(f), also 7(s) 1. O

10.54 Folgerung (Irreduzible Darstellungen im Abel’schen Fall). Essei G
eine lokalkompakte Abelsche Gruppe. Dann sind die irreduziblen unitéren Darstel-
Iungen genau die Charaktere, d.h. die stetigen Gruppen-Homomorphismen 7 : G —
S'. Die irreduziblen nicht-degenerierten x-Darstellungen von L'(G) sind genau die
C-wertigen Algebra-Homomorphismen 0 # p : L*(G) — C. Und die Bijektion

Hom(G, S') = Hom(L'(G),C) \ {0}

von (10.53) ist fiir f € L'(G) durch

o) = /G F(t) () di

gegeben.

Beweis. Falls G Abel’sch ist, so gilt gleiches auch fiir L'(G).

Die irreduziblen unitéren Darstellungen 7 von G entsprechen nach (10.52) genau
den nicht-degenerierten irreduziblen Darstellungen p von L!(G), und diese sind nach
(10.35) 1-dimensional, d.h. H = C. Da die punktweise Konvergenz auf L(C) mit
der Norm-Konvergenz tibereinstimmt, sind die irreduziblen unitdren Darstellungen
von G gerade die stetigen Gruppen-Homomorphismen 7 : G — U(C) = S*.

Die nicht-degenerierten Darstellungen von L'(G) auf C sind nach (10.52) gerade
die kontraktiven Algebra-Homomorphismen p : L!(G) — C die surjektiv sind. Nach
(9.37) ist jeder C-wertige Algebra-Homomorphismus auf einer Banach-Algebra mit
1 eine Isometrie. Also ist jeder C-wertige Algebra-Homomorphismus p auf einer
Banach-Algebra A (ohne 1) eine Kontraktion, denn p; : A3 — C ist ein Algebra-
Homomorphismus auf A; := A@®C nach (9.3) und somit ist ||p|| = ||p1|all < |lp1ll =
1. Eine skalar-wertige lineare Abbildung p ist genau dann surjektiv, wenn p # 0 ist.

Die Bijektion aus (10.52) ist im Falle H = C klarerweise durch

o) = /G F(t) () di
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gegeben. [

Wie in (9.42) zeigt man, dal Hom(L!(G@),C) ein kompakter Raum beziiglich
punktweiser Konvergenz ist (L!(G) hat keine 1, dafiir verlangen wir || f|| < 1 fiir al-
le f € Hom(L'(G),C)). Folglich ist Hom(L'(G),C)\ {0} ein lokalkompakter Raum
und die Bijektion der obigen Folgerung macht auch Hom(G, S!) zu einem lokalkom-
pakten Raum. Man kann zeigen, dafl diese Topologie auf Hom(G, S') gerade jene
der gleichméBigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von G ist. Offensichtlich
ist Hom(G, S') eine Gruppe bzgl. der punktweisen Multiplikation, und man sieht
leicht, daf G = Hom(G, S') eine topologische Gruppe ist, die sogenannte CHA-
RAKTERGRUPPE von G, aller stetigen Gruppen-Homomorphismen G — S!, den
sogenannten CHARAKTEREnN. Wir wollen nun die Variablen in dem Hom&omorphis-
mus

F: G — Hom(LY(G),C) \ {0} € Hom(L*(@),C), F(7)(f) = /Gf(t)T(t) dt
vertauschen, d.h. die assoziierte Abbildung
L6) = 0@.0). [ (v [ r)e0)ar)

betrachten. Dies ist ein *-Homomorphismus, da F (1) ein x-Homomorphismus ist
fir alle 7 € G. Um eine bekanntere Form zu erhalten, setzten wir diesen noch mit
dem *-Isomorphismus

~

inv* : C(G,C) = C(G,C), g~ (r—gF) =gt ")

zusammen und erhalten so folgenden *-Homomorphismus F.

10.55 Theorem. Es sei G eine lokalkompakte Abelsche Gruppe und G ihre Cha-
raktergruppe. Dann existiert ein *-Homomorphismus

F:LNG) — O(G,C), fH(TH/Gf(t)%dt). O

10.56 Pontryagin’s Dualitéts Satz. Die Abbildung ¢ : G — G, g — evy ist
ein Gruppen-Homdomorphismus.

Fiir einen Beweis siche [HR, Vol. 2].

Beispiel. Es sei G := R. Dann ist t — (s — €'*) ein Gruppen-Homdomorphis-
mus von R mit der Charaktergruppe G. Beziiglich dieses Isomorphismus sieht die
Fourier-Transformation wie folgt aus

F(f)(s) = /+°° ft)e " dt fir f€ L'(R) und s e R~ R

— 00

Vergleiche dies mit der Fouriertransformation aus (8.1).
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Beweis. Essei ¢ : R — T ein stetiger Gruppen-Homomorphismus. Dann existiert
wegen ¢(0) =1 ein § > 0 mit f06 p(x)dxr =:a> 0. Es ist

) ) x+d
w¢m»:@w>A<mwdy=1;wx+wdy=/' o(2) dz.

Da a # 0 gilt p(z) = %f;ﬁé ©(y) dy, also ist ¢ differenzierbar und es gilt:

! T cp(x—i—h)—(p(ac) _ :
¢'(x) = lim —————— = p(z) lim

w(h);w(o) — (@) (0).

Also ist p(z) = ¥ 0% weil p(0) = 1. Es ist aber 1 = |p(z)] = |¢# (7| und somit
¢'(0) € iR, d.h. p(z) = ™ fiir ein s € R. Folglich ist Hom(R, S') 2 (R, +), und
beziiglich dieses Isomorphismuses ist F(f)(s) = [, f(z) e " dx. O

Beispiel. Es sei G := T. Dann ist k — (z — 2z*) ein Gruppen-Homoomorphis-
mus von Z mit der Charaktergruppe G. Beziiglich dieses Isomorphismus und der
Identifizierung L'(T) = L'[—m, n1] sieht die Fourier-Transformation wie folgt aus

1 [t

FHk) =5 [ f®) e~k gt fiiv f € L*([—m,7]) und k € Z = S1,

Vergleiche dies mit den Fourierkoeffizienten in (5.8).

Beweis. Es ist h : t +— ¢ ein stetiger surjektiver Gruppen-Homomorphismus
von R — S1. Also definiert h* : Hom(S!, S') — Hom(R, S') = R einen injektiven
Gruppen-Homomorphismus. Und zwar ist s € R genau dann im Bild, wenn = — e%®
27-periodisch ist, d.h. s € Z ist. Somit ist also Hom(S',S') = Z und beziiglich
dieses Homomorphismuses und h* : L'(S') & L[, «] sieht F wie folgt aus:

F(f)(k) 1 ﬂf(t)e’“’“dt. O

:27r

—T

10.57 Beispiel. Es sei G := Z. Dann ist a — (k — a*) ein Gruppen-Homgsomor-
phismus von T mit der Charaktergruppe G. Beziiglich dieses Isomorphismuses sieht
die Fourier-Transformation wie folgt aus

“+oo
F(f)a)= Y f(k)ya " fiir f € L'(Z) und a € §* = Z.
k=—o0
Vgl. dies mit der Fourierreihe in (5.8).

Beweis. Jeder Gruppen-Homomorphismus ¢ : Z — S' ist eindeutig durch seinen
Werte a := (1) € S! bestimmt, denn (k) = @(Z?:l 1) = o(1)k. Folglich ist
G~St Beziiglich dieses Isomorphismuses sieht F nun wie folgt aus:

F(f)(a)=>_ fka™*. O
keZ
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Satz von Parseval. Die Fourier-Transformation einer Funktion f € L!(G) liefert
also eine Funktion F(f) : G — C. Diese muB aber nicht integrierbar sein, siche
(5.8). Schrinkt man die Fouriertransformation aber auf L'(G) N L?(G) ein, so hat
sie Werte in L'(G) N Co(G) C L*(G) N L%(G) und bei geeigneter Normierung des
Haar-Mafles auf G und G ist sie eine Isometrie beziiglich der 2-Norm. Wegen der
Dichtheit von L'(G) N L?(G) 148t sie sich zu einer surjektiven Isometrie

~

F:L*(G) = L*G)

ausdehnen. Das ist der Satz von Parseval.

10.58 Satz von Wiener. Es sei f(t) := Y., ., fre™™ eine absolut konvergente
Fourierreihe. Falls f nirgends verschwindet, so ist auch % in eine absolut konvergente
Fourierreihe entwickelbar.

Beweis nach Gelfand. Es ist A := L'(Z,C) beziiglich der Faltung eine kom-
mutative Banach-Algebra mit 1. Nach dem letzten Beispiel (10.57) und (10.54)
werden die Algebra-Homomorphismen p € Alg(A,C) gerade durch die a € S! =
Hom(Z, St) =: Zviap: f > pez fra™* beschrieben. Die Gelfand-Transforma-
tion G : f +— evy(: p— p(f)) aus (9.42) bildet also bis auf diesen Isomorphismus
f € LYZ,C) auf F(f) : a — Y,z fea™ ab, ist also gerade F. Es ist F(f) €
C(S',C) = Cy#(R,C). Als Element von Car(R,C) ist F(f)(t) = ez fee ™.
Falls F(f) nirgends verschwindet, so ist 1/F(f) € Car (R, C) ebenfalls im Bild der
Gelfand-Transformation (und somit eine absolut konvergente Fourier-Reihe), denn
wenn G(f) nirgends verschwindet, so ist p(f) = G(f)(p) # 0 fiir alle p € Alg(A,C)
und somit 0 ¢ o(f), d.h. f ist invertierbar in A und offensichtlich gilt G(f~1f) =

G(f1G(f), also ist G(f71) = 5l

Lzc)—F L c@c)—20 ot o) 2, 0 (RC)

gJ(10.54)

A———F— C(Alg(A,C).C) O
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11 Spektral-Theorie normaler Operatoren

Es sei N € L(H) ein normaler Operator, dann ist die von N erzeugte Teil-C*-
Algebra C*(N) kommutativ und somit nach (10.8) isomorph zu C(X,C), wobei
X := 0(N) C C kompakt ist. Die Inverse des Gelfand Isomorphismuses G liefert
also eine Darstellung

p:C(X,C) = C*(N) C L(H),

den Funktionen-Kalkiil aus (10.10). Eine eingehende Untersuchung dieser Darstel-
lung sollte uns auch wesentliche Informationen iiber normale Operatoren liefern.
Wir nehmen also zunéchst das Studium der Darstellungen Abelscher C*-Algebren
wieder auf.

Darstellungen Abelscher C*-Algebren und Spektral-Mafle

In diesem Abschnitt sei X ein kompakter Raum und H ein Hilbert-Raum. Die
irreduziblen *-Darstellungen von C(X,C) sind nach (10.35) 1-dimensional, d.h.
Algebra-Homomorphismen p : C(X,C) — C nach (10.6). Nach (9.41) sind diese
genau die Punktevaluationen ev, mit z € X. Allgemeiner entsprechen Riesz’schen
Darstellungssatz (7.21) den stetig linearen Funktionalen in C(X,C)’ genau die re-
guldren komplexen Borel-Mafle auf X. Die o-Algebra B(X) der Borel-Mengen wir
per Definition von den kompakten (dquivalent, offenen oder abgeschlossenen Men-
gen) erzeugt, siehe (5.1). Ein regulires komplexes Borel-Maf} auf X, ist eine o-
additive Abbildung x : B(X) — C die

1l(A) = sup{|ul(K) : K € A, K kompakt}

erfiillt. Dabei ist der Absolutbetrag |u| eines komplexen MaBles p jenes positive
Maf}, welches durch

|u|(B) = sup{z |u(Bp)| : Bn, € B,B = |_| B,,, B, paarweise disjunkt}
n=0

n=0

definiert ist. Der isometrische Isomorphismus
C(X,C) = M(X) := {u: p ist reguléires komplexes Borel-Maf} auf X},

ist durch (f — [y f(@)du(x)) — p bzw. p(B) = [y xp(x)du(x) gegeben, da-
zu mufl man allerdings das Funktional erst auf die Funktionen yp erweitern. Die
Variations-Norm auf M (X) ist durch ||u| := |g|(X) definiert.

In Analogie zum Riesz’schen Darstellungssatz (7.18) sollte eine Darstellung p :

C(X,C) — L(H) sich als p(f) = [y f(x)dP(z) fiir eine Art “Maf” P mit Werten
in L(H) sein.
11.1 Bemerkung. Es sei p : Borely(X) — L(H) eine *-Darstellung, x : B(X) —
Borel, (X) die Abbildung, die jedem B € B(X) die charakteristische Funktion xp
zuordnet und P := po x : B(X) — Borel,(X) — L(H). Es gilt xB,nB, = XB; * XB>
und somit ist

P(Bl) o P(BQ) = P(Bl n BQ) = P(Bg) o P(Bl)
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Insbesonders ist P(B) = P(B N B) = P(B)?, d.h. P(B) ist idempotent, und
P(B)* = p(xB)* = p(XB) = p(xB) = P(B), d.h. P(B) eine ortho-Projektion.

Orthogonal-Projektionen P € L(H) stehen in bijektiver Beziehung zu abge-
schlossenen Teilrdumen E C H, via E = Bild P, denn die eindeutige orthogonal-
Projektion P € L(H) mit Bild F ist durch « — x; gegeben, wobei © = x1 + x5 die
eindeutige orthogonale Zerlegung von H in E @ E- ist.

Wir haben Relation des Enthaltenseins fiir abgeschlossene Teilrdume und auch
eine partielle Ordnung fiir positive Operatoren aus (10.13). Wir setzen diese Ord-
nungen fiir orthogonal-Projektionen nun in Beziehung zueinander.

11.2 Lemma. Beschreibung der Ordnung. F'iir zwei orthogonal-Projektion Py
und P5 sind dquivalent.

(1) P < Py;

(2) ||Pix||? < || Po|? fiir alle x;

(3) Ker P, 2 Ker Py;
(4) Bild P, C Bild Ps;
(5) P1=P10P2,’

Beweis. ((1) & (2)) Nach (10.16) ist P; < Py & (Piz,z) < (Pax,z) fir alle z,
und (Pjx,z) = (P?x,x) = (Pjx, Pix) = || Pz

((2) = (3)) Es folgt aus Py(z) = 0, daBl 0 < ||Pi(z)]| < ||P2(z)]] = 0, also
Pl(l‘) =0.

((3) & (4)) Gilt wegen Bild P; = (Ker P;)*.

((3) = (5)) Es ist @ = 29 + 1 mit 29 € Ker P, C Ker P, und z; € (Ker P,)*.
Somit ist (Pl o PQ).’I,‘ = P]_(PQ(.’EQ) + Pg(xl)) = P1<.'I,‘1> = Pl(l'() + l’l) = Pl(l‘)

(5) = (2)) Bs ist | Pra] = |Pi(Poa)| < | Pi]| | Poz] < 1| Poz]. O

11.3 Lemma. Beschreibung von Orthogonalitit. Es seien P; und P, zwei
orthogonal-Projektionen. Dann steht Bild P; und Bild P, genau dann aufeinander
normal, wenn Py o P, = 0 ist.

Beweis. Esist Bild P; L Bild P, genau dann, wenn Bild P, C (Bild P;)* = Ker P,
d.h. P1 o P2 =0ist. O

Wir wollen als néchstes untersuchen welche Operationen dem Bilden des Durch-
schnittes und des erzeugten Teilraumes auf der Seite der orthogonal-Projektionen
entsprechen.

11.4 Lemma. Beschreibung orthogonaler Summen. Es seien P; orthogonal-
Projektionen mit paarweise orthogonalen Bildern. Dann ist die orthogonal-Projektion
auf den von {Bild P; : i} erzeugten abgeschlossenen Teilraum €P,Bild P; durch
>, P; gegeben. Dabei konvergiert diese Summe zwar punktweise, aber nicht beziiglich
der Operatornorm.

Beweis. Es sei E; := Bild P, = (Ker P;)*. Dann ist der von {E; : i} erzeugte
abgeschlossene Teilraum von H durch

EDE“ = {Zhl th; € E; und z |hill? < oo}

gegeben. Denn einerseits konvergiert ). h;, wegen dem Satz (6.8) von Pythagoras
| > hill> = 3, |hi]|?. Und andererseits ist diese Menge offensichtlich ein abge-
schlossener Teilraum, welcher alle F; enthélt.

— Version 2004.3.29 —



(84] 11 SPEKTRAL-THEORIE NORMALER OPERATOREN

Jedes h € H 148t sich eindeutig, als h = hg + Y, h; mit hy € (D, E;)* und
>, hi € @, E; schreiben. Es ist P;(h;) = h; und P;(h;) = 0 fiir 0 # i # j. Folglich

gilt fiir das Netz der endlichen Teilsummen (ZieF R) h=73cphi— > hi.Dh

die endlichen Summen konvergieren punktweise gegen die orthogonal-Projektion
h— >, h; mit Bild @, F;. O

Fiir den Durchschnitt haben wir folgende Entsprechung.

11.5 Lemma. Beschreibung des Durchschnitts. Es seien fiir 1 < i < n paar-
weise kommutierende orthogonal-Projektionen P; gegeben. Dann ist die orthogonal-
Projektion auf (), Bild P; durch Py o Py o . ..o P, gegeben.

Beweis. Es geniigt diese Aussage fiir n = 2 zu zeigen, denn der Rest folgt mittels
Induktion. Wegen der Vertauschbarkeit ist (Py o P3)?2 = Pyo Pyo Pio Py = (P)%0
(P2)2 = Pl o Pg und (Pl e} PQ)* = (Pg)* e} (Pl)* = PQ o P1 = P1 (e} PQ, d.h. P1 e}
P, ist eine orthogonal-Projektion. Es gilt Bild(P; o P;) C Bild P; und wegen der
Vertauschbarkeit auch Bild(P; o P») = Bild(P; o P;) C Bild P,. Also ist Bild(P; o
P,) C Bild P, N Bild P,. Sei nun umgekehrt h € Bild P, N Bild P,. Dann ist (P; o
Pg)thl(Pgh):Pl(h):h, dthBlld(Pl OPQ). U

11.6 Beispiel. Darstellung durch Multiplikation. Es sei p ein Borel-Maf§ auf
einem kompakten Raum X und p: f — M} die Darstellung von L*(u) auf L2 ()
durch Multiplikations-Operatoren M : g — f - g.

Borely(X,C) ——— L™ ()

Die Abbildung B — P(B) := p(xg) ist im folgenden Sinn o-additiv:
By € B(X), abzihlbar, paarweise disjunkt = P(||zcp, B) = >_pep, P(B), wobei
die Summe punktweise konvergiert.

Beweis. Wir haben bereits in (11.1) gesehen, daf§ alle P(B) orthogonal-Projektionen
sind und daf§ P(By N By) = P(B;) o P(By) ist. Folglich stehen fiir disjunkte By
und By die Bilder von P(Bj) und P(B2) normal aufeinander. Nach (11.4) ist
> pes, P(B) die ortho-Projektion auf Py, Bild P(B). Das Bild von P(B) ist
offensichtlich {g € L*(u) : glx\p = 0}. Und somit ist das Bild von P(| |z, B)
gerade {g € L*(n) : glx\us, = 0} = {Xpep, 98 € L*(1) : gplx\p = 0} =
Dpes, BildP(B). O
11.7 Definition. Spektral-Maf3. Wir nennen eine Abbildung P : B(X) — L(H)
definiert auf der Borel-Algebra (oder irgendeiner o-Algebra B eines Raums X) ein
SPEKTRAL-MASS auf X beziiglich des Hilbertraums H, falls folgendes gilt:

(1) VB € B: P(B) ist orthogonal-Projektion.

(2) P(X)=1.

(3) Bo C B, abzéhlbar, paarweise disjunkt = P(| |zcp, B) = > pep, P(B)

punktweise.

Beachte, daf§ diese wegen (1) im Fall H = C den {0, 1}-wertigen MaBen entspri-

chen.
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11.8 Lemma. Elementares iiber Spektralmafle. Fiir jedes Spektral-Mafi P
gelten folgende Aussagen:
1 P(®) =0.
2 Falls By N By = 0, dann ist Bild P(B;) L Bild P(B3).
3 Es ist P(B1 N Bz) = P(Bl) o P(Bg)
4 Das Spektral-Mafl P ist monoton.
5 Fiir h,k € H ist durch Py, ;(B) := (P(B)h, k) ein komplexes Borel-Maf} auf
X gegeben mit totaler Variation || Py x|l < ||k| ||k||. Insbesonders ist Py,
ein positives Borel-Mag.

Beweis. (1) Es folgt aus der (endlichen) Additivitdt: P(0) = P(0 U Q) = P(0) +
P(0), und somit P (@) = 0.

(2) Es seien By und Bj disjunkt. Angenommen die Bilder von P; := P(Bj) und
P, := P(B3) stehen nicht aufeinander normal, d.h. P o P; # 0 nach (11.3). Sei
x € Bild P, mit Pox # 0. Dann ist

(P + P2)z||* = (& + Poz,z + Pox) = |Jz|* + 3|| Pez||* > |l],

also ist Py + P, = P(B; U Bs) nach (10.33) keine Orthogonal-Projektion, ein Wi-
derspruch.

(3) Sei nun By und By beliebig und P; := P(B; \ Bs), P, := P(B: \ By)
und Py := P(B; N By). Dann sind Py, P; und P nach (2) paarweise orthogonale
Projektionen. Weiters ist

P(By) = P((By\ B2) U (BN By)) = Py + Py,
P(By) = P((B2\ B1) U (B1 N By)) = Py + Py,

Folglich ist

P(By) o P(Bz) = (Py + Fy) o (P2 + Po)
=PoP+PhoP,+PoPR+FPhoFPR=0+04+0+F
:P(B1QBQ)

—~
=

(4) Es sei Bl Q BQ, d.h. Bl = Bl n BQ und somit P(Bl) = P(Bl n BQ) =
P(B,) o P(B,), d.h. P(By) < P(Bs) nach (11.2).

(5) Es ist p := P}, 1, ein komplexes Borelma8, denn aus P(| |, B;)h = >, P(B;)h
folgt die o-Additivitdt von pu wie folgt

1 <|_| Bi> - <P<U BZ-> h,k> - <Z P(Bi)h,lc>
= Z<P(Bz‘)h,k> = ZM(BO-

Seien nun Bi,..., B, paarweise disjunkte Borel-Mengen. Es seien a; € C mit
J
laj| =1 so gewdhlt, daB |pu(B;)| = a; u(Bj). Dann ist

1By = 3 oy (P(By)hK) = (3" 0y P(By)h. k) < |37 o P(3; Ik
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Da die P(B;)h paarweise orthogonale stehen, ist

| cspn] = S llasni? = |3 P = |P(LIB: )| < e

und somit ist 37, |u(B,)] < bl k], dh. [l < |Ia] [&]. O

Wir wollen nun zu einem Spektral-Mafi P auf X eine Darstellung p von C(X, C)
und allgemeiner von Borel, (X, C) konstruieren. Dabei soll fiir f € Borel,(X, C)

Mﬁ=Aﬂ@Mw

sein. Wir miissen dazu dem Integral einen Sinn geben. Hierzu betrachten wir zuerst
das Integral beschriankter Borel-mefibarer Funktionen beziiglich eines komplexen
Borel-Mafles p auf X.

11.12 Definition. Operator-Topologien. Wir werden folgende Topologien auf
L(H) verwenden:

(1) Die NorM TOPOLOGIE, das ist die Topologie der gleichmiifligen Konver-
genz auf der Einheitskugel (oder auf beschrinkten Mengen) von H. Eine
erzeugende Norm ist die Operatornorm ||| := sup{||Tz|| : ||z| < 1};

(2) Die STARKE OPERATOR TOPOLOGIE (SOT), ndmlich die punktweise Kon-
vergenz auf h € H. Sie hat als Subbasis der Seminormen T +— || T'(h)]| fiir
alle h € H;

(3) Die SCHWACHE OPERATOR TOPOLOGIE (WOT), nidmlich die punktweise
Konvergenz beziiglich der schwachen Topologie o(H, H') auf H. Sie hat als
Subbasis der Seminormen T — |(Th, k)| fiir alle h, k € H.

Lemma. Die Involution * ist stetig beziiglich der WOT. Die Komposition ist ge-
trennt stetig beztiglich der WOT und auch beziiglich der SOT.

Beweis. Es ist (T™h,k) = (h,Tk) = (Tk,h) und folglich konvergiert (T;}h, k) —
(T*h, k) falls (T;k,h) — (Tk,h) fiir alle h,k € H.

Es ist (T o S)h,k) = (T(Sh),k) und folglich konvergiert mit 7; — T auch
T; 08 — T oS beziiglich WOT.

Schliefllich ist (STh, k) = (Th,S*k) und somit konvergiert (ST;h, k) — (STh, k)
fur alle h, k € H falls T; — T beziiglich der WOT.

Falls T; — T in der SOT, dann ist T;(Sh) — T'(Sh) fir h € H, d.h. T;05 — ToS
in der SOT und weiters T;h — Th und somit S(T;h) — S(Th), dh. SoT; — SoT
in der SOT. O

11.9 Proposition. C-wertige Integration.

(1) Dichtheit der elementaren Funktionen in Borel, (X, C) bzgl. ||_||oo:
Fiir jede beschrinkte Borel-mefibare Funktion f : X — C und € > 0 exi-
stiert eine Zerlegung von X in endlich viele Borel-meibare Mengen B; mit

sup{|f(z) — f(2')| : w,2" € B;} < e fiir alle j.

(2) Approximation des Integrals durch Summen:
Falls p ein C-wertiges Borel-MaB auf X ist, f € Borel,(X,C) und fiire > 0
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die B; wie in (1) und x; € B; gewédhlt sind, so ist f bzgl. p integrierbar
und es gilt:

‘/deﬂjzn:lf(xj)u(Bj)] <ellpl.

(3) Einbettung von Borel,(X,C) in M (X,C)":
Der Banach-Raum Borel(X) := Borel,(X, C) der beschrinkten Borel-meB-
baren Funktionen auf X bzgl. der Supremumsnorm bettet sich vermdoge der
Abbildung f — (u+— [y f(x)du(zx)) isometrisch in M(X,C)" = C(X,C)"
ein. Dabei ist M (X) := M(X,C) der Banach-Raum der reguléren C-wert-
igen Borel-MafBe bzgl. der Variationsnorm.

(4) Schwache Dichtheit von C(X,C) in Borel, (X, C):
Fiir jedes f € Borel,(X) existiert ein Netz stetiger Funktionen f; € C(X)
it | filoo < | flloe und f; — f beiiglich o (M(XY, M(X)), d.h. [ i du —

Jx fdp fiir alle p € M(X).

Beweis. (1) Es sei f € Borel,(X) und ¢ > 0. Wir withlen eine Uberdeckung von
{z € C: |z] < |flloc} mit endlich vielen offenen Billen U; mit Radius § und
Mittelpunkten z;. Es sei By := f~1(Uy) \Uj<k f7Y(U;). Dann bilden die B; eine
Zerlegung von X in mefbare Mengen und fir z,2’ € By gilt: |f(z) — f(z')] <
[f(@) = 2| + 12 = f@)| <5+ 5 =e

Fiir beliebige fix gewéhlte 2; € B; ist somit

|(f B Zf(zj)XBj)(x” < |f(x) = f(xy)| < e fiir v € B;

<e.

= |- s,
j=1
(2) Sei nun p ein C-wertiges Borel-Ma8 und z; € B; beliebig. Dann ist
‘/ > f)xs, du‘ = ’Z f(xj)N(Bj)‘
X j
<D @D BH < I flloe D 1BHI < (1f oo 1l
J J
Somit ist wegen | f — >_, f(z;)xB,ll« < € nach dem Satz von Lebesgue iiber do-

minierte Konvergenz f bzgl. p integrierbar und fX fdp = lim fX Zj f(xj)xB,-
Insbesonders ist

[ £au] <181

und somit

[ £an= S st nmp)| = | [ (£ =3 fans, ) dul
<[ =3 s,
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(3) Wegen | [ f du| < |Ifllo 1l ist £ = (= [ f dis) eine Kontraktion. Um zu
zeigen, dafl dies sogar eine Isometrie ist, sei € > 0. Dann existiert ein x € X mit
|f(z)| > || flloo —€. Es sei p, das Punktmaf von z, d.h. p,(B) = 1, falls x € Bund 0
sonst. Dann ist ||z || = 1 und somit ||u— [ fdull > | [ fdp.| = [f(@)| > || flle—c¢.

(4) O.B.d.A. sei ||f|| < 1. Dann ist dies eine Konsequenz des folgenden Lem-
mas. U

11.10 Lemma. FEs sei E ein normierter Raum.
Dann ist der 1-Ball von E im 1-Ball von E" bzgl. o(E",E") dicht.

Beweis. Es sei B der o(E”, E’) Abschlufl der 1-Balls von E in E”. Wir wollen
zeigen, dafl der 1-Ball von E” in B enthalten ist. Angenommen nicht, dann sei
2” € E”\ B mit ||z”|| < 1. Nach dem Trennungssatz (7.19) existiert ein z’ €
(E",o(E",E")) = E' und ein « € R mit

Re((z',2)) < a < Re((z’,2")) fiir alle z € B.

0.B.d.A. ist a =1, denn da 0 im 1-Ball von F liegt ist 0 < « und wir kénnen die
Ungleichung durch « dividieren und z’ durch ix’ ersetzen.
Fiir ||z]| < 1 sei ¥ so gewihlt, daBl |(z’, z)| = e~* (2/, ). Dann ist ¢’z € B und
somit
|(z,2)| = Re(e ™™ (2, x)) = Re((2, e ) < 1

fiir alle ||z|] < 1, also ist ||’|| < 1 und
1 < Re((a',2")) < |2, 2")] < [l']| l2"]] < 1

liefert einen Widerspruch. [

11.11 Folgerung. Operator-wertige Integration. Es sei P : B(X) — L(H)
ein Spektral-Map.

1 Operator-wertiges Integral:
Fiir jedes f € Borely(X,C) existiert ein eindeutiger Operator fX fdP =
Jx f(x)dP(x) € L(H) mit

<</ fdp)h»k>=/fdPh,k fiir alle h, k € H.
X X

2 Approximation des Integrals durch Summen:
Falls fiir f € Borely(X,C) und € > 0 die Familie {B,...,B,} eine Zer-
legung von X wie in (11.9) ist, dann gilt fiir beliebig gewéhlte x; € B;
folgende Abschétzung:

|, rar- if(an(Bj)H <e

3 Darstellung von Borel, (X, C) auf H:
Die Zuordnung f +— [ f dP definiert eine x-Darstellung p : Borel,(X,C) —
L(H) der Abelschen C*-Algebra Borel, (X, C) aller beschrinkten mefibaren
Funktionen auf X. Diese ist stetig bzgl. o(Borely, M(X)') und der WOT.
Durch Einschréinkung erhalten wir auch eine x-Darstellung von C(X,C).
— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —
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Im Fall H = C bedeutet dies, daf} jedes {0, 1}-wertige Borel-Maf} ein Punktmaf}
ist.

Beweis. (1) Nach (11.9) ist b(h, k) := [ f(z) dPy i, € C fiir alle h, k € H wohldefi-
niert. Und nach Lemma (11.8. 5) ist b eine sesqulhneare Form mit ||b]| < || f]|ec- Also
existiert nach (10.36) ein eindeutiger beschréinkter Operator, den wir mit [  [dP
bezeichnen, so dafl

<(/dep)h,k>:b(h,k):/xfdph,ke((:fﬁraneh,k;eH.

(2) Sei nun eine Zerlegung {Bi, ..., By} von X wie in (11.9) gegeben. Fiir z; €
B; ist dann

/f )dP(x hk> Z () hk>’
_ ‘/deph,k_Zf(xj)Ph’k(Bj)‘

<e||Phrl mnach (11.9)
<e|h| ||k]] nach (11.8.5).

Folglich ist

|, 707 =S st Pees)] <<

(3) Wir zeigen die Multiplikativitéit, die restlichen algebraischen Eigenschaften
sind einfacher zu zeigen. Es sei also f; und fy mefibar und € > 0. Wir wéhlen eine
Zerlegung { By, ..., B} von X in Borel-Mengen, so da8 sup{|f(z) — f(2’)| : z,2’ €
B;} < e fiir alle f € {f1, fo, fif2} und alle j € {1,...,n}. Es sei 2; € B;. Dann ist

| [ rar- 37 P )| <t € (o el
Da die Bilder von P(B;) orthonormal aufeinander stehen ist
|(S st P = S 1) P = S W) NP
| i S IPCE AP = 111 |>= P
= I711% HP<|7| B = I |h||j2
und wegen (2) ist

| [ rap| <17l
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Mittels der Dreiecksungleichung erhalten wir:

| 5sear= ([ nar) ([ rar)

<||[ £ 52dp =3 pta) fles) P8

+ Zfl(wj)fz(;j)P(Bj) - (X hi) P8)) (X fales) P(3y) |
n (Z ey PB)) (2 fz(;j)P(Bj) - [ dPJ)H

¥ (Z () P(B;) / fuap) ([ raar)|

Wegen P(B;) P(Bj/) = P(B; N Bj/) = P(0) = 0 fiir j # j' ist der zweite Term 0.
Und wegen || >, f(z;) P(Bj)|| < || flles fiir f € {f1, fo} ist schlieBlich

| [ £i02ap = ([ 1) ([ ap)| <041 + el

Da £ > 0 beliebig war folgt [ fi fodP = ([ f1dP) ([ f2dP).
Die x-Homomorphie folgt aus

[Far =S Ty pwy) = (3 fw) pw)) = ([ rar)

Die schwache Stetigkeit gilt, da f; — f in o(Borel,, M(X)), also [ f;du —
J fdp fiir alle p € M(X) und mit p := P, 5 insbesonders

([ syapaiy = [ fyap— [ rap = ([ rapm.n,

also [ fjdP — [ fdP bzgl. WOT. O

11.13 Theorem (Pendant zum Darstellungssatz von Riesz).

Es sei X ein kompakter Raum und H ein Hilbert-Raum.

Dann stehen die x-Darstellungen p von C(X,C) auf H in bijektiver Beziehung zu
den Spektral-Mafien P auf X beziiglich H via der Relation

o(f) = /Xf(a;) dP(z) fir alle f € C(X,C).
Kurz gesagt:
Hom(C(X,C),L(H)) &2 M(X, L(H)),

wobei M (X, L(H)) die Menge der Spektral-Mafle auf X bzgl. H bezeichnet.

Beweis. (<« ) Dies ist (11.11).
(—) Wie bei Riesz’schen Darstellungssatz erweitern wir p zuerst zu einer Darstel-
lung p von Borel, (X, C) um das Spektralmafi P danach als P := po x zu erhalten.
— Andreas Kriegl, Universitidt Wien —
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(p — p) Da Borely(X) nach (11.9) als Teilraum von C(X)” aufgefaBt werden
kann, liegt es nahe dazu die biduale Abbildung p** : C(X)"” — L(H)" zu verwenden.

C(X)\ P L(H)
L Borel, (X) L
C(X)// p** L(H)//

Leider ist aber der Raum L(H) nicht reflexiv und wir kénnen héchstens hoffen
eine Retraktion (d.h. ein Linksinverses) 7 zur kanonischen Einbettung ¢ : L(H) —
L(H)"” zu finden. Die kanonische Einbettung ¢ : F — E” eines Banachraums F in
seinen bidual-Raum hat folgende Eigenschaft: Fiir jedes stetig lineare Funktional
¢ e E' gilt evpor = £, denn (evgoi)(z) = ev(u(x)) = v(z)(€) = £(z).

E
/
(C L
evy
E//

Fiir h,k € H sei das lineare Funktional ¢}, ;, : L(H) — C durch ¢, (T') := (Th, k)
definiert. Es gilt |4, x(T)| = |[(Th, k)| < ||T| ||| |k]|. Also ist £p i stetig mit
14l < ||| ]|%]|. Das gesuchte 7 miifite also £, x0T = evy, , erfiillen, und ist durch
diese Eigenschaft auch schon eindeutig festgelegt, da die Funktionale £} ;, Punkte
trennen. Die Bedingung bedeutet, daf fir ¥ € L(H)" folgendes gilt: (7(¥)h, k) =
(lhroT)(¥) = (eve, , )(¥) = V(L k). In der Tat ist nach (10.36) ein stetig linearer
Operator 7(¥) durch diese Gleichung definiert, denn (h,k) — U(¢} ) ist offen-
sichtlich eine sesqui-lineare Form mit |¥ (¢ )| < ||| 1€n.kll < [[¥] ||R] ||k]l. Also
ist ||[7(®)|| < [|¥||, d.h. 7 : L(H)” — L(H) ist eine Kontraktion und klarerweise
linear.

Bemerkung: Fiir Banach-Réume E und F hat man allgemeiner ein 7 : L(E, F)" —
L(E,F") welches zusammengesetzt mit + : L(E,F) — L(E,F)” die Inklusion
0« : L(E,F) — L(E, F") liefert.

Dabei ist 7 assoziiert zur 3-linearen Form

L(E,F)' x Ex F' — L(E,F)" x L(E,F) — C,

welche durch die bilineare Abbildung F x F' — L(E, F)’, die seinerseits zu E x
F'x L(E,F) - F'x Ex L(E,F) — F' x F — C assoziiert ist, beschrieben wird.
— Version 2004.3.29 —
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Wir haben also folgendes kommutatives Diagramm erhalten:

C(X) L L(H)
\ Hh,k p 7
= -l Lk
L Borel, (X) C T
% e"‘m
cx)” = L(H)"

p

Dabei ist pup, i 1= €1 0p ein stetig lineares Funktional auf C'(X), und kann somit als
regulidres Borel-Maf} aufgefafit werden. Das untere Dreieck kommutiert, da fiir £ :=
lux € L(H)' folgendes gilt: (ev, op™)(®) = evy(p** (@) = p**(®)(€) = B(p* () =
O (Lop) = evyo,(P), und Lop = £}, op =: pip . Somit ist durch p := (70p™*)|gorel, (x)
eine lineare Erweiterung von p definiert die ||p]| < |7 o p™*|| < ||7]||lp]] <1-1=1
erfiillt.

Es gilt

(11.9)

<ﬁ(f)h’ k) = (Eh,lc o ﬁ)(f) =V (f)

/ £() dan
X

und folglich ist p auch stetig von Borel,(X) mit der Topologie o(Borel,(X), M (X))
nach L(H) mit der WOT. Da C(X) in C(X)"” = M(X)’ nach (11.10) dicht liegt
beziiglich der Topologie o(M(X)’, M (X)), liegt es auch in Borel,(X) dicht beziig-
lich der Spurtopologie o(Borely(X), M (X)).

Dies benutzen wir nun um die Multiplikativitat von p zu zeigen:
Sei also f € Borely(X). Nach (11.9.4) existiert dazu ein Netz f; € C(X), mit
[ fidu — [ fdp fiir alle p € M(X). Da mit g € Borel,(X) und p € M(X)
auch g pv definiert durch (g u)(f) := [y fgdu in M(X) liegt (denn gp : C(X) Z,
Borel,(X) < C(X)" =%, C ist stetig nach (11.9.3)), gilt f; g — f g in der schwa-
chen Topologie o(Borely(X), M (X)) und somit 5(f;g) — p(fg) beziiglich der
WOT. Ist insbesonders g € C(X), dann gilt p(fig) = p(fig) = p(fi) o p(g) —
p(f) o p(g) beziiglich der WOT, da die Komposition in der ersten Variablen ste-
tig ist beziiglich der WOT nach (11.12). Folglich ist 5(f g) = p(f) o p(g). Ist nun
g € Borel,(X) beliebig, so folgt p(fi g) = p(g fi) = p(g) o p(fi) — p(g) o p(f) in der
WOT, da die Komposition auch in der zweiten Variablen stetig ist beziiglich der
WOT nach (11.12). Also ist p(g f) = p(g) o p(f).

Um zu zeigen, dal p eine x-Darstellung ist, miissen wir nur noch die *-Homo-
morphie zeigen.
Sei wieder f € Borelp(X) und f; € C(X) ein Netz wie zuvor. Fiir p € M(X)
sei das MaB 7 definiert durch 7(B) = u(B). Dann gilt beziiglich der WOT, daf
p(f;) — p(f) und somit p(fi)* — p(f)* nach (11.12). Andererseits: Wegen [ f; du =

Jfidi — [fdi = [ fdp fir jedes MaB p, folgt p(f;)* = p(f;) — A(f), d.h.
o) = i(F).

(p — P) Nun wollen wir ein Spektral-Mafi P durch P(B) := p(xp) fiir alle
Borel-Mengen B definieren.
Wir haben in (11.1) gezeigt, da P(B) eine orthogonal-Projektion ist, P(X) = 1

— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —
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ist, und P(B1NBsy) = P(By)o P(Bs) und P(By UBy) = P(B;) + P(By) erfiillt ist.
Es bleibt also nur noch die o-Additivitat nachzuweisen.

Seien dazu B; paarweise disjunkte Borel-Mengen, B, := Uj>n B; und h € H.
Dann gilt:
oo n n n 2
[P(L Be)n -3 P hH = [P+ P Bon - P( | B
k=1 k=1 i=1 k=1

= ||P(Bsn)h|* = (P(Bsn)h, h)
= (p(xB>, ) h) = Cnn(p (XB>n))
= pnn(Bsn) = Z nn(

j>n

da pp, 1 als MaB klarerweise o-additiv ist. Also ist P ein Spektral-MaS.

(P — pist surjektiv, d.h. p — p— P+ p) Wir miissen also fiir jede Darstellung
p mit assoziiertem SpektralmaBl P := p o x zeigen, daB [ fdP = p(f) fiir alle
feC(X) gilt.
Sei dazu f € Borely(X) beliebig, ¢ > 0 und B; 3 z; wie in (11.9), also

|7 =3 s
j=1

Wegen ||5]] <1 und (11.11.2) folgt daraus

|5t - /fdPH < |lats - Z f(a;) xs,)

also ist p(f) = [ fdP.

(P +— p ist injektiv) Es seien P! und P? zwei SpektralmaBe mit [ fdP! =
| fdP? fiiralle f € C(X), also sind fiir h, k € H die C-wertigen Mafle u* := Pf%k auf
[ € C(X) fiir i € {1,2} ident und somit fiir B € B(X) auch ({5 o P*)(B) = u‘(B)
fiir i € {1,2} ident. Da die ¢ Punkte-trennen ist schlieflich P* = P2, [

< €.

f/fdPH < 9%,

Spektral-Theorie normaler Operatoren

Bemerkung. Es sei H ein endlich-dimensionaler Hilbertraum. Dann besagt der
Spektral-Satz der linearen Algebra, dafl jeder normale Operator N diagonalisiert
werden kann. Genauer es gibt eine orthonormal-Basis bestehend aus Eigenvektoren
u; zu Eigenwerten \;. Also ist

N(m):N(qul ) Z)\ X, u;)

Im unendlich-Dimensionalen muf} ein entsprechender Satz anders aussehen, da ein

normaler Operator gar keine Eigenwerte besitzen muf, wie z.B. der Multiplikations-

Operator N = Miq mit der Identitéit auf L?[0,1]: Sei ndmlich \ f(t) = ¢ f(t) f.ii.
— Version 2004.3.29 —
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fiir ein f € L2[0,1]. Dann ist (A —t) f(¢) = 0 f.ii. und somit f =0 f.ii.,, d.h. f =0
in L2[0,1].

Man kann aber den endlich-dimensionalen Satz auch wie folgt umformulieren.
Fiir jeden Eigenwert A € o(IV) sei Py die orthogonal-Projektion auf den Eigenraum
Ker(N — \). Dann ist

N(m):Z)\i(x,ui>ui:Z Z )\i<x,ui>ui:ZA Z (z,u;) u; = Z APy\(x)
i A

A A=A A=A A€o (N)

Dies wollen wir nun auf allgemeine Hilbertraume verallgemeinern und dazu verein-
fachen wir vorerst {N, N*}*:

11.39 Fugledge-Putnam-Theorem. Es seien N; und Ny normale Operatoren
auf Hy und H,. Falls B € L(Hy, Hy) den Operator Ny mit Ny vertauscht (d.h.
B Ny = N3 B), so vertauscht er auch Ny mit N .

Beweis. Ny B = B N; = p(N2) B = Bp(Ny) fiir jedes Polynom p und weiters fiir
jede ganze Funktion p € H(C,C). Insbesonders ist

B = exp(—izN2) B exp(izNy).

Da exp(X +Y) = exp(X)exp(Y), falls X und Y miteinander kommutieren, und
weil die N; normal sind, gilt somit

f(2) :=exp(—izNy)Bexp(izNy)
= exp(—izN; ) exp(—izN3) B exp(izNy ) exp(izNy)
= exp(—i(zN3 + ZN3))Bexp(i(ZN1 + zN7)).

Fiir jedes z € C sind zN3 + ZNy und ZN; + zN; Hermite’sche Operatoren, also
ist exp(—i(zNy +ZN3)) und exp(i(ZN1 + zN{)) unitér (denn (exp(iA))*exp(iA) =
exp(—iA*)exp(iA) = exp(i(A—A)) = 1) und damit ist || f(2)|| < || B||. Die Funktion
f: C — L(Hy, Hy) ist holomorph, also nach Liouville’s Theorem (9.15) konstant,
und insbesonders gilt 0 = f/(0) = —i NJ exp(0) B exp(0) + ¢ exp(0) B Ny exp(0) =
i(BN;y —N;B). O

11.14 Spektral-Theorem. Es sei N ein normaler Operator auf einem Hilber-
traum H. Dann existiert ein eindeutiges Spektral-Mafl P auf o(N), so dafi N
folgende SPEKTRAL-ZERLEGUNG hat

N = / zdP(z).
o(N)

Falls U # 0 relativ offen ist in o(N), so ist P(U) # 0.
Weiters ist [,y fdP € {N}** fiir alle f € Borely(X,C), bzw.

{N,N*}* = {N}* = {P(B) : B € Blo(N))}" = {/(N) fdP: f e Borelb(a(N))}k

Funktionenkalkiil: Es ist f — f(N) := fU(N) f(2)dP(z) die eindeutige Darstel-
lung der C*-Algebra Borely(o(N),C) auf H, welche auch beziiglich der Topologie
— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —
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o(Borely(o(N)), M(a(N))) auf Borely(c(N)) und der WOT auf L(H) stetig ist,
und id auf N abbildet.

Beweis. (Existenz von P)

N € L(H), normal

(1%10)3,0 : C(a(N),C) =NVol (N) C L(H), eine Darstellung

(L18)5p B(o(N)) — L(H), ein Spektralmaf

(11;.31)3,5 : Borely,(X,C) — L(H), eine schwach stetige Darstellung.

Dabei ist [ fdP = p(f) fiir alle f € C nach (11.13), also insbesonders [ zdP(z) =
[id dP = p(id) = N.

(Eindeutigkeit von P) Jedem Spektral-Mafi P auf o(N) mit N = fU(N) 2dP(2)
entspricht nach (11.13) eine eindeutige Darstellung p : f — fU(N) fdPvon C(o(N))
mit p(id) = N, also dem eindeutigen Funktionen-Kalkiil aus (10.10).

(Stetigkeit des Funktionen-Kalkiils) Dies folgt aus (11.3.3).

(Eindeutigkeit des Funktionen-Kalkiils) Es sei p eine Darstellung wie behaup-
tet. Wegen der Eindeutigkeit des Funktionen-Kalkiils (10.10) und (9.29) stimmt
diese mit f — f(N) fiir alle f € C(o(N)) iiberein. Wegen der Stetigkeit bzgl.
o(Borel,, M) und der Dichtheit von C'(X) nach nmb!11.9.4 stimmt diese mit [ f dP
auch fiir alle f € Borel, iiberein.

(Nicht-Degeneriertheit von P) Es sei nun U # () in o(N) offen. Dann existiert
eine stetige Funktion f # 0 auf o(NN) mit 0 < f < xy. Folglich ist P(U) = p(xv) >
p(f) # 0 nach (11.8.4), (11.11.2) und (10.10), also gilt (2).

(Kommutator-Identitéten)

(10.10)

{f(N): feC} {N, N}

1

{P(B): Be B} ———{f(N): f € Borely}

Dabei ist die vertikale Inklusion nach (11.13) und (11.9.4) WOT-dicht, und die ho-
rizontale untere Inklusion nach (11.11.2) in der Operatornorm dicht. Da die Kom-
position nach (11.12) bzgl. dieser Topologien getrennt stetig ist, haben alle links
von {N, N*} stehenden Mengen die gleiche Kommutante {N, N*}* = {N}* nach
(10.10) und (11.39). O

Definition. Triger eines Mafles. Es sei u ein regulidres Borelmafl auf X, und
U C X eine offenen Menge. Man sagt, dafl pu auf U verschwindet, falls fiir alle
f € Ce(X) mit f]x\g = 0schon [ fdu=0 gilt. Aquivalent geniigt es dies (wie bei
Distributionen in (4.14)) fiir alle f € C.(X) mit Triger Trig(f) C U zu verlangen,
denn wenn f|x\py = 0 ist, dann konvergiert h,, f — f glm. und Trég(h, f) C U -
wobei stetige Funktionen h,, € C(X,[0,1]) nach Tietze-Urysohn so gewiihlt werden,
daB Trig(h,) C U und h,, =1 auf {z: |f(z)| < 1}.
Die Vereinigung aller offener Mengen U mit dieser Eigenschaft hat dieselbe Ei-
genschaft (d.h. es gibt eine grofite Menge unter ihnen), denn der Triger von f wird
— Version 2004.3.29 —
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bereits durch endlich viele solche U {iberdeckt und somit 148t sich f mittels unter-
geordneter Partition {h;}; der 1 als f = >_. h; f schreiben. Da [ h; f du = 0 ist gilt
gleiches fiir f.

Das Komplement der grofiten offenen Menge U mit obiger Eigenschaft heifit der
TRAGER Trig(u) von p.

Man beachte, da8 fiir das Spektralma$l P eines normalen N € L(H)
gme = (([ raPniy= [ jar.,
o(N) a(N)

fiir alle b, k € H und f € Borely(o(N)) ist. Insbesonders gilt (f(N)h, k) = [ f dPp
fir alle h,k € H und f € Borely(C), da der Triger von P}, j in o(N) enthalten ist.

11.17 Lemma. Es sei E ein Banach-Raum und A € L(E). Falls 0(A) = K; U Ky
mit disjunkten abgeschlossenen K, und Ky ist, dann existiert eine Zerlegung E =
Ey x Ey in invariante Teilrdume E; von A, so daB8 o(A|g;) = Kj ist.

Falls also o(A) diskret (und somit endlich) ist, so finden wir eine Zerlegung
E =@ \c,(a) Ex in invariante Teilrdume fiir welche A|g, als Spektrum {A} hat.

Beweis. Esseip € H(o(A),C) wie in (9.32) der holomorphe Keim mit p = j lokal
um K fiir j € {0, 1}. Dannist P = p(A) € {A}** (nach (9.31)) idempotent. Folglich
ist By := Bild(P) und Ey := Bild(1 — P) = Kern(P) invariant unter {A}* D {4}
nach (10.32.4). Es sei A := A[g,. Dann ist A — X\ genau dann invertierbar in L(E),
wenn A; — X invertierbar ist in L(E;) fiir j = 0 und j = 1, denn ein inverses B zu
A — X\ und somit in {A}* muB wegen P € {A}** C {B}* nach (10.32.4) auch die
Teilrdume E; invariant lassen. Also ist K; U Ky = 0(A) = 0(A41) Uo(Ap).

(0(A;) C K;) Es sei A ¢ K; und 0.B.d.A. i = 1. Dann definieren wir den
holomorphen Keim f durch f : z — ﬁ lokal um K7 und f = 0 lokal um K.
Dann ist (A — 2) f(2) = p(z) und somit (A — A) f(A) = p(A) = P. Da FE; invariant
unter allen auftretenden Operatoren ist, gilt fiir die Einschrankung A; von A auf
El, dafl A ¢ O'(Al), d.h. U(Al) Q Kl.

Wegen K7 U Ky =0(A41)Ua(Ap) gilt also 0(A;) = K1 und o(Ap) = Ko. O
11.18 Proposition. Es sei N ein normaler Operator auf einem Hilbertraum H
mit Spektral-Mafi P und A € o(N). Dann ist Bild(P({\})) = Ker(IN — ). Folglich
ist A genau dann ein Eigenwert von N, wenn P({\}) # 0 und P({\}) ist dann die
orthogonal-Projektion auf den Eigenraum zu \.

Beweis. (C) Es ist (z — A) - xqa3 = 0 und somit (N — A) P({\}) = 0, d.h.
Bild(P({A})) € Ker(N — \).
(D) Fiir h € Ker(N — ) gilt

0= [[(N = NA[* = (N = XN)h, (N = Nh) = (N* = N)(N = \h, h)
= / |z — A2 d(P(2)h, h)

und da g := Py = (P(.)h,h) nach (11.8.5) ein positives Ma$ ist, muf} folglich
Trig(n) € {z € C: |z — A2 = 0} = {A\} gelten und somit ist [[P({\})R|]* =
(PEADR, h) = p({A}) = (o (N)) = ([, ) @P)h 1) = [[B]I?, d-h. b € Bild P({A}). O
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Spektral-Theorie kompakter Operatoren

11.19 Lemma. Es seien E und F Banach-Rédume. Ein Operator T € L(E, F) ist
genau dann kompakt, wenn sein adjungierter Operator T* € L(F*, E*) es ist.

Beweis. (=) Dies ist (6.13)
(<) Es sei T* kompakt. Dann ist 7** nach dem ersten Teil kompakt, und somit
auch seine Einschrankung 7" auf £ C E** und FF C F**. O

11.20 Lemma. Es sei T' ein kompakter Operator, 0 # X\ € C. Dann ist A genau
dann ein Eigenwert, falls inf{||(T — A)h| : ||h]| = 1} = 0.

Beweis. (=) ist klar, da dann ein h # 0 existiert mit Th = Ah.

(<) Nach Voraussetzung existiert eine Folge h, € E mit ||hy,| = 1 und |(T —
Ahy|| — 0. Da T kompakt ist, diirfen wir annehmen, dafl y := lim,, Th,, existiert.
Es gilt somit i, = 5 ((A = T)hy, + Thy,) — +y und folglich ist 1 = || y|| = |—§\‘||y|\,
d.h. y # 0. Wegen Th,, — T(%y) = %Ty gilt %Ty =y, d.h. X ist Eigenwert von T'
zum Eigenvektor y. [

11.21 Lemma. Es sei T ein kompakter Operator auf einem Banach-Raum E,
0# A € o(T). Dann ist A ein Eigenwert von T oder von T*.

Beweis. Indirekt. Angenommen X ist weder Eigenwert von T € L(FE) noch von
T* € L(E*). Nach dem vorigen Lemma (11.20) existiert ein ¢ > 0 mit ||(T — A)h|| >
c|lh|| fir alle h € E. Also ist T'— A ein Homdomorphismus auf sein Bild, und dieses
somit vollstindig und folglich abgeschlossen. Weil A kein Eigenwert der Banach-
Raum-Adjungierten T ist, gilt nach (7.14)

Bild(T — \) = Bild(T — ) = (Ker(T — \)*), = (Ker(T* — \)), = {0}, = E,

denn T — T* ist C-linear. Somit ist (T — A\) : E — E bijektiv und wegen ||(T" —
Mh|| > ¢||h|| (oder auch den Open Mapping Theorem) ist die Umkehrabbildung
(T — \)~! ebenfalls stetig, d.h. A ¢ o(T). O

11.22 Lemma. FEs sei F' C E ein echter abgeschlossener Teilraum eines Banach-
Raums FE und € > 0. Dann existiert ein x € E mit ||z|| =1 und dist(z, F) > 1 —e¢.

Beweis. Es sei d(z) := dist(z, F). Wir wéhlen z; € E \ F. Dann existiert ein
y1 € Fmit 0 < d(x1) < ||lzg — w1l < (1 +¢)d(zy). Es sei 29 := 21 — y;1, dann
ist d(x2) = inf{|lae —y|| : v € F} = inf{|jJx1 —y1 —y|| : y € F} = d(z1) und
(1+e)d(z2) = (1+e¢)d(x1) => ||z1 — y1]| = ||@2|| > 0. Sei schlieflich z := mxg.
Dann ist ||z|| = 1 und fiir y € F' gilt

1 1
lo =yl = || o2 = v = = |72 = Nl
B By
1
1+e

1
>_ -
~ (1+e)d(zs) H
>1—e. O

w2 = a2l 2 d(xa) >

+ E) d(l‘z)
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11.23 Spektral-Satz kompakter Operatoren auf Banach-Ridumen. Essei F
ein unendlich-dimensionaler Banachraum und T € L(E) ein kompakter Operator.
Dann ist 0 € o(T) und alle 0 # X € o(T) sind isoliert in o(T) und Eigenwerte
von T mit endlich-dimensionalen Eigenrdumen Ker(T — \). Falls es unendlich viele
solche \ gibt, so lassen sich diese folglich in Form einer 0-Folge anordnen.

Beweis. Beh.:Jede Folge verschiedener Eigenwerte A, von T konvergiert gegen 0:
Fiir jedes n withlen wir ein 0 # h,, € Ker(T — \,,). Es sei E,, das lineare Erzeug-
nis von {hy,...,h,}. Dieser Raum ist n-dimensional, da die h,, linear unabhingig
sind: Sei némlich )", prhi = 0 eine linear-Kombination minimaler Lénge, dann ist
0= (T —X)Qp thi) = D g (Ax — A1)hy ein Widerspruch zur Minimalitét.
Nach dem vorigen Lemma (11.22) existiert ein Vektor y,, € E, mit |ly,| = 1 und
d(yn, En—1) > % Es sei 4, = > 1<, ik hi. Dann ist

(T = An)yn = D> ik (A = An) b € By
k<n

Also ist fiir n > m:

1 1 1 1
T —yn) =T ~—9m ) =—T = A)yn — —(T = Aa)¥rm + Y — Yrm
(/\ny) 3 y) o Jn =5~ )Ym + Yn — Y

1 1
=Yn + ()\_(T_ )\n)yn_ )\_(T_ /\m)ym_ ym) € Yn + B,

n m

€Em,
€En 1 EEm_1

EOlghC}l ist
1 —1 —1 —1 > (hSt( E,_ ) > —1
A Yn A\ Ym Yns Ln—1 2 .

Es hat (T(ﬁyn))n also keine konvergente Teilfolge. Da aber T" kompakt ist, und
somit das Bild beschriankter Mengen relativ-kompakt ist, kann (ﬁyn)n keine be-
schriinkte Teilfolge haben. Also mufl Hﬁynﬂ = ﬁ — oo konvergieren, d.h. A, —
0.

Beh.:Alle 0 # X\ € o(T) sind isolierte Punkte von o(T).
Falls namlich A,, € o(T) mit A\, # X gegen A # 0 konvergiert, so ist nach (11.21) A,
ein Eigenwert von 1" oder von T*. O.B.d.A. kénnen wir also annehmen, daf} alle A,
Eigenwerte von T oder alle von T* sind. Der vorige Punkt liefert — da nach (11.19)
auch T* kompakt ist — A, — 0, einen Widerspruch.

Beh.:Alle 0 # X\ € o(T) sind Eigenwerte von T
Da ) isoliert ist, existiert nach (11.17) ein abgeschlossener invarianter Teilraum E
von E, s.d. Ty := T|g, gerade als Spektrum {A} hat. Also ist T ein invertierbarer
(0 ¢ o(T))) kompakter Operator und damit ist F endlich-dimensional (denn das
Bild der Einheitskugel ist dann eine relativ-kompakte 0-Umgebung). Folglich ist
A € 0(Ty) eine Eigenwert von T und somit auch von 7.

Beh.:Der Eigenraum Ker(T — \) ist endlich-dimensional.
Es ist Ker(T' — ) ein T-invarianter abgeschlossener Teilraum und A idger(7—x) =
T|ker(r—») ist kompakt. Also ist Ker(T'— A) endlich-dimensional. [
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11.24 Lemma. Es sei N ein normaler Operator auf einem Hilbert-Raum mit
Spektral-Maf8 P. Dann ist N genau dann kompakt, wenn P({z € o(N) : |z| > €})
endlich-dimensionales Bild hat fiir alle € > 0.

Beweis. (<) Esseie > 0und B, :={z € 0(N) : |z2| < e} und P. := P(c(N)\B.).
Dann gilt fiir f: 2z — zxp_.(2)

N-NP.=N(1-P.)=NP(B.)
:/ZXBE dP(z) = f(N).

Alsoist [N=N P.|| < ||fllcc =sup{|z| : z € B.} < e. Falls P. endlich-dimensionales
Bild hat fiir jedes ¢, so gilt dies auch fiir N P. und damit ist N kompakt nach (6.16).

(=) Es sei N kompakt und € > 0. Es ist g : z — Lx,(v)\ 5.(2) in Borel,(C). Da
N kompakt ist, ist es auch

Ng(N) = /Z%XU(N)\BE(Z) dP(Z) = PE.

Da aber P. eine Projektion ist, muf} ihr Bild endlich-dimensional sein. [J

11.25 Spektral-Satz fiir kompakte normale Operatoren. Es sei N ein kom-
pakter und normaler Operator auf einen Hilbertraum. Dann bilden die Eigenwerte
ungleich 0 von N eine endliche oder eine gegen 0 konvergente Folge \;. Die Ei-
genrdume Ker(N — \;) sind endlich-dimensional und paarweise orthogonal und
beziiglich der orthogonal-Projektionen P; auf Ker(N — \;) gilt:

N => NP
J

Umgekehrt ist jeder Operator N kompakt und normal, welcher eine Darstellung
N = Zj AjP; besitzt mit endlich-dimensionalen orthogonal-Projektionen P; # 0
mit paarweise orthogonalen Bildern und paarweise verschiedenen 0 # A; — 0. Es
sind dann die \; die von 0 verschiedenen Eigenwerte und die Bilder von P; die
zugehorigen Eigenrdume.

Beweis. (=) Nach dem Spektral-Theorem (11.14) existiert ein eindeutiges Spek-
tral-Mafl P auf o(NN) mit N = fU(N) 2dP(z). Nach dem Spektral-Satz (11.23) ist
o(N) = {0,A1,\a,...} und jedes )\ ist isoliert und ein Eigenwert. Also ist nach
(11.18) Py, := P({\}) die orthogonal-Projektion auf den Eigenraum Ker(N — Ag).
Sei nun ¢ > 0, und n so groB, daB8 [A\y| < § fiir & > n. Dann bilden die Men-
gen {A}, ..., {\}, {0, \n41, Anga, ... } eine Borel-Zerlegung von o(N) in Men-
gen mit |z — 2| < e fiir 2,2’ in der gleichen Menge. Also ist || fU(N) zdP(z) —
> i<n Aj P —0P({0,Apt1,... || <e. D.h. die Summe ) ; A; P; konvergiert gegen
N = fU(N) zdP(z). Da die A; paarweise verschieden sind, sind die Bilder von P;
paarweise orthogonal nach (11.8.2).

(<) Da ||Pj|] < 1 fiir orthogonal-Projektionen P; gilt, A\; — 0 und die Bil-
der der P; paarweise orthogonal sind folgt, da die Summe in der Operatornorm
konvergiert, denn

1Y A PRIP <Y IR IPAI? < max{ A5 > n}- IO Pyhl?
jzn jzn j=n
<max{[N;|* 1 j > n} - ||h]%.
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Thre Teilsummen sind nach Voraussetzung endlich-dimensionale Operatoren also ist
N kompakt. Es ist N* = y A, Pj und somit ist N normal.

Es sei A # 0 ein Eigenwert von N und h ein zugehoriger Eigenvektor. Dann
ist 0 # Ah = N(h) = 3>2;A\;jPj(h) also mindestens ein Py(h) # 0 und somit
APy (h) = A Pi(h) also A = Ag, d.h. dieses k ist eindeutig. Somit ist Ay = A ein
Eigenwert und Ker(N — \;) C Bild P;.

Die umgekehrte Inklusion folgt aus der paarweisen Orthogonalitit der Bilder
der P;j, denn h € Bild Pj=P;h = h=P;h = P, P;jh = 0 fir k # j nach (11.3), also
Nh=MAh. O

11.26 Spektral-Darstellung Hermite’scher Operatoren. Es sei N ein Her-
mite’scher Operator, P sein Spektral-Mafl und p(t) := P({s € o(N) : s < t}.
Dann ist p : R — L(H) eine monotone, beziiglich der SOT links-stetig Abbildung
mit p(t) = 0 fiir t < —||N|| und p(t) = 1 fiir t > ||N|. Fiir f € C(o(N)) ist
f(N) = fj;: f(t) dp(t) ein Operator-wertiges Riemann-Stieltjes Integral.

Beweis. Da t — {s € o(N) : s < t} monoton wachsend ist, ist p : ¢t — P({s €
o(N) : s < t}) monoton wachsend nach (11.8.4) und wegen o(N) C {s € R :
—||N|| < s < |IN||} ist p(t) = 0 nach (11.8.1) fiir ¢ < —||N|| und p(t) = 1 fiir
t > ||N||. Wegen der o-Additivitéit von P ist plinks-stetig beziiglich der SOT, denn
sei t, /" too, dann ist (—00,ta) = (—00,t0) LU |;[ti—1,t:) eine Zerlegung und somit
in der SOT

p(tec) = Pl(=00,tec)] = Pl(=00,t0)] + Y oP([ti-1,t:))

= plto) + D (p(t:) = p(ti1)) = lim p(t;).

i=1

Sei nun f € C(o(N)), so existiert eine monoton wachsende Folge von ¢; € R mit
|f(z) — f(2')] < e fiir t;—y <z,2’ <t;. Dann ist

/f(z) dP(z) = Zf(xj) P([tj-1,tj)) = Zf(fﬂj) (p(tj) — p(ti-1)),

eine Riemann-Stieltjes-Summe von [ f(z)dp(z). O

11.27 Folgerung. Essei H ein separabler Hilbertraum. Dann ist das einzige nicht-
triviale abgeschlossene Ideal das der kompakten Operatoren.

Beweis. Wegen der Proposition nach (10.23) enhélt jedes abgeschlossene Ideal I #
{0} alle kompakten Operatoren. Angenommen es enthilt einen nicht-kompakten
Operator A. Es ist N := A* A positiv. Angenommen N wére kompakt. Dann wére
nach (11.25) N = 37, A;P; mit 0 < A\; — 0 und orthogonal-Projektionen P; mit
paarweise orthogonalen Bildern. Folglich wiire [A| := VA*A = VN = 3, \/A;P;
und somit nach (11.25) ebenfalls kompakt. Damit wire aber nach (10.19) auch
A = U |A] kompakt, ein Widerspruch.

Nach (11.24) existiert ein € > 0 so, dal P, := P(c(N)\ B:) = Ng(N) € I
unendlich-dimensionales Bild hat, wobei P das Spektralmaf fiir N ist, B, := {z €
o(N) : |z] < e} =1[0,e] No(N) und g(z) := L x,(nn\5. ist. Da H separabel ist,
existiert eine surjektive Isometrie U : H — Bild(P;). Dannist 1 = U*U = U*P.U €
I,dh.I=L(H). O
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Normale Operatoren als Multiplikations-Operatoren

Eine Analogie zu einem diagonal-Operator wire ein Multiplikations-Operator
Mg : g f-g, die wir nun studieren.

11.15 Diagonal-Operator. Essei (X,€), 1) ein o-endlicher Mafiraum. Es sei f —
My die treue und daher isometrische Darstellung von L°(p) auf L?(u), welche
durch die Multiplikations-Operatoren My : g — f - g gegeben ist. Fiir sie gilt:
1 Der Operator My ist normal und (My)* = M.
2 Esist 0(My) = ess-Bild(f) := {f(4)" : A€ Q,u(X\ A) =0}.
3 Das Spektral-Mafi P fiir M; auf ess-Bild(f) ist durch P(B) = My,
gegeben.

Beweis. (1) Es ist (h, Mjk) = (M¢h,k) = [ fhkdp = [hfkdp = (h, MFk),
d.h. (Mf)* = Mf und fOlgliCh Mf o (Mf)* = Mf o MT = M|f‘2 = (Mf)* ] Mf.

(2) Es sei vorerst A ¢ ess-Bild(f). Dann existiert ein A € Q mit u(X \ 4) =0
und A ¢ f(A)~, d.h. es existiert ein § > 0 mit |f(z) — A| > ¢ fiir alle z € A. Es ist
g:= f—% € L>(u) und My, = (My — X\)~1, damit ist X ¢ o(Mj).

Umgekehrt sei A € ess-Bild(f). Fiir n € N sei 4, := {z : [f(z) — A > 1}.
Dann ist A ¢ f(Ay), und da A, € Q ist, gilt 0 < pu(X \ A4,) < oco. Da (X,Q, )
o-endlich ist, existiert ein meBbares A/, C X \ A, mit 0 < p(A4)) < oco. Wir
1 . oo
setzen f, = \/u(iT’n)XA,"' Dann ist f, € L*(u) und || f,|l2 = 1. Andererseits ist

(M=) fol* = ﬁw Jar |f=AP?dp < 5. Also ist My — ) keine offene Abbildung
und somit A € o(My).

(3) Wir wéhlen eine endliche Zerlegung der beschrinkten Menge f(X) in Borel-
Mengen B; mit z,2’ € B; = |z — 2| < ¢ und weiters wéhlen wir z; € B;. Die
Mengen f~!(Bj) bilden dann eine Zerlegung von X in meBbare Mengen. Und fiir
alle z € f~1(Bj) gilt |(f — > 2ziXs-1y)) (@) = |f(z) — zj| < e. Folglich ist
If =225 zixs-1(B))llc < & Da || Myl < |lg|ls fiir alle g € L ist, gilt

<e.

(oo}

HMf - szMXf—l(Bj)‘ < Hf_ szxffl(Bj)
J J

Also konvergiert Zj szXffl(B | gegen My und auch gegen [ zdP(z), wobei P das
J
Spektral-Mafl definiert durch P(B) := M. ist. O

X
11.16 Beispiel. Ist insbesonders X = C und p > 0 ein reguldres Borelmall mit
kompaktem Trédger K := Trdgu C C, dann bezeichnen wir mit N,, den Multiplikations-
Operator Miq auf L?(u) mit der Identitét id : C — C. Es gilt:
(1) N, ist normal, und o(N,,) = Trag(p).
(2) Fiir jedes f € Borely(C) ist f(N,) der Multiplikations-Operator My mit f.
(3) Fiir das Spektral-MaB P von N,, gilt P(B) = M

- XB*

Beweis. (1) Dies folgt aus (11.15.1) und (11.15.2), da N, = Mjq und ess-Bild(f) =

f(Trigu), falls f stetig ist, denn:

(€) Wir setzen A := Trdg(u). Da die charakteristische Funktion xc\4 der offe-

nen Menge C \ A sich als punktweiser Grenzwert einer monotonen Folge stetiger

Funktionen g, € C.(C) mit g,|a = 0 schreiben 148t, ist [ g, dp = 0 und somit
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w(C\ A) = [ xc\adp = limy, [ g, dp = 0. Da f stetig ist, ist das Bild f(A) kom-
pakt also abgeschlossen und damit ess-Bild(f) C f(A) = f(Trig(u)).
(D) Es sei A eine Borelmenge mit pu(C\ A) = 0. Dann ist fiir 0 < g € C,(C) mit
gla = 0 folgendes erfiillt 0 < [ gdu < pu(]|glloc Xc\a) = 0. Also liegt der Triiger von
w innerhalb von A, und somit gilt f(Trig(u)) C f(A) C f(A) da f stetig ist, und
damit f(Trag(u)) C ess-Bild(f).

(2) Wir miissen wegen (11.14) nur zeigen, daf f +— My die charakterisierenden
Stetigkeits-Eigenschaften besitzt:
Sei also f; — 0 in Borel,(K) beziiglich der Topologie o(Borely(K), M(K)). Z.z. ist,
dal My, — 0 in der WOT. Sei also h,k € L?(ut). Nach Cauchy-Schwarz ist dann
hk € L*(p) und somit hkdu € M(X), folglich gilt:

(M, b k) :/ fhEdu — 0.
K

(3) Dies folgt sofort aus (11.15.3) oder auch aus (2), da P(B) = xg(N,) =
M,,. O

Wir wollen nun zeigen, dafl jeder normale Operator unitér dquivalent zu einem
Multiplikations-Operator ist. Dazu folgende

11.28 Definition. Wir iibertragen nun einige Begriffe der Darstellungstheorie
Abelscher C*-Algebren auf normale Operatoren N € L(H), indem wir die von
N erzeugte Teil-C*-Algebra C*(N) C L(H) und die zugehérige Darstellung py :
C(o(N)) =2 C*(N) C L(H) betrachten — den Funktionen-Kalkiil aus (10.10).

Es heifit also h € H ZYKLISCHER VEKTOR fiir N, falls er ein solcher fiir die
Darstellung py ist, d.h. {p(N, N*)h : p € C[z,Z]} dicht ist in H.

Der normale Operator N heifit ZYKLISCH , falls er einen zyklischen Vektor besitzt.

Zwei normale Operatoren Ny € L(H;) und Ny € L(H) heilen UNITAR AQUIVA-
LENT, falls eine surjektive Isometrie U : H; — Hs existiert mit Ny o U = U o Ny,
dh. Ny =UoN;oU L

Lemma. Zwei normale Operatoren Ny € L(Hy) und Ny € L(H>) sind genau dann
unitér dquivalent, wenn o(N1) = o(N2) und die zugehdrigen Darstellungen py,
und py, unitdr dquivalent sind:

(=) Ist niimlich N; — X invertierbar, so auch No — X = U o (N; — ) o U™},
und umgekehrt. Also stimmen die beiden Spektren iiberein. Weiters sind py, und
f = Uof(N1)oU™! zwei x-Darstellungen von C(c(N2)), die auf der Identitéit beide
Ny liefern. Also stimmen sie tiberein. D.h. pn, und py, sind via U dquivalent.
(<) Es sei U : Hy — Hj eine surjektive Isometrie mit py,(f) o U = U o pn, (f) fiir
alle f € C(X) mit 0(N;) = X = 0(Nz). Dann ist insbesonders Ny o U = U o Ny
fiir f = id.

11.29 Folgerung. Jeder normaler Operator ist unitdr dquivalent zu einer ortho-
gonalen Summe zyklischer Operatoren.

Beweis. Es sei N ein normaler Operator auf H. Nach (10.25) ist H eine ortho-

gonale Summe von abgeschlossenen invarianten Teilrdumen H; der Darstellung

pn : C(o(N)) — L(H), soda8 die Spurdarstellung p; : f +— pn(f)|n; zyklisch

ist und px vermdoge der natiirlichen Isometrie U : j H; — H unitér dquivalent zu
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@D, p; ist. Insbesonders ist also N wegen (11.28) via U unitér dquivalent zu € NN,
wobei N; := N|p, ein zyklischer Operator ist. O

Wie bei der Darstellungstheorie sollten wir also zuerst zyklische Operatoren stu-
dieren.

11.30 Proposition. Ein normaler Operator ist genau dann zyklisch, falls ein posi-
tives MaB p auf o(N) existiert, s.d. er unitdr dquivalent ist zu dem Multiplikations-
Operator N,, auf L*(u) mit der Identitét. Durch die Bedingung U (hg) = 1, wobei hy
einen fixen zyklischen Vektor bezeichnet ist die Aquivalenz U eindeutig bestimmt.
Es ist dabei p = P, p,, wobei P das Spektral-Maf3 von N ist.

Borely(o(N), C) «+—— C(o(N),C) — LN L(H) H
J7r ElkonjU JU
L>(p) i L(L*(w)) L*(n)

Beweis. Nach Definition ist ein normaler Operator N € L(H) genau dann zy-
klisch, wenn die Darstellung py : C(o(N)) — L(H) es ist. Nach Proposition (10.28)
ist eine Darstellung der Abelschen C*-Algebra C(o(N)) genau dann zyklisch, wenn
sie dquivalent zu der Darstellung M auf L?(p) fiir ein positives Borel-Maf8 p auf
o(N) ist. Dabei ist die unitire Aquivalenz U : L?(u) — H durch U(1) = hq bei
vorgegebem zyklischen Vektor hg € H eindeutig bestimmt. Nach Definition (11.28)
ist das gleichbedeutend mit der unitéren Aquivalenz von N mit N, = Miq. Es ist

/ F dPay o = (o (F)hos ho) = (o (UL UL) = (U o (/UL 1)

— (U pn(DUL Y = (1,1 = [ fd

nach (10.28) und (11.11), also Py p, = - O

11.31 Bemerkung. Unitédr &dquivalente N,’s. Um die unitéren Aquivalenz-
Klassen aller zyklischen Operatoren zu bestimmen, miissen wir entscheiden, fiir
welche positiven Borel-Mafe p; auf C mit kompaktem Tréger die Operatoren NV,
und N, unitér dquivalent sind.

Nehmen wir also an es gébe eine surjektive Isometrie U : L2?(u1) — L?(u2) mit
UN, U 1=N,:
Aus der Aquivalenz von N w, und N, folgt, daB8 die beiden Spektren o(N,,) nach
(11.28) gleich sind, somit K := o(N,,;) = Trég(u;) nach (11.15), und pn, zu pn,
unitdr dquivalent ist vermége U. Es sei f := U(1) € L?(u2), also |f|? € L'(u2).
Dannist Ug=UMy1=M,U1 =g f fur alle g € C(K) und da U eine Isometrie
ist gilt [ |g|*dur = [|g|?|f|? dpu2. Wegen der Eindeutigkeit der Riesz-Darstellung
(7.18) ist also py = |f|? po mit |f|? € L (uz).

Es stellt sich also die Frage, welche Mafle pu; sich als f yp mit f € L' (uz) schrei-
ben lassen.

11.32 Theorem von Radon-Nikodym. Es sei (X,Q, ) ein o-endlicher Maf-
raum und v ein C-wertiges Maf$ auf (X, ). Dann sind équivalent:
1VBeQ: (u(B)=0=v(B)=0);
2 3Alf € LNX,Q,p): v(B) = [ fdp fiir alle B € €.
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Unter diesen dquivalenten Voraussetzungen heifit v ABSOLUT-STETIG beziiglich p,
die Funktion f heifit die RADON-NIKODYM-ABLEITUNG, und wird auch mit g—z

bezeichnet. Weiters ist f g € L' (u) fiir alle g € L*(|v|) und es gilt:

d
/ng:/g—Vd,u.
dp

Fiir einen Beweis siehe [He,S505].

Als Spezialfall lernt man z.B. in der Analysis 1, dafl - falls die Ableitung ¢’
von ¢g Riemann-integrierbar ist - fiir Riemann-Stieltjes Integrale f; f@)dg(z) =

¥ (@) ¢ (z) do ist.

11.33 Proposition. Zwei positive MaBe auf C mit kompaktem Tréger sind genau
dann wechselseitig absolut-stetig (wir schreiben dann p; ~ us), falls die Multipli-
kations-Operatoren N, auf L*(u1) und N, auf L*(u2) unitér dquivalent sind.

Beweis. (<=) Wir haben in (11.31) gezeigt, daB die unitére Aquivalenz von N,
und N, die wechselseitige absolut-Stetigkeit der Mafle ;11 und o impliziert.

(=) Es seien die Mafle 1 und ps wechselseitig absolut-stetig und 0 < f := Z% €
L' (u2) die Radon-Nikodym Ableitung. Falls g € L(u1), so ist fg € L'(uz2) und
[ Fgdua = [ gduy. Tst also g € L?(u1), also |g|* € L' (p2) und f|g|*> € L' () und
schlieBlich /f |g| € L?(u2) und ||v/fgll2 = ||f|l2, d.h. die Abbildung U : L?(u1) —

L2(p2), g — /T g ist eine Isometrie. Da 941 - 942 — 1 ist, ist Multiplikation mit .

die Inverse zu U. Fiir g € L?(u2) ist

_ o1 .
UN, U 'g= ﬁwd-ﬁ»gldg:m

und somit gilt UN,, U"! = N,,. O

11.34 Theorem. Diagonalisierung normale Operatoren. Es sei N ein nor-
maler Operator auf H. Dann existiert ein Mafraum (X, Q, u) und eine Funktion
f e L>®(X,Q,u), sodaB N unitér dquivalent zu dem Multiplikations-Operator mit
f auf L?(X,Q, u) ist. Ist H separabel, so ist das Maf y o-endlich.

— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —



NORMALE OPERATOREN ALS MULTIPLIKATIONS-OPERATOREN [105]
Beweis.

(11.29) = 3H; < H, abgeschlossen, invariant :
H =~ EDH und N ~ EDNi mit N; .= N

1, zyklisch

X:=||Xi, B:={BCX:BnX; €BX;)}u(B):=» m(BnX;)

U:L*X,B,u) — @Lz(ui), fre @ﬂxi ist ein isometr. Iso.

f=|Jidx,, dh.flx, :=id.

= f(X)=JX; Co(N), dh. fist beschrénkt

T UYNX; =UNX; € B(X;) fiir alle offenen U C X
= f ist meBbar = f € L=(X,B, u)

und My ~UMU ™ =@ N, ~EP N~ N

Falls H separabel ist, so haben wir nur abzihlbar viele H; und, wegen u(X;) <
||2:]] =1 fiir einen normierten zyklischen Vektor h;, ist X somit o-endlich. O

11.41 Proposition. Esseien N; € L(H;) normale Operatoren, und B € L(H,, H>)
so, da8 B Ny = Ny B. Dann ist der Abschluf$ von Bild B ist No-invariant, (Ker B)*
ist Ni-invariant und Ni|(ker py+ und Na|gggp sind unitédr dquivalent.

Beweis.
H, \ B / H,
(Ker B):~—B . BildB
N N1|(KerB)LJ JN2|BildB Nay
(Ker B)%_B» Bild B
H1 B H2

Wie im Sublemma in (10.32.4) zeigen wir die folgenden 2 Punkte.

(1) Fiir hy € Hy ist NoBhy = BN1h; € Bild B. Also ist auch der Abschluf von
Bild B Ns-invariant.

(2) Fir h1 € Ker B ist BNlhl = NQBhl = N20 = O, also ist Ker B Nl—
invariant und nach dem Fugledge-Putnam Theorem auch Nj-invariant, damit ist
aber (Ker B)* ebenfalls N;-invariant.

(3) Da B((Ker B)*) C Bild B kénnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dafi Ker B =
{0} und daf Bild B dicht liegt. Es sei B = U |B| die Polarzerlegung (10.19) von
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B mit dem positiven Operator |B| = v B*B. Es gilt BildU = Bild B = H, sowie
(Bild|B|)* = Ker |B| = KerU = Ker B = {0} und somit ist Bild|B| dicht in H;
und U : H; — Hs eine surjektive Isometrie.

B

1

m‘ /
H,y

Ny N1J Ny

H,
N
1 2] H

2

H H,

H
Weiters gilt:

N, B= BN, = B*N} = N} B*

(L3 g N, — N, B*
— N, B*B=B*N,B=B*BN,

Also ist |B|? = B*B € {N;}* und somit auch |B| = /|B|? € {B*B}* C
({N1}*)*¥* = {N;}* nach (11.14). Folglich gilt

NyU|B|=N,B=BN, =U|B|N, =UN, |B|,

d.h. Ny U = U N; auf den dichten Bild von |B|, also iiberall. O
11.42 Folgerung. Ahnliche normale Operatoren sind unitér dquivalent. [

Dabei heiflen zwei Operatoren N7 und Ny, AHNLICH, falls es eine invertierbare
lineare Abbildung B gibt mit No B = B Nj.

11.35 Folgerung. Es sei A eine Teil-C*-Algebra von L(H) die zusétzlich abge-
schlossen ist beziiglich der SOT. Dann ist A der Norm-Abschlufi des Teilraums der
von den orthogonal-Projektionen in A erzeugt wird.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf sich jedes a € A in der Operatornorm durch
linear-Kombinationen von orthogonal-Projektionen P aus A approximieren 148t. Da
A eine C*-Algebra ist, sind mit a € A auch die Hermite’schen Operatoren Re(a) =
t(a+ a*) und Im(a) = 5:(a — a*) in A. Also geniigt es Hermite’sche Elemente
a € A zu approximieren. Nach (11.26) konvergieren die Riemann-Stieltjes-Summen
>_iti—1(pe; — pe;_,) gegen a, wobei py 1= P((—00,t)) ist. Wir miissen also nur
zeigen, daf} die orthogonal-Projektion p; € A ist. Es ist die charakteristische Funk-
tion X(_oo,¢) ein punktweiser Grenzwert einer monoton wachsenden Folge stetiger
Funktionen f, € C(R). Also konvergiert A 2 C*(N) 3 f(N) — X(—oo,t)(N) = Pt
nach dem Satz {iber dominierte Konvergenz in der SOT, und somit ist p, € A. O
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Kommutanten und von Neumann Algebren

Unser Ziel ist es fiir normale Operator N € L(H) auf Hilbert-Rdumen H mit
Spektral-Mafi P, den Kern und das Bild des Funktionenkalkiils

pn : Borely(o0(N),C) — {N}Y* C L(H), fw f(N):= /(N) fdP

bestimmen um nach Herausfaktorisieren des Kernes eine treu Darstellung (Funk-
tionenkalkiil) zu erhalten. Da der Funktionalkalkiil auch beziiglich der WOT stetig
ist, sollten wir diese Topologie genauer untersuchen.

11.36 Lemma. Bzgl. Operatortopologien stetige Funktionale. Es sei ¢ :
L(H) — C ein lineares Funktional. Dann sind dquivalent:

1 Das Funktional ¢ ist SOT-stetig;
2 Das Funktional ¢ ist WOT-stetig;
3 Es gibt endlich viele h; und kj in H mit {(T) = . (T'hy, kj).

Beweis. ((1) < (2) < (3)) ist trivial.

((1) = (3)) Sei also ¢ beziiglich SOT stetig. Dann existieren endlich viele h; mit
|[0(T)] < Z;'L=1 |Th;| fir alle T € L(H). Wegen der Cauchy-Schwarz Unleichung
(6.6) ist

Z |Th;|l = Z.HTth <Vn- (Z ||Thj||2>1/2 _ (Z HT(\/Ehj)||2)1/2.

Ersetzt man h; durch y/nh;, dann gilt fir die Seminorm

i) = (S 1rl?)

daB |€(T)| < p(T).

Es sei die lineare Abbildung 7 : L(H) — @" H gegeben durch 7(T) := @, Th;
und Hy ihr Bild, dann ist p(T) = ||7(T)|. Wegen der Implikation 7(7T) = 0 =
0=p(T) > |(T)| = ¢T) = 0 faktorisiert £ {iber m zu einen linearen Funktional
by : Hy — C und es gilt |[o(m(T))| = |€(T)] < p(T) = ||=(T)||, also ist £y nach (7.4)
zu einem stetigen linearen Funktional auf P, H; erweiterbar und es gibt einen
Vektor @;k; im Hilbertraum B, H; mit

UT) = Lo(m(T)) = (@,;Thy, ®ik;) = > (Thy,k;). O

J
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11.37 Folgerung. Abschlufl bzgl. Operatortopologien. Es sei A eine konvexe
Teilmenge von L(H ), dann stimmt der WOT-Abschluf3 mit dem SOT-Abschluff von
A tiberein.

Beweis. (7.24). O

11.38 Definition. Fiir n € N bezeichnen wir mit A" : L(H) — L(@" H) den
C*-Algebra-Homomorphismus

A" T — @T(: Dj_qhj — @] Thy).

Lemma. Es sei A eine Teilalgebra mit 1 von L(H). Dann ist der SOT-Abschluf3 von
A gegeben durch all jene T € L(H), so daB fiir jedes endliche n jeder abgeschlossene
A"(A)-invariante Teilraum von @;;1 H auch A™T-invariant ist.

Beweis. (C) Sei T' € L(H) ein Operator im SOT-Abschlufl von A. Dann existiert
ein Netz T; € A, welches punktweise gegen T konvergiert. Sei nun E ein abge-
schlossener A™(A)-invarianter Teilraum von @?:1 H. Dieser ist dann insbesondere
A"T;-invariant und damit auch A™T-invariant.

(D) Es erfillle T € L(H) die Bedingung iiber die invarianten Teilrdume. Es seien
hj € H und € > 0. Wir miissen die Existenz eines S € A zeigen, mit ||(T'—S)h;|| < e
fir j =1,...,n. Sei dazu E der Abschlufl des Teilraums A™(A)(®;h;) C @?:1 H.
Da A eine Algebra ist, ist E ein A™(A)-invarianter Teilraum, also nach Voraus-
setzung auch A"T-invariant. Da 1 € A, ist @;h; € E und somit A"T(®,h;) =
®;Th; € E, und da A™(A) dicht liegt in E, existiert ein S € A mit Zj (T —
S)hilI? <€ O

11.43a Bemerkung. Fiir A C L(H) ist die Kommutante A¥ SOT-abgeschlossen
wegen (11.38), siehe (11.43).

Falls A beziiglich * abgeschlossen ist, so ist A* eine C*-Algebra:
Wir miissen nur die *-Abgeschlossenheit beweisen. Sei b € A* und @ € A. Dann ist
b*a = (a*b)* = (ba*)* = ab*, da a* € A, also b* € Ak,

Weiters ist eine *-geschlossene Teilmenge A genau dann eine maximal Abel’sch
Teilmenge (oder auch C*-Algebra), wenn A = A* gilt:
(<) Sei A C B mit Abel’schen B. Dann ist B C B¥ C A¥ = A, also A maximal.

(=) Es sei A Abel’sch, also A C A*. Da A bzgl. * abgeschlossen ist, ist A* ein
C*-Algebra und es geniigt zu zeigen, dafl RRe(A*) C A. Sei also x € A¥ Hermite’sch
und A, die von A und x erzeugte C*-Algebra, d.h. A, ist der Norm-Abschluf} der
kommutativen Algebra {> ,_, arz* : n € N,a, € A} der Polynome mit Koeffizi-
enten in A, ausgewertet bei x. Dann ist auch A, O A Abelsch und somit wegen der
Maximalitéit © € A, = A.

11.44 Lemma. Essei A C L(H). Dann gilt

Akk _ (An)fl((AnA)kk)

Beweis. Es gilt:

t= (ti,j)i,j S (AnA)k < Va € AV’L,] : ti,j a = atq;,j = VZ,j : ti,j S Ak,
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denn
tl,l th a 0 tl}la tl’na
tn,l cee tn,n 0 a tn,l a ... tn,n a
a 0 t1n ... tin ati1 ... atig
0 a tna -or tam atpy ... atpn

Folglich gilt

A"a € (A"A)* =Vt € (A"A)F  tAMa) = A" (a)t © Vit € AY it ja=at;
sae AP O

11.45 Doppel-Kommutanten Theorem, von Neumann 1929. Es sei A eine
Teil-C*-Algebra von L(H), dann ist A¥* der AbschluB8 von A beziiglich der SOT
oder auch der WO'T, d.h.

Akk. _ ZSOT _ ZWOT.

Beweis. (Q)

T e ARk VY AnT ¢ (A )bk
& AT P = PA"T fiir alle P € (A"A)*
= A"T P = P A"T fiir alle ortho-Projektionen P € (A" A)*

10.32.4 . . . . . .
( & ) Jeder abgeschlossene A" A-invariante Teilraum ist A" T-invariant

(1@8) Te FsoT (11.37) FWor

(D) Als Kommutante ist A** O A abgeschlossen beziiglich SOT und nach (11.12)
—50T

oder nach (11.37) auch beziiglich WOT, also ist avor =4 C AF O
11.46 Definition. Unter einer VON NEUMANN ALGEBRA A in L(H) versteht man
eine Teil-C*-Algebra, mit A** = A, d.h. sie ist abgeschlossen beziiglich der SOT
(oder auch der WOT).

Bs ist folglich {N}** die kleinste (Abel’sche) von Neumann Algebra, die den
normalen Operator N enthélt. Dies ist nach (11.45) der WOT-Abschlul von C*(N)
oder auch von {p(N,N*): p € C[z,Z]}, da dies dicht in C*(N) liegt.

11.47 Proposition. Es sei (X,, ) ein o-endliches Maff und
A= {M; : f € L™(u)} € L(LX(w)),
die von den Multiplikations-Operatoren erzeugte Teilalgebra. Dann ist A, = Auk,

also eine Abelsche von-Neumann-Algebra in L(L?(u)).
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Falls p1 ein endliches Maf ist, so ist die Darstellung f — My, L>=(u) — A, ein
Homéomorphismus bzgl. der schwachen Topologie o(L> (i), L* (1)) und der WOT
auf A,.

Es sei p ein positives Borelmaf auf C mit kompakten Trédger. Dann ist {N, u}k =
(A,)F und somit {N,}** = A,,.

L (u)—Sss 4, = (NP s L(L2 ()

[

Beweis. (A4, = (4,)%) Da A, Abelsch ist, ist 4, C A;kr Sei umgekehrt a € Aﬁ.
Wir miissen zeigen, dal a = M ist fiir ein f € L>(u). O.B.d.A. sei a # 0.

Sei vorerst p(X) < oo. Dann ist 1 € L?*(u). Es ist f := a(1) € L?(u). Fiir
g € L>(u) C L*(p) gilt a(g) = a(My1) = My(al) = Myf =g f. Also ist || fgll2 =
la(Dll2 < llallllgllz- Es sei Xg := {z € X : |f(z)| > 2||a||}. Das vorige Argument
fiir g := xx, liefert

lall*n(Xo) = llall* Igll* > lla(g)lI* = IIf glI® :/ I£11* dp > 4 ]all? p(Xo).-

Xo

Also ist u(Xo) =0, d.h. [f] € L>(p). Da a = My auf dem dichten Teilraum L ()
von L2(p) gilt, ist a = My auf ganz L?(p).

Sei nun X = ||, X, mit u(X,) < oco. Fiir B mit u(B) < oo ist L?(u|p) =
{f € L*(n) : f = 0 auBerhalb B} a-invariant, denn fiir f € L?(u|p) ist a(f) =
a(xsf) = xs(a(f)) € L*(u|p) wegen a € (A,)*. Es sei ap die Einschrinkung von
a auf L?(p|p). Nach dem ersten Teil existiert ein fp € L>(u|g) mit ag = My,.
Wir schreiben f, fiir fx, und definieren f := ||, fn, d.h. f|x, := fx,. Dann ist f
eine wohldefinierte mefibare Funktion auf X und || f,]le = | My, || = llax, || < |la|.
Also ist || flloo < ||a|| und offensichtlich ist a = Mj.

Sei nun p wieder ein endliches Maf.

(Injektivitit) Es ist f — My injektiv, da 1 € L?(p).

(Homomorphie) Es sei f; € L*(u) ein Netz. Dann konvergiert dieses genau
dann gegen 0 in der schwachen Topologie o(L>°, L!), falls fiir alle g € L' gilt:
[ figdp — 0. Diese g sind genau die Produkte hj - ho mit hy,he € L?(p), denn
nach der Holderungleichung ist hq - hy € L'(x) und umgekehrt sind hy := \/m
und hy := sign(g) ho beide in L2(y). Also ist die Konvergenzaussage dquivalent zu
(Mg, h1,ho) = [ fih1 hadp — 0, d.h. zu My, — 0 in der WOT auf L(L?(p)).

({N.}F = A4, = (A,)%) Aus N, € A, folgt (A,)* C {N,}*. Umgekehrt sei
T € {N,}*, nach (11.39) ist TN,y = N, T. Also gilt fiir jedes Polynom p € C[z, 7],
daB T'M, = M, T, denn M, = p(N,,, N};). Nach (11.10) ist C(X), und damit auch
die Polynome, dicht in o(C(X)"”,C(X)’) also auch beziiglich o(L>(u), L*(p)), da
LY(n) C C(X)" vermoge f +— f u, vgl. mit dem Beweis von (11.13), und somit zu
felL>® fi,....fn € L' und e > 0 ein f € C(X)” mit f|;1 = f und somit ein
geC(X)mit | [ f fidu— [ gfidu| <eist. Aus der Stetigkeitsaussage folgt somit,
da T € A,’j ist. O

Bemerkung. Wir wollen nun Funktionen-Kalkiils (11.14)

pn : Borely(o(N)) — L(H), f+— /(N) fdpP
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so modifizieren, daf} er eine Bijektion wird. Dazu versuchen wir zuerst ein Borel-Maf}
w auf o(N) finden, so dafl py iiber die Quotientenabbildung 7 : Borel,(c(N),C) —
L*°(u) wie folgt zu einer injektiven Abbildung faktorisiert

Borely(a(N)) us 5 L™ (1)

Ve
//
N P

L(H)

d.h. es miiite Kerp = {f : f = 0 p-f.ii.} sein, und wegen P = po x : B(o(N)) —
Borely(0(N)) — L(H) miilte zumindest

{B € B(o(N)) : P(B) = 0} = Ker(P) = Ker(poy) = x ' (Ker(p))

=x"'{f: f=0pLiL})
— (B € B(o(N): u(B) = 0}

sein. Wir definieren folglich:

11.48 Definition. Ein SKALAR-WERTIGES SPEKTRAL-MASS fiir einen normalen
Operator N ist ein Mafl ¢ > 0 auf o(N), welches auf genau jenen Borel-Mengen
verschwindet wo das Spektral-Mafl von N es tut.

Eine Méoglichkeit Borel-Mafle zu finden ist eine Vektor h € H zu nehmen und
in, := Py p zu betrachten. Fiir diese gilt

pin(B) := Puu(B) = (P(B)h, h) = | P(B)h|*.

Folglich ist pj skalar-wertiges Spektral-Mafl genau dann, wenn P(B) = 0 aus
P(B)h =0 fiir alle B € B(c(N)) folgt. Dies fiihrt zur Definition:

Es sei A C L(H). Dann heifit ein h € H SEPARIERENDER VEKTOR fiir A, falls
der einzige a € A mit ah = 0 der Operator a = 0 ist, d.h. falls die Darstellung
A C L(H) auf h injektiv wirkt (a1h = ash = a1 = a2).

Es heifit h SEPARIERENDER VEKTOR fiir den normalen Operator N, falls h se-
parierend ist fiir die von N erzeugte von Neumann-Algebra {N}*¥.

11.52 Lemma. Esseih € H ein separierender Vektor fiir einen normalen Operator
N und P dessen Spektral-MaB. Dann ist das Maf§ uy, := Py ), ein skalar-wertiges
Spektral-Maf fiir N.

Beweis. h separierend fiir N :< h separierend fiir { N }** = (wegen (11.40)) VB €
B(o(N)): (un(B) = |P(B)h||> = 0 = P(B) = 0), d.h. py, ist ein skalar-wertiges
Spektral-Maf fiir N. O

Zyklische versus separierende Vektoren.

1 Fiir A = L(H) sind alle h # 0 zyklische Vektoren, aber kein h ist separie-
rend.

2 Falls A = C und dim H > 1 dann besitzt A keine zyklische Vektoren, aber
jeder h # 0 ist separierend.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin die Existienz separierender Vektoren zu
beweisen.
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11.49 Lemma. Es sei h ein zyklischer Vektor fiir A. Dann ist h ein separierender
Vektor fiir A*.

Beweis. b € A", bh = 0 = Kerb ist A-invariant, h € Kerb = Ah € Kerb =
kerb = H, da Ah dicht liegt = b = 0, d.h. h ist separierend. O

11.50 Folgerung. Essei A C L(H) Abel’sch. Dann ist jeder zyklische Vektor von
A auch separierend.

Beweis. Da A Abelsch ist, gilt A C A* und weil h separierend fiir A* ist, so ist er
es auch fiir die Teilmenge A. O

11.51a Folgerung. Essei H separabel. Dann besitzt jede Abelsche Teil-C*-Algebra
von L(H) einen separierenden Vektor.

Beweis. Nach dem Zorn’schen Lemma ist A in einer maximalen Abelschen C*-
Algebra enthalten. Da ein separierender Vektor auch separierend fiir jede Teilmenge
ist, kénnen wir also 0.B.d.A. annehmen, da A maximal Abelsch und somit A = A*
ist nach (11.43a).

Nach (10.25) existiert eine orthogonale Zerlegung H = €, H,, in A-invariante
Teilrdume H, mit zyklischen Einheits-Vektoren h, € H,. Dabei ist die Index-

Menge abzéhlbar (also 0.B. d A.N), da H separabel ist. Es sei hog 1= > o, #h

Dann ist ||hoo||? = > o | 5= = 1. Es sei P, die orthogonal-Projektion auf H,. Da
A jedes H, invariant 1i8t, ist P, € A¥ = A nach (10.34) und Ah, 2 AP ho =
Ah,, = H,. Also ist Ah,, = H, d.h. hy ein zyklischer Vektor von A und nach

(11.50) auch separierend. [

11.51 Folgerung. Es sei N € L(H) normal und H separabel, dann existiert ein
separierender Vektor fiir N.

Beweis. Da {N}** nach (11.43) Abelsch ist, besitzt sie nach (11.51a) einen sepa-
rierenden Vektor h. [

Diese Folgerung ist der Grund, da wir von nun an voraussetzen werden, dafl
alle vorkommenden Hilbertraume separabel sind.

11.53 Lokalisierung des Funktionen-Kalkiils. Es sei H separabel und N €
L(H) normal. Fiir h € H sei pj, := Py und Hj, der AbschluB von {N}**h in
H. Dieser ist offensichtlich N-invariant und somit ist die Einschriankung von N ein
Operator Ny, := N|p, € L(Hp).

{N}*Fp < Hy, < H
i o
{N}FER < Hy, < H

Lemma. Wir haben folgendes kommutatives Diagram von *-Homomorphismen:
Borely(o(Ny)) ——— PNy — s (N e L(H))
lw konJUhl konjy;, l ,(11.30)
(

L () 5 e L(L*(un))
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Dabei ist Uy : Hy, — L*(uyp,) die eindeutige bijektive Isometrie, die Ny und Ny,
miteinander vertauscht und h auf 1 abbildet. Weiters ist konj;;, : a — Upa U, L
Die mit — bezeichneten Abbildungen sind surjektiv und stetig und jene mit = sogar
Homémorphismen bzgl. o(Borely,, M), o(L%, L*) und den WOT en.

Beweis. (h izt zyklischer Vektor fiir Nj,) Da {N}** nach (11.45) der Abschluf} von
C*(N) in der SOT ist, ist Hy, := {N}**h C C*(N)h. Offensichtlich ist C*(N)h C
C*(Np)h, denn fiir a € C*(N) existieren Polynome p; € C|z,z] mit p;(N,N*) — a
und somit ist ah = lim; p; (N, N*)h = lim p;(Np, N; )h € C*(Np)h, also ist C*(Np,)h
dicht in Hp, d.h. h ist ein zyklischer Vektor der Einschrinkung Nj,.

(Untere Pfeil ist Homdomorphismus) Nach (11.30) ist pp ein Maf auf o(Ny),
soda8 N, unitdr dquivalent zu N, auf L?(uy;) ist, wobei die bijektive Isometrie
U= Uy, : H, — L?(uy) durch Uy(h) := 1 eindeutig bestimmt ist. Konjugation
a+ UoaoU™! liefert also einen *-Ismorphismus L(Hy) — L(L?(u)), welcher Np,
auf N, und damit { N, }¥* auf {N,, }**-abbildet. Dieser ist offensichtlich auch ein
Homomorphismus bzgl. der WOT en.

(Rechte Pfeil ist Homémorphismus) Nach (11.47) ist f — M/ eine surjektive
Isometrie L> — A, = {N,, }** und ein Homémomorphismus bzgl. o(L>°, L) und
der WOT.

(Kommutativitét) Schlieflich ist m : f — [f] stetig bzgl. o(Borely, M (o(Np)))
und o(L>, L"), denn jedes g € L' definiert ein Ma§ gp : f — [ fgdup. Somit
besitzen py, und konjgj oM o 7 beide die charakterisierenden Eigenschaften des
Funktionen-Kalkiils (11.14), stimmen also iiberein, d.h. wir haben obiges kommu-
tative Diagramm vollsténdig gezeigt. [

11.54 Lemma. Es sei e € H so, dafl p. ein skalar-wertiges Spektral-Maf fiir N
ist. Die beziiglich . absolut-stetigen Mafie u sind genau die Mafle u;, fiir h € H.

Beweis. (<) Aus u(B) = 0 folgt P(B) = 0, da p ein skalar-wertiges Spektralmaf
ist, und somit ist auch py(B) = (P(B)h, h) = |P(B)h||*> = 0.

(=) Nach dem Satz (11.32) von Radon-Nikodym existiert f := ,/jﬁ € L%(pe)-
Es sei h :=U;'f € H,. Fiir jede Borel-Menge B gilt:

(11.30)

u(B) = / pdp 220 / x5 2 dpe = (Myy ) f) (U My £, UL F)

S (p(xp)US UM ) = (P(B)h, ) = p(B). O

11.55 Lemma. Wir haben folgendes kommutatives Diagram bestehend aus -
Homomorphismen:

Borely(o(N)) —E2—s {N}FF
inkl* l Ph E

Borely(a(Ny)) N {Nh}kk

Dabei ist a — pp(a) := a|g, WOT-stetig und alle Abbildungen sind surjektiv.
Beweis. (p;, : {N}** — L(H}) ist wohldefiniert) Dies ist offensichtlich, da Hj =

{N}¥kh offensichtlich { N }**-invariant ist.
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(pn ist WOT-stetig) Falls a; — aoo in {N}** beziiglich der WOT, dann gilt
(a;v,w) — (oov, w) fiir alle v,w € H also insbesonders fiir jene in H, C H, d.h.
prlai) = ailm, — acolm, = pnlac) in L(Hy) bzgl. der WOT.

T

(pr(IN}H) C [Ny }**) Nach (11.46) ist {N}** = (p(N,N") :p € CL2, 2]}
d.h. zu a € {N}*¥ existiert ein Netz solcher Polynome p; mit p;(N, N*) — a bzgl.
WOT. Nach dem vorigen Punkt gilt {N,}** > p;(Npn, Ni) = pn(pi(N,N*)) —
pn(a) bzgl. WOT, also ist pp,(a) € {N,}*¥* nach (11.45).

(Diagramm kommutiert) Es sei f € Borel,(o(N)) Nach (11.10) (vgl. mit dem Be-
weis von (11.13)) existiert ein Netz von Polynomen p; € Clz,z] mit [p;du — [ fdp
fiir alle p € M(o(N)). Da o(Ny) C o(N) gilt das auch fiir alle yu € M(a(Ny)).
Nach (11.14) konvergiert sowohl p;(N, N*) — f(N) als auch p;(Ny, Nj) — f(Ny)
beziiglich der WOT. Wegen p;(Np, Ny) = pn(p:i(N,N*)) — pn(f(N)) bzgl. der
WOT gilt somit pp(f(N)) = f(Nn).

(Surjektivitét unten) Da der rechte vertikale Morphismus ist nach (11.53) die sur-
jektive Zusammensetzung Borely(o(Ny)) — L (up) — A, = {N, P — {N, }FF.

(Surjektivitit rechts) Wegen der Kommutativitidt des Diagramms und weil der
Weg iiber die rechte obere Ecke surjektiv ist, ist auch pj surjektiv.

(Surjektivitét oben) Es sei A := {f(N) : f € Borely(c(N))}. Dann ist A nach
(11.14) und (10.23) eine C*-Algebra mit C*(N) C A C {N}** nach (11.40). We-
gen (11.46) geniigt es zu zeigen, dal A WOT-abgeschlossen ist. Sei dazu f; €
Borel,(o(N)) ein Netz mit f;(N) — a in der WOT. Wegen (11.46) ist a € { N }*~.
Nach obigen gilt f;(Nn) — alg, in der WOT fir alle h € H. Also gilt wegen
der Surjektivitét von py,, daB fiir jedes h € H ein f, € Borel,(C) existiert mit
alg, = fn(Ny). Aus fi(Ny) — alg, = fn(Np) in der WOT, folgt nach (11.47) da8
fi — fn beziiglich der schwachen Topologie o(L>, L') auf L>(up).

Wegen der Folgerung nach (11.51) existiert ein separierender Vektor e fiir {N}**
und nach (11.52) ist p. ein skalar-wertiges Spektral-Maf} fiir N. Da pu;, absolut-
stetig ist beziiglich p. nach (11.54) folgt 33’*7: € L'(u.). Fiir jede Borelmenge B

gilt somit [, fidun = [ fi‘;"Tz dpe — [ fe‘fl“TZ dpe = [ fe dpp, und andererseits
I fidun — [ fundpn. Somit ist 0 = [, (fe — fr) dun, d.h. fo = fi pp-f.ii.. Da nach
(11.54) fir g € Hy, das MaB p, absolut-stetig beziiglich py, ist, gilt (fn(Nn)g,g9) =
(fn(N)g,9) = [ fudpug = [ fedug = (fe(Nn)g,g), d-h. fa(Ni) = fe(Ni) nach
(10.3.3) und insbesonders ist ah = alg, h = fr(Np)h = fo(Np)h = fo(N)h. Da h
beliebig war gilt a = f.(N). O

11.56 Lemma. Es ist py : Ker(w) — Ker(py,) surjektiv, d.h.

Kerpp = {f(N): f =0 up-fi}.

Beweis. Sei a € {N}** d.h. a = f(N) fiir ein f € Borel,(o(N)). Dann ist a €

(11.53) ..
Ker(pn) < 0= pn(f(N)) = flo,)(Nn) = pni (Flovi) = flo@v,) = 0 pn-fiit.
& f =0 pp-fi., da Trag(un) € o(Np) nach (11.16). O
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ker(m) ———» ker(pp,)

|

Borel,(o(N)) —2—s {N}F*
lﬂ Phi
L (pp ) { Ny}

11.57 Proposition. Es sei N normal und e € H. Dann sind dquivalent:
1 Die Abbildung p. : {N}** — {N_}** ist ein *-Isomorphismus (oder zumin-
dest injektiv);
2 Fiir f € Borely(o(N)) gilt: f(N) =0 < f =0 p-fii.
3 e ist separierend fiir {f(N) : f € Borely(o(N))} = {N}**;
4 pe := P, . ist ein skalar-wertiges Spektral-MaB fiir N;

Beweis. ((1) = (2)) f(N) =0 & f(N) € Ker(po) "E” f = 0 pe-tiit..

((2) = (3)) Esseia € {N}** und ae = 0. Nach (11.55) existiert f € Borel,(o(N))
mit f(N) = a. Also ist 0 = ||ae||®> = (a*ae,e) = (pn(|f|*)e,€) = ([ |f|*dPe,e) =
J1fI? dpe. Und somit f =0 p-f.ii., und damit a = f(N) = 0 nach (2).

((3) = (4)) ist (11.52).
(

((4) = (1) Nach (11.55) ist p. ein surjektiver *-Morphismus. Nach (11.56) ist
Kerp. = {f(N) : f = 0 p-f.ii}, also ist p. injektive, denn falls f = 0 p-f.ii. so
1mpllzlert (4), daB f = 0 auBerhalb einer Borel-Menge B mit P(B) = 0. Also ist

— [, fdP=0. O

ker(m) ———— > ker(p,)
Borely(o(N)) —LN s (N}EF e [(H)

Y

[

mkl* Pe
pNE
_

Borely (o (N,)) {N e — - L(H,)
T konerlN konj; l , (11.30)

L= )y (N e L2 ()

11.58 Theorem. Funktionen-Kalkiil. Es sei N ein normaler Operator auf ei-

nem separablen Hilbertraum H. Dann existiert ein bis auf Aquivalenz eindeutiges

skalar-wertiges Spektral-Maf3 p fiir N. Der Funktionen-Kalkiil py aus (11.14) fak-

torisiert iiber 7 : Borely(o(N)) — L*°(u) zu einen wohldefinierten (isometrischen)

-Isomorphismus p : L>(u) — {N}**, der auch ein Homomorphismus von der
— Version 2004.3.29 —
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Topologie o(L>, L) auf die WOT ist.

Borely(a(N)) —n L(H)

| )

L () —L—— {N}**

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf} die skalar-wertigen Spektralmafle u genau die Mafle
e mit separierenden Vektor e sind. Nach (11.54) sind somit alle skalar-wertigen
Spektralmafle dquivalent, d.h. wechselseitig absolut stetig.
(1) ist (11.52). (J) Wir wihlen einen separierenden Vektor h, siehe (11.51). Dann
ist p dquivalent und insbesonders absolut-stetig beziiglich py, und somit existiert
nach (11.54) ein e € H mit p = p.. Nach (11.57) ist e ein separierender Vektor.
Der Funktionenkalkiil Borel,(o(N)) — {N}** kann nach obigem wegen (11.57)
(1 = 3) als Zusammensetzung

) ~ kk (11&?5) kk (11/\/57) kk
Borely(0(N)) — L®(u.) = {N, W* 2 (N3 27 INYER COL(H)

geschrieben werden. Die Abbildung p definieren wir als Zusammensetzung L (1) &
{N, ¥ = [N}k =~ [N}k Somit ist sie ein bijektiver *-Homomorphismus
und ein Homéomorphismus beziiglich o(L>°, L') und der WOT nach (11.47) und
(11.55), denn aus f; — 0 beziiglich o(L>, L') folgt auch umgekehrt, daf fiir h € H

(N by = (i (No)h, b = / Jydyun = / fi"i%dﬂ Lo,

da nach (11.54) fiir h € H das MaB py, absolut-stetig ist beziiglich p, und somit
nach (11.32) die Radon-Nikodym-Ableitung dj—#’l € L' () existiert. O

11.59 Spektral-Abbildungs-Theorem. Es sei H ein separabler Hilbertraum,
N € L(H) ein normaler Operator, u ein skalar-wertiges Spektralmafl und P das
Spektralmaf von N und schliellich f € L*(u). Dann ist das Spektrum o(f(N)) von
f(N) das p-essentielle Bild von f € L (u). Weiters ist 1o f~! ein skalar-wertiges
und P o f~! das Spektralmaf$ von f(N).

Beweis. Zuerst die Aussage iiber das Spektrum:

o (FOVN) "7 oy (FV) 2% oy e (M)

(10.7) (11.15) .
=" one)(My) =" p—ess-Bild(f).

Da f mefbar ist, ist f*P := P o f~! ein SpektralmaB auf o(f(N)). Fiire >0
wéhlen wir eine Partition von {z € C : ||z|| < ||f]/eo} und somit von o(f(N)) in
Borelmengen B; mit |z — 2| < ¢ fiir 2,2’ € B;. Fiir f71(B;) # 0 sei z; € f~(By)
fix gewiihlt und y; := f(z;). Falls f~!(B;) = 0 so sei y; € B; beliebig. Dann bilden
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die f~1(By) # 0 eine Partition von o(N) und somit ist

/U IRCILCE / R Cl

JIRCLER Xt P (B)|

+ szg [P (Bj) —/U

< 2e

— )

o= [ sappe)-)

<|

zd f*P (z)H
(F(NV))

also gilt Gleichheit und f*P ist das Spektralma$l von f(N) nach (11.14).

Es ist f*u := po f~! ein skalar-wertiges Spektralmafl von f(N), denn 0 =
Ppo(B) = P (B) = P(1B) gonan dann, wemn 0 = w1 (B) = I (B)
gilt.

Multiplizitéts-Theorie fiir normale Operatoren

11.60 Theorem (Hellinger 1907). Essei N ein normaler Operator auf einem se-
parablen Hilbertraum. Dann existiert ein Folge von Mafien ., auf C mit kompakten
Trédgern und mit p,+1 absolut-stetig beziiglich p, und

N=N, &N, &....

Bis auf unitéire Aquivalenz ist N durch die Aquivalenzklassen dieser Mafe eindeutig
bestimmt.

Bemerkung. Das Mafl y; muf} ein skalar-wertiges Spektral-Maf fiir N sein: Denn
©;N,,; — X ist genau dann invertierbar, wenn alle Ny, — X es sind, d.h. o(N) =
U; o(Ny;) = U, Trég(p;). Weiters ist P(B) = 0 genau dann, wenn P;(B) = 0 ist
fiir alle j, d.h. B eine p;-Null-Menge ist. Da aber p;41 absolut-stetig beziiglich p;
ist, ist das genau dann der Fall, wenn py(B) = 0 ist.

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, wollen wir noch einige Varianten daraus
folgern. Fiir die Erste bendtigen wir folgendes

11.61 Lemma. Es sei v ein absolut-stetiges Mafl beziiglich eines anderen Mafies
w. Dann existiert eine mefibare Menge B, so daBl u|p und v dquivalent (d.h. wech-
selseitig absolut-stetig) sind.

Beweis. Es sei 0 < f := ZTVL € L'(u) die Radon-Nikodym Ableitung. Weiters
sei B := {x : f(x) # 0}. Diese mefibare Menge ist bis auf eine p-Nullmenge ein-
deutig bestimmt. Fiir alle meSbaren A gilt: 0 = v(A) = [xadv = [xa fdp =
Jgxa fdp < plp(A) =0, dh. v und p|p sind dquivalent. [

11.62 Folgerung. Es sei N ein normaler Operator auf einem separablen Hilbert-
raum und p ein skalares Spektral-Maf fiir N. Dann existiert eine beziiglich der
Inklusion fallende Folge von Borel-Mengen B,, C (N) mit B; := o(N) und

NgN#@Nltle b....
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Bis auf unitéire Aquivalenz ist N durch die Aquivalenzklasse von p und die Borel-
Mengen bis auf pu-Null-Mengen eindeutig bestimmt. O

Bemerkung. Falls H endlich-dimensional ist, so ist o(N) = {\1,..., A, } endlich.
Nach (11.60) ist N = €D, Ni wobei die Ny = N, zyklische Diagonal-Operatoren
auf invarianten Teilrdumen H; C H sind. Die Eintragungen auf der Diagonale von
Nj miissen also paarweise verschieden sein, d.h. alle Eigenwerte von Ny Vielfach-
heit 1 haben. Da pup ein skalares Spektral-Maf fiir IV ist, mufl der Trager von
das gesamte Spektrum sein, d.h. der erste Summand o(N7) = o(N). Die absolut-
Stetigkeit bedeutet, dafl das jeweilige Spektrum kleiner wird, d.h. die Diagonal-
elemente von Ni;; eine Teilmenge von jenen von Nj sein miissen. Also sind die
N}, die diagonal-Operatoren mit paarweise verschiedenen Eintragungen und zwar
genau den Eigenwerte von N mit Vielfachheit mindestens k.

Bemerkung. Es gibt aber noch eine andere Darstellung. Es sei A, die Menge der
Eigenwerte mit Vielfachheit k, d.h. fiir A € Ay, gilt dim Ker(N — \) = k. Es sei Ny,
der diagonal-Operator welcher Ay als diagonal-Elemente hat und zwar jedes mit
Vielfachheit k. Dann ist ist Ny, = Ax*) = @k Ay, wobei Ay ein diagonal-Operator
mit Ay als diagonal-Elementen mit Vielfachheit 1 ist, also 0(Ay) = Ag. Somit ist

N4, e A0 A0

mit o(A;) No(Ar) = 0 fiir j # k. Das folgende Theorem liefert eine unendlich-
dimensionale Verallgemeinerung.

11.63 Theorem. Es sei N normaler Operator auf einem separablen Hilbert-Raum
H. Dann existieren paarweise singulidre Mafle pioo, 11, ... und ein Isomorphismus

U:H— L*(1100)™ @ L (1) ® L2 ()@ @ . ..

welcher N in die Summe der Multiplikations-Operatoren mit z iibersetzt. Zwei
Operatoren sind genau dann unitdr dquivalent, wenn die entsprechenden Mafe es
sind.

Es heiflen zwei Mafle 1 und ps SINGULAR, falls eine Zerlegung X = By U By
existiert mit p1(B1) = 0 und p2(Bs) = 0.

Beweis. Es sei p1 ein Spektral-Ma$ fiir NV und B,, die aus (11.62) erhaltenen Borel-
Teilmengen von o(N). Es sei Ay := (o~ By und A, := B, \ B4 fiir 1 < n < oo.
Es sel py, 1= pla, und v, == p|p, fir 1 <n < oco. Da B, = ey BrU (B \ Bpy1)U
(Brs1\ Bng2) U+ = A UA, UA, 41 UL .., also ist vy = fico + fin + fint1 + -+ -
und die MaBe fioo, fin, fn+1,... sind paarweise singulédr. Also ist IV, = N, @

Ny, @ Ny, @ .... Unter Verwendung von (11.62) folgt somit

N=N, &N, &...
> (N @ Ny Ny @...) & (Npupy @ Ny O Ny ©...) D ..
~ o0 1 2
:N,SOO)@NfL1>@N,52)@....

Die Eindeutigkeit bleibt dem Leser iiberlassen. [

Beweis der Existenz-Aussage des Theorems (11.60). Die Idee des Bewei-
ses von (11.60) ist, durch Auswahl einer Folge von h,, eine Zerlegung von H in
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die orthogonale Summe € Hy,, der von h,, erzeugten zyklischen Teilrdume zu kon-
struieren. Mittels Zorn geht das nicht, da die absolut-Stetigkeit der zugehorigen
Mafle nicht erzwungen werden kann. Induktiv kénnte man wie folgt vorgehen: Es
sei e; € H ein separierender Vektor fiir { N }** sowie H; der Abschlufl von { N }**¢;
und 11(B) := ||P(B)e1 . Tm niichsten Schritt betrachten wir Ny := N|;1. Wieder
existiert nach (11.51) ein separierender Vektor eo € Hi- C H fiir {Na}**. Es sei
Hy der Abschlufl von {Ng}kkeg. Dann ist po := P, ., absolut stetig bzgl. p1 nach
(11.54). Wenn wir nun mit Induktion fortfahren, so kénnen wir nicht garantieren,
daB @ Hy, schon ganz H ausfiillt.

Um das Abbrechen nach abzéhlbar vielen Schritten zu gewéhrleisten, wéhlen
wir eine orthonormal-Basis {f;} von H mit f; = e;: Wir wollen den separierenden
Vektor e, fiir { Ny }** so wihlen, da8 die orthogonal-Projektion f5 von fo auf Hi-
im Abschlu8 Hy von {No}**e, liegt. Dann wire fo € Hy @ {f;} € Hy @ Hy. Und
induktiv erhielten wir f,, € H1 &---@® H,, also gilt H = @,, H,,. Um diese spezielle
Wahl zu rechtfertigen, brauchen wir folgendes Lemma. O

11.64 Lemma. Es sei N ein normaler Operator und e € H. Dann existiert ein
separierender Vektor eq fiir {N}** mit e im Abschlufl von {N}**e¢,.

Beweis. Es sei fy ein separierender Vektor fiir {N}** und sei P das Spektral-
Maf} von N. Wir definieren p(B) := | P(B)fo||> und bezeichnen den Abschluf von
{N}¥* fo mit Hy. Es ist e =: hg + hy mit hg € Ho und hy € (Hp)*. Es sei n(B) :=
|P(B)hi|? und H; der Abschlul von {N}¥¥h;. Dann ist sowohl Hy als auch H;
beztiglich N invariant. Weiters ist Hy L H; und N|g, = N, und N|g, = N,,.
Da n nach (11.54) absolut-stetig ist beziiglich p, folgt, dal eine Borel-Menge B
existiert, so daf n und v := p|p wechselseitig absolut-stetig sind nach (11.61). Also
ist N|g, = N, nach (11.33). Es sei U : Hy ® Hy — L?(u) ® L%(v) der kanonische
Isomorphismus mit U(N|g, ® N|g, ) U™ = N,®N,. Wegen e = ho®h; € Hy® H;
ist Ue = eg @ e1. Da hy ein zyklischer Vektor fiir N|g, ist, ist auch e; ein solcher
von N, und folglich gilt e; # 0 v-f.ii..

Wir wollen nun zeigen, dafl ein f € L?(u) existiert, so dal f@e; ein separierender

Vektor von {N, & N, }** ist und eg @ e; im Abschlufl von {N, & N, }**(f & ¢1)
liegt:
Wir definieren f(z) := eg(z) fiir z € B und f(z) := 1 sonst. Es sei H der Abschluf
von {N, ® N, }**(f @ e) = {g(fDer): g€ L®(u)} (wobei die Gleichheit nach
(11.58) gilt, weil p ein skalar-wertiges Spektral-Maf fiir NV, ® N, ist). Es sei B¢ das
Komplement von B, dann gilt: g xge ® 0 = g xp:(f ® ey) fiir alle g € L>°(u). Also
ist L?(p|pe) © 0 € H und somit (1 — eg) xpe © 0 € H und schliellich eq @ e; =
f@@l — (]. —6(])X3c@0€ H.

Andererseits folgt aus g € L®(pu) und 0 = g(f ®ey), daB g f = ge; = 0 p-f.ii.
Da ey # 0 v-fiii., ist g = 0 p-f.ii. auf B. Da f =1 auf B¢ ist folgt, dal auch g =0
ist pu-f.ii. auf B. Also ist f @ e; ein separierender Vektor von {N, @& N, }*k. O

Beweis der Eindeutigkeitsaussage des Theorems (11.60). Da aus v ~ pu
folgt, dal N, = N, brauchen wir nur die Umkehrung zeigen. Sei also N = M,
genauer: es sei U eine surjektive Isometrie mit UNU ! = M. Falls e; ein sepa-
rierender Vektor fiir {N}** ist, so ist f1 := Uf(e1) ein solcher fiir {M}**. Da
und vy skalar-wertige Spektral-Mafle fiir N bzw. M sind, folgt 1 ~ p; und da-
mit N,, = N,,, dh. falls H = ®,H, und K = @,K,, mit N|g, = N, und
M|k, = N, soist N|g, = M|g,. Allerdings muf} dieser Isomorphismus nicht eine
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Einschréankung von U sein, d.h. wir wissen nicht ob U(H;) C K ist. Wir miissen al-
so zeigen, dafl N|p1 = M| . Dies geschieht in der folgenden Proposition (11.65).
Das Resultat folgt dann mittels Induktion. [

11.65 Proposition. Es seien N, A und B normale Operatoren, N zyklisch und
N®AXN®B. Dann ist A & B.

Beweis. Essei N € L(H), A€ L(Hy) und B € L(Hp). Undsei U : H® Hy —
H @ Hp ein Isomorphismus mit U(N & A)U ! = N & B. Wir schreiben U als Matrix

v= (o 02)
mit Uyy € L(H,H), Uiy € L(Ha, H), Usy € L(H,Hg) und Usy € L(Ha, Hp).
Dann ist ) - Ui,
o= (vt 3
N 0

N 0
N@A(O A)undN@B(O B>'

Die Gleichung U (N @ A) = (N @ B) U lautet:

und weiters

UigN U12A\ _ (NUix NUp
Ui N UspA o BU,y; BUzs )~

und U (N @ A)* = (N @ B)* U lautet:

Ui N* UppA*\  (N*Uy; N*Ups
Up N* UppA* ) — \ B*Uyy B'lUsy |-

Die Gleichungen U*U =1 und UU* = 1 lauten:

UliUran + U3, Usn Up Urp + U3 Usp\ _ (10
Ul*,QULl + U2*72U2)1 U1*72U1y2 + US,QUQQ 0 1
UrnUfy +Ui2Ury UnnUs +U12U55\ _ (1 0
U aUly +UspUly UzaUsy + Uz 2Us, 0 1
Aus der Gleichung (2,2) fiir N und fiir N* und (11.41) folgt, dal (Ker U 2)t A-
invariant, (Ker U;)Q)L B-invariant und Al (kerv,,)+ = Blkervy )+ ist. Es geniigt
also zu zeigen, dal Alker v, , = Blker Uz ,» denn dann ist A= B.Fallsh € KerUs o C
H 4, dann ist

Uin U2 (0 _ Ui2h
Usqn Usp h 0 '

Da U eine Isometrie ist folgt, dafl U; 2 den Kern von Us s isometrisch auf einen
abgeschlossenen Teilraum E von H abbildet. Aus den Gleichungen (1,2) fiir N
und (1,2) fiir N* und der Tatsache, dafl Ker U o A-invariant ist, folgt, dal E N-
invariant ist. Folglich ist die Einschrénkung von U o auf Ker Us 5 eine Aquivalenz
fir A|Ker Us,2 = N|E
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Auf dhnliche Weise erhalten wir, dafl U3, den Kern von U3, isometrisch auf
einen abgeschlossenen Teilraum FE, von H abbildet, welcher N-invariant ist, und
eine Aquivalenz B|ker vz, = N|g, liefert.

Es bleibt zu zeigen, dafl E' = E.. Falls h € Ker Uz 2, so ist U} ;U1 oh = —U3 Uz 2h =
0 nach Gleichung (1,2) fiir U*U und somit £ = Uj o(Ker Us o) C Ker U7 ;. Ande-
rerseits ist wegen (1,1) fiir UU™ fiir f € Ker Uy, die Gleichung f = (U11Uy; +
U172U1*,2)f = U172U1*,2f gﬁltig. Wegen (2, 1) fir UU* ist UQ’QU{:Qf = —U271U1*,1f =
0, und damit Uf,f € KerUsp». Folglich ist f € Uja(KerUs2) und damit E =
Ker Uf ;. Analog erhalten wir E, := Ker Uy ;. Aus Gleichung (1,1) fiir N folgt daf
Uia € {N}*, und da N zyklisch ist folgt aus (11.47), dal Uy ; normal ist (denn
{N.}¥ =A,) und damit ist £ =Ker U, =KerUy1 = E,. O
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12 Spektral-Theorie unbeschrinkter Operatoren

Unbeschréinkte Operatoren

Quanten-Mechanik. Inder QUANTEN-MECHANIK will man physikalische Grofien
als selbst-adjungierte Operatoren auf einem separablen Hilbert-Raum darstellen.
Fiir den POSITIONS-OPERATOR @ und den IMPULS-OPERATOR P muf} folgende
Version der HEISENBERG'SCHEN UNSCHARFE-RELATION [P, Q] := PQ — QP = ?
gelten, wobei i # 0 das PLANK’SCHE WIRKUNGSQUANT bezeichnet.

Seien also P und @ Elemente einer Banach-Algebra (A = L(H)), welche diese
Kommutations-Relation erfiillen. Mittels Induktion zeigt man sofort, dal P* Q =
Q P* + kI P*=1 gilt, denn

7

P Q=PP"Q=P (QPk+kﬁ,Pk_1>

=<QP+E_> P’“+k§Pk=QP’f+1+(k+1)§Pk.
1 1 2
Also gilt

itP (it)" Lk (it) k i1

e kZ:O PR 2) Ro\GT RS

0 /.\Ek ') Nk

i

Da €'t ¥ invertierbar ist, mit inverser Abbildung e~#*¥, sind Q und Q +t A #hnlich,
und haben somit dasselbe Spektrum. Da aber das Spektrum von @ + ¢t/ jenes
von () um t A verschoben ist, ist das Spektrum von @ ganz C, und somit kann @
kein Element einer Banach-Algebra sein, und damit auch kein beschrankter linearer
Operator. Eine dhnliche Rechnung zeigt, daf§ auch P kein beschrénkter Operator
sein kann.

Betrachten wir als Hilbertraum L?(R) und definieren wir den Impuls-Operator
P durch (Pf)(z) :== 2L f(z) und den Orts-Operator @ durch (Qf)(z) = z f(z),
so gilt

P.QUI ) = 5 e f (@) — 2’5 5 7(a)
— ?(f(x) +x f(z) — xf’(m))
=)

Diese Operatoren sind aber nicht fiir alle f € L?(R) definiert, also ben&tigen wir
eine Erweiterung des Begriffs linearer Operator.
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12.1 Definition. Unter einem LINEAREN OPERATOR T : Hy ~» Hs verstehen wir
eine lineare Abbildung T', welche auf einem linearen Teilraum Dom T von H1, der
DOMANE von T, definiert ist. Besonders wichtig ist der Fall, wo Dom 7" in H; dicht
liegt, was wir 0.B.d.A. annehmen kénnen indem wir H; durch den Hilbertraum
Dom T ersetzen. Die SUMME T7 + T5 zweier solcher Operatoren T und T3 ist auf
Dom Ty N Dom T definiert, und die ZUSAMMENSETZUNG T o S auf S~1(DomT).

Ein Operator T : Hy ~» Hy heiBt ERWEITERUNG von T : Hy ~» Hy falls T D T,
d.h. DomT 2 Dom T und T|D0mT =T ist.

Falls T' beschrankt ist, so existiert eine beschriankt lineare Erweiterung auf den
Abschlul von Dom 7', und falls wir 7' = 0 auf dem orthogonalen Komplement von
Dom T setzen, so haben wir eine beschrinkt lineare Erweiterung auf H; erhal-
ten. Die interessanten nicht global definierten Operatoren sind folglich alle unbe-
schrankt.

Irgendwelche Stetigkeits-Eigenschaften sollten die Operatoren aber schon haben,
sonst wiirden wir ja nur lineare Algebra treiben. Folglich nennen wir einen Operator
T : Hy ~» Hy ABGESCHLOSSEN, falls sein GRAPH Graph(T) := {(z,Tx) : = €
Dom T} in Hy ® Hs abgeschlossen ist. Ein Operator heiflt ABSCHLIESSBAR, falls er
eine abgeschlossene Erweiterung besitzt.

12.2 Proposition. Es sei T : Hy ~> Hs ein linearer Operator. Dann sind dquiva-
lent:

1 Er ist abschlieB8bar;
2 Der Abschlufi seines Graphen ist Graph einer Abbildung;
3 Aus 0@ h € GraphT folgt h = 0.

In dieser Situation heifit der Operator mit dem Abschlufl von GraphT als Gra-
phen der ABSCHLUSS von 7.

Es ist nicht jeder Operator abschlieBbar. Sei z.B. T : ¢2 ~» C definiert durch
T((xn)n) == >, nay auf DomT = {(z5)n : >, n|2zn| < co}. Dann ist 0 & 1 =
lim, (Le,,1) € GraphT), also kann dies kein Graph einer Funktion sein.

Beweis. ((1) = (3)) Wir haben also einen abgeschlossenen Operator T mit T C T'.
Folglich ist der Abschluf Graph T des Graphen von T eine Teilmenge von Graph T
Es sei (0,h) € Graph T C Graph T, also ist k = T'(0) = 0.

((2) < (3)) Es sei Hy := pry(GraphT) = {h € H; : 3k € Hy mit (h,k) €
GraphT'}. Dann ist zu zeigen, dafl zu jedem h € Hy genau ein k € Hy existiert
mit (h,k) € GraphT. Es seien k; und ks zwei solche k. Dann ist (0,k; — ko) =
(h,k1) — (h, ko) € GraphT und somit k; — ky = 0, d.h. k1 = ko.

((1) < (2)) Es sei also Graph T der Graph einer Abbildung T'. Es ist 7" linear,
denn der Abschlufl des linearen Teilraums Graph T ist selbst ein linearer Teilraum.
Weiters ist T klarerweise abgeschlossen und 7 C T. O

Adjungierter Operator

12.3 Definition des adjungierten Operators. Um einen Vektor T*k durch die

Gleichung (Th, k) = (h,T*k) zu definieren, benétigen wir einerseits, daf} sie fiir h

in einer dichten Teilmenge gilt, also mufl Dom 7" dicht sein, und andererseits mufl

h+— (Th, k) ein beschrinktes lineares Funktional (auf Dom T") sein. Wir definieren
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also:
Fiir einen dicht-definierten Operator T' : Hy ~~ Hs sei der ADJUNGIERTE OPERATOR
T* : Hy ~» H; jener Operator mit Doméne

Dom(T™) :={k € Hy : (T'(_), k) ist beschrénkt linear auf Dom T},

welcher durch (Th, k) = (h, T*k) fiir alle h € Dom T definiert ist.

12.4 Multiplikations-Operator als Beispiel. Es sei (X, 2, u) ein o-endlicher
MafB-Raum und A : X — C eine Q-mefibare Funktion. Es sei D := {g € L*(p) :
Ag € L?(u)} und T(g) := A g fiir alle g € D. Dann ist T = M, ein abgeschlossener
dicht-definierter Operator. Sein Adjungierter hat dieselbe Doméne D und ist durch
T™ := M gegeben:

Es sei A, C {2 : [A(z)] < n} mit pu(A,) < oo und |J,, An, = X. Dann ist
L?(A,) C D, denn fiir f € L® und g € L? ist nach der Holder-Ungleichung auch
fg € L2 Also ist D dicht.

Sei nun g — ¢ und Tgr — h. Dann konvergiert A gr — Ag auf A,, und ande-
rerseits auch gegen h, also ist Ag = h f.i. und damit g € D und (g,h) = (g9,Tg) €
GraphT'. D.h. der Graph von T ist abgeschlossen.

Es ist ¢ — (\g,h) = [Agh nach dem Satz von Riesz (6.7) genau dann be-
schrénkt, wenn Ah € L2, d.h. h € D liegt. Also ist DomT* = D und

0a.t) = [aghi= [gXh=(g.50),

d.h. T*h = \h.

Diagonal-Operator. Sei speziell X = N und u das Z#hl-Maf. Dann ist L?(X) =
¢ und X\ : X — C eine Folge (\,),. Der Operator T' hat dann D := {h € (? :
Sk e i = 30, [Ak(h, ex)|? < oo} als Doméne und ist durch Th := (Aphi)r =
> ok M (h, er)ey fiir alle h € D gegeben.

Positions-Operator. Es sei speziell u dafi Lebesgue-Mafl auf X := R und \ :=
idg. Dann ist T' der Positions-Operator der Quantenmechanik.
Wir zeigen nun, daf 7" der Abschlu8 von 7’| ist:

Da T abgeschlossen ist, miissen wir fiir jedes f € DomT = {f € L? : (z —
x f(x)) € L*} eine Folge f, € C° finden, mit f, ®Tf, — f®Tf.

Sei dazu p € C¢° mit p = 1 auf einer Umgebung Uy um 0. Da Cg° dicht liegt in
L? existieren g, h, € C° mit h, — f und g, — Tf. Folglich konvergiert p h,, —
p f und beide Seiten verschwinden auflerhalb Trigp, also konvergiert T (p h,) —
T(pf) = pTf. Andererseits konvergiert (1 — p)g, — (1 — p)Tf und beide Seiten

p(x)

verschwinden auf Uy, also bilden die Funktionen z +— 17Tgn(x) eine Folge von

C2°-Funktionen, welche in L? gegen (1 — p) f konvergiert. Schliefllich liegen die

Funktionen f,, :  — 17+xw)gn(ac) + p(x) hp(z) in C° und es konvergiert f, —

(I=p)f+p f=finL2uwd Tf,=(1-p)gn+T(phy) = (1=p)Tf+pTf=TFf.
12.5 Differentiations-Operator als Beispiel. Es sei
Dy :={f:[-1,1] — C: f ist absolut-stetig, f' € L? und f(—1) = 0= f(1)}.

und Ty sei definiert durch To(f) := i f’ fiir alle f € Dq. Beachte, dafl die absolut-
stetigen Funktion f genau die Stammfunktionen der L!-Funktion sind.
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Da die Polynome p mit p(—1) = 0 = p(1) in Dy liegen, ist Dy dicht in L?[—1,1].
Es ist Ty abgeschlossen: Sei namlich f,, € Do mit f, ®if, — f®gin L? @ L2

Sei h(z) = —i f , 9(t) dt. Dann ist h absolut-stetig und aus der Cauchy-Schwarz
Unglelchung (-l < \flllz -2 = V2]|-]l2) folgt
i) = )| = | [ (0 + i) dt| < VIS, +igle = VEIif; ~ gl

Also konvergiert f, — h gleichmiBig auf [-1,1]. Da f, — f in L?[—1,1] ist f =
h f.ii.. Wir kénnen also annehmen, daf§ f(z) = h(z) fir alle  ist, und damit
absolut-stetig ist und f,, — f gleichméfig auf [—1,1]. Insbesonders ist f(—1) =
lim,, f,(—1) = lim, 0 = 0 und analog ist f(1) = 0. Weiters ist f' = h' = —ig €
L?[—1,1]. Damit ist f € Do und f © g = f @ if’ € GraphTp.

Es gilt Bild Ty = {1}, denn Bild Ty = {f’ : f € Do} = {h € L?[-1,1] : (h,1) =
2, h(z) do =0} = {1}+.

Schliefllich gilt Dom Ty = D := {g : g ist absolut-stetig auf [-1,1], und ¢’ €
L2[-1,1]} und Tjg =ig¢/, d.h. Ty C Tj.

(C) Sei g € Dom Ty und h := T g. Wir setzen H(z) := [* h(t) dt. Mittels partieller
Integration erhalten wir fiir jedes f € Dy wegen f ( 1)=0= f (1) folgendes:
Mos0) = 1750 = (= [ hi= / () dH (a
= S @] / e / e
- <T0f7 ? H> .

Alsoist (Tof,g+i H) = 0 fiir alle f € Dom T, d.h. g+i H € BildTg- = {1}*+ =C
D.h. ¢ := g + i H ist konstant und somit ist ¢ = ¢ — i H absolut-stetig und ¢’ =
—i H' = —ih € L?. SchlieBlich ist Tfg=h =1ig'.
(D) Es sei g absolut-stetig mit ¢’ € L2. Mittels partieller Integration folgt fiir alle
h € Dy wegen h(—1) =0 = h(1), daB (ih/,g) = —i [ h g’ ist und somit in h stetig
ist. D.h. g € Dom T™*.

Man beachte, daf§ der Faktor ¢ notwendig war, um fiir 7 die gleiche Formel wie
fiir Ty zu erhalten.

Beispiel einer Erweiterung. Wir erweitern nun die Doméne Dy zu
Dy :={f:[-1,1] — C: f ist absolut-stetig, f' € L?[~1,1] und f(—1) = f(1)}

Es sei T durch die gleiche Formel wie zuvor, ndmlich T3 (f) = ¢ f' fiir alle f € Dy
gegeben.

Natiirlich ist auch T} dicht-definiert, da Dy C D;. Wie zuvor zeigt man, dafl T}
abgeschlossen ist (das folgt auch aus (12.8)) und da8 Bild 7y = {1}+.

Diesmal gilt Dom T} = D; = Dom Ty und Tyg =i¢/, d h. Ty =17.
() Es sei wieder g € Dom T} und h := Tyg und H(zx) := f h(t)dt. Dann ist
H(—1) = 0. Und wegen 1 € Dy ist nun auch H(1 f h = (h,1) = (g,T11) = 0.
Mittels partieller Integration und H(—1) =0 = H(1 ( ) erhalten wir wieder (T f, g+
1 H) = 0 fiir alle f € D;. Also gilt wie zuvor, dal g = ¢ — i H absolut-stetig ist und
g = —iH' = —ih € L2 SchlieBlich ist Tfg=h=1ig'.
(D) Mittels partieller Integration folgt fir g € Dy wegen h(—1) = h(1) und g(—1) =

g(1), daB (ih',g) = —i [ hg’ ist und somit in h € D; stetig ist. D.h. g € Dom T*.
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Der Impuls-Operator auf L?(R). Es sei nun

D:={fe€ Lz(R) : f ist lokal absolut-stetig und f’' € LQ},
T(f) =1 f fir alle f € D.

Dieser Operator ist ebenfalls dicht-definiert, denn fiir jedes Intervall [a,b] und
n € N betrachten wir die Trapez-Funktion, welche 1 ist auf [a,b] und auBlerhalb
einer 1/n-Umgebung verschwindet. Diese Funktionen liegen in D und deren lineares
Erzeugnis ist dicht in L2.

Wir behaupten nun 7' = T*. Daraus folgt mittels (12.8), dafl T' abgeschlossen
ist.
(C) Sei g € DomT* und T*g = h. Dann gilt fiir alle f € D, da8 [,if'g =
(T f,g) = (f,h) = [ fh. Wihlen wir fiir f insbesonders eine Trapez-Funktion f,

wie oben, so gilt:
a b _
n/ iy—n/ z'g:/fnh.
a—1 b R

Multiplikation mit 4, Konjugieren, und Grenziibergang fiir n — oo liefert g(b) —

gla) = —i f; h fiir fast alle @ und b, da die Stammfunktion ¢ — G(t) = fotg(s) ds
einer L?[0,b] C L'[0, b] Funktion fast iiberall differenzierbar ist und g als Ableitung

besitzt und somit lim,,_,o n ftti% g =lim,_, W = G'(t) = g(t) gilt. Da

L? C L}, ist somit g lokal absolut-stetig und ¢’ = —ih fast {iberall. Also ist g in
Dund T*g=h=1ig".

(D) Sei dazu g € D. Partielle Integration liefert ffif’g =ifgl’ + fabfﬁ
und da f g integrierbar ist, ist iminf, . _ p—oo |(f G) () — (f 7)(a)| = 0 und somit

Xifg= [T fig.Dh. g€ DomT* und T*g =g

Schliefllich behaupten wir noch, da8 7' der Abschlufl von T'|¢e ist. Dazu miissen
wir zeigen, da8 fiir jedes f € D Funktionen f, € C2° existieren mit f,, — f und
Tf, — Tfin L2
Wir zeigen zuerst, dafl wir f,, € C°° N L? finden. Dazu withlen wir ein p € C° mit
p>0und [, p=1undsetzen p, : & — np(nz) und f, := p,*f. Wie in (4.15) zeigt
man, daB || f, — fll2 = [|[pn* f — fll2 — 0 (siehe auch [A,55]) und p, x f € C>° N L2,
da p, € C® N L und f € L2 Weiters ist (p, x f)' = pp * f'. Da f’' € L? gilt auch
Th = f, € L wnd |Tfo — Tflls = |pn 5 ' — /s — 0.
Sei nun f € C* N L? und wihlen wir ein p € C® mit p(z) = 1 fiir |z < 1
und p,(z) = Lp(£). Es sei f, := p, - f. Dann ist f, € C und f,(z) = f(z)
fiir |z| < n. Also konvergiert f, — f punktweise und da |f,(z)| < |f(x)| wegen
dem Satz iiber dominierte Konvergenz auch beziiglich der 2-Norm. Weiters gilt
ITfn = Tfll2 < llon - fllz + [lon - £ = fllz < Nohlloo - 1fll2 + llon - 7 = Fll2 <
a0 oo I fll2 + llpw - f" = f'll2 = 0.
Wir werden in (12.47) einen zweiten Beweis dieser Tatsache geben.

12.6 Bemerkung. Es sei T := ZIaKm ae, 0% ein linearer partieller Differentia-
loperator der Ordnung < m, d.h.

o
(Tu)(z) == > aa(z) &Umaiax%nu(x)
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mit C™-Funktionen a,. Der transponierte Operator sei gegeben durch T : v
Z|a|<m(—1)|“|8a(aa -v). Fiir u,v € C™ gilt dann:

T(u)-v—u-T"(v) = DivJ(u,v),

wobei J = (J1, ..., Jy) ein n-Tupel von bilinearen partiellen Differentialoperatoren
Jn, der Ordnung < m ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir m = 2 (der allgemeine Fall geht analog). Sei
also
T := Z a;.r, 0;0; + ij 0; +c.
gk J

Wir wollen die partiellen Ableitungen im Produkt 7'(u) - v von w auf v hiniiberbe-
kommen. Beginnen wir zuerst mit einen Term 1-ter Ordnung

bj aju V= 8j(bj U’U) —Uu- 8j(bj U).
Fiir die Terme 2-ter Ordnung erhalten wir

a;. 5 0j0ku - v = 0j(a; i Oku - v) — 0;(a;kv) - Opu
= 0;(a;k Opu-v) — O (0j(a;kv) - u) + Odj(ajkv) - u.

Also ist

T(w)-v=1u- (Z 00 (aj e v) = > 9(b;v) + cv)

gk J
+Zaj<2ajyk8ku~vfZu~5‘k(ak,jv) +bju~v)
J k k

=:J;(u,v)

=u-T"(v) + Div J(u,v),

wobei J := (Ji,...,J,) und J; folgender bilinearer partieller Differential-Operator
der Ordnung 1 ist:

Ji(u,v) = Zaj7k8kav - Zu~8k(ak,j v)+bju-v
k k

= Z(aj,k Okt - v — ag ju - 6kv) — <Z Ok (ak,;) — bj> u-v.
k k

Die Anwendung des Divergenz-Satzes liefert somit

/BT(u)~vfu~Tt(v):/BDivJ(u,v):/ (J(u,v),ngp) volog,

oB

wobel ngg = (n;); die nach aulen weisende Einheits-Normale an die Fliche 0B
bezeichnet und volgp dal Oberflichen-Element ist.

Sei insbesonders T'(u) := 3, 0;(a;, Ok) + cu mit R-wertigen C?%-Funktionen

ajr = ar; und c. Dann ist a;; genau der Koeffizient in der allgemeinen Formel
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und by = 37, 0;(a; ). Der transponierte Operator ist in dieser Situation T* = T,
denn

T'(v) == Zajak(v ajk)
Jik
- Zﬁj (v Zakahj) +cv
j k

= Z <8j8kv aj i+ oLV ajam

7,k
+ 6j’U aka]’,k + 8j8kaj7k. 1])

— Z (0jv Okak,; + v 0;0kak, ;) + cv
jk
= Z (ajk 0;0kv + Ojv Okaj k) + cv
jik
=T (v).

Es sei die Ableitung 8—‘1 in die “ko-normalen”-Richtung definiert durch
0
% = Z aj’k TL]' 8k.
Jik
Dann ist

/BT(u) v—u-T"(v) = /BDiV J(u,v) = /aB<J(u,v),n33> volgp
= /BB z]: <zk: (aj,k OpU -V — Qg jU - 8;&1)
— (Z Ok(an,j) — Z@k(ak,j)) U - v) n;j volap
k k

/E)B(g—z~vu~%) volspg,

Diese Integral verschwindet genau dann, wenn der normal-Anteil von J(u,v)|op
verschwindet, und insbesonders dann, wenn u|sp = 0 und entweder v|gp = 0 oder
Qulp=0. O

6n|6B = U.

Wir benétigen folgende Beschreibung (des Graphen) von T*:

12.7 Proposition. EsseiT : H; ~ Hy dicht-definiert und J : Hy®Hy — Ho® Hy
gegeben durch J(f ® g) = (—g) @ f. Dann ist J eine bijektive Isometrie und

Graph T* = (J(Graph T))*.
Beweis. Offensichtlich ist J eine bijektive Isometrie.

(©) Es sei also g € DomT™* und f € Dom T, dann ist

lgoTg,J(foTf)=—(¢Tf)+{T"g [)=0.
(2) Es sei g @® h € (J(GraphT))*. Fiir alle f € DomT gilt dann 0 = (g ®
h,(=TfYye f)=—{g,Tf)+ (h, f). Also ist g € DomT* und h = T*g. O
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12.8 Proposition. Essei T : H; ~ Hy ein dicht-definierter Operator. Dann gilt:

1 T* ist ein abgeschlossener Operator.
2 T ist dicht-definiert genau dann, wenn I abschlieBbar ist.
3 Falls T abschliefibar ist, so ist sein Abschlufl T**.

Beweis. (1) Nach (12.7) ist Graph T* also orthogonales Komplement abgeschlos-
sen, d.h. T™ ein abgeschlossener Operator.

Fiir den Rest beachte man, daf} bis auf den natiirlichen Isomorphismus H; ® Ho
H, @ H, die Abbildung J ein bijektive Isometrie ist mit Inverser J ' : Hy @ H; —
Hi®Hz, g® fr f&(—9g).

(2) (<) Wir miissen zeigen, dal (Dom T%)% = {0} ist: Fiir k € (Dom T*)~ ist
k@0 e (Graph %)t “22 (J(GraphT))“*+ = J(GraphT) = J(GraphT), d.h.
0® (—k) = J Y (k®0) € J-1J(GraphT) = GraphT. Da T abschliefibar ist, ist
Graph T ein Graph nach (12.2), also k& = 0.

(=) Es sei DomT™* dicht. Dann ist 7%* = (T%)* definiert und nach (1) ein
abgeschlossener Operator. Es gilt T C T** (also ist 7** eine abgeschlossene Erwei-
terung), denn fiir alle f € DomT ist g — (g, Tf) = (T™*g, f) ein wohldefiniertes
beschrinktes Funktional auf Dom T*. Also ist f € Dom(7T*)* und (T*)*f =Tf.

(3) Es gilt nach (12.7) angewendet auf 7%, da GraphT** = (J' GraphT*)*
wobei J' : Hy ® Hy — Hy ® Hs gegeben ist durch J'(g, f) := (—f,9) = —(f,—¢g) =
—J g, f). Also ist

[

1 (12.7)

Graph T** = (—J ! Graph T*) (—=JY(J GraphT))*

1 Tsom. (=J~'J GraphT)** = —GraphT = Graph7T. O

12.9 Folgerung. Es sei T abgeschlossen und dicht-definiert. Dann ist auch T*
abgeschlossen und dicht-definiert und es gilt T** =T. 0O

12.10 Proposition. Es sei T : Hy ~ Hs dicht-definiert. Dann ist
(Bild T)* = Ker T*.
Falls T' zusétzlich abgeschlossen ist, so ist

(Bild T*)* = Ker T.

Beweis. (C) Falls g L Bild T, dann gilt (f,0) =0 = (T'f,g) fur alle f € DomT.

Also ist g € DomT™* und T*g = 0.

(D) Essei g € Ker T*. Fiir alle f € Dom T gilt dann (T'f, g) = (f,T*g) = (f,0) = 0.
Nach Folgerung (12.9) ist T** = T fiir abgeschlossenes, dicht-definiertes 7" und

somit folgt die zweite Gleichung von der ersten. O

12.11 Satz vom abgeschlossenen Bild. Es sei T : Hy ~ Hy ein dicht-definier-
ter, abgeschlossener Operator. Dann ist BildT' genau dann abgeschlossen, wenn
Bild T* es ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dal wir im Beweis T' durch einen beschrénkten Ope-
rator S ersetzen konnen. Sei dazu S : Hy X Hy O GraphT — Hy die Projektion auf
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den 2.ten Faktor. Wir haben folgendes kommutatives Diagramm:

H, O DomT T BildT C H,
pry S
Pt GraphT Pta
L1| N
H, ® H,

Wir zeigen nun, daf fiir das Bild des adjungierten Operators
S*: Hy — (GraphT)* = (Hy ® H3)/(GraphT)°

folgendes gilt:
(¢*)"Y(Bild $*) = BildT* @ H; C Hy @ Hj.

f*@g* € ()"1(Bild S*)
< (f*®g")|craphr =: " (f* ® ¢*) € Bild §*
<3h* e Hy - (f* ® g")|arapnr = S*(R")
<3h* € HyVf € DomT : (f*@g*)(feTf) =S (W) (feTf)
£ () +g*(TF) h*(Tf)
&3n* € HiVf € DomT : f*(f) = (B* — g*)(Tf)
d.h. ¥ —g* € DomT*, T*(h* — ¢g*) = f*
<3h" € g"+DomT* : T*(h" — g*) = f*
& f*@g* eBildT* & Hj,

Wobei das letzte (<) so folgt: 3k* € DomT™* : f* = T*k*. Nun wihle h* = g* +k*.

Da ¢ eine abgeschlossene Einbettung ist, ist ¢* eine Quotientenabbildung nach
(7.15), und somit ist Bild S* genau dann abgeschlossen, wenn (:*)~1(Bild S*) =
BildT* @ H3, oder dquivalent Bild 7%, es ist. Wegen Bild T = Bild S geniigt es den
Satz fiir den beschrénkten Operator S zu zeigen.

(=) Sei also T : Hy — Hs ein beschrinkter linearer Operator mit abgeschlos-
senem Bild. Da die Adjungierte der Inklusion Bild7T — Hy nach Hahn-Banach
surjektiv ist, diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dal T" surjektiv ist. Nach dem offenen
Abbildungssatz existiert ein § > 0 mit {g : ||g|]| < §} C {Tf : ||f|| < 1}. Also
existiert zu g € Ha ein f € T~ 1(g) mit || f|| < @. Fiir alle g* € HJ erhalten wir
somit

9" (@)l = lg"(THI = T"g* (N < I IHT"g"]| < ”%” 179"

Folglich ist || g*[| =< § ||T*g*||- Alsoist T* : Hj — H7 injektiv und eine Homdomor-
phismus auf sein Bild und damit ist Bild 7" abgeschlossen.
Da T** = T nach (12.9) ist, gilt auch die Umkehrung. O

Dieser Satz gilt auch fiir Banach-R&ume.
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Beweis fiir Banach-Réume. (=) Im obigen Beweis haben wir nirgends verwen-
det, dafl die Rdume Hilbert-Rdume.

(<) Seialso T : Hy — Hj ein beschréinkter linearer Operator und T : Hy — Hf
habe abgeschlossenes Bild. Wir ersetzen 1" durch Operator 77 : H; — BildT. Da
T = 10T wobei ¢ die abgeschlossene Inklusion von Bild T nach Hs bedeutet, ist
T* =T} ov* und ¢* ist surjektiv. Also hat 77 das gleiche abgeschlossenes Bild wie
T* und wir miissen nur zeigen, dafl 77 surjektiv ist. Sei also 0.B.d.A. T'= T}, d.h.
T habe dichtes Bild.

Es ist T* : Hy — Hf injektiv, denn T*¢g* = 0 hat zur Folge, dal (T'f,g*) =
(f,T*¢g*) = 0. Da das Bild von T dicht liegt in Hs ist g* = 0. Nach dem offenen
Abbildungssatz ist T* : H* — Bild T™ ein Homdéomorphismus auf sein abgeschlos-
senes Bild. Um zu zeigen, dafl T' surjektiv ist, wenden wir wie im Beweis des Satzes
von der offenen Abbildung den Satz vom abgeschlossenen Graphen auf die Inverse
S :=T"1 der injektiven Abbildung T: Hi/KernT — Ha an.

H—L BT S H,

H,/KerT

Im Beweis des Satzes vom abgeschlossenen Graphen haben wir die nicht-Magerheit
von G := BildT nur dazu benutzt, um zu zeigen, dafl S fast stetig ist, d.h. fiir
alle § > 0 der Abschlu8 von S™1({z : ||z|| < §}) = T({x : ||z|| < &}) eine Null-
Umgebung enthilt. Es geniigt also dies zu zeigen.

Angenommen es gibe ein § > 0, so dafl der Abschlufl des Bildes des Balles
{Tx : ||z|| <} keine 0-Umgebung enthélt. D.h. y, ¢ {Tz : ||z| < 6} mit y, — 0.
Da dieser Abschlufl absolut-konvex ist, existiert nach Mazur’s Lemma (7.16) ein ste-
tig lineares Funktional f, mit f,,(yn) > sup|,<s [fn(T2)| = sup|, <5 [T (fn)(2)]-
Folglich ist |7 || < § | full 1y || und wegen y,, — 0 folgt, daB T* kein Homomor-
phismus auf sein Bild sein kann, ein Widerspruch. [

Invertierbarkeit und Spektrum

12.12 Definition. Es sei T : H; ~ H ein linearer Operator. Dann heif3t T
BESCHRANKT INVERTIERBAR, falls ein beschrankter linearer Operator S : Ho — Hj
existiert mit 7S = 1 und ST C 1, d.h. ST = 1 auf DomT (denn Dom(ST) =
T~1(Dom(S)) = Dom T). Achtung: diese Definition ist recht unsymmetrisch!

12.13 Proposition. Es sei T : Hy ~ Hy ein linearer Operator. Dann ist T' genau
dann beschriankt invertierbar, wenn T abgeschlossen ist und T : DomT — H
bijektiv ist. Unter diesen Voraussetzungen, ist sein Inverses eindeutig.

Wir werden die eindeutig bestimmte Inverse eines beschrénkt invertierbaren Ope-
rators T' mit 7! bezeichnen.

Beweis. (=) Es sei S ein beschrianktes Inverses. Da ST C 1 ist KerT = {0}.

Wegen T'S = 1 ist BildT = Hsy, d.h. T ist bijektiv und S : Hy — DomT das

Inverse zu T : DomT — Hy ist, denn T'S =1 und ST =1 auf DomT'. Also ist S
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eindeutig. SchlieBlich ist GraphT = {h@® Th : h € DomT} = {Sk® k : k € Ha}.
Da S beschriinkt ist, ist folglich dieser Graph abgeschlossen.

(<) Falls T die angegebenen Eigenschaften besitzt, so ist die Inverse S : BildT =
H; — Dom T eine wohldefinierte lineare Abbildung mit Graph S = {k ® Sk : k €
Hy} ={Th@h:hecDomT}. Also ist dieser Graph abgeschlossen. Und nach dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen ist S beschrénkt. [

Lemma. EsseiT : Hy ~» Hj ein dicht-definierter, abgeschlossener Operator. Dann
ist T' genau dann beschrankt invertierbar, wenn T* es ist. Unter dieser Bedingung
ist (T~1)* = (T*)~!
Beweis. (=) Sei also T beschréinkt invertierbar, und S : Hy — DomT C H; die
beschrinkte Inverse. Dann ist S* € L(H{, H;) wohldefiniert.

(S*T* C1) Sei k € Dom(S*T™*) = Dom(T*). Fiir g € Dom S = H; gilt

(9,8 T* k) = (S g, T* k) ZLE22L (T 5 g k) = (g, k).

(T*S* = 1) Es sei h € Hy. Dann ist S*h € DomT*, denn f — (T f,S*h) =
(ST f,hy = (f,h) ist beschrinkt. Fiir alle f € Dom T gilt weiters (f,T* S*h) =
(Tf,S*hy = (ST f,h) = (f,h), also ist T*S* = 1.

(<) Mit T* ist wegen (=) auch T*x beschrinkt invertierbar, und dies ist 7' nach
(12.9). O

12.14 Definition. Es sei T : H ~» H ein linearer Operator. Unter der Resolven-
ten-Menge p(T') versteht man die Menge

p(T) :={X € C: T — X ist beschriinkt invertierbar}.

Das Spektrum von T ist die Menge o(T) = C\ p(T'). Wir werden gleich begriinden,
warum im Unterschied zu beschrénkten Operatoren nun p(7") als Teilmenge von C
und nicht C,, definiert ist.

12.15 Proposition. Es sei T : H ~» H ein linearer Operator, so ist o(T) ab-
geschlossen in C und die Resolventen-Funktion z + (z — T)~! ist holomorph
p(T) — L(H)

Beweis. Es sei \g € p(T) und (A\g — T)~! das beschriinkte Inverse. Wir machen
den Ansatz

1 1
)\ — T -1 = = )\ — T -1
R P I v VA N v Vv
k
= 00=T)" > = N (o -1)7)
k>0
k+1
=Y o=V ((o-1)7Y)
E>0
Diese Reihe konverglert absolut fiir |Ag — A| < W und (A —T)~! hat Werte

in Bild(Ag — T)~! = Dom T Es ist

Mo —T)" Y (Ao — A (()\0 - T)_l)k A=Xo+ Ao —T)

k>0
:_Z k+1(/\0— 7) +Z)\o— ()\0— )71>k:1
k>0 E>0
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auf Dom 7. Analog zeigt man, dafl auf ganz H auch die umgekehrte Zusammen-
setzung 1 ergibt. Also ist p(T) offen und die Resolventen-Funktion lokal in eine
Potenzreihe mit Koeffizienten in L(H) entwickelbar. [

Bemerkung. Wenn T : H ~» H ein linearer Operator ist und A € C, so ist
Graph T genau dann abgeschlossen, wenn die durch Scherung mit (x,y) — (z,y —
Az) erhaltene Menge Graph(T — \) abgeschlossen ist. Also ist fiir nicht abgeschlos-
sene Operatoren das Spektrum ganz C.

Falls T definiert ist, wie in Beispiel (12.4), so ist o(T) = {A, : n € N}, denn
jedes A\, ist Eigenwert und nach (12.15) ist o(T") abgeschlossen. Umgekehrt ist fiir
pmit § := d(p, {An : n € N}) > 0 die Abbildung T — p gegeben durch (z,), —
((An — ) p)n, offensichtlich injektiv und abgeschlossen. Sie ist aber auch surjektiv,
denn fiir (y,), € ¢? ist wegen (Aniun)” € ¢ ein Urbild durch z,, := Aniun Yn
gegeben.

Also kann jede abgeschlossene Menge A # () als Spektrum eines abgeschlossenen
dicht-definierten linearen Operators T" auftreten, denn w#hlt man Zerlegungen von
C in Quader mit Seitenlénge 2% und fiir jeden Quader die A trifft einen Punkt aus
A, so enthélt eine abzéhlbare in A dichte Teilmenge {\,, : » € N} und kann als T
den entsprechenden Multiplikations-Operator wéhlen.

Es kann aber auch o(T) = 0 sein. Sei dazu ein S € L(H) mit dichten Bild
und o(S) = {0} gegeben (siehe Beispiel (12.16)). Wir setzen Dom T := Bild .S und
T :=S5"!:BildS — H. Dann ist T abgeschlossen, dicht definiert und beschrinkt
invertierbar mit -1 = S. Wir zeigen nun, daf$ auch alle A # 0 in p(T') liegen. Dazu
machen wir wie in (12.15) den Ansatz

oo

A=T) " ==T7" Y AT =-8 Y Ash
k=0 k=0

Diese Reihe konvergiert absolut in L(H) fiir alle A anch dem Wurzelkriterium, denn
Y/INESE[| = || [|S*)|Y/* — ||X|| 7(S) = 0 nach (9.26). Daf sie ein Inverses zu A — T
ist, folgt wie in (12.15).

12.16 Beispiel. Es sei T € L((?(Z)) gegeben durch (T'z), := ez, 1, dh.
als Zusammensetzung des Shift-Operators mit dem Multiplikations-Operator mit
n—e .
Da alle e,, € Bild T, ist Bild T dicht in £2.
Wir zeigen nun o(T) = {0}, d.h. 0 = »(T) = limy, |T%|'/* nach (9.26). Offen-
sichtlich ist
(Tkx)n — 67n267(n71)2 . 67(n7k+1)2 Tnie

und somit

1T 23 = 1T )]

2
= Z‘e_nze_(”_1)2 - e—(n—k+1)2 To—k (m =n — k;)

— Z e—2((m+k)2+~~+(m+1)2) |-'17m|2

m

2
< e (1) | T, |?,  fiir k> 2
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denn (m+k)2+- -+ (m+1)2 > (m+k)"(m+1)% = 2(m+ E52)2 4 $S00 > (-DF

2
Also ist ||T%]| < e=®=D*/2 und r(T) = limp_oo | T%[|/* = limp_og e~ 25 = 0.

12.17 Proposition. Es sei T : H ~~ H ein abgeschlossener, dicht-definierter Ii-
nearer Operator. Dann gilt:

1 A€ p(T) genau dann, wenn (T — \) : DomT — H bijektiv ist.
2 Esist o(T*) = {\: X\ € o(T)} und fiir A € p(T) gilt (T* —\)~! = (T -
A)~Hx

Beweis. Nach (12.13) ist T — A genau dann beschrénkt invertierbar, wenn 7' — X
bijektiv ist von Dom(T — A\) = DomT nach H und der Graph abgeschlossen ist.
Das zeigt (1).

(2) Es gilt nach dem Lemma in (12.13)

A ¢ o(T) & T — X\ ist beschrinkt invertierbar
& T* — X\ = (T — \)* ist beschriinkt invertierbar
S N¢o(TY)

und fiir solche X ist (T* —X\)~t = (T —N)*) "' = (T -N"YH)* O

Symmetrische und selbstadjungierte Operatoren

12.18 Definition. Ein Operator T : H ~~ H heiit SYMMETRISCH, falls er dicht-
definiert ist und (Th, k) = (h,Tk) fiir alle h, k € Dom T erfiillt.

Lemma. Es sei

T(u)(x) =Y % <aj,k(x) %m@) + ¢(z) u(z)
7.k

ein partieller Differential-Operator der Ordnung 2 mit reellen C?-Funktionen ¢ und
ajr = ai; als Koeffizienten. Dann ist T symmetrisch als Operator mit Dom T :=
C®(R™) C L*(R") oder falls G C R™ ein beschréinktes Gebiet mit glattem Rand
OG ist auch als Operator T mit DomT := {f € C*>(G) : flsc = 0} C L*(G).

Beweis. Nach (12.6) ist der transponierte Operator T = T und erfiillt

/GT(U)-v:/Gu-Tt(v),

also ist fiir v = w auch

<T<u),w>:/Gm).v:/cu.n:<u,m>:<u,nw)>,

da T reelle Koeffizienten hat. D.h. T ist symmetrisch. Es ist

0 0 0 0 0?
o (4100 ) = asale) - i)+ asn(e) 5o
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und somit der formal adjungierte Differential-Operator T* auf v € C? gegeben
durch:

B (622)(;10) (2) + ov(z) Oaji(x)
gk

a; e \T
3
Oz, 0x;

0v(z) Oaji(z) 82aj,k(x)
v Ox;  Oxy i Ox0x; v(@)

B Z (81}(3:) day, j(x) +u(z) m> + c(z) v(x)

al'j Bxk

N Z (aj’k(m) gz;}ézl + 3;3(5) aagﬁix)) + c(x) v(z)
=T(v)(x). O

12.19 Lemma. Essei T : H ~ H dicht-definiert. Dann sind &dquivalent:

1 T ist symmetrisch;
2TCT .
3 (Th,h) € R fiir alle h € Dom T

Beweis. ((1) < (2)), denn

(2) Vg€ DomT:g€DomT* und T%g =Tg
< Vg €DomT : f— (Tf,g) ist beschrankt auf DomT
und Vf € DomT : (T'f,q) = (f,Tqg)
& (),

denn die zweite Bedingung der vorletzen Zeile impliziert offensichtlich die erste.

(1) = (3))

(1) & Vf,geDomT :p(f,g):=(Tfg)—(f,Tg)=0

& VfeDomT :0=p(f,f[)=(Tf f)—(Tf [)
< VfeDomT : (Tf,f)eR,

wegen der Polarisierungs-Gleichung (10.3) fiir die sesqui-lineare Form p : Dom T x
Dom7T — C. O

12.20 Definition. Es muf fiir einen symmetrischen Operator T nicht DomT =
Dom T* gelten, siehe Beispiel (12.5). Also nennen wir einen dicht-definierter Opera-
tor T : H ~» H SELBST-ADJUNGIERT, falls T' = T™. Insbesonders ist jeder selbst-ad-
jungierte Operator symmetrisch. Folgerung (12.8) zeigt, daf} jeder selbst-adjungierte
Operator abgeschlossen ist.
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Auch muf3 der Adjungierte eines symmetrischen Operators nicht symmetrisch
sein: In Beispiel (12.5) haben wir gesehen, da8 T D Ty = Ty D Ty = 13" anch
(12.9). Also nennen wir einen dicht-definierten Operator T : H ~» H ESSENTIELL
SELBST-ADJUNGIERT, falls T" und T* symmetrisch sind.

Lemma. Esseil : H ~~ H ein dicht-definierter Operator. Dann gilt:

1 Es ist T genau dann essentiell selbstadjungiert, wenn T* selbst-adjungiert
ist.

2 Falls T symmetrisch ist, so ist T** eine abgeschlossene symmetrische Erwei-
terung von T', insbesonders ist T abschliefibar.

Beweis. (1) (=) Da T symmetrisch ist gilt 77 C T*. Daraus folgt leicht T D
(T*)* = T**. Da T* symmetrisch ist, gilt auch die umgekehrte Inklusion.

(<) Wenn T* selbst-adjungiert ist, so ist T* = T** D T nach (12.8.3), also ist T
als Einschrankung von T™ ebenfalls symmetrisch.

(2) Da T dicht-definiert ist, macht 7* Sinn. Und weil 7' symmetrisch ist gilt
DomT C Dom T*. Also ist auch T* dicht-definiert und somit macht 7** Sinn und
ist ein abgeschlossener Operator anch (12.8).

Da Dom T C Dom T** ist auch T** dicht-definiert. Somit macht 7*** Sinn. Aus
T C T* folgt T* O T** und schliefSlich T** C T***  also ist T** symmetrisch und
nach (12.8) eine abgeschlossene Erweiterung von 7. [

12.21 Proposition. Essei T : H ~ H ein symmetrischer Operator.

1 Falls Bild T dicht ist, so ist T injektiv.

2 Falls T selbst-adjungiert und injektiv ist, so ist Bild T dicht und T~ eben-
falls selbst-adjungiert.

3 Ist DomT = H, so ist T selbst-adjungiert und I' beschrénkt.

4 Ist BildT = H, so ist T selbst-adjungiert und T~ beschréankt.

Beweis. (1) Es sei Th =0, dann ist 0 = (Th, k) = (h, Tk) fiir alle ¥ € Dom T und
da BildT = T(Dom T') dicht ist, ist A = 0.

(2) Wegen (12.10) ist (BildT)* = Ker T* = Ker T = {0}, d.h. Bild T ist dicht
Es ist ein Operator S genau dann selbst-adjungiert, wenn Graph S = GraphS™ =
(J Graph S)* nach (12.7). Weiters ist

Graph(T™") = {(9,T77'9) : g € Dom(T~') =BildT} = {(T'f, f) : f € DomT}
= J Graph(-T).

Wegen (—T)* = —T* = —T folgt schliefSlich

(J Graph T~1* = (J J Graph(-T))*
= J ((J Graph(=T))")
= J(Graph(-T))
= Graph(T™1),

und somit ist 7' selbst-adjungiert.

(3) Nach (12.19) ist T C T* und falls DomT = H, so ist T = T* und damit
somit nach (12.8) abgeschlossen. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist
dann aber T' beschréinkt.
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(4) Falls BildT = H so ist T injektiv nach (1). Sei S := T~! mit Dom S =
BildT = H. Es ist S symmetrisch, denn fiir f,g € Dom S, d.h. f = Th und
g =Tk mit h,k € DomT, ist (Sf,g) = (h,Tk) = (Th,k) = (f,Sg). Nach (3) ist S
ein beschrinkter selbst-adjungierter injektiver Operator und nach (2) ist T = S~—!
selbst-adjungiert. [

Spektrum symmetrischer Operatoren

Wir miissen die A € p(T") fiir symmetrisches T' untersuchen. Nach (12.17) ist das
fiir abgeschlossenes T' zur Bijektivitidt von T'— A : DomT — H #quivalent, also
sollten wir Ker(7T — A) und Bild(T — A) bestimmen. Dazu

12.22 Proposition. Es sei T symmetrisch und A = o+ i 3 mit o, 3 € R. Dann
gilt:

1 Fiir alle f € Dom T ist |[(T — \)f||? = (T — «)f|1* + 32| 1>

2 Fiir 8 # 0 ist Ker(T — X) = {0}.

3 Falls T abgeschlossen ist und 3 # 0 ist, so ist Bild(T — \) abgeschlossen.

Beweis. (1) Es gilt:

1T =N fI* = (T = a)f =i fI?
= (T = ) fI* + 2Re(((T — o) £, i BS)) + 16 £
= [T = ) fI? +28Im(((T = o) f, £)) + B[ FII*.

Wegen (T — 0)f, f) = (Tf, f) — ol f|? € R folgt (1).

(2) folgt direkt aus (1).

(3) Esist [(T—N)f|* > B2 f||*. Sei nun f,, € Dom T mit (T'—\)f,, — g. Wegen
der Ungleichung ist f,, eine Cauchy-Folge. Sei f := lim,, f,,. Da f,, ® (T — \)f, €
Graph(T — X)) und f, & (T = \)fn — f @ g, folgt f ® g € Graph(T — X), da der
Graph von (T — \) abgeschlossen ist, also ist g = (T — \)f € Bild(T — ). O

12.23 Proposition. Es sei T' ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Dann
ist A — dim Ker(T* — \) lokal konstant auf C \ R.

Dabei bezeichne dim die VEKTORRAUM-DIMENSION, d.h. die Kardinalitit einer
HAMEL-BAsIs. Beachte, daB nach (12.10) Ker(T* — \) = (Bild(7'— A))* und somit

T — X genau dann surjektiv ist, wenn dim Ker(T* — X) = 0 ist.

Sublemma. FEs seien H, und H, abgeschlossene Teilrdume von H mit Hy N Hy- =
{0}. Dann ist dim H; < dim H,.

Beweis. Es sei P die orthogonal-Projektion von H auf Hy. Wegen Hy N Hy = {0}
ist die Einschrénkung P|g, : H1 — Hj injektiv. Folglich ist dim Hy > dim P(H;) =

Beweis von (12.23). Es sei A = a + i mit a, § € R und § # 0. Wir behaupten,

daB Ker(T* — p) N Ker(T* — \)*+ = {0} fiir A — u| < |8|:

Angenommen nicht. Dann existiert ein f € Ker(T* — p) N (Ker(T* — X))+ mit

If]| = 1. Nach (12.10) ist f € (Ker(T* —\))* = Bild(T — \) und nach (3) in (12.22)
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ist Bild(T — )\) abgeschlossen. Es existiert also ein ¢ € DomT mit f = (T — \)g.
Da f € Ker(T* — p) ist, gilt

0={(T"=pfg) = {f(T—mg)={f,(T =X+ X-7)g)
=1F17+ (A = w){f. 9).

Also ist 1= [|f]|* = [X = ul[{f,9)| < |A—pl llgll. Aus (1) in (12.22) folgt 1 = || f]| =
1T =gl > 181 lgll > A — s gl > 1, ein Widerspruch.

Aus der Behauptung folgt mittels des Sublemmas, dafl dimKer(T* — p) <
dim Ker(T* — X) falls [A — | < [8] = [IJm(N)]. Falls A — u| < 3[8], so ist [IJm(\) —
Im(p)| < A= pl < 48] = LIm(N)], also [Im(u)| > £[Im(A)| und somit gilt
wegen |p — Al < 2[Im(X)| < Im(|p|) auch die andere Ungleichung. Das zeigt, daf
A — dim Ker(T* — \) lokal konstant ist auf C\ R. O

12.24 Theorem. Essei T : H ~» H ein abgeschlossener symmetrischer Operator,
dann tritt genau einer der folgenden Fiélle ein:

1 0(T) CR;

2 o(T) : > 0);
3 o(T)={XAeC:Tm(N) <0};
4 o(T) = C.

Beweis. Es sei CL := {A € C : £Im()\) > 0} die obere und untere offene
Halbebene. Nach (12.22) ist T — X injektiv und hat abgeschlossenes Bild fiir al-
le A € Ci. Nach (4) in (12.21) ist A € p(T) genau dann, wenn T — X surjektiv ist.
Weil (Bild(T — \))* = Ker(T* — X) ist nach (12.10), ist nach dem vorigen Satz
(12.23) entweder C+ No(T) = ) oder C+ C o(T) (und damit auch C+ C o(7T), da
o(T) abgeschlossen ist). Also entweder gilt (1), d.h. o(T) N (CL UC_) = 0 einer
der 3 anderen Fille, namlich o(T) € {Cpn,C}. O

12.25 Folgerung. EsseiT : H ~» H ein abgeschlossener symmetrischer Operator,
dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1 T ist selbst-adjungiert;
2 o(T) CR;
3 Ker(T* —1i) = {0} = Ker(T™* +1).

Beweis. ((1) = (2)) Aus T = T* und Jm(\) # 0 folgt Bild(T — \)* = Ker(T* —
A) = Ker(T — \) = {0} nach (12.22.2). Da Bild(T — )\) abgeschlossen ist nach
(12.22.3), ist T — A : Dom T — H bijektiv und folglich A € p(T") nach (12.17). Also
ist o(T) CR.

((2) = (3)) Falls o(T) C R, so ist i € p(T), also Bild(T' +4) = H und somit
Ker(T* +14) = Bild(T F i)+ = {0}.

((3) = (1)) Nach (12.22.2) ist T 44 injektiv, und wegen Bild(T +i)* = Ker(T* ¥
i) = {0} nach (3) und, weil Bild(T' — A) abgeschlossen ist nach (12.22.3), ist T £ ¢
auch surjektiv. Wegen (12.13) ist also 7'+ beschrénkt invertierbar und nach (12.17)
ebenso T Fi. Sei h € DomT*. Da T + i invertierbar ist, existiert ein f € DomT
mit (T +14)f = (T* +i)h. Aber T* +14 D T+ und somit ist (T +14)f = (T +1i)f =
(T* +i)h. Da T* + i injektiv ist, ist h = f € Dom T, also ist T =T*. O
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12.26 Folgerung. EsseiT : H ~ H ein abgeschlossener symmetrischer Operator.
Falls 0(T) nicht R enthélt, so ist T selbst-adjungiert.

Beweis. Es kann keiner der Félle (12.24.2)—(12.24.4) eintreten, also ist o(T) C R
und nach (12.25) T selbstadjungiert. O

Symmetrische Erweiterungen

FEin symmetrischer Operator T ist nicht selbstadjungiert, wenn sein Definitions-
bereich im Vergleich zu jenem von T* zu klein ist. Also sollten wir symmetrische
Erweiterungen 7 von T untersuchen. Insbesonders interessiert uns die Frage ob
eine selbstadjungierte Erweiterung existiert. Fiir jede symmetrische Erweiterung T
von T ist T C T und somit T* CT* also T C T - T* C T*. Jede symmetrische
Erweiterung von T ist also eine Einschrénkung von 7.

Die Folgerung (12.25) legt nahe fiir symmetrische Operatoren die Eigenriume
von T% zum Eigenwert +i niher zu studieren. Dazu folgende Definition.

12.27 Definition. Essei T : H ~» H ein abgeschlossener symmetrischer Operator.
Die DEFIZIENZ-TEILRAUME von T sind die Eigenrdume von T™* zu Eigenwert +i:
Dy = (Bild(T +i))* = Ker(T* —i) = {f € DomT* : T*(f) = +i f},

D_ = (Bild(T —i))* = Ker(T* +i) = {f € DomT* : T*(f) = —i f}.

Weiters seien G4 folgende abgeschlossene Teilrdume von H @ H:

Gy :={f® (+if): fe Di} = Graph(+i) N Graph(T™)

G- :={9®(—ig) : g € D_} = Graph(—i) N Graph(7™).
Die Defizienz-Raume sind folglich auch abgeschlossen, denn pr; : G4 — D ist ein
linearer Isomorphismus mit Inverser f — f @ (£é f). Die DIMENSIONEN von Dy als

Hilbert-Raum, d.h. die Kardinalitdt einer vollstdndigen Orthonormal-Basis, wird
als DEFIZIENZ-INDIZES d+ bezeichnet.

Wir wollen nun fiir einen symmetrischen Operator 1" den Teil von T bestimmen,
der iiber T hinausragt.

12.28 Lemma. Es sei T ein abgeschlossener symmetrischer Operator, dann ist
GraphT* = Graph T & G4 & G_ = Graph(T ® (+i)|p, @ (—¢)|D7).

Insbesonders ist DomT* = DomT & D, & D_ eine direkte-Summen Zerlegung in
nicht notwendig orthogonale Teilrdume.

Beweis. Es ist G4 1L GraphT, denn fiir f € D4 und h € Dom T ist
(h&Th, f& (£if)) = (h f)Fi(Th, f) =Fi((T £i)h, f) =0,

da Dy = Bild(T +14)*.
Es ist auch Gy 1L G_, denn fiir f € Dy und g € D_ gilt (f Dif,g® (—ig)) =
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Da klarerweise GraphT & G @ G_ C GraphT* abgeschlossen ist, geniigt es
zu zeigen, dafl diese Summe in GraphT™ triviales orthogonales Komplement hat:
Sei h € DomT™ mit h® T*h L GraphT & G+ & G_. Wegen h & T*h L GraphT
git 0 =(h@T*h, f @ Tf) = (h, f) + (T*h,Tf) fiir alle f € DomT. Folglich ist
T*h € DomT* und (T*)?h = —h. Also ist (T* —i)(T* +i)h = ((T*)> +1)h =0
und damit g := (T* +1i)h € Dy = Ker(T* —1). Folglich gilt 0 = (h®T*h,g Dig) =
(h,g) —i(T*h,g) = —i{(T* +i)h,g) = —i|[(T* +4)h||?, also (T* + i)h = 0, d.h.
h € D_. Aus Symmetrie-Griinden gilt auch h € D,. Also ist h € Dy N D_ = {0}.

Da pr; : GraphT* — DomT™ eine lineare Bijektion ist, folgt die direkte-
Summen-Zerlegung von Dom T sofort aus jener von GraphT*. 0O

12.29 Lemma. Jeder symmetrische Operator T' besitzt maximale symmetrische
Erweiterungen. Jede solche Erweiterung T ist abgeschlossen. Jeder selbst-adjun-
gierte Operator ist ein maximal symmetrischer Operator.

Beweis. Daf} jeder selbst-adjungierte Operator 7" maximal symmetrisch ist, folgt
sofort daraus, dafl jede symmetrische Erweiterung von T eine Einschrinkung von
T =T ist.

Die Existenz maximal symmetrischer Erweiterungen folgt direkt aus dem Zorn’-
schen Lemma.

Sei nun 7T ein maximaler symmetrischer Operator. Da nach Lemma in (12.20) der
Operator T** eine abgeschlossene symmetrische Erweiterung von T ist, ist T = T**
und somit T auch abgeschlossen. [

12.30 Lemma. Es sei T : H ~~ H ein abgeschlossener symmetrischer Operator.
Dann existiert eine Bijektion

{TDT:T abg, symm.} = {F < D, ® D_ : T*|pabg., symm.},

d.h. die abgeschlossenen symmetrischen Erweiterungen T von T stehen in bijektiver
Beziehung zu den Teilrdumen F von Dy @ D_ fiir welche T*|r ein abgeschlossener
symmetrischer Operator ist. Diese Relation zwischen T und F' ist gegeben durch:

Graph T = Graph T @ Graph(T*|r).

Beweis. (<) Essei F' < solch ein Teilraum. Wir setzen D := Dom T@F C Dom T*
und T :=T*|p C T. Dann ist T symmetrisch, denn fir f = fo+ f1 und g = go+ g1
mit fo,g90 € DomT und f1,g1 € F ist

(Tf,9) = (T"fo+T"f1,90 + g1)
= (T fo,90) + (T fo, 91) + (T f1,90) + (T f1, 91)-

Aus der Symmetrie von T und 7*|r und der Adjungiertheit von T zu T erhalten
wir weiter

= (fo,Tg0) + (fo, T g1) + (f1,Tg0) + (f1,T"91)
= <f7 Tg>
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Nach (12.37) ist ist Graph T' = Graph T'@ Graph(T*| ) eine orthogonale Zerlegung,
und da beide Summanden abgeschlossen sind, ist T' abgeschlossen.

(—) Sei TDOT abgeschlossen und symmetrisch. Dann ist T C T C T* und somit
Graph T C GraphT C GraphT* = GraphT & G, & G_. Es sei G := GraphT N
(G ®G_)und F :=pr;(G) C (Dy®D_)NDomT. Dann ist T*|r = T ebenfalls
symmetrisch und wegen Graph(7T*|r) = G ist T*|r auch abgeschlossen.

Fiir h ® Th € GraphT C GraphT* ist h ® Th = (f @ Tf) + k mit f € DomT
und k € G4 @ G_ nach (12.28). Und wegen T C T ist k € Graph7T und somit
k € G, also gilt Graph T = Graph T & Graph(T*|p).

Die beiden Zuordnungen sind invers zueinander, denn wenn F' := prl(GraphTﬂ
(G4 ®G1)) < Dy @ D_ der zur Erweiterung T gehérende Teilraum, dann ist wegen
der letzten Gleichung offensichtlich T=TuUT* |F = T*|pom 7o r- Und andererseits,
wenn T = T*|pom Ter die zum Teilraum F' gehorende Erweiterung ist, so ist G :=
GraphT N (G4 ® G_) = Graph(T * | ) und somit F = pr,(G). O

12.31 Theorem. EsseiT : H ~ H ein abgeschlossener symmetrischer Operator.
Dann existiert eine Bijektion

{T DT :T abg.,symm.} =
> {U : U ist part. Iso. mit initial-Raum Iy C Dy und final-Raum I_ C D_},

d.h. die abgeschlossenen symmetrischen Erweiterungen T von T und stehen in Bi-
jektion zu den partiellen Isometrien U mit initial-Raum I, C Dy und final-Raum
I_ C D_. Diese Relation zwischen T' und U ist gegeben durch:

DomT = {h+k+Uk:h e DomT,k € I,}
T(h+k+Uk)=Th+ik—iUk.

Fiir die Defizienz-Indizes gilt d4 (T) +dim Iy =dy (7).

Beweis. Wegen (12.30) geniigt es eine Bijektion zwischen Teilrdumen F < Di @
D_ mit T*|r symmetrisch und abgeschlossen und den angebenen partiellen Isome-
trien U zu beschreiben.

(—) Es sei F' ein Teilraum von Di @ D_ mit T*|r abgeschlossen und sym-
metrisch. Wir wollen zeigen, dafl F' der Graph einer (eindeutigen) Isometrie U :
I, — I_mit I C Dy ist. Fiir f € F sei f = fT @ f~ die direkte-Summen-
Zerlegung mit f* € Di. Weiters sei I+ := {f* : f € F}. Da T*|p symmetrisch
ist, gilt 0= (T°f, f) — (f,T*f) = Gft —if~ f++f7) = (f* + fift —if ) =
2iFF, FH) —2i(f, £ also'ist [F7] = | f~]l- Wenm £+ & 1= und f+ e f2- zwei
Vektoren aus F' < Dy @ D_ sind, dann ist 06 (f!~ — f27) € F und somit nach dem
gerade gezeigten ||f1~ — f27|| = ||0|| = 0, d.h. f1= = f27. Also ist F' der Graph
der bijektiven Isometrie U : I — I_ definiert durch U(f") := f~.

Es ist I, abgeschlossen: Sei ndmlich f, € F mit f,f — g*. Da ||f,f — /5|l =
lf77 — [l existiert ein g~ mit f,; — ¢~ . Offensichtlich konvergiert f, = f,F + f,;
gegen g + g~ =: g. AuBerdem gilt T*ff = 4i f¥ — +ig*. Und es folgt (g7 +
g7) @ (igt —ig~) € Graph(T*|r) = Graph(T*|r), d.h. g* € I'".

(«) Es sei U eine partielle Isometrie mit initial-Raum Iy C Dy und final-Raum
I_ C D_. Wir definieren F' := GraphUlmity :={g@®Ug:9€ I} C I, dI_- C
D,oD_.
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Dann ist 7| p symmetrisch, denn fiir g, h € I, C Dy = Ker(T*—1) ist Ug,Uh €
I_ C D_ =ZKer(T* 4 i) und somit

(T"(g+Ug),h+Uh) =(T"g,h) + (T"g,Uh) + (IT"Ug, h) + (I"Ug,Uh)
i(g, ) +i(g,URh)y —i(Ug, h) —i(Ug,Uh)
<ga Uh>77’<Uga >

und dhnlich zeigt man (g + Ug, T*(h + Uh)) = i{g,Uh) —i(Ug, h).

Weiters ist T*| r abgeschlossen: Fiir g, € Iy mit (¢,+Ugn)®(ign—iU g,) — f®h
gilt 2ig, = i(gn + Ugn) + (ign — iU gn) — if + h und 20U g, = i(gn + Ugn) —
(ign — iU gn) — if — h. Somit ist U(i f + h) =i f — h und fiir g := & (if + h), gilt
f=9g+Ugund h=1ig—iUyg.

Offensichtlich sind die beiden Zuordnungen U <« GraphU |ty = F' invers zu-
einander.

Nach (12.30) erhalten wir somit die gewiinschte Bijektion mit

Dom7T := DomT @& F = DomT & Graph Ui v
={h@®k®U(k): heDomT,k € InitU}
T =T poms = (h&k®Uk— Th+ik—iUk).

Wir zeigen schlieBlich dy (T)+dim I, = d (T). Sei dafiir f € DomT und g € .
Dann ist

(T+))(f+9+Ug)=(T+i)f+ig—iUg+ig+iUg=(T+i)f + 2ig.

Also haben wir die orthogonale Zerlegung Bild(T + i) = Bild(T + i) & I, und
somit Bild(T" + i)t = Bild(T + i)+ & I;. Also ist dy(T) = dim(Bild(T" + i)t) =
dim(Bild(T+4)*)+dim(I; ) = dy (T)+dim I ;. Ahnlich zeigt man d_(T) = d_(T)—
dim/_. O

12.32 Theorem. Es sei T : H ~» H ein abgeschlossener symmetrischer Operator
mit Defizienz-Indizes d+ < co. Dann gilt:

1 T ist genau dann ein maximaler symmetrischer Operator, wenn d = 0 oder
d_=0.

2 T ist selbst-adjungiert genau dann, wenn dy = 0 = d_ ist.

3 T hat eine selbst-adjungierte Erweiterung genau dann, wenn dy = d_ ist
In diesem Fall stehen die selbst-adjungierten Erweiterungen in bijektiver
Beziehung zu den Isometrien von D, auf D_.

Beweis. (1) ist eine direkte Folgerung aus (12.31), da genau dann nur die triviale
partielle Isometrie U = 0 existiert, wenn D, oder D_ gleich {0} ist.

(2) ist eine Umformulierung von (12.25).

(3) Wenn T eine selbst-adjungierte Erweiterung T besitzt, so ist d+ (T') = du (T)—
dim(/y), wobei U : I} — I_ die zugehorige bijektive Isometrie ist. Also ist
dim(I,) = dim(I_) sowie d; (T') = d_(T) nach (2), und damit d. (T') = d_(T). Um-
gekehrt folgt aus dy = d_, daf} eine bijektive Isometrie U : D, — U_ existiert, und
die zugehorige Erweiterung T somit dy (T) = d (T)—dim(I) = d_(T)—dim(I_) =
d_(T) erfiillt, d.h. selbst-adjungiert ist nach (2). O
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12.33 Beispiel. Es sei Ty : f — if’ der symmetrische Operator aus Beispiel
(12.5). Um alle abgeschlossenen symmetrischen Erweiterungen von Ty zu bestimmen
miissen wir D4 und D_ bestimmen. Es ist f € Dy genau dann, wenn f € Dom T
und +if = Ty f = if’ ist. Also ist Dy = {z +— ae™ :a € C} und d+ = 1. Alle
partiellen Isometrien U # 0 von Dy auf D_ sind von der Form Uy (z — €e*)(x) =
Ae~% mit |A| = 1. Es sei

Dy={zr f(x)+ae”+rae®:aecC, fecDomTy}
Ta(z — f(x) + ae” + dae ™) (z) :=if (x) + ie® — i dae™ ",

fir f € DomT; und o € C. Nach (12.31) sind das alle echten symmetrischen
abgeschlossenen (selbst-adjungierten) Erweiterungen von Ty. Insbesonders ist die
Doméne

Dy ={f+4+2acosh: f €DomTy,acC}
= {g € L? : g ist absolut-stetig, ¢’ € L?, g(—1) = g(1)}
Ti(g) = Ti(f +2a,cosh) =i f +ia2sinh =1ig',

das ist genau die selbst-adjungierte Erweiterung von T in Beispiel (12.5).

Es sei T ein linearer Differential-Operator mit reellen Koeffizienten-Funktionen.
Dann ist Dom T invariant unter der Konjugation und Tf = T'f. Wir wollen nun
zeigen, dafl symmetrische Operatoren mit solch einer Eigenschaft selbst-adjungierte
Erweiterungen besitzen.

12.34 Folgerung. EsseiT : H ~~ H ein symmetrischer Operator und J : H — H
ein konjugiert linearer beschrénkter Operator (wie z.B. die Konjugation) mit J? = 1
und T'o J C JoT. Dann besitzt T eine selbst-adjungierte Erweiterung.

Beweis. Aus TJ C JT folgt JT = JTJ? C J?TJ = TJ und somit TJ = JT.
Folglich ist Dom T = Dom(J o T)) = Dom(T o J) = J~}(DomT) = J(DomT). Da
J nicht linear ist, miissen wir den Adjungierten J* extra definieren: Fiir h € H
ist f+— (h,Jf) ein beschrinktes lineares Funktional, also existiert ein eindeutiges
J*h € H mit (h, Jf) = (f, J*h). Offensichtlich ist J* additiv und konjugiert linear,
da (f,J*(\h)) = (\h, Jf) = Xh, Jf) = XN f, J*h) = (f,\J*h). Wegen J? = 1 ist
auch (J*)? = 1.

Wir behaupten als néchstes, daf§ J*T™* = T*J*.

Sei dazu h* € DomT* und h € DomT. Dann ist (T Jh,h*) = (Jh,T*h*) =
(J*T*h*,h) und andererseits (T'Jh,h*) = (JTh,h*) = (J*h*,Th). Folglich ist
(J*T*h* h) = (J*h*,Th), d.h. J*h* € DomT* und T*J*h* = J*T*h* und somit
T*J* C J*T*. Wegen (J*)? = 1 folgt Gleichheit wie zuvor.

Sei nun h* € Ker(T* £ ¢). Dann ist T*J*h* = J*T*h* = J*(Fih*) = £iJ*h*.
Also ist J*(Ker(T*+i)) C Ker(T*Fi). Wegen (J*)? = 1 gilt auch die andere Inklusi-
on, also sind die beiden Defizienz-Riume vermoge J* isomorph als reelle SNR’e und
somit auch als komplexe Hilbert-Rdume (Wihle Orthonormalbasen und erweitere
die Bijektion zu einer linearen Isometrie) und damit besitzt T eine selbstadjungierte
Erweiterung nach (12.31), vgl. (12.32). O
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Cayley-Transformation
Fiir die M6bius-Transformation p : z — 2—13 gilt: 0 — —1,1— —i, 00— 1,7 — 0.
Da Mobius-Transformationen Geraden auf Geraden oder Kreise abbilden, bildet
diese RU {00} auf D und folglich die obere halb-Ebene auf die Einheitsscheibe D
ab. Die Umkehrabbildung ist durch w — z}f—z gegeben, denn aus 2—;; = w folgt
z(1—w) =i (14w). Da das Spektrum selbst-adjungierter Operatoren in R enthalten
ist und jenes unitérer Operatoren in p(R) = 9D, sollte u einen Zusammenhang

zwischen diesen Klassen von Operatoren bilden. Dies zeigen wir nun:

12.35 Theorem (Cayley-Transformation).

Die abgeschlossenen symmetrischen Operatoren T : H ~» H stehen in bijektiver

Beziehung zu den partiellen Isometrien U, fiir welche (1 —U) Init U dicht liegt, d.h.
{T: H~ H, abg., symm.} =2 {U € L(H) : U part. Iso., (1 — U) InitU dicht },

beziiglich der Relationen:

U= (T—-i)(T+4)*
T=i(1+U)1-U)"
D, (T) = Tnit U+
D_(T) =FiniU™.

Diese Zuordnung heifit CAYLEY-TRANSFORMATION, und das zu T" gehtérende U
heifit CAYLEY-TRANSFORMIERTE von 7.

Beweis. (—) Sei T ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Nach (3) in (12.22)
ist Bild(T =+ i) abgeschlossen, also ist Dt = Bild(T +4). Nach (2) in (12.22) ist
Ker(T + i) = {0}, also ist (T4 i)~' wohldefiniert auf Di und (T +4)~'Dy =
Dom 7T = Dom(T — ¢) und somit ist das wie angegeben definierte U ein wohldefi-
nierter Operator.

DomT
////li(l - U)
DL = Bild(T + 4)s-----=—- L A—— »Bild(T —i) = D+

Falls h € D}H dann ist h = (T 4 4)f mit einem eindeutigen f € DomT. Also ist
JURIZ = (T = ) fI = ITFI? + I£12 = (T + i) fI1> = |32 mach (1) in (12.22).
Folglich 148t sich U eindeutig zu einer partiellen Isometrie mit Init U := (Ker U)+ =
D+ und FiniU := BildU = D+ ausdehnen.

Esist (T+i)~' = £(1-U) : Df — Dom T, denn fiir f € DomT und h = (T+i) f
ist (1—U)h=h— (T —i)f =(T+4)f — (T —i)f = 2if.
Folglich ist (1 — U) Init U = Dom T und somit dicht.

Weiters ist (1+U)(T +4) =2T,denn (1+U)(T+i)f = (T+4)f+Uh=(T+
i) f+(T—i)f = 2T f,und folglich i(14+U)(1-U) ! =i(14U) 5 (T+i) = 52T =T.

(<) Sei nun U eine partielle Isometrie wie angegeben. Dann ist Ker(1-U) = {0},
denn fir f € Ker(1 —U) gilt Uf = f und somit ||f|| = [Uf||, d.h. f € InitU. Da
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U*U die orthogonal-Projektion auf Init U ist (siche (10.19)), ist f =U*Uf =U*f,
also ist f € Ker(1 — U*) = Bild(1 — U)* = {0}, d.h. f =0, da Bild(1 - U) 2
(1 - U) it U dicht liegt.

Sei D := (1 —U) InitU. Dann ist (1 —U)~!: D — Init U wohldefiniert. Also ist
T :=i(1+U)(1—-U)~! ein wohldefinierter Operator mit dichtem Definitionsbereich
D.

Init U
1 :V wi U)
D=(1-U) ity -—--———-- r___ » (14 U) Init U

Wieder ist (1-U) ™! = 5-(T+i) : D — Init U, denn fiir h € Init U und f = (1-U)h
ist (T +4)f = Tf +if = i(1+U)h+i(1 — U)h = 2ih.
Folglich ist Init U = Bild(T +4) = D, (T)*.

Weiters ist (T'—i)(1—U) = 2¢U, denn (T'—4)(1-U)h =i(1+U)h—i(1 -U)h =
2iU, und folglich ist (T — i)(T +4i)~' = (T —i)5(1 — U) = £2iU = U sowie
FiniU = Bild(T — i) = D_(T)*.

Es ist T abgeschlossen, denn sei f,, € (1 — U) InitU mit f, — f und Tf, — g.
Es sei h, € InitU so, daB8 (1 — U)h,, = fp. Dann ist T'f, = i(1 + U)h,, und somit
konvergiert 2i h,, = i(1 —U)h, +i(1+U)h, =if, +Tfn — if + g =: 2ih € Init U.
Also konvergiert f, = (1 —U)h, — (1 —=U)h und T'f, = i(1 + U)h,, — i(1 + U)h,
und somit ist g =i(1+U)h=T(1 -U)h=Tf.

Weiters ist T symmetrisch: Fiir f,g € D sei f = (1 —U)h und g = (1 — U)k mit
h,k € InitU. Dann gilt

(Tf,g) = i{(1+ U)h, (1 — U)K = i((h, k) + (Uh, k) — (h, UE) — (Uh, Uk)).

Da h,k € Init U ist (Uh,Uk) = (h, k), also ist (T'f,g) = i((Uh, k) — (h,Uk)) und
analog zeigt man (f,Tg) = —i((1 — U)h,(1 + U)k) = —i((h,Uk) — (Uh,k)) =
(Tf.g9). O

12.36 Folgerung. Die selbst-adjungierten Operatoren stehen vermdoge der Cayley-
Transformation in bijektiver Beziehung zu den unitéren Operatoren, die 1 nicht als
Eigenwert besitzen.

Beweis. Ein symmetrischer abgeschlossener Operator ist nach genau (12.32) dann
selbst-adjungiert, wenn {0} = D, also nach (12.35) genau dann wenn fiir zu-
gehorige partielle Isometrie /.. = H gilt, sie also unitér ist. Schlieflich haben wir
im Beweis von (12.35) gesehen, dafi die Dichtheit von Bild(1 — U) die Gleichung
Ker(1 —U) = {0}, d.h. 1 ist kein Eigenwert von U impliziert. Umgekehrt sei 1 kein
Eigenwert von U und f L Bild(1 — U), d.h. f € Bild(1 — U)* = Ker(1 — U*).
Also ist U*f = f und somit Uf = UU*f = f, d.h. f € Ker(1 — U) = {0}, also
Bild(1 — U) = (1 — U)(Init U) dicht. O

Man kann nun die Cayley-Transformation verwenden um aus der Spektral-Zer-
legung fiir beschrénkte unitédre Operatoren auch eine solche fiir unbeschréinkte
selbst-adjungierte Operatoren zu gewinnen. Wir werden aber im néchsten Abschnitt
allgemeiner die Spektral-Theorie normaler unbeschrénkter Operatoren entwickeln.
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Unbeschrinkte normale Operatoren

12.37 Definition. Ein linearer Operator T : H ~» H heifit NORMAL, falls er dicht-
definiert, abgeschlossen ist und T*T = T T* erfiillt. Klarerweise ist jeder selbst-
adjungierte Operator normal. Der Multiplikations-Operator T im Beispiel (12.4) ist
normal, aber man beachte, dal Dom T*T C Dom T gilt.

12.38 Lemma. Fiir dicht-definiertes abgeschlossenes T gilt:

1 Der Graph von T'|pom(r+T) ist dicht im Graphen von T.

2 T*T ist selbst-adjungiert (und insbesonders dicht-definiert).

3 1+ T*T ist beschrankt invertierbar, und fiir das Inverse gilt 0 < (1 +
T*T)"' < 1.

4 Der Operator T(1 +T*T)~1 ist eine globale Kontraktion.

Beweis. (3) 1+ T*T ist surjektiv: Es sei J : H ® H — H & H definiert durch
J(h @ k) = (—k) ® h. Nach (12.7) ist H @ H = GraphT* @ J GraphT. Zu h € H
existieren also f € DomT und g € DomT* mit 0@ h = J(f S Tf)+g® T g =
(-THief+gdT*g,dh. 0= —Tf + g und weiters h = f +T*g = f+T*Tf =
(1+7T*T)f. Also ist Bild(1 + T*T) = H.
1 + T*T ist injektiv: Fiir f € DomT*T ist Tf € DomT* und ||f + T*Tf||* =
LR + 20T A2 + [T > £ Also ist Ker(1+T*T) = {0},
Esist 0 < S:=(1+T*T)~t <1: Aus |1 +T*T)f| > || f| fiir alle f € DomT*T
folgt fiir h = (1 +T*T)f und S := (1 + T*T)~! die Ungleichung ||Sh| < ||A|, d.h.
|IS|| < 1. Weiters ist (Sh,h) = (f,(1+T*T)f) = ||f|I> + [|Tf]|* > 0, d.h. S > 0.
(1) Da T abgeschlossen ist, geniigt es zu zeigen, daf} fiir keinen Vektor g # 0
der Vektor g @ T'g € GraphT orthogonal ist zu {h & Th : h € DomT*T'}. Sei also
h € DomT*T. Dann ist

0={(9®Tg,h@®Th)=(g,h)+ (Tg,Th) ={g,h) + (g, T*Th)
= (g,(L+T*T)h).

Also ist g L Bild(1 +T*T) Y H und somit g=0.

(2) Aus (1) folgt, dal DomT™*T dicht ist in DomT und somit in H. Seien
fyg€DomT*T, d.h. f,g € DomT und Tf,Tg € DomT*. Folglich gilt (T*T'f, g) =
(Tf,Tg) = (f,T*Tg). Also ist T*T symmetrisch. Weiters hat 1 + T*T ein be-
schriinktes Inverses nach (3), also ist —1 ¢ o(T*T) und 1 4 T™*T ist abgeschlossen
nach (12.13) und folglich ebenso T*T. Wegen (12.26) ist T*T selbst-adjungiert.

(4) Wir setzen R := T(1+T*T)"! =TS : H — Dom(T*T) C DomT — H.
Falls h = (1 +T*T)f mit f € DomT*T C DomT, so ist |Rh|*> = | Tf]]* <
(1 +T*T)f||> = ||h]|? nach dem Beweis von (3). Also ist |[R|| < 1. O

12.39 Folgerung. Fiir jeden normalen Operator T : H ~» H gilt: DomT =
Dom T™* und ||Th|| = ||T*h|| fiir alle h € DomT. Normale Operatoren haben keine
echte normale Erweiterungen.

Beweis. Falls h € DomT*T = Dom TT*, so ist Th € DomT* und T*h € DomT.
Also ist ||Th||? = (T*Th,h) = (TT*h,h) = ||T*h|?.

Falls f € DomT so folgt aus (1) in (12.38), dafl eine Folge h,, € DomT*T
existiert mit h,, ® Th, — f @ Tf, also gilt ||Th, —Tf|| — 0. Nach dem ersten Teil
gilt || T*hy, — T*hu|| = [|Thy, — Thy,|| und somit existiert ein g € H mit T*h,, — g.
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Also gilt h,, ®T*h,, — f&g. Da T™ abgeschlossen ist, ist f € DomT™* und g = T* f.
Alsoist DomT C Dom T* und ||Tf|| = lim,, [|Thy|| = lim, || T*k,| = |lgll = |1T* -
Andererseits ist auch T normal und 7** = T nach (12.9) und somit Dom T™* C
DomT** = DomT.
Seien nun T C T beide normal. Dann ist 7% O T* und folglich DomT C
DomT = DomT* C DomT* = DomT. Also ist T =T. [0

12.40 Bemerkung. Es seien S, 51,52 : Hy ~» Hy und T, 11,15 : Hy ~» H3, dann
ist

T105+TQOS: (T1 +T2)OS;

ToS;+T0S, gTO(Sl+S2);

ToS;+ToSy=To(S+ 53) falls T global definiert ist.

Die erste Zeile folgt aus
Dom((Ty + T3) 0 S) = S~ (Dom(T} + Tz)) = S~ (Dom(T;) N Dom(T%))
= S~ HDom(T1)) NS~ (Dom(T))
= Dom(T} o S) N Dom(T3 0 S) = Dom((T} + T») o S).
Die zweite Zeile folgt aus
Dom(T 0 S1 +T 052) = Dom(T o S1) N Dom(7 o Ss)
= ST (DomT) N Sy (Dom T)
C (81 +S2) '(DomT) = Dom(T o (S1 + S3)).

Falls T global definiert ist, so gilt Gleichheit, denn dann ist S~!(Dom T') = Dom S
fiir S € {51, Sa, 51+ S2}. Andernfalls kann auch eine echte Inklusion vorliegen, wie
das Beispiel S; = id = — S5 zeigt, denn dann ist T o (S + S2) = 0 global definiert
und Dom(T 0 S; + T 0.S3) = DomT.

12.41 Lemma. Esseien H,, Hilbert-Ridume und T, € L(H,,). Es sei H := @, H,,
D :={(h,) € B, Hyn : >, |Tuhys||* < oo} und @, T,, : H ~ H definiert auf D
durch (hyp)n +— (Tyhn)n. Dann ist @, T, ein abgeschlossener, dicht-definierter
Operator. Sein Adjungierter ist (P, T,)* = @,,T,;, und @,, T), ist genau dann
normal, wenn alle T, es sind.

Fiir eine zweite Folge von Operatoren S, € L(H,) gilt: (B,,Tn) o (D,, Sn) C
@D, (T5, 0 Sp). Ist zusétzlich (||Sy||)n beschrénkt, so gilt Gleichheit.

Beweis. Da H,, C D fiir alle n, ist D dicht. Offensichtlich ist D ein linearer
Teilraum und T := @,, T}, linear auf D.

Beh.: T ist abgeschlossen.
Sei dazu h'9) eine Folge in Dom T mit h) @ Th\Y) — h@ g in H ® H. Dann gilt fiir
die Komponenten hf(f ) @Tnhg ) hyp, ® gn. Da T, beschrankt ist, ist T),h,, = g, und
somit ist >, | Tnhnll? = X, 191 = llg]I* < oo, d.h. h € DomT und klarerweise
gilt Th = g, also ist T abgeschlossen.

Beh.: DomT* = {(kn) : >, [T5kn||* < oo} und T*((kn)n) = (T)kn)n fiir
(kn)n € Dom T™.
Es ist £k € Dom T™ genau dann, wenn

hi (Th k) = > (Tuha, k) = Y (b, Tikn)

n

n
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auf Dom T ein beschrinkt lineares Funktional ist. Wegen der Cauchy-Schwarz-
Ungl. ist das fiir k mit Y., ||T7k,||*> < oo der Fall. Dafl T*k fiir solche k& durch
T*k = (T k,)n gegeben ist, ist offensichtlich.
Umgekehrt gilt falls |[(Th, k)| < C'||h|| fiir jede endliche Summe mit h,, := T, k,,
daB 3y, Tiken) = DI Tikal? < C/ShnlE = C /S Tika]® und somit
S Trkn||? < €2, also ist auch Y07 | || Tk, ||* < C2.

Sei nun S,, € L(H,,) eine zweite Folge von Operatoren, und sei T := @, T;, und
S =&, Sy Fir

suma||hn || < oo,
h € Dom(T o S) = {h = (h)n s 32, [1Snhnll? < oo, }
Zn ||Tn(thn)||2 < oo

ist offensichtlich h € Dom(&p,,(Ty © S,,)) und es gilt

(P10 80) (h) = DT 0 Su)1n) = (D T) (P Slhn)

(@) (@3)1)- (@7)- (@)
dh. (@, Tn) o (B,, Sn) € D, (T o Sy).

Falls ||.S,,|| beschrénkt ist, so ist wegen der Cauchy-Schwarz-Ungl. der Defini-
tionsbereich von S = @,, Sn ganz H und ||S|| = sup,, ||S.|. Falls h = (hy), €
Dom (D,,(T5, 0 S»)), so ist >, [T Snhn||* < 0o und somit k := Sh = (Sphy), in
DomT, d.h. h € Dom(T o S). Also gilt Gleichheit.

Wenn @,, T,, normal ist, so offensichtlich auch die Einschrankungen 7;,. Umge-
kehrt ist nach (12.39)

Dom(T*T) = {h € DomT : Th € DomT"*}

5, < oc.
Zn HTnhn” < 00,
= {h = (ha)n : =IIT 12
Zn | T,T, hnH2 < oo
——
=T,T:
={h € DomT”" : T*h € DomT}

= Dom(TT™),

und sowohl T*oT also auch ToT* sind Einschréankungen von @@ T oT,, = @ T, 0T
Also ist T normal. O

12.42 Theorem. Es sei P : B(X) — L(H) ein Spektral-Maf} wie in (11.7). Fiir
eine mefibare Funktion f : X — C betrachten wir eine Partition von X in mefibare
Mengen A,,, auf welchen f beschrénkt ist (z.B. A, := {z € X : n—1 < |f(z)| < n}).
Weiters setzen wir H,, :== P(A,)H und P, : B(A,) — L(H,) sei das Spektral-Maf3
P,(A) := P(A)|g,. Dann ist H = @,, H,. Und beziiglich dieser Zerlegung sei

[ sap ::ea/mmn aP,,
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d.h. fX f dP ist der normale Operator

(/X fdP)h = é(/Aw’fdPn) h

mit Definitions-Bereich

Dy = {h_;hneH:i'K/AnfdPn)hn 2<oo}.

Es gilt
Df:{hGH:/ |f\2dPh,h<oo}
X

und fiir h € Dy und k € H ist f € L'(| Py 1|) mit

) 1/2
Joutaipne < ([ 1rEana) "
X X

<(/deP>h,k>:/dePh7k.

Insbesonders héngt also der Operator f « J dP und sein Definitionsbereich nicht von
der Auswahl der A,, ab

Beweis. Da P(A) o P(A,) = P(ANA,) = P(A,) o P(A) ist H, = P(A,)H
ein P(A)-invarianter Teilraum, und somit ist P, ein wohldefiniertes Spektral-Maf}
fir H,. Wegen 1 = P(X) = P(],An) = >, P(A,) ist H = @,, H, und die
orthogonal-Projektion auf H,, ist durch h +— h,, := P(A,)h gegeben.

Da f|a, beschrénkt ist, ist [ A, J dPy ein wohl-definierter beschrénkter normaler
Operator auf H, nach (11.11). Nach (12.41) ist folglich [, fdP := &, fAn fdp,
ein normaler unbeschrankter Operator mit Definitionsbereich Dy.

Als niichstes zeigen wir die behauptete Gleichung fiir Dy:

Nach der Spektral-Theorie (11.11) fiir beschrénkte Operatoren gilt:

I(f sscaps)mnll = ([, sam) ([, £api)am.on)
—<(/A ffdPn>hn,hn>—<(/An 12 APy s o )
AL

n

denn fiir A C A, ist

Py n(A) = (P(A)h, h)

= (P(ANA,)h,h) = (P(A,)P(AN)P(A,) b, h)
= (P(A) P(Ap)h, P(Ap)h) = (P(A) b, hy)
= )

P(A) by b}y = (P, (A).
— Version 2004.3.29 —



[150] 12 SPEKTRAL-THEORIE UNBESCHR4NKTER OPERATOREN

Daraus folgt die behauptete Gleichung iiber Dy. Und somit ist der Definitionsbe-
reich von [ + [ dP unabhingig der Wahl der Partition in Mengen A,.

Sei nun h € Dy und k € H. Nach dem Radon-Nikodym Theorem existiert eine
meBbare Funktion v mit |u| = 1 und |Pj, x| = u Pj, k, wobei |Py, 1| die Variation von
Py ist. Bs sei fep := Y0y xa, f = fly,., a,- Es ist sowohl f<, als auch u f<,
beschrinkt und folglich gilt: -

/|f§n\d\Ph,k: :/|f§n|UdPh,k:<(/|f§n|udP)h,k>

< ([ 17<ntuar)] -1
und weiter

H(/|f§n\udP>hH2:<(/|f§n\udP>h, (/|f§n|udP)h>
= <(/|f§n\2dP)h,h> :/|f§n|2dph,h g/|f|2dph,h.

1/2
Alsoist [ |f<nld|Phs] < |IE] ( [P dPM) fiir alle 7. Da | f<,,| monoton punkt-

weise gegen | f| konvergieren, folgt daraus mittels des Satzes von B. Levi iiber mo-
notone Konvergenz, dafl f € L' (| Py, x|) und die gewiinschte Ungleichung

s < ([ 152 an) el

Da f<, beschrénkt ist, gilt nach (11.11) auch

<</f§ndp>h,k>:/fgndphvk'

Falls h € Dy und k € H, so folgt aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz, dafl

‘/fgndph,kﬂ/fdpfhk fiir n — oo.

Weiters gilt:

(/f<ndP)h:@/Anf|AndPnhn: (@/Anf

- <_/fdP> P(gAj) h= P(jQAj) (/fdP) h,

und da P(U;;l Aj) — P(X) = 1 in der SOT, folgt schlieBlich

<</f§ndp) h7k>—><(/fdP) hk).
<</deP)h,k>:/deph7k.

Das zeigt auch, daf§ der Operator [ + [ dP unabhéngig von der Auswahl der Parti-
tion in Mengen A,, ist. O

JANS dpn> (@ hk)

k<n

Also ist
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12.43 Proposition. Essei P : B(X) — L(H) ein Spektral-MaB. Fiir jede mefibare
Funktion f : X — C sei p(f) : H ~» H durch p(f) := [y fdP definiert. Dann gilt
fiir mefibare Funktionen f,g: X — C:

L p(f)" = p(f)-

2 p(fg) 2 p(f) p(g) und Dom(p(f) p(g)) = Dy N Dy .

3 Falls g beschrénkt ist, so ist p(f) p(g) = (f g).

4 p(f) p(f) = p(I£1?)-

Beweis. Zu gegebenen mefibaren Funktionen f,g : X — C wihlen wir eine Par-
tition von X in mefibare Mengen A, und definieren ein Spektral-Mafl P, auf
A, fir H, := P(A,)H wie in (12.42). Es sei p,, die zugehorige C*-Darstellung
der beschrinkten Funktionen auf A, auf H,. Dann ist p(h) := @, pn(h) fiir
he{f,f,g,fg}. Fiir die C*-Darstellung p,, gilt natiirlich (1)-(4) mit Gleichheit
iiberall. Unter Verwendung von (12.41) folgt nun:

(1), da

N = (@) =@ o) =@ o) =D

(2) Die Inklusion gilt, da

9) = (@ralh) o (@pn )) € Bealf) 0 onl9) = Ploalf 9))

= p(f 9)-

Weiters ist h € Dom(p(f)p(g9)) genau dann, wenn h € Dom(p(g)) = D, und
p(g)h € Dom(p(f)) = Dy. Letzteres heift, daB co > 3=, llon(f)(p(9)R)II> =

> lon(f g)h||? ist, d.h. h € Dy, liegt.
(3) Falls g beschrénkt ist, so ist Dy, = H und somit Dom(p(f)p(g)) = H N

Dom(p(fg)) = Dom(p(fg)).
Man beachte, dafl unter dieser Voraussetzung nicht p(g f) = p(g) p(f) gilt, wie in

[C,X.4.10] behauptet wird. Sei ndmlich z.B. ¢ =0, dann ist g f =0 und D,y = H
aber Dom(p(g) p(f)) = Dom(p()) C H.

(4) Nach (1) und (2) ist p(f)* o p(f) = p(f) © p(f) S p(|f]?) und Dom(p(f)* o
p(f)) = Dom(p(f)op(f)) = Dy N Ds 2. Bleibt also nur zu zeigen, dal Dy O D).
Sei dazu h = (hn)n € Djgp2, d.b. 32 [lpn(If1?)hnl|* < co. Zweimalige Anwendung
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung liefert

> lon(F)hnll* = Z<pn<f>* (f)hmhn>
< S 1onlf) pulfhnl
s(ZHpanF)hnu?) Il

< 00,

d.h. h e Df. ]
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12.44 Theorem. Essei N : H ~ H ein normaler Operator auf H. Dann existiert
ein eindeutiges Spektral-Mafi P definiert auf den Borel-Mengen von C, so daf

1 N = [.zdP(2).

2 P(A) =0 falls ANo(N) = 0.

3 Falls U C C offen ist und U Na(N) # 0, so ist P(U) # 0.

4 Ist A € L(H) mit AN C NA und AN* C N*A, so ist A(fcfdP) c

( Jo f dP) A fiir alle Borel-Funktionen f auf C.

Das Fugledge-Putnam Theorem gilt auch fiir unbeschrénkte normale Operatoren,
und somit kann die Hypothese in (4) auf AN C N A abgeschwiicht werden.

Zur Idee des Beweises: Falls N = [zdP(z), so konnten wir C in Kreisrin-
ge A, zerlegen. Es wiiren dann wohl H, := P(A,)H invariante Teilriume mit
H =@, H, und wir kénnen N mit der unbeschriankten Summe @, N|g, verglei-
chen. Umgekehrt sollten wir also eine Zerlegung H = @,, H,, in { N, N* }-invariante
Teilriume H,, finden, so dal N,, := N|g, ein beschrinkter normaler Operator ist.
Nach dem Spektral-Satz fiir beschrinkte Operatoren existieren dann Spektral-Mafe
P, mit N, = f zdP,. Diese wollen wir dann aufsummieren um ein Spektral-Maf
P fiir N zu erhalten.

Die Funktion f : z — ﬁ = (1 +zz)~! bildet C auf das Intervall (0,1] ab.
Den Kreisringen entsprechen dabei Teilintervalle. Um also die Rd&ume H,, ohne
das noch nicht vorhandene Spektral-Mafl P von N zu finden, betrachten wir die
Kontraktion S := (1 + N*N)~! > 0 aus (12.38) und die Bilder ihrer Spektral-
Projektoren (die wiren Po f~1 nach (11.58) fiir beschriinktes N) auf Teilintervallen
von (0,1] C [0,1] 2 o(S).

12.45 Sublemma. Essei N : H ~» H normal und S := (1+ N*N)~1. Weiters sei
S = fol tdP(t) die Spektral-Darstellung.

Dann ist SNCNS und SNS=NSS.

Falls A eine Borel-Teilmenge in [6,1] mit 0 < § < 1 ist, so ist Ha := P(A)H
eine {5, N, N*}-invariante Teilmenge von Dom N und N|p, ist ein beschrénkter
normaler Operator mit |[N|p,|| < /5 — 1 und S|u, ist invertierbar.

Beweis. Aus (12.38) folgt, dal .S und N S globale Kontraktionen sind.

SNCNS:
Sei dazu f € Dom SN, d.h. g := Sf € BildS = Dom N*N. Dann ist f = (1 +
N*N)g und somit N*Ng = f — g € Dom SN — Dom N*N C Dom N. Also ist
Ng € Dom NN* = Dom N*N und folglich ist Nf = N(1 + N*N)g = Ng +
NN*Ng= (14 NN*)Ng = (1+ N*N)Ng, wegen der Normalitit von N. Somit
ist SNf=S(1+N*N)Ng=Ng=NSf,dh. SNCNS.

Es folgt weiters SN S C N S S, und da Dom NS = H nach (12.38.4) und somit
auch DomSNS =H,ist SNS=NSS.

Sei nun A C [§, 1] eine Borelmenge.
Wir zeigen zunéchst, dal S : HAn — Ha ein Isomorphismus ist.
Da S mit seinen Spektral-Projektoren P(A) kommutiert, haben wir folgendes kom-
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mutative Diagramm:
H—2 »DomN'N C H

n| n|

b S g
H S H

Folglich hat S|p, dichtes Bild in Ha, denn S(Ha) = S(P(A)H) = P(A)(SH) ist
dicht in P(A)H = Ha, weil SH = Dom N*N in H dicht liegt. Fiir h € Ha, ist h =
P(A)h und somit [|Sh||> = (S2P(A)h,h) = ((fy 2 xadP) h,h) = [ t>dPy ), >
82Pun(A) = 62(P(A)h,h) = 6%||h||?. Also hat S|g, ein abgeschlossenes Bild in
Ha und da dieses dicht ist, ist S|g, ein Isomorphismus.

Es ist Ha € Dom N, denn Ha = S(Ha) C Bild S = Dom(N*N) C Dom N.

Beh.: Hp ist N-invariant.
Sei h € Ha und g € Ha mit h = Sg. Es sei R:= N S. Nach (12.42) ist SR=RS
und somit P(A) R = R P(A) nach (11.40) also Ha R-invariant. Folglich ist N h =
NSg=Rge€ Ha.

Beh.: Hp ist N*-invariant.
Falls Ny := N*und S; := (1+N;N1) "' = (1+NN*)"1 = (1+N*N)"1 = S. Aus
dem vorigen Argument folgt somit, dal N*Hx = NyHa C Ha.

Es folgt, daf§ die Einschréinkung N|z, ebenfalls normal ist.

Sei schlieflich h € Ha. Dann gilt d4hnlich wie zuvor

t )

INHIE = (N"NH.) = (VN + )= Dhh) = [ (=1 dPua(0)
< Inj 3 - .

Also st | N|g,l <4/3—1. O

Beweis von (12.44). Wie in (12.45) sei S := (1 + N*N)~! und R := N(1 +
N*N)~L Weiters sei S = fol tdP(t) die Spektral-Darstellung und P, := P(;37, 5]
und H,, := P,H fir n > 1. Also ist 1 = P(c(S)) = P({0}) + >.,—, P,. Da
Ker S = {0} ist, ist A = 0 kein Eigenwert von S und somit P({0}) = 0 nach
(11.18), also ist 1 = >_7, P, und somit H = @,, H,. Nach (12.45) ist H, ein
{N, N*}-invarianter Teilraum von Dom N und N,, := N|pg, ist ein beschrinkter
normaler Operator mit ||N,|| < y/n.
Ist also A € o(N,,), so ist

€o((1+N;Nu)™") = 0(Slu,) = (S o Po)ln,)

= U((/t.x(n}u’}l](t) dP(t))|Hn>

U(/tx(#l’%](t) dP(t))
= {tx(- 1)(t) : t € 0(5) € (0,1])} nach (11.59)

nti’n

L4 |AP2

N

N

[ 7]
n+1?’nl
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dh. o(N,) C{zeC:v/n—-1<|z| </n} = A,
Sei nun N,, = [ z2dP,(z) die Spektral-Darstellung von N,,, d.h. P, : B(A,) —
L(H,,). Es sei P auf jeder Borel-Menge A C C definiert durch

P(A) = é Pu(ANA,).

n=1

Esist P,(ANA,) eine orthogonal-Projektion mit Bild in H,, und somit P(A) eine
orthogonal-Projektion in B(H).

Um zu zeigen, dafl P ein Spektral-Maf} ist, beachten wir zuerst, daf§ klarerweise
P(X) =1. Falls A; und Ay zwei Borel-Mengen in C sind, so ist, da die Rdume H,
paarweise orthogonal sind,

Pu(A1NA)) (i Pa(A2NA)

1 n=1

NE

P(A1) P(A2) = (

Fllﬂ??ﬁ

P,(A1NAy) P(A2NA,)
1

3
Il

M

P,(A1NA2NA,)

3
Il

1
(A1 N Ay).

Fir h € H ist (P(A)h,h) = > 07 [ (P.,(ANAy)h, h). Falls also A,, paarweise dis-
junkte Borel-Mengen sind, so konvergiert 3 j P(A;) punktweise und es gilt:

(r(J)en)

I
—~
[~]#

=
—
3
&
D
>
s
N
=
>
~=

3
Il
—
<
Il
-

|
[
—
v
/N
2
g
D
>
3
N—
S
“;“
~

3
Il
-
<.
Il
—

o
NE

(Po(Aj N AR )Ry, hy)

>0

3
Il
_

~
Il
-

o
WE

<
Il

—
3
Il

—

(Pn(Aj N ARy, hy)

I
hE
=
s
ES
=

<.
Il
—

Also ist P o-additiv.
(1) Sei nun [2dP(z) := @, [2dP,(z) = @, N,, wie in (12.42). Dann ist
J zdP(z) C N, denn H,, C Dom(f zdP(z)) und falls h = Y hy, € Dom(6D,, Ny,),

so liegt (> ,<,, M) ® (X p<,, Nihi) € Graph N und dieser Ausdruck konvergiert
— Andreas Kriegl, Universitdt Wien —



UNBESCHRANKTE NORMALE OPERATOREN [155]

gegen h @ (fzdP(z))h Da N abgeschlossen ist, liegt h € Dom N und Nh =

(fzdP(z))h Da aber sowohl N als auch [zdP(z) := @,, N,, normal ist, gilt
nach (12.39) Gleichheit.

Beh.: Es ist o(N) =, o(Ny,).

Klarerweise ist |J7-, o(N,) C o(N). Da o(N) abgeschlossen ist, zeigt dies eine
Inklusion. Umgekehrt sei A ¢ |J;—; 0(N,,). Dann existiert ein § > 0 mit [\ —z| > ¢
fir alle z € o~ 0(NN,,). Also existiert (N, — A)~! und [|[(N,, — N) 7Y = ||z —
(z=A) "o < 5 fiir alle n. Folglich ist @, ; (N, — )" ein beschréinkter Operator
und gleich (N — A)~1, d.h. A ¢ o(N).

(2) Esgilt ANco(N)=0=Vn:ANo(N,) =0=Vn:P,(A)=0= P(A)=0.

(3) Falls U offen ist und U N o(N) # @, dann impliziert die obige Behauptung,
daB U Na(N,) # 0 fir ein n. Da P, (U) # 0 ist auch P(U) # 0.

(4) Sei nun A € L(H) mit AN C NA und AN* C N*A. Dann ist A(1 +
N*N) C (1 + N*N)A. Also ist SA C AS, und da beide Seiten global definiert
sind, ist SA = AS. Nach (11.40) kommutiert A mit den Spektral-Projektionen von
S und insbesonders ist H,, beziiglich A invariant. Somit ist A, := A|g, € L(H,)
und A, N, = N,A,. Also gilt A, f(N,,) = f(N,) A4, fir jede beschrinkte Borel-

Funktion f. Es folgt nun A (fx fdP) (B, An) o (B, Nn) € P(A, 0 N,) =

DN, 0 Ay) = (@, N) o (D, An) = ( s fdp) A, da @, A, ein beschrinkter
Operator ist. O

12.46 Theorem. Es sei N : H ~» H ein normaler Operator auf einem separablen
Hilbertraum H. Dann existiert ein o-endlicher Mafraum (X, u) und eine Q-
mef3bare Funktion f : X — C, sodal N unitér dquivalent ist zu My auf L*(p).

Beweis. Wir zerlegen N in die unbeschrdnkte Summe von beschrinkten nor-
malen Operatoren N,. Nach Theorem (11.34) existieren o-endliche Maf-Réume
(X0, Qp, ) und beschrinkte €2,-mefbare Funktion f,, so da N, unitir-dqui-
valent ist zu My, . Es sei X die disjunkte Vereinigung der X,, und Q := {A C
X : ANX, € Q, firalle n}. Falls A € Q so sel p(A) := > 7 (AN Xy,).
Weiters sei f : X — C definiert durch f|x, := fn. Dann ist f Q-mefibar und
N=@, N, ~@®, My, =My auf L2(X,Q,p). O

12.47 Beispiel. Wir wollen nun einen unitidren Operator U finden, welcher den
Impuls-Operator P : f +— i f’ in einen Multiplikations-Operator transformiert.
Dazu rufen wir uns die Fouriertransformation F : § — § aus Kapitel (8) in Erin-
nerung. Sie war durch

Fiy) = / f(z) e da

definiert und hat die Parsevalsche Gleichung

(Ff,Fg) = %<f7g>

1

erfiillt. Damit sie wirklich unitar wird, modifizieren wir sie durch einen Faktor Nors

d.h.
1 —izTy T
]‘—f(y)~—\/—2—ﬁ/Rf(=’17)€ dz.
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Da dann F : S — S eine surjektive Isometrie ist mit inverser F~1f = S(Ff)
(wobei S die Spiegelung bezeichnet) und S dicht liegt in L2, 1iBt sie sich zu einem
eindeutigen unitéren Operator F : L? — L? erweitern.

Fiir f € S ist, wie wir in (8.1) gesehen haben:

(PoF)f(y) = %% /R () e da

= \/%/Rf(x) (—iQ)xe_”y dx
= (FoQ)f(y),

wobei @ wie iiblich den Orts-Operator bezeichnet. Es ist also P|s = FoQ|soF !,
und da P der Abschlu von P|ce nach (12.6) und somit auch von P|s ist, und
auch @ analog jener von Qls ist nach (12.4), ist P = P_|3 = FoQ|soF ! =
Fo Qi\s oF 1 =FoQoF ' In der Tat geniigt es dafiir zu wissen, dal @Q der
Abschlufl von Q|s ist, denn natiirlich enthdlt P den Abschlufl von P|s, d.h. den
selbst-adjungierten Operator P|ls = Fo Qs o F~1 = FoQ|soF 1 = FoQoF 1.
Da selbst-adjungierte Operatoren maximal symmetrisch sind, muf3 dies P sein.

Da F~! = So Fist, gilt umgekehrt Q = F ' oPoF =S0FoPoS loF 1=
~FoSoSloPoF '=—-FoPoF ! demn

($0F)0) = <= [ eV o

= \/% /+°° f(z) e "2 dg
T J—c0
= 7\/% /Jr f(=xz)e ™Y dx

= \/%/H{Sf(ac)e_mydx
= (FoS)f(y)
und

d

(SoP)f(y)=P(f)(~y) =i f'(-y) = —i d—y(f’(*y)) = —(PoS)f(y)

1-Parameter Gruppen und infinitesimale Erzeuger

Motivation. In der klassischen Mechanik ist die BEWEGUNGSGLEICHUNG durch
das NEWTON’SCHE Gesetz

Flx)=m-& (Kraft = Masse X Beschleunigung)

geben. Durch den Ansatz ¢ := x und p := mz (Impuls = Masse x Geschwin-
digkeit) wird diese gewshnliche Differential-Gleichung 2.ter Ordnung in folgende
Differential-Gleichung 1.ter Ordnung iibergefiihrt:

1

Gg=—p
m

p=F(q)
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Ist das Kraftfeld ein Gradientenfeld, d.h. F' = — Grad U, und definiert man die
ENERGIE E (= Hamilton-Funktion H) als Summe der KINETISCHEN ENERGIE

=12 2
% = % und POTENTIELLER ENERGIE U(q) so erhélt man

E(q,p) = ol Ulq)
T 2m
und %—E = GradU = —F und %—E = Ly Also ist die Energie eine BEWEGUNGS-
q D m
INVARIANTE, d.h. £ E(p,q) = $Ep+ $E 4= L2 F(q) — F(g) Z = 0 und die Bewe-
gungsgleichung ist dquivalent zu
. OF
q= ap
. OF
b=
Wenn wir dies nun in die Quanten-Mechanik iibersetzen, so wird p zum Dif-
ferential-Operator P = %% : f — f" und g zum Multiplikationsoperator Q = x
mit der Identitdt. Die Energie-Funktion wird dann zum SCHRODINGER OPERATOR:
S = —% (%)2 + U(z), beziehungsweise in mehreren Variablen zu

ﬁ2
§=—5-A+U()

Die entsprechende Bewegungsgleichung ist die SCHRODINGER GLEICHUNG
d
ith—u = Su.
dt
Von ganz dhnlicher Bauart ist auch die Warmeleitungs-Gleichung

Zu=Au.
dtu u

Auch die Schwingungs-Gleichung ‘% = Au 1483t sich mittels des Ansatzes v = %u
in die Form

dfu_(0 1) (u

dt\v) \A 0 v
bringen.

Wir miissen also Gleichungen der Gestalt @ = Aw losen, eine lineare gewOhn-
liche Differential-Gleichung 1.ter Ordnung. Fiir beschrinkte Operatoren auf Ba-
nachriumen ist die Losung nach (3.9) durch u(t) = u(0) e! 4 gegeben. Die in obigen
Situationen auftretenden Operatoren sind aber partielle Differential-Operatoren
zweiter Ordnung, also keine stetigen Operatoren auf Banach-Raumen. Fiir Fré-
chet-Réume wie C*°(R, R) muf} aber die Reihe e!4 =" ’;—,A” nicht konvergieren.
Also sollten wir A als lineare (unbeschriinkte) Operatoren auf L? auffassen, und fiir
solche et 4 definieren.

Man beachte, dal der Laplace Operator selbst-adjungiert ist. Nach einem Re-
sultat von [K] ist der Schrodinger Operator S = —%A + U(x) unter geeigneten
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Wachstumsbedingungen an das Potential U wesentlich selbst-adjungiert, siehe auch
[V,253].

Es sei t — uy(t) die Losungs-Kurve zum Anfangswert u(0) = = einer gewdhn-
lichen Differentialgleichung & = A(u). Dann hat die Abbildung U : (¢,2) — u.(t)
dort wo sie definiert ist, offensichtlich folgende Eigenschaften:

U,z) ==z
Ut+s,x)=U(t,U(s,x)).

Sie heifit auch der Fruss der Differentialgleichung. Ist A linear, so ist klarerweise
auch z — U(t,z) linear, und somit & :R — L(H) eine Kurve mit 5’(0) =1 und
(v](t +3s) = [\}(t) o (\}(s) Es ist also (\} : R — L(H) ein Gruppen-Homomorphismus.
Und fiir alle = € H gilt LU(1)(x) = Sua(t) = Alus(t) = (Ao U(t))(x). Ins-

v
besonders ist also die punktweise Ableitung der Kurve U bei 0 genau A. Diesen
Zusammenhang zwischen Operatoren und 1-Parameter Untergruppen wollen wir
nun auf unbeschrénkte selbst-adjungierte Operatoren iibertragen.

12.48 Stone’s Theorem.

Sei S : H ~» H selbstadjungiert und S = fjo(fth(t) seine Spektral-Darstellung.
Da fiir ¢ € R die Abbildung s +— €® beschriinkt auf R ist, existiert U(t) :=
ets = fj;:) e* dP(s) € L(H). Weiters ist U(t)* = e~™° und somit U(t) o U(t)* =
et oe ™ =0 =1und U(t)* o U(t) = e 5 0 e =1, d.h. U(t) ist unitér.

Wegen e* - e = e* T ist U(t) o U(s) = U(t+ s). Weiters ist U SOT-stetig, denn
[U@)h=U(s)h|| = |U(t=s+s)h=U(s)h| = [[U(s) (U(t=s)h=h)|| = |U(t—s)h—h]|.
Also geniigt zu zeigen, daB8 [|U(t)h — h||* = [ |e*** — 1|2 dPy 4 (s) — 0 fiir ¢ — 0.
Es ist Py, ein endliches Mafl auf R und fiir jedes s € R gilt |e??* — 1|2 — 0 fiir
t — 0 und |e?*® — 1|2 < 4. Also folgt aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz,
daB U(t)h — h fiir t — 0.

Theorem. FEs ist eine Bijektion

{S: H ~ H, selbstadjungiert} = {U : R — L(H), unitédre Darstellung}

vermoge
+oo ) —+oo
Ul(t) ::/ e " dP(t) fiirS:/ tdP(t)
. d . d
18 = ahon(t)h fiir h € Dom S := {h: H%hZOU(t)h}
gegeben.

Beweis. Dal U eine unitdre Darstellung ist, haben wir gerade gezeigt. Es ist
1(U(t) — 1) — i8S = fi(S), wobei fi(s) := +(e'** — 1) —is. Fiir h € Dom S ist
also

2 2

dPh,h(S).

ezts —1

— 18

H%(U(t)h—h)—z’Sh

— 1SR = /
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Fiir t — 0gilt 1(e’**—1)—is — 0 und wegen des Mittelwertsatzes [e’* —1| < |s] fiir
alle s € R . Also ist | fi(s)| < 1]e"* — 1| +|s| < 2|s|. Daid € L?(Py,) nach (12.42),
folgt aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz, daf lim;_.o (U (t) — 1)h =i S h.

Sei D :={h € H : &|,_oU(t) h existiert in H}. Fiir h € D sei Sh definiert durch
Sh = —i L|,_oU(t) h.

Man sieht sofort ein, daB S ein linearer Operator ist. Nach (2) ist S eine Erweiterung
von S und somit ist auch S dicht-definiert. Fiir h,g € D gilt:

z L JUMh—=h N U(-thg—g\ _,, &
(3h.g) = ~i lim( === g) = lim(h, —i 1= ) = (h, S,
weil U(t)* = U(t)~" = U(—t). Also ist S eine symmetrische Erweiterung von S
und,Nda nach (12.29) der selbst-adjungierte Operator S maximal symmetrisch ist,
gilt S= S und D =Dom S.

Sei umgekehrt U : R — U(H) eine unitédre Darstellung, D := {h € H :
3L|,_oU(t) h} und Sh:= —iL|,_oU(t)h fiir h € D.

Beh.: D ist dicht in H.
Dazu definieren wir Operatoren R,, durch

Rnhzz/ e "U(L)hdt.
0

Da [|[U(t)h|| = ||h]] und (t — e~%) € LY*(RT), ist dieses Integral wohldefiniert
und es gilt |[Ruh| < [5% et ||hl|dt = —e~* ||h]|[§2y = ||h||. Offensichtlich ist somit
R, : H — H ein beschréinkter linearer Operator mit | R,| < 1.

Wir wollen nun zeigen, dafl das Bild von R,, ganz in D liegt. Sei dazu h € H, dann
ist

*%(U(t)’l)R"h:J/ G’SU(H%)hdH%/ e~ U(2) hds
0 0

:—7/ e*<T*”t>U(g)hdr+%/ e U(2) hds
n 0

t

emt—1 e I
= —in e *U(2)hds +in— e U(L)hdr
nt 0 n nt 0 n
et —1

nt
Roh+ine™ #/ e "U(%)hdr.
0

Fiir t — 0 gilt
et — 1
nt

Also ist R,h € Dund SR, h=—in (R, — 1)h.
Fiir die Dichtheit von D geniigt es zu zeigen, dal R,h — h fiir n — oo und
h € H beliebig. Es gilt

oo oo
Rnh—h:/ e‘tU(%)hdt—/ e~ hdt
0 0

1 nt
—1, " —1 und—t/ e "U(L)hdr — e®U(0) h = h.
nt Jo

_ /OO et (U(L)h — h) dt.
0
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Fiir € > 0 sei 6 > 0 so gewéhlt, daB ||[U(t)h — h|| < e fiir alle |¢| < 0. Dann ist
[Rale =l < [ et UG~ b
0

nod 0
g/ f%ﬁ+/<ﬁmmﬂW+MMﬁ
0 no

§6+/ e *2ds
nd

< 2g,

falls n = n(g,0) so grof gewihlt wurde, dafl f:; e *ds < 3.
Beh..: S ist symmetrisch, denn fiir h, k € D ist
0= _i%|t:0<h7 k)
= —iZli=o(U(t)h,
= (—igli=oU (),
= (Sh, k) — (h, Sk).

U(t)k)
U(0)k) = (U(0)h, =i g [i=oU (£)k)

Nach (12.19) ist S abschlieflbar und wir bezeichnen den Abschlufi von S wie-
der mit S. Nach (12.25) miissen wir fiir die selbst-Adjungiertheit nur zeigen, daf§
Ker(S* +4) = {0}, oder dquivalent, dafl Bild(S + 4) dicht ist. Dazu berechnen wir

(S+i)o(—iRy) =i*(Ry — 1) — iRy =1,

also ist S + 4 surjektiv.
Definiert man analog zu R,, einen Operator T}, durch T, h := fooo et U(—%)h dt,
und zeigt S oT,, = in (T, — 1) h, so erhilt man

(S —i)o(iTy) =i*(Ty — 1) —i°Ty =1,

also ist auch S — ¢ surjektiv.
Sei nun & € D. Dann ist LUEAZUOr _ ) U1y yng da L|,_oU(s)h =

lim,_,q %h existiert, gilt das auch fiir
iU(t)h ~ lim U(t+s)h—=U(t)h
dt s—0 S
—1 -1
= lim U(t)&h = U(t) lim U(Lh
s—0 S s—0 S
=U(t)(zSh).

Andererseits ist aber U(Hs)’;_U(t)h = U(ss)_l U(t) h, also ist U(t)h € D und

d U(t+ s)h — U(t)h
Loy = i LEEDR =TGR
dt s—0 S s—0

U(s)—1

U(t)h =iSU(t) h.

Die Rechnung zuvor hat gezeigt, dafl fir h € D = Dom S = Dom(U(t)S) die
Gleichung U(t)Sh = i4U(t)h = SU(t)h gilt, d.h. U(t)S € SU(t). Dies wire
auch direkt aus (12.43) gefolgt.
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Sei nun V() := exp(i St). Wir miissen zeigen U = V. Sei dazu h € D. Nach
Obigen ist V(t)h € D und es gilt

d .

dtV( Yh =iSV(t)h.
Ahnlich gilt:

dtU(t) =iSU(t)h

Folglich ist ¢ — h(t) := U(t) h — V(¢) h differenzierbar und
h'(t) =iSU@#)h—iSV(t)h =i S h(t).
Es ist

RO = 5 (h (D),

Somit ist h konstant, und damit h(¢) = h(0) = 0 fiir alle ¢, i.e. U(t)h = V(¢)h fiir
alle h € D und alle t € R. Da D dicht ist, ist U = V. [

12.50 Proposition. Der infinitesimale Erzeuger ist genau dann beschrinkt, wenn
lim; ¢ [|U(t) — 1|| = 0 ist, d.h. U Norm-stetig ist.

Beweis. (=) gilt wegen ||U(t) — 1| = [|expitT —1|| = || [, (T) et —1)dP(s)| =
s — €' — 1|l = sup{le’t®* — 1] : s € o(T)} — 0 fiir t — 0, da o(7T) beschriinkt
ist.

(<) Angenommen [|U(t) — 1| — 0 fiir ¢ — 0. Es sei 0 < ¢ < 7. Dann existiert
ein to > 0 mit |U(t) — 1| < e fiir [t| < to. Da U(t) — 1 = [/ p(e"** —1)dP(s)
ist sup{|e’®® — 1] : s € o(T)} = ||U(t) — 1| < ¢ fiir diese t. Fiir § abhingig von
e gilt somit ts € |J,cz |27 — 9,270 + 0] =: G fiir alle s € o(T") und [t| < to. Da
die Intervalle disjunkte Komponenten von G sind und fiir s € o(T) das Intervall
{ts : 0 < t < to} enthalten ist in G, ist |ts| < § fiir alle |t| < . Insbesonders
ist too(T) C [9,6]. Und somit o(T") beschrénkt und damit 7" beschrénkt, denn
T= fU(T) zdP(z) € L(H), da (z — z) beschrinkt ist auf o(7T"). O

12.51 Theorem. Es sei H separabel und U : R — L(H) erfiille die Voraussetzun-
gen (1) und (2) aus (12.48). Falls fiir alle h,k € H die Abbildung t — (U(t)h, k)
Lebesgue-mefBbar ist, so ist U SOT-stetig.

Beweis. Essei0 < a < oound h,g € H. Dann ist ¢ — (U(t)h, g) eine beschrénkte
mefibare Funktion auf [0, a], also gilt

[ 1wongld < alvl gl
Folglich ist h — fo t)h,g) dt ein beschranktes lineares Funktional auf H. Es
existiert also ein g, € H mit (h, gq) fo t)h,g) dt fir alle h € H und ||g.| <

allgll-
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Wir behaupten nun, daf das Erzeugnis von {g, : g € H,a > 0} dicht liegt in H.
In der Tat, angenommen h € H ist orthogonal auf alle g,. Dann gilt fiir alle
a>0und g € H,daB 0 = (h,g,) = [, (U dt. Also ist (U(_)h,g) = 0 fast
iiberall auf R. Da H separabel ist, ex1stlert eine Te1lmenge A C R von Maf 0, s.d.
(U(t)h,g) = 0 fiir alle ¢t ¢ A und ¢ in einer fixen abzihlbaren dichten Teilmenge
von H. Also ist [|h|| = [[U(t)h|] = 0 fiir t ¢ A.

Fiir s € R gilt nun:

(h, U(8)ga)

<U(*S)h, ga>
(U)U(=s) h,g)dt

Il
\o\h

a

(U(t — s)h,g)dt

a—s

({U(t)h, g) dt

H/ D), g) dt = (b, ga)

Also konvergiert (h,U(s)gq) — (h,gq) fiir s — 0. Da {g, : @ > 0,9 € H} dicht
ist und wegen der gleichmiiligen Beschrinkheit, ist U : R — B(H) beziiglich der
WOT stetig bei 0. Wegen der Gruppen-Eigenschaft ist U iiberall stetig bzgl. WOT.
Also ist U auch SOT-stetig. Es ist ndmlich:

[U@A = nl* = {(U(t) = Dh, (U(t) — 1)h)
=(U@®) = 1)*(U(t) = 1h, h)
=(U(=) =1)(U() = 1)h, )
=((U) —=U(—t) = U(t) +1)h,h)

Da selbst-adjungierte Operatoren auf separablen Hilbert-R&umen als Multiplika-
tions-Operatoren dargestellt werden kénnen, braucht man nur die 1-Parameter Un-
tergruppen dieser Operatoren zu bestimmen:

12.52 Proposition. Es sei (X,Q, u) ein o-endlicher Maf-Raum und f eine reell-
wertige Q-mefbare Funktion auf X . Es sei S := My auf L?(u). Dann ist exp(it S) =
Me,,, wobei e;(x) := exp(it f(x)) ist.

Beweis. Esist Dom My = {h € L? : fh € L?}. Wir miissen also nur zeigen, daf}
%\t:oe“fh = ifh fiir alle h € Dom My. Punktweise gilt offensichtlich

oo () = if (@) h(a) = i (2)hz).

Um den Satz iiber dominierte Konvergenz anzuwenden, bendtigen wir eine obe-
nf(T

re Schranke fiir = e =Lh(x) —if(z)h(x)|? diese erhalten wir wie im Beweis von
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(12.48) mit s = f(x):

eitf(x) -1
t

2
W)~ if@h(z)| =

~|(¢ L) ~is) h(e)

t
= | fi(s)h(x)|*
< [2sh()* = 4] f(2)h(2)],

‘ 2

und da f h € L? ist der Beweis vollstindig. [
12.53 Theorem. Es sei P: f — if’ definiert auf

D :={f € L*(R) : f ist lokal absolut-stetig und f' € L*(R)}.

Dann ist P selbst-adjungiert und die zugehdrige 1-Parameter Untergruppe U ist
durch U(t)f : x — f(x —t) gegeben.

Beweis. Wir haben gesehen, da die Fourier-Transformation F : L? — L? ein
unitérer Operator ist, welcher P in @ transformiert, d.h. P = FQF ~1. Nach (12.52)
ist die unitédre 1-Parameter Gruppe Ug zu @ gegeben durch Ug(¢) ist Multiplikation
mit & — e¥*. Die unitiire 1-Parameter Gruppe Up zu P ist folglich durch Up(t) =
FUq(t)F~! gegeben. Wir haben in (8.1) gesehen, daf fiir g € S folgendes gilt

f@ﬂ@@=7%4wwmfmw

— \/LZ_W /Rg(x) e~ @W=t) gy
=F(g)(y—1)
= (TyFg)(y).

wobei T; den Verschiebungs-Operator bezeichnet. Folglich ist

Up()(f) = (FUQO)F ) f = FUo)(F ' f) = T(FF'f) = Tof. O
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