Stochastik - Lehramt, WS2023/24.

Ubung 1., 9.-15. Oktober 2023)

1. Zwei Wiirfel werden geworfen. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide die selbe Augen-
zahl zeigen?

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die beiden Augenzahlen um mehr als zwei unter-
scheiden?

2. Ein Unternehmen gibt NV verschiedene Arten von Kupons aus. Ein Sammler kauft £ Kupons
(wobei jeder Ausgang gleich wahrscheinlich ist). Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie
alle unterschiedlich sind?

3. (Fortsetzung). Sei o > 0 und setzen wir k = |V N |. Zeigen Sie, dass diese Wahrschein-
lichkeit einen Grenzwert hat, wenn N gegen unendlich konvergiert, und berechnen Sie ihn.
(Sie konnen die Tatsache verwenden, dass

log(l4+ )~

wenn = gegen 0 konvergiert). Was ist der Zusammenhang mit dem Geburtstagsproblem?

4. Ein voller Satz von n = 52 Karten wird zufillig in zwei Hélften geteilt. Finden Sie
einen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, dass jede Halfte die gleiche Anzahl von roten und
schwarzen Karten enthélt.

5. (Fortsetzung.) Verwenden Sie die Stirling-Formel, um eine N#herung fiir dieselbe
Wahrscheinlichkeit zu finden, und geben Sie diesen Naherungswert numerisch an.

6. Maria wirft zwei Miinzen und Johannes wirft eine Miinze. Wie grofs ist die Wahrschein-
lichkeit, dass Maria 6fter Kopf als John bekommt? (Ist das iiberraschend?) Beantworten Sie
die gleiche Frage, wenn Maria drei Miinzen wirft und Johannes zwei.



Ubung 2 (16.-22. Oktober 2023)

7. Sei Q ={wy,...,wn}, F = P(). Seien weiters p1,...,p, > 0und p1+...+p, = 1. Zeigen
Sie dass

P(A):= Y p, A€cF (1)

iw; EA
ein Wahrscheinlichkeitsmafl definiert.

8. (Fortsetzung) Zeigen Sie dass jedes Wahrscheinlichkeitsmafy auf (Q,F) =
({w1,...,wn}, P(Q)) von der Gestalt (1) ist.

9. Wir wollen einen unfairen Wiirfel betrachten, bei dem die Wahrscheinlichkeit einen 6Ger zu
wiirfeln doppelt so grofs ist, wie die Wahrscheinlichkeit einen ler zu wiirfeln und die Ziffern
von 1 bis 5 jeweils mit der selben Wahrscheinlichkeit auftreten. Geben Sie eine Wahl von
(Q, F,P) an, mit der man dieses Experiment modellieren kann.

10. Seien A, B Ereignisse mit P(B) > 0 und P(A) > 0. Zeigen Sie, dass P(A|B) > P(A)
genau dann, wenn P(B|A) > P(B). Wir sagen dann, dass A und B positiv korreliert sind.

11. Wir werfen N-mal eine Miinze. Sei A = “der erste Wurf ist Kopf”, und B = “wir
bekommen insgesamt mindestens k Kopfe”. Zeigen Sie, dass A und B positiv korreliert sind.

12. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € F,P(B) > 0. Wir definieren Q : ¥ —
[0, 1] durch
Q(4) = P(4]B).

Zeigen Sie dass Q wiederum ein Wahrscheinlichkeitsmafs ist.



Ubung 3 (ab 23. Oktober 2023)

13. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und E, F' C R. Zeigen Sie, dass

fweQ: X(weFEtN{weQ: X(w)eF}={we: X(w) e ENF},

{weQ: X(w) e ElU{weN: X(w)e F} ={weN: X(w)e EUF},
fweQ: X(w)eR\E}={weQ: X(w) e E}".

(Diese Eigenschaften stimmen auch, wenn mehr als zwei Mengen betrachtet werden.)

14. Sei Q@ =Rund X : Q@ = R, X(w) = w(w — 1)(w + 1). Bestimmen Sie die Menge

{weQ: X(w) €0,1]}.

15. Sei (22, P(Q2),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum wobei €2 eine endliche Menge ist. Sei weiters
X : Q — R eine Zufallsvariable. Wir definieren fir A C R

Q(A) =P({w € 2: X(w) € A}).
Zeigen Sie das Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, P(R)) ist.

16. Gegeben ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion

p:R—=[0,1],p(1) = 1/6,p(2) = 2/6,p(3) = 1/2,p(z) =0

sonst. Geben Sie konkret einen Wahrscheinlichkeitsraum und eine Zufallsvariablen X auf
diesem an, sodass X diese Wahrscheinlichkeitsfunktion hat.

17. Eine Zufallsvariable ist ein fairer Wiirfel, falls fiir die entsprechende Wahrschein-

lichkeitsfunktion gilt, dass p(1) = p(2) = ... = p(6) = 1/6. Kann man auf dem Raum
Q = {a,b,c,...,z} ein Wahrscheinlichkeitsmaf P und eine Zufallsvariable X definieren, so-
dass X ein fairer Wiirfel ist? (Falls ja, bitte angeben.)

18. Gegeben sind Wahrscheinlichkeitsfunktionen

p,q: R —[0,1],p(0) = ¢(1) = 0.1,p(1) = ¢(0) = 0.9, p(x) = g(x) = 0 sonst.

Geben Sie konkret einen Wahrscheinlichkeitsraum und Zufallsvariablen XY auf diesem an,
sodass X, Y diese Wahrscheinlichkeitsfunktionen haben.



Ubung 4

19. Seien Ay, Ao, ..., A5 unabhéingige Ereignisse. Zeigen Sie, dass A1UA3UAs, A4 unabhéngig
sind. Zeigen Sie weiters, dass A1 U Ay U Az, A4 N A5 auch unabhéngig sind.

20. Seien A, B unabhéngige Ereignisse. Kann es dann sein, dass A = B? Bzw. was folgt
wenn A = B gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von A?

21. Eine unfaire Miinze (mit der Wahrscheinlichkeit, Kopf zu erhalten, gleich p > 0) wird
wiederholt und unabhéngig geworfen, bis der erste Kopf beobachtet wird. Sei A das Ereignis,
dass der erste Kopf bei einem geradzahligen Wurf eintritt. Benutzen Sie das Gesetz der
vollstdndigen Wahrscheinlichkeit, um P(A) zu berechnen. Oder berechnen Sie es direkt durch
Summation einer geometrische Reihe.

22. Informationen werden digital als Bindrsequenz (“Bits”) iibertragen. Leider ist der Kanal
nicht perfekt: jede gesendete Ziffer i € {0,1} wird mit Wahrscheinlichkeit « als 1 — ¢ emp-
fangen (jeweils unabhéngig von einander). Nehmen Sie an, dass unabhéngige Ziffern iibertra-
gen werden, und jede Ziffer entweder gleich 0 mit Wahrscheinlichkeit 3/4, oder gleich 1 mit
Wahrscheinlichkeit 1/4 ist.

Gegeben dass das empfangene Signal 00 ist, was ist die Wahrscheinlichkeit dass 00 genau
das gesendete Signal war? (Benutzen Sie den Satz von Bayes).

23. Angenommen beim Lotto “6 aus 45” wird eine Million Euro ausbezahlt, wenn man alle 6
richtig errdt, andernfalls erhélt man nichts. Was ist der Erwartungswert des Gewinns, wenn
man einen Schein ausfillt.

24. Seien X,Y 7ZV auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie, dass dann
E[X - Y] =E[X] - E[Y].

25. Seien X,Y ZV auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie, durch Angabe
eines Beispiels, dass dann im allgemeinen nicht E[XY] = E[X]E[Y].



Ubung 5

26. Wir werfen wiederholt eine Miinze, fiir die die Wahrscheinlichkeit von Kopf gleich p ist,
bis wir insgesamt r Kopfe bekommen (wobei » > 1). Sei X die entsprechende Anzahl von
Wiirfen. Zeigen Sie, dass

k—1

]P’(sz)z(r_l

)pr(l —p)T (k=)

27. (Fortsetzung) Was ist der Erwartungswert von X7 Berechnen Sie ihn (zB) mit Hilfe der
Linearitdat des Erwartungswertes (fithren Sie geeignete geometrische Zufallsvariablen ein).

28. Seien A, B C () Ereignisse. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariabelen X := I4, Y := Ig genau
dann unabhéngig sind, wenn A und B unabhéngig sind. (Die Indikatorfunktion einer Menge
C C Q ist definiert durch I¢(w) =1 falls w € C und I¢(w) =0 falls w € C°.)

29. (Fortsetzung) Zeigen Sie, dass im unabhéngigen Fall E[XY] = E[X]E[Y].

30. Gegeben seien disjunkte Ereignisse Ap, As, A3 und weitere disjunkte Ereignisse By, B
sowie a1, ag,as, by, by € R. Seien weiters A; und Bj fir ¢ € {1,2,3,},j € {1,2, } unabhéngig,
sodass auch die Zufallsvariablen

X = a1IA1 + CLQIA2 + a3IA3, Y = bljBl + bQIBQ

unabhéngig sind. Zeigen Sie wiederum, dass E[XY| = E[X|E[Y].

31. Sei X eine (diskrete) Zufallsvariable mit Var(X) = 0. Zeigen Sie, dass es eine Zahl ¢ € R
gibt, sodass P(X = ¢) = 1.

32. Sei N eine Zufallsvariable mit Werten in N = {0,1,...}. Zeigen Sie, dass

E(N) =) P(N >n).

n>0

Hinweis: Beginnen Sie mit der rechten Seite, und driicken Sie das Ereignis als disjunkte
Vereinigung aus: man kann sich iiberlegen, dass P(N > n) = ppi+1 + pny2 + ... (wobei
pr = P(N = k) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bezeichnet).



Ubung 6

33. (Fortsetzung.) Ich verkaufe mein Auto auf Willhaben und erhalte zufillige Angebote.
Nehmen wir an, dass die Ordnung der ersten n Angebote eine zufillige Permutation ergibt.
Meine Strategie ist, auf das erste Angebot N zu warten, das grofer ist als das erste Angebot,
das ich bekomme (also stets N > 2). Zeigen Sie, dass ich durchschnittlich unendlich lange
warten muss. (Hinweis: berechnen Sie P(N > n) und verwenden Sie die Formel der letzten
Aufgabe.)

34. Schlieflen Sie aus Var(Y) > 0, dass stets (E[Y])? < E[Y?]. Zeigen Sie diese Ungleichung
auch aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

35. (Fortsetzung.) Zeigen Sie weiter, dass E| X —EX| < o falls X eine diskrete Zufallsvariable
mit endlicher Varianz ist.
Hinweis: Betrachten Sie Y = | X — EX]|.

36. Bezeichnen X1, X», X3, ... unabhéngige faire Wiirfel und X_ = (X1 +...+ X,)/n fir
n > 1. Bestimmen Sie EXj9, EX;9 und Var(X;), Var(X1y), Var(Xig0)-

37. Sei X eine Zufallsvariable (auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum). Wir definieren
eine Funktion V' durch
V(z) =E(X —2)?); zeR.

Driicken Sie die Zufallsvariable V(X ) durch y,0? und X aus. Schlieken Sie daraus, dass



Ubung 7

38. arithmetisch-quadratische Mittelungleichung: Seien zi,...,x, > 0. Zeigen Sie (zB
mithilfe der Jensen’schen Ungleichung), dass

SERS
M-
A

1 n
n;@"iﬁ

Hinweis: Betrachen Sie 2 = {1,2,...,n} und eine Zufallsvariable mit X (i) = x;.

39. (freiwilliges Zusatzbeispiel) geometrisch-arithmetische Mittelungleichung:  Seien
Z1,...,Tn > 0. Zeigen Sie mithilfe der Jensen’schen Ungleichung, dass

n 1/n n
1

40. Seien X1,...,X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen. Sei p der Er-
wartungswert und o2 die Varianz. Bestimmen Sie mit Hilfe der Chebyshev’schen Ungle-
ichung eine Stichprobengréfte n, damit die Wahrscheinlichkeit mindestens 0,99 betrégt, dass

der Stichprobenmittelwert (empirisches Mittel) X,, = (X1 + ... + X,,)/n innerhalb von zwei
Standardabweichungen von p ist.

41. Seien X und Y diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung p(x,y). Nehmen
wir an, dass es zwei Funktionen f und g gibt, sodass

p(x,y) = f(2)g(y).

Zeigen Sie, dass es Konstanten C7 und Cbs gibt, sodass

f(z) = Cipx(2); 9(y) = Capy (y);

wobei px und py die Randverteilungen sind. Schliefsen Sie daraus, dass X und Y unabhéngig
sind.

42. Seien X,Y die Augenzahlen von zwei unabhéngigen Wiirfeln, und sei S = X +Y. Finden
Sie die gemeinsame Verteilung von (X, S) und schliefen Sie daraus auf die Randverteilung
p(n) von S.

43. (Fortsetzung) Malen Sie einen Bild, und priifen Sie dass
p(7 = m) = p(T +m)

fiir jedes 0 < m < 5.

Was ist die bedingte Verteilung von X gegeben S = n (wobei 2 < n < 12)? (Uberlegen
Sie die Félle 2 <n < 7 und 7 < n < 12 getrennt).

(Hinweis: verwenden Sie die Symmetrie der Randverteilung von S).



Ubung 8

44. Seien X1, Xo, ... unabhiingige Zufallsvariablen mit Mittel 0 und Varianz o2 < oco. Zeigen
Sie (analog zum Gesetz der grofen Zahlen),

oo n0.51

X o4+ X
lim Var(l—i_—i_n> —0

und daher auch

it 1051

X o+ X,
hm}p(‘M

25>%Ofors>0.

45. Seien X1, Xo, ... unabhiingige Zufallsvariablen mit Mittel 0 und Varianz o2 < oco. Zeigen

Sie
X1+...+Xn>
——— | — 00.

lim Var < 049

n—oo

In néchsten Beispielen sind jeweils Eigenschaften der bedingten Erwartung zu zeigen. Alle
Zufallsvariablen die dabei vorkommen, werden als auf endlichen Wahrscheinlichkeitsraumen
definiert vorausgesetzt.

46. Die bedingte Erwartung von X gegeben Y = y wurde durch

P(X =z,Y =vy)
PY =y)

EX[Y =y]:= ) =

zeWx

definiert. Zeigen Sie
EX]Y = y| = E[XIy=y|/P(Y =y).
47. Zeigen Sie: E[X|X = z] = z.
48. Zeigen Sie: E[aX 4 bY |Z] = aE[X|Z] 4+ DE[Y|Z].
49. Zeigen Sie: Falls X > 0 so gilt auch E[X|Y] > 0.
50. Falls X unabhéngig von Y ist, so gilt

E[X|Y] = E[X].



Ubung 9

51. Seien X;, X2, X3 unabhéngige faire Wiirfel und S := X; + X9 + X3. Bestimmen Sie
E[X;]S = 6]. Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass aus Symmetriegriinden E[X;[S = 6] =
E[X2|S = 6] = E[X3]S = 6].

52. (Fortsetzung.) Seien Xi, X9, X3 unabhéngige faire Wiirfel und S := X; + X5 + X3.
Bestimmen Sie E[X[S].

53. Die Dichte eine stetigen Zufallsvariable X sei gegeben durch f(z) = cx?1 lz|<2- Bestimmen
Sie den Wert von ¢ und die Verteilungsfunktion von f.

54. (Fortsetzung.) Bestimmen Sie im letzten Beispiel EX.

55. Eine zweidimensionale Zufallsvariable sei gleichverteilt auf der Menge
F = {(z,y): |z + |y| < 1/v2}.

Bestimmen Sie explizit die Dichte.

56. Gegeben sei eine stetige Zufallsvariable X mit Dichte f. Konnen Sie die Dichte der
Zufallsvariable Y := — X angeben?



Ubung 10
57. Seien X, Y Zufallsvariablen und sei (X,Y) gleichverteilt auf der Menge

D = {(z,y) : max|z], ly| < 1}.

Berechnen Sie die gemeinsame Dichte von X, Y.
58. (Fortsetzung) Zeigen Sie, dass X und Y unabhéngig sind.
59. (Fortsetzung) Bestimmen sie den Erwartungswert von | X| sowie Var(X).

60. Seien X,Y Zufallsvariablen mit Dichte
f(may) :C'l"ID

wobel
D ={(z,y): 0 <z,y <1}

Berechnen Sie die Konstante c.
61. Seien X, Y Zufallsvariablen und sei (X,Y") gleichverteilt auf der Menge
D={(z,y): (z-1)*+y° <1}.

Berechnen Sie die gemeinsame Dichte von X, Y und die Randdichte von X

62. (Fortsetzung) Bestimmen sie die bedingte Dichte von X gegeben Y = 0.5 sowie E[X|Y =
0.5].

63. (Fortsetzung) Zeigen Sie, dass X und Y nicht unabhéngig sind.
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Ubung 11

64. Seien X,Y unabhingig und gleichverteilt auf [0,1]. Bestimmen Sie die Dichte von Z :=
X+Y.

65. Sei (X,Y) gleichverteilt auf D := {(x,y) € [0,1]? : z < y}. Bestimmen Sie EX.

66. Sei X exponentialverteilt mit Parameter . Zeigen Sie mittels Transformationsformel:
Dann ist Y = aX auch exponentialverteilt mit Parameter A/a.

67. Sei U gleichverteilt auf (0,1). Zeigen Sie mittels Transformationsformel: Dann ist X =
—log(U)/A exponentialverteilt mit Parameter .

68. Eine Zufallsvariable X ist normalverteilt wenn die Dichte von X gegeben ist durch

1 _(z—g)Q 5
\/27TU2€ A @)

Zeigen Sie: In diesem Fall ist der Erwartungswert von X gleich g und ...

¢u,a($) =

69. (Fortsetzung) ... die Varianz gleich o2.

70. Zeigen Sie mittels erzeugender Funktionen:

Seien X,Y unabhiingig, X ~ N(u1,0%), Y ~ N(ug,03). Dann gilt X +Y ~ N(u +
p2,0% + 03).

Sei Z ~ N(u,0?) und a € R,. Dann gilt aZ ~ N(au, (ao)?).
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Letzte Ubung
In der letzten Ubungstunde wird u.a. eine Probepriifung besprochen. Zur Vorbereitung
sind die Beispiele schon jetzt hier zu finden.

Probepriifung (bei der echten Priifung sind dhnliche Beispiele innerhalb von 90 Minuten zu lésen.)
NAME:
Matrikelnummer:

Bitte fiir jedes Beispiel ein neues Blatt verwenden!

71. (a) Definieren Sie die Begriffe Wahrscheinlichkeitsraum und Wahrscheinlichkeitsmaf.

(b) Geben Sie konkret einen Wahrscheinlichkeitsraum und unabhéngige Zufallsvariablen
X,Y auf diesem an, sodass X,Y faire Wiirfel sind.

(c) Zeigen Sie, dass jeder Wahrscheinlichkeitsraum, den man in (b) verwenden kann min-
dest 36 Elemente hat.

72. Seien X,Y Zufallsvariablen.

(a) Was bedeutet, dass X,Y gemeinsam stetig verteilt sind? Was ist in diesem Fall der
Zusammenhang zwischen der gemeinsamen Dichte und der Dichte von X?

(b) Sei (X,Y) gleichverteilt auf der Menge D = {(z,y) : |x| + |y| < 1}. Berechnen Sie die
gemeinsame Dichte von X, Y und den Erwartungswert von X.

(c) Sei Z =X + Y. Bestimmen Sie die Dichte oder die Verteilungsfunktion von Z.

73. Seien X, X1, Xo, ... diskrete Zufallsvariablen.

(a) Die Varianz Var(X) von X wird definiert als Var(X) = E(X?) —m? wobei m = E(X).
Zeigen Sie, dass Var(X) = E((X — m)?). Geben Sie eine dhnliche Definition und Gleichung
fiir die Kovarianz Cov(X,Y).

(b) Zeigen Sie, dass Var(X1 + ...+ Xp) = > 1L, Var(X;) + 23, Cov(X;, Xj).

(c) Nehmen wir an, dass X;,4 > 1 unabhéngig sind. Zeigen Sie, dass Cov(X;, X;) = 0.
Schliefen Sie daraus, dass Var(X; + ...+ X,) = >, Var(X;). Warum ist das im Zusam-
menhang mit dem Gesetz der grofsen Zahlen hilfreich?

74. (a) Erkldren Sie die Begriffe Statistik und Schéitzer. Was bedeutet, dass ein Schétzer
unbiased ist?

Angenommen, in einer Population von Zwillingen treten Méanner (M) und Frauen (F) mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auf und die Wahrscheinlichkeit, dass Zwillinge eineiig sind sei 6.
Wenn Zwillinge nicht eineiig sind, sei ihr jeweiliges Geschlecht unabhéngig (wenn sie eineiig
sind, sind ihre Geschlechter gleich).

(b) Zeigen Sie (ohne Beriicksichtigung der Geburtsreihenfolge),

P(MM) =P(FF) = (1+6)/4, P(MF)=(1-6)/2.

(¢) Angenommen, es werden n Zwillingspaare untersucht. Es wird gefunden, dass n; MM
sind, ng FF sind und n3 MF sind (wobei nj + ng 4+ ng = n), aber es ist nicht bekannt, welche
Zwillinge identisch sind. Wir mdchten # maximum-likelihood schétzen. Zeigen Sie, dass

L(0) = Konst.(1 + §)"7"2(1 — g)"s

wobei die obige Konstante nicht von # abhéngt, und L(6) die Likelihoodfunktion ist.
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