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Zusammenfassung

Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung Finanzmathematik (Universitat Wien,
WS 2024). Inhaltlich orientieren wir uns wesentlich an den Texten [1, 2| sowie an Vorlesungen
von Julio Backhoff, Christa Cuchiero und Michael Kupper.

Fokus der Vorlesung werden insbesondere Modelle in diskreter Zeit sein, erst gegen
Ende der Vorlesung werden wir auch kurz die Modelle von Bachelier und Black—Scholes
betrachten.

Wichtige Themen der Vorlesung sind: Arbitragetheorie, Vollstdndigkeit von Finanz-
markten, Derivate, Preistheorie, Nutzenmaximierung.

1 Grundlegende Konzepte aus der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie
1.1 Filtrierte Wahrscheinlichkeitsraume, Zufallsvariablen, stochasti-
sche Prozesse
Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus den Komponenten:

1. nicht leere Menge €2, der Ereignisraum,

2. eine nicht leere o-Algebra F die in der Potenzmenge P(£2) enthalten ist, Elemente der
Menge F représentieren die Ereignisse die eintreten konnen,

3. ein Wahrscheinlichkeitsmaf P das den Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuordnet.
Genauer gilt: F C P(12) ist eine o-Algebra genau dann wenn

e OcF.

e Falls A € F dann gilt auch A° € F.



o Falls Aj, Ay, ... € F dann gilt auch |J,—, A, € F.

Wir verwenden meist die Buchstaben F, G um o-Algebren zu bezeichnen.
Gegeben eine o-Algebra F auf €2 ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs ist eine Funktion P : F —
0,1] die folgende Eigenschaften erfiillt:

e P() =1.
e Sind Ay, Ay, ... € F paarweise disjunkt, dann gilt P(|J,~, A,) = > - P(A4,).

n=1

Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht also aus einem Tripel (€2, F,P) mit obigen Eigenschaften.
Das Paar (2, F) wird als messbarer Raum oder Mefsraum bezeichnet.

Fiir uns spielen o-Algebren vor allem deswegen eine wichtige Rolle, weil sie ein technisch
sehr praktisches Hilfsmittel sind, um den zeitlichen Flufs von Information darzustellen. Dies
geschieht {iber den Begriff der Filtration.

Definition 1.1. Sei T € N. Unter einer Filtration auf einem Mefraum (2, F) verstehen wir
eine aufsteigende Folge von o-Algebren Fo C F1 C ... C Fr C F.

T spielt fiir uns die Rolle eines Zeithorizonts. Wir stellen uns vor, das wir heute, d.h. zum
Zeitpunkt ¢ = 0 {iber die Information verfiigen, die von Fy kodiert wird, morgen am Tag ¢t = 1
werden wir iiber die Information in F; verfiigen usw.

Das Quadtrupel (Q, F, (F;)I_,, P) heift filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Wie in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie iiblich, nehmen wir an, dass ein fester filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum
stets im Hintergrund gegeben ist, nur bei manchen Beispielen werden wir angeben wie dieser
genau gewahlt wird.

In dieser Vorlesung werden wir (falls nicht anders gesagt) unter der folgenden Voraussetzung
arbeiten:

Annahme 1.2. Wir nehmen an, dass |Q| < oo, Fo = {0,Q}, Fr = F = P(Q). Wir schreiben
Q=:{wy,...,wn} wobei w; # w; firi# j. Weiters nehmen wir an, dass P(w;) > 0 fiir alle i.

Offenbar handelt es sich hier um eine starke Voraussetzung. Wir treffen sie, weil sie unsere
Beweise sehr erleichtern wird und in allen interessanten Modellen fiir den Fall diskreter Zeit
erfiillt ist. Unter geeigneten Zusatzvoraussetzungen lassen sich die meisten Resultate dieser
Vorlesung auch ohne Annahme 1.2 (sowie in stetiger statt diskreter Zeit) beweisen.

Im Fall || < oo sind natiirlich auch alle o-Algebren auf €2 endlich und haben damit eine
besonders einfache Gestalt: sie entsprechen gerade Partitionen von (2. Unter einer Partition
von () verstehen wir eine endlich Folge Ay, ..., A, paarweise disjunkter, nichtleerer Teilmengen
von ) fiir die gilt das A; U ... U A, = Q. Wir werden zwei Partitionen als ident betrachten,
sobald sie bis auf die Nummerierung der einzelnen Zellen iiberein stimmen. Man kann dann
leicht folgendes zeigen:



1. Sei Ay, ..., A, eine Partition von 2. Dann gilt fiir die erzeugte o-Algebra
o(Ay,... Ay = {U L F C {1,...,n}}.
i€l

2. Umgekehrt kann man jeder o-Algebra F eindeutig eine Partition zuordnen, indem man
fiir w € Q die Zellen
N 4

Ae{BeF:weB}
betrachtet.

Aus der Maktheorie bekannte Eigenschaften lassen sich oft leicht mithilfe der einer o-Algebra
zugehorigen Partition ausdriicken. Wir betrachten die Eigenschaft beziiglich einer o-Algebra
messbar zu sein. Wir erinnern uns, dass eine Funktion (Zufallsvariable) X : © — R genau dann
G-messbar ist, wenn fiir alle a € R

{X <a}=X"Y(~00,d]) €G.

Wir schreiben dafiir auch kurz

X eg.
Mithilfe von Partitionen lasst sich das wie folgt ausdriicken:
Theorem 1.3. Sei A4, ..., A, eine Partition von ). Dann ist X genau dann G-messbar wenn
es ay,...,a, € R gibt sodass
X = aly,
i<n

Beweis. Ubung. O

Ein stochastischer Prozess ist eine Folge von Zufallsvariablen Xy, X1, ..., X7. Wir betrachten

ausschlieflich Prozesse bei denen X; jeweils aus der am Tag ¢ vorhanden Information bestimmt
werden kann:

Definition 1.4. Fin adaptierter Prozess ist eine Folge von Zufallsvariablen Xy, X4, ..., X7 mit
XtE.thUTtST

Jeder Prozess X ist adaptiert beziiglich der sogenannten natirlichen Filtration, das ist die
von X erzeugte Filtration (F}7), wobei F} := (X, ..., X;) fir ¢ <T. In konkreten Beispielen
definieren wie oft nur den zugrundeliegenden Prozess und erwéhnen die entsprechende Filtration
gar nicht. In diesem Fall ist implizit gemeint, dass die betrachtete Filtration gerade die natiirliche
Filtration ist.

Wenn wir von einem Modell fiir den Aktienmarkt sprechen, meinen wir in dieser Vorlesung
schlicht einen adaptierten Prozess X = (X;)I_, auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum.
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Aktien werden fiir uns dadurch interessant, dass wir auch damit handeln kénnen. Wenn wir
vom Zeitpunkt ¢ — 1 bis zum Zeitpunkt ¢ eine Aktie besitzen, so &ndert sich unser Vermogen
gerade um den Gewinn oder Verlust den die Aktie in dieser Periode macht, d.h. um

Xt - thl-

Etwas idealisierend nehmen wir an, dass wir beliebige, auch negative und nicht ganzzahlige
Anteile von Aktien kaufen diirfen. Die wesentliche Einschrinkung die wir machen, ist dass die
Anzahl an Aktien die wir wiahrend einer Periode besitzen, durch die am Anfang der Periode
gegebene Information bestimmt ist. Gegeben eine F;_;-messbare Zufallsvariable H kénnen wir
uns entschliefen, von ¢ — 1 bis t gerade H Aktien zu halten. Der entsprechende Gewinn / Verlust

ist dann gerade
H(X; — Xi1).

Natiirlich wollen wir nicht nur in dieser einen Periode Aktien kaufen sondern zu beliebigen
Zeitpunkten. Das fithrt auf folgende Definition.

Definition 1.5. Ein stochastischer Prozess Hy, Hs, ..., Hp heif$t previsibel oder vorhersehbar
falls H, € Fi_1 firt =1,2,...,T. Unter einer Handelsstrategie verstehen wir gerade einen
previsiblen Prozess . Wir schreiben H fiir die Menge aller Handelsstrategien.

Fiir eine Handelsstrategie H ist der entsprechende Gewinn-/Verlustprozef$ gegeben durch

(H . X)t = in(Xk - Xk—l)7

k=1

wobei t = 0,1,...,T. Die Menge alle Gewinne/Verluste die erzielt werden kénnen, indem man
von tuber den gesamten Zeitraum handelt, bezeichnen wir mit

K:={(H-X)r: HeH}

1.2 Bedingte Erwartung und Martingale

Ein zentraler Begriff der Finanzmathematik ist der des Martingals, der wiederum auf der
bedingten Erwartung aufbaut.
Wir erinnern uns, dass der Erwartungswert einer Zufallsvariable beziiglich des Wahrschein-

lichkeitsmafes [P durch N

E[X] = Ex[X] i= ) X(@)P({2})

gegeben ist.

Definition 1.6. Seien A, B € F,P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A
gegeben B definiert durch
P(AN B)

PIAIB) = —p g



Sei B € F,P(B) > 0 und X eine Zufallsvariable. Dann ist die bedingte Erwartung von X
gegeben B definiert tiber

E[X 5]
E[X|B] :=E X] = —+—.
[X|B] := Ep(|5)[X] P (D)
Sei allgemeiner G eine o-Algebra mit entsprechender Partition By, ..., Bx. Dann ist die bedingte

Erwartung von X gegeben G definiert durch

E[X|G] := ) IzE[X|B.

=1

Die folgende Charaktersierung der bedingten Erwartung wird insbesondere verwendet, um
das Konzept auch im Fall von allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraumen einzufiihren.

Theorem 1.7. Seien X, Y Zufallsvariablen und G eine o-Algebra. Dann ist gilt Y = E[X|G]
genau dann wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

1. Y ist G-messbar.
2. Fir alle B € G gilt E[X1g] = E[Y Ip].
Beweis. Ubung. O]

Theorem 1.8 (Eigenschaften der bedingten Erwartung). Sei X eine Zufallsvariable und G C F
eine o-Algebra.

1. E[E[X|G]] = E[X].
Die Abbildung X — E[X|G] ist linear.
Falls X > 0 dann gilt auch E[X|G] > 0.

Sei H C G eine weitere o-Algebra. Dann gilt die Turmeigenschaft

E[E[X|G]|H] = E[X|H].

5. Ist' Y G-messbar, dann gilt YE[X|G] = E[XY|G].

6. Man nennt G und X unabhéngig falls fir A € G und B C R gilt, dass P(AN{X € B}) =
P(A)P(X € B). In diesem Fall gilt

E[X|G] = E[X].

Mithilfe der bedingten Erwartung kénnen wir nun den fiir die Finanzmathematik zentralen
Begriff der bedingten Erwartung definieren.



Definition 1.9. Sei Xy, ..., X7 ein (adaptierter) stochastischer Prozess .
1. X st ein Martingal falls firt=0,...,T — 1 gilt dass

E[Xt+1|~7:t] = X;.

2. X ist etn Submartingal falls firt=0,...,T — 1 gilt dass

E[X, 1 |F] > X,

3. X st ein Supermartingal falls firt=0,...,T — 1 gilt dass
E[X, 1| ] < X,
Bemerkung 1.10. Fulls X ein Martingal beziiglich einer gegebenen Filtration ist, dann ist
es auch ein Martingal beziiglich der X entsprechenden natirlichen Filtration. Wenn wir sagen,
dass X ein Martingale ist ohne tiber die betrachtete Filtration zu reden, dann meinen wir

das X ein Martingal beztiglich der natirlichen Filtration ist. Analoges gilt auch fir Sub- und
Supermartingale.

Beispiel 1.11. 1. ‘Einfache Irrfahrt / random walk’: Seien Y1, ..., Yy unabhdngig und gleich
verteilt mit P(Y; = +1) = P(Y; = —1) = 1/2. Dann ist durch Xo = zo € R,

X1 = Xi + Yig,
firt=20,...,T —1 ein Martingal gegeben.

2. Sei X eine Irrfahrt wie im letzten Beispiel und definiere Z durch Z; :== X? —t. Dann ist
Z auch ein Martingal.

Im néchsten, einfachen aber tatsdchlich sehr wichtigen Satz sehen wir zum ersten Mal wie
der Begriff des Martingals im Zusammenhang mit der Finanzmathematik auftritt.

Theorem 1.12. Sei X ein adaptierter Prozess. Dann sind dquivalent:
1. X st ein Martingal.
2. Fir alle H € H gilt E[(H - X)r] = 0.

Beweis. iibung. O]
Etwas stérker als die Implikation (1) = (2) im obigen Satz gilt auch:

Theorem 1.13. Sei X ein Martingal und H € H. Dann ist der Prozess ((H - X)) auch ein
Martingal.



Wir schlieften dieses Kapitel mit einem einfachen Satz der zeigt, dass sich jeder adaptierte
stochastische Prozess in ein Martingal und einen vorhersehbaren Prozess zerlegen lasst.

Theorem 1.14 (Doob’scher Zerlegungssatz). Sei X ein adaptierter Prozess. Dann gibt es genau
eine Zerlequng X = M + A mat:

1. M st ein Martingal.
2. A ist vorhersehbar.
3. Ag=0.
Beweis. Falls es so eine Zerlegung gibt, dann gilt jedenfalls
E[Xi1 — Xo|Fi) = E[Myyy — My + Ay — A By = Ay — Ay (1.1)
Es folgt, dass der vorhersehbare Anteil jedenfalls die Rekursion
Ag=0,Ai11 = A+ E[ X1 — Xi|F).

Diese bestimmt offenbar A und damit auch M eindeutig.
Umgekehrt, zeigt sich, dass wenn man A iiber diese Rekursion definiert, die im Satz gefor-
derten Eigenschaften automatisch erfiillt sind. O]

Zum Doob’schen Zerlegungssatz analoge Aussagen gelten auch fiir stochastische Prozesse
in stetiger Zeit (Satz von Doob-Meyer bzw. Satz von Bichteler-Dellacherie). Diese Sétze sind
jedoch deutlich tiefliegender.

Im Zusammenhang mit dem Doob’schen Zerlegung beobachten wir noch: Der Prozess
X = M + A ist genau dann ein Submartingal wenn der vorhersehbare Anteil monoton wachsend
ist.



2 Arbitrage und Martingalmafse

Wenn wir von einem Modell fiir den Finanzmarkt sprechen, meinen wir damit einen filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P, (F;)L,) sowie einen adaptierten stochastischen Prozess X =
(X)L, (der die Entwicklung des Aktienkurses beschreibt). Oft spricht man, etwas verkiirzt. nur
vom Prozess X. Das sollte aber nicht zu Verwirrungen fiihren.

Ziel dieses Kapitels ist es, zu verstehen welche Modelle wir prinzipiell fiir geeignet halten.
Zentral ist dabei der Begriff “Arbitrage”. Gemeint ist damit im allgemeinen einen Mdoglichkeit
risikolos Gewinn zu machen. Aus 6konomischen Uberlegungen, nimmt man an, dass dies in der
Realitat, und daher auch in unseren Modellen, nicht vorkommen sollte.

Definition 2.1. Gegeben sei ein Modell (Q, F, P, (F;)Ly, X). Fine Handelsstrategie H heifit
Arbitrage oder Arbitragestrategie falls'

P(H-X)r>0)=1, P(H-X)r>0)>0. (2.1)
Falls es keinen solchen Strategien gibt, sagen wir, dass der Markt No Arbitrage (NA) erfillt.

1. Angenommen X ist ein Martingal. Dann erfiillt X NA. Um das zu sehen, beachten wir, dass
fiir jedes H, gilt, dass E[(H - X)r] = 0. Falls (H - X)7 > 0 (P-a.s.), gilt dann automatisch
(H - X)r =0 (P-a.s.). Somit ist H keine Arbitragestrategie.

2. Seien Py, Py zwei Wahscheinlichkeismafke auf (Q, F,P). P; ist absolut stetig beziiglich Py
(P; <« Py) Falls alle Po-Nullmengen auch P;-Nullmengen sind. Haben Py und Py (P; ~ Py)
die selben Nullmengen, so nennen wir sie dquivalent.

Sei nun (2, F, P, (F)L,, X) ein Modell eines Aktienmarktes das NA erfiillt. Falls Q ~ PP,
dann erfiillt auch (2, F,Q, (F;)iy, X) NA.

Aus obigen Beobachtungen folgt:

Proposition 2.2. Gegeben sei ein Modell (2, F, P, (F;)L,, X) des Aktienmarktes. Sei Q ~ P
sodass X ein Martingal beziiglich Q ist. Dann erfillt (Q, F, P, (F;)iy, X) (NA).

Dies motiviert folgende Defintion:

Definition 2.3. Ein Maff Q (auf dem stets fix gegeben filtrierten Wahrscheinlickeitsraum) heifst
Martingalmaf falls X ein Q-Martingal ist, d.h. falls firt <'T stets

EQ[Xt+1|~Ft] — Xt°
Die Menge aller Martingalmajfe bezeichnen wir mit
M = M(X) = M(P).

Falls zusdtzlich Q ~ P, nennen wir Q ein dquivalentes Martingalmaf. Die entsprechende Menge
bezeichnen wir mit M¢ = M*(X) = M¢(P).

!Gemift unserer Annahme 1.2 liegt also eine Arbitragestrategie vor falls (H - X)r > 0, (H - X)r # 0.
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Die obige Proposition kénnen wir dann wie folgt formulieren:
Proposition 2.4. Falls M¢(X) # 0 so erfillt X (NA).

Einer der zentralen Sétze der Finanzmathematik besagt, dass hier auch die Umkehrung
gilt. Unter unserer Annahme 1.2 ist der Beweis nicht allzu schwer. Wesentlicher Teil unse-
rer Beweisstrategie wird sein, die bisherigen Begriffe in einem geometrischen Sinn neu zu
interpretieren.

Definition 2.5. Mit L = L(F) bezeichnen wir den Vektorraum aller (F-messbaren) Zufallsva-
riablen. Mit L™ bezeichnen wir den positiven Orthanden, d.h. die Teilmenge aller nicht negativen
Zufallsvariablen. Weiters sei die Abbildung ¢ definiert durch

¢:L—RY (2.2)
X = (X(w),..., X(wn)). (2.3)
Nach kurzem Uberlegen sicht man dann:
1. ¢ ist eine lineare Bijektion, also ein Vektorraumisomorphismus.
2. K={(H-X)r:H e H} ist ein Unterraum von L.
3. X erfiillt (NA) genau dann wenn K N LT = {0}.

Analog zum Raum der Zufallsvariablen, wollen wir auch Wahrscheinlichkeitsmafe als Elemen-
te eines linearen Raumes betrachten. Dazu betrachten wir folgende Erweiterung des Mafkbegriffes.

Definition 2.6. Fin signiertes Mak auf F ist eine Abbildung
o:F—R

die o-additiv ist, d.h. fir disjunkte Mengen Ay, As,... € F gqilt stets

Y oAy =0 (Lnj An) .

n

Offenbar ist jedes (Wahrscheinlichkeits-) Maf ein signiertes Maf. Umgekehrt ist ein signiertes
Maf o offenbar genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmaf wenn es folgende beiden Bedingungen
erfiillt:

VAe F,0(A) >0 )
a(Q) = 1. (2.5)



Wir interessieren uns fiir signierte Make, da sie (mit punktweise) definierten Operation einen
linearen Raum bilden. Da wir unter der Annahme 1.2 arbeiten, ist der Raum der signierten
Mafe recht iibersichtlich. Jedes signierte Maf ist eindeutig durch die Werte

o({wi}),...,o({wn})
festgelegt. Es folgt, dass die Abbildung 1,

(o) = a({wi}), ., o({wn})

eine lineare Bijektion auf R ist.
Gegeben eine Zufallsvariable X und ein signiertes Mafs o, ist das Integral definiert als

[ Xdo = Y- X({whot()) = (6). v(o))
Q weN

Damit induziert o eine lineare Abbildung
(wo): L—R

)
X = (X,0):= | Xdo. (2:6)

Da RY selbstdual ist, folgt dass jedes lineare Funktional auf L von dieser Form ist. D.h. die
signierten Mafe bilden gerade den Dualraum L des Raumes L aller Zufallsvariablen auf (2.
Im folgenden schreiben wir fiir A C L und B C L

At ={seL":VX € A (X,0) =0} (2.7)
Bt :={X €L Vo< B, (X,o) =0}

Da L und L% iiber die Abbildungen ¢,7 mit RY identifiziert sind, iibertréigt sich auch die
Topologie (Konvergenz) von RY natiirlich auf L bzw. L% Gegeben X, Xi, Xy,... € L und
0,01,0, ... € L% schreiben wir

ImX, =X & lim¢(X,) = ¢(X), (2.9)
limo, =0 & limyY(o,) =¢(0). (2.10)

Wie wir in den Ubungen sehen werden, gilt dann
ImX, =X & limVYweQ X,(w) =X (w), (2.11)
limo, =0 <& VAeF, limo,(A)=o0c(A). (2.12)

Weiters gilt:
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Proposition 2.7. Bezeichne W C L% die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe. Dann ist W
konvex und abgeschlossen.

Beweis. Ubung. O]

Unsere bekannte Charaktersierung der Martingaleigenschaft iiber Handelsstrategien kdnnen
wir nun wie folgt ausdriicken:

Proposition 2.8. Sei W C L¢ die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe, M die Menge aller
Martingalmafle und K = {(H - X)r : H € H} die Menge aller Auszahlungen, die sich durch
handeln erzielen lassen. Dann gilt

M=K"NW. (2.13)

Die wesentliche Zutat um auch die Umkehrung von Proposition 2.2 zu beweisen ist folgende
Version des Satzes von Hahn Banach.

Theorem 2.9. Seien A, B C RY disjunkt, beide konvex, A abgeschlossen und B kompakt. Dann
kénnen A und B durch Hyperebenen getrennt werden, d.h. es gibt v € RV, a, B € R sodass fiir
allea € A,b e B

(a,v) < a< < (bv).

Ist A ein Unterraum, so gilt v € AL und kénnen wir o = 0 wdihlen.

Beweis. Wir geben nur einen Beweisskizze. Wegen A abgeschlossen, B kompakt gibt es ag € A, by €
B mit
lag — bo| = inf{|la — 0| :a € A,b € B} > 0.

Wir setzten dann v := by — ag, o := {ag,v), 5 := (by, v). Dann folgt
B—Oz = <b0 —CL(),U> = |a0 —b0|2 > 0.

Weiters gilt fiir b € B laut Definition von ag, by und Konvexitidt von B, dass (b — by, v) > 0.
Daher ist (b,v) > . Das (a,v) < « zeigt man genauso.

Sei schliefslich A ein Unterraum. Wegen 0 € A gilt dann jedenfalls o > 0. Falls (a,v) # 0 fiir
ein a € A, dann wiirde fiir ein geeignetes Vielfaches von a auch (n - a,v) > « gelten. Daher gilt
v € A+ und wir kénnen o = 0 wihlen. O

Theorem 2.10 (FTAP). Gegeben sei eine Modell X eines Finanzmarktes in diskreter Zeit,
d.h. genauer gegeben ist ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (0, F, (F;)y, P) und darauf ein
adaptierter Prozess X und wir nehmen an, dass Annahme 1.2 erfillt ist. Dann sind dquivalent:

1. Es emistiert ein dquivalentes Martingalmafs, d.h. M¢ # ().

2. Das Modell erfiillt (NA).
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Beweis. Wir haben oben schon gesehen, das eine Richtung einfach ist. Wir nehmen nun um-
gekehrt an, dass (NA) erfiillt ist. Das bedeutet, dass L™ N K = {0}. Wir betrachten nun die
Menge

B :=conv{l, :w € N} C L*.

Dann gilt K N B = (), daher kénnen wir Theorem 2.9 auf ¢(K), ¢(B) anwenden und erhalten
v =1(0) mit
o€ K+ (bo)>0fiirbec B.

Es folgt, dass o ein positives Maf ist, tatséchlich gilt 0 < (1,,,0) = o(w) fir w € Q. Daher ist

o

RG)
ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit Q ~ P. Schlieklich gilt auch Q € K+, somit ist Q ein dquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmafl, wie gefordert. m

Bemerkung 2.11. Wir betrachten bis jetzt nur 1-dimensionale Prozesse. Dies hat jedoch nur
notationelle Grinde. Tatsdchlich gelten die Resultate dieses sowie der folgenden Kapitel auch
wenn man einen mehrdimensionalen Prozess (X;)N., mit X, € R? betrachtet. Die (wichtige)
Interpretation ist, dass es Finanzgiiter X', ..., X% gibt, deren Preise wir gemeinsam beobachten
wollen.
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3 Arbitragefreie Preise

3.1 Verallgemeinerung von NA und Erreichbarkeit

Grundlegendes Ziel dieser Vorlesung ist es, verniinftige Preise fiir Derivate oder Optionen zu
bestimmen.

Definition 3.1. Ein Derivat oder eine Optionen bezeichnet schlicht eine Zufallsvariable Z .

In den allermeisten Féllen wird Z von der Form Z = f(Xo, ..., Xr) oder Z = f(Xr) sein.
Insbesondere interessieren wir uns fiir Furopdische call- bzw. put-Optionen

Z=(Xr—k)y, Z=(k—Xr),

(Hierbei heiftt der Zeitpunkt 7" Maturitat und & wird strike oder strike-Preis genannt.)

Okonomische Interpretation: Zum Zeitpunkt 0 kaufen wir (bzw. ein Akteur am Finanzmarkt)
ein Derivat zu einem Preis p um dafiir zum Zeitpunkt 7" vom Verkaufer eine Auszahlung Z zu
erhalten.

Gegeben ein arbitragefreies Modell interessieren wir uns welche Preise fiir ein festes Derivat
Z angemessen sind.

Dazu erweitern wir zundchst wie wir am Markt handeln: Wie nehmen wie bisher an, das wir
gemal einer Strategie H Aktien halten. Zusétzlich nehmen wir an, dass wir zum Startzeitpunkt
a € R Einheiten des Derivats Z zum Preis p kaufen um schliefslich zum Endzeitpunkt die
Auszahlung T' zu lukrieren. Fiir eine entsprechende Strategie (a, H) € R x H &dndert sich unser
Vermogen dann um

a(Z —p)+ (H - X)r.

Definition 3.2. Gegeben ein Derivat Z, dass zum Preis p gehandelt wird, nennen wir (a, H)
Arbitragestrategie falls

a(Z —p)+(H -X)r >0, a(Z—-p)+(H -X)r#0.
Wir nennen p einen arbitragefreien Preis fiir Z falls keine Arbitragestrategie existiert.

Wenn unser Modell eine Arbitrage zuldsst, hat es auch keinen Sinn nach arbitragefreien
Preisen fiir bestimmte Derivate zu fragen. Deswegen nehmen wir im Folgenden stets an, dass
wir mit einem arbitragefreien Modell arbeiten.

Fiir manche Derivate gibt es genau einen arbitragefreien Preis:

Definition 3.3. Fin Derivat Z heifst erreichbar oder replizierbar falls p € R und H € H gibt,
sodass

Proposition 3.4. Angenommen Z ist replizierbar, Z = p+ (H - X)r, dann ist p der einzige
arbitragefreie Preis von Z.
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Beweis. Wir miissen zeigen:

1. p ist ein arbitragefreier Preis von Z. Sei (a, G) eine erweiterte Strategie. Dann gilt fir die
entsprechende Vermogensénderung;:

a(Z —p) + (G . X)T = a(H X)T + (G X)T = ((CLH—{—G) -X)T7
das kann keine Arbitrage sein.

2. q # p ist kein arbitragefreier Preis. Sei ¢ < p Betrachte die erweiterte Strategie (a, G) =
(1,—H). Dann gilt fiir die entsprechende Anderung im Vermogen:

a(Z—q)+ (G- X)r=2Z—-q—(H-X)r=(p+H -X)r)—q—(H-X)r=p—q>0.
Im Fall ¢ > p betrachten wir (a,G) = (=1, H)...
[
Im Fall Z = p+ (H - X)r kénnen wir nun sagen: Z ist zum Preis p erreichbar. Wir schreiben
m(Z)

fiir diesen eindeutig bestimmten Preis von Z.

Fragen die wir uns nun natiirlich stellen sind: Welche Derivate sind erreichbar? Falls ein
Derivat nicht erreichbar ist, wie sicht dann die Menge aller arbitragefreien Preise aus? Gibt es
Modelle in denen jedes Derivat erreichbar ist?

Proposition 3.5. Sei Z =p+ (H - X)r. Dann gilt fir alle Q € M
p = EgZ.
Beweis. Ubung. O]
Allgemeiner gilt
Proposition 3.6. Das Modell X erfiille NA. Sei Z ein Derivat, Q € M€. Dann ist
EoZ
ein arbitragefreier Preis von Z.
Beweis. Ubung. O]

Mit den obigen Definitionen ist K gerade die Menge aller Derivate, die man zum Preis 0
erreichen kann. Wir wollen diese Menge nochmals besser verstehen.

Als Gegenstiick zu (2.13), d.h. der Gleichung K+ NW = M, liefert das folgende Lemma eine
wichtige Charakterisierung der Menge K.
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Lemma 3.7. Unser Modell erfiille NA. Sei Z ein Derivat mit Eg[Z] = 0 fiir alle Martingalmafe
Q. Dann qilt Z € K, d.h. es gibt eine Handelsstrategie H mit (H - X)pr = Z.
Knapp konnen wir dies auch wie folgt ausdriicken:

M+ =K. (3.1)

Beweis. Wir schreiben (L?)*T fiir die Menge aller ‘strikt positiven’ Make, d.h. Mafe die
aquivalent zu P sind.
Wir zeigen zunéachst dass

span(K+ N (LY = K+, (3.2)

Da K+ ein Unterraum ist, gilt jedenfalls die Inklusion span(K* N (L4)*+) C K+

Um die andere Richtung zu beweisen wihlen wir o € K*. Sei Q ein #quivalentes Martingal-
maR, Q € K. Wihle a € R, so dass 0 +aQ € (L) ™. Dann gilt auch o +aQ € K+ N (L9)*++.
Da @ selbst ein Element von K+ N (L?)* ist, erhalten wir o € span(K+ N (L4)*F), und damit
(3.2).

Wir nehmen nun, dass Eg[Z] = 0 fiir alle Q € M¢°. Dann gilt auch E,[Z] = 0 fiir alle
o€ K+N (LY und somit

Z e (KN (LYt = (KH)*t = K.

Unter der Annahme (NA) liegt M€ dicht in M. Daher gilt
K =M* = (M%™* (3.3)
Als Folgerung des Satzes erhalten wir nun folgende Charakterisierung erreichbarer Optionen:
Corollary 3.8. FEs gelte NA und Z € L sei ein Derivat. Dann sind dquivalent:
1. Fiir alle Q,Q" € M* gilt E¢[Z] = E [ Z].

2. Z st erreichbar,

3.2 Vollstandige Modelle

Definition 3.9. Ein Modell S das NA erfiillt heifit vollstandig, wenn jedes Derivat erreichbar
15t.

Wir erhalten nun das sogenannte “Second Fundamental Theorem of Asset Pricing™

Theorem 3.10. [FTAP2] X erfille NA. Dann sind dquivalent:

15



1. M€ besteht nur aus einem Element.
2. Das Modell ist vollstindig.

Viele einfache Modelle sind vollstdndig. In diskreter Zeit gilt das insbesondere fiir das
Binomial- / Cox-Ross-Rubinstein-Modell. In stetiger Zeit fiir das Black-Scholes-Modell.

Theorem 3.11. Fiir Q € M*¢ sind dquivalent:
1. M°={Q}.
2. Fiir jedes Q-martingal Z gibt es a € R und H € ‘H sodass

Zi=a+(H-X). (3.4)

Beweis. Folgt leicht aus Theorem 3.10. O]

Die zweite Eigenschaft in obigem Satz heifst ‘predictable representation property’. In stetiger
Zeit besagt ein zentraler Satz (‘Martingale representation theorem’) der stochastischen Analysis,
dass das Wiener Maf$ / die Brown’sche Bewegung diese Eigenschaft hat.

3.3 Arbitragefreie Preise
Wir nehmen weiterhin an, dass X NA erfiillt. Gegeben p € R und ein Derivat Z schreiben wir
HWY .= {(a,H) :a € R,H € H},
Kizp ={a(Z —p)+ (H-X)r:(a,H) € HWY

fiir die Menge der erweiterten Strategien bzw. der induzierten Auszahlungen. Mit diesen
Notationen ist p offenbar genau dann ein N A-Preis wenn

K(ZJ?) NLT = {0}
Wir erhalten nun leicht:

Theorem 3.12. Das Modell X erfille NA und Z sei ein Derivat. Dann sind fir p € R
aquivalent:

1. Es existiert ein dquivalentes Martingalmaff Q € M¢ mit p = Eg[Z], d.h. p ist ein
Martingalpreis.

2. p ist NA-Preis von Z.
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Beweis. Die einfache Richtung ‘(1) = (2)’ haben wir oben schon besprochen.

Um die andere Richtung ‘(2) = (1)’ gehen wir genau wie im Beweis des FTAP vor. D.h. wir
verwenden den Satz von Hahn-Banach um den Unterraum K z,) von der Menge B zu trennen.
Durch Normieren erhalten wir dann ein Wahrscheinlichkeitsmafs Q € K (J_Z,p)’ Q ~ P. Dieses ist
offenbar ein dquivalentes Martingalmaf und erfiillt tiberdies Eg[Z — p] = 0. O

Theorem 3.12 besagt gerade
{p : pist ein NA-Preis von Z} = { EqZ : Q € M*°}. (3.7)
Da M?¢ eine konvexe Menge ist, bildet die Menge der moglichen Preise von Z ein Intervall.
Als nédchstes betrachten wir den sogenannten Superreplikationssatz:

Theorem 3.13. X erfiille NA und Z sei ein Derivat. Dann gilt
pi=sup{ EoZ : Qe M} =inf{p:3H e H,Z <p+ (H - X)r}. (3.8)

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass sup{ EqZ : Q € M} <inf{p:3H € H,Z <p+ (H-X)r}:
Dazu nimmt man fiir die linke und die rechte Seite jeweils einen Kandidaten und zeigt die
Ungleichung fiir diese.

Um zu sehen, dass sup{ E¢Z : Q € M¢} > inf{p: 3H € H,p < (H - X)r} und dass die
rechte Seite angenommen wird, gehen wir indirekt vor: Wir nehmen an, dass es fiir p > p kein
passendes H gibt. D.h. fiir jedes feste H existiert ein w* mit

Z(w") > p+ (H - X)p("). (3.9)
Fir Q € Me gilt Eg[Z] < p < p. Daher gilt
EglZ —p] < 0=Eg[(H - X)r].
Daher gibt es ein w, sodass
Z(w.) <p+ (H - X)r(w.). (3.10)

Indem wir (3.9) und (3.10) kombinieren, erhalten wir, dass ((—1), H) und (1,(—H)) beides
keine Arbitrage-Strategien sind. Da H beliebig war, folgt das p ein NA-Preis von Z ist, im
Widerspruch zur Wahl von p.

Da p > p beliebig war, folgt die Aussage. O

Wenn man sich noch ein bisschen mehr Miihe gibt, kann man zeigen, dass in Theorem 3.15
die rechte Seite angenommen wird. Falls Z nicht replizierbar ist, wird die linke Seite nicht
angenommen, d.h. das Intervall der moglichen Preise ist dann offen.
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3.4 Arbitragetheorie mit Marktdaten

In der Praxis gibt es typischer Weise eine Reihe von Derivaten Z;,7 € I die zu Preisen p;,1 € [
liquide gehandelt werden; I ist hier eine endliche Indexmenge. Wenn wir am Markt investieren,
kénnen wir daher nicht nur in X sondern auch in all diesen Derivaten handeln. Um das zu
formalisieren schreiben wir

HD = {(a, H) : a = (a;);c; € RI, H € MY, (3.11)
Kzipiier = {Z ai(Z;i —p)+ (H-X)r:(a,H) € HU)} (3.12)
el

fiir die Menge der erweiterten Strategien bzw. der induzierten Auszahlungen. Die hier betrach-
teten Strategien werden auch semi-statisch genannt, weil Derivate nur zu Beginn gehandelt
werden kénnen.

Wie zuvor sagen wir, dass unser Modell (2, F, P, (F})L,, (X)), (Zi, pi)ier) NA erfiillt, falls
wir keinen risikolosen Gewinn machen konnen, d.h. falls

K(Zi,Pi)iel NLT = {0}

Analog zu vorher kénnen wir die NA-Bedingung mit Hilfe von Martingalmafsen charakteri-
sieren, d.h. wir erhalten folgende Version des FTAP:

Theorem 3.14 (FTAP mit Marktdaten). Gegeben sei ein Modell X eines Finanzmarktes in
diskreter Zeit, sowie Deriwate Z;,1 € I die zu Preisen p;,1 € I gehandelt werden. Wir nehmen
an, dass Annahme 1.2 erfillt ist. Dann sind dquivalent:

1. Es existiert ein dquivalentes Martingalmaf Q mat
]EQ[Zl] = pZ,Z - [

2. Das Modell erfiillt (NA).
Der Beweis erfolgt analog zum FTAP bzw. Theorem 3.12.

Gegeben ein weiteres Derivat Z, nennen wir p € R einen NA-Preis, falls das um (Z, p)
erweiterte Modell wiederum NA erfiillt. Indem wir das FTAP mit Marktdaten auf die Menge
{(Zi,pi); € I} U{(Z,p)} anwenden, erhalten wir: Die Menge der NA-Preise von Z ist gegeben
durch

(EqZ : Q € M®,EqZ; = pi,i € I}.

Der Superreplikationssatz lautet nun:

Theorem 3.15. (Q, F, P, (F)L,, (X)L, (Zi,pi)ier) erfiille NA und Z sei ein Derivat. Dann
qilt

p=sup{ EgZ: Qe M EqoZ, =pi,icl}=inf{p:IY € Kz, p),c,. Z <p+Y}. (313)

iel?
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Der Beweis ist analog zu oben. Wiederum wird das Infimum auf der rechten Seite angenommen.
Wenn Z nicht erreichbar ist, wird das supremum auf der linken Seite nicht angenommen, d.h.
die Menge der moglichen Preise von Z ist offen.

Genau wie oben erhalten wir wiederum, dass ein Derviat Z genau dann mit von (Z;, p;)ier

und handeln im Markt repliziert werden kann, wenn {EqZ : Q € M€, EqgZ; = p;,i € I} nur aus
einem Element besteht.
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4 Das Binomialmodell (Cox-Ross-Rubinstein-Modell)

Das Binomialmodell oder CRR-Modell ist ein vollstandiges Modell in T" Zeitschritten. Es ist im
Wesentlichen dadurch charakterisiert, dass die relativen Zuwéchse in jedem Zeitschritt die selbe
Verteilung haben. Tatséchlich wird der relative Zuwachs in jedem Zeitschritt durch einen Faktor
beschrieben der entweder (1 + b) oder (14 a), mit —1 < a < b, ist.

Genauer wihlen wir

Q={-1,+1}" (4.1)
Yi((wi, ... wr))) = wy (4.2)
b fallsY, =+1
R = { a fallsy, =—1 (4.3)
t
Xi =X (14 R) = X [ [(1+ Ry), (4.4)
k=1

wobei jeweils 1 <t < T
Als Filtration wahlen wir die kleinste die diese Prozesse adaptiert macht, d.h.

.Ft = O'(}/l,...,}/;) :O'(Rl,...,Rt> :O'(Xl,...,Xt).
P wihlen wir als ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafs, dass vollen Support hat.

Theorem 4.1. Das CRR ist arbitragefrei genau dann wenn a < 0 < b. In diesem Fall ist es
vollstandig und das einzige MartingalmafS wird charakterisiert durch

1. Yi,...,Y; unabhdangig.
2. P(Y, =+1) = =2 = p,P(Y, = —1) = ;= = q.

Bemerkung: Die erste Bedingung ist dquivalent dazu, dass Y; unabhdngig von F,_1 fir t €
{1,...,T}.

Im Beweis brauchen wir folgendes Lemma iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten. (Zur
Erinnerung: P(A|G) := E[14]G].)

Lemma 4.2. Ein Ereignis A ist von der o-Algebra G genau dann unabhdingig wenn
P[A|G] = P[A4].

Beweis. Ubung. n
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Beweis von Satz 4.1. NA gilt genau dann wenn es Q € W gibt, sodass fir t € {1,...

Eq[Xi|Fi1] = Xia
= Eo[Xi(1+ Ry)|Fia] = Xia
—  Eg[R|F1]=0
— QY = +1|F_1] +aQlY; = —1|F_1] =0
=  0QY; = +1[Fa] +a(l - QY = +1|F1]) =0
— (b—a)QlY; = +1|Fi1] = —a
= QY= +1F = 57—

— Q[Y; = +1] = b_a

T}

und Y; unabhéngig von F;_;.

Wir miissen uns noch iiberlegen, dass es wirklich genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit diesen

Eigenschaften gibt.
Das ist nicht schwer, es ist gegeben durch

Q({(wla oo 7WT)}) = p‘{k:o‘)k:—‘rl}lq‘{k:w}c:_lﬂ'

(4.5)
0

Wir betrachten von nun an das Maf @ aus obigem Satz und fixieren ein Derivat Z =

f(Xy, ..., Xr) unser Ziel ist es, explizit ein ¢ € R und H € H mit
at (H X)r=Z.

zu bestimmen. Dazu betrachten wir das Martingal V' (‘value process’),

Vi=E[Z|F] = ) ElZ{Xi=a1, ..., X = 2}]1(x,=ar... X,=ar}-

.....

Aus obiger Darstellung erkennen wir, dass es jeweils eine Funktion v; mit
vt<X17 e 7Xt) =V
gibt. Aus V; = E[V,1|F;] erhalten wir die Rekursion

vr = f
’Ut<l'1, e 737,5) = E[Ut+1(X1, e ,Xt+1)|X1 = T1,y... ,Xt = fL‘t]

= puep1(Tr, .. 2, (14 0)) + quega (21, .., 2, 24 (1 + a)).

Im néchsten Schritt bestimmen wir H aus der Gleichung

Hypt(Xiy1 — X0) = Vipr — Vi
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Durch Einsetzen ergibt sich auf der Menge {X; = x1,..., X} = 24, X411 = 24(1 + b)} ebenso wie
auf der Menge {X; =21,..., Xy =2, X401 = (1 +a)}

Vigr — V4 _ Vi1 (21, -2 (L4 0) — v (@1, .-z, 2 (1 + a))
XtJrl — Xt (—Cl + b)xt .

Daraus folgt
Ht+l = ht+1(X17 e 7Xt)7

wobei
V1 (T1y -y T, (L4 0)) —vppq (1, -, 2, 2 (1 + a))
ht+1(‘r17“'7xt>: (—a—i—b)xt :
Wir betrachten noch den wichtigen Spezialfall
Z = f(Xt)'

Induktiv erhalten wir hier, das V; = v(X) und dann auch Hyyq = hyyq(x) mit

o) = presaa (@il +0)) + quega ({1 + ) (4.10)
hior (1) = Vppr (2(1 +(li)c)l jr Z;J:t(xt(l + a))_ (4.11)

Aus diesen Gleichungen kann man bei speziellen Derivaten einiges iiber die Struktur der
Replikationsstrategie ablesen. Wir betrachten z.B. den Fall einer européischen Call-option, d.h.

Z = [(Xr) = (Xp — k)4

Hier ist f wachsend, konvex und 1-Lipschitz. Die Konvexkombination in (4.10) erhélt alle diese
Eigenschaften. Daher ist fiir jedes ¢ die Funktion x — v;(x) monoton, konvex und 1-Lip. Daraus
folgt wiederum leicht, dass die Funktion z + hyy1(z) monoton ist und nur Werte in [0, 1]
annimmt.

22



5 Nutzenmaximierung

5.1 Grundlegendes Problem und Nutzenfunktionen

Ein typisches Lehrbuchproblem in der Finanzmathematik ist es, den erwarteten Nutzen des
Endvermégens zu maximieren. Angenommen, unsere Nutzenfunktion ist durch U gegeben und
wir haben ein Anfangsvermoégen von X, dann lautet das Problem, dem wir gegeniiberstehen:

sup E[U(Xo + (H - X)7)].

Klassische Annahmen sind, dass U : R — [—00,00) streng monoton wachsend, stetig auf R,
differenzierbar und streng konkav im Inneren seines Definitionsbereichs {z € R : U(z) € R} ist
und dass der Grenznutzen gegen Null strebt, wenn das Vermogen gegen Unendlich geht, also:

Ullx) =0 fir z— oo.
Wichtige Beispiele sind:
e u(x) =log(z), x > 0 (negatives Vermogen ist nicht erlaubt),
o u(z) =<, o€ (0,1),z > 0 (negatives Vermdgen ist nicht erlaubt),
o u(x) =—e 7 v >0,r € R (negatives Vermogen ist erlaubt).

Obwohl die meisten Theorien fiir allgemeine Nutzenfunktionen entwickelt werden koénnen,
konzentrieren wir uns hier auf u(x) = —e~*. In diesem Fall reicht es natiirlich aus, das Nutzen-
maximierungsproblem fiir Xy = 0 zu 16sen, d. h., wir betrachten

sup E[—exp(—(H - X)r)].
HeH

Wichtiger ist, dass im Fall des exponentiellen Nutzens die Losung des Nutzenmaximie-
rungsproblems sehr elegant durch das Konzept der relativen Entropie beschrieben werden
kann.

5.2 Ein kurzer Exkurs iiber Entropie und Informationstheorie

Um etwas Kontext zu bieten, fithren wir zuerst die klassische Shannon-Entropie ein: Gegeben
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p = (p1, ..., pn), ist deren Entropie definiert als

H(p) := = pilog, pi,
=1

was die Menge der Unsicherheit misst, die enthiillt wird, wenn ein (p;)-Experiment beobachtet
wird.
Wir versuchen, dies etwas konkreter zu machen:
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1. Angenommen, n = 2,p; = py = % Wenn wir das Ergebnis beobachten, wird genau
H((p:;)) = 1 Bit enthiillt.

2. Betrachten wir nun £ € N, p; = % fiir alle 7. Wenn k keine Zweierpotenz ist, ist nicht ganz
klar, wie viele Bits enthiillt werden. Man kann diese Frage folgendermafsen beantworten:
Angenommen, das Experiment wird N-mal fiir ein grofses N wiederholt. Dann wird ein
Wort der Liange N beobachtet. Es gibt £V solche Wérter, und jedes tritt mit gleicher
Wahrscheinlichkeit ,%N auf. Um zu codieren, welches Wort aufgetreten ist, bendtigen wir
[Nlog,(k)| ~ H((p;))N Bits. In diesem Sinne enthiillt das Ergebnis eines einzelnen
Experiments log, (k) = H((p;)) Bits.

3. Sei nun py,...,p, beliebig. Wenn wir das Experiment N mal wiederholen, gibt es kv
mogliche Worter, aber abhéngig von (p;) sind einige sehr unwahrscheinlich. Bezeichne X;
als das Ergebnis des i-ten Experiments und wende das Gesetz der groften Zahlen auf die
i.i.d. Zufallsvariablen log,(px,) an, um zu erhalten

—H((p)) = Ellog, px,] = lim 1/N} log,(px,).

i=1
Anders ausgedriickt, fiir 6 > 0 gilt fiir N hinreichend grofs
P({w: |H((p:)) + 1/N log,(Wahrscheinlichkeit(X; (w) ... Xy (w)))| < d}) > 1—0. (5.1)

Ein typisches Wort tritt also mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefihr 2-NV# () auf es
gibt 28 (PN golche Worter.

Um das rigoros auszudriicken, sei 6 = 0.01 und N hinreichend grof. Dann folgt aus (5.1):
Beziiglich (p;) decken die 2!0%H ()N hiufigsten Worter 99% aller Worter der Linge N
ab.

Wie zuvor reichen ~ H(p)N Bits um wenigstens diese ‘typischen’ Worter zu speichern.

Starker und schwieriger zu beweisen als das Obige ist der Shannon-Quellcodierungssatz: Dies
ist ein grundlegendes Resultat in der Informationstheorie, das die Grenzen der effizienten
Datenkompression fiir eine diskrete Gedéachtnislose Quelle beschreibt. Gegeben eine Quelle mit
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung py, po, ..., pr iiber k moglichen Symbolen, besagt der Satz,
dass es moglich ist, den Ausgang der Quelle mit einer durchschnittlichen Codewortlénge pro
Symbol nahe der Entropie H((p;)) der Quelle zu codieren. Grob gesagt, benotigt der optimale
Code — log, p; Bits, um das Symbol 4 zu codieren, sodass H((p;)) = — S~ pi log,. die erwartete
Anzahl von Bits ist, die notwendig ist, um ein Symbol zu codieren.

Formal hat der Satz zwei Teile:

1. Erreichbarkeit: Fiir jedes € > 0 ist es moglich, einen eindeutig dekodierbaren Code mit
einer durchschnittlichen Lénge pro Symbol kleiner als h(X) + € zu konstruieren. In der Praxis

24



bedeutet dies, dass wir uns dem Entropielimit fiir effiziente Codierung annéhern, es aber nicht
unterschreiten konnen.

2. Umkehrung: Kein eindeutig dekodierbarer Code kann eine durchschnittliche Lange pro
Symbol haben, die kleiner als die Entropie H(X) ist. Dieser Teil des Satzes legt fest, dass H(X)
die theoretische Untergrenze der durchschnittlichen Lénge pro Symbol fiir jede verlustfreie
Kompressionsmethode ist.

Der Shannon-Quellcodierungssatz garantiert daher, dass die Entropie H(X) die bestmdgliche
Kompressionsrate fiir eine Quelle mit der gegebenen Verteilung pq,...,p. liefert und eine
optimale Codierungseffizienz sicherstellt.

Die Kreuzentropie zwischen zwei diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (g, .. ., gx) und
(p1, ..., pr) wird definiert als die erwartete Anzahl von Bits, die benétigt werden, um ein Ereignis
der Verteilung (¢;) mit einem Code zu codieren, der fiir die Verteilung (p;) optimiert wurde.
Mathematisch ausgedriickt ist sie:

H((q:), (pi)) = — Z q; logy pi.

Die relative Entropie

H(49) (1)) = H((@). () — H((@)) = > g log Z—

gibt die uberschiissige Kapazitit an, die bendtigt wird, wenn eine Quelle (¢;) mit einem Code
codiert wird, der fiir (p;) optimiert wurde.
Als Néchstes beginnen wir, die relative Entropie ernsthaft zu diskutieren.

5.3 Relative Entropie

Ab jetzt wechseln wir zur Verwendung des natiirlichen Logarithmus, da dies fiir unsere Zwecke
bequemer ist.

Definition 5.1. Gegeben Wahrscheinlichkeiten P, Q, wird die relative Entropie definiert als

d d d
H(QIP) = Eq [bg d%} —E: {d% log d%

falls Q < P, und H(Q|P) = +o00 andernfalls.

Da die Funktion x ~ zlog z streng konvex ist, folgt (Ubung!), dass

Q— H(Q[P)

25



streng konvex in Q ist.
Folglich existiert ein eindeutiger Minimierer von

inf{H(Q[P) : Q € M},

das sogenannte entropieminimale Martingalmafs. Spater werden wir sehen, dass es uns erlaubt,
das Nutzenmaximierungsproblem fiir exponentiellen Nutzen zu l6sen. Dazu bendtigen wir einige
weitere Vorbereitungen.

Theorem 5.2. [Dualdarstellung der Entropie| Seien P,Q Wahrscheinlichkeitsmafe. Dann gilt:

1.
H(Q|P) = sup (Ep {%X] — log Ep [eX})
X
2. 10
logE [e*] = (E {—X}—H P).
o [e } %E{prjlljpDichten} : dP (@’ )

Beide Supremums werden erreicht, das zweite eindeutig, das erste bis auf Verschiebungen
eindeutig. In berden Fallen wird der Optimierer durch

dQ eX dQ
= de, X = log —
P~ By [eN] = c, +c = log

dP’
charakterisiert.

In Bezug auf Legendre-Transformationen besagt das Theorem, dass die Abbildungen

Do H(Q|P) falls D eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist
00 sonst

X = logE [eX }
konvexe Konjugierte im Hilbertraum L?(P) sind. 2

Beweis. Beide sind konkave Maximierungsprobleme, daher miissen wir nur die erste Bedingung
priifen.

Da wir auf endlichem  arbeiten, nehmen wir an, Q = {1,..., N}, P({i}) = p; > 0, und
bezeichnen X (i) = x;, Q({i}) = ¢:.

2Das konvexe Konjugierte einer Funktion f : X — (—00,00] ist definiert als f*(z*) = sup,(z*,z) — f(z), was
immer eine untere Halbstetige konvexe Funktion ist. Der Satz von Fenchel-Moreau besagt, dass f** der untere
halbstetige konvexe Abschluss von f ist. Fiir hinreichend regulire konvexe Funktionen f,g auf RV mit dem
iiblichen euklidischen Skalarprodukt ist f = ¢g* dAquivalent zu Vf = (Vg)~!.
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Daher lautet 1):

Q“P) = Sup Z Tiq; — IOg Z 656sz

xERN

—F(a).
Die erste Bedingung % = 0 ergibt
e’
Z] 1€9Dj
wie behauptet. Durch Einsetzen erhilt man nun das Gewiinschte.

Ahnlich ergibt sich 2):

log Ep [e*] = sup Z Tig; — Z G log -

4i = Di

qEeRN ,¢;>0,57; qz—l

=:G(q)

Im ersten Schritt fithren wir einen Lagrange-Multiplikator A ein und betrachten d(G(Q)_ZS_Zi @) _

0, was zu

T; = (gilog g; — gilog pi + Ag;) (5.2)

dg;
= logg; + 1+ A —logp; = log 2 4 (1 - A). (5.3)

1

Daraus folgt, dass x; + ¢ = log fiir ein ¢ € R. Wiederum liefert Einsetzen das Gewiinschte. [J

5.4 Minimierung der relativen Entropie und exponentielle Nutzenma-
Ximierung

Theorem 5.3. Nehmen wir an, das Modell (Q, F, P, (F), (Xy)) erfillt (NA).
Sei Q* das entropieminimale Martingalmafl. Dann gilt

sup Ep [—e’y] = —e H@IP),
YeK

Dariiber hinaus hat das Nutzenmazimierungsproblem einen eindeutigen Maximierer Y*; Y™ ist
das eindeutig bestimmte Element in IC, das die Form —log %5 0%+ Konstante hat.

Dieses Ergebnis kann sowohl als Charakterisierung von Y* in Bezug auf Q* als auch als
Charakterisierung von Q* in Bezug auf Y* gelesen werden.
Wir bemerken auch, das Theorem 5.3 einen neuen Beweis fiir das FTAP liefert.
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Beweis von Theorem 5.3. Wir haben

H(Q'P) = puin H(QIP) (5.4)
. dQ

= &1}\1} ;161[1[; (—EP LlTPZ} + H(QW)) (5.5)
d

= Egg&% <—E[P> [%Z} + H(@W)) (5'6)
d

= sup — (B [22] - m(opp)) 6.7)

= sup — log Ep [¢”] (5.8)

ZeK
= —log (Zig(Ep [ez}) : (5.9)
= —log (— sup Ep [—ez}> . (5.10)
ZeK

Hier haben wir den Min-Max-Satz von Sion® verwendet, um den Tausch von min und sup zu
rechtfertigen. Es bleibt als Ubung zu zeigen, dass sup .y Ep [—eZ ] erreicht wird. Der Rest folgt
aus der Charakterisierung des Optimierers in der dualen Darstellung von log Ep [eZ } m

Offenbar kénnten wir den obigen Beweis auch fiir einen anderen Vektorraum als K fiihren,
so lange die NA-Bedingung erfiillt ist. Insbesondere iibertrégt sich das Resultat auf den Fall in
dem mehrere Assets oder auch Derivate gehandelt werden.

In allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraumen gilt folgende Version des obigen Theorems, die

insbesondere in der Statistik wichtig ist:

Theorem 5.4 (Gibbs-Jaynes principle). Seien ¢q,...,¢, : Q — R beschrinkte messbare*
Funktionen und setze

Q= {QeN:Eglp) =0, <n}
Falls es ein Q € Q gibt mit H(Q|P) < oo, dann existiert ein eindeutiger Minimierer Q* von

inf{H(Q|P) : Q € Q}.

3Der Min-Max-Satz von Sion besagt Folgendes: Seien A und B nichtleere konvexe Mengen in topologischen
Vektorrdumen, A kompakt, und f : A x B — R eine Funktion derart, dass: 1. f(z,-) fir jedes feste z € A konkav
und obenhalbstetig in y ist, 2. f(-,y) fiir jedes feste y € B konvex und untenhalbstetig in z ist. Dann gilt:

min su x = sup min f(x
wexyegf( 2 Y) ye%exf( 2 Y)

4Etwas allgemeiner reicht Eplexp(r|¢;|)] < oo fiir alle 7 > 0.
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Qx ist das einzige Element von Q mit einer Dichte der Form

d
% = aexp(bigr + ... + buthn). (5.11)

Weiters gilt
e TP — min{Epexp(bipy + ... 4 bpon) : by, ..., b, € R}.

Optimierer der rechten Seite sind dadurch charakterisiert, dass fir ein a € R, (5.11) gilt.
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6 Das Black-Scholes Modell

Bei Grenziibergang denken wir daran, dass wir ein Modell betrachten in dem sehr viele, jeweils
sehr kleine Anderungen des Aktienkurses erfolgen.

Es gibt verschiedene Arten zu einem Grenzwert des CRR-Modells iiberzugehen, wir versuchen
eine zu finden bei der Grenziibergang moglichst einfach wird. Dazu werden wir die Parameter
des CRR-Modells umbenennen (leider mehr als einmal). Es gibt eindeutige Zahlen «, 5 > 0,
sodass

l+b=e"?
l4a=e2"

Mit diesen Parametern gilt dann
X, = Xoe® k=1 Vimnd,

Weiters wollen wir unsere Parameter so wéhlen, das Q(Y; = +1) = Q(Y, = —1) = 1/2. Das ist
gleichbedeutend mit

1=E[e™ P =1/2[e* " + e F] (6.3)
& e +e =260, (6.4)

Wir interessieren uns, wie gesagt, vor allem fiir den Fall, dass alle Spriinge sehr klein sind. Dann
gilt natiirlich, a = § ~ 0. Wir erhalten dann aus obiger Gleichung

I+a+1/2a%+.. )+ (1—a+1/2a°+...)=2(1+ B8+ 5%/2..)) (6.5)
e 1/20%... =B+3%/2... (6.6)
& 1/20% =~ B. (6.7)

Wir setzen nun 3 =: &2 /2, sodass fiir kleines a ungefihr o ~ & (in dem Sinn, dass lim, ¢ ¢ =1).
Dass CRR-Modell mit unserer neuen Parameterisierung wird dann beschrieben durch

n &2
Xn _ Xoeo‘Zkzl Yi—na /2’

wobei e® — e~ = 2¢%°/2 und Q(Y}, = +1) = Q(Y;, = —1) = 1/2. Weiters beobachten wir noch,
dass

Var(log(X,)) = Var (a Z Yk) = na’.

k=1
Um nun eine Art Grenzwert zu bilden, nehmen wir an, dass im /N-ten Schritt das Zeitintervall
[0,7] in N gleiche Teile geteilt wird und unser Modell die Form

XDy 1= Xoeon Xior Yimnah/2, (6.8)
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wobei die Parameter oy, &y nun von N abhéngen diirfen.
Fir ¢t € {n/N : n < NT} erhalten wir dann

N ~
XtN = Xoe St Yi—tNGR /2.

Aus der Uberlegung oben folgt, dass
Var(log X}¥) = Nait.

Da wir die Varianz gerne unabhéngig vom Diskretisierungschritt hitten, setzen wir ay := o/ VN,
ay =: 6N/\/N, wobei o > 0 konstant ist. Dann héngt zwar oy von N ab, aber wenigstens
wissen wir, dass limy_,o o0y = 0.

Mit unseren neuen Parametern erhalten wir

Var(log X}V) = o*t.

und
tN 9 N_ 22
)(tN _ X'Oetfzkzl Yi/VN—t6%/2 _ X'OeaBt tO’N/Q’

wobei der Prozess BY durch

tN
BY =) Yi/VN
k=1

gegeben ist. Wir bemerken nun, dass der Prozess B die folgenden Eigenschaften hat:
1. E[BN] =0
2. E[(BM)?] =t.
3. Fir0 <t <ty <...<t, <T sind die Inkremente Bg —Btzf, o Bg}i —B,f:ii1 unabhéngig.

Bis jetzt nehmen wir stets implizit an, dass t € {n/N : n < NT}, d.h. BY ist weiterhin ein

Prozess in diskreter Zeit. Wir erweitern BY nun zu einem Prozess auf dem ganzen Intervall
(0,77, in dem wir
N ._ pN
B," := Bj;nn

setzen. Entsprechend setzten wir auch
XtJV _ XoeaBtN—to?v/Q
zu einem Prozefs auf [0, 7] fort.

Offenbar vermuten wir, dass B;¥ fiir N — oo in einem bestimmten Sinn konvergiert. Wir
erinnern uns dafiir zundchst an den zentralen Grenzwertsatz:
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Theorem 6.1. Seien Zy, Zs, ... unabhingig und gleich verteilt, EZ; = 0, Var(Z;) = 0? < oo.
Sei weiters Z ~ N(0,0?). Dann gilt

n—0o0

1 n
lim — Zy =7 in Verteilung.
i

Konkret bedeutet das, dass die Verteilungsfunktionen von \/iﬁ > v_1 Zr, punktweise gegen die

Verteilungsfunktion von N (0, 0?) konvergieren.

Dieser Satz liefert uns, dass fiir jedes t € [0,7T] die Folge B} gegen eine N(0,T)-verteilte
Zufallsvariable konvergiert. Tatsédchlich wollen wir aber noch ein Stiick mehr: wir hétten gerne,
dass die gesamten Prozesse B wiederum gegen einen Prozef konvergieren.

Das wird der sogenannte Satz von Donsker leisten. Zuerst brauchen wir die Definition der
Brown’schen Bewegung.

Definition 6.2. Sei B = (By)cjo,r] €in stochastischer Prozess mit den Eigenschaften
1. E[B] =0
2. E[B?] =t.

3. Fir0 <t <ty <...<t, <T sind die Inkremente B, — By,, ... By, — By, , unabhdngig
und normalverteilt.

4. Fir fast alle w ist die Abbildung
t— Bt(w)

stetig.
Dann heifit B Brown’sche Bewegung.

Theorem 6.3 (Satz von Donsker). Fir N — oo konvergiert BY in Verteilung gegen die
Brown’sche Bewegung B.

Wir werden an dieser Stelle nicht genau ausfiihren, was schwache Konvergenz fiir stochastische
Prozesse bedeutet, wir begniigen uns damit festzuhalten, dass fir all 0 <t; < ... <¢t, <T

(By

TR

,BY)=(By,....B,)

lim
N—o00
in Verteilung.

Da wir schon wissen, dass 6y — o, erhalten wir auch, dass die Prozesse X gegen den
Prozess X,

X, = Xoe? Bt/ (6.9)

konvergieren.
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Definition 6.4. Der Prozess X in (6.9) heisst geometrische Brown’sche Bewegung oder Black-
Scholes Modell.

Da X ein Grenzwert von Martingalen ist, konnen wir hoffen, dass X selbst wieder ein
Martingal ist. Dem ist tatséchlich so: mit Fy := o(Xs: s <t) gilt fir 0 <u <t <T

E[X|F.] = X.. (6.10)
Als néchstes untersuchen wir, was wir fiir den Wert v, einer Européischen Option
Z = f(Xr)
erwarten wiirden. Da X% — X, sollte (fiir hinreichend beschrinkte) f gelten, dass
v = Ef(X7) = lim EF(XD).
N—o0
Da X7 log-normalverteilt ist, gilt konkret
vo=Ef (XoeaﬁZ—T02/2>

wobei Z ~ N(0,1), oder

2 1 2
vy = /f (XOeUﬁZ_T” /2> \/—2_76_" 2dz. (6.11)

(6.11) ist eine Version der Black-Scholes Formel.
Unter der Bedingung, dass der Aktienkurs zum Zeitpunkt ¢ den Wert z; hat, erwarten wir
fir den Wert von f(X7)

1
Ut(xt) _ Ef (xtea\/T—tZ—(T—t)02/2> _ /f (xteax/T—tz—(T—t)02/2> Ee—z2/2 dx. (612)

Wenn wir f(Xr) replizieren wollen, dann sollten wir fir X; = z; stets

d , ST Fo—(T—t)0? /2 e’ T—tz—(T—t)0?/2 Y
he(e) = = () () Z/f (a:te" 2= (Tt /> NoT: e *2dz (6.13)

Aktien halten.

Dass ein Portfolio mit obiger Handelsstrategie das gegebene Derivat repliziert, erscheint (in
Anbetracht der Approximation oben) plausibel, im Moment kénnen wir das allerdings nicht
beweisen. Eigentlich kénnen wir noch nicht einmal genau sagen, was wir in stetiger Zeit mit
Handel meinen.
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6.1 Handeln in stetiger Zeit - Stochastisches Integral

Ein adaptierter Prozess H = (H;)o<t<r in stetiger Zeit heifit simpel falls

=2

H=> HI

i

tistir1]o

Il
=)

fir I:Iz € Fi,und 0 =1ty <ty < ... <ty =T. Gegeben so einen Prozess und einen adaptierten
Prozess X schreiben wir

T N N
(H ’ X)T = / H,dX, = ZHi(Xti+1 - th) = ZHtH-l (XtH—l - th)
0 =1

i=1

Die endliche Folge {t, < t; < ... < ty = T} =: 7w bezeichnen wir als zugehorige Partition.
|7| := maxy,er |t; — tir1]| bezeichnet die Gitterweite oder Norm der Partition.

Fiir die mathematische Theorie ist es deutlich praktischer, den Prozess (H - X); noch
allgemeiner zu definieren. Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf stetige Prozesse H.
Gegeben eine Partition 7, definieren wir einen simplen Prozess der H approximiert durch

Hﬂ- = Z Hti]l(ti,ti-',-l}'

tiem

Wir sagen, dass das stochastische Integral (H - X)r = fOT H dX von H beziiglich X existiert,
falls der Grenzwert

(H ’ X)T = nh_{glo(Hwn X>T = nh_>nolo Z th‘(Xti+1 - th) (6'14)
t;,Emn

fiir jede Folge von Partitionen m,, |m,| — 0 im Sinne der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
existiert.
Etwas allgemeiner definieren wir fiir ¢ € [0, 7] und H simpel

N
(H . X)t = Z H’i(Xti+1/\t - Xti/\t)
=1

und dann auch fiir allgemeines H durch (H - X); := lim,, oo (H™ - X);.
Analog zum entsprechenden Satz in diskreter Zeit gilt:

Theorem 6.5. Sei H simpel oder H adaptiert stetig und beschrinkt und set X ein stetiges
Martingal. Dann existiert (H - X); und ist ein Martingal.
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Wie jedes verniinftige Integral ist auch das stochastische Integral linear, wir werden das in
den Ubungen besprechen.
Wir wiirden nun gerne zeigen, das fiir die oben definierten Prozesse gilt, dass

F(Xr) = 0(Xo) + (H - X)p = v(Xo) + /0 h(X,) dX,.

Der wichtigste Baustein, der uns dafiir fehlt ist die sogenannte Ito-Formel.

Theorem 6.6 (Ito-Formel, 1. Version). Sei B eine Brown’sche Bewegung und f : R — R zwei
mal stetig differenzierbar. Dann gilt

1B~ f80) = [ 1arB) = [ rwyas+ 5 [ (6.15)

bzw. in Kurzform
df(B,) = f'(B,) dB: + % (B, dt. (6.16)

Diese Form stellt eine Art Kettenregel dar und ist als solche ziemlich bemerkenswert. Zum
Vergleich: Sind Funktionen f, g stetig differenzierbar, so gilt

df(g(t)) = f'(g(t)g'(t) dt = f'(g(t)) dy(t). (6.17)
Beweis. Wir zeigen nur eine grobe Skizze. Die wichtigste Heuristik ist, dass ungefahr gilt, dass
dB; = +Vdt,

dass hatten wir auch in unserer Approximation der Brown’schen Bewegung durch den random
walk. Wenn man daran glaubt, gilt ungefahr

dB} = dt. (6.18)

Um df (B;) abzuschétzen, verwenden wir dann die Taylorformel und erhalten

df (Bt) = f(Biyar) — f(Br) = f((By) + dBy) — f(By) (6.19)
= f'(B,)dB; + % f"(By)dB} + é f"(B)dB: + . .. (6.20)

= f/(By)dB, + % f"(B,)dB? = f'(B,) dB; + % f"(By) dt. (6.21)

O

35



Theorem 6.7 (Ito-Formel, 2. Version). Sei B eine Brown’sche Bewegung und f: Ry x R:— R
zwei mal stetig differenzierbar. Dann gilt

f(t,Bt)—f(O,BO):/O 1df(t,Bt):/O f’(s,Bs>st+/0 %f”(s,Bs)Jr%f(s,Bs)ds,
(6.22)

bzw. in Kurzform
1 d
df (t, By) = df (t, B;) = f'(t, B;) dB; + §f//<t’ By)dt + %ﬂt’ By) dt, (6.23)

Beispiele zur Ito-Formel:
1. d(B}) = 2B, + dt bzw. [ BydB; = B}/2 —t/2.
2. Bezeichne X die geometrische Brown’sche Bewegung bzw. das Black-Scholes-Modell. Dann
gilt
dX; = o(X;)dBy, (6.24)

bzw.

t
X, — X = / o(X,) dB.. (6.25)
0

Allgemeiner lassen sich stochastische Integrale fiir sogenannte Semi-martingale definieren,
dass sind Prozesse die als Summe eines Martingals und eines Prozesses mit beschréankter
Totalvariation darstellbar sind. Man kann zeigen dass jede zweimal stetig differenzierbare
Funktion eines Semi-martingals wiederum ein Semi-martingal ist und auch in diesem Fall gilt
eine Version der Ito-Formel. Wir betrachten noch einen weiteren Spezialfall einer entsprechenden
[to-formel.

Theorem 6.8 (Ito-Formel, 3. Version). Seien X,Y stetige Semi-martingale und f : R xR — R
zwet mal stetig differenzierbar. Dann gilt

1 1
df (X4, Y;) = fodX; + f, dY; + 3o (dX1)? + foy, dX,dY; + 5w (dY;)?. (6.26)
Zum Beispiel folgt daraus folgende Produktregel fiir stetige Semimartingale:

Um die beiden letzten Formeln praktisch anwenden zu kénnen, muf man noch wissen, wie
Produkte der Form dX;dY; in konkreten Féllen auszuwerten sind. Gegeben eine Brown’sche
Bewegung B gilt

dB? = dt,dB,dt = dtdB, = 0.
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Ist B eine von B unabhiingige Brown’sche Bewegung so gilt
dBdB; = 0.
Zum Beispiel gilt dann fiir Prozesse dX] = ot dB; + pidt, i = 1,2
dX}dX}? = olo} dt.
Schliefslich brauchen wir noch eine (letzte) weitere Rechenregel fiir stochastische Integrale.

Proposition 6.9. Seien H, K, X stetige Prozesse. Dann gilt

t s t
/ Hsd( / Kuqu> = / H,K,dX, baw. (6.28)
0 0 0

(H- (K- X))r=(HK)  X)r, (6.29)
sobald die linke oder die rechte Seite definiert ist (und dann ist auch die andere Seite definiert).

Beweis. Eine Moglichkeit, das zu beweisen, ist es fiir den Fall von simplen H, K die Gleichung
nachzurechnen und dann zum Grenzwert iiberzugehen. Jedenfalls illustrativ ist es den diskreten
Fall anzusehen.

Man kann sich die Gleichung auch iiber eine Finanzmathematische Interpretation plausibel
machen: Bezeichne K die Anzahl der Aktien die ein Aktienfonds kauft (und nehmen wir an,
dass der Fonds sonst nichts tut). Dann sind dessen Gewinne / Verluste des Fonds durch (K - X)
beschrieben und dies gibt auch den Wert des funds zum jeweiligen Zeitpunkt wieder. Nehmen
wir nun an wir handeln selbst Anteile des Funds und wir beschreiben diese Strategie durch H.
Dann sind unsere Gewinne / Verluste durch (H - (K - X)) beschrieben. Natiirlich lauft das auf
das selbe hinaus wenn wir gleich H K Aktien kaufen und demnach (HK - X)) Gewinn / Verlust
haben. O

Definition 6.10. Ein stochastischer Prozess der Form

T T
XT—X0+/ Mtdt+/ O'tdBt,
0 0

oder — abgekiirzt —
dXt = Ut dt + ¢ dBt,

heisst Ito-Prozess.

Wir haben schon gesehen, dass das Stochastische Integral beziiglich eines Martingals wiederum
ein Martingal ist. Fiir Ito-Prozesse gilt auch folgende Umkehrung;:
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Proposition 6.11. Sei ein (‘hinreichend® beschrinkter’) Ito-Prozess
dXt = ,Ut dt + O¢ dBt
gegeben. Dann ist X genaw dann ein Martingal, wenn p =0, P ® A o)-fast sicher.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass die Bedingung notwendig ist. Dazu betrachten wir

T T T
YT = / Lt dXt = / UtO¢ dBt + / ILL? dt (630)
0 0 0

Falls X ein Martingal ist, so auch Y und daher gilt 0 = EY; = E fOT pZ dt. O

Basierend auf obigem Resultat, bezeichnet man die entsprechenden Komponenten eines
Ito-Prozesses auch als drift- bzw. Martingal-teil:

dXt = dt + o dBt
~—~ S~——

Driftteil  Martingalteil

Der folgende Satz spielt eine wichtige Rolle um die Vollstdndigkeit von einfachen Modellen
in stetiger Zeit zu zeigen:

Theorem 6.12 (Martingal-Darstellungssatz). Sei (B;)L, eine Brownsche Bewegung und sei
F = (Fi)epo die von B erzeugte Filtration. Sei (Xi)icpor ein Martingal, das (Fi)ejo,r)-
adaptiert ist, und gelte E[X%] < co. Dann existiert eine eindeutige Funktion ¢ € H*([0,T]) =
{H : adaptiert, || H |[pgr0,1) < 00}, sodass

t
Xt:XoJr/ . dB, (6.31)
0

fir alle t € [0,T] gilt.

Im Folgenden beweisen wir einen wichtigen Spezialfall von Satz 6.12. Vorher machen wir
einige Bemerkungen: Zunéchst gilt X, = EXr, da Fy die triviale o-Algebra ist. Auferdem ist
die Eindeutigkeit von ¢ eine direkte Konsequenz der Ito-Isometrie.

Als Néchstes behaupten wir, dass es fiir Satz 6.12 ausreicht zu zeigen, dass fiir jedes
X € L*(Q, Fr,P) eine Funktion ¢ € H%([0,T)]) existiert, sodass

T
0

SGenauer zeigt man mittels der Ito-Isometrie, dass fiir p € H2([0,7]) = {H : adaptiert, | H lper0.1) < o0}

der Prozess M, := ft

o s dBg ein stetiges Martingal ist, dass sogar EMZ = [ llpor0,7) erfiillt.
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Tatséchlich folgt (6.31) aus (6.32), indem der bedingte Erwartungsoperator E[-|F;| angewendet
wird.

Wir beweisen nun (6.32) in einem wichtigen und instruktiven Fall:

Angenommen, X = f(Br), wobei f € C?*(R) und E[f(Br)?*] < oco. Wir definieren das
Martingal (X¢):ejo,r] durch X; = E[f(Br)|F]. Der entscheidende Punkt ist zu bemerken, dass
es eine Funktion f(¢,b) fiir (¢,b) € [0,7] x R gibt, sodass

Elf(Br)|F = f(t, By). (6.33)
Um dies zu sehen, bemerken wir zunéachst, dass
E[f(Br)|F] = E[f (Bt + (Br — By))|F] = E[f(B: + (Br — By))|Bil,
da (By — B,) unabhingig von F, ist. Auerdem gilt
E[f(B: + (Br — By))|Bi] = [(t, By),

wobel
£(t.b) = / F(b+ ) drr—y) (6.34)

und y7_; die zentrierte Gauf-Verteilung mit Varianz T — t bezeichnet. (Ubung.)
Da f € C? ist, konnen wir die It6-Formel auf den Prozess X; = f(t, B;) anwenden, um

dX, = fo(t, B) dBy + [fea(t, Be) + fi(t, By)] dt (6.35)

zu erhalten. Nun bemerken wir, dass der Driftterm [f,.(t, B;) + fi(t, B;)] verschwindet. Dies
kann entweder direkt aus der Definition von f(t,b) gezeigt werden oder, eleganter, durch die
Beobachtung, dass der Driftterm notwendigerweise verschwindet, da X; = E[f(Br)|F:| per
Definition ein Martingal ist. Es folgt, dass (6.48) (in integraler Form) zeigt, dass

t
Xy = Xo +/ fa(u, B,) dB, (6.36)
0

gilt, wie gefordert.

Zusammenfassend haben wir im speziellen Fall, dass X7 in der Form f(Br) gegeben ist,
nicht nur den Martingal-Darstellungssatz bewiesen, sondern auch eine explizite Darstellung fiir
die benétigte Funktion ¢ gefunden.

Wir bemerken, dass der hier vorgestellte Ansatz tatsédchlich verwendet werden kann, um
Satz 6.12 im allgemeinen Fall zu beweisen: Im ersten Schritt iteriert man die obige Idee, um eine
explizite Darstellung fiir den Fall zu liefern, dass X = f(By,...,By,) fir0 <t <...<t, <T
gegeben ist. Im zweiten Schritt nutzt man dann, dass die Menge aller X dieser Form dicht in
L3(Q, Fr,P) liegt.

Das néchste Resultate hebt die besondere Rolle hervor, die die Brownsche Bewegung in der
stochastischen Analysis spielt.
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Theorem 6.13 (Levys Charakterisierung der Brownschen Bewegung). Sei M ein stetiges
Martingal mit Startwert My = 0 und sei (M), =t firt > 0. Dann ist M eine Brownsche
Bewegung.

Skizze des Beweises. (Achtung: dieser Beweis wird nicht gepriift.) Was wir zeigen miissen, ist,
dass Differenzen der Form M, , — M, normalverteilt mit Varianz ¢;,; — ¢; sind. Stattdessen
zeigen wir nur, dass M; ~ N(0,t) gilt. (Der allgemeine Fall wiirde mit derselben Idee folgen.)
Dazu berechnen wir die momenterzeugende Funktion

A= Eexp (AM;) = ¢i(N).

Um zu zeigen, dass M; ~ N(0,t) gilt, miissen wir beweisen, dass ¢; die momenterzeugende
Funktion der entsprechenden Normalverteilung ist, d.h., dass ¢;(\) = %)\Qt gilt. Dazu betrachten

wir den Prozess
X; = exp (AM,; — IX\*t).

Nach der Ito-Formel gilt:
dXy = AXy dM; + IN2d(M,) — N> dt = AX, dM,.

Wenn wir Probleme mit der Beschranktheit ignorieren, erhalten wir, dass X ein Martingal ist.
Daher gilt:
Eexp (AM, — %)\Qt) =EX, =EX, =1,

was Eexp (AM,;) = A%t ergibt, wie gefordert.

Um den tatséchlichen Beweis zu fiihren, arbeitet man iiblicherweise mit den charakteristi-
schen Funktionen statt der momenterzeugenden Funktion, da dies (wie iiblich) Probleme im
Zusammenhang mit der Beschranktheit vermeidet. Wir haben die momenterzeugende Funktion
verwendet, um komplexe Zahlen zu vermeiden O

6.2 Girsanov’s Theorem

In diesem Abschnitt présentieren wir eine weitere Zutat aus der stochastischen Analysis, die fiir
unsere Uberlegungen in der Finanzmathematik wichtig ist. Sie hilft uns in bestimmten Modellen
die keine Martingale sind zu dquivalenten Martingalmafen iiberzugehen. Wenn dieser Abschnitt
zu kompliziert erscheint, kann man ihn zur Not auslassen und mufs dann spater damit leben,
dass man gleich mit Modellen beginnt, bei denen die Drift = 0 ist.

Wir betrachten eine Brownsche Bewegung mit Drift, etwa

Xt::Bt+M't7 tZOa

wobei p eine positive Konstante ist. Wir interessieren uns dafiir, in welchem Sinne sich X von
einer Brownschen Bewegung unterscheidet.
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Zunichst ist zu beachten, dass die Pfade von X immer noch dieselbe quadratische Variation
wie die Pfade von B haben, da der Teil mit endlicher Variation dafiir irrelevant ist.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen X und B ist der folgende: Zum Zeitpunkt ¢ liegen die
Pfade von B (im Durchschnitt) nahe bei 0; Pfade, die den Wert +ut erreichen, sind relativ selten.
Im Gegensatz dazu liegen typische Pfade von X zum Zeitpunkt ¢ in der Hohe ut, wihrend Pfade,
die sich auf der Hohe 0 (oder 2ut) befinden, selten sind. Die Idee hinter Girsanovs Theorem ist,
dass man X in eine Brownsche Bewegung iiberfithren kann, indem man die Wahrscheinlichkeit
einzelner Pfade dndert. Das heifst, um X wie eine Brownsche Bewegung erscheinen zu lassen,
sollten Pfade, die bei 0 enden, ein viel hoheres Gewicht erhalten, wahrend Pfade, die bei ut
enden, ein viel geringeres Gewicht bekommen. Im Girsanov-Theorem wird das zugrunde liegende
Maf entsprechend angepasst, sodass X zu einer Brownschen Bewegung wird.

Theorem 6.14 (Girsanov). Sei T > 0 und p € H*([0,T]) beschrinkt. Betrachte

t
X; = Bt+/ s ds
0

t 1 t
M, = exp (—/ s dBs — —/ ug ds)
0 2 /o

fiir t € [0, T]. Definiere Q durch %2 := M.

und

(i) Der Prozess (My)ico,r st ein P-Martingal.

(ii) Der Prozess (XiMy)cjor) ist ein P-Martingal.

(iii) Der Prozess (Xi)icjo,r) ist eine Q-Brownsche Bewegunyg.
Beweis. (Achtung: dieser Beweis wird nicht gepriift.)

(i) Itos Formel, angewendet auf den Itd-Prozess

t 1 t
Ft::—/,usst——/,ugds
0 2 Jo

th = eXp(Ft) dFt + % eXp(Ft) d<F>t
= —pM;dB,.

ergibt

Daher ist M ein positives (lokales) Martingal.
Insbesondere gilt E[Mr| = M, = 1.
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(i) Sei Y := X M. Es gilt

dXt = d.BtL + [ dt,
dM; = — M, dB;

sodass d(X, M), = —pu; M, dt. Mit der Produktregel erhalten wir

d}/; = Xt th + Mtht + d.<)(7 M)t
= _MtMtXt dBt + Mt dBt + Mt,ut dt — ,utMt dt
= Mt<]- — /,LtXt) dBt

Daher ist Y ein lokales Martingal.
(iii) Seien 0 < s <t < T und A € F;. Dann

Eq[X14]

E[M7p X1 4]
[M; X1 4]
[M X1 4]
[Mp X 14]
o[Xs1al.

E
E
E
E

Daher ist X ein Q-Martingal. Nach dem Charakterisierungssatz von Lévy ist X eine
Q-Brownsche Bewegung.

]

6.3 Das Bachelier-Modell

Wir nehmen an, dass der Aktienkurs der Dynamik
Xt :$0+mt+0—Bt

folgt, wobei m € R der Driftparameter ist, o > 0 die Volatilitét darstellt und (B;)icp,0c) €ine
Brownsche Bewegung auf (Q, F,P) ist. Unser Ziel ist es, eine Replikationsstrategie fiir eine
Option der Form f(X7) zu finden, wobei f: R — [0, 00) ist. Wie tiblich interessieren wir uns
besonders fiir européische Call- und Put-Optionen.

Beispiel 6.15.

(1) Sei f: R — [0,00), x — (x — K)T, dann ist (X7 — K)* eine europdische Call-Option mit
einem Strike-Preis K > 0.

(i1) Sei f: R —[0,00), x — (K — )%, dann ist (K — Xr)T eine europdische Put-Option mit
etnem Strike-Preis K > 0.
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GemaB Girsanovs Theorem definiert

Bf =B, +
o
eine P*-Brownsche Bewegung, wobei % = exp(—2Br — %T ). Insbesondere gilt
X =z0+0B;,

was bedeutet, dass X unter P* ein Martingal ist. Somit ist P* ein dquivalentes Martingalmaf.
Die grundlegende Idee besteht nun darin, das Martingaldarstellungstheorem auf das P*-
Martingal M; := Ep«[f(Xr)|F:] anzuwenden. Da unsere Auszahlungsfunktion eine sehr einfache
Form hat, erhalten wir sogar explizite Formeln:
Definiere ¢(b*) := f(x¢ + ob*) und

g(t,b%) := Ep-[g(B")|F],

sodass ¢(t, By ) = M;. Wie in (6.34) haben wir

g(t.b) = / 9(b+ ) drr—(y), (6.37)

und
t
M, = M, +/ gv(s, BY)dB:. (6.38)
0

In Bezug auf X koénnen wir dies umschreiben als

t
Mt = MO +/ %gb(s, (XS — .730)/0’)dX:
0
Da My = Ep+[f(Xr)] =: p, erhalten wir
f(Xr)=p+(H - X)r, (6.39)
wobel H, = %gb(t, (X — x0)/0).
Bemerkung 6.16. In der obigen Darstellung waren wir an zwei Stellen ungenau:

1. Um (6.34) zu erhalten, mdichten wir, dass die Funktion f(t,z) bzw. g(t,b) C? ist. Dies ist
nicht der Fall, wenn f eine europdische Put-/Call-Funktion ist. Dies kann jedoch leicht
behoben werden: Die Faltung mit einer Gauf$-Verteilung in (6.37) ist “glattend”, sodass
g(t,b) fiirt < T tatsichlich C? ist. Es ist dann nicht schwer zu erkennen, dass dies fiir
unsere Argumente ausreicht.
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2. Wir méchten, dass die Hedging-Relation (6.39) beziiglich P gilt, aber unsere Herleitung
war i Bezug auf das Maf P*. Prinzipiell kénnte dies ein Problem darstellen, da das
stochastische Integral unter Bertcksichtigung eines festen zugrunde liegenden Wahrschein-
lichkeitsmafes definiert wurde. Dies ist jedoch kein Problem, da das stochastische Integral
unverdndert bleibt, solange man zu einem aquivalenten Maf wechselt. Dies ist trivial,
solange man nur einfache Integranden betrachtet. Zudem bleibt dies beim Ubergang zu
Grenzwerten in Wahrscheinlichkeit (die unter Anderungen zu einem dquivalenten Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ unverdandert bleibt) ebenfalls giiltig, was es uns erlaubt, zu schlieffen.

Beispiel 6.17. Betrachten wir erneut die europdische Call-Option f(Xr) = (X7 — K)T. Da f
wachsend und 1-Lipschitz ist, folgt, dass g wachsend und o-Lipschitz ist. Da diese Figenschaften
unter Faltung mit einer Gauf$-Verteilung erhalten bleiben, ist g(t,.) ebenfalls wachsend und
o-Lipschitz. Da der Faltungsoperator glattet, ist g(t,.) firt € [0,T) differenzierbar, und die
Ableitung erfillt gy(t,.) € [0,0]. Betrachtet man die Absicherungsstrategie, die in (6.38) erhalten
wurde, ergibt sich

Ht(Xt) = %gb(t, (Xt — ,1’0)/(7) € [0, 1]

Insbesondere ist kein “Leerverkauf” erforderlich, um eine europdische Call-Option im Bachelier-
Modell abzusichern.

Beachten Sie auflerdem, dass die Konvezitdt von f impliziert, dass gy(t,-) und damit auch
H,(-) wachsend sind.

Theorem 6.18. Im Bachelier-Modell wird der faire Preis einer Option f(Xr) durch Ep«[f(Xr)]
angegeben.

Allgemeiner als Theorem 6.18 gilt:

Theorem 6.19. Sei G € L*(Q, Fr,P*) eine Option. Dann existiert ein eindeutiges Paar (a, H),
wobei a € R, H € Ho(0,T), sodass

o+ (H-X)r =G. (6.40)
Auferdem gilt a = Ep+[G].

Beweis. Wir wenden das Martingaldarstellungstheorem auf GG und die P*-Brownsche Bewegung
B* an, um eine Strategie H zu erhalten, sodass

T
Ep- [G] +/ HdB* =G
0
Setzt man H; := %I:[t fiir t < T, erhalten wir

G =Ep: |G / Hd(ocB*) = Ep:[G / HdX.

Wie im Martingaldarstellungstheorem sind @ und H eindeutig bestimmt. O
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In Anlehnung an unsere Resultat in diskreter Zeit ist eine Konsequenz von Theorem 6.50
das Folgende:

Theorem 6.20. Das Maf$ P* ist das einzige dquivalente Martingalmas.

Idee des Beweises. Beispielsweise kann man zeigen, dass Zufallsvariablen der Form G = a +
(H - X)r mit beschranktem H dicht in L*(Q, Fr,P) liegen und fiir diese Zufallsvariablen alle
aquivalenten Martingalmafie P die Bedingung EzG' = a erfiillen. O

6.4 Geometrische Brownsche Bewegung — das Black-Scholes-Modell
Der Aktienkurs wird modelliert durch

Xy = Xpexp (aBt + (m — %02) t) ,

das heift, X ist die Losung von dX; = X;(o dB;+mdt). Wie zuvor ist m € R der Driftparameter,
o > 0 wird als Volatilitdt bezeichnet, und (B)sc[,00) ist eine Brownsche Bewegung auf (€2, F,PP)
mit Standardfiltration (F)icpo,00)- Wieder méchten wir eine Replikationsstrategie fiir eine Option
der Form G = f(X7) finden, wobei f: R — [0, 00) ist. Das heifst, wir hitten gerne eine perfekte
Absicherung im Sinne von

T
G:f(XT):a+/ H,dX,,
t

fiir ein Paar (a, H). Tatsédchlich wére es wie zuvor wiinschenswert, auch konkrete Darstellungen
von a und H zu erhalten. Wie im Fall des Bachelier-Modells beginnen wir damit, das zugrunde
liegende Wahrscheinlichkeitsmafs so zu dndern, dass X ein Martingal wird.

Geméf Girsanovs Theorem definiert

B =B, + ¢
o
. * . * m 2
eine P*-Brownsche Bewegung, wobei 9= = exp(—2 By — 2Z.T)).
Lemma 6.21. Der Prozess
X; = Xoexp (0B; — $0°t) (6.41)

st ein P*-Martingal.
Beweis. Da Bj — B} unabhéngig von Fj ist, gilt

E* [Xt|fs] — E* [Xsea(BffB;‘)f%az(tfs)

7|

— XS(E*%UQ(tfs)E* [ea(Bt*fB;‘)}
= X,.
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Bemerkung 6.22. Manchmal wird der Begriff ‘geometrische Brownsche Bewegung’ auf den
Prozess (6.41) unter dem Maj$ P* beschrinkt, d.h. auf den speziellen Fall, in dem kein Drift
auftritt. Gelegentlich wird zusdtzlich verlangt, dass o =1 gilt.

Wie zuvor wird X auch durch die SDE beschrieben:

Wir werden nun zwei (sehr) leicht unterschiedliche Herleitungen fiir den Preis bzw. die
Absicherung einer Option f(X;) angeben:

1. Wie im Fall des Bachelier-Modells konnen wir fortfahren, indem wir alle relevanten Terme
neu schreiben und B; anstelle von X; verwenden.
Das heifst, wir setzen
F(Xr) = f (expB127T) = g(B))
und definieren g(¢,b) := [ g(b+ y) dyr_(y) wie zuvor. Beachten Sie, dass

B = Llog(Xy) + 3ot, dB, = 4.

Wir erhalten

[(X1) = Ep f(X7) = g(By) — Eprg(Br) (6.43)
/ *) dB? (6.44)
—/ " (t, L log(X;) + Lot) £ dXt (6.45)

Damit haben wir wie gewiinscht eine Absicherungsstrategie fiir die Forderung f(Xr)
gefunden. Durch einige Berechnungen (die nur méfig mithsam sind) kann man auferdem
die Abhéngigkeit von ¢'(t,b) in der obigen Formel eliminieren.

2. Eine Alternative zur obigen Herleitung besteht darin, die Herleitung des Martingaldar-
stellungstheorems direkt fiir den Prozess X anstelle der Brownschen Bewegung neu zu
formulieren:

Wir definieren das P*-Martingal (M;)sejo.r] durch My = Ep-[f(X7)|F]. Es gilt

Xr=X; epr(BT_Bt)_%UQ(T_t) :
Daher:

Ep- [f(X1)[F] = f(t, X4), (6.46)
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wobei

1 9 1 1, 2
[t z) = /f (xexpgy_f (T_t)) dyr—(y) = NG /Rf (xe”my—zf’ (T—t)) e_y2 dy.
(6.47)

wobei yr_,; die zentrierte Gauf-Verteilung mit Varianz T'— ¢t wie zuvor bezeichnet.

Wenden wir Itds Formel auf den Prozess M; = f(t, X;) an (und nutzen, dass M, ein
Martingal ist), erhalten wir:

Zusammengefasst erhalten wir die gewiinschte Absicherungsstrategie:
T
f(X7) = Ep- f(X7) +/ fo(t, Xi) d X (6.49)
0

Wie im Fall des Bachelier-Modells funktioniert die Preisbildung und Absicherung auch fiir
viele weitere Derivate:

Theorem 6.23. Sei G € L*(Q, Fr,P*) eine Option. Dann existiert ein eindeutiges Paar (a, H),
sodass

at (H X)p =G, (6.50)
wobei H € Ho(0,T) und H, := 0 X;H,,t <T. Auferdem gilt a = Ep- G].

Beweis. Wir wenden das Martingaldarstellungstheorem auf G und die P*-Brownsche Bewegung
B* an, um eine Strategie H zu finden, sodass

T
Ep«[G] +/ HdB* =G.
0
Setzt man H; := ULXt[:It fiir t < T, so ergibt sich

T T
0 0

Wie im Martingaldarstellungstheorem sind @ und H eindeutig bestimmt. O]

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit einigen weiteren Bemerkungen zur Preisbildung und
Absicherung:
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1. A-Hedging: Angenommen, G ist eine Option und a, H sind so, dass
a + (H . X)T = G
Setzen wir
Gy = Ep[G|F],
so haben wir
a+ (H-X),=G(t),
was impliziert, dass

T
G(t) +/ H,dX, =G.
t

Die finanzmathematische Interpretation dieser Gleichung ist, dass zum Zeitpunkt ¢ (unter
Berticksichtigung der bis dahin verfiigharen Informationen) G; genau der Geldbetrag ist,
der erforderlich ist, um die zukiinftige Auszahlung G zu replizieren (unter Verwendung der
Strategie (H)T_,). Dies impliziert, dass der faire Preis von G zum Zeitpunkt ¢ durch G(¢)
gegeben ist. Wir weisen darauf hin, dass dieses Argument bislang nicht davon abhéngt,
dass wir im Black-Scholes-Modell arbeiten.

Spezifizieren wir nun auf den Fall, dass G = f(X7r) ist. Unter Verwendung der obigen
Notationen gilt:

f(t Xt) = G = Ep- [f(XT)U:t] = [Ep- [f(XT)|Xt]7

und, entsprechend f(¢,z) = Ep-[f(X7)|X; = x]. Insbesondere bezeichnet f(t,z) den fairen
Preis der Auszahlung f(X7) zum Zeitpunkt ¢, gegeben dass der Vermogenswertpreis
zu diesem Zeitpunkt z betrdgt. Erinnern wir uns auch daran, dass wir geméfs (6.49)
f(Xr) = f(0,Xo) + (H - X)r fiir die Strategie H = f, (¢, X;) haben. Wir sind nun in der
Lage, eine neue Interpretation der Absicherungsstrategie H zu geben: Die Anzahl der
Aktien, die wir zum Zeitpunkt ¢ halten sollten, ist die Ableitung des Wertes der Option.

2. (“Put-Call-Paritdt”). Es gibt eine wichtige Beziehung zwischen den Preisen von Call- und
Put-Optionen: Beobachten Sie, dass

(XT - k)+ - (k - XT)+ - XT - ]{7
Wenden wir den Erwartungsoperator beziiglich P* an, so erhalten wir
Preis(Call) — Preis(Put) = X, — k.

Erneut stellen wir fest, dass dies tatsédchlich nicht von der spezifischen Struktur des
Black-Scholes-Modells abhéngt.
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6.5 Die Call-Option im Black-Scholes-Modell
Achtung: Die Berechnungen in diesem Abschnitt sind miihsam, und das gesamte Kapitel wird
nicht gepriift.

Unser Ausgangspunkt ist die Formel (6.34), die eine explizite Darstellung fiir das P*-Martingal
Ep[f(X7)|F] = f(t, X;) liefert.
Durch Definition von « := o+/T — t erhalten wir:

reV39 > K <= log & +ay — %aQ >0
@)yZ%(—log%%—%aQ) =: 2.

Daraus folgt:

Insbesondere erhalten wir die Black-Scholes-Formel:
F(t7) = 20(dy (1, 7)) — KO(d_(t, ). (6.51)

wobei

log & + 30°  log% + $0°(T —t)

« ov1T —t
Natiirlich sind wir besonders an der europiischen Call-Option interessiert, d.h. fl(z) =
(r — k)4 (und entsprechend feal(.,.) definiert).

di (t, 33') =

Lemma 6.24. Es gilt f(t, ) = ®(d,(t,)).

Beweis. Sei ¢ := @', dann gilt:

gd, (t,x).

FANE ) = B(dy (L) + mo(dy (1, x))ngr(t, x) — Ko(d_(t, x))&n

Ox
Dad,(t,z) =d_(t,x) + ovT —t gilt:
1 , 1 , K
§d+<t,l‘) - 2d—<t7$> +1Og 7’
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sodass

0 0
a_dJr(t’ :IZ') %d,(t,$),
Pd-(t, 7)) = zo(da(t.2))
Daraus folgt fel(t, z) = ®(d, (¢, 7)). O

Bemerkung 6.25.
(i) Es gilt f$(t, ) = ®(dy(t,7)) >0, sodass x +— f(t, x) monoton wachsend ist.

(ii) Da x v+ dy(t,x) monoton wachsend ist, gilt auch, dass x — f(t,x) wachsend ist, d.h.
x> fell(t x) ist konver.

7 Amerikanische Optionen

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass der Markt vollstédndig ist und [P das einzige Martingal-
mafs bezeichnet.

-----

.....

eine amemkamsche Option C' st eine Fr-messbare Zufallsvarzable T, die Werte in {0,...,T}
annimmt. Die Auszahlung, die durch die Austiibung der Strategie T erzielt wird, ist gegeben durch
die Zufallsvariable C..

Bemerkung 7.2. Eine amerikanische Option entspricht einem Vertrag, der zum Zeitpunkt 0
abgeschlossen wird und der den Verkdufer verpflichtet, einen bestimmten Betrag C; > 0 zu zahlen,
falls der Kaufer sich entscheidet, den Anspruch zum Zeitpunkt T auszutiiben. Der Anspruch
kann nur einmal ausgetibt werden und wird ungiiltig, sobald der Kdiufer die Auszahlung erhalten
hat. Falls der Kdufer den Anspruch nicht austibt, wird dieser automatisch am Verfallsdatum T
ausgetibt. Das Konzept der amerikanischen Optionen kann als Verallgemeinerung europdischer
Optionen angesehen werden: Wenn CF ein europdischer bedingter Anspruch ist, kann ein
entsprechender amerikanischer Anspruch C4 definiert werden durch

0 t<T
CA: ) )
! {CE, t="T.

Definition 7.3. Fir eine amerikanische Option C betrachten wir die entsprechenden diskontierte
amerikanische Option C, die definiert ist durch Cy := Q firt e{0,...,T}.

Beispiel 7.4. Eine amerikanische Verkaufsoption auf das Asset X mit einem Austibungspreis
K€ >0 zahlt den Betrag C™" = (K — X;)4 € bzw C™" = (K /e" — X,), Bonds, falls sie zum
Zeitpunkt t ausgeibt wird. Die Auszahlung der entsprechenden amerikanischen Kaufoption ust
gegeben durch CV .= (X, — K), € bzw. C(X, — K /™), Bonds.

50



7.0.1 Absicherungsstrategien fiir den Verkaufer

77777

Prozess, sodass Cy > 0 oder C, € LY(Q) fiir jedes t € {0,..., T} gilt. Der Prozess U = U9,
definiert durch die Rekursion Ur := Cr und

Ut = max{Ct, ]EQ[UtJrl‘JT_-t]}

firt e {0,...,T — 1}, wird als Snell-Hiille von H beziiglich Q bezeichnet.

.....

tierter Prozess, so dass Cy € L(Q) fiir jedes t € {0,..., T} ist. Dann ist die Snell-FEinhiillende
U von C das kleinste Q-Supermartingal, das C' dominiert:

(1) Uy > Cy Q-fast sicher fiir jedes t € {0,...,T}.

(1) Wenn U ein Q-Supermartingal ist, das U, > C, Q-fast sicher fiir jedes t € {0,...,T}
erfillt, dann haben wir U, > Uy Q-fast sicher fir jedes t € {0,...,T}.

Beweis. Ubung. [

Theorem 7.7. Sei C' eine abgezinste amerikanische Option mit Snell-Einhillender U. Dann
gibt es einen vorhersagbaren Prozess &, so dass

Uit Y & (Xp— Xpm1) > C, (7.1)

k=t+1

P-fast sicher fiir jedes u € {t,...,T}. Auferdem ist jede Fi-messbare Zufallsvariable U,, die fiir
einen vorhersagbaren & die Gleichung (7.1) anstelle von Uy erfillt, so beschaffen, dass U, > U,
P-fast sicher ist. Somit ist U; der minimal notwendige Kapitalbetrag, der erforderlich ist, um C'
vom Zeitpunkt t bis zur Fdlligkeit abzusichern.

Beweis. Sei U = M — A die Doob-Zerlegung der Snell-Einhiillenden U von C, d.h. M ist ein
P*-Martingal und A ist ein vorhersagbarer, wachsender Prozess mit Ay = 0. Weil unser Modell
vollstandig ist, hat M die Darstellung

M, =Up+ > & - (Xp — X1) (7.2)
k=1

fiir einen vorhersagbaren Prozess £. Insbesondere erhalten wir eine Superabsicherung fiir C"
Vi=M,=U+ A, > U, > C,

Beachten Sie, dass dies auch fiir (7.1) gilt.
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Fiir die zweite Behauptung, sei U, F;-messbar, 5 vorhersagbar so dass

V,:=U, + Z & (Xp — Xp1) > C,,

k=t+1

P-fast sicher fiir jedes u € {t,...,T}. Nach Annahme gilt Vi > Cp = Uy. Induktiv angenommen,
dass V41 > Uyyq fur ein w € {t,...,T — 1}. Dann erhalten wir

E*[VU-&-I - ‘ZA}—U] - ]E*[gu+1 : (Xu-i-l - Xu)|"ru] =0

so dass . -
Vi = E'[Via | Fu] > max{H,, B[V | Fu]} = Us.

7.0.2 Ausiibungsstrategien fiir den Kaufer

Sei C' eine abgezinste amerikanische Option. Wir nehmen an, dass der Kaufer die moglichen
Ausiibungsstrategien aus der Menge 7T der Stoppzeiten 7 wéahlt, sodass 7 < T gilt.

Fiir den Rest dieses Unterabschnitts lassen wir die Positivitdtsannahme fiir C' fallen: Alles,
was wir annehmen miissen, ist, dass C' ein adaptierter Prozess ist, der C; € L'(Q, F;,P) fiir
jedes t € {0,...,T} erfiillt.

Definition 7.8. Sei T die Menge der Stoppzeiten T, sodass T < T und
Ti={reT: 7>t}
fir jedest € {0,...,T}. Sei U die Snell-Einhillende U von C' beziiglich P und

Q- min{u € {t,..., T} : U, = Cy}

fir jedes t € {0,...,T}. Weiters, sei Tyin := Tr(noi)n'
Theorem 7.9. Sei @ eine beliebige Menge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (9, F,Q).

(i) Es existiert eine Zufallsvariable * mit den folgenden Figenschaften:

(a) * > ¢ Q-fast sicher fir jedes ¢ € ®.
(b) o* < 1 Q-fast sicher fir jede Zufallsvariable ¥, die 1» > ¢ Q-fast sicher fir jedes
v € ® erfullt.

(i) Angenommen, ® ist aufwdrts gerichtet, d.h. fir ¢, € ® existiert ein ¢ € ® mit ¢ >
max{y, p}. Dann existiert eine wachsende Folge (pn)nen in D, sodass p* = lim, o0 ©n
Q-fast sicher ist.
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Die Zufallsvariable ©* wird als das wesentliche Supremum von ® beziiglich Q bezeichnet, und
wir schreiben

esssup ® = esssup ¢ := ¢*.
ped

Beweis. Ubung. O

Theorem 7.10. Die Snell-Einhiillende U von C beziiglich P erfillt

Uy = E[C o) |F] = esssup E[C,|F].

min 7'672

Insbesondere gilt

U, = E[C

Tmin

| =supE[C].
TET

Beweis. Da U ein P-Supermartingal ist, haben wir

fiir jedes 7 € T;. Daher,
U; > esssup E[C,|F].
TET:
Es bleibt zu zeigen
U = E[C,«w |F] = E[U o |Fi].
Sei U® = Ui und fixiere s € {t,...,T}. Dann gilt U, > C; auf {Tr(nti)n
P-fast sicher auf {T(t) > s}, dass

min

> s}. Daher haben wir

UY = U, = max{C,, E[U, 1| F.|} = E[Uy1|F] = BUY, | F.).

Definition 7.11. Eine Stoppzeit 7 € T wird als optimal bezeichnet (beziglich P) wenn

E[C;+<] = sup E[C].
T€T

Bemerkung 7.12. Theorem 7.10 zeigt, dass Tmin €ine optimale Stoppzeit ist.

Proposition 7.13. FEine Stoppzeit T € T ist optimal, wenn und nur wenn C, = U, P-fast
sicher, und wenn der gestoppte Prozess U™ ein Martingal ist. Insbesondere erfiillt jede optimale
Stoppzeit T die Bedingung T > Tmin.
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Beweis. Sei 7 € T so, dass die beiden Bedingungen der Behauptung erfiillt sind. Theorem 7.10
impliziert, dass
SupE[CU] =Up = ]E[UYT“] = ]E[UT] = E[O’T]
€T
und somit 7 optimal ist.
Umgekehrt, wenn 7 € 7T optimal ist. Unter Verwendung von Theorem 7.10 und dem
optionalen Stopptheorem haben wir

Uo = E{C‘r] < ]E[UT] < UO7

so dass alle Ungleichungen tatséichlich Gleichheiten sind. Es folgt insbesondere, dass C; = U,
P-fast sicher. Dartiber hinaus impliziert die Identitit E[U,| = Uy dass der gestoppte Prozess U™
ein Supermartingal mit konstanter Erwartung Uy ist und daher ein Martingal ist. O]

Definition 7.14. Set U = M — A die Doob-Zerlequng von U beziiglich P und definiere
Tmax -— 1nf{t 2 0: E[Ut+1 - Ut|ft] 7£ 0} ANT = 1nf{t Z 0: At+1 # O} NT.

Theorem 7.15. Die Stoppzeit Tmax ist die gréfte optimale Stoppzeit. Zudem ist eine Stoppzeit
T €T optimal, wenn und nur wenn T < Tyax und U, = C; P-fast sicher.

Beweis. Sei U = M — A die Doob-Zerlegung von U. Durch das optionale Stopptheorem ist
U™ =M™ — A" die Doob-Zerlegung von U~ fiir jede Stoppzeit 7. Somit ist U™ ein Martingal,
wenn und nur wenn A, = 0, weil A ansteigend ist. Daher ist U™ ein Martingal, wenn und nur
wenn 7 < Tpay, Und so folgt der zweite Teil der Behauptung aus Proposition 7.13. Es bleibt zu
beweisen, dass Tyax selbst optimal ist, d.h. dass U, = C Dies ist offensichtlich auf der

max Tmax *

Menge {Tmax = T'}. Auf der Menge {Tyax = t} fiir ¢ < T hat man A; = 0 und A1 > 0. Daher,
ElUi1 — Ul F] = —(Ap1 — A) = —A11 <0

auf {Tnax = t}. Somit, U; > E[Uy1|F;] und die Definition der Snell-Einhiillenden ergibt, dass
Ut = maX{Ct,]E[UHlLFt]} = Ct auf {Tmax = t} ]

Corollary 7.16. In der Situation von Theorem 7.7 und der Notation seines Beweises, haben
wir

Cr< My =Up+ Y & (X — Xin)
k=1
P*-fast sicher fiir jedes T € T, und Gleichheit herrscht P*-fast sicher, wenn und nur wenn T
optimal beziiglich P* ist.
Bewers. Zum Zeitpunkt 7,
CTSUT:MT_ATSMT'

Zudem, nach Theorem 7.15, sowohl C; = U, als auch A, = 0 gelten P*-fast sicher, wenn und
nur wenn 7 optimal beziiglich P* ist. ]
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Bemerkung 7.17. Durch Corollary 7.16 kann Uy als der einzigartige arbitragefreie Preis der
abgezinsten amerikanischen Option C angesehen werden.
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