EINFUHRUNG INS MATHEMATISCHE ARBEITEN: AUFGABENSAMMLUNG 2015

BERNHARD LAMEL

1. EINFACHE BEWEISE, ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE UND INDUKTION
Beispiel 1. Formulieren Sie die Negation der Aussage “Alle Rosen sind rot”. Ist “Es gibt eine schwarze
Rose” eine giiltige Negation dieser Aussage?
Beispiel 2. Formulieren Sie die Negation der Aussage “Es gibt ein schwarzes Schaf”. Ist “Alle Schafe sind
weif)” eine giiltige Negation dieser Aussage?
Beispiel 3. Zeigen oder widerlegen Sie die Aussage “Alle Studierenden wohnen in Wien”.
Beispiel 4. Zeigen oder widerlegen Sie die Aussage “Es gibt ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Seitenldangen
3, 4, und 6 sind”.
Beispiel 5. Verneinen Sie die Aussage “Alle Hunde sind schwarz oder klein”.
Beispiel 6. Verneinen Sie die Aussage “Es gibt einen Schwan, der schwarz ist und einen kurzen Hals hat”.
Beispiel 7. Zeigen Sie: Seien a,b,d, k,£ € Z. Wenn d | a und d | b gilt, so gilt d|(ka + £b).
Beispiel 8. Verwenden Sie die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, um folgende Aussage zu beweisen:
Sei p eine Primzahl und a € N, und es gelte pla®. Dann gilt pla.
Beispiel 9. Zeigen Sie: Sei p eine Primzahl. Dann ist /p irrational.

Beispiel 10. Zeigen Sie unter Verwendung der Aussage, dass jedes Dreieck Winkelsumme 7 hat, dass jedes
Viereck Winkelsumme 27 hat.

Beispiel 11. Ein n-Eck P in der Ebene heisst konvex, wenn fiir je zwei Punkte p, ¢ auf seinem Rand die
Verbindungsstrecke von p nach ¢ im n-Eck P liegt. Geben Sie ein Beispiel fiir ein konvexes und ein nicht
konvexes n-Eck. Zeigen Sie mit Hilfe von Induktion nach n: Die Winkelsumme eines konvexen n-Ecks ist
(n — 2)m. (Hier verwenden wir das Bogenmass: 180° = 7.)

Beispiel 12. Zeigen Sie: Fiir jedes n € N und beliebige a, b, c € R gilt

(a+b+c)" = E A, jra'tich,
i,5,k€N
i+j+k=n

wobei
(t4+7+k)
i1j1k!
Sie konnen diese Aufgabe 16sen, indem Sie den Binomialsatz zweimal anwenden und umformen. Oder sie
gehen wie folgt vor:
e Im Ausdruck

A =

(a+b+0o)" = Z Bi’j,kaibjck,
i,j,k€N
i+j+k=n
sind die B; ;. (natiirliche) Zahlen, welche die Gleichungen
Bijr=DBi—1jr+Bij-1r+ Bijr

erfiillen (fiir welche ¢, j, k das gilt, muss natiirlich spezifiziert werden: das ist Teil ihrer Aufgabe).
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e Zeigen Sie nun, dass die oben definierten A, ;; die oben fiir die B; ;j hergeleiteten Gleichungen

erfiillen, d.h. zeigen Sie, dass die Zahlen A; ; := u;;,‘;’f)!

die Gleichung
Aijre=Ai1 6+ Aij—1k+ Aijr—1

erfiillen.
e Folgern Sie (mit Hilfe von Induktion), dass B; jr = A; j k-
Wenn Sie eine kombinatorische Interpretation des bewiesenen “Trinomialsatz” geben kénnnen, so tun Sie
das!

Beispiel 13. Wir definieren eine Folge a,, natiirlicher Zahlen induktiv wie folgt:
apg = O, ap = 1, aji1 = aj + aj;—1, ] Z 2.

Geben Sie die ersten 8 Terme dieser Folge an. Zeigen Sie: Fiir jedes j € N gilt
oo ([ (1Y
W 2 2

1—
2

Gehen Sie dazu wie folgt vor:
e Zeigen Sie, dass

B
a

14
2 3
die Losungen der Gleichung ¢ = ¢ + 1 sind.
e Folgern Sie, dass fiir beliebige reelle Zahlen A, die durch b, = Aq] + ug%d definierte Folge die
Rekursionsgleichung b,,+1 = b, + b, erfiillt.
e Bestimmen Sie nun A\ und p so, dass by = 0, by = 1 gilt.
e Folgern Sie, dass a; = b; fiir alle j € N gilt (mit Hilfe von Induktion).
Beispiel 14. Zeigen Sie mit Hilfe von Induktion: Es gibt ein kg € N, sodass 3% > k2 fiir alle k > k¢ gilt.

Beispiel 15. Zeigen Sie, dass fiir n € N und ¢ € R\ {1} die Gleichung

q1 = q2 =

1— qn+1

n .
j———4

erfullt ist.

Beispiel 16. Zeigen Sie mit Hilfe von Induktion: Sei n € N beliebig, und aq,...,asn reelle Zahlen. Dann
gilt

2" 2"
1 gn
Haj < — g as .
an J
Jj=1 Jj=1

2. MENGENLEHRE, FUNKTIONEN, RELATIONEN

Beispiel 17. Seien A und B Mengen. Wir definieren die symmetrische Differenz AAB zweier Mengen als
die Menge aller Objekte, welche in A, aber nicht in B, oder in B, aber nicht in A enthalten sind, d.h.

AAB=(A\B)U(B\ A).
Zeigen oder widerlegen Sie: Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt (AAB)AC = AA(BACQC).
Beispiel 18. Sei A eine Menge, und B C A eine Teilmenge. Zeigen Sie: Es gilt ANB = B und AUB = A.
Beispiel 19. Es seien Mengen A, B gegeben. Zeigen Sie: Wenn AN B = A gilt, so ist A C B.
Beispiel 20. Zeigen oder widerlegen Sie: Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt A\ (B\ C) = (A\ B)\C.
Beispiel 21. Es sei M eine endliche Menge mit n € N Elementen. Zeigen Sie: Die Potenzmenge P(M) ist
eine endliche Menge mit 2" Elementen.
Beispiel 22. Es sei M eine endliche Menge mit n € N Elementen. Zeigen Sie: das k-fache cartesische
Produkt X* = X x --- x X ist eine endliche Menge mit n* Elementen.
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Beispiel 23. Wir betrachten eine total geordnete Menge (M, <). Ein Wort w auf M ist eine endliche Folge
von Elementen aus M, i.e.

W=0102...0n, a; € M.

Die natiirliche Zahl n wird als die Lénge des Wortes w bezeichnet. Wir definieren auf der Menge aller Wérter
der Lange n eine Relation <: Fiir w wie oben und v = vy ...v, ist w < v genau dann, wenn es ein k < n
gibt sodass a; = v; fir j < k, und ay < vy aber ay # vi. Zeigen Sie, dass = eine Ordnungsrelation ist; ist
die entstehende Ordnung eine Totalordnung?

Beispiel 24. Sei M eine Menge. Zeigen Sie, dass die mengentheoretische Inklusion C eine Halbordnung auf
der Potenzmenge P(M) ist. Zeigen Sie, dass fur A, B C M die Menge {A, B} C P(M) sowohl ein Supremum
als auch ein Infimum beziiglich dieser Ordnung besitzt.

Beispiel 25. Auf der Menge der reellen Zahlen R definieren wir die folgende Relation R: Eine reelle Zahl x
und eine reelle Zahl y stehen in Relation R zueinander, wenn es ein k aus Z gibt, sodass z — y = 2k7 gilt.
7 bezeichnet hier wie iiblich den halben Kreisumfang. Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation auf R ist.
Beispiel 26. Auf der Menge aller Punkte in der (euklidischen) Ebene R? \ {(0,0)}, mit dem Ursprung
entfernt, definieren wir eine Relation ~, indem wir festsetzen, dass fiir zwei Punkte P und @ die Relation
P ~ @ genau dann gilt, wenn P und @) auf derselben Geraden durch den Ursprung liegen. Zeigen Sie, dass
~ eine Aquivalenzrelation ist. Was ist der Quotientenraum dieser Aquivalenzrelation?
Beispiel 27. Bestimmen Sie, ob folgende Funktionen injektiv und/oder surjektiv sind:

(1) f: N=N, f(n) =n?

(2) g:Z—Z, g(z) = 2>

(3) h: R — Ry, h(z) = 2?2

(4) k: R+ — R+, k(fl?) = 1172
Beispiel 28. Wir betrachten die aus bekannte Aquivalenzrelation R auf den reellen Zahlen R:
Eine reelle Zahl z und eine reelle Zahl y stehen in Relation R zueinander, wenn es ein k aus Z gibt, sodass
x —y = 2k gilt. Zeigen Sie, dass die Abbildung

T: IR/R — {(z,y) eR?: 22 +4?> =1}, T(C,) = (cosz,sinx)

wohldefiniert ist, und untersuchen Sie, ob T" bijektiv ist.
Beispiel 29. Sei f: X — Y eine Funktion. Wir definieren eine Relation R; auf X:

Ry ={(z1,22) € X x X: f(21) = f(22)}.

Zeigen Sie, dass Ry eine Aquivalenzrelation auf X ist.

Beispiel 30. Wir definieren (wie im Buch und in der Vorlesung), die Relation ~4 auf Z; durch n ~43 m <
dln — m. Zeigen Sie: Die Abbildung, welche der Restklasse von n € N den Rest von n bei Division durch
d zuordnet, ist eine (wohldefinierte) bijektive Abbildung der Quotientenmenge Z, auf die endliche Menge
{0,1,...,d -1} CN.

Beispiel 31. Sei f: X — Y eine Funktion und R; die in definierte Aquivalenzrelation. Auf dem
Quotientenraum X = X/ Ry definieren wir eine Funktion F: X — Y durch F([z]) = f(z), wobei [2] die

Aquivalenklasse von z € X bezeichnet. Zeigen Sie, dass F' wohldefiniert ist, und dass F' injektiv ist.

Beispiel 32. Sei R eine Aquivalenzrelation auf X. Zeigen Sie: Es gibt eine Menge Y und eine Funktion f,
sodass mit der in definierten Relation R die Gleichheit R = Ry gilt.

Beispiel 33. (Dieses Beispiel kommt doppelt vor. Ich behalte es hier, damit’s nicht zu Umnummerierungsprob-
lemen kommt.) Wir betrachten die aus bekannte Aquivalenzrelation R auf den reellen Zahlen R:
Eine reelle Zahl = und eine reelle Zahl y stehen in Relation R zueinander, wenn es ein k aus Z gibt, sodass
x —y = 2k gilt. Zeigen Sie, dass die Abbildung

T: ]R/R —{(z,y) eR*: 2? +y* =1}, T(C,) = (cosz,sinz)

wohldefiniert ist, und untersuchen Sie, ob T bijektiv ist.
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Beispiel 34. Es sei ~ die in [Beispiel 26| definierte Aquivalenzrelation auf R? \ {(0,0)}. Wir definieren auf
2
dem Faktorraum X \ (O, 0)}/N eine Funktion

s:BMO0L L @y e R a2 442 =1}, S((s,) = ( Nt VSQZ t2> :

Zeigen Sie, dass S bijektiv ist.
Beispiel 35. Es sei X eine Menge mit 5 Elementen. Wieviele (verschiedene) Aquivalenzrelationen auf X

gibt es, deren Faktorraum aus 2 Elementen besteht? Konnen Sie eine “allgemeine” Formel fiir die Anzahl
solcher Aquivalenzrelationen finden?

Beispiel 36. Seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen. Zeigen Sie:

e Wenn g o f injektiv ist, so ist f injektiv.

e Wenn g o f surjektiv ist, so ist g surjektiv.
Beispiel 37. Wir definieren (wie im Buch und in der Vorlesung), die Relation ~4 auf Z; die Aquivalenzklassen
bezeichnen wir mit [n], und den Quotientenraum mit Z,. Zeigen Sie: Die Abbildungen A: Zg X Zg — Zq,
M: Zgq X Zgqg — 74, welche durch

A([m], [n]) == [m+mn],  M([m],[n]) := [mn]

gegeben sind, sind wohldefiniert.
Beispiel 38. Es sein A, M die in [Beispiel 37| definierten Funktionen. Beschreiben Sie A=1([0]), M ~1([0]),
und M ~1([1]) im Falle von d = 12 (koénnen Sie vermuten, was fiir allgemeines d zu erwarten ist?).

Beispiel 39. Es sei M = {1,...,n} C N, und N = {0,1}". Auf der Potenzmenge P(M) definieren wir eine
Abbildung T: P(M) — N indem wir T(X) := (z1,...,%,), WO

S 0, jelX,
T, Jé¢X,

definieren. Zeigen Sie, dass T bijektiv ist.

3. GRUNDBEGRIFFE DER ALGEBRA

Beispiel 40. Es sei M3(R) die Menge der 2 x 2-Matrizen mit Eintrdgen aus R. Zeigen Sie, dass die Ma-
trizenmultiplikation eine assoziative Operation auf Ms(R) ist.

Beispiel 41. Es sei X eine Menge, und XX die Menge aller Funktionen f: X — X. Zeigen Sie, dass die
Zusammensetzung von Funktionen eine assoziative Operation auf XX ist.

Beispiel 42. Es sei wieder XX die Menge aller Funktionen von X nach X. Bestimmen Sie das Einselement
fiir die Operation der Zusammensetzung von Funktionen in X*X.

Beispiel 43. Es sei S3 die Menge der Permutationen (d.h. bijektiven Abbildungen) einer 3-elementigen
Menge auf sich selber. Zeigen Sie, dass S3 mit der Zusammensetzung von Abbildungen zu einer Gruppe
wird, und stellen Sie die Cayleytafel dieser Gruppe auf. Ist diese Gruppe kommutativ?

Beispiel 44. Es sei SLy(Z) die Menge der 2 x 2 Matrizen mit Eintragen aus Z

a b
(c d)’ a,b,c,d €Z,

welche ad —be = 1 erfiillen. Zeigen Sie, dass SLy(Z), mit der Matrixmultiplikation versehen, eine Gruppe ist.
(Bemerkung: Die Losung der Gleichungen fiir die Eintrége der Inversen ist etwas aufwéndig, aber vielleicht
konnen Sie ja eine Formel fiir die Inverse erraten!) Ist diese Gruppe kommutativ?

Beispiel 45. Bestimmen Sie die Inverse beziiglich der Multiplikation einer 2 x 2 Matrix A mit reellen
Eintragen,

A= (‘Z Z) a,b,c,d € R,

welche ad — bc # 0 erfillt.

Beispiel 46. Bestimmen Sie alle Untergruppen der Gruppe S3 aus
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Beispiel 47. Bestimmen Sie die Gruppe @ aller Symmetrien eines Quadrats (d.h. eines Rechtecks, dessen
Seiten gleich lang sind; unter einer Symmetrie wollen wir eine Drehung oder Spiegelung verstehen, die das
Quadrat auf sich selber abbildet). Zeigen Sie, dass alle Symmetrien, die einen (fix gewéahlten) Eckpunkt
fixieren, eine Untergruppe bilden.

Beispiel 48. Wihlen sie in der Gruppe S; aus [Beispiel 43 eine Teilgruppe K, die durch jene Permutationen
gegeben ist, die einen Punkt der zugrundegelegten 3-elementigen Menge fixieren. Auf Ss definieren wir eine
Relation R durch xRy < 2~ 'y € R. Bestimmen Sie die Faktormenge 53/ R-

Beispiel 49. Es sei G eine Gruppe mit 2 Elementen. Zeigen Sie: G ist isomorph zu Zy (mit der Addition
von Restklassen als Operation).

Beispiel 50. Es seien G und H Gruppen, f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, ey das neutrale Element
in H. Zeigen Sie: Der Kern ker f von f,

ker f:={g € G: f(g) = en},
ist eine Untergruppe von G.

Beispiel 51. Es seien G und H Gruppen, f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, ey das neutrale Element
in H. Zeigen Sie: Das Bild imf von f,

imf := f(G) ={h € H: Es gibt ein g € G sodass f(g) = h},
ist eine Untergruppe von G.

Beispiel 52. Zeigen Sie: Z,4, versehen mit der Addition und Multiplikation von Restklassen, ist ein kommu-
tativer Ring mit 1. Ist Z, ein Korper?

Beispiel 53. Zeigen Sie: Die Menge
QV2 ={a+bV2:a,bcQ}CR
ist ein Teilring von R. Ist Q[v/2] ein Teilkorper von R?

Beispiel 54. Bestimmen Sie die Menge der Einheiten im Ring Z15 und entwickeln Sie eine Vermutung, welche
Eigenschaft dieser Restklassen aussschlaggebend dafiir ist, dass sie Einheiten sind. Koénnen Sie allgemein
formulieren, welche Restklassen in Z; Einheiten sind?

Beispiel 55. Wir betrachten die Menge K aller 2 x 2 Matrizen mit Eintragen aus Q welche von der Form

(5 7). e

sind. Zeigen Sie, dass K mit der tiblichen Multiplikation und Addition von Matrizen zu einem Korper wird.
(Wenn Thnen die Rechnungen zu langwierig werden, konnen Sie versuchen, auf Beispiel 53| zuriickzugreifen).

Beispiel 56. Zeigen Sie: Jede natiirliche Zahl n lasst sich eindeutig in der Form

k

= 97

n= E €52
Jj=0

mit €; € {0,1} schreiben (k ist dabei gross genug zu wéhlen, z.B. k = n).
Beispiel 57. Wir betrachten die Menge K aller 2 x 2 Matrizen mit reellen Eintrdgen der Form

(_ab Z) a,b € R.

Zeigen Sie, dass K mit den iiblichen Matrizenoperationen ein Koérper ist.

Beispiel 58. Zeigen Sie, dass der Korper K aus isomorph zum Korper C der komplexen Zahlen
ist.
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