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. Siehe Kopie: a) Radioaktiver Zerfall, b) Radioaktive Verseuchung

. Ein Medikament M werde im Korper exponentiell mit der Halbwertszeit T abge-
baut. Wieviele Halbwertszeiten dauert es, bis von einer einmaligen Gabe von M
nur noch 1% im Kérper vorhanden ist?

. Siehe Kopie: Das Newton’sche Abkiihlungsgesetz
. Siehe Kopie: Das psychophysische Grundgesetz von Weber und Fechner

. Bestimmen Sie die Lésungen der folgenden Differentialgleichungen und skizzieren
Sie die Losungskurven. Richtungsfeld?
a)y'=cosz by =9y c)y=yz"%2>0

. Losen Sie die Diﬁerentialgleichunzgen:
a) (1+efyy'=¢* b)y =5 ¢y =ay—ay°

. Die Differentialgleichung & = oP?, mit o > 0,8 > 1 ist ein Modell fiir explosi-
ves Wachstum. Fiir welches Zeitintervall existiert die Losung des AWP mit der
Anfangsbedingung P(0) = F,?
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Die Differentialgleichung y' = ay® + by + ¢, mit a,b,c € R und a £ 0 tritt
héufig in den Anwendungen auf. Lisen Sie die Differentialgleichung, indem Sie
die Fallunterscheidungen D > 0, D = 0, D < 0, D = 4ac — b* beriicksichtigen.

sieche Kopie: Das Ebbinghaussche Modell des Vergessens
siche Kopie: Schneebille, Mottenkugeln
Lésen Sie das AWP: a) ¢ = (1+ 271, y(0) =0 b)y' =45, y(0) =1

Lésen Sie das AWP h = ~kv/h, h(0) = ho, ho > 0 und k > 0. Eindeutigkeit der
Losung?

Lésen Sie das AWP und untersuchen Sie die lokale bzw. globale Eindeutigkeit
der Losung:

' _ —33\/37 . y=0 _
¥y = —xz(sgn y) |y| = { e fir v <0 mit y(xo) = Yo.
Losen Sie das AWP ' =¥ —1—e~%, y(1)=0
Lésen Sie die Differentialgleichung: ¢/ = mzii%f

Losen Sie die Differentialgleichung y' = /1 + (£)? + &

Bestimmen Sie die allgemeine Lésung von
a)y =2y+1+z2 b)zy —y=2za’cosz

siehe Kopie: Verbreitung einer Information durch Massenmedien
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LI+ RI = U (wobei I = I(t) Stromstérke und U(t) Spannung) AWP: I1(0) = I,.
Losen Sie das AWP fiir

(a) U(t) = Uy = Konst (Gleichspannung)
(b) U(t) = Up coswt (Wechselspannung)

Losen Sie das AWP ¢ + ycost =cos®t, y(0) =1

Zeigen Sie: Ist y, partikulire Losung der Riccati-Dgl. ¥’ = fy? + gy + h, dann
18t sich die Gesamtheit der Lésungen d. Dgl. darstellen in der Form y = y, + u,
wobei u die Losungen der Bernoulli-Dgl. v’ = (2fy, + g)u + fu® durchliuft.

Bestimmen Sie die allg. Losg. d. Riccati-Dgl.
y' =y —y?+1% ~t — 1. Eine partikulire Losg. ist 4, = 1 —¢.

Lésen Sie die Differentialgleichungen

(a) (3z% + 6zy?)dz + (62%y + 4y*)dy = 0
(b) [cos(z + y?) + 3y)dx + [2ycos(z + y?) + 3z]dy =0

Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor M und lésen Sie

(a) ydz + (22%y — z)dy = 0; M = M(z)
(b) (zy* — y*)dz + (1 — 2)dy = 0; M = M(y)

Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektorien zur Kurvenschar ﬁ-;- + ’,f; = ¢, ¢ Schar-
parameter (Skizze!).

Bestimmen Sie die Feldlinien des Vektorfeldes v = (y, ) und ihre Orthogonal-
trajektorien (Skizze!).
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Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen:
a)ij+y=1* b)ij+y=e" c)j+y=-cos2t d)j+y=1t>+ e+ cos(2t)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung von §j — 4y + 4y = 7.

Losen Sie die folgenden AWP mit der Anfangsbedingung z(0) = 1, z(0) = 0.
a)Z+102=0 b)Z+10c+252=0 c)i+i+x=0
Skizzieren Sie die Bahnkurve im Phasenraum.

, . it — 64 + 256u = 2cos(2t),
Lésen Sie das AWP { w(0) = w(0) = 0,

; . y"' — 4y’ + 4y + 8sin(2z) = 0,
Losen Sie das AWP { 5(0) = 2,5/(0) = 4.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
i + 4u = ¢ + 5cos(2t).

Lésen Sie die folgenden Randwertaufgaben (sofern diese 16sbar sind !):

() v"+u=0, u@®=1 ux)=1
(b) w'+u=0, u0)=1 u(r)=-1
() v —u=0, uw0)=1, u(l)=2

—u’ —du=0,u=u(z),z €0,]],

Lésen Sei das EWP { @(0) = w/(l) = 0.

Siehe Kopie: Ein Anfangs-Randwertproblem fiir die 1-dim. Warmeleitungsglei-
chung wird mit Hilfe des Separationsansatzes gelost. (Nachvollziehen und Verste-
hen!)
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- Radloaktlver Zecfall (exponentlclle Zerfallsprozesse} Zur Zeit £30 selen n (1) Atome elner
tadivakliven Substanz varhanden. Es ist a priorf plausibel, dap die Zahl da, dis in der (kleinen)
Zeitspanae d¢ zeefdilt, dec gerade vochandenen Zahl n(e) und der Zaefallszeit dr proportional sein
wird: dm = —1n(ryd¢ mit elner positiven Kaastanten A, der sogenanaten Zerlaliskonstanten
der Substanz (das negatlve Vorzeichen trigt der Tatsache Rechnung, dal dnwn{r+de)—n(f) <0
isf). Daraus ergibt sich sofort die Differentialytetchuny des radioakitven Zerfalls:
ds (143

T ~Aa.
Itre alligemeine Lasuag wird durch n{r) = Ce ~* mit einer willklclichen Konstanten C gegeben,

Sind anfdnglich ny Atome vorhanden (o =n(0)), so ist also

A ~nge 4! for (>0 (149

(vgl. {1.3) bis (1.5)). Man sagt deshalb, die radioaktive Substanz rerfalle exponentiell, Das Zecfalls-
gesetz (1.44) ist empirisch gut bestatigt, Zeige, dab dle Zeit 7, innechalb derer sich n (/) um die
Hailfte vermindert, durch

ealn2 ' (143

4

gegeben wird. Sie ist unabhingfg von a (1}, heiBt die Halbwertszeit der betreffenden Substans
und ist das Gegenstlick zur Verdoppelungszeit (1.8) eines cxponenticlen Wachstumsprozesses.

. Radloaktive Versenchung durch Strontium-990 Das radioaktive Strontium-90 wied bei Atom-
bombenexplosionen frei und verseucht die pfanzliche Nahrung von Menschen und Tleren. Es ist
deshalb so heimtitckisch, weil es chemisch mit Kalzium verwandt ist und daker Giber die pllanz.
liche Nahrung in die Knochen von Menschen und Tieren aufgenommen wird, Erschwerend
kommit hinzv, daB seine Halbwerlszeit recht lang ist, nAmlich 28 Jahre, Angenommen, nach elner
Atombombenexplosion sel der Qehait an Strontium-90 In dem betroffenen Gebiet hundertmal
haher als normal. Wie fange wird e« dauern, bis dieses Gebiet wicder for Menschen bewohnbar

Ist?

' v Das Newtonsche Abkiihlungsgesetz. Eine Substanz der Temperatur
T(1) wird in ¢in Medium der Temperatur U () eingetaucht. Fiir dic Tempe-
rturdilfercnz P(1) := T{) = V() fand [ Newton (in zahlrcichen Versuchen)

dr AP . (,Die Abkihlungsgeschwindigkeit ist proportional zur Tempermur-

e
differenz.”} Folglich gilt P(1) = P(0)e¥, bew,

T(0) = (T = UON? +U(r) .

Dus psychophysische Grundgesetz von \Weser und FechNeR. Ein
Reiz der Intensitiit R verursacht cine Empfindung der Intensitiit E{R). Ver-

suche crgchen AE = afxi—g mit ciner Konstanten a. AR — 0 fihet auf

dE : %, also auf E.(R) =dlnR+c (= (6) und §2 {2)). Als Reizschwelle be-
zeichnet man den Wert Ry mit E(Ro) =0 und E(R) >0 falls R = Ry. Damit
ergibt sich ¢ = ~alnRy und E(R) =ulnR - uln Ry =uln ‘% Das langsame
Amwachsen der In-Funktion verlangt in Bereichen hoher fatensitit cine ganz
erhebliche Anderung von R, um E{R) merklich zu heeinflussen.

A



Das Ebbinghaussche Modell des Vergessens  Bin Studeat hat sich slnen aewissen Wissensstoff
eingeprigt (etwa (e eln Examen). Mit der Zelt wird er einfges davon vergessen. p(1) bedeule den
Prozentsatz des Stoffes, den er ¢ Zeiteinheiten nach dessen voller Melsterung noch im Gedichtnly
hat; cs ist alvo p(0) = 100. Optimistischerweise witd man annehmen dilrfen, da8 er cinen gewissen
Frozenisaiz & (0 <b <100) des StofTes nie vergit, ferner wied man den Ansatz wagen, da8 zur
Zelt 1 Jie Vergessensrate p (1) propactional zu dem Prozentsatz des noch zu vergessenden Staffes,
also zu p(1) - b, ist. Formuliere das zugehdrige Anfangswertpeoblem, 1dse ey und skizzlers Jig
Ldzung, Sie wird nach dem deutschen Psychologen Hernunn Ebbinghaus (1850-1909; 59) vy
Bbbinghausschie Yergessensmaodell genannt. Das klassische Buck ., Dbar dag Gedicheniy®
von Cbbinghaus hat die Witsenschaftliche Buchgesellschaft Darmatadt 1971 new aufgelegt,

Schieebille, Mottenkugeln und Bonbons haben wenigstens efnes gemeinsam: ihre Volumina
if bermindern sich beim Abschmelzen, Verdunsten bzw. Lutschen mit einer zeitlichen Rate, die
progortionat zu der jeweils noch vorhandenen Oberflache F ist: d ¥/ds —~AF (A>0 konstant).

- 3¢k etws v des Radius einer gerade ausgelegten Mottenkugel, r(1) ihr Radius nach Ablauf der
- Zeig £ u) Wie groB ist r(#)? b) Angenommen, die Mottenkugel habe nach 60 Tagen ihr halbes

+ Udsichit verloren. Nach wieviel Tagen ist ihe Radius auf ein Zehntel seiner AnfangsgroBe ge-
" isheompit? (Es handelt sich hier nichs um einen Exponentialproze8)

» Verbreitung einer Information durch Massenmedien  Eine Information, etwa eine Katastro-
pheameldung oder eine Werbung, werde durch Massenmedien (Radio, Fernsehen, Zeitungen) fn
kurzen Abstinden, also praktisch ,kontinuierlich" einer gewissen Bevilkerung der GréBe N mit-
geteilt. Die Mitteilungen sollen zur Zeit o= 0 beginnen, und I(f) sei die Anzahl der zur Zeit 10
informierten Mitglieder der Bevdlkerung, insbesondere sei 7(0) =0. Mache fir die Informations-
rate d/dt cinen ,verntinftigen* Proportionalitatsansatz und l8se das so entstehende Anfangs-
wertproblem, Wie lautet die emtsprechende Aufgabe far den Bruchteil b(1} der zur Zeit ¢ Infor-
micrten und wie sieht deren L3sung avs. ~’ ET et B gl
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Die Kopien sind aus den Buechern:
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338 tntroduction to Partial Differential Equations

uniformly for 0 S x™= L andz 2 0. Therefore the function u(x, 1) defined by
this series is continuous in the closed strip 0 = x = L, ¢ = 0. Obviously
u(x, r) satisfies thg boundary conditions (2.3). It remains to show that
u(x, 1) satisfies the heat equation in the interior of the strip. To do this it suf-
fices to show that all the series obtained by termwise differentiation of the
series in (2.12), once with respect to ¢ or twice with respect to x, converge
uniformly in any closed strip of the form 0 = x = L, 1, = r withz, being any
positive number, however small. But this follows from the Weierstrass M-
test using the fact that for any 1, > 0,

nigt Y .ot

77 ¢ BY =1 forall =y,

provided n is sufficiently large. We have shown that the desired solution of

the initial-boundary value problem (2.1), (2.2), (2.3) is given by the series
(2.12) with coefficients given by (2.14).

2. Solution of the Initial-Boundary Value Problem for the One-
Dimensional Heat Equation

Consider a cylindrical rod of length L with insulated cylindrical surface
and center-line occupying the interval [0, L] of the x-axis. Suppose that
when ¢ = 0 the temperature in the rod is a known function of x and that for
all 1 = 0 the temperature at the two ends of the rod is kept equal to 0. In

order to determine the temperature distribution in the rod for¢ = 0 we
must solve the initial-boundary value problem

2.1 Uy — U, =0 O<x <L, 0<u,
(2.2) ulx, 0) = ¢(x); O0=sx=L,
(2.3) u(0,¢) = 0, u(L,t) = 0; 0=¢

The function ¢ is assumed to be continuous and vanish at the ends x = 0
and x = L. From the previous section, we know that this problem can have
at most one solution which, if it exists, must depend continuously on the
initial data ¢(x). In this section we will obtain the solution of the problem
using separation of variables and Fourier series. The method of solution is
exactly the same as the one used in Section 8 of Chapter VIl for solving

the initial-boundary value problem for the one-dimensional wave equa-
tion.

A function of the form

(2.4) ulx, £} = X(x)T({)

will satisfy the heat equation (2.1) and the boundary conditions (2.3) if
X(x) satisfies

(2.5) X'+ AX =0, 0<x<L
(2.6) X(0) =0, X(Ly=10
and T(t) satisfics

2.7 T+ AT=0, 0<¢

WO(PN_ gs%&h u, Jl&gﬂ\n
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where —\ is the separation constant. We have already solved the eigen-
value problem (2.5), (2.6). The eigenvalues are

n’r
(2.8) Ay = o n= 1,2, ...
with corresponding eigenfunctions
2.9 X(x) = An maal,_mﬂ. n=12, ...

The general solution of the T equation (2.7) with X being an eigenvalue A,
is

't

-

(2.10) T,()) = Bee T n=12,...

Substituting (2.9) and (2.10) into (2.4) we obtain the infinite sequence of
functions

nirx IR-

ug(x, 1) = Cpsin—e ©

2.11) L

n=1,2, ..,

each of which satisfies the heat equation (2.1) and the boundary conditions
(2.3). Hopefully, the initial condition (2.2) will be satisfied by a superposi-
tion of the functions (2.11),

o [
. RwXx -
(2.12) ulx, ) = 2 Ca sin——e '
nm]
Let us postpone for a moment the consideration of questions o% conver-
gence and differentiability of the series in (2.12). In order 1o satisfy (2.2)

the constants in (2.12) must be chosen so that

- . AmX
(2.13) P(x) = M Ca sin——,
n=1
i.e., the C, must be the coeificients of the Fourier sine series representation
of the function ¢(x) en the interval [0, L]. From formula (8.40) of Chapter
VII,

2t . REX

@.19) Co=7 .—.. $(x) sin "7 d.

Let us assume now that ¢ satisfies the following conditions: (1) ¢ is
continuous and has a sectionally continuous derivative on [0, L], and (2)
&{0) = ¢(L) = 0. Then we know (Problem 8.13 of Chapter VII) that the
representation (2.13) with coefficients (2.14} is valid in the sense of
absolute and uniferm convergence on the interval [0, L]. Since

et

-1

D<e ¥ =1 forall t =0,

the series in (2.12) with coefficients (2.14) converges absolutely and
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