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29. Seien E,F n-dimensionale Vektorräume, BE = {e1, . . . , en}, BF = {f1, . . . , fn} Basen
von E bzw. F und BE∗ = {α1, . . . , αn}, BF ∗ = {β1, . . . , βn} die zugehörigen dualen
Basen. Sei ϕ : E → F ein linearer Isomorphismus, der bezüglich BE, BF die Matrix
[ϕ]BE ,BF

= A = (Ai
j)i,j besitzt. Schließlich sei [ϕ−1]BF ,BE

= B = (Bi
j)i,j. Zeige:

(a) [ϕ∗]BF∗ ,BE∗ = At.

(b) Sei t ∈ T r
s (E), t = ti1...ir

j1...js
ei1 ⊗ . . . eir ⊗ αj1 ⊗ . . .⊗ αjs . Dann ist

ϕr
st = (t′)

i′1...i′r
j′1...j′s

fi′1
⊗ . . . fi′r ⊗ βj′1 ⊗ . . .⊗ βj′s

mit (t′)
i′1...i′r
j′1...j′s

= ti1...ir
j1...js

· Ai′1
i1
· Ai′r

ir
·Bj1

j′1
· . . . Bjs

j′s
.

30. Sei M eine Mannigfaltigkeit und ψ = (x1, . . . , xn), ϕ = (y1, . . . , yn) Karten von M .

(a) Sei t ∈ T r
s (M). Dann gilt auf dem Durchschnitt der Definitionsbereiche von ψ

und ϕ:

t = ti1...ir
j1...js

∂

∂xi1
⊗. . .⊗ ∂

∂xir
⊗dxj1⊗. . .⊗dxjs = (t′)

i′1...i′r
j′1...j′s

∂

∂yi′1
⊗. . .⊗ ∂

∂yi′r
⊗dyj′1⊗. . .⊗dyj′s

wobei

(t′)
i′1...i′r
j′1...j′s

=
∂yi′1

∂xi1
. . .

∂yi′r

∂xir

∂xj1

∂yj′1
. . .

∂xjs

∂yj′s
ti1...ir
j1...js

Hinweis: Verwende 29 (b) mit E = F = TpM und ϕ = idTpM , sowie 2.4.15 aus
der Vorlesung.

(b) Folgere aus (a), dass für 1 ≤ i ≤ n gilt:

dxi =
∂xi

∂yk
dyk .

31. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum. Zeige:

(a) Die Abbildung A : T 1
1 (E) → L(E∗, E∗), A(t) = α 7→ t(α, . ) ist ein linearer

Isomorphismus mit Inverser B : L(E∗, E∗) → T 1
1 (E), B(F )(α, e) = F (α)(e).

(b) Die Abbildung Ã : T 1
1 (E) → L(E,E), Ã(t) = e 7→ t( . , e) ist ein linearer

Isomorphismus mit Inverser B̃ : L(E,E) → T 1
1 (E), B̃(F )(α, e) = α(F (e)).


