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Wiederholung grundlegender Begriffe

(1) Bestimmen Sie Kern und Bild der linearen Abbildung f : R* — R3, die gegeben ist
durch

(2) Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems tiber K = R:
3x1—2x9+3x3 —x4 =1
—I1 +l’2—5$3+2l’4 =3
+LL’2—2JI3 +x4 = 5

(3) Fiir welche Werte a,b, ¢ € R sind die Vektoren (71)1 ), (?), (%) linear unabhéngig?

(4) Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems iiber K = Z:

3$+§y +z=4
x+3y —z=1
2 +4z =5

(5) Sei Ry[x] der Raum der reellen Polynome vom Grad < 2. Man schreibe fiir p € Ry|[x]
die zugehorige Polynomfunktion R — R als ¢ — p(t).
Zeigen Sie, dass {p € Ry[x] : p(—1) = p(1)} C Ry[x] ein Teilraum ist und finden Sie
einen komplementéiren Teilraum von Ry[z].

(6) Bestimmen Sie den Rang der Matrix A € My(R), die gegeben ist durch

1 2 3 4
-1 4 3 2
A= 2 3 -3 0
0 1 3 5

(7) Sei Ry[x] der Raum der reellen Polynome vom Grad < 2. Man schreibe fiir p € Ro[z]
die zugehorige Polynomfunktion R — R als ¢t — p(¢) und betrachte die Abbildung
¢ : Ro[z] — R, die gegeben ist durch p(p) := folp(t)dt. Zeigen Sie, dass ¢ eine lineare
Abbildung ist.

Anleitung: Berechnen Sie ¢(p) explizit als Funktion der Koeffizienten von p.
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(8) Erweiteren Sie die Vektoren v = (0, —2,3,1) und w = (1,0,0, —1) zu einer Basis von
R4,
(9) Sei g C R3 die affine Gerade durch den Punkt (1,2, 3) in Richtung des Vektors (1,1, 1).

Bestimmen Sie die lineare Hiille (g) von ¢g und geben Sie eine Basis fiir diesen Teilraum
an.

(10) Sei V ein endlichdimensionaler K—Vektorraum, W C V ein Teilraum und vy € V' ein
Vektor mit vy ¢ W. Zeigen Sie, dass es eine linear Abbildung f : V — K gibt, sodass
W C ker(f) und f(vo) = 1 gilt.

Anleitung: Zeigen Sie, dass die Vereinigung einer Basis von W mit {vp} linear
unabhéngig ist, erweitern Sie zu einer Basis fiir V' und definieren Sie f auf dieser

Basis.
(11) Berechnen Sie fiir den Vektorraum R? die beiden Matrizen [id]§ und [id]8 zu den
Basiswechseln zwischen der Standardbasis & und der Basis B ( ) ( ) }

(12) Zeigen Sie, dass B := {z* — 1,2* — 3z + 2,2*> — x — 2} eine Basis von R[] ist und
bestimmen Sie die Koordinatenvektoren der Polynome 1, z und z? beziiglich dieser
Basis.

Berechnen Sie die Matrixdarstellung [D]g s des Ableitungsoperators D : Rylx] —
R[], der gegeben ist durch D(az? 4+ bz + ¢) = 2ax + b, beziiglich B.

(13) Seien U, V und W endlichdimensionale Vektorraume iiber einem Kérper K und seien
f:U—=Vund g:V — W lineare Abbildungen.
Zeigen Sie, dass fiir die Rénge die Abschétzung rg(g o f) < min{rg(f),rg(g)} gilt.
Zeigen Sie durch Beispiele, dass Gleichheit gelten kann aber nicht gelten muss.

(14) Fiir eine Matrix A € M,, ,(K) und k,¢ € N mit £ < m und ¢ < n definiert man eine
k x {-Teilmatriz von A als eine Matrix, die entsteht, wenn man in A (m — k) Zeilen
und (n — ¢) Spalten “weglisst”.

Versuchen Sie, eine prézise Definition des Begriffs der Teilmatrix zu geben und
zeigen Sie mit Hilfe des vorigen Beispiels, dass fiir eine Teilmatrix B von A immer
rg(B) < rg(A) gelten muss.

Sei A € M, ,(K) eine Matrix. Zeigen Sie, dass A genau dann Rang r hat, wenn es
eine r x r—Teilmatrix von A gibt, die invertierbar ist, aber keine (r + 1) x (r + 1)-
Teilmatrix diese Eigenschaft hat.

Anleitung: Hat A Rang r, dann zeigen Sie zunéchst, dass es r linear unabhéngige
Zeilen in A gibt, dann betrachten Sie die von diesen Zeilen gebildete r x n—Teilmatrix.

(15) Bestimmen Sie die Dimension des Teilraumes von R®, der von den Vektoren (1, —1,2,0,0),
(0,1,2,0,1), (1,2,0,1,0) und (0, —1,6, —1,2) erzeugt wird.
Anleitung: Fiihren Sie das Problem auf die Bestimmung des Ranges einer Matrix
zuriick.

(16) Fiir die Matrizen E = <8 é) und F' = ((1) 8) berechnen Sie (E + F)? und E? +
2EF + F2.



(17)

(21)

(22)

(23)

(24)
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Definieren Sie den Kommutator [A, B] von zwei Matrizen A, B € M,(K) durch
[A,B] = AB — BA. Zeigen Sie, dass die Gleichung (A + B)? = A? 4+ 2AB + B?
genau dann gilt, wenn [A, B] = 0 ist. Beweisen Sie weiters, dass fiir A, B,C € M, (K)
die Jacobi-Identitit [A,[B,C]] = [[A, B],C] + [B, [A, C]] gilt.

Kapitel 5: Quotientenrdume und Dualrdume

Betrachten Sie den Teilraum von W = {(z,y,2) € R® : z +y + 2 = 0} C R
Konstruieren Sie explizit einen linearen Isomorphismus zwischen dem Quotientenraum
R3/W und dem Teilraum {(¢,¢,t) : t € R} C R3.

Seien U und V' zwei K—Vektorrdume und W C V ein Teilraum. Zeigen Sie, dass man
den Raum L(U,W) von linearen Abbildungen als Teilraum von L(U,V') betrachten
kann und dass der Quotient L(U,V')/L(U, W) isomorph zu L(U,V /W) ist.
Anleitung: Der Isomorphismus kann durch die Abbildung m,(f) := 7 o f realisiert
werden, wobei 7 : V' — V/W die natiirliche Quotientenabbildung ist.

Seien V und Z zwei K-Vektorrdume und W C V ein Teilraum. Zeigen Sie, dass man
den Raum L(V/W, Z) von linearen Abbildungen mit dem Teilraum

{pe L(V,Z) :Yw e W : p(w) =0} C L(V, Z)
identifizieren kann.

Anleitung: Der Isomorphismus kann durch die Abbildung 7*(f) := f o 7 realisiert
werden, wobei 7 : V' — V/W die natiirliche Quotientenabbildung ist.

Zeigen Sie, dass es reelle Zahlen a,b,c¢ € R gibt, sodass fiir jedes Polynom p € Ry[z]
die zugehorige Polynomfunktion p : R — R die Gleichung

p(5) = al(p(—=1)) + b(p(0)) + c(p(1))
erfiillt. Bestimmen Sie diese Zahlen explizit.

Betrachten Sie den Raum R,,[x] von Polynomen mit reellen Koeffizienten, und schrei-
ben Sie die Polynomfunktion zu p € R, [x] als ¢ — p(t).

Zeigen Sie, dass fiir jeden Punkt ¢ € R die Abbildung ev,(p) := p(t) ein Element
des Dualraumes (R, [z])* definiert. Zeigen Sie weiters, dass fiir n + 1 paarweise ver-
schiedene Punkte to,...,t, die Menge {evy,,...,ev, } eine Basis fiir (R, [z])* bildet.
Interpretieren Sie das vorige Beispiel in Anbetracht dieses Resultats.

Zum Ableitungsoperator D : Ry[z] — Ra[z] aus Beispiel (13) sei D* die duale Abbil-
dung. Bestimmen Sie die Matrixdarstellungen von D* beziiglich der dualen Basis B*
zu B ={1,z,2?}.

Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der Abbildung D* beziiglich der Basis C =
{ev_q,evq,evi}.
Sei V ein K-Vektorraum und p : V' — V eine Projektion, d.h. es gelte p*> = p. Zeigen
Sie, dass es einen Teilraum W von V' gibt, sodass p|y = idy gilt, und ein Komplement
W’ zu W mit W' C Ker(p). Zeigen Sie, dass es eine Projektion ¢ : V' — V gibt, fiir
die W und W’ ihre Rollen tauschen.

Bestimmen Sie p* und ¢*.
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(25) Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und f* : W* — V* die duale Abbildung.
Untersuchen, Sie die Eigenschaften von f* in den Féllen, dass f injektiv, surjektiv
oder bijektiv ist.

(26) Sei A ={(1,2,4), (2,1,1)} C R Bestimmen Sie A° und (A°)°.

(27) Sei B ={X + X? X — X?} C R3[X]. Bestimmen Sie B°.

Kapitel 6: Determinanten

(28) Zeigen Sie durch direktes Nachrechnen, dass det : My(R) — R bilinear ist.
(29) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Beweisen Sie durch Nachrechnen, dass
fir A, B € My(R) gilt:

det(AB) = det(A) det(B).

(30) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Berechnen Sie fiir beliebiges r € R
und A € M, (R) die Determinante det(rA).
(31) Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem tiber R mit Hilfe der Cramerschen

Regel
dx+y—z2=0
r+y+z=0
y—z=1

(32) Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem tiber Zs mit Hilfe der Cramerschen
Regel

20— y+ z=1
r+3y—22=0
dor —3y+ z=2

(33) Sei A = (a;;) € M, (R) eine untere Dreiecksmatriz, d.h. a;; = 0 fiir j > i. Benutzen
Sie die Definition von det aus Satz 6.4 der Vorlesung und Induktion nach n, um zu
beweisen, dass det(A) = a1y - - - ap, gilt.

(34) Betrachten Sie fiir n > 2 und X € C die Matrix Ay = (a;;) € M,(C), die gegeben ist
durcha; =1fiire=1,...,n,a,41, =Afirie=1,...,n—1, a;,, = A und alle anderen
Eintragungen gleich Null. Zeigen Sie, dass det(Ay) = 1+ (=1)""1\" gilt.

(35) Eine Matrix M = (m;;) € M,(R) heiit Block-untere Dreiecksmatriz der Grofe k,
falls m;; = 0 gilt, wann immer ¢ < & und j > k gilt. Das bedeutet gerade, dass man

M in Blockform als (g g) fir A € Mi(R), C € M,_,(R) und B € M,_j,(R).

Benutze die Definition von det aus Satz 6.4 der Vorlesung und Induktion nach k£ um

zu beweisen, dass det (é g) = det(A) det(C) gilt.

(36) Erstellen Sie eine Liste aller Permutationen in &3, stellen Sie jede dieser Permutatio-
nen als ein Produkt von hochstens drei Transpositionen dar und bestimmen Sie ihr
Signum.
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(37) Sei k < n € Nund 0 € G, eine Permutation, sodass o(j) < k fiir alle j < k gilt.
Zeigen Sie, dass es eindeutige Permutationen o’ € &, und o’ € &,,_; gibt, sodass
o(j)=0'(j) fir j < kund o(j) = 0" (j — k) + k fiir alle j > k gilt. Zeigen Sie weiters,
dass sgn(o) = sgn(o’) sgn(c”) gilt.

(38) Betrachten Sie fiir Matrizen A € Mi(R) und B € M,(R) die (k + () x (k+ £)-
Matrix (61 g) (“Blockdiagonalmatrix”). Benutzen Sie das vorige Beispiel und die
Leibnizformel fiir die Determinante, um zu zeigen, dass die Determinante dieser Matrix
det(A) det(B) ist. Verallgemeineren Sie das auf endlich viele Blocke.

(39) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen durch Entwickeln nach Zei-
len oder Spalten:

21 2 3 -1 5
03 -1 -1 2 1
41 1 -2 4 3

(40) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen:

115 4 6 1 2 0
0113 03 21
2610 04 21
3125 3157
iber Z7.
(41) Seien by, ...,b, € K, und sei A € M,,(K) die Vandermonde-Matriz mit Eintrégen
Aij = b;

Berechnen Sie die det A.
(42) Berechnen Sie mit Hilfe von Determinanten die Inverse der komplexen Matrix

1+ 2
-1 2
0 1 14

(43) Berechnen Sie

) cospcosf —rsinpcosf —rcospsinf
cosy —rsingp ) ) :
et | . und det [ sinpcosf rcospcosf —rsinpsinfd
sing  rcose .
sin 6 0 rcosf

(44) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen

1 1 1 1

(b+c)? v? c?
a? (c+a)? c? und @ bg < d2
a? P (atb) o b d

bed acd abd abe

(45) Sei A € M, (R) eine invertierbare Matrix mit ganzzahligen Eintragungen. Zeigen Sie,
dass folgende Aussagen #dquivalent sind:
(a) Fiir jeden Vektor b € R™ mit ganzzahligen Eintragungen sind alle Komponenten
der eindeutigen Losung des linearen Gleichungssystems Az = b ganzzahlig.
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(b) Alle Eintragungen der inversen Matrix A~! sind ganzzahlig.
(c) det(A) = +£1.

Kapitel 7: Eigenwerte und charakteristisches Polynom

(46) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus die Eigenwerte der Matrix

1 -1
(47) Bestimmen Sie fiir 6 € [0,27) das charakteristische Polynom der Matrix
_ [cos(8) sin(0)
Ao = (sin(&) — cos(0) € Mx(R)

und bestimmen Sie damit die Eigenwerte von Ay. Interpretieren Sie die lineare Abbil-
dung x — Apx geometrisch.
(48) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A € M3(R)

1 2 =2
A= 2 8 3
-1 4 1
(49) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix B € M3(Zr)
4 1 3
B=|3 6 3
2 5 4
(50) Zeige Sie, dass es iiber K = Z, unendlich viele Polynome gibt, die keine Nullstelle in

K haben.
(51) Finden Sie fiir ¢ € [0, 27) eine Basis von C?, die aus Eigenvektoren der Matrix

(COS(@O) - Sin(s&)>

sin(p)  cos(yp)

besteht.
3 2 1
(52) Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix A= [0 1 2 | € M3(R).
01 -1

Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und finden Sie eine Basis von R?, die aus Eigen-
vektoren von A besteht.

-1 2 2
(53) Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix A = 2 2 2 €
-3 —6 —6

M;3(R). Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und finden Sie eine Basis von R?, die
aus Eigenvektoren von A besteht.

(54) Sei V := C([0,1],R) der Vektorraum aller stetigen Funktionen [0, 1] — R. Zeigen Sie:
Die Funktion I : V' — V, die gegeben ist durch I(f)(x) = [; f(s)ds, ist linear und
besitzt keinen Eigenwert.

Anleitung: Wire f ein Eigenvektor, dann wére f(0) = 0. Andererseits folgt aus
I(f) = Af das f differenzierbar ist und eine bestimmte Differentialgleichung erfiillt
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(55) Zeigen Sie: Fiir a,b € R sind die Eigenwerte von (z _ab> die komplexen Zahlen

a % 1b.

(56) Zeige Sie: Ist A € M,(R) diagonalisierbar und sind alle Eigenwerte von A > 0, dann
gibt es eine Matrix B € M,,(R), sodal B> = BB = A gilt.

Anleitung: diagonalisieren Sie A, wéahlen Sie eine Wurzel davon, und bilden Sie
daraus eine Wurzel von A.

(57) Zeigen Sie fiir beliebiges n € N, dass es keine Matrizen A, B € M, (C) gibt, die
AB — BA =1 erfiillen.

Anleitung: Verwenden Sie die Spur.

(58) Zeigen Sie, dass es keine Matrix A € M;3(R) gibt, die A? = —T erfiillt. Finden Sie eine
Matrix B € My(R) mit B* = —1I.

Anleitung: Benutzen Sie, dass A mindestens einen reellen Eigenwert haben muss,
weil das charaktieristische Polynom p4 Grad 3 hat.

(59) Zeigen Sie, dass es keine Matrix B € My(R) gibt, die B? = (8 (1)) erfiillt.
Anleitung: Zeigen Sie zuerst, dass die Abbildung f(z) := Bz nichttrivialen Kern hat.
Erweitern Sie eine Basis von Ker(f) zu einer Basis B von R2. Uberlegen Sie danach,
dass [f]§ = 0 gilt, und folgern Sie daraus [f]% = 0 und daraus B? = 0.

00 6

(60) Zeigen Sie: Die Matrix | 1 0 —11 ] ist diagonalisierbar iiber R.
01 6
1 -3 3

(61) Zeigen Sie: Die Matrix | 3 —5 3| € M3(R) ist diagonalisierbar.
6 —6 4

(62) Sei A € M3(R) die Matrix aus dem letzten Beispiel. Finden Sie eine invertierbare
Matrix T € M3(R), sodass TAT ! eine Diagonalmatrix ist.
-3 1 -1
(63) Zeigen Sie: Die Matrix | =7 5 —1] € M3(R) ist nicht diagonalisierbar.
-6 6 -2
(64) Finden Sie Bedingungen an a,b,c,d € R die dquivalent zur Diagonalisierbarkeit von
a b

A= (c d) (i) iiber R und (ii) iiber C sind.

(65) Zeigen Sie: Um Nullstellen von Polynomen dritter Ordnung iiber C zu bestimmen,
geniigt es, Polynome der Form 23 + px + ¢ zu betrachten.
Anleitung: Normieren Sie erst den fithrenden Koeffizienten, dann eliminieren Sie den
quadratischen Term durch eine geeignete Substitution der Form t = x — a.

(66) Benutzen Sie die Idee von Beispiel 65, um die Losungsformeln fiir quadratische Glei-
chungen herzuleiten.

(67) Zeigen Sie, wie man eine Losung der kubischen Gleichung A%+ p\ +¢ = 0 iiber K = C
finden kann.
Anleitung: Substituieren Sie A = w— 3. Multiplizieren Sie die entstehende Gleichung
mit w?, und lésen Sie die daraus erhaltene quadratische Gleichung fiir w?. Dann muss
man nur noch die dritte Wurzel ziehen und einsetzen.
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(68) Sei p € Ry[x] ein Polynom vom Grad < 2. Zeigen Sie, dass es ein eindeutiges Polynom
q € Ry[x] gibt, sodass ¢(A\) = p(A + 1) fiir alle A € R gilt. Wie sieht das iiber K = Z,
aus?

(69) Zeigen Sie, dass man eine lineare Abbildung ® : Ry[x] — Ry[x] erhélt, indem man
®(p) als das eindeutige Polynom ¢ aus dem letzten Beispiel definiert. Berechnen Sie
die Eigenwerte von ® und zeigen Sie, dass ® nicht diagonalisierbar ist.

(70) Verallgemeinern Sie das letzte Beispiel auf Polynome hoheren Grades und auf Ver-
schiebungen um p € R statt um 1.

(71) Sei f : R? — R? eine lineare Abbildung, die 2 als einzigen Eigenwert besitzt, wobei die
algebraische Vielfachheit 3 und die geometrische Vielfachheit 2 betriagt. Zeigen Sie,

2 00
dass es eine Basis B von R? gibt, sodass [f][s= [0 2 1] gilt.
00 2

Anleitung: Wihlen Sie zunéchst eine Basis des Eigenraumes sz und erweitern Sie
sie durch einen Vektor vs zu einer Basis von R3. Benutzen Sie die resultierende
Matrixdarstellung und die Information iiber die Vielfachheiten, um zu zeigen, dass
vy == f(vs) —2v3 € Vi \ {0} gilt. Dann wiihlen Sie v; € Vj so, dass {vy, v} eine Basis
fiir V3 ist und setzen Sie B = {vy, v, v3}.

Kapitel 8: Normen und innere Produkte

(72) Sei (V,|| ||) ein normierter Vektorraum iiber K fiir K € {R, C}. Zeigen Sie, dass die
Operatornorm auf L(V, K) eine Norm auf dem Dualraum V* definiert, die duale Norm.

(73) Bestimmen Sie die duale Norm zu || ||2, || |1 und || || auf R™.

(74) Bestimmen Sie die dualen Normen zu || ||, fiir die tibrigen p > 1 auf R™.

(75) Seien (V)| ||v) und (W, || |lw) (endlich dimensionale) normierte Rdume. Zeigen Sie,
dass die Operatornorm || ||v,w auf L(V, W) eine Norm ist.

(76) Betrachten Sie (R™, || ||1). Bestimmen Sie die Operatornorm || ||; auf M, (R)

(77) Betrachten Sie (R™, || ||oo). Bestimmen Sie die Operatornorm || ||, auf M, (R)

(78) Sei (V.| ||v) ein endlich dimensionaler normierter Vektorraum, und sei W ein Teilraum
von V. Zeigen Sie, dass durch

|v+ W] :=inf{||w — |y | we W}

eine Norm auf V/W definiert wird, die Quotientennorm.
(79) Sei ¢>°(R) die Menge aller beschrankten reellen Folgen. Sei ||(24)nlloo := SUDP,en |nl-
Zeigen Sie, dass || || eine Norm ist.

Sei s : £*(R) — ¢>°(R) die Abbildung (z,), = (Zn11)n, also die Abbildung, die die
gesamte Folge um ein Folgenglied nach ,links“ schiebt. Bestimmen Sie die Operator-
norm von s.

(80) Sei ¢(R) die Menge aller konvergenten reellen Folgen. Zeigen Sie, dass ¢(R) C ¢*(R)
ein normierter Teilraum von ¢*°(R) ist. Bestimmen Sie die Operatornorm von lim :
¢(R) = R mit (z,,), — lim, o0 .
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(81) Sei V := C([0,1],R) die Menge der stetigen Funktionen auf [0, 1]. Zeigen Sie, dass

1l = Aﬂwm

eine Norm auf V' definiert. Ist V' beziiglich dieser Norm vollsténdig?

(82) Zeigen Sie, dass (A, B) := tr(AB"), wobei tr die Spur bezeichnet, ein positive definites
inneres Produkt auf dem Raum M, (R) der reellen n x n-Matrizen definiert.

(83) Berechnen Sie fiir die Vektoren v = (2, —1,5) und w = (3,1, —3) in R? die Ausdriicke
[o]], f[wl], (v, w), [lv+ w|[ und flv —w].

(84) Interpretieren Sie die Parallelogrammidentitét [|v 4+ wl]? + |Jv — w]]* = 2(||v||* + ||w|*)
geometrisch, und bringen Sie sie mit dem Satz von Pythagoras in Verbindung.

(85) Zeigen Sie, dass fir A € M, (R) der Ausdruck

b(z,y) =" Ay

eine Bilinearform auf R™ definiert. Wann ist diese Bilinearform symmetrisch?
(86) Zeigen Sie, dass fir V' = C([0, 1], R) der Ausdruck

(f.9) /f

ein inneres Produkt auf V' definiert.
(87) Zeigen Sie, dass fiir V= C([0,1],C) und eine beliebige Funktion w € C([0, 1], R) mit
w(z) > 0 fiir alle x € [0, 1] der Ausdruck

:Afw%%wm

ein inneres Produkt auf V' definiert.

(88) Zeigen Sie direkt, dass fiir das Standard innere Produkt auf R"™ und eine Matrix
A € M,(R) die Gleichung (Az,y) = (x, Aly) fiir alle z,y € R" gilt.

(89) Benutzen Sie das vorige Beispiel, um folgendes Resultat zu beweisen: Ist A € M,,(R)
symmetrisch, d.h. A® = A, und sind v und w Eigenvektoren von A zu verschiedenen
Eigenwerten, dann ist (v, w) = 0.

(90) Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis
fiir V. Zeige: Ist f : V' — V eine lineare Abbildung, dann ist die Matrixdarstellung
[flg = (a;j) gegeben durch a;; = (f(v;), v;).

(91) Finden Sie eine Orthonormalbasis fiir den Teilraum von R*) der von den Vektoren
(1,1,—1,1) und (0, 1,2, 2) erzeugt wird.

(92) Finden Sie eine Orthonormalbasis fiir den Teilraum von C3 der von den Vektoren
(1,7,0) und (1,1,1) erzeugt wird.

(93) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis fir den Teilraum Ry[z] von C([0,1],R) (d.h.
dass die Polynome in diesem Fall als stetige reelle Funktionen interpretiert werden
sollen) beziiglich des inneren Produkts, das in Beispiel 86 definiert wurde.

(94) Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum, W C V ein Teilraum und seien p,q € V
Punkte. Zeigen Sie: Im affinen Teilraum p + W = {p +w : w € W} gibt es einen
eindeutigen Punkt xy, der minimalen Abstand von ¢ besitzt. Zeigen Sie weiters, dass
xg durch (zg — q) L W charakterisiert ist.
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Anleitung: Benutzen Sie V = W @ W+, um die Existenz eines eindeutigen Punktes
xo mit (zg —q) L W zu zeigen. Berechnen Sie dann fiir # € p+ W mit Hilfe des Satzes
von Pythagoras ||z — ¢]|.

(95) Zeigen Sie durch explizites Nachrechneh: Fiir a,b, ¢ € R ist die Matrix <Z l;> immer

diagonalisierbar.
(96) Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum, W C V' ein Teilraum und 7 : V' — W die
Orthogonalprojektion auf W. Zeigen Sie: Ist {wy, ..., wy} eine Orthonormalbasis fiir

W, dann ist w(v) = S (v, w;)w;.

(97) Betrachten Sie die Ebene F in R?, die von den Vektoren (1,2,2) und (—1,1,0) erzeugt
wird. Finden Sie die Matrix A € Mj3(R), sodass x — Az die Orthogonalprojektion
auf E ist. Verfizieren Sie, dass AA = A! = A gilt.

Anleitung: Benutzen Sie die Formel fiir die Orthogonalprojektion aus dem letzten
Beispiel.

(98) Sei A € M,,(R) eine Matrix. Zeigen Sie, dass b(z,y) := (Az,y) eine Bilinearform auf
R™ definiert, die genau dann symmetrisch ist, wenn A symmetrisch ist, also A* = A
erfiillt.

(99) Nehmen Sie in der Situation des letzten Beispiels an, dass n = 2 gilt und A sym-
metrisch ist. Zeigen Sie, dass die Bilinearform b(z,y) := (Az,y) genau dann positiv
definit ist, wenn die beiden Eigenwerte von A (vergleichen Sie mit Beispiel 95) positiv
sind.

(100) Zeigen Sie in der Situation des letzten Beispiels, dass die Bilinearform b zur Matrix
A= (Z i) genau dann positiv definit ist, wenn a > 0 und det(A) > 0 gilt.

(101) Finden Sie fiir a,b € R, a,b # 0 einen Vektor n € R? und eine Zahl d € R, sodass
{z € R*: (n,z) = d} die affine Gerade durch die Punkte (a,0) und (0,b) ist.

(102) Seien v, w € R? linear unabhiingig und p € R? ein Punkt. Zeigen Sie, dass der Nor-
malabstand von p von der von v und w erzeugten Ebene durch % gegeben
ist.

(103) Seien v,w € R3? linear unabhingig. Zeigen Sie, dass {v,v X w,v X (v X w)} eine
Orthogonalbasis fiir R? ist.

(104) Sei (V,{ , )) ein euklidischer Vektorraum und seien vy, wg € V beliebig. Bestimmen
Sie fiir die lineare Abbildung f(v) := (v, v9)w, die adjungierte Abbildung f*.

(105) Schreiben Sie die Drehung um einen Winkel ¢ in R? explizit als Produkt von 2 Spie-
gelungen.

(106) Betrachten Sie den euklidischen Vektorraum V' := R" (mit dem Standard inneren
Produkt), den k-dimensionalen Teilraum R* C V sowie einen beliebigen weiteren
Teilraum W C V mit dim(W) = k. Zeigen Sie, dass es eine orthogonale lineare
Abbildung f : R" — R" gibt, die f(R*) = W erfiillt.

Anleitung: Wihlen Sie eine Orthonormalbasis fiir W und ergénzen Sie sie zu einer
Orthonormalbasis fiir V. Benutzen Sie diese Basis, um eine geeignete orthogonale
Matrix zu konstruieren.



(107)

(108)

(109)

(110)
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Beschreiben Sie die Abbildung

cosa  sino
sin — CoS«
geometrisch.

Sei (V, (, )) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, W C V' ein Teilraum.
Definieren Sie die Spiegelung oy : V. — V an W durch oy (v) = vy — v, wobei
v = v; + vy die eindeutige Darstellung mit v; € W und v, € W ist. Zeigen Sie, daf8
ow eine orthgonale Abbildung ist, und das det(oy) = (—1)3™W™) ist. Was sind o10}
und oy ?

Zeigen Sie: Sind V und W wie im letzten Beispiel und ist {vy, ..., v} eine Orthonor-
malbasis fiir W, dann ist ow (v) = v — 232F (v, v;)v;.

Betrachten Sie die Vektoren v = (—1,2,1) und w = (0,2, —1) in R3. Finden Sie eine
orthogonale Abbildung, die v und w in die z—y—Ebene abbildet.

Anleitung: Berechnen Sie v X w und finden Sie eine Spiegelung (an einer Ebene), die
diesen Vektor auf (0,0, [[v x w||) abbildet.



