Differentialgleichungen fiir
LehramtskandidatInnen

Nach einer Vorlesung von Giinther Hérmann

Michael Kunzinger






Vorwort

Das vorliegende Skriptum dient als Unterlage fiir die gleichnamige Vorlesung. Es
soll eine erfolgreiche Beschéftigung mit dem behandelten Stoff erleichtern, kann
aber selbstversténdlich nicht den Besuch der Vorlesung ersetzen.

Inhaltlich handelt es sich um eine Eins-zu-eins Ausarbeitung der handschriftli-
chen Unterlagen von Giinther Héormann zu seiner gleichnamigen Vorlesung. Thm
gebiihrt daher das alleinige Verdienst fiir die Vorziige der Darstellung. Fiir Hin-
weise auf Fehler, die sich in der Transkription eingeschlichen haben mogen, bin
ich dankbar.

Michael Kunzinger, WS 2012/13
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Kapitel 1

Grundbegriffe und erste Beispiele

1.1 Definition. Sei G CR xR und f : G = R, (z,y) — f(x,y) stetig. Dann
heifst
y' = flz,y) (1.1)

eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung.
Fine Losung von (1.1) ist eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R, I ein Inter-
vall, mit folgenden Eigenschaften:

(a) Der Graph von ¢ ist in G enthalten, d.h.

L(e) C{(z,y) € I xR:y=p(z)} CG,

und

(b) Vx e I:

1.2 Bemerkung.

(i) Die unabhéngige Variable wird héufig mit ¢ bezeichnet (insbesondere, wenn
sie die Zeit beschreibt). Fiir die abhéngige Variable schreibt man dann oft
x statt y. Es sind also verschiedenste Schreibweisen fiir DGL (Differen-
tialgleichungen) in Verwendung: v = f(t,y), ' = f(t,z), © = f(t,x),
y(t) = Ft,y(0), /(1) = F(t,2(0)), ...
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(ii) (1.1) heifit DGL erster Ordnung, weil die hichste vorkommende Ableitungs-
ordnung eins ist.

(iii) Beachte, dass (a) in 1.1 benétigt wird, um in (b) einen sinnvollen Lésungs-
begriff zu erhalten.

1.3 Beispiel. (Extrem vereinfachtes Modell einer) Grippeepidemie
(Epidemie: “ansteckende Massenerkrankung, Seuche”, lat. epidemia (seit 16. Jh.);
aus griech. “epidemia nosos” = “im ganzen Volk verbreitete Krankheit” (demos
... Gebiet, Volk; epi. .. dariber; iber-hin))

(Fixe) Populationsgroe N € N, E(t) ...Anzahl der Erkrankten (bzw. Ange-
steckten) zum Zeitpunkt ¢ € R.

Modellannahmen:

0.) (Jedes Populationsmitglied kann erkranken — keine Impfung)

1.) Im betrachteten Zeitraum weder Heilungen noch Todesfille

)
2.) Angesteckte Personen bewegen sich frei, pro Zeiteinheit k£ Kontakte
3.)

Jeder Kontakt eines Angesteckten mit einem Gesunden fithrt zu dessen
Erkrankung

1.) = N — E(t) ...zum Zeitpunkt ¢ (noch) gesunde Mitglieder.
2.) = In (kleiner) Zeitspanne At stattfindende Kontakte von Angesteckten mit
Gesunden:

N —-FE(t
E(t) -k - T() At ..
G k k
esamtkontakte Bruchteil

aller Erkrankten der Gesunden

3.) = Zuwachs an Erkrankten in Zeitspanne At = Zahl der Gesamtkontakte
Erkrankte-Gesunde in At = £E(t) - (N — E(t)) - At

AE k
= A = yEWO - (N - E()
Approximation fiir groe N und kleine At:
, k
(1) =~ B (N ~ (1)

Erhalten also eine DGL im Sinn von 1.1 mit f(t,y) = % -y - (N — y) (y statt E
und unabhiingige Variable ¢ statt z, G = R? falls £ : R — R).
Differentialgleichungen der Form ¢’ = a-y- (8 —y) heifien logistische DGL (1838
Verhulst (Bevolkerungswachstum), 1760 Daniel Bernoulli (Pockenausbreitung);
Logistik: Gesamtheit der Mafinahmen fiir Nachschub, Infrastruktur; Prozesse fiir
Organisation .. .).



1.4 Definition. Sei G C R xR" und f : G — R" stetig, (x,y) — f(z,y). Dann
heifst

y = f(z,y) (1.2)

bzw. ausfihrlicher, in Komponenten:

y/l = fl(x7y17"'7yn)

y;L = fn(x7y17 s 7yn)

ein System von n DGL erster Ordnung. Fine Losung von (1.2) ist eine differen-
zierbare vektorwertige Abbildung ¢ : I — R", I C R ein Intervall (... Kurve,
Weg), mit folgenden Figenschaften:

a) Der Graph von ¢ ist in G enthalten.

b) Ve e I: ¢ (z) = f(x,p(x)), bzw. ausfihrlicher, in Komponenten:

gpll(x) = f1($, 901('1')7 s ﬂpn(x))

on(x) = fulz, 01(2), ., Pn())

Die Wertebereiche sind hier also von héherer Dimension, aber auch hier gibt es
nur eine unabhéngige Variable x € I, daher spricht man von einem System wvon
gewdhnlichen DGL (erster Ordnung).

1.5 Beispiel. (noch immer vereinfachtes Modell einer) Grippeepidemie
Gesamtpopulation zur Zeit t besteht aus:

S(t) ...Anzahl der Suszeptiblen (ansteckbar, dzt. nicht angesteckt)

I(t) ... Anzahl der Infizierten

R(t) ... Anzahl der Ausgeschiedenen (engl. ‘removed’, z.B. durch Immunisierung,
Quaranténe oder Tod).

Modellkonstanten: o > 0 ... Ansteckungsrate, 5 > 0 ... Beseitigungsrate.
Im Zeitraum At gibt es:

a-S(t)-I(t) - At ...neue Ansteckungen (vgl. 1.3), und

B - I(t)- At ... Infizierte, die ausscheiden (zu R werden).

Fiir die Anderungen AS, AI, AR in der Zeitspanne At gilt:

AS = —a-S(t) - I(t) - At
Al =a-S(t)-I(t)- At — - I(t)- At
AR =B-I(t)- At



Approximation fiir groe Population und kleine At:

S'(t) =—a-S(t)-I(t)
I'(t)y=a-S(t) I(t)—B-I(t)
R(t)=p-1(t)

(SIR-Modell; SIR-Modelle im Schulunterricht: siche C. Ableitinger, IMN 209
(2008), 29-39)
Wir erhalten also ein System von 3 DGL geméif 1.4 mit G = R x R3 und

—Q Y1 Y2 fi(t, ya, Y2, v3)
ftyy,ys) = a-yi-ye—PB-y2 | = falt,v1,y2,y3)
CRET f3(t, y1, Y2, y3)

(yp fiir S, yo fir I, ys fiir R; unabh. Variable ¢ statt x).
1.6 Geometrische Interpretation von Differentialgleichungen

1.) n = 1 (skalare DGL): Fiir eine Losung « — y(x) der DGL ¢/ (z) = f(z,y(x))
ist die Steigung des Graphen in jedem Punkt (x,y(z)) vorgegeben; wir kénnen
also schon im Vorhinein — ohne Kenntnis der Lésungen — das sogenannte Rich-
tungsfeld skizzieren: an jedem Punkt (z,y) € G wird ein kurzes Geradenstiick
mit Richtungsvektor (1, f(x,y)) angeheftet.

Bsp: G =0, 00[xR, f(z,y) =y/a:

Tatséachlich ist fiir jedes ¢ € R die Funktion y(z) = ¢ - x eine Losung der DGL
y = flz,y)!



Die Niveaulinien (bzw. -mengen) zu f, also die Mengen

Ni(c) :=={(z,y) € G : f(x,y) = c}

ergeben (unter der Bedingung f stet. diftb., grad f(x,y) # 0 ¥(x,y)) dabei Kurven
gleicher Steigung in (G, sogenannte Isoklinen. Im obigen Beispiel fallen diese
sogar mit den Losungsgeraden zusammen, weil ¢’ konstant ist.

/\7

Bsp.: f(z,y) =y, d.h. DGL ¢ = y (wissen: Losungen sind y(z) = a- e, a € R).
In diesem Beispiel sind die Isoklinen horizontale Gerade y = const = ¢

/ J J 1/
7
< < Z W
—/h
____:\“’ - >,
N\ NN\
A\ \ NN

\P"Lé'sunﬂ

2.) Allgemeiner Fall n € N, n > 1 (Systeme von n DGL):
F: (z,y) = (1, f(z,y)), G — R"™ ist ein Vektorfeld und jede Losung x +—
y(z), R 2 I — R™ definiert eine Kurve v : I — G C R™™ durch v(z) := (z,y(x))
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mit der Eigenschaft:

V(@) =F(y(x) Veel

Der Tangentialvektor an die Kurve 7 ist vorgegeben durch das Vektorfeld F' =
(1, f); v heifit Integralkurve zum Vektorfeld F'.

Bsp.: n = 1 wie oben: G =0, 00[xR, f(z,y) = y/x.
v(z) = (z,y(x)) ...beschreibt den Graphen von z — y(z).
F(z,y) = (1,y/x) ...entspricht Richtungsvektor des Richtungsfeldes.

Bsp.:n=2:

1 1 1
f(x7y17y2> = < yng) ) F(x7y17y2) = —Y2 | = -z =10+ |—=2
(0 Y 0 Y

(schreibe y = y;, 2 = yo). Graphisch denken wir uns hierbei F'(z,y, z) als Vektor,
0 1
der bei (z,y, z) angeheftet ist. Beachte: | —z | ist Tangente an Kreis durch | 0
Y 0
in Ebene parallel zur yz-Ebene.
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1.7 Autonome Differentialgleichungen

In den Modellen 1.3 und 1.5 waren die DGL (bzw. DGL-Systeme) jeweils von der
Form

y' = f(y)

Solche DGL bzw. Systeme heilen autonom, weil die rechte Seite nicht explizit
von der (unabhéngigen) Variable x (oder ¢ in manchen Beispielen) abhéngt. Diese
Form ist also spezieller als die allgemeine gewohnliche DGL ¢/'(x) = f(x, y(z)).

Vorteile:

1.) Es gibt eine konstante Losung y(x) = ¢ Vo < f(c) = 0.

Bew.: (=) 0 =4/(z) = f(y(x)) = f(c).

() f(0) =0, y(z) :==c=y(x) =0 = fc) = f(y(z)). O

2.) Translationsinvarianz:

Ist y :]a, b[— R™ eine Losung und a € R, so ist z(z) := y(z+«) (z €]la—a, b—af)
ebenfalls eine Losung.

Bew.: 2'(z) = y/(z + o) = f(y(z + @) = f(z(x)). O

1.8 Differentialgleichungen héherer Ordnung

SeimeN, m>1 GCRxR™ f:G — R stetig. Dann heif3t

y(m) = f(x7 y7 y/7 ctt 7y(m_1))

eine DGL der Ordnung m.

y: R DI — R (I ein Intervall) heit Losung dieser DGL, wenn y m-mal
differenzierbar ist, {(z,y(z), v (z),...,y™ V@) ¢ R™*! . ¢ € I} C G und
Vo € 1y (z) = f(z,y(2),y'(2),....y" D(z)).

Bsp.: ¢y = —y’ — sin(y) (mathematisches Pendel)
Dies ist eine DGL zweiter Ordnung, f(z,y,vy") = —y' — sin(y).

Analog: System von n DGL der Ordnung m:

G CRxR™, f:G — R" stetig, y™ = f(x,y,...,y™Y); Losung y : [ — R"
m-mal differenzierbar, etc. ...

1.9 Lineare Differentialgleichungen

(Spéater gesondertes Kapitel dazu.) Eine lineare DGL der Ordnung m ist eine
DGL der Form

Y™ = g(o) + aole) -y + () Y ot ana () -y

J/

-~

fiir festes z linear in (y,y’,...,y(m~—1)
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Es liegt also folgende spezielle Form der rechten Seite vor:
f(x7 y? y/’ AR 7y(m_1)) = g(x) + aj(x) ' y(j)

(8hnlich fir Systeme von n DGL mit Matrizen a;(z) und vektorwertigem g(x)).
Beispiele/Spezialfille:

1.) Allgemeine lineare DGL erster Ordnung: ¢’ = a(z) - y + g(x).

2.) Lineare Pendelgleichung: y” = —y' — y (lineare DGL zweiter Ordnung).

3.) (gg) = (Zg; ZE?)) : (Z;) ... lineares System (von 2 DGL) erster Ordnung.

1.10 Methode der getrennten Variablen

(Leibniz 1691, Joh. Bernoulli 1694, Jak. Bernoulli 1690, I. Barrow 1670)

Speziell fiir f(z,y) von der Form g(z) - h(y), wobei g : I — R, h: J — R stetig,
I,J C R Intervalle und h(y) #0Vy e J (G=1xJ, f(z,y) = g(x)h(y)).

y' = g(x) - h(y) (1.3)

heifit DGL erster Ordnung mit getrennten Variablen (‘getrennt’, weil in Fak-
toren aufgespaltet; siche unten: getrennte Seiten der Gleichung).

Idee zum Finden einer L6sung:

y
) g(z)

(Verwende hier h(y) # 0; verschiedene Variablen auf getrennten Seiten). D.h.:
y'(z)

Ve el: W:g(z)

Sei nun zy € I beliebig und y(z) = yo € J. Integration beider Seiten f;; ...ds
bedeutet:

(1.3) =

LG I N
| bt = [ s =) (stammtit. von g
——

[Subst, r:y(s)]:fyyo(cr) h%:)

Setze nun
dr

z y(z)
H(z):= /yo G) [Stammfkt. von %] = /yo —— = H(y(z)),
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wodurch die DGL transformiert wird in
H(y(z)) = G(z) (1.4)

wegen h(y) # 0 Yy € J ist stets h(y) > 0 oder h(y) < 0 (J ist ein Intervalll) und
damit 1/h > 0 oder 1/h < 0, also ist H streng monoton wachsend oder fallend;
Insgesamt ist also H stetig und streng monoton auf einem Intervall

= JH ! stetig und streng monoton (1.5)

Damit folgt aus (1.4):
y(x) = H(G(2))
Wir zeigen nun, dass diese Idee tatsdchlich die Losung der DGL liefert:
Satz. Seien I, J C R Intervalle, zg € I, yg € J beliebig, g: I - R, h: J - R

stetig und h(y) # 0 Yy € J.
Setze G : 1 =R, G(x) := [ g(s)ds (v € 1), und

Y ds

H:J—R, Hy) ::/ ns)

Yo

Sei Iy C I ein Intervall mit xy € Iy und G(I,) C H(J). Dann existiert genau
eine Losung ¢ : I; = R der DGL

die der Anfangsbedingung p(xo) = yo gentigt. Diese Lisung ist festgelegt durch
die Beziehung

H(p(x)) =G(z)| Vzel.

Beweis.
Eindeutigkeit: obige Uberlegung mit ¢(z) statt y(z) und ¢(z¢) = yo ergibt
geméf (1.4) nun

H(p(z)) =G(z) Yxel
Wegen der strengen Monotonie von H (siche (1.5)!) ist somit ¢(z) eindeutig
festgelegt durch p(z) = HY(G(z)) (z € I)).
Existenz: Wir zeigen, dass p(x) := H'(G(x)), x € I, tatséichlich eine Lésung
der DGL mit ¢(xy) = yo ist.

o p(xg) = H ' (G(xg)) = H(0) = yo, weil H(yo) = 0 und H stetig, streng

monoton.

e Aus H(p(x)) = G(z) folgt durch Differentiation:

g(x) = G'(x) = H'(p(x)) - ¢'(x) = @' (x) = ¢(x) = g(x) - h(p(z))




Bemerkung.
e Falls h(yp) =0, so ist y(z) = yo Va € I eine konstante Losung von (1.3).

e Saloppe Merkregel der Prozedur:

dy _ dy _
0, = 9@ -hly) = ) g(x)dx
dy / .
- | - = x) dx + const., nach y auflésen
/ h(y) o) !

1.11 Beispiel. Logistische DGL (vg. 1.3 mit =1, a > 0):

Y =a-y(l-y)

Annahme: 0 < y(t) <1Vtel,y: I =R, 01, y(0) =y, €]0,1].

! t /
d
Y =a= yir)dr =a-t

y(1—y) o Y(T)(1 —y(7))
v dg y(®) /1 1
(Subst.y(T):s)éa-t:/ s(l—s)Z/yO (E+1—s) ds

Y0
s=y(t)

— (log(s) — log(1 — 8)) [s=4) —1log (1 . s)

o (13%) Satlos (130%)

ex t
:g) y( ) ea-t . Yo
1 —y(t) 1 —yo
——

= y(t) - (1 +y0e™) = e

Damit erhalten wir schliefllich:

. pat

Y - €
)= ———
y(t) T+ gt

yo)

’}/:
(o L=

Beobachtung. Wihlen I = R, yq €]0, 1] beliebig.
Es gilt lim;, oo y(t) =0, lim; oo y(t) = 1, VE € R : 0 < y(t) < 1. Wegen

y'(t) =a-yt)- (1—y(t) >0
ist zudem y : R —|0, 1] streng monoton wachsend und bijektiv.
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Bemerkung. Die logistische DGL ist auflerdem ein Beispiel fiir eine autonome
DGL mit f(y) = a-y-(1—y); wegen f(0) =0 und f(1) = 0 sind yoo(t) := 0 und
y1(t) := 1 konstante (vgl. 1.7) Losungen der DGL (mit Anfangswerten yo = 0
bzw. yo = 1).

1.12 Beispiel. y =4, G =1xJ = [%]0, co[ mit y(1) = ¢ > 0 (vgl. Bsp. in
1. /1.)). T ! dr y(z) d P s=y(z)
VL [0 /_ / * 1ogr)| ™ = log(s)| ™
y (T) r r=1 o—c
= log(z) — log(1) = log(y(z)) = log(z) + log(c) = log(c- x) = ylx)=c-x
——

=0
Das ‘wussten’ wir bereits aus der Skizze des Richtungsfeldes in 1.6 1.).

1.13 Bemerkung. Autonome DGL 3’ = f(y) konnen stets mit der Methode
der getrennten Variablen gelost werden, sofern f(y) # 0 gilt (1 mit g(z) = 1 Vx

und A(y) = f(y)).
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Kapitel 2

Existenz und Eindeutigkeit von
LOsungen

Wir haben in der speziellen Situation von 1.10 und in Ubungsaufgaben bereits
gesehen, dass Losungen von DGL ¢/ = f(z,y) durch Vorgabe einer Anfangsbe-
dingung y(x¢) = yo eindeutig festgelegt werden konnten.

Die Existenz einer Losung wurde in diesen Féllen jeweils durch eine explizite
Konstruktion nachgewiesen.

Nun wollen wir fiir die allgemeine Situation einer DGL erster Ordnung mit
Anfangsbedingung

y/ = f(:c,y), y(l'o) = Yo (21>

(f : R O G — R stetig, (z9,90) € G beliebig) einen Satz iiber Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen ¢ : R O I — R, [ ein Intervall, zo € I,
(o) = yo ansteuern. Es soll also gelten: T'(¢) = {(z,¢(x)) : z € I} C G, und

()0/(1‘) = f(CU,QO(fE)), (,0(?[70) = Yo-
2.1 Umformung einer DGL in eine Integralgleichung

Sei ¢ : I — R Losung des Anfangswertproblems (2.1). Dann folgt aus (2.1) durch
Integration f{:o O

P(o) — 10 = 9(@) — pln) = [ " (r)dr = / " f () dr,

und somit

o) = o + / Cf(rp(r)dr| Vrel (2.2)

Umgekehrt sei ¢ : I — R stetig und erfiille (2.2). Dann ist 7 +— f(7, o(7)) stetig
I — R. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HSDI) ist
somit = — f;} f(r, (7)) dr stetig differenzierbar und

% (/ F(r () dT> = flz,¢(x))

13



Dabher folgt aus (2.2), dass ¢ stetig differenzierbar ist,

o) =0+ 5 ([ sty ar) = rieste)

und p(z9) = yo + f;? -+ =19yp+ 0 = yo. Haben also gezeigt:
Satz. Sei f : R? D G — R stetig, (x9,%0) € G und ¢ : R O I — R stetig, I ein
Intervall, zo € I, T'(p) C G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1.) ¢ ist eine Losung der DGL y' = f(x,y) mit Anfangsbedingung y(zo) = vo
(< (2.1)).

2.) p erfillt die Integralgleichung
Veel: o(x)=u1y —i—/ f(ryp(r)dr (& (2.2).
zo

Wenn wir also im Folgenden die eindeutige Losbarkeit der Integralgleichung (2.2)
zeigen, so impliziert dies gleichzeitig die eindeutige Losbarkeit des Anfangswert-
problems (2.1).

Bemerkung. Die Umformung der DGL in eine Integralgleichung ist vor allem
fiir beweistechnische Zwecke und fiir die numerische Analyse niitzlich. Beim Auf-
suchen von expliziten Losungen in konkreten Beispielen hilft diese in der Regel
allerdings wenig.

2.2 Picard-Iteration

Die grundlegende Idee fiir die Losung der Integralgleichung (2.2)

(@) = yo + / " f (o)) dr

durch die Methode der sukzessiven Approximation geht auf Picard (in den 1890ern)
zuriick:

“0. Approximation”: @g(x) := yo Va € I.

“Verbesserung” durch

o1(z) = yo + / F(ry o)) dr = yo + / £(ryu0) dr.

dann

wa(z) == Yo +/x f(ryp1(r))dr, ...

Allgemein ist ¢y : I — R stetig (k € N), definiert durch Iteration:

wo(x) :=yo VY € I,

Ory1(z) = yo + /x flrypp(m))dr Ve e I

14



Warum ist das hilfreich?:
Falls (¢ )ken gleichméiBig konvergiert gegen ein ¢, so folgt:

o (7) = o+ / (s oul(r)) dr
1 1
(k= 00) o(x) =+ / £(r, o(r)) dr,

Also 16st ¢ die Integralgleichung (2.2).
2.3 Lipschitz-Bedingung

Sei G CR*und f: G — R, (z,y) — f(x,y) eine Funktion. Wir sagen, f sei in G
(lokal) Lipschitz-stetig beziiglich y, wenn gilt: jeder Punkt in G besitzt eine
Umgebung U, sodass es ein L > 0 gibt (eine sog. (lokale) Lipschitzkonstante),
mit dem fir alle (z,y), (z,9) € GNU gilt:

Eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit einer lokalen Lipschitz-Bedingung
gibt das folgende

Lemma. Sei G C R? offen und f : G — R, (x,y) — f(x,y) stetig und beziiglich
y stetig partiell differenzierbar. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig beztiglich .
Beweis. Sei (z9,y0) € G beliebig. Da G offen ist, existiert ein r > 0, sodass

U:==lzqg—rz0+7r Xys—100+7 C G

U ist eine kompakte (d.h. beschrinkte und abgeschlossene) Umgebung von (g, o).
Laut Voraussetzung ist 0, f stetig, also ist

L:= 19) ,2)] <
(gf)g]! L, [y, 2)] < oo

(Stetige Funktionen auf Kompakta sind beschrinkt). Nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung (bzgl. der y-Variable) gilt somit fiir (z,y), (z,7) € U:

f(z,y) = f@9)] < max [0,f(z,2)|-ly =gl = L- |y~

J/

~
=L
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Beispiele:

1.) Sei I C R ein offenes Intervall, f : I — R stetig differenzierbar. Nach dem
Lemma ist (z,y) — f(y) (unabhéngig von ) in R x [ Lipschitz-stetig bzgl. y.
2.) f: (z,y) — |y| ist Lipschitz-stetig bzgl. y (in R?), weil

[f(z,y) = e, 9)| = llyl =19l < ly — 9

(umgekehrte Dreiecksungleichung). Allerdings ist f nicht partiell differenzierbar
beziiglich y.

3.) f: (z,y) = y*3, R? — R ist nicht Lipschitz-stetig bei Punkten der Form
(x,0), denn wére Vg # 0

|f(z,0) = f(z,9)| < L-|0—g[=L-lg],

(. J/

~
=[g[?/3

so wiirde 1 < L - |§|'/? folgen, was fiir § — 0 auf einen Widerspruch fiihrt.
Tatséchlich sind die Differenzenquotienten von y + 4?3 nahe 0 unbeschrénkt:

2.4 Der Satz von Picard-Lindelof

Satz. Sei G C R? offen, f : G — R, (x,y) — f(z,y) stetig und (lokal) Lipschitz-
stetig bzgl. y. Dann besitzt fiir jedes (xg,yo) € G das Anfangswertproblem (2.1):

y' = f(z,9), y(zo) = yo

eine eindeutig bestimmte Losung auf einem Intervall [zq — 3,20 + ] mit geeig-
netem 3 > 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten:

Vorbereitung (Reduktion auf Rechteck statt G)
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Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von f existiert eine Umgebung U von (zo, yo),
sodass eine Abschétzung (2.4) in U N G gilt. Da G offen ist, konnen wir U C G
erreichen. Wahle nun a, b > 0 so klein, dass Q) := [zg—a, zo+a] X [yo—b, yo+b] C U.
Auf @ gilt natiirlich ebenfalls die Lipschitz-Bedingung (2.4) mit einer Lipschitz-
Konstanten L > 0. Somit geniigt es, die Aussage des Satzes mit @) statt G' zu
beweisen.

Setze M := max,y)co |f(x,y)]; es ist 0 < M < oo. Falls M = 0, so ist flo =
0 und die einzige Losung ¢ : [rg — a,z9 + a] — R ist die konstante Losung
o(x) := yo (V). Wir diirfen daher im Folgenden annehmen, dass M > 0. Setze
f := min(a, %), esistalso0 < <a, 0 < MB <D

1. Schritt (Picard-Iteration)

Setze I := [xg — 3,2 + ] und definiere stetige Funktionen ¢y : I — R (k € N)

durch Picard-Tteration (vgl. (2.3)): Fiir z € I sei
wo(@) == yo

Orr1(r) =yo + /I f(r o1(r)) dr

Diese Definition ist sinnvoll, weil Vo € It pi(x) € [yo — b,y0 + ] =: J (somit
(x,pr(x)) € Q!), wie aus folgender Uberlegung ersichtlich ist:

ox(z) — 1ol = / F(ry () dr| < / (7o (7)) dr
< /deT =M-|z—xo| <M-5<D

2. Schritt (Abschitzung der Differenzen)
Behauptung: Vk € N, Vx € I:

|x—x0|k+l

[Pri1 (@) = pr(@) < M- LF- (k+1)!

Beweis: induktiv:

17



|01(2) = po(2)] = lr(2) = %ol =

/x:f(Tayo)dT

< / )| dr| < M|z — a
zg S=———~—

<M

k—k+1:

T

[Phy2(7) — prpa(z)| = (f(7,0r11(7)) = f(7,00(7))) dT

< / Ve (7)) — F(ron(m)| dr

Aufgrund der Lipschitz-Bedingung ist hierbei

k L T—.Tok 1
s orna (7)) = £ ()] < L lpna(r) — gu(r)] & 0. ML — ol ™

(k+1)! ’
sodass insgesamt
M - LkH k+1 k+1 |:E - $0|lCJr2

[Prra(T) — prpa ()] < k:+ 1! T =" dr| =ML W
(folgt mittels Fallunterscheidung = > zp und = < z).
3. Schritt (gleichméiflige Konvergenz von (g )ken)

k-1
or(T) — Yo = wr(T) — po(z) = (pr+1(2) — ()

l

I
=)

(Teleskopsumme). Die Funktionenreihe Y ° (¢i41(z) — ¢i(x)) ist aber nach dem
Satz von Weierstral (— Analysis-Vorlesung) gleichméfiig konvergent, weil nach

. BI—H
su r)—ygx)| <M - L' —
l
und Y0 M- L (l+1
damit auch (¢ )ren selbst gleichméfig konvergent.
Setze ¢(x) := limy 0 pr(x) (z € I). Dann ist ¢ stetig als gleichméBiger Limes
stetiger Funktionen und nach Schritt 1 ist

- konvergent ist (Quotiententest). Also ist (@ — Yo)ren und

[o(x) = yol = lim Jpr(x) —yol < b
— 00
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4. Schritt (¢ ist Losung)
Behauptung: (f(.,@x(.)))ken ist gleichméBig konvergent gegen f(.,¢(.)).
Beweis: Da f die Lipschitz-Bedingung erfiillt, gilt
(@, o(x)) = [z, o(x))| < L [or(r) —(x)] = 0 gleichmébig
Daher folgt:
[t [ seemyar ko)
x0 xo

und somit:

o (2) = o+ / " f(r pul(r)) dr
' f
(k= 00) @)=yt / f(ry (7)) dr.

Das heifit, dass ¢ die Integralgleichung (2.2) erfiillt, also nach dem Satz aus 2.1
das Anfangswertproblem (2.1) 16st.

5. Schritt (Eindeutigkeit)
Angenommen 1 : I — R ist eine weitere Losung des Anfangswertproblems (2.1).

Dann 16st ¢ auch die Integralgleichung (2.2) (nach dem Satz in 2.1). Wir zeigen
durch Induktion, dass Vk € N Vz € I:

i |x_x0‘k+1
k= 0:
eo(s) 60| = o —v@)| = | [ (0t dr
<| [ oto] dr| < s 1o -
IOT
E—Fk+1:

|ora () — P(x)| = /x(f(ﬂ or(1)) = f(7,9(7))) dr

<

V() — Fr ()] dr
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Unter Verwendung der Lipschitz-Bedingung fiir f ist hierbei

(Dx) M- LF |7 — xg|FH!

[f(m0k(7)) = F(m () < L-ow(m) = 9(7)] < L

(k+1)! ’
sodass insgesamt wie im 2. Schritt folgt:
o k42
o < M'Lk+1 X |$ x()]
[or(e) — ¥(2)] < i
Aus (Dy,) folgt nun Vz € I:
k41
L B : kB B
() = @) = Jim [ou(a) = 0(e)]| < Jim M- LF e =0
(Summand einer konvergenten Reihe!). Also ist tatséachlich ¢ = . |

2.5 Bemerkung. (Nichteindeutigkeit ohne Lipschitz-Bedingung)

Wenn im Anfangswertproblem (AWP) ¢’ = f(z,y), y(xo) = yo die rechte Seite f
nicht Lipschitz-stetig beziiglich y ist, so kann die eindeutige Losbarkeit tatséchlich
verloren gehen: betrachte den Fall f(y) = v*/3, 29 = 0, yo = 0, d.h. das AWP
y =y*3, y(0) =0 (mit G = R?), vgl. Bsp. 3.) in 2.3.

e Eine Losung ist sicherlich durch ¢(z) := 0 Vo € R gegeben.
e Aber auch ¢(x) := 5-2° ist eine Losung, denn

27

0(0) =0, /(o) = g = U(a)

Y

3
Y0) = 35

/ 91=10 x

Tatsédchlich gibt es in diesem Beispiel sogar unendlich viele Losungen mit An-
fangswert 0 (— Ubungen).
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2.6 Bemerkung. (Existenz ohne Lipschitz-Bedingung)

Fiir die Existenz (mindestens) einer Losung des AWP ' = f(z,y), y(xo) = %o
ist schon die Stetigkeit von f hinreichend (Satz von Peano, s. z.B. Aulbach, §2.2
oder Heuser, §11).

2.7 Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme erster Ordnung

Der Satz 2.4 gilt vollig gleichlautend auch fiir Systeme, d.h. f: R** O G — R"»
stetig, wobei die Bedingung (2.4) der Lipschitz-Stetigkeit beziiglich y (€ R"™) nun
so aussieht:

1/ (2, y) = fl@9)ll < L-ly — gl

mit || || der (euklidischen) Norm von Vektoren im R™. Auch der Beweis in 2.4 kann
gleichlautend durchgefiihrt werden, wenn an entsprechenden Stellen Betrage | |
durch Normen || || ersetzt werden. Dabei wird f;) f(7r, (7)) dT komponentenweise
verstanden, d.h. fir f = (f1,..., fn) ist

z fxxo f1(7—790(7—)) dr
/ forprydr=| c R"

J2 fulr(r)) dr

und die Konvergenz ¢, — ¢ (kK — o0) findet in jeder Komponente gleichméBig
statt. (Beweise sind in Forster §12 oder Aulbach §2.3 direkt fiir Systeme formu-
liert; in Heuser §56 ebenso durch “Ubertragung”)

2.8 Bedeutung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir Theorie und
Praxis

Theorie:

Auf Basis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes kann in der weiteren Entwick-
lung der Theorie der Fokus auf die Erforschung qualitativer Eigenschaften von
Losungen gelegt werden, die nicht explizit bekannt sind; Dies fiihrt auf eine Fiille
von Approximationsmethoden (Numerik) und bildet einen gesicherten Hinter-
grund fiir Computerstudien (Konvergenz und numerische Fehlerschranken) <
Praxis.

Praxis einfacher Modelle:

Wenn eine explizite Losung mittels irgendeiner Methode gefunden wird, so muss
es eben die (eindeutige) Losung sein; vgl. Methode der getrennten Variablen bzw.
spater weitere spezifische Methoden fiir gewisse Typen von DGL.
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2.9 Reduktion von DGL héherer Ordnung auf Systeme von DGL erster
Ordnung

Betrachte eine DGL n. Ordnung:

y ™ = flz,y v,y ) (2.5)
Trick: setze z) :=y, 20 .=/, ..., 2, ==y I:
/ !
Zé = Z3 Z9 23
VRN =
Znoi = Zn Zn—1 Zn,
20 = flx, 21,0, 20) ) Zn flz, 21,00, 2,)
Mit z = (21,...,2,) und F(x,2) = (22,23, .-, 2n, [(T,21,. .., 2,)) lésst sich dies
kurz als
7 =F(z,2) (2.6)
schreiben.

Beh. 1: Ist ¢ : [ — R Losung von (2.5), so ist & : [ — R",

D, @
P s I
@, D)

eine Losung von (2.6).

Beweis. Klar nach obiger Umschreibung. a
Beh. 2: Sei @ = (®4,...,®,) : I — R"” Losung von (2.6). Dann ist ¢ := & :
I — R ist eine Losung von (2.5).

Beweis. (2.6) = &, = ¢}, &3 = &, = &/, ..., ®, = d\" (aus Zeilen 1 bis

n—1).
. Zezle: q)gn) = CI);“L = f(I, Py, (I)/h S >(I)§n_1)>7 d.h. <:0(n) = f(l‘, ©yenny @(n_l))u
somit (2.5). O
Anfangsdaten:
y(@o) = vo, y/(xO) =Yt 7y(n71)($0> = Yn-1 (2.7)
entspricht
(o) = (Yo, -, Yn—1) (2.8)

Folgerung: Die Losungstheorie von (2.5) mit (2.7) ist dquivalent zur Losungs-
theorie von (2.6) mit (2.8). Somit gilt ein entsprechender Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz stets auch fiir DGL h6éherer Ordnung, wenn f(x, z1,..., 2,)
Lipschitz-stetig bzgl. (z1,...,2,) ist.
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Beispiel:
y'=—y, y(0) =1, y(0) =2
2=y, 22 =1 21(0) = y(0) =1, 25(0) = /(0) = 2 ergibt:

(2)-(2)-(0)-G) Go-0)

Dieses System ist linear, weil auch die urspriingliche Gleichung linear ist.
Bemerkung: Entsprechende Reduktion auf System erster Ordnung kann auch
auf Systeme von DGL hoherer Ordnung angewendet werden: aus N Gleichungen
der Ordnung n wird dann ein N - n System erster Ordnung (vgl. z.B. Aulbach
§1.4.1).
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Kapitel 3

Klassische Methoden fiir skalare
Differentialgleichungen

3.0 Erinnerung an die Methode der getrennten Variablen
Hatten in 1.10: ' = g(x) - h(y), h(y) # 0 Vy € J.
Eindeutige Losung mit y(xg) = yo bestimmt durch

/:z)% —/x:g(r)dr

Dies ist eine der klassischen Methoden (spétestens 2. Halfte des 17. Jahrhunderts).
3.1 Lineare DGL und Variation der Konstanten

Wir betrachten die allgemeine Form einer skalaren linearen DGL erster Ordnung
(vgl. 1.9, Bsp. 1):

y =a(z)-y+g(),
wobei a, g : I — R stetig, mit Anfangsbedingung y(z¢) = yo (zo € I fix).
Obige DGL heifit homogene (lineare) DGL, falls ¢ = 0, sonst inhomogen (vgl.
lineare Gleichungssysteme in der linearen Algebra).

A) Homogene Gleichung

/

Y =a(z) -y, y(zo) = wo

e Kann fiir yy # 0 durch Trennung der Variablen gel6st werden:

/ y(z) d x
y—:a(:c):>/ —S:/ a(r)dr
Y Yo S Zo

= log(y(2)) = log(uo) + | Ca(r)dr

xo
= y(z) =yo- elzo @r) dr

Wie man durch Differentiation verifiziert, liefert dies eine Losung Va € 1.
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o fiir yo = 0 ist y(z) := 0 Vo € I konstante Losung, die sich auch mit obiger
Formel erfassen lésst.
Eindeutigkeit: Setze p(z) = ¢ 0¥ (sodass also ¢/(z) = —a(z) - (),
©(xg) = 1). Angenommen 1) : I; — R ist ebenfalls Losung, z¢ € I, ¥(z) = yo-
Betrachte p(z) := ¢ (x) - ¢(x). Dann folgt

p(x) = (z) - plx) +P(z) - ¢ (z)
= a(z) - U(x) - plx) +(z) - (~a(z) - o(x)) = 0
= pu = const = (xo) - p(x0) = Yo 1 =10
= (o) = o el
Haben damit gezeigt:

Satz. Das Anfangswertproblems y' = a(z) -y, y(xo) = yo ist eindeutig losbar

durch )
y(z) =yo - ez @) dr

Spezialfall: o € R, ¢/ = a -y = y(x) = c-e*@%) wobei ¢ = y(z() beliebig

vorgegeben werden kann.

B) Inhomogene Gleichung
v =a(@)-y+g(@), y(w) =10

Idee: p(z) = elao @A 15t O(x) =a(x) - @, p(xg) = 1.
Ansatz:
y(x) = c(z) - p(x).
Dabei ist ¢ eine Losung der homogenen Gleichung. Statt eines konstanten Faktors
wird nun jedoch mit einer Funktion x + ¢(z) multipliziert zur Anpassung an die
Anfangsbedingung y(x¢) = yo: Variation der Konstanten (Lagrange 1777).
Differenzieren nun diesen Ansatz:
Y@)=d-otc-o=do+c-a-p
——
:a'y
!
=a-y+g(=a-c-p+g)
(x)-e” Jzg atr)dr _

=cd-p=g=dx)=y —g(l’)'m

= c(x) = 00+/ g(s) e Jro 2@ gg

o =1/¢(s)

= y<(L') = C(;p) . (}0(1;) — (CO +/ 9(8)67 f;o a(r)dr dS) . efjo a(r)dr

o

Beachte, dass somit y(x) die Summe aus der Losung ¢ - elao AN qor homogenen
DGL und der Lésung f:) g(s)e” Jeo 61 g eJ2o D Gor inhomogenen DGL ist.
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Mittels
|
Yo =y(zo) = (co+0) -1 =c¢q

erhalten wir schliellich notwendigerweise

y(z) = (yo +/ g(s)e S ot dr ds) - elzg ) dr
Zo

Tatséchlich ist dieses y eine (und damit die) Losung:

y(zo) = (Yo +0) - 1 = yo und
y(x)=(..)" elzg aMdr (...)- elao () dr -a(x)
()

= (04 g(a) - BT T o) - y(x) = 9(a) + ala) - y(a)

Damit erhalten wir:

Satz. Das Anfangswertproblem y' = a(x)-y+g(x), y(xo) = yo ist eindeutig losbar
durch die obige Formel bzw. mittels Variation der Konstanten.

Bemerkung: Merkregel fiir dieses Verfahren:
1. (Eine) Losung der homogenen Gleichung ist /oo *™ % =: ().

2. Variation der Konstanten y(z) := c(z) - p(z) fir Losung der Gleichung
y =a(z) y+yg(x)

Beispiel:
y =2z-y+2°, y(0)=4

(8 € R beliebig). Hier ist also a(x) = 2z, g(x) = z.

1. Losung der homogenen Gleichung;:

Yy =2z-y: ox)=el i ="
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2. Variation der Konstanten: y(z) = ¢(x) - ¢(x).
y=c ptcg=c ptc-2-p=e" ¢ 42y
y =2 y+ad= e 2y =21y + a2

x
= d@) =2 ¢ = c(x) =+ / s3 e ds
0

—_———
Subst:t=s2, dt=2sds
2 2

€T 1 m2 x
=:c0—+b/m et tdt "= g = - (—te! -—h/m 1-(—e7")dt)
0 2 0 0

1 s 2 [T, 1 1 )
=co+ = | -z + etdt | =co+ = — e (142
0

~

1
2

2 2 2

2

1 1 2
= y(x) = (co + 3~ 56’”“" (1+ x2))ex

5L y(0)= (eo+ 5~ 3

S5 L 1+0) 1=,

somit insgesamt
I, 2 1
ya) = (B+5) e = S+ 1)
3.2 Transformationen

Héaufig kénnen komplizierte DGL durch geeignete Variablentransformationen in
eine Form gebracht werden, die mit Standardmethoden behandelt werden kann.
Wir illustrieren dies in zwei speziellen Situationen:

A) Lineare Substitution

Beispiel:
1
r—1— — qly — )
y T ————ry gly —x+m/2),
wobei g(r) =1 — @ Setze z(z) == y(x) —x+ 5
SV R
—Y B cos(z) ~ cos(2)

Trennung der Variablen:
/Cos(z) dz=—x+c=sin(z) = —x+c
Daher (auf geeignetem Intervall abh. von ¢): z = arcsin(c — ). Riicksubstitution:
™ .
y—x+ 5= arcsin(c — x)

= y(x)=2— g + arcsin(c — z)
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Allgemein:

Y = glax + By +7) (o, 8,7 €R)

Subst.: z=ar+fBy+y=2=a+8-yY =a+ 5 g(z), dh.
2 =a+f-g(2) ...autonome DGL, durch Trennung der Variablen 16sbar.
Achtung: bei Anfangswertproblemen miissen (xg, %) mittransformiert werden

(2(z0) = azo + B~ yo + 7).
B) Homogene Substitution

Beispiel:
x x

wobei g(z) = 1+ 2z + 22. Setze z(x) = @, dann folgt:

"(z) o — -1 1 1 2
oy~ LWL L o ()
T T T T x
_1+22
o

_l_ 2 /
= (1—|—z):>z

Trennung der Variablen:

/ dz /dycz> ; | n tan(l +o)
= | — = arctanz =logx +c¢, z=tan(logx+ c
1+ 22 x & &

Riicksubstitution:

J_ tan(logz + ¢) = y = x - tan(log z + ¢)
T

Allgemein: homogene DGL (nicht verwechseln mit linearer hom. DGL!)

Substitution:

D.h.:

z'=1.(g(2) — z) ... mit Trennung der Variablen lésbar.

Anfangswertproblem: aus y(zg) = yo wird z(zg) = g_g
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3.3 Exakte DGL

Idee: DGL fiir die Niveaulinien einer (stetig differenzierbaren) Funktion f : R* —
R (Hohenlinien, Isobaren, Isothermen, ...), d.h. x — y(z) so, dass f(z,y(x)) =

const.
Differentiation: 0, f(x,y(x)) + 0, f(x,y(z)) - v'(x) = 0. Mit g := 9, f, h 1= O,f
16st y also eine DGL der Form

Y - g(x,y) +h(z,y) =0

Falls g(z,y) # 0, so konnen wir dies auch schreiben als

Nat
~~
8
<
~—

(Fir y — x(y) ergibt sich analog 0, f -2’4+ 0,f = 0, d.h. 2’ - h(z,y) + g(z,y) = 0.)

Erinnerung: Im Fall h = 0, f, g = 0,f heiBt f Stammfunktion fiir das Vek-
torfeld (h, g).

Definition. Seien I, J C R offene Intervalle, R == 1 x J und g, h : R — R
stetig. Die DGL

Y - g(x,y) +hz,y) =0

(oft auch geschrieben als h-dx+ g-dy = 0) heifit exakt, falls (h, g) eine Stamm-
funktion auf R besitzt.

Aus der Analysis-Vorlesung wissen wir:

1. R ist ein sternférmiges Gebiet (bzw. einfach zusammenhéngend). Fiir g, h
stetig differenzierbar existiert daher eine Stammfunktion f fiir (h, g) genau
dann, wenn das Integrabilitétskriterium 0,h = 0,¢ erfiillt ist.

2. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt: Fiir (zo,y0) € R ist die
Gleichung f(z,y) = ¢ nahe (xg, o) eindeutig auflosbar mittels = — y(z),

falls 0, f (xo, y0) # 0.

Losungsmethode fiir (exakte) DGL vy’ - g(x,y) + h(xz,y) =0
(auf offenem Rechteck R =1 x J)

0. Schritt: Exaktheit priifen: ist 9,h = 0,97 Wenn ja: weiter.

1. Schritt: Stammfunktion f zu (h, g) suchen: entweder erraten oder konstruie-
ren (— Analysis-VO!):
Ansatz: f(z,y) = [ h(z,y)dx + o(y) = 0. f = h.

¢ anpassen: 9, = [9,hdx + ¢'(y) = g(z,y) — ¢.
2. Schritt: Gleichung f(z,y) = ¢ auflésen nach y.
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Bem.: fiir Anfangsbedingung y(x¢) = yo ist ¢ = f(zo, yo)!
Beispiele:
(1)
622 -y + 122y +3=0, y(1)=1
in R =]0,00[xR, d.h. g(x,y) = 622, h(z,y) =122y + 3, 10 =1, yo = 1.
0. Schritt: 9,h = 12z, 0,9 = 12z: OK!
1. Schritt:

flx,y) = /(12:1;y +3) dz + p(y) = 627y + 3z + p(y)

(0pf = 122y + 3 Klar) 9, f = 62% + ¢ (y) L6t = =0
Somit ist ¢ = const. und wir konnen ¢ = 0 wihlen, d.h. eine Stammfunktion ist
f(z,y) = 62°y + 3.
2. Schritt:
f(1,1) =6 + 3 =9. Auflésen von 62%y + 3z = 9 nach y ergibt y(r) = 2=£.

222

(2)

(% +1) -y +22¢V —1=0, y(1)=0
d.h., glz,y) = 2%¥ + 1, h(z,y) = 2z¢¥ — 1, 29 = 1, yo = 0.
0. Schritt: 9,h = 2ze?, 0,9 = 2ze¥: OK!
1. Schritt:

flz,y) = /(Qxey —1)dz + o(y) = %Y — x + p(y)
O,f = 2% +¢/(y) = 2% + 1= ¢/ (y) = 1,
wir wihlen o(y) = y, sodass f(x,y) = 2%e¢Y — z + y.
2. Schritt: f(1,0)=1—-140=0,
flz,y) =0 & 2% —2+y=0 (3.1)

Wegen 0, f(1,0) = g(1,0) = 1+ 1 =2 % 0 ist (3.1) zwar theoretisch eindeutig
auflésbar nach y als Funktion von z, aber nicht explizit. In diesem Beispiel kann
aber statt dessen die Umkehrfunktion y — z(y) nahe x(0) = 1 explizit aufgelost
werden:

?—eV.x+e?.y=0
1 e~
— Ce V4
=T 1

—e_y.y



Die Losung x_ scheidet daher aus, also ist z(y) = z,(y) nahe y = 0, d.h.:

w(y)z%y-<1+m>

Bem.: Jede DGL mit getrennten Variablen ist eine exakte DGL, denn

! = T L I x) =
y = h@)fay), faly) #0= Y fi(z) =0, d.h.

o(z,y) = ﬁ B(zy) = —Fi(x) = dyh = 0= B,

3.4 Integrierende Faktoren

Was tun, wenn 3/ - g(x,y) + h(z,y) = 0 nicht exakt ist?
Manchmal funktioniert folgender Trick: suche Funktion m : R — R, (z,y) —
m(z,y), m(z,y) # 0 V(z,y) € R so, dass

y-g-m+h-m=0 (3.2)

exakt ist. Ein solches m heifit integrierender Faktor (oder Eulerscher Multi-
plikator). Die Bedingung an m lautet also:

9, (h-m) = d,(g - m) (3.3)

Das ist eine partielle DGL fiir m — in manchen Féllen kann jedoch eine besonders
einfache Losung m (z.B. nur von z oder nur von y abhéngig) explizit gefunden
werden.
Beispiel.

22y -y +4x +3y* =0, R =]0,00[xR,
d.h.: g(z,y) = 2zy, h(z,y) = 4o + 3y*. Hier ist d,h = 6y, d,9 = 2y = nicht
exakt.
Suchen daher ein m(z), das (3.3) erfiillt, also

9y(m - h) = 0x(m - g)
m(z) - Oyh = m(x) - Opg + m'(x) - g(x,y)
m(x) -6y =m(x) -2y +m'(x) - 2zy
= 4y -m(x) = 2zy - m/(x) Wy m/'(z) = 2-m(z)
Eine Losung ist m(z) = 2% (erraten oder Trennung der Variablen; z > 0). (3.2)
lautet nun
223y -y + 42 + 32%y* = 0
und ist exakt:
0,(42® + 32°y*) = 6%y = 9,(22°y)
Eine Stammfunktion ist f(z,y) = z*+23y?. Die Lésungen erfiillen also z!+x3y? =
c.
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Kapitel 4

Lineare Differentialgleichungen
und Systeme

Wir teilen dieses Kapitel in drei Abschnitte:
4.A Allgemeine lineare Theorie

Wegen 2.9 beschrinken wir uns auf lineare Systeme von DGL 1. Ordnung, d.h.:
Y = Al) -y +bla),

wobei A : I — M(n,R) (Raum der n x n-Matrizen) stetig, I ein Intervall,
b: I — R" stetig.

4.B Skalare lineare DGL beliebiger Ordnung n mit konstanten Koeffizienten
ag, ay, ag, . . .,a, € R (oder C), d.h.

any™ + a1y + -+ ary +ag -y = b(x)

Wir verlangen a,, # 0, daher 0.B.d.A. a,, = 1 (sonst: dividieren). Wir behandeln
diesen Fall gesondert, weil er wichtig fiir viele Anwendungen ist (Schwingungen,
Balkenbiegung,. . . )

4.C Lineare Systeme von DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, d.h.
y'=A y+b(z),

wobei A € M(n,R) (konstant), b: I — R" stetig.

4.A Allgemeine lineare Theorie
4.1 Definition. Seien I C R ein Intervall, b: I — R" stetig und

air...Q1n

A= : : : 1 — M(n,R)



stetig (d.h. jedes a;; stetig). Dann heif$t
y =Ax)-y (4.1)
ein homogenes lineares DGL-System und
Y =Az) -y +b(z) (4.2)

ein inhomogenes lineares DGL-System. (4.1) heifit auch das dem System (4.2)
zugeordnete homogene System.

4.2 Existenz und Eindeutigkeit globaler Lésungen

Die Abbildung f(x,y) := A(z) - y + b(z) erfiillt stets eine Lipschitz-Bedingung
(auf jedem beschriankten Teilintervall von I, somit I 0.B.d.A. beschrénkt):

1f (2, y) = e, )l = [[AG) - (y =) | < NA@)lop- [y — 7l < sup [ A(2)]]op -ly =l
zel ~-

global auf ganz I (mit || ||, der Operatornorm). Somit kann der Beweis des Satzes
von Picard-Lindelsf (siche 2.4) auf I x R" statt @ gefiihrt werden. (Genauer:
ersetze dort in Schritt 1 [zg — 8, x¢ + 5] durch das jetzige I und setze in Schritt
2 M :=sup,c; |f(z,y0)|- In Schritt 3 ersetze § durch die Lange von I. In Schritt
5 sei schlieBlich M := sup,;|f(7,%(7))| und erneut /5 die Lénge von I). Damit
folgt: Vg € I Vyo € R™ existiert genau eine Losung ¢ : I — R™ von (4.2) mit der
Anfangsbedingung y(z¢) = yo. Insbesondere existiert die Losung also auf ganz I!

4.3 Homogene Gleichungen

Satz: Es sei Ly die Menge aller Losungen der homogenen Gleichung (4.1)

(dh. ¢ : I — R™ differenzierbar mit ¢'(z) = A(x) - p(z)). Dann ist Ly ein
n-dimensionaler Vektorraum iiber R.

Beweis.
1.) Ly ist ein Teil-VR des VR aller Abb. I — R™:

e Offenbar ist 0 € Ly.

o ¢, Y€ Ly = ¢+ 1 ist differenzierbar und

(o+1)(2) = ¢'(2) + ¢ (z) = Az) - () + Az) - P(z) = A(z) - (o + ) (),

also ist ¢ + 1 € Ly.
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e \e R, pe Ly = X\ ist differenzierbar und
(M) (z) = A () = A+ A(z) - p(x) = A(z) - (Ap)(2),
sodass A - € Ly.

2.) Seien k € N, k > 1 und ¢1,...,¢r € Ly, dann sind dquivalent:

(a) {p1,...,¢x} ist linear unabhéngig tiber R.

(b) Jzg € I: {¢1(x0), ..., ¢r(zo)} ist linear unabhéngig in R™.

(c) Yao € I: {p1(xg), ..., pr(x0)} ist linear unabhéngig in R™.
Bew.: Beachte: (a) bedeutet:

Vrel: Mpi(x)+-- 4+ M) =0 = A\ ==X =0

Daher ist (¢)=(b)=-(a) klar.

(a)=(c): indirekt: ang. Ix¢ € I: {p1(z0), ..., pr(xo)} linear abhingig. Dann exi-
stieren A, ..., A\r € R, nicht alle 0, sodass A\jp1(xg) + - - - + Arpr (o) = 0. Sei nun
©:= A1+ -+ M. Dann ist ¢ € Ly nach 1.) und ¢(z¢) = 0.

Aufgrund der Eindeutigkeit in 4.2 ist somit ¢ = 0, im Widerspruch zu (a).
3.)dimLy =n:

Bezeichne {ey, ..., e,} die Standardbasis des R"™ und sei zy € I. Nach 4.2 existie-
ren Losungen ¢, ..., ¢, € Ly mit p;(x¢) = e;. Da{ey, ..., e,} linear unabhéngig
ist, ist nach 2.) auch {¢1, ..., p,} linear unabhéngig. Somit ist dim Ly > n.
Wire andererseits dim Ly > n 3y, ... ¥y € Lyt {t1,...,¥n41} linear un-
abhéngig. Nach 2.) folgt daraus fiir o € I: {¢1(x0),. .., ¥ns1(x0)} linear un-
abhéngig in R”, ein Widerspruch. O

Eine Basis {¢1,...,¢,} von Ly heifit (Losungs-) Fundamentalsystem der ho-
mogenen DGL ¢y’ = A(z) - y. Eine beliebige Losung ¢ € Ly lasst sich dann mit
geeigneten Konstanten cy, ..., ¢, € R darstellen durch

s@:cl.gal_i_..._i_cn.gpn_
Schreiben wir die ¢; als Spaltenvektoren einer Matrix

C1
d= |1 @2 ... Y, und c:=| | e R",

Cn

so ergibt sich kurz



Bem: (i) Es gilt
' =(p)...op)=(A-p1... Apy) =A- O
(i) Sind ¥4, ..., %, € Ly, dann gilt [mit Hilfe von 2.) im obigen Beweis]

{t1,...,9,} linear unabhéngig < Jxg € I : det(11 (o) ... Yn(x0)) # 0.

Beispiel: Betrachte fiir w € R

—_

Y= w2

Yo = WY1,

=) - 9) @)

Wie man leicht nachrechnet, sind

o) = (b)) = (Tonten))

sin(wx) cos(wx)

~

d.h.,

Losungen. Wegen

det(p1(), pa(z)) = det <Z?§((ng _cz;?ﬁw =1

ist {1, p2} ein Fundamentalsystem und fiir alle ¢ € Ly gilt: 3 ¢ = (El) cR%:
2

cos(wz) — sin(wz) 1 cos(wz) — sin(wx)
olr) = (sin(wm) cos(wr) ) ' (@) - (sin(am)) tox < cos(wz) )
4.4 Inhomogene Gleichungen
Satz: Es sei Ly die Menge aller Losungen der inhomogenen Gleichung (4.2)
y = Az) -y +b(x).

Dann gilt fir 1o € Ly beliebig: Ly = {10} + Ly, d.h.: die allgemeine Losung der
inhomogenen DGL (4.2) ist Summe einer (beliebigen) speziellen Losung der in-
homogenen Gleichung und der allgemeinen Lisung der zugeordneten homogenen
Gleichung.

Beweis.

Sei ¢ € L; beliebig und setze ¢ := 1) — y. Dann folgt:

@ = =y = (A +b) — (Ahg +b) = A(Y) —thy) = A - .
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Somit ist ¢ € Ly, also ¥ = ¢y + ¢ € {¢o} + Lp.
2){to}+ Ly C Ly:Seiyp € {to}+ Ly, d.h. IJp € Ly mit ¢ = 1+ p; dann gilt:

V' =i+ =AY+ b+A-p=A-(Yo+¢)+b=A-1p+b,

also ist ¢ € Lj. O

Somit stellt sich die Frage, wie wir ein ¢) € L; finden kénnen:
Variation der Konstanten

Sei ® = (¢1,...,¢,) ein Losungs-Fundamentalsystem der homogenen Gleichung
y = Az) - y.
Ansatz: Y(z) := ®(z) - u(z) mit u : [ — R" differenzierbar. Wegen Bem. (i) in
4.3 gilt:

V= u+d u=A-P u+d v

Auflerdem soll gelten:
VAP +b=A D utb,

sodass also @ - v’ = b sein soll. Nun ist ®(z) invertierbar (weil {¢1,...,@,} lin.
unabh. = det ®(x) # 0 Vz € I), also folgt v/(x) = ®(x)~! - b(z) und damit:

u(z) = const + /x O(r)~-b(r)dr

o

(komponentenweises Integral). Eine Losung der inhomogenen Gleichung ist also
gegeben durch

vle) = () [ o) blr)ar

o

(Probe durch Differentiation!).

Beispiel: I =R, 2y =0, n =2 und

yiz—yg
y;:yl—i_‘xa
d.h.,
/
yi\ _ (0 =1\ (m n 0
Y2 1 0 Yo x
—— ——
A(z) b(z)

Nach dem Bsp. in 4.3 mit w = 1 ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

(I)(l') _ (COSZL‘ —SlnfL’> ’ und daher @(l’)il _ ( COS T Slnl’)

sinx cosx —sinxz cosx
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Daher gilt:

1 _( cosr sinr) (0 _ [rsinr
®(r)™" - b(r) = (— sinr COST) (7‘) o (7" cosr)
" (rsinr B foxrsinrdr _ (—xcosx +sinx
= u(z) _/0 <rcosr> dr = (fomrcosrdr) o ( rsinx 4 cosx )
Somit ist eine spezielle Losung gegeben durch
B _ (cosx —sinz) (—wzcosx+sinz) [—x
Y(z) = 8(2) - u(z) = (sinw COS T > < rsinx + cosx ) o < 1 >
und die allgemeine Lésung ist
—x cosx —sinx
gp(z)_<1>+Cl.(Sinx)+02'(COS$)7 C1, CQER
4.5 Ein Wort zu skalaren DGL der Ordnung n
Betrachte:

Ly = y™ + an 1 (2)y" Y+ +ay(z) -y +ag(z) -y = b(x)

Dabei sind aq,...,a,_1 : I — R stetig. Fiir b = 0 erhalten wir die entsprechen-
de homogene Gleichung. Geméaf§ 2.9 ist obige DGL &quivalent zu dem linearen
System

Y1 = Y2
Yn—1 = Yn
Yp =G0 Y1 — Q1 Yo~ —An 1 Yo+ b

Jeder Losung (yi, ..., y,) entspricht y; = =Y wobei ¢ = 1; Losung der skala-
ren DGL (und umgekehrt).

Somit gilt:

1. Ly = {¢ : I — R n-mal diff.bar : Ly = 0} ist n-dimensionaler Vektor-
raum.

2. Ly={¢: I — Rnmaldiffbar: Lp=0>b} =Yg € L;: Ly ={to}+ Ly.

3. Fir ¢1,...,¢, € Ly gilt: {¢1,...,¢,} linear unabhéngig

21 (z) 90/2(95) s07(93)
s drel: Wx):=det 901:(91:) g02:(x) o gon:(x) #0
P @) V(@) L ol ()

(& Ve el:W(x)#0 wegen 4.3, Punkt 2. im Bew. des Satzes]. W heifit
Wronski-Determinante.
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Beispiel:
a)
1 1

/! /
_— — . —_— pr— I pu—
YooVt oaY 0 (£ =]0,00])

besitzt die Losungen ¢1(x) = z, @o(x) = /x (nachrechnen). Es ist

W (z) = det (w}(x) ‘p?m) = det (x \/IE) _ Ve £0

() @h(z) 1 2z 2

auf 0, 00] = {1, @2} ist Basis von Ly, d.h. Vo € Ly ey, o € R p(z) =
c1- T+ co/x
b)

1

1
1 . ! . — —
Voo Y tggy=1 (1=]0,00))

Dies ist eine inhomogene Gleichung. Die zugehorige homogene Gleichung wurde in
a) behandelt. Wir benétigen daher nur noch eine spezielle Losung. Wir versuchen
es mit Yo(x) =y - 2% a >0,y € R. Damit erhalten wir:

! 1 1 e 1 e 1 .
1= ”—gw6+2—x2-¢0:’ya(a—1)x 2—'y§~04-:c 2—1—75:15 2
3 1 2
:7(042—504—1-5)-1:0‘_2:04:2:7:5
Durch Nachrechnen bestétigt man leicht, dass ig(x) = % - 22 tatsichlich eine

Losung ist. Somit lautet die allgemeine Losung:

2
w(x):§$2+cl-x+02-\/§ (c1,co €R)

4.B Skalare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten
4.6 Fallstudie: Schwingungen mit Dampfung

Vorbemerkung: in Naturwissenschaft und Technik werden (eindimensionale) Schwin-
gungen durch Auslenkung u(t) zur Zeit ¢ beschrieben. Sie gehorchen einer DGL
der Form

W(t)+a-u(t)+0b-ut) = f(t)

Dabei ist

i(t) ...Beschleunigung

a-u(t) ...Reibung

b-u(t) ...Rickstellkraft

f(t) ... (auBere) Zwangskraft (fiir f = 0 liegt eine freie Schwingung vor)
Spezialfall f =0, a =0: 4= —b-u ... harmonischer Oszillator
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Beispiel: a > 0,
U+20-u+u=0

Diese DGL beschreibt eine freie Schwingung mit Dampfungsfaktor 2« (normierte
Riickstellkraft). Da sie linear, homogen und 2. Ordnung ist, geniigt es, zwei linear
unabhéngige Losungen zu kennen.

Ansatz:
p(t) = e

mit A € C (vgl.: e = cost + isint ...typ. Schwingung). Einsetzen in die DGL
ergibt
A2 M 20 AeM 4 eM £ 0

Wegen e* # 0 muss A daher eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
N +2a-A+1
sein, das man erhilt, indem man in der DGL u®) durch \* ersetzt. Somit ist

)\i:—Oé:l:VCY2—1

und wir haben 4 Félle zu unterscheiden: a =0, 0 < a <1, a = 1, sowie a > 1.

1. Fall: a = 0 (keine Ddmpfung): AL = =1

Es ist dann ¢4 (t) = e, p_(t) = e ~» ‘reell machen’ (p_ = p,): setze

p1(1) = Re(o4 (1) = 5(04(0) + - (1)) = cost

palt) = Im(ip (1)) = (1 (1) — o (1)) = sint

Diese Losungen sind linear unabhéngig (nachrechnen oder Wronski-Determinante).
Die allgemeine Losung lautet daher:

u(t) =c1 - cost + co - sint

Sie ist periodisch!

[N /N /[
A
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2. Fall: 0 < a < 1 (schwache Dampfung): AL = —a + iv/1 — a2

Wir setzen w := /1 —a2 > 0. Dann ist ¢ (t) = e - ™ p_(t) = e o . e7@1,
Wie im ersten Fall ist ¥~ = ¢, und wir setzen

o1(1) = Rel(ps (1)) = 2 (1) + (1)) = e cos(e)
ea(t) = (o (1)) = (2 (1) — o (1)) = e~ sin(wt)

Diese Losungen sind linear unabhéngig, weil fiir die Wronski-Determinante gilt:

=0t cos(wt) e~ sin(wt)
—ae " cos(wt) —we™* sin(wt) —ae* sin(wt) + we™** cos(wt)

o oat cos(wt) sin(wt) \ | _on
- © det (—w sin(wt) wcos(wt)) we ™ 70

W(t) = det (

Somit lautet die allgemeine Losung:
u(t) = e - (¢ cos(wt) + ¢y - sin(wt))

Hier stellt der erste Faktor die Amplitude dar, die gegen 0 strebt (Dampfung),
wahrend der zweite periodisch ist.

u

N t

3. Fall: a = 1 (aperiodischer Grenzfall): AL = —1

In diesem Fall erhalten wir wegen ¢, (t) = ¢_(t) = e~* zunichst nur eine Losung.

Idee: Betrachte
A =—1=lim(—a£va?-1)

a\/1

als Grenzfall des 4. Falles (o > 1). [Beachte: Grenzfall des 2. Falles
—1 =lim(—a+ivV1—a?)

a1

ist weniger geeignet, weil hier eine Folge aus dem Komplexen zur reellen Achse
konvergiert.]

Werden diesen Fall daher nach dem 4. Fall nochmals behandeln.

41



4. Fall: a > 1 (starke Dampfung): A = —a £+ va?2 -1

Hier ist A\_ < Ay < 0, und ¢ (t) = et o _(t) = e sind reell. {p,,p_} ist
linear unabhéngig:

et et 1 1
— — o(A—t+Ap)t
W (t) = det <)\_ Lt e’\+'t> e <)\_ )\+>

_ e(/\7+>\+)-t(>\+ o )\_) 7é 0
Damit lautet die allgemeine Losung in diesem Fall:
u(t) = cre?" + cpe™t?

(sog. Kriechfall).
Nochmals Fall 3: @ = 1 (aperiodischer Grenzfall): AL = —1

01(t) = @i (t) = ¢_(t) = " und wir versuchen eine zweite Losung o aus einem
Grenzwert o 1 von Linearkombinationen von Losungen geméfl dem 4. Fall zu
gewinnen.

Fiir jedes ao > 1 ist

6(—a—\/a2—1)t)

Pa(t) == 2\/%

eine Losung von i + 2au + v = 0. Setze S := v/ a? — 1. Dann gilt

, ( p(—atVa?=Dt _

g €Pt—ePt, sinh(Bt) ., . sinh(8t) —sinh(0)
Ya(l) = T ¢ T p T t- Gt

— et t-sinh’(0)=t-e? a1, B\ 0]

D.h., 302(15) = lima\l wa(t) =1 €_t.
® (o, ist tatséchlich Losung von 4 + 2u + u = 0:
el —tet = (1—t)e?
—et—etptet = 27t 4 tet
=y + 20, +pr=e(=2+t+2(1—t)+1) =0

©5(t)
(1)

o= (G Go) = (S 0 Soen)
=2 (_11 a it)> =e M1 —t+t)=e>#0

Somit ist {¢1, p2} linear unabhéngig.
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Somit ist die allgemeine Losung

u(t) =cre " +cg-t-e’
Zusammenfassend:
Seien A_, A, die (i.A. komplexen!) Nullstellen von A\* + 2a - A + 1.

e \_ # )\ Grundlssungen o (t) = Mt @, (t) = Mt Falls A, A\, reell
= 1 = @_, Y9 = p, sind linear unabhéngige Losungen. Andernfalls
konnen sie durch Ubergang zu Real- und Imaginérteil reellwertig gemacht
werden (beachte A\_ = A, = @_ = ¢ ) durch

p(t) = Re(py) = %(w +¢-)
palt) = o) = (1 — )

e \_ = A\, =: )\ (doppelte Nullstelle; muss reell sein): dann sind o, (¢) = e*0*t,

©o(t) =t - e linear unabhiingige Losungen.
4.7 Homogene Gleichung der Ordnung n € N, n > 1
Seien ag, a,...,a,-1 € R. Wir studieren die DGL
Y™ +a, ™+ ta Y +ag -y =0 (4.3)
Mit D = % kénnen wir die linke Seite dieser Gleichung schreiben als

D™y4any- D" 'y +---+ay- Dy+ag-y
= (D" +a, D" '+ +a1D+ag)y = P(D)y

Hierbei ist P(D) ein Polynom in der ‘Variable’ D.

Idee: versuche Losungsansatz mit o(z) = e, X € C.
Beobachtung: Dy = X - ¢, D*p = \? - ¢, etc., daher:

P(D)p = P(A) -
Daher gilt:

e (komplexe) Losung von (4.3) < P(A\) =0
Definition. P(\) heifst charakteristisches Polynom fir die DGL (4.3).

Wegen ag, a1, ...,a0,-1 € Rist P(A\) = 0 < P(\) = 0. Somit kénnen aus zwei

(echt) komplexen Losungen e*, e stets die zwei Losungen Re(e?®), Im(el*)
gewonnen werden, d.h. fiir A = g + iv mit v # 0 erhalten wir

©1(z) = Re(e) = Re(e' - ") = e - cos(vx)

() = Im(e) = Im(e!” - 7)) = e - sin(vx)
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Wir konstruieren nun ein Losungs-Fundamentalsystem fiir (4.3) durch Betrach-
tung aller (verschiedenen) Nullstellen Aq, ..., A, (1 < m < n) des charakteristi-
schen Polynoms P(A): \; habe Vielfachheit k; (1 < k; <n). Esist ky+---+k,, =
n (Fundamentalsatz der Algebral).

1. Einfache Nullstellen: d.h. jene \; mit £; = 1

a) Aj reell: setze pjo(z) := eNi®

b) A; € C\ R: dann ist auch \; Nullstelle und einfach. Weiters ist \; # A,
weil \; € R. Daher existiert ein [ mit A\; = ); in obiger Aufzéhlung. Setze

vjo(x) := Re(eM?), @io(x) := Im(et®) (= —Im(eM®)).
Dadurch erhalten wir insgesamt fiir jede einfache Nullstelle A; eine entsprechende
Losung ¢jo.
2. Mehrfache Nullstellen: d.h. jene A\; mit k; > 1

Erinnere: p Nullstelle von P(\) der Vielfachheit k£ < (i)qP()\)‘ = 0 fiir

43! (e :
(0

?) = gl
<[ < k; —1) sind Losungen von (4.3).

)
q=0,...,k—1. Beobachtung: (
Behauptung: ¢;;(z) := a! - eM®

Beweis.

TV
=0 weil ¢<I<k;

Wir unterscheiden folgende Fille:
a) A; reell: setze ;=@ (1 =0,1,...,k; — 1)

b) A\; € C\ R: wie in 1. ist \; = A, fiir passendes r (und es ist dann k, = k;).
In diesem Fall setzen wir

wji = Re(gj) (1=0,...,k —1),
o = Im(p; )(l—() ke —1)
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Zusammenfassend erhalten wir ky+- - -+k,, = n Losungen {¢;; : j=1,...,m; 0 <
[<k;—1} = L.

Behauptung: £ ist linear unabhéngig und somit eine Basis des Losungsraumes
Ly der DGL (4.3).

Beweis. [Fiir den Fall A,..., ), € R. Analog fiir komplexe \;]
Jede R-Linearkombination von Funktionen aus £ lasst sich schreiben in der Form

O(x) = ij(x) N7

wobei p; Polynom vom Grad < k; — 1 [eig.: C-Linearkombination der ¢;;: Uber-
setzung wie oben. . . |.

Wir zeigen induktiv: & = 0 (Nullfunktion) = p; = -+ = p,,, = 0.
m=1:p(x) - eM* =0Vr = pi(z) =0Vz = p, =0.

m—m+1: Z;n;ll pj(x)et® = 0 Vr. Multiplizieren mit e~ *m+1%;
0= p(@)e"" + puia() Yz, (4.4)
j=1

wobel v; = Aj — A1 (J = 1,...,m). Alle \; verschieden = v; # 0 Vj und
V1, ..., U, verschieden. Beachte:

d

= (p(2)e™) = (' (2) + A - p(x)) - €7,

sodass

(%)l (pj(x)e”") = g;(x) - €7, (4.5)

wobei ¢; vom selben Grad wie p; ist.

(%)l in (4.4) mit [ > Grad(pm+1) ergibt dann

0= qu(af)e”jx Va
j=1

und die Induktionsannahme (mit g; statt p;, v; statt \;) ergibt ¢; = --- = ¢, = 0.
Da ¢; vom selben Grad wie p; ist, miissen die p; konstant sein fiir 1 < j < m.
Damit folgt aus (4.5), dass p; = 0 fir 1 < j < m. Mit (4.4) folgt daraus schliefllich

Pm+1 = 0. U
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Beispiel:

Hier ist

P(A) = N +4X 4203 —40? 48\ + 16
=A+2PN=22+2) = (A +2* N = 14+9)(A—1—1),

d.h.:

A1 = —2 ... Vielfachheit &y = 3

Ao =1 —14 ...einfach

A3 =1+ ...einfach

P10 =€, pui(x) = 2™, P1o(7) = 2%
wa0(x) =Re(e"e ™) = €” cos(x)

p30(x) =Im(e”e™) = —e”sin(x) (kann auch +e®sin(z) nehmen)
Dies ergibt ein Fundamentalsystem Ly, dim Ly = 5. Die allgemeine Losung
lautet

Y = c1p10 + Cop11 + C3p12 + Catpao + C5P30
4.8 Inhomogene Gleichungen

Sei P(D) =ag+ a1D + -+ + a,_ D" + D" mit ay,...,a, 1 € R (wie in 4.7).
Die inhomogene lineare DGL

P(D)y = b(a) (4.6)
kann prinzipiell mittels der Methoden aus 4.7, 4.5, 4.4 gelost werden, d.h.

1. Bestimme ein Fundamentalsystem von Losungen der assoziierten homoge-

nen Gleichung P(D)y =0 (vgl. 4.7, (4.3)).

2. Fithre (4.6) auf ein lineares System von DGL erster Ordnung zuriick (vgl.
45).

3. Finde eine spezielle Losung durch Variation der Konstanten (vgl. 4.4)

Oft hat man aber fiir die Funktion b(z) eine spezielle Form vorliegen (z.B. Win-
kelfunktion, Polynom oder Exponentialfunktion) und einfache Losungsansitze
fithren rascher zu einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung (4.6).

Bemerkung: Hilfreich bei der Suche nach speziellen Losungen ist oft auch das
sogenannte Superpositionsprinzip (Physik!), das aus der Linearitdt des Dif-
ferentialoperators folgt: ist b(z) = by(z) + --- + by(x) Vo und ¢; Losung von
PD)y=10b;(j=1,...,N),soist ¢ := ¢y +- -+ eine Losung von P(D)y = b,
weil ja

P(D)Y=P(D)(¥1 +---+¢n)=P(D)p1 + -+ P(D)Yyy =by + -+ by =
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Ebenso ist VA € R (oder C) Ay Losung von P(D)y = b, falls P(D)y = b.

(A) b Polynom
Aufgrund des Superpositionsprinzips geniigt es, den Fall b(z) = 2™ (m € Ny) zu
betrachten.

A 1.) ag #0, d.h. P(0) #0

Ansatz: .
o) =3
5=0
(Polynom m-ten Grades).
Beh.: ¢, ..., ¢, konnen so gew#hlt werden, dass ¢ eine Losung von P(D)y =

b= z™ ist.
Beweis. durch Induktion:
!
m = 0: b(z) =2 = 1 = P(D)(co) = ap - co = ¢ = .

m — m+1: ¢ := P(D) ist ein Polynom vom Grad m+1= 3\ e R : b= b— Ay
ist ein Polynom vom Grad m. Laut Induktionsvoraussetzung existiert daher ein

Polynom ¢ vom Grad m, sodass P(D)y = b= b— Ap. Daher folgt:
b= P(D) + Ap = P(D)ih + AP(D)y = P(D)(1) + M),

wobei ¢ + A\ ein Polynom vom Grad m + 1 ist. O

A 2.) ap =0, d.h. P(0) =0
Sei 0 eine k-fache Nullstelle. Ansatz:

m+k
W)=Y ead = et 4+ g™
j=k
Beh.: ¢, ..., ¢y konnen so gewihlt werden, dass ¢ eine Losung von P(D)y =

b= x™ ist.

Beweis. Es ist P(\) = Q()\) - A\*, wobei @ ein Polynom vom Grad n — k mit
Q(0) # 0 ist. Daher ist

m+k
P(D)y) =Q(D) - D"y =Q(D)> ¢;-j-...(j—k+1)-277F,
j=k
und wir kénnen Fall A 1.) mit @) statt P anwenden. O
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Beispiele:
1)
"
y'—y=ux
Hier ist P(A) = A3 — 1. Ansatz: ¢ (z) = az + .

:>;p£¢’”—¢:0—ax—b:>bzo, a=—1,

d.h., ¥(z) = —z. [Probe: " —¢p =0 — (—x) = x.]
2.)
y' -y =,
PN =X-X=\=1)- X\ k=1, m=1. Ansatz: ¥(z) = ax + bz*.

=" Y =0-a—-2bxr=0a=0, b=—=

d.h. 9(z) = =% [Probe: " — ¢/ =0 — (=1 . 22) = 2]

B)b(x) =e**: pnelC, p=r+iw: b(x) =e": (cos(wz) + isin(wx))

B 1.) P(u) # 0 - keine Resonanz
Beh.: ¢)(z) = 5 - e ist Losung von P(D)y = e*”.

(1)
Beweis. 1 ]
P(D)yY=——-P(D)(e")=——"-P(u)-e"* =e"*
(D)) = - PD)™) = - Pl
(vgl. Beobachtung in 4.7). O

Folgerung Fir b(z) = Re(e") (bzw. b(z) = Im(e’*)) ist ¢(x) = Re(v(z))
[= Re( e’“”)] (bzw. o(x) = Im(¢)(x))) eine reellwertige Losung von P(D)y = b.

Bewels Da die Koeffizienten ay, . .., a,_1 von P(D) reell sind, gilt P(D)(R: (@Z)))
= Re(P (D)%) (und analog fiir Imz)).

Beispiel:
y" —2y" — 2y + 2y = 2sinx

Es ist 2sinz = (2Im(e™®) =) Im(2 - €**). Betrachte also zunéchst

"

Z/ _2y//_2y/+2y:2€ix

Dannist u =0+, P(u) = pu® —2u2 —2u+2=—i+2—-2i+2=4—3i # 0.

1 - 2 8 + 61
P(r)=2- 20 e = . 3@,@”’ = ;—5 Z(cos:v—i—isinx)
8 6 L (8 n 6 )
= 5 COST — o sinx + 14 5 sinx 57 COST
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Also ist p(z) = Im(¢)(x)) = 2 sinz + 4 cos x eine spezielle Losung. [Probe durch
Nachrechnen]

B 2.) P(u) = 0 - Resonanzfall
p sei eine k-fache Nullstelle. Dann ist PU(u) =0 (I < k), P® () # 0; Ansatz:

- i (i) )

PO = 5 () (P02 =

=P(p)-ers
Fiir b = Re(e#®) etc. wie in B 1.): ¢(z) = 2% - Re(e#®) etc.. ..
Beispiel: Schwingung mit Zwangskraft, ohne Reibung:
y" + 4y = 3 cos(2z)
Es ist 3cos(2x) = Re(3-e*), u = 2i. P(n) = p*> +4 = —4+ 4 = 0, also
Resonanzfall. P'(u) = 2 = 4i # 0: einfache Nullstelle. Daher:
2w _ 3_33 250 _ O

1 3
) gt =set = sin(2x) — ZZI cos(2x)

= p(x) = Re(i(x)) = > sin(2e)

P(r) =3

[Probe: ¢” +4¢ = -+ = 3cos(2z)]
Beachte: ¢(x) ist unbeschréinkt: sog. Resonanzkatastrophe, weil die Amplitu-
den der Schwingung ~ 3|z| — oo.

4.C Systeme mit konstanten Koeffizienten

(Beinhaltet vermoge 4.5 auch eine Methode fiir 4. B und vice versa).
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Sei A € M(n,R). Wir betrachten lineare Systeme von DGL erster Ordnung (fiir
y : I — R™ stetig differenzierbar)

y=A4A-y (4.7)

Idee: Im skalaren Fall 4 = a -y ist die Losung von der Form y(z) = e** - ¢
und e* = Y7, akk—j”k Dieser Ausdruck ist auch fiir Matrizen A statt Zahlen a
sinnvoll!

4.9 Matrix-Exponentialfunktion
Definition: Fiir B € M(n,C) setze

B _ _\" £
e’ =exp(B) = 1
k=0
Dabei sei BY := I, die n x n-Einheitsmatrix. Die Reihe fiir e konvergiert in

M (n,C), weil in i-ter Zeile und j-ter Spalte jeweils eine konvergente Reihe steht:
Sel 5 := maxi<; j<n |b;;|. Dann ist

N

> | (%)) Ské(”,i)k o

k=

Speziell fiir B = x - A erhalten wir:

0o ok
e:):-A — E /‘_ . Ak
k!
k=0

Eigenschaften von e®*4

1.) o = e ist differenzierbar und

i ezc-A :A-exlAzem'A-A
d
X

Beweis. Seien ag?) (1 <i,7 < n) die Matrixelemente von A*. Dann ist
ey N2
()i = Z X @y

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius oo (weil \agf)\ < ||A|l%,). Sie ist daher
(unendlich oft) differenzierbar und die Ableitung kann gliedweise gebildet werden.

d
(@e

ey, N A IR AR ey

BT LT M T L
k=1 k=0

d .4 ~=aF =
—emA =N AR = A AR = f et (= L) A
ozt kZ:Ok! kzzok;! et (=) A
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2.)

e(s-i-t)A _ esA . 6tA vs7t €ER

Beweis. Bezeichne mit L(t) bzw. R(t) die linke bzw. rechte Seite der Gleichung.
Dann ist L(0) = e*4 = R(0) und

d
/ . TA — . LTA — .
L(t) = dxe T=s+t A-e T=s+t A-Lt)
d d
/ . sA | tA — sA | tA — sA tA — .
R'(t) = _dt(e ef)=e _dt(e ) = e Ae A-R(t)

Somit losen sowohl L als auch R die DGL 3 = A - Y mit Anfangsbedingung
Y(0) = %4, also ist L(t) = R(t). O

3.) Folgerung:

eSS = i (57 BSF _ i %SS‘lBS)(S‘lBS) ...(S7'BS)

k=0 k=0 k FaT:toren
> S-IBkS | B s
k=0 k=0

|

Satz: Sei A € M(n,R) [oder A € M(n,C)] und ¢ € R"™ [oder ¢ € C"]. Dann ist

das Anfangswertproblem
y=Ay y0)=c
eindeutig l6sbar durch y(x) = e - c.

Beweis. Eindeutigkeit folgt aus der Theorie, sieche 4 A. Auflerdem ist

—(e“A)-clz')A~e$A~c:A~y(a:),

o1



Beispiel:
1.) A= ()\1 0) (Diagonalmatrix). Dann ist

0 A
0 k 0 k k

A __ ZE_ k _ :L‘_ )‘1 0

=2 g A —Zk!<0 )\’5>
k=0 k=0

o) 1x)k 1z
_ Iy ()\k!) 0 | = (6)\ ? )
0 T, 0 e

Allgemein folgt ebenso:

A O 0 e 0 0
0 Ao 0 0 e 0
ex i = ) )
P 0 : 0 :
0 0 M\, 0 0 et

Achtung!: Im Allgemeinen (also fiir Nicht-Diagonalmatrizen) ist
air Q12 et et
P (a21 a22> 7 (€a21 €a22)
01
=00
01 01 00
. . 2 . . — . .
Hier ist A% = (O O) (0 0) (O O> (A ist nilpotent).

ok 1k
‘ _kzzok! A _;k! A _I+1!A_(0 1)

4.10 Transformation auf Diagonal- oder Normalform

2.)

Beobachtung: Sei S € GL(n,R). Dann 16st ¢ : I — R" die DGL 3/ = Ay
(mit AB y(0) = ¢) dann und nur dann wenn ¢ := S~ - ¢ : I — R" die DGL
2= (S7'AS) -z (mit AB 2(0) = S™! - ¢) lost.

Beweis.

V() =8 () =87 A-p(x) =5 A 857" p(z) = (STAS)Y(x)

O
(Alternativ: 5457 = §=1eA% S nach 4.9 4.).
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Erinnere an Lineare Algebra: A heifit &hnlich zu B, in Zeichen A ~ B, falls
1S € GL(n,R) : B = S7'AS. Fiir dhnliche Matrizen sind also die Losungen
der entsprechenden DGL-Systeme geméaf obiger Beobachtung einfach ineinander
iiberfithrbar. Daher geniigt es, die konkrete Losungsstruktur fiir A in Normal-
form (Diagonal- oder Jordansche Normalform) zu studieren bzw. e4? fiir solche
Matrizen zu bestimmen.

Erinnere: A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix

A0 ... 0
0 X ... O
D = diag(\y, ..., ) = 0 ,
0O ... 0 X\,
genau dann, wenn es eine Basis {vy,...,v,} von R" aus Eigenvektoren zu A

gibt. Dabei sind Ay, ..., A, die (recllen) Eigenwerte von A (mit Vielfachheiten).
In diesem Fall heiffit A diagonalisierbar.

Satz: Ist A ~ D = diag(\y,...,\,) und ist {vy,...,v,} eine Basis von Eigen-
vektoren zu A, so bilden die

YR

vi(z) =e or (j=1,...,n)

ein Losungs-Fundamentalsystem von (4.7).
Beweis. {¢1(0),...,¢,(0)} = {v1,...,v,} ist linear unabhéngig und

oi(x) = (M) vy = eNT Nuy = A (M) = Ag;(x)
~—~
=A-w;
O

(Alternativ: sei ST'AS = D; 2/ = D - z hat Losungen v;(x e®P - e; mit

) =

¥;(0) = ¢; und es ist e*” = diag(eM?,...,eM") = ¢;(z) = €% - ¢;. Beob. =
pj(x) = S;(z) = e¥ - Se; ist Losung).

et
Im Allgemeinen ist A niéht diagonalisierbar, kann aber auf die sog. Jordan-
sche Normalform transformiert werden. In dieser gibt es entlang der Diagonalen
Jordan-Blocke fiir jeden reellen und komplexen Eigenwert, woraus jeweils geeig-
net Losungen konstruiert werden kénnen. Fiir den allgemeinen Fall von n x n-
Matrizen siehe z.B. [1, S. 232-241,56.3].
Wir diskutieren im Folgenden den Fall von 2 x 2-Matrizen (entspricht den skalaren
Schwingungsgleichungen) A € M(2,R) (reelle 2 x 2-Matrizen).

Fall I: A besitzt zwei linear unabhingige Eigenvektoren v, vy € R? mit reellen
Eigenwerten \;, s (nicht notwendigerweise \; # Ay). Die Matrix S = (v; v9)
mit den Spalten vy, vy liefert eine Transformation auf

A1 O
0 A

93




denn:

A-S = (Avy, Avy) = (Mg, davy) =S -D = AS = SD = S7'AS =D

Aox

Satz = (1) = M- vy, po(x) = 2% - vy ist ein Losungs-Fundamentalsystem.

11

41 besitzt die Eigenwerte Ay = —1, Ay = 3 mit zugehorigen

Beispiel: A = <
. 1 1 o .
Eigenvektoren v, = 9 und vy = 9 Ein Losungs-Fundamentalsystem ist

daher gegeben durch ¢q(x) = e™® ( 12>7 pa(x) = € (;)

Fall II: A besitzt zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte \; = p £ iw,
w € R we R\ {0} (A komplex diagonalisierbar). Es existieren dann linear
unabhiingige komplexe Eigenvektoren 1w, w, € C? mit der Eigenschaft

Wy = vy + 102, Wg = V1 — V2,

wobei {vi,v2} C R? linear unabhiingig ist (Lose das lineare Gleichungssystem

(A=) -w; = 0; da A reell und \; = )\, folgt dann w; = wy. AuBerdem ist

—2i det(vy, v2) = detc(vy + tvg, v1 — ivy) = detc (W, W) # 0.) Es ist

Avy +iAvy = Ay = A1 -0 = (p+1w) - (V1 + 1v9) = pvy — wog + i(woy + pos)
= Avy = pv; — wuy, Ave = wuy + uvs

D.h., mit S = (v; v2) [& Se; =v; (j =1,2)]:
STrA Se; = ST Avy = ST vy — wuy) = STy —w STy = ey — wey
~—~ —— ——
V1 €1 €2
und
STt ASe; = ST Avy = STHwuy + pws) = wey + pey

= S71AS = (“ “") —.C

Dies ist die Normalform fiir A im Fall II.

e Komplexes Analogon des obigen Satzes (mit demselben Beweis):
Pi(x) = N7y, o) = €M -y

ist ein komplexes Fundamentalsystem.
o Areell = Re(Ayy) = A-Re(¢), Im(Ayy) = A - Im(¢)), ete. Setze

v1(x) = Rey(z) = et (cos(wz) - v1 — sin(wx) - v)

o) := Imey(x) = e"*(sin(wx) - v1 + cos(wz) - vg)
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Dann ist {p1, @2} ein reelles Losungs-Fundamentalsystem fiir (4.7): v/ = A -y
und

G1(z) = Sy (z) = e (cos(wz) - e1 — sin(wz) - e5) = e - (lesl(l?uj%)
@o(x) 1= S Voo (z) = " (sin(wz) - ey + cos(wz) - e5) = e - <ig;gg)

liefert ein (reelles) Losungs-Fundamentalsystem fiir 2/ = C' - 2.

Fir die Praxis: Eigenwerte Ay, Ay berechnen, A= Ao, 01, P2 sind dadurch be-
reits bestimmt! ¢, o2 sind gegeben durch die Transformation ¢; = S¢;, wobei
S = (v1 v9) mit v; = Re(wy), vo = Im(1y).

1
Beispiel: A = (_i

1 : . - .
B l) besitzt die konjugiert komplexen Eigenwerte A\; =
2

. o . . - 1
—% +1, Ay = —% — ¢ mit zugehodrigen komplexen Eigenvektoren w; = (z) und

Wy = (_12 , also v, = (1) und vy = (1) und S = I. Allein aus der Kenntnis

der Eigenwerte erhalten wir das folgende reelle Losungs-Fundamentalsystem:
- . e cos T
oila) = Splo) = aa) = e

g2 (SN
e
cos T

, 1 - 1
e(=1/2+i)e (z)’ Py (1) = e71/270)2 (_2)

Fall III: A besitzt nur einen Eigenwert A\ € R mit algebraischer Vielfachheit
2, aber geometrischer Vielfachheit 1, d.h. nur einen linear unabhéngigen Eigen-
vektor v € R?.

» pa(x) = S@a(x) = o) =

—sinx

. Ein komplexes Fundamentalsystem ist gegeben durch ;(z) =

Sei w € R? so gewihlt, dass {v, w} linear unabhingig, also eine Basis von R? ist.
Esist Av=Avund Jda, € R: Aw =« - v+ - w. Dabei ist a # 0, sonst wére
w ein weiterer Eigenvektor.

Behauptung: = A
Beweis. Indirekt: ang.: 5 — A #0

:>A-<w+ﬁf)\v) :Aw—i—L-Av:a-ijﬁ-w—i—L-)\-v

f—=A B—=A
w142 B (w+——
=0 -w — ) rarv=0-|w v
f—=A B—=A
Somit ist w + %U ein EV zum EW f, der linear unabhéngig ist zu v, ein
Widerspruch. O
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Setze vy ;= v, vy 1= é -w. Dann ist

Anu=Av=X v=\ 1y
1

1 1
Avg = — - Aw = —(av + \w) = v+ A—w = v1 + A - vy,
o o o

d.h. mit Se; := vy, Sey := vy [S = (vy vy)] ist

S_lASel = AS_lvl == )\61
S_1A562 = S_l(’l)l + )\UQ) =e1 + /\62

Dabher ist

I S A
suas- (3 )z

die Normalform fiir A im Fall III. Wir berechnen e*? mittels folgendem ‘Trick’:

0 1
poan (1)

Hier ist der erste Summand diagonal und der zweite nilpotent, also exp in beiden
Féllen leicht zu berechnen (s. Bsp. 1.), 2.) in 4.9).

Lemma: Seien X, Y € M(n,C) mit der Figenschaft X -Y =Y - X. Dann gilt:

= ¢k > ¢k
tX k k tX
e Y_§ —k!X -Y—§ —k!Y XF=Y
k=0 k=0

Setze M (t) := e - €Y. Dann ist
M(t)=X X e 4.V .Y = (X+Y) e = (X +Y)M(1)

Wegen M (0) = I muss also M(t) = e!X*+Y) gelten = X+ = M(1) = eXeV.
Durch Vertauschen von X und ¥ und X +Y =Y + X folgt die Behauptung. O

0 1 0 1 .
Da I - (0 0) = (0 0) - I, erhalten wir also

Az Az Az
el = T2 '€I<g (1)> - (60 691) . (é f) - (60 :Uee)‘z)

xzL an

Somit lautet ein Losungs-Fundamentalsystem ¢;(x) := €™ - e, Po(z) := €™ - ey

fir 2/ =L z:
- . (1 - . [
Pr(r) = - (0) , Palr) = e <1)
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und ¢; = S, ist das entsprechende Fundamentalsystem fiir ¢’ = Ay.

1

Beispiel: A = <1 _31 besitzt nur einen Eigenwert A\ = 2. Der zugehorige

L ) Wir ergidnzen

Eigenraum hat Dimension 1, ein Eigenvektor ist v = vy = (_1

v durch den Vektor w = ( ) zu einer Basis des R? und bestimmen « aus

() 6= ()2 (5) ()

0
-1

s=(4 5) =G 3)

Ein Losungs-Fundamentalsystem fiir 2’ = L - z ist:

pila) = (g) . wato) = ()

Das entsprechende Fundamentalsystem fiir ¢/ = Ay ist

p1(x) = <_11 _01) Pir) =€ (—11)
pa() = <_11 _01) pala) =€ (—190— x)

Daher ist « = —1 und vy = éw = ( > und wir erhalten

4.11 Phasenportrits fiir 2 X 2-Systeme in Normalform

Zur Vorbereitung auf dynamische Aspekte der Losungskurven verwenden wir nun
t als unabhéngige Variable (Zeit) und bezeichnen die Komponentenfunktionen
mit z(t) und y(t) (statt y; und yo); z = (z,y) : R — R? stellt eine Losungskurve
dar mit Anfangswert 2(0) = ¢ = (¢1, o) € R%

Zeichnungen einer Familie von reprisentativen Losungen (verschiedene Anfangs-
werte, verschiedenes Langzeitverhalten von Lsungen, etc.) im R? nennen wir ein
Phasenportrit fiir ein System 2z’ = A - z.

Wir betrachten die Normalformenfille fiir A, d.h.

(M0 o p w (A1
A_<O )\2), A_(—w M)’ oderA-(O >\>
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1.)

(A0 r (M 0 B
A—(O )\2) Z—(O )\2> z, z(0)=c

EV e, e5 zu EW A, Ag. Somit (4.10, Fall T) lautet die Losung

0= ()= (0 ) () = (o)

o c=(0,0) = z(t) = (0,0) V¢

o c=(c,0) = y(t) =0Vt 2(t) = creM?

)\1 =0: I(t

C1 Vit
)\1 < 0: I(t 0

)
) =0 (t = o0)

A1 > 0: |z(t)] = oo (t — o0)
o c=(0,c0) = x(t) =0V, y(t) = coe!

)\2 =0: y(t) = Cy Vit
Ao < 0:y(t) = 0 (t = o0)
Ao > 0: |y(t)| = oo (t — o0)

Z.B. A\ <0< Ag:

o c=(c1,00) mit ¢; >0, ¢o >0 (1. Quadrant)
z(t) = cieMt) y(t) = cpe??t. Verhalten fiir t — oo jeweils abhiingig von
Vorzeichen von A\;, A\ wie oben.
Z.B. fur \y <0< X\y: z(t) = 0, y(t) = +o0 (t — 00) im 1. Quadranten
(im 2. Quadranten x(t) — 0, y(t) = —o0, etc.), sog. Sattelpunkt
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I

N

Z.B. fiir Ay > Ay > 0: (instabil in (0,0))

S

"]/

7

A1 < A2 < 0: stabiler Knoten in (0,0):

e

ausgeartet: z.B. \; =0, A\, <O:
x(t) = ¢; =const.
y(t) = co- e = 0 (t = o0)
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2.)

A:(_’uw Z) w#0, Z=A-2, z(0)=c

Gemal 4.10 Fall II:

) (5 ) 6)

Dehnung/Stauchung ¢20,t>0

TV
Drehung um Winkel—wt

Z.B.:py>0,1t>0,w>0: instabiler Strudel

NE

Z.B.:nu<0,t>0,w<0: stabiler Strudel
7/\
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ZB..pu=0,t>0,w>0: Wirbel (Losungen auf Kreisbahnen)

3.)

(A1 ;o B
A—(O )\) Z=A-z 20)=c

hat gemaf3 4.10 Fall I1I die Losung

(i) = (")

A=0: (;”gg) - <Cl ;Cﬂ). Falls ¢, = 0 = 2(f) = <%1) vt

<

A >

1. Quadrant: ¢, co > 0: 2(t) — oo, y(t) — oo
2. Quadrant: ¢; < 0,¢y > 0: z(t) — o0, y(t) — oo, etc.
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N

\_

<

Fiir allgemeines A: finde S fiir Normalform S™'AS =: Aj. Das Phasenportrit
fiir die Losung 2’ = Az ist dann das Bild von jenem fiir Ay (siehe oben) unter S!
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Kapitel 5

Nichtlineare Systeme und
dynamische Aspekte

Wir diskutieren in diesem Kapitel exemplarisch einige Aspekte der sogenann-
ten qualitativen Theorie nichtlinearer Systeme von DGL; dabei wird in der
Begriffsbildung und Darstellung der Standpunkt der dynamischen Systeme
bevorzugt eingenommen.

Entsprechend bezeichnen wir wieder die unabhéngige Variable mit ¢ (Zeit). Zur
Vereinfachung beschrinken wir uns auf autonome 2 x 2-Systeme mit Komponen-
tenfunktionen der Losungen z(t), y(¢):

Mit AB z(0) = zq, y(0) = yo, kurz

(y) s (D)o (1)

S
f2
[somit (lokal) eindeutige Losbarkeit garantiert]. Weitere Annahme: stets global
eindeutige Losung fiir jedes (o, y0) € R>.

Zusitzlich nehmen wir an, dass t € R, f = ( ) : R? — R? stetig differenzierbar

5.1 Fluss eines autonomen Systems

Fiir jedes (g, y0) € R? existiert eine eindeutige Losung von

(y) = s, i (D)o = (1)
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Die Losungskurve t — (:;Eg) héngt somit auch von (?) ab. Daher schreiben
0

wir (20, yo: 1) = <x(t)).

y(t)

/(m ), $())
(%..7.)
(x(E), y (£))

(%0.7.)

Es gilt also
o O(xg,to;t) ... Punkt der eindeutig bestimmten Losungskurve durch den An-

fangswert <x0> zur Zeit t
Yo
. To
e speziell ®(xg, yo;0) = (y )
0

o fiir t € R fix: (xo, y0) — P (20, to; ) gibt an, wohin der Punkt (zo, yo) in der
Zeit t ‘transportiert’” wurde; diese Abbildung ist bijektiv: R? — R? (folgt
aus der global eindeutigen Losbarkeit des DGL-Systems).

® : R? x R — R? heiBit Fluss des DGL-Systems, (R?, ®) ist ein dynamisches

(0-690

besitzt den Fluss ®(xg, yo;t) = (zoe*, yoe).

Beispiel:

Blreyeit)

(%o, 7. )
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/
Definition. Sei ®; der Fluss zu (x) = f(z,y) und @, der Fluss zu (x) =
Yy Yy

g(z,y). Die dynamischen Systeme (R?,®;) und (R? ®,) heiffen &quivalent,
falls gilt: 3h : R? — R? stetig, bijektiv mit h™1 stetig (Homdomorphismus) und
ég(h(l‘o, yo); t) = h(q)f(l'o, Yo, t)) V(ZL‘Q, yo) € R2 Vvt € R.

5.2 Definition. Fin Punkt (xq,yo) € R? heifft Gleichgewichtspunkt fiir das

System <§)/ = f(z,y), falls f(zo,v0) = <8> In diesem Fall ist (?yﬁ) (t) = (xo)

Yo
Vt € R eine konstante Losung und ®(zo, yo;t) = (zo,y0) Vt.

5.3 Linearisierung nahe eines Gleichgewichtspunktes

Es sei (z9,y0) ein Gleichgewichtspunkt, d.h. f(xq,yo) = <8>, und <x(t)> eine

y(t)

Losung, die fiir kleine ¢ nahe (zo) verlauft. Dann gilt fiir
0

(o) = Gio =)
die Relation

(u)l(t) = (x>/(t) = f(z(t),y(1)) TagOT&i;):;)gJ_oz—i—Df(xo,yo). (28 :ayss)

= Df (0, 0) - (38)

Mit A := Df(xo,y0) € M(2,R) (Jacobimatrix) erfiillt (u(t), v(t)) also ndherungs-
weise das DGL-System
(7) =)
v v

/
Definition. Das lineare DGL-System (i) = A- (5) mit A = D f(xo, o)

!/
heifst das aus <§) = f(x,y) nahe des Gleichgewichtspunktes (xo,yo) linearisierte
System.

! 2 2
Beispiel: (:yc) = (ac :yy ),d.h. flz,y) = (JC iLyy ).Es ist f(z0,%0) = (0,0) &
(x0,%0) = (0,0), also ist (0,0) der einzige Gleichgewichtspunkt. AuBerdem gilt

pien = (5 *) = 2o =200 = (5 %),
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das linearisierte System nahe (0, 0) lautet also:

(-6 5-6)-C)
y 0 -1/ \y —y
5.4 Satz von Hartmann-Grobmann (ohne Beweis)

!/
Sei (zg,yo) ein Gleichgewichtspunkt von (z) = f(x,y) und A := Df(xq,yo)
habe nur Eigenwerte mit nicht verschwindendem Realteil (sog. hyperbolischer

/
Gleichgewichtspunkt). Dann ist der Fluss ® des Systems (g) = f(x,y) nahe

/
(20, Yo) dquivalent zum Fluss des linearisierten Systems (Jyj> =A- (i) (nahe
(0,0)).
5.5 Isoklinen

Fiir das DGL-System

(1) = e = (500)

beschreiben die Isoklinen-Mengen (meistens Kurvenstiicke)

Ist = {(z,y) €R%: fo(z,y) =0, fi(z,y) >0}
Iyest := {(z,y) € R?: fo(z,y) =0, fi(z,y) <0}
Liova == {(z,y) € R?: fi(z,y) =0, fo(z,y) > 0}
Isued = {(%?/) € RQ : fl(xvy) = 07 f2($’y) < 0}

jeweils, wo das Vektorfeld f — und somit die Tangente an die Losungskurven —
nach Osten, Westen, Norden oder Siiden zeigt.

Iost U Lyest = {f2(z,y) = 0} ... y-Nullklinen [y = 0]
Lord U Isuea = {f1(z,y) = 0} ... 2-Nullklinen [z’ = 0]

v\ _ (y—a? fi(z,y)
() - (=) - () - e
fi(z,y) =0« y=2? ... 2z-Nullklinen
fo(z,y) =0 < x =2 ...y-Nullklinen
Gleichgewichtspunkt (xg, yo) = (2,4)
Lost = {:L‘ =2,y> 4}7 Lest = {CL‘ =2,y < 4}
Lia ={y=2%2>2}, [jwa={y=12%2<2}

Beispiel:
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JT%TSK L
||?

Iwc&t

Df(2’4) - (_12x (1]) r=2,y=4 B (_14 (1)> -

A+4 -1
-1 A

det()\I—A):‘ ‘:A2+4/\—1

Eigenwerte: A\ = —2 4 /5, A_ < 0 < A,. Somit ist (2,4) ein hyperbolischer
Gleichgewichtspunkt und nahe (2, 4) ist das Phasenportriit approximativ gegeben

durch jenes fiir
) Y

nahe (0,0). (EV:v_ = (=2 —+5,1) zu A_, vy = (=2 ++/5,1) zu \,)

Rl AN

Y

5.6 Nochmals die Grippeepidemie (vgl. 1.5)

Gesamtpopulation zur Zeit ¢ besteht aus:

S(t) ...Suszeptible

I(t) ...Infizierte

R(t) ... Ausgeschiedene

a > 0 ... Ansteckungsrate, 8 > 0 ... Beseitigungsrate.
Gesamtzahl N = S(t) + I(t) + R(t) = const
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S'(t) =—a-S(t)-I(t)
I't)=a-S(t) - 1(t) - B-1(2)
R(t) = 5 1(1)

(SIR-Modell). Beachte: R(t) ist durch Kenntnis von I(¢) und S(t) bereits fest-

gelegt. Erste und zweite Gleichung enthalten nur S(¢), I(¢). Erhalten daher ein
2 x 2-System fur (S5, I):

S'=—-a-S-1
I'—a-S-1-3-1

Gleichgewichtspunkte:

(8) — f(S,1) = (a§Ia§;I>

S S IT=0ANI[aS=p)=0&T1T=0VIS=0AaS=p)<1=0,
d.h. VS > 0: (S,0) Gleichgewichtspunkt. Somit existieren konstante Losungen
fiir Iy = 0, Sy > 0 beliebig.

Linearisierung nahe (S, 0):

prsn= (T os™s) = 2rs0 = (5 57%)

hat Eigenwerte 0, S — 5 =: A (Gleichgewichtspunkt ist nicht hyperbolisch).

)\>O<:)S>§, )\<O<:>O§S<§
’I x>0 ’I A< 0
| |
DR
fi(S,[) =0 S=0VvI=0
fo(S)=0&I=0vsS==E
Iost:{Izo\/S:g, —aST >0} =10
Iwcst:{I:O\/Szg, —ozSI<O}:{S:§,I>O}

Lo = {S=0VI=0, I(aS—B)>0}=0
Led = {S=0VI=0, I(aS—B) <0} ={S =0, I >0}
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Iwe:t
R N
T ‘/ —l l\
S AN
b S

Zusétzlich erkennt man, dass die Richtung von f(S,7) in S > § nordwestlich
und in S < g siidwestlich ist. Dies suggeriert die folgende prinzipielle Gestalt der
Losungskurven:

e fiir 55 < g: str. mon. Verschwinden von I — 0
o fiir Sy > g: Anstieg von I bis zum Maximum, dann Abnahme.

Es ist also g entscheidend fiir den Verlauf der Losungkurven!

I

=N

b

Die nach dieser Skizze erwarteten Eigenschaften der Losungen kénnen einfach
bewiesen werden: fir ein Intervall mit S’(t) # 0 ist

I' aSI—pI 3
5 —asi - 'Tas

und t — S(t) ist streng monoton,

r'e 1 , o , _d
S0 50 I(¢(5)) = t(5) - I'(¢(5)) = -1 (t(5))
#%:—1%—% bzw. %+1—%:0

Diese DGL ist von der Form ¢(S,I)-I' + h(S,I) = 0 mit g(S,1) =1, h(S,I) =

1— O%, also eine exakte DGL, denn dsg = 0 = 0;h.
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Stammfunktion F fur (h,g): OfF =1, 0sF =1 — % Ansatz:

F(S,1) :/(1—%) dS + (1) :S—§~10g5+30(f)

oY

1= 0rF = (I). Setze o(I) = 1

:>F(S,I):I—|—S—£~log5
a

Die Losungskurven sind gegeben durch:

I(S)—FS—glOgS:F(S(),Io) =!.C
:>I(S):co—5—l—§-log5

Dann: Kurvendiskussion.
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