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im Halbformalismus angeben, nach der diese Formel dort im
letzten Schritt abzuleiten ist und, wenn O jetzt eine der
Priamissen wihlt (es konnen ja unendlich viele sein), so kann
er fur diese Pridmisse eine Kkleinere Ordinalzahl berechnen,
rwieder die im letzten Schritt zu benutzende Regel angeben usw.
Aus endlichen Daten, nimlich aus den Angaben von O, 148t
sich go stets ein endlicher Ableitungsfaden des Halbformalismus
berechnen. Das Bereechnungsverfahren ist dabei rekursiv, also
sogar im engsten Sinne konstruktiv. Die Aussageformen, die
im Widersprucehsireiheitsbeweis benutzt werden, sind dagegen
im allgemeinen nicht rekursiv — alles bleibt, aber im Rahmen
des Dialogisch-Definiten und ist insofern ebenfalls konstruktiv.



Le. programme ultra-intuitionniste des fondements
des mathématiques , (
H

A. 8. ESENINE-VOLPINE (Moscou)

Mon but principal est de démontrer la non-contradiction
du systéme formel ZF de Zermelo-Fraenkel; les résultats per-
mettraient d’en déduire la non-contradiction du systéme X,
poyr lequel K. Gdédel a donné la démonstration relative de
la non-contradiction de I’axiomé du choix et de Fhypothése
du continu.

La nécessité d’une telle démonstration est due, me
semble-t-il, & la circonstance que les raisonnements intuitifs
qu’on a utilisés jusqu’s présent pour la justification de ces
théories ont fait usage de l'idée de l’infini actuel, et cette idée
est philosophiquement et logiquement douteuse. Cette cir-
constance est lie & d’autres difficultés, parmi lesquelles la
nécessité d’employer les définitions imprédicatives me semble
la plus sérieuse,

En premier lieu, j’ai réduit le probléme de la non-contra-
diction du systéme ZEF a celui de la non-contradiction du
systéme ZF~ qu’on obtient de ZF en écartant 1’axiome de
l’extensionnalité Vz(zex~zey)Dax =y et en remplagant
l’'occurence explicite de 1’,égalité“ » = v dans le schéma du
remplacement par Poccurence de Vz(zeu~zev) & Ve(uez
~v €2z). J'al démontré que, si le systéme ZF~ est non-contra-
dictoire, le systeme ZF est aussi (et j’ai obtenu une démon-
stration analogue pour le systéme Z de Zermelo; je parle des
variantes des systémes qui ne contiennent ni ’axiome du cloix,
ni le ,Fundierungsaxiom® dont la non-contradiction relative
peut-étre démontrée aussi pour le systéme 7).

Depuis longtemps j’ai en une idée liée & la fondation des
théories dont je parle. En admettant la non-contradiction de
Parithmétique, on peut démontrer celle:de la théorie qu’on
obtient de ZF~ en rejetant I’axiome de ’infini (et de méme
pour ZF) — done il suffit de démontrer que si ce systéme .est
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non-contradictoire, le systéme ZF~ Vest aussi. Pour cela, il
suffit de prouver que les longueurs des démonstrations du
finitude des ensembles ¢;, définis explicitement par Vz(ze &
~2z=a, V..V 2=a), croissent indéfiniment avec I.

Ce probléme des longueurs des démonstrations me semble
bien intéressant pour lui-méme. Mais, grace aux difficultés
liées au second théoréme de K. Godel, toute solution pogitive
de ce probléme exige que 1’on sorte du domaine des raisonne-
ments formalisables dans ZF (méme avee ’axiome du choix) —
c’est-a-dire, pratiquement, que 1’on sorte des mathématiques
qui existent.

Dans ce but, je propose 'introduction d’un concept essen-
tiellement nouveau qui est lié & une critique des fondements
de Paritmétique. Cette critique est une continuation de la
critique de L. E. J. Brouwer et je P’appelle wltra-intuitionniste.
Il y a eu déja dans la littérature des tentatives dans cette
direction, entre autres dans Particle de D. van Dantzig, Is 109"
a finite number? (Dialectica 9 (1956), p. 273-277).

Van Dantzig doute de la possibilité de considérer le nombre
indiqué comme un nombre fini et il fait quelques allusions
aux modeéles finis pour les mombres transfinis. Il cite aussi
les travaux de Fréchet, Borel et Mannoury. Mon ami A. Ehren-
feucht de Varsovie m’a parlé des tentatives faites par Borel
pour aborder le probléeme de la construction de la théorie des
ensembles en partant de quelque eritique de la notion du fini.
Malheureusement, je n’en sais pas davantage.

Je commence ’expogition de ma critique ultra-intuitionniste
et, aprés quelques considérations sur ses raports avec la théorie
des ensembles, j’y reviendrai de nouveau. J’appelle tradition-
nelles les mathématiques qui ne tiennent pas compte de cette
eritique. Les affirmations suivantes de P’arithmétique intui-
tionniste traditionnelle ne me semblent pas justifiées, bien
qu’elles soient acceptées par presque tout le monde:

a) la categoricité de la suite mnaturelle 0, 0, 0/, ... (c’est-
-a-dire D’agsertion que cette suite est définie univoquement
4 un isomorphisme preés);

b) V’existence des fonctions &+ b, a-b, a® définies partout
dans la suite naturelle (et méme dans une suite naturelle);

¢) le principe d’induction de n & n-+1;

d) la forme suivante du modus ponens: —A et -AD B
entrainent - B (mais j'admets (4, 4 O B)-B).
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J’ai été amené 4 ces doutes en réfléchissant sur les causes
de la conviction commune gue les assertions de la forme

A(0) & Va (4(a)D A(a+1)) D A(102)

sont vraies. On parle alors d’habitude de la possibilité d’em-
Pployer 1012 fois la régle du modus ponens. Il est clair qu’il
¥ a la une idéalisation tres forte de notre idée de possibilité.
Je pense que cette idéalisation et les causes pour lesquelles
on l'admet n’ont pas encore été suffisamment étudiées. Dans
cet ordre d’idées je tiens pour possible l'introduction de la
notion bien naturelle de ,nombre réalisable (ou exéeutable) —
c’est-a-dire tel qu’il y ait quelqu’un qui puisse compter
jusqu’a lui.

> Ces nombres réalisables forment une série naturelle — dans
ce sens qu’il y a d’abord 0, aprés chague nombre réalisable b
il y a un nombre immédiatement suivant b’, de a’ = b’ résulte
a = b, enfin 0 ne suit immédiatement aucun nombre réalisable.

En général, j’appelle suite (ou série) naturelle (comcréte)
chaque procédé discret (réel ou imaginaire) ou il y a un
4vénement initial 0, aprés chaque événement b il y a un autre
événement b’ qui suit immédiatement b, a’ = b’ entraine a = b
et pour tous les b on a 710 =?’,

Les événements du procédé s’appellent nombres naturels
{comerets). L’opération a’ est appelée opération menante du
procédé.

Un bon exemple de suite naturelle concréte est fourni
par le procédé K dont les événements sont les pulsations de
mon coeur dans mon enfance,

Soient K, et K, deux suites naturelle concrétes 0,, 01, 01, ...
. et 0,, 0z, 05/, ... Les nombres 0, et 0,, 01 et 03, 0;" et 0%, etc., sont
appelés équivalents. En essayant d’établir un isomorphisme
entre K, et K, & I’aide du concept des couples <0,0,>, <005,
<01'03">, ... on n’obtient que la construction d’une troisiéme
suite naturelle concréte dont les événements sont les formations
de ces couples,

Si pour chaque nombre de K, il v a dans K, un nombre
équivalent, je dis que la suite K, wn’est pas plus longue que
la suite K;; et si encore il y a dans K, un nombre z qui n’est
équivalent & aucun nombre de K,, jé dis que la suite K,,
ou le nombre z, est ewplicitement plus longue que K,, ou que
la’ suite K, est ewplicitement plus courte que K, ou z.
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Les tentatives pour démontrer 1’existence, pour chaque
suite naturelle concréte, d’une opération &+ b, définie partount
dans cette suite et satisfaisant aux axiomes ordinaires de
Paddition, ne peuvent pas réussir. Evidemment, je parle & pré-
sent des démonstrations dans un sens général, non seulement
des démonstrations formalisables dans un systéme proposé
formel.

Une tentative de cette espéce qui n’appartient pas & la
théorie des ensembles a été faite dans le livre de Landau,
Grundlagen der Analysis. Cette tentative est peut-8tre la plus
naturelle, c’est pourquoi il faut ’analyser. Elle utilise une
forme du principe d’induction — mais ce n’est pas encore
tout. A l’aide de l'induction on ne démontre que ’existence,
pour chaque nombre b, d’une opération n+b qui est donc
la valeur d’une fonection f, (dont les valeurs sont les fonetions
An(n4b)). Pour en obtenir la fonction a--b de deux variables
on forme la superposition de deux fonctions dont 1’une est
la fonetion f, et la seconde — Aa(a+b). Mais la supposition:
»il est toujours possible de former la superposition de deux
fonctions (aux domaines convenables) et de la considérer comme
une fonetion nouvelle® exige, pour sa justification ultra-in-
tuitionniste, une autre supposition qui est pareille &4 celle de
Pexistence d’'une somme. Done, il y a ici une petitio principii.
A plus forte raison on n'y réussit pas en introduisant les
fonctions a-b et a? ou en identifiant les décompositions dé-
cimales ou dyadiques avec les nombres naturels conerets.
On peut douter qu’un nombre naturel concret corresponde
a chaque décomposition dyadique. On peut définir I'opération
de Paddition pour les décompositions dyadiques, mais & cause
de ce que je viens de dire on ne peut pas étendre cette opération
& toute suite naturelle concréte. Ainsi dans les suites naturelles
concrétes a-+b, a-b et ab sont les fonctiong partielles (c’est-
-a-dire il n’est pas nécessaire qu’elles soient définies partout).

C’est pourquoi il n’est pas évident que dans chaque suite
naturelle coneréte il y ait un nombre équivalent & 10%2 — et,
en effect, il n’y en a pas dans la suite mentionnée K des
pulsations de mon coeur dans mon enfance.

Les métathéories traditionnelles sont toujours p10fonde-
ment liées 4 la notion de série naturelle. Aprés ce que je viens
de dire & propos de Popération de ’addition, il est facile de
comprendre qu’on puisse douter de 1’assertion ,A4 et -4 DO B
entrainent B“, ol le signe ,“ signifie ,démontrable“.
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D’autre part — ce qui est pour moi beaucoup plus essentiel —
cette assertion présuppose que les démonstrations sont toujours
indépendantes et ne peuvent pas empécher 'une ’autre.

Le manque de ’assertion donne lieu 4 la possibilité que 4
et B soient des affirmations vraies et -4 & B une affir-
mation fausse. Dans le cas ou B coincide avec 7|4, cela signifie
que les formules A et 714 sont démontrables et A & 714 ne
est pas. Cette circonstance a réellement lien dans quelques
variantes des théories que je développe.

Je n’appelle une théorie contradictoire que dans le cas oil
une formule de la forme A & 714 y est démontrable.

J’ai développé plusieurs théories qui s’occupent de 1’étude
simultanée de plusieurs suites naturelles, et aprés tout je préfére
une méthode que j’appelle génétique. Outre les suites naturelles
je considére aussi les procédés ramifiants qui différent des suites
naturelles en ce qu’ils admettent beaucoup d’événements ini-
tiaux (zéros) et plusieurs opérations menantes qui peuvent
dépendre de plusieurs arguments. Ces procédés sont toujours
représentables sous forme d’arbres et on peut parler de leurs
fils. Pour chaque événement e d’un procédé ramifiant je considére
la totalité é des événements qui précédent e dans ce procédé
(ou prennent part & sa construction) ou coincident avec e.
J’appelle é la genése de e.

J’admets le postulat Trad qui consiste dans l’existence
d’une suite naturelle N telle que lopération 2" soit partout
définie dans N et qu’on puisse ’itérer un nombre guelconque
de fois de N.

Je n’insiste pas sur la validité de ce postulat et c’est pour-
quoi j’admets que les résultats que 'on peut obtenir de cette
maniére n'ont qu’une veleur relative.

Le résultat principal que je cherche & obtenir est la non-
contradiction du systéme ZF. Mais ma méthode permet d’es-
pérer un résultat plus fort, 4 savoir la non-contradiction du
systéme ZF 4 (A) ou (A) est 'axiome suivant:

(A) Dans le continu <l existe un ensemble U qui n'est équi-
valent & aucun nombre naturel et & aucune partie propre de cet
ensemble.

De l'axiome (A) résulte dans ZF la négation de P'axiome
du choix; outre cela la puissance %, + U st intermédiaire entre %,
et 2% (D’égalité des puissances étant exclue). Ensuite, il existe
dans le continu ane famille croissante de telles puissances
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ordonnée semblablement & U. Ces conséquences g’obtiennent
de (A) de la maniére traditionnelle ordinaire. — Je ne con-
nais aucune démonstration traditionnelle de la non-contra-
diction relative de (A) par rapport & ZF et je ne sais rien
de nouveau & propos de I’hypothése 28 = ,.

J’appelle ZF; le systéme qu’on obtient de ZF~ en écartant
la loi générale du tiers exclu, mais en lui ajoutant les axiomes
TTle=ydax=yet 1 lxeydxrey et en remplacant toutes
les occurences des parties AvB et dxAd des axiomes par
N4 & 1B) et T1V2 14, que je désigne par AV B et JzA.
La non-contradiction de ZF; entraine celle de ZF~ et de 7ZF
et ce résultat (qu’on obtient en répétant la démonstration de K.
Godel pour la non-contradiction de P’arithmétique classique
par rapport & l'arithmétique intuitionniste) peut étre élargi
dans le cas ou ’axiome (A) est adjoint a ZF. J'appelle S le
systéme ZF; +(A); ou (A); est la forme correspondante de (A).

Soit S un systéme contradictoire contenant une contra-
diction de longueur I, (la longueur étant définie comme le
nombre d’occurences des formules). Je pose [ = 2bt+k ol k est
une constante qui ne surpasse pas 50. Je cherche un modéle ol
tous les théorémes de S, dont la longueur de la démonstration
est <1y, soient des affirmations vraies.

Je suppose que I, appartient &4 N — sinon je ne sais rien.
Alors le nombre ! appartient aussi &4 N. Je counsidére la suite
naturelle concréte K; dont les événements sont les établissement
des faits que les nombres m, n, ... de N satisfont & la condition
da(m < a-1), ot a signifie les nombres de N équivalents aux
nombres de K. On obtient la suite K, en comptant, pour ainsi
dire, chaque événement de K 1 fois de suite.

K; est une suite naturelle concréte. K étant explicitement
plus courte que 1012, K; est explicitement plus courte que 102.7,
La propriété essentielle de K; consiste en ce que le nombre [
est ajoutable pour cette suite, c’est-d-dire, en parlant sans
scrupules, pour chague nombre « de K, le nombre a4 existe.

Je désigne 1’événement initial (zéro) de K; par g, et Iopé-
ration menante par p(a); donc les événements de K; sont
ay P(a), p(p(a,)), ... et je les désigne aussi (pour le but de
cette communication) par a;, g, ug, ... 1ies événements variables
de K; sont désignés par «, fi, ...

Je considére aussi le procédé ramifiant I); dont les événe-
ments initiaux (zéros) sont ay, @y, ..., ¢,gz; et les opérations
menantes sont [#] et £+ 3, 3 ayant la forme [y] ou «; (i =
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0,1,..,101.]). Je postule que tous les fils de D; sont iso-
morphes & N.

L’existence de D; se laisse réduire & celle de N mais je ne
veux pas en parler beaucoup.

Je désigne par z,y, .. les événements variables de Dj;.

Les événements variables communs pour deux procédés D,
et I{; sont 7, ¥, ...

Pour les valeurs de @, %, ... je définis la relation & ¢y de
la maniére suivante:

(1) aieas;
(2) xelx];
(B) Tey+3~TeyVTe3

(3 ayant toujours la forme indiquée plus haut);

(4) Z €y si et seulement si cela résulte des conventions
(1)-(3) appliquées un nombre quelconque de fois de N.

C’est une définition primitivement récursive ordinaire pour
les procédés ramifiés; le fait que la suite K; est explicitement
plus courte que 1012 n’empéche jamais de calculer la valeur
de Z <% pour les valeurs données de z et 3. J'admets aunssi
des définitions pareilles pour quelques autres fonctions et pré-
dicats qui sont auxiliaires; elles sont toutes définies seulement
dans D;. La totalité de ces fonetions et prédicats, y compris
= et €, p(a), [z] et z+y, sera désignée par s.

Je considére une théorie formelle 7(D;, K;), dont les
alphabets des variables sont «, g, ... et x,v, ... et les termes
(appelés termoides) sont construits avec ces variables, les con-
stantes a,, @, ..., @,g2; €t les symboles fonctionnels de s comme
dans les théories traditionnelles. Les alphabets sont les suites
naturelles isomorphes &4 N et les formules sont construites
avec les symboles des prédicats de s et des termoides & l’aide
d’opérateurs logiques, de méme que dans les théories tradi-
tionnelles, le nombre d’occurences des opérateurs logiques dans
une formule pouvant étre un nombre quelconque de N.

Un termoide constant (c¢’est-a-dire sans variables) est ap-
pelé terme g’il désigne (dans le sens naturel) un événement
de D; ou K;. Un termoide avec variables est appelé terme s’il
devient un terme aprés chaque substitution admissible des
termes constants au lieu de ses variables.

Les axiomes de la théorie T(D;, K;) sont les formules
fermées atomiques qui sont vraies en vertu des définitions des
fonetions et des prédicats dont les symboles en entrent et les
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formules fermées qui sont les axiomes du calcul intuitionniste
des prédicats. Les régles de la déduction sont: le modus ponens,
les régles ordinaires de la quantification et la régle de Carnap:

A(to), A(tl)a sy A(ti)y e

(Ca’) A(E) 4
ou 7 est une variable quelconque (n’entrant pas librement dans
A(ty)) et ty, tyy .oy t;, ... sont tous les termes qui désignent

(dans le sens naturel) les valeurs admissibles de la variable .
A(z) est appelé axiome inductif.

Dans la métathéorie j’admets le postulat de la N-réalisabi-
lité: des objets quelconques ¢, ..., ¢, étant donnés, on peut
leur appliquer les opérations métathéoriques (formation des
termoides, des formules, itérations des opérations appliquées,
etc.) un nombre quelconque de fois de N. (Au lieu de N je
pourrais choisir une autre suite naturelle N* plus longue que N;
alors il faudrait remplacer par N* la longueur des alpha-
bets, ete.)

Ce postulat ne nous permet pas d’affirmer qu’un termoide
soit un terme; pour cella il faut attendre ’apparition de I’événe-
ment correspondant dans D; ou A; ou déduire de nos postulats
que cette attente aurait une fin. Par exemple, le termoide

p(p(...(p(a))...)) avec | occurences de ,p“ est toujours un

terme (car, comme je P’ai déja dit, I est un nombre ajoutable.)

Les figures en forme d’arbres, qu’on obtient d’une maniére
naturelle en partant des axiomes et des régles de la déduction,
ne sont pas encore des démonstrations; je les appelle corps de
démonstrations.

Pour chaque axiome de S (donec pour chaque théoréme de
ce systéme) je construits un corps de démonstration. Pour les
axiomes de ZF; , sauf I'axiome de ’infini, l1a possibilité de la
construction est une chose naturelle, car ces axiomes sont
vérifiés dans le domaine des ensembles finis (aveec leurs élé-
ments etc., c’est-a-dire ils doivent aussi étre finis pour appar-
tenir au domaine dont il §’agit). Quelques difficultés surgissent
lorsqu’il s’agit des axiomes de 'union et de D’ensemble des
sous-engembles, car l’axiome de l'extensionnalité n’est pas
respecté (tous les a; avec les indices j bien grands étant des
yensembles vides®, chaque ensemble 2 est coextensif avee
x+a;, etec.). Mais on peut surmonter ces difficultés en for-
mulant ces axiomes comme dans le systéme 2' de K. Godel.
Il faut encore se borner a considérer des événements de Dy
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représentables sous la forme 3,4 3,4 ... +3, ou tous les 3; ont
la forme [y] ou a; (j = 0,1, ...,102.1), sont distincts et pour
i < j < q3 précéde 3; dans l'ordre alphabétique (qu’on peut
définir en termes des fonctions et prédicats de s). (Sinon 3,, 3, +
+ 31, 31+ 3.+ 31 --- sont tous coextensifs et cela affaiblirait
l’axiome de I’ensemble de sous-ensembles).

Iraxiome de Dinfini est formulé (dans ZF™) comme
Pexistence d’un ensemble équivalent 4 sa partie propre. Pour
cela j’admets que la langue de ZI¥ contient le symbole {xy}.
Dans le modéle que je considére a présent je pose {a;} = a;,
{x} = [x] et {xy} = {x} v {y}, le signe ,,* étant défini de la
maniére naturelle. I’axiome de 'infini (pour ZF; ) est satisfait
par ’ensemble I = ay+ a,+ ... + aygzq.

Quant a Paxiome (A), la suite K étant explicitement plus
courte que §-10%, K, est explicitement plus courte que }-10%-1.
Soit V= {a3.1012.001, @f1012042 oy o127} (C€8E-A-dire V={aygn1}+
+ oot {1127} €t W = {ay, ..., dy+1} (C’est-a-dire W = a,+...
w. +4.7; le nombre 40 étant un nombre de K, 1’événement
a4 €xiste dans K;), R est ’ensemble de tous les sous-ensembles
de W dans le sens traditionnel. Alors la puissance de R est
égale & 29+! > 1.1012.] et il existe un sous-ensemble U de K
équivalent & V dans le sens traditionnel. Les éléments distinets
de U ne sont jamais coextensifs (ce qui est nécessaire pour
obtenir la, forme de Y’axiome (A) convenable pour le systéme
ZE~ et la démonstration relative traditionnelle de la non-
-contradiction de I’axiome de l’extensionnalité). Encore ces
éléments sont les parties d’un sous-ensemble dénombrable qui
existe dans I (en termes de la théorie ZF™). L’ensemble U est
équivalent & V et n’est équivalent & aucune de ses parties
propres. Ce qui est essentiel dans ce raisonnement, c’est la
circonstance qu’en le poursuivant nous n’avons rien a faire
avec la ,,queue” indéfinie de la suite K; et avec les a; correspon-
dant & a; de cette queue, tandis que tous les paradoxes qu’on
peut attendre dans cette théorie sont liés & la difficulté qu’il
y a & constater si I’on n’est pas sorti de cette queue (oun entré
dans elle).

On démontre aussi, dans le modéle que je considére, que
chaque nombre naturel est équivalent a la genése d’un g; de K;
(je fais abstraction ici de quelques considérations secondaires
qui sont liées & la nécessité de remplacer les 3 par ). La puis-
sance de 3-102.] de U étant plus grande que tout a; on voit
que U n’est équivalent & aucun nombre naturel.

Infinitistic Methods 14
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Dans cette partie des raisonnements nous aurons peut-
-étre & considérer la ,quene“ de K; — mais nous n’aurons pas
3 sortir d’elle.

Je reviengs maintenant & la notion de la démonstration
dans la théorie 7'(Dy, K;). A la notion de corps de démon-
stration il faut rattacher ce que j’appelle son dme.

Pour chaque axiome fermé de la forme (de P. Bernays)

VZA(Z)DA(t) ou A(t)DIzA(%)

je dis que le termoide vy est entendwu sous la variable z, ce que:
je désigne par la ,fléche de la substitution® t-—>z. Je dis que
cette fleche accompagne I’axiome considéré. Si ¢t coincide avec
un a; et si 'on fait I’analyse du corps de la démonstration, il
faut identifier cette occurrence de a; avec son apparition dans
un axiome de la forme a; = {a;} ou {a;} = a; (c’est-a-dire con-
stater le fait que les termoides a; dans deux occurences sont
identiques), je dis que {a;} est aussi entendu sous la variable z
(en axiome eonsidéré plus haut) et que la fléche {a;} - z Paccom-
pagne aussi.

Considérons une application de la régle (Ca). Soit ¥ une
variable et (%) un termoide; en faisant I’analyse du corps de
démonstration il faut identifier le terme t{; dans son occurence
explicite dans la prémisse A(f;) avee son occurrence explicite
dans un axiome fermé de la forme de Bernays

V7F(5) D Flpt)) ou Fle(t)) D IgF ()

pour les événements ¢; arbitrairement tards du procédé Dy
ou K; (c’est-d-dire pour les événements qui apparaissent
arbitrairement tard le long d'un fil du procédé). Alors je dis
que le terme ¢ (%) est entendu sous 7 dans les axiomes de Bernays
indiqués et dans I’axiome inductif A (z) et que la fléche ¢ (Z) >y
accompagne ces axiomes.

Par exemple, chaque formule ouverte de la forme

VzF(Z)DF(t) ou F()DAZzF(7)

peut étre considérée comme un axiome inductif accompagné de
la fleche t—Z.

Si une fleche t—z accompagne un axiome, je dis qu’elle
accompagne aussi chaque formule qui suit cet axiome dans le
corps de démonstration donné. L’ordre des fleches distinctes
accompagnant une formule est défini d’une maniére naturelle.
(Voir la remarque 1.)
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Pour deux fléches t->% et ¢(Z)—>% je considére la fléche
¢(t)—>y que jappelle produit des deux fleches données:

p(t)—>y = (t—>Z) x{p(T)—>7) .

(Si la seconde fléeche ¢(Z)->y ne contient pas la variable z,
on a (I—=x) X{p—=y) = p—>7.)

La force convaincante d’une démonstration dépend de la
possibilité de considérer les termoides y, qui figurent dans les
fléches y—Z% obtenues par la multiplication itérée des fléches
accompagnant les axiomes (y compris les axiomes inductifs),
comme les valeurs admissibles de la variable z (pour chaque
systéme de valeurs des arguments de y), c’est-a-dire de la
possibilité de considérer ces y comme des termes. Cette con-
dition est essentielle méme pour les théories traditionnelles
(’surtout pour la justification du principe d’induction de =
a4 »+1) o on l'admet implicitement, peut-étre sans raison
suffisante, comme une chose triviale.

Je dis que le corps de démonstration P posseéde une dme
g8'll satisfait aux trois conditions I-III:

I. Tous les termoides qui figurent dans P soni des termes.

II. Soit /' un ensemble fini de fléches accompagnant les
formules de P dont la puissance appartient & N. F est partielle-
ment ordonné par Pordre qui existe dans l’arbre P. A chaque
fléche f, de F je fais correspondre 1’ensemble F, défini de la
maniére suivante:

Si dans F il n’y a pas de fléches situées an-dessus de f,,
alors F, = {f,}. Supposons que pour chaque f, située dans F
al- dessus de fp ’ensemble F,, soit déja défini et soit F; 'union
de ces ensembles. Je désigne par G, ’ensemble contenant
toutes les fleches de la forme fy X fp, ou f5 appartient & Fy,
et la fléche f, (ainsi les éléments de G, sont fp eb les fp X fy).
Je désigne par H, ’ensemble de toutes les fleches g, xf; ol
les fléches g, et f; appartiennent anx ensembles Gj et F; res-
pectivement. Alors F, est 'union des ensembles Fy, G, et H,.

Je désigne par ¥ Punion de tous les ensembles F,, pour
toutes les fléches f, de F.

La condition IT consiste en ce que, pour chaque ensemble ¥
de Uespéce considérée, tous les tmmmdes qui figurent dams F
sont des termes.

Beaucoup de paradoxes naturels peuvent étre expliqués
par la condition II. Cette condition assure ce que j’appelle

14*
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Dusage juste des termes et des variables. Mais il reste encore
une source possible de paradoxes qui consiste dans le danger
qu’il y a 4 considerer implicitement la suite K; comme une
suite achevée. Pour éviter ce danger il faut tenir compte de
Temploi des identifications des termes nécessaires pour ’ana-
lyse d’une démonstration.

Il y a lieu de revenir ici a la critique des mathématiques
traditionnelles. Il s’agit de la critique de la conception méta-
théoretique de l'identité des objets formels de méme que de
Didentité des objets des modéles considérés. On a ainsi deux
aspects de la critique de 1’identité — les aspects syntazrique et
sémantique. Ici je me borne a rerharquer que la notion des
lettres identiques n’est claire que pour les formules écrites —
mais lorsqu’on considére les procédés infinis tels que, par
exemple, les applications ‘de la régle de Carnap, on ne peut
jamais considérer comme écrites toutes les formules qui y figu-
rent.

L’analyse compléte d’une démonstration exige I'indication
explicite de chaque identité de deuX objets syntaxiques ou
gémantiques usée dans la démonstration. Cette indication est
appelée identification des objets considérds. Les actes des iden-
tificatioris doivent étre compris dans chaque procédé qu’on
congidére — et il ne peut étre question de ‘I’identification de
deux événements avant leur apparitioh, de méme qu’on ne
peut pas effectuer une autre construction en partant des événe-
ments qui ne sont pas encore apparus. C’est le point pricipal
du point de'vue génétique.

L’identification de deux objets composés n’est possible
qu’aprés celle de leurs parties composantes. Outre les identi-
fications, quelques autres événements interviennent dans I’ana-
lyse d’une démonstation — & savoir, les usages des identifi-
cations, dont je ne veux pas parler ici.

Il faut tenir compte du procédé de 1’identification de deux
objets composés, soit de deux mots ¢,...¢; et d,...d;. Pour
Deffectuer, il faut.vérifier que pour chaque ¢ < k, ¢; est iden-
tique & d;. I’ordre de ces identifications ne joue aucun role,
car pour la coincidence de deux mots de longueur 100, .par
exemple, lidentité de leurs 72 signes a la méme importance
que celle des premiers.

Pour Pidentification des ¢;...c; et d,...d, figurant dans un
corps de démonstration P il faut considérer, pour chaque
gigne a qui coinlcide avee ¢; ou d;, le procédé =, qui enregistre

A
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toutes les occurrences de a dans P dans I’ordre de leur appari-
tion, de méme que les identifications de ces occurrences néces-
saires pour I’analyse de P. Ce sont les événements de =,; d’aprés
ce que je viens de dire, il ne faut pas tenter de réduire‘les mq
4 un, seul procédé. D’une maniere analogue, pour les objets plus
compliqués composés des parties p,, .., p, il faut d’abord
considérer les procédés m,,. La transitivité et la symétrie de
l’identité ne sont pas présupposées, mais, si ceci est nécessaire,
les identifications correspondantes appartiennent & ’analyse.

Il faut done considérer d’abourd tous les z, ol a sont les
symboles atomiques de P, puis les =, pour tous les 4 composés
directement de ces symboles, ete. .

Ce sont les identifications des a; avec les {a;} qui sont la
cause de mon inquidtude. A chaque {a;} correspond un procédé
ngy- Chaque acte de Didentification ou de Pusage des identi-
fications présuppose les événements:de quelques procédés m.
Selon mon point de vue génétique, il est toujours nécessaire
que tous les g; qui interviennent dans ces t soient bornés dans K,
¢’est-a-dire qu’ils appartiennent & la genése d’un événement «;.

Je crois encore a la néeessité d’éviter les rencontres des
suites {a;}, ol les a; ne sont pas bornés dans I(;, dans les parties
des raisonnements qui prétendent étre finies. Voici les défi-
nitions nécessaires: .

A. Supposons que @ soit une partie de P et que le nombre
d’occurences des formules dans ¢ appartienne & N et admettons
que tous les événements de Dy ou K; exprimés par les termes
figurant dans ¢ .appartiennent & la genése d’'un évenement
de D, ou respectivement de K;. Alors j’appelle @ partie finie
fde P. (Voir la remarque 2.)

B. Soit ¢ une partie de P et f une fleche accompagnant
dans P une formule de . Si f a la forme t—Z ot ¢ est un termoide
constant ne figurant pas dans les formules de @, j’appelle f
fléche oubliée (dans @)).

I1 est évident qu'une partie finie de P ne peut pas contenir
d’applications de la régle (Ca), tandis que pour chaque prémisse
de (Ca) sa déduction des axiomes inductifs qui figurent dans sa
démonstration est finie.

Voici enfin ’énoncé de la condition ITIT.

II1. I1 faut que powr le corps P il ’éxiste une analyse pro-
longée sur les fléches accompagnant les formules de P. Pour
chaque énsemble F de la ‘condition IT DUdnalyse doit étre prolon-
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geable sur les explications des apparitions des fléches dans 7.
Lanalyse doit comprende les actes d'identification de maniére
que Videntité des termoides dans les fléches soit symétrique et
transitive. Pour chaque partie finie Q de P el chaque ensemble F°
de fléches, qui accompagnent dans P les formules de Q et ne sont
pas oublides dans @, les conditions suivantes doivent élve sati-
Sfaites:

(Cfy) Le long de chaque fil de F", pour les fléches de la forme
t->Z ou t est un termoide identifiable avec un a; les événements
de K; équivalents aux indices © ne peuvent pas ne pas étre bornés
dans K;.

(Cty) Il en est de méme dans les fils des formules de ¢) pour
les occurrences des a; qui ne figurent pas dans d’autres termoides.

La condition (Cf) garantit qu’il n’y a pas de suites des {a;}
dans Panalyse des parties finies, y compris ’analyse des fléches
non-oubliées et les identifications nécessaires. Je ne parle pas
dans (Cf) des termoides plus généraux £(a;), car si les identi-
fications des a; et {a;} deviennent nécessaires, alors les condi-
tions (Cf) sont déjh applicables.

La transitivité et la symétrie de lidentité dans la con-
dition IIT garantissent que si deux occurences d’une fléche’
t—Z¥ sont apparues et si ’analyse exige:

1) lidentification de deux occurrences explicites de ,%
dans ces occurrences de la fléche et

2) D’identification du termoide ¢ avec un autre termoide #’
pour une de ces occurrences de &, alors il faut que 'identi-
fication de ¢ ¢t de ¢’ soit contenue par ’analyse aussi pour la
gseconde occurrence de la fléche.

La totalité des fleches t—Z indiquant le domaine des
valeurs de la variable T usées dans la démonstration, il faut
tenir compte de ee que le sens d’une expression A (z) peut
dépendre non seulement des termoides admissibles pour Z,
mais aussi de la maniére dont on identifie ces termoides dans
le raisonnement. C’est pourquoi la transitivité dans la con-
dition ITI est nécessaire. -

Un corps-de démonstration qui posséde une dme (c’est-a-~
-dire satisfait aux conditions I-III), est appelé démonstration
et sa derniére formule sera appelée son résultat et théoréme
de la théorie T (D;, K;). (Voir la remarque 4.) )

I1 peut arriver que la formule de la forme 4 & 714 soit
démontrable sans qu’il soit possible de prolonger ’analyse de

(13
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1a, démonstration sur ’identification de deux 4 au sens de la
condition III. (Rappelons que ’axiome A D (3D A & B) n’exige
pas l'identification de A et .B!). Une telle contradiction est
appelée contradiction apparente. Tel est, par exemple, le cas
ol A exprime que l’ensemble {a,}+ {a,}+ ... + {@,g12.;} est {fini.
I’identification de deux A4 étant impossible, on ne peut pas
appliquer Paxiome 714 D (4 D B). La transitivité de 1'identité
étant violée chaque fois que P’on tente d’établir une identi-
fication de deux occurrences des 4 dans A & A4, je ne diras
pas que ces deux A ont le méme sens dans la démonstration.
Evidemment j’admets ici une espéce nouvelle de sémantique
qui lie le sens d’une formule & son occurrence dans la démon-
stration. B}

Tous les théoremes du systéme formel S qui admettent une
dérgonstration de longueur < I, sont aussi des théorémes de la
théorie T(D;, K;) — donec aussi d’une partie F(D;, K;) de cette
théorie ol il n’y a pas de contradictions apparentes. Ici la
ylongueur® peut signifier le nombre d’occurrences des formules.
Le nombre k dans la définition de I est la longueur de la démon-
stration de 1’axiome de Dlinfini dans F(D;, K;).

Il s’ensuit que le fait que I’ensemble U.(ou E) usé dans
la démonstration de (A) dans T'(D;, K;) est fini ne peut pas
étre démontré dans S par une démonstration de longueur. < .
Done la longuneur minimale d’une démonstration dans S du
fait que l’ensemble & = {z,, ..., 4y} est fini croit au moins
comme lg,l—40. Un résultat analogue s’obtient pour le sy-
stéme ZT",

*"Je vais décrire la théorie F(D;, K;). Cela est possible de
Pplusieurs.maniéres et ¢’est avec peine que j’ai choisi la variante
suivante:

A. Les axiomes inductifs sont: les lois générales de la
logique intuitionniste (avec les axiomes d’égalité pour les
symboles de s) (voir la remarque 3), les formules exprimant
les définitions des fonections et des prédicats de s, 171 = ¥
D%=% 1 12¢9D%y (¥, %,.. étant les variables pour
les événements de D; et K; introduites de la maniére ordinaire
<en termes de z,y, ... et a,f,...), les formules

- B =p(a) et Io@={a)
et les formules démontrables & 'aide de la- régle

@ Aag)y ..., A(102-1), A(Z) O A([z]), A®) & A(3) D A(F+3)
o A (%) T
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de Plinduction ordinaire (Z étant une variable de lalphabet
z,y,..), dont les applications sont assujetties a la restriction
suivante:

B. Les fléches accompagnant les formules qui interviennent

dans la démonstration des prémisses de {I*) me, peuvent avoir
que les formes sunivantes:

bl. T—>Z,

b2. t—%, ol t est un termoide constant distinet de tous
les {aj},

b3. z-—>y, ou ¥ est une variable qui ne figure pas dans
les premiers membres des fléches accompagnant les formules
dans leurs oceurrences dans les démonstrations des axiomes
inductifs excepté les fléches de la forme bl,

bd. ¢g—7, oll § est une variable de Palphabet x,y, ...
et ¢ est un termoide contenant des variables et satisfaisant
& la condition suivante:

b4 (a). Sila valeur de ¢ pour quelques valeurs s, ..., s, de
ces variables est égale a a; (40+1<< 7 < }-102-7), alors une
des valeurs s, ..., s, est égale 4 a;. En outre, chaque termoide
contenant des variables et obtenu par la superposition de ¢
(y compris le termoide ¢ lui-méme) exprime une fonction
distincte de tous ses arguments.

(Il est évident que la formule A (z) de (I‘:”) peut étre obtenue
par 'application de la régle (Ca), done en formulant F(D,, K;)
on peut employer d'une fagon naturelle la notion de fleche
accompagnant une formule.) '

C. Pour chaque a; qui figuwre dans ’axiome inductif usé
dans la démonstration d’un théoréme de F (D, K;), 'index ¢
satisfait & la condition

el. ¢ <404+1vei> §-102.1 .

Je désigne .par L la totalité des axiomes induetifs pour
lesquels aucune formule accompagnée par une fleche de la
forme {a}—~>Z ou {a;}—% (a appartenant & l’alphabet a, g, ...)
n’intervient dans la démonstration d’une prémisse. Pour chaque
théoréme de F(Dy, K,) je désigne par E la partie de sa dé-
monstration qu’on obtient en éliminant les démonstrations des
prémisses des axiomes induetifs. J’appelle une définition bonne
si chaque a; qui y est usé explicitement satisfait 4 la condition cl.
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Remarque La fonction a;y, = ¢(a;) (¢ < 102.1) n’ap-
partient pas 4's. C’est pourquoi la définition suivante n’est
pas bonne: »

Ua) =y,  Ulag) = Ula) +[U(a)] (<1027

Pratiquement, j’utilise une seule définition qui n’est pas
bonne: I = gy,+a,+...+a;,02; (et les termoides plus courts
usés dang cette définition).

D. Pour chaque théoréme de F'(D;, K;), toute définition
qui entre dans R, ou dans la démonstration d'un axiome
induetif de L est bonne, ou n’entre pas dans les démonstrations
des axiomes inductifs qui n’appartiennent pas a L.

E. Pour chaque démonstration de (D, I{;) tous les
termgides admissibles pour les variables a, f, ... contiennent 1,
symboles ,p* au plus.

I. Pour chaque théoréme de F(D;, K;) et chaque fléche f
qui figure danis, si le second membre de F appartient & ’alpha-
bet a, ﬁ, ..., alors la fléche f coincide avec

f0. a)—f3
ou bien elle a une des formes suivantes )
fl. a— ﬂ,

2. t—>/3, olt ¢ est un termoide constant.

G. Pour chaque théorémé' de F(D;, K;) le nombre des
formules dans R ne surpasse pas I, + k—1.

H. Pour chaque théoréme de F(D;, K;) le nombre des
variables distinetes qui figurent dans sa démonstration ne
surpasse pas I,.

La théorie F(D,, K;) est ainsi décrite. Elle a devant
T(Dy, K;) Pavantage que dans F(D;, K;) on peut considerer
les démonstrations du point de vue traditionnel finitiste. En
effet, pour chaque axiome inductif de 7'(D;, K;) on peut fournir
de sa démonstration toutes les fléches qui 1’accompagnent —
et alors le reste n’est plus qu’une vérification finitiste facile. Les
fleches accompagnantes peuvent aussi étre obtenues d’une
maniére qui n’exige pas que 'on sorte du domaine traditionnel
finitiste excepté le cas ol ’on considére des fleches de 1a forme
t—Z, ou t est un termoide constant, pour-lesquelles la notion
de terme est indispensable. Mais cela ne présente jamais de
grandes difficultés. Il est probable que tous les théorémes de

Ll
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F(D,, K;) sont aussi des théorémes de 7(D;, K;). La vérifica-
tion des conditions I-IT est directe et ne fait pas usage des
conditions D et H, de méme que des restrictions pour b4.
Celle-ci sont nécessaires pour la condition ITT.

Drailleurs la vérification compléte de la condition ITT est
bien compliquée et exige quelques considérations sur ’ordre
partiel dans ﬁ', que je ne peux pas discuter ici. Faute de quel-
ques définitions, il y a.encore une lacune que je comble plutot
par lintuition que par des raisonnements complétement ex-
plicites. Mais je n’insiste pas sur mon affirmation & propos
de F(D,, K;). J’ai utilisé cette théorie pour vérifier que chaque
théoréme du systéme S, dont la démonstration a la longneur
<l1,, posséde un corps de démonstration dans T (D, K;) qui
satisfait aux conditions I-II. Quant & la condition ITIL, je lai
vérifiée par des raisonnements directs liés a la considération
des démonstrations directes de A(I) pour chaque axiome
inductif A4 (%) et les identifications nécessaires pour I. (Voir
la remarque 5.)

Il me reste & considérer deux sources de doutes. Tout
d’abord la foree convaincante des postulats de la logique
intuitionniste n’est pas absolue. Elle dépend du choix de
Dinterprétation pour les opérateurs logiques. J’ai critiqué les
mathématiques traditionnelles et j’ai commencé par considérer
des procédés pareils & K. C’est pourquoi les interprétations
traditionnelles, comme celles de S. C. Kleene ou de A. N. Kol-
mogoroff, ne me semblent plus convenables et il ne me reste
gu’une interprétation psycholinguistique. Pour l’implication il
faut supposer qu’on comprend le sens des séquences: A4,, ...,
A,—~B (n>0): ,B est nécessaire dans les suppositions
Ay ey A¥ ou d'aillewrs A4,, ..., 4,, B peuvent & leur tour
étre des -séquences. Pour les autres opérateurs, de méme que
pour Pimplication, on peut admettre la méthode de Gentzen.
La difficulté la plus grande consiste dans la justification des
postulats 4 & 714 D B. Quant & moi, je préfere 1’éviter dans
les métathéories et proposer une démonstration de sa non-
-contradiction relative pour les théories formelles que je con-
gidére. Une telle démonstration est basée sur linterprétation
de 74 comme A D f, ol f est une formule convenable. Il faut
que chaque formule de la forme fD B goit démontrable. Pour
cela il suffit de prendre pour f las formule VEVY (T = ).
Mais alors la force convainecante de la formule Tp(a) =g
disparait. Done je prends pour f la formule a, = a, (analogue
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3 la formule 0 = 1 de P’arithmétique traditionnelle). Alors la
force convaincante de la formule T]p(a) =g, coincide avec
celle de la formule p(a) =a, D a, = a, ot cette formule est
démontrable 4 P’aide d’une fonection analogue & la fonction
sg(n) de S. C. Kleene (Iniroduction to metamathematics, § 44).
I’induction définissant cette fonction est possible dans K;
de méme que pour la fonetion partielle ¢ +b (b = 0, 1). Done
on peut démontrer a; = a, D VYV (# = %) aprés avoir admis
. le principe d’induction sous une forme convenable et quelques
autres suppositions secondaires. :

Le développement de cette théorie des opérateurs logiques
doit étre rattaché a la considération proposée des identifica-
tions.

D’autre part, on peut mettre en doute la force convain-
capte des raisonnements trés longs. A vrai dire, ce doute
existe aussi pour les théories traditionnelles, mais ici la si-
tuation est beaucoup plus compliquée a cause de la présence
de plusieurs suites naturelles.

On peut bien admettre que si les raisonnements de lon-
gueur n sont convaincants, les raisonnements de longueur % +1
le sont aussi. Donc les nombres exprimant les longueurs des
raisonnements (corrects) convictifs forment une suite naturelle
concréte J. Kvidemment elle est explicitement plus courte
que K. Mais la justification de la régle de Carnap demande
qu’elle soit isomorphe & N.

Pour lever cette difficulté j’ai construit une théorie des
fonctions et prédicats récursifs des événements de D; et K;.
Le fait que le procédé D, est ramifié n’y change presque rien
car on peut le transformer en une suite naturelle isomorphe & N.
On le fait 4 I’aide de ’énumeration de K. Godel (avec quelques
changements des identifications). (L.es a; deviennent des nom-
bres premiers p;, et on transforme les opérations {x] et z+3
en 2 et 39. 59 ot (w) signifie le résultat de la transformation
de w.) La différence la plus essentielle par rapport & la théorie
traditionnelle consiste en ce que méme les récursions primitives
ne donnent souvent que des fonctions partielles.

J’introduis les nombres de Godel pour ces fonctions de
la méme fagon que dans le livre mentionné de 8. C. Kleene.
Ces nombres appartiennent a la suite N,

Les A\ -notations s’introduisent aussi comme dans le livre
de S. C. Kleene, mais il faut alors tenir compte de deux
alphabets des variables (pour K; et D).
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Ensuite j'introduis la notion de nombre réalisant la for-
mule — comme le fait Kleene, § 82. Par exemple, si la formule
A(a) est réalisée par a(a) pour chaque o de K;, la formule
VaA(a) est réalisée par le nombre Aca(a) (a est une variable
de 1’alphabet a, f,...). De méme pour Palphabet z,y, ...

Les affirmations: ,Le nombre r réalise la formule A“
appartiennent 4 un domaine W. En analysant ces affirmations
et les raisonnements correspondants j’introduis la notion de
fleche accompagnant une affirmation de W — et des conditions
analogues & I-III. Je démontre 1’analogue du théoréme de
R. J. Nelson: chaque formule démontrable dans F(D;, K;) est
réalisable. .

Le calcul des valeurs des fonctions récursives de cette
théorie peut étre envisagé comme exécutable par une machine
qul ,différe essentiellement de la machine de Turing par ce
que pom y -introduire un nombre de K;, il faut attendre son
apparition.

L’avantage qu’on tire de cette considération consiste en
ce que le probleme de.la force convaincante ne se présente pas
en connexion avee le travail d’une machine: ses résultats sont
des nombres, non pas-des propositions. Il reste donce le postulat
que les conditions analogues & I-IIT — qui garantissent 1'usage
juste des termes et des variables de méme que la possibilité
des identifications nécessaires — représentent les conditions
suffisantes pour la possibilité (potentielle) de la marche de
la machine.

En démontrant ’analogue du théoréme de R. J. Nelson
j’emploie, il est vrai, quelques raisonnements dont la justesse
dépend encore de conditions analogues & I-IIT pour le do-
maine W. Mais la longueur de ces raisonnements pour chaque
formule F démontrable dans F(D;, K;) ne surpasse pas con-
sidérablement celle de la démonstration de F mesurée par le
nombre d’occurrences des symboles logiques et des régles de
la déduction.

Il est & remarquer que la justesse de ma théorie dépend
de celle de mon analyse des raisonnements mathématiques
en général. Seule la justesse de cette analyse peut assurer que
je n’al omis aucune condition nécessaire. On peut encore discuter
la justesse de ces conditions telles que je les ai énoncées. Ces
réflexions sortent.du cadre de mes considérations. En tout cas
je me sens incapable de démontrer la justesse de mon analyse;
¢’est pourquoi je propose de considérer ’hypothése qu’auncune
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condition nécessaire n’a été omise et que les énoncés de mes
conditions ont été corrects comme un postulat nouveau que
j’appelle postulat de mon irréprochabilité. Si force convaincante
ne surpasse pas’celle de la thése de A. Church. :

J’ai congidéré ici seulement la théorie de deux procédés
correspondant & deux suites naturelles concrétes K; et N,
Je suis persuadé qu’en introduisant une troigiéme suite N,
explicitement plus longue que N, et en admettant le postulat
de N,-réalisabilité on peut démontrer de la méme maniére
la non-contradiction relative de la théorie ZF + (A)4-(I),,
ot (I), est I’axiome de l’existence d'un nombre cardinal inac-
cessible (au sens de A. Targki). En admettant ’existence de
plusieurs suites de longueurs croissantes (Ny, Ny, ...) on peut
établir 1a non-contradiction relative des théories formelles con-
tenant ges axiomes de l’existence de p‘lusieurs nombres car-
dinaux inaccessibles et méme de suites infinies de tels nombres.

Pour obtenir les suites ‘N,, N,, ... il suffit de tenir compte
de ’existence” traditionnelle* des fonctions qui croissent plus
vite que 2" et dont chacune croit plus vite que la précédente.
. ‘Mais je n’ai pas encore développé la techmque nécessaire
pour ces considérations. I . . :

Le programme ultra-intuitionniste des fondements des
mathématiques consiste avant tout dans la justification du
postulat ,Trad* de l’existence d’une suite naturelle ol 1’opé-
ration 2% est définie partout. '

.21l me semble que ce probléme est lié 4 une étude ap-
profondie des modalités. En effét, il s’agit de la possibilité
de continuer le calcul jusqu’a 2" pour chaque # obtenu.
Beaucoup de ,possibilités* interviennent dans Trad et il s’agit
d’examiner leurs relations. Ensuite, il faut développer dans
tous les détails la théorie des identifications et la sémantique
correspondante que j’ai mentionnée une fois. i

Ce n’est qu’alors qu’on pourra considérer les démonstra-
tions obtenues comme définitives.

Remarque 1, Les fléches accompagnant les formules
d’un corps P de démonstration sont ordohnées par Dordre
qui existe dans l’arbre P. Plus exactement, pour deux (oc-
currences des) fleches accompagnant les (occurrences des)
formules distinctes, leur ordre relatif coincide avec celui des
(occurrences dans P des) formules accompagnées par les fléches.
Si deux fleches distinctes accompagnent la méme occurrence
d’une formule A dans P, chacune de ces occurrences des fléches
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est nouvelle ou provient de l'occurrence dune fleche accom-
pagnant une formule précédente dans P (non néecessairement
simmédiatement précédente®). Alors ordre de ces occurrences
des fléches accompagnant la formule 4 coincide avee Pordre
dans P des formules accompagnées par les occurrences des
fléches (y compris la formule A4). ’
Evidemment, dans le cas général, c’est un ordre partiel.
L’ensemble de toutes les fléches accompagnant les oceurrences
des formules dans P ainsi ordonné n’est plus un arbre. Pourtant
on peut parler de ces fils.

Remarque 2. Je dis qu'un termoide ¢ exprime un évé-
nement e, si e est désigné par le termoide ¢, qu’on obtient de ¢
en calculant les valeurs des fonctions dont les symboles y in-
tervienment et en substituant les termes désignant ces valeurs
dans ¢ (au lien de ces symboles avec leurs arguments).

Remarque 3. Quant aux lois logiques mentionnées
dans A, je suppose que les terms ¢ des axiomes YZA(Z) D A(t)
et A(t)D AT A (%) contiennent un signe ,p“ au plus. On dé-
montre facilement que cette restriction n’empéche jamais la
possibilité de construire un corps de démonstration’ pour une
formule arbitraire.

Drailleurs, si un ¢ a la forme p(a), ot @ appartient & ’alpha-
bet a,p,.., on peut de méme supposer que.,a* coincide
avec ,a“, car un axiome nécessaire VZA(z)D A(p(a)) peut
toujours étre obtenu & partir des deux axiomes VzA(Z)
D Afp(a)) et YaA(p(a))D A(p(a)) (et d’une fagon analogue
pour-3).

Je suppose encore que, si ¢ est constant, il ne contient
pas de signes fonctionnels. Evidemment on peut obtehir un
axiome VZA(Z)D A(f(a)) o a est constant & partir -des
axiomes VZA(Z)D A(f(Z) et VZA(/(Z) D A(f(a)) (et d’une
facon analogue pour I). (Le cas ou f(a, b) contient deux con-

stantes a et b_exige évidemment deux variables.)

Remarque 4. Faute de la régle -4, —B— |——'A & B on
ne peut pas, en général, conclure que |-VZA(Z) entraine
HA(t) & ... & A(t;) pour chague systéme de valeurs admis-
sibles #;, ..., %, de la variable Z. Pour lever cette difficulté,
on peut rempalcer les A(t#;) dans (Ca) par les conjunctions
des A (1;), o t; sont tous les événements de la genése de ¢; (pris
dans un certain ordre). .
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D’ailleurs, dans la théorie F(D;, K;), |-VZA(Z) entraine
toujours |- A (&) & ... & A (1), eb c’est pourquoi j’ai évité cette
complication. . N

Remarque 5. On peut d’ailleurs démontrer mon affir-
mation & propos de F(D;, K;) en ajoutant quelques autres
clauses aux conditions A—H. Ces nouvelles clauses, compa-

tibles avec la vérification des axiomes de S, sont les suivantes:

(I) Le seul termoide, dont la définition n’est pas bonne
et qui intervient dang les démonstrations des théorémes de
F(Dy, ), sauf dans les démonstrations des axiomes inductifs
de L, est I = ay ... +a,q2;. Ce termoide ne figure que dans
les démonstrations des axiomes inductifs ael et "o e L.

(J) Soit @ une partie finie de P qui intervient dans la
démonstration d’un axiome inductif de L. Alors les conditions
Mivantes sont satisfaites:

j1. Dans chaque fil des fléches accompagnant les formules
de @ et non oubliées en @ il y au plus une fleéche de la forme
a1—>'i‘“

j2. Le long de chaque fil des fléches accompagnant les
formules de @ et non-oubliées en @, pour chaque a; et chaque
signe fonctionnel ¢ de s, la fléche de la forme ¢(z, a;)—>y ou
p(a;, T)—7 (ol ¢ est un termoide distinet de ses arguments'
et les variables T, 7 peuvent coincider) apparait une fois au
plus.

j3. Pour chaque fléche non-oublide de la forme a;— 7,
accompagnant une formule de @,z ne figure pas au premier
membre d’une fleéche de la forme b3. )

!

(K) Le nombre d’axiomes inductifs dans P qui ne con-
tiennent pas de termoides constants ne surpasse pas un nom-
bre de K;. . .

Soit ¥,(Iy, K;) la théorie F(D,, K;) élargie par les condi-
tions (I)-(K). Les contradictions apparentes sont impossibles
dans Fl(—Dl; Kl).

Ajouté en cours’d’épreuves. Une analyse plus détaillée m’a mon-
tré que la nouvelle condition suivante est aussi utilisée en connexion avec
Taxiome (4);:

(L) Les parties composantes (pour rapport a ,,+%) du terme B
mentionné & la page 209 entrent dans la démonstration symétrique-
ment (dans un sens naturel). ]

La totalité L (p. 216) doit comprendre’ aussi les formules entrant
en démonstration de (A4);.

——s



