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�ëàâà A. Ìåðà Õààðà íà ëîêàëüíî

êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ

1 Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû. Ìåðà Õààðà

1.1. Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G � ýòî õàóñäîð�îâî òîïîëîãè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ãðóïïîâûìè îïåðàöèÿìè, ïðè÷åì óìíîæåíèå G ×
G→ G íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à âçÿòèå îáðàòíîãî ýëå-

ìåíòà G→ G íåïðåðûâíî.

Íèæå â �îðìóëèðîâêàõ è äîêàçàòåëüñòâàõ îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé ìû,

êàê ïðàâèëî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ íà G èìååò ñ÷åòíóþ áàçó.

Çàìå÷àíèå. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî îñëàáèòü è ïîòðåáîâàòü ëèøü:

1. ðàçäåëüíóþ íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèÿ (x, y)→ xy;
2. íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèÿ â òî÷êå (e, e); 3. íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæå-

íèÿ x 7→ x−1 â òî÷êå e.
Ýòî èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî ïðè ïðîâåðêå òîãî, ÷òî äàííàÿ ãðóïïà G

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé, ñì, íàïðèìåð [Kir, 2.6℄. ♦

Â ��1-4 äëÿ íàñ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëîêàëüíî êîìïàêòíûå

ãðóïïû. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî

êîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ åãî òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü ñ êîìïàêòíûì çàìû-

êàíèåì.

Ñì. [Zhe1, �2℄, [Zhe2, ãë. 4℄, [Kir, 2.6℄, [Pon, ãë.3℄, [HR1, ãë.2℄, [Bou1, ãë.3℄.

1.2. Íà÷àëüíûé çîîïàðê òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï.

1) Ëþáàÿ ãðóïïà, ñíàáæåííàÿ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, ÿâëÿåòñÿ òîïîëî-

ãè÷åñêîé ãðóïïîé.

2) Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû.

� GL(n,R) � ãðóïïà âñåõ îáðàòèìûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

� SL(n,R) � ãðóïïà âñåõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n 
 îïðåäåëèòå-
ëåì 1.

� GL(n,C), SL(n,R) � îïðåäåëÿåìûå àíàëîãè÷íî ãðóïïû êîìïëåêñíûõ

ìàòðèö.

� O(n) � ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ (ggt = 1) âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà
n; SO(n) � åå ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì åäèíèöà;

� U(n) � ãðóïïà óíèòàðíûõ (gg∗ = 1) êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n;
SU(n) � åå ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì åäèíèöà;
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� O(p, q) � ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà, ò.å., ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ìàò-
ðèö ïîðÿäêà (p + q), 
îõðàíÿþùèõ çíàêîíåîïðåäåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå; èíûìè ñëîâàìè g ∈ O(p, q), åñëè4

g

(
1p 0
0 −1q

)
gt =

(
1p 0
0 −1q

)
.

Çàìå÷àíèå.Îáîçíà÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò èç àááðåâèàòóð íåìåöêî-àíãëèéñêèõ

ñëîâ general linear, spe
ial linear, orthogronal, unitary. ♦

3) Íåêîòîðûå ìàòðè÷íûå ãðóïïû.

� �ðóïïà ìàòðèö ïîðÿäêà 2 âèäà

(
a b
0 1

)
, ãäå a > 0.

� �ðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, ò.å. ãðóïïà ìàòðèö

âèäà 


t11 t11 t13 . . .
0 t22 t23 . . .
0 0 t33 . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


 ,

ãäå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû tjj îáðàòèìû;

� �ðóïïà ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñîñòîèò èõ ìàòðèö òîãî

æå âèäà ñ tjj = 1.

4) �ðóïïà äè��åîìîð�èçìîâ êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñíàáæåííàÿ

òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

5) Ïîëíàÿ ãðóïïà U(∞) óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-

ñòâà. Íà íåé åñòü äâå åñòåñòâåííûõ òîïîëîãèè, ðàâíîìåðíàÿ è ñëàáàÿ. Ïî-

äðîáíåå ýòà ãðóïïà îáñóæäàåòñÿ â (ï.5.6.

6) Ëþáàÿ ïîäãðóïïà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé

ãðóïïîé.

7) Çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íî êîìïàêòíîé ãðóïïîé (à çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà êîìïàêòíîé ãðóïïû êîì-

ïàêòíà).

8)Ôàêòîð-ãðóïïà. ÏóñòüG � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, àH � åå çàìêíóòàÿ

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà �àêòîð-ãðóïïà G/H , ñíàáæåííàÿ �àêòîð-

òîïîëîãèåé, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé. Åñëè G - ëîêàëüíî êîìïàêò-

íà, òî G/H ëîêàëüíî êîìïàêòíà

9) Êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ãðóïï - êîìïàêò-

íàÿ ãðóïïà. Êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïï � ëîêàëüíî

êîìïàêòíàÿ ãðóïïà.

Äëÿ ÷èòàòåëÿ, íåóäîâëåòâîðåííîãî êðàòêîñòüþ è î÷åâèäíîñòüþ ïðèâå-

äåííîãî ñïèñêà ïðèìåðîâ, ìû ïðîäîëæèì åãî â �5.

4

×åðåç 1p ìû îáîçíà÷àåì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà p; ÷åðåç gt � òðàíñïîíèðîâàí-

íóþ ìàòðèöó.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ãðóïïû, êðîìå óíèòàðíîé

ãðóïïû, ñíàáæåííîé ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé (à òàêæå íåñ÷åò-

íûõ äèñêðåòíûõ ãðóïï), èìåþò ñ÷åòíóþ áàçó òîïîëîãèè.

1.3. Òåîðåìà Õààðà. Ëåâûì ñäâèãîì Lh : G → G, ãäå h ∈ G, íà-
çûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Lhg = hg. Àíàëîãè÷íî, ïðàâûé ñäâèã Rh � ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå Rhg = gh.

Òåîðåìà 1.2 Íà ëþáîé ëîêàëüíî êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå ñî

ñ÷åòíîé áàçîé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî

ìíîæèòåëÿ σ-êîíå÷íàÿ ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ëåâûõ ñäâèãîâ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìåðà îïðåäåëåíà íà σ-àëãåáðå, ïîðîæäåííîé îò-
êðûòûìè ìíîæåñòâàìè è ÷òî ìåðà ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íà.

Ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåðîé Õààðà. �àçóìååòñÿ, ïðàâî-

èíâàðèàíòíàÿ ìåðà òîæå ñóùåñòâóåò, îíà ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâî-èíâàðèàíòíîé

ïðåîáðàçîâàíèåì g 7→ g−1.

Òåîðåìà 1.3 Íà êîìïàêòíîé ãðóïïå ìåðà Õààðà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé, îíà

èíâàðèàíòíà òàêæå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ g 7→ g−1.

Çàìå÷àíèå. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå À.Âåéëÿ [Wei℄, ìåðà

Õààðà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òàêæå íà ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ,

íå èìåþùèõ ñ÷åòíîé áàçû, íî îíà óæå íå äîëæíà áûòü σ-êîíå÷íîé, è σ-
àëãåáðó òîæå íàäî îïðåäåëÿòü àêêóðàòíåé

5

. ♦

Èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà îáùåé òåîðåìû (ñì. �2) äîâîëüíî õèòðîóì-

íû, îäíàêî äëÿ êîíêðåòíûõ ãðóïï ìåðû Õààðà íåñëîæíî ïîñòðîèòü ÿâíî.

Íà÷íåì ñ òðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð. Ìåðà Õààðà íà Rn � ýòî ìåðà Ëåáåãà. Ìåðà Õààðà íà òîðå

(R/Z)n � òîæå ìåðà Ëåáåãà. ♦

Ïðèìåð. Äëÿ äèñêðåòíîé ãðóïïû ìû ïîëàãàåì, ÷òî ìåðà êàæäîé òî÷êè

ðàâíà 1. ♦

Ïðèìåð.Ìåðà Õààðà íà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë ðàâíà x−1dx, ãäå dx � ìåðà Ëåáåãà (à ÷åìó ðàâíà ìåðà Õààðà íà ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé ãðóïïå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?). ♦

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå Z∞2 ãðóïï Z2. Ìåðà Õààðà

ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííîé ìåðîé íà ñ÷åòíîì ïðîèçâåäåíèè äâîåòî÷èé. ♦

Ñì. [Bou2, ãë.7℄, [Wei, �7-8℄, [Zhe2, �26℄, [Na
h℄, [Pon, �29℄, [HR1, �15℄, [Hal,

ãë.11℄.

1.4. Ìåðà Õààðà íà GL(n,R). �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâîMat(n) âåùå-
ñòâåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n. �ðóïïà GL(n,C) ⊂ Mat(n) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíå-
íèåì äî ãèïåðïîâåðõíîñòè det(X) = 0. Ïóñòü dX � ìåðà Ëåáåãà íà Mat(n).

5

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ áýðîâñêèì, åñëè îíî êîìïàêòíî è ïðåäñòàâèìî êàê ñ÷åòíîå

ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ìåðà îïðåäåëÿåòñÿ íà σ-àëãåáðå, ïîðîæäåííîé áýðîâ-

ñêèìè ìíîæåñòâàìè. Ìåðà áýðîâñêîãî ìíîæåñòâà ïîëàãàåòñÿ êîíå÷íîé. Ñì. [RS1℄, IV.4.
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Ìû áóäåì èñêàòü ìåðó Õààðà â âèäå ϕ(X) dX , ãäå ϕ(X) � �óíêöèÿ ïëîòíî-
ñòè.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ A ∈ GL(n,R) âûïîëíåíî

d(AX) = det(A)n · dX

Â ñàìîì äåëå, ìàòðèöà X ñîñòàâëåíà èç ñâîèõ ñòîëáöîâ X1
, . . . , Xn

, ò.å.

Mat(n) ≃ (Rn)n. Ïðåîáðàçîâàíèå X 7→ AX óñòðîåíî êàê

(X1, . . . , Xn) 7→ (AX1, . . . , AXn).

Íà êàæäîé êîïèè Rn ìåðà Ëåáåãà óìíîæàåòñÿ íà det(A), à íà (Rn)n � íà

det(A)n.
Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü ìíîæèòåëü ψ(X).

Ïðåäëîæåíèå 1.4 Ìåðà Õààðà íà GL(n,R) ðàâíà det(X)−n dX.

Çàäà÷à. ×åìó ðàâíà ìåðà Õààðà íà GL(n,C)?

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî óïðàæíåíèå â òîì æå äóõå. �àññìîò-

ðèì ïðîñòðàíñòâà Symm(n) è Asymm(n), ñîñòîÿùèå èç âåùåñòâåííûõ ñèì-
ìåòðè÷íûõ è êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö. �àññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå

A : X 7→ AXAt

ïðîñòðàíñòâà âñåõ ìàòðèö. Îíî ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó òàêèõ æå

ïðåîáðàçîâàíèé íà Symm(n) è Asymm(n), îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ASymm(n) è

AAsymm(n).

Ëåììà 1.5

det(ASymm(n)) = det(A)n+1, det(AAsymm(n)) = det(A)n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ïåðâîå ðàâåíñòâî. Îáîçíà÷èì

èñêîìûé îïðåäåëèòåëü ÷åðåç D(A). Î÷åâèäíî, ÷òî D(AB) = D(A)D(B).
Ïîýòîìó D(CAC−1) = D(C). Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

�àññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Λ ñ ýëåìåíòàìè λj . Òîãäà ìàòðèöà
ΛXΛt èìååò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû xijλiλj . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eij ìàòðè÷íûå
åäèíèöû, ò.å. ìàòðèöû, ó êîòîðûõ ij-ûé ýëåìåíò ðàâåí 1, à îñòàëüíûå ðàâíû
íóëþ. Òîãäà áàçèñ Eij + Eji, Eii îêàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ X 7→ ΛXΛt, à ïîòîìó D(Λ) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë,

D(Λ) =
∏

i<j

λiλj
∏

i

λ2i = det(Λ)n+1. ♦

1.5. Äàëüíåéøèå ïðèìåðû. 1) �àññìîòðèì ãðóïïó ñòðîãî âåðõíåòðå-

óãîëüíûõ ìàòðèö T . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ìåðà Õààðà ñîâïàäàåò ñ ìåðîé
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Ëåáåãà dT =
∏
i<j dtij . Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàçìåð ìàòðèö ðàâåí 4.

Âìåñòî ìåðû ìû áóäåì ïèñàòü äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó ñòàðøåé ñòåïåíè

dt12 ∧ dt13 ∧ dt14 ∧ dt23 ∧ dt24 ∧ dt34.

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû




1 a12 a13 a14
0 1 a23 a24
0 0 1 a34
0 0 0 1







1 t12 t13 t14
0 1 t23 t24
0 0 1 t34
0 0 0 1


 =

=




1 t12 + a12 t13 + a12t23 + a13 t14 + a12t24 + a13t34 + a14
0 1 t23 + a23 t24 + a23t34 + a24
0 0 1 t34 + a34
0 0 0 1


 .

ìû ïîëó÷àåì �îðìóëó äëÿ ëåâîãî ñäâèãà. Ñîîòâåòñòâåííî, íàøà äè��åðåí-

öèàëüíàÿ �îðìà ïåðåõîäèò â

d(t12 + a12) ∧ d(t13 + a12t23 + a13) ∧ d(t14 + a12t24 + a13t34 + a14)∧
∧ d(t23 + a23) ∧ d(t24 + a23t34 + a24) ∧ d(t34 + a34).

Òàê êàê aij - ïîñòîÿííûå, daij = 0. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ïðîèçâåäåíèè

ïðèñóòñòâóþò ñîìíîæèòåëè

dt12 = d(t12 + a12), dt23 = d(t23 + a23), dt34 = d(t34 + a34).

Ïîýòîìó ïîä äðóãèìè çíàêàìè äè��åðåíöèàëîâ ïåðåìåííûå t12, t23, t34
ìîãóò áûòü óáðàíû, è ìû ïðèõîäèì ê

dt12 ∧ dt13 ∧ d(t14 + a12t24) ∧ dt23 ∧ dt24 ∧ dt34.

Òåïåðü â êà÷åñòâå ìíîæèòåëåé ïîÿâèëèñü dt13 è dt24, è ìû ïîâòîðÿåì òîò

æå äîâîä. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n íàäî áûëî áû ñêàçàòü ¾è òàê äàëåå¿, à

â íàøåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå íà ýòîì êîí÷èëîñü.

�àçóìååòñÿ, äè��åðåíöèàëüíûõ �îðì ìîæíî áûëî áû íå ïèñàòü, à çà-

ìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè ëåâîãî ñäâèãà êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà

Rn(n−1)/2 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíîé.
Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî íàøà ìåðà ïðàâîèíâàðèàíòíà.

2) �àññìîòðèì ãðóïïó âåùåñòâåííûõ ìàòðèö âèäà

(
u v
0 1

)
, ãäå u > 0.

Òîãäà ïðè ëåâîì ñäâèãå

(
u v
0 1

)
7→
(
a b
0 1

)(
u v
0 1

)
=

(
au av + b
0 1

)

äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà du ∧ dv ïåðåõîäèò â

d(au) ∧ d(av + b) = a2du ∧ dv
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Ñîîòâåòñòâåííî, ëåâîèíâàðèàíòíàÿ �îðìà îáúåìà çàäàåòñÿ �îðìóëîé

u−2du ∧ dv.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü ïðàâîèíâàðèàíòíóþ ìåðó Õààðà íà òîé æå ãðóïïå

è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà îòëè÷íà îò ëåâîèíâàðèàíòíîé. ♦

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåðó Õààðà íà ãðóïïå âåðõíå-

òðåóãîëüíûõ âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ) ìàòðèö.

3) �àññìîòðèì ãðóïïó SL(n,R). Äëÿ ýëåìåíòà X ∈ SL(n,R) îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò xnn îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îñòàëüíûìè ìàò-

ðè÷íûìè ýëåìåíòàìè xij èç óðàâíåíèÿ det(X) = 1. Ôàêòè÷åñêè, ìû ïîëó-

÷àåì êîîðäèíàòû íà îòêðûòîì ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå ãðóïïû.

Çàäà÷à. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [X ]n−1 ëåâûé âåðõíèé óãîë ìàòðèöû X ðàç-

ìåðà (n − 1) × (n − 1). Äâóñòîðîííå èíâàðèàíòíàÿ ìåðà Õààðà íà SL(n,R)
çàäàåòñÿ �îðìóëîé

(
det[X ]n−1

)−1 ∏

i,j: (i,j) 6=(n,n)

dxij .

1.6. Ìåðà Õààðà íà îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå. Âî âñåõ ðàíåå ðàçî-

áðàííûõ ñëó÷àÿõ íà ãðóïïàõ ëåãêî ââîäèëèñü êîîðäèíàòû. Êîîðäèíàòíîå

âûðàæåíèå äëÿ ìåðû Õààðà íà SO(n) ìû íàïèøåì â �4, è îòñþäà, â ÷àñò-

íîñòè, áóäåò ñëåäîâàòü åå ñóùåñòâîâàíèå. Íî çäåñü òàêæå ðàáîòàåò ïðîñòîé

îáùèé ïðèåì.

Òåîðåìà 1.6 Íà ãðóïïå SO(n) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ, ñ òî÷íîñòüþ

äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ëåâîèíâàðèàíòíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà ìàê-

ñèìàëüíîé ñòåïåíè.

Ýòî âûñêàçûâàíèå î÷åâèäíî. Åäèíñòâåííîñòü. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè,

ýòà �îðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â òî÷êå 1. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè

ñòåïåíè, òàêîå çíà÷åíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ìû �èêñèðóåì çíà÷åíèå �îðìû â òî÷êå 1, à ïîòîì ïî-

ñðåäñòâîì ëåâûõ ñäâèãîâ ïåðåíîñèì åå âî âñå òî÷êè ãðóïïû. �

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ìû ïî÷òè íå èñïîëüçîâàëè òî,

÷òî íàøà ãðóïïà ýòî èìåííî SO(n), íàì íóæíî áûëî ëèøü òî, ÷òîáû ãðóïïà

áûëà ìíîãîîáðàçèåì.

Òåîðåìà 1.7 Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåðà Õààðà íà SO(n) åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìåðà Õà-

àðà åäèíñòâåííà â êëàññå ìåð, çàäàâàåìûõ ãëàäêèìè äè��åðåíöèàëüíûìè

�îðìàìè. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåðà Õààðà ν çàäàåòñÿ

ãëàäêîé �îðìîé. Ââåäåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì êîîðäèíàòû â îêðåñòíî-

ñòè O åäèíèöû â SO(n). Ýòî òàêæå íîðìàëèçóåò ìåðó Ëåáåãà dλ(g) â ýòîé
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îêðåñòíîñòè. Âûáåðåì íåîòðèöàòåëüíóþ C∞-�óíêöèþ fε íà SO(n) ñ íîñè-
òåëåì â ε-îêðåñòíîñòè åäèíèöû, òàêóþ, ÷òî

∫
fε(g) dλ(g) = 1. �àññìîòðèì

ìåðó ∫

O

(
fε(h) ν(h

−1g)
)
dλ(h)

Òàê êàê ν(h−1g) = ν(g), ýòîò èíòåãðàë ðàâåí ν(g). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïî-

ëó÷èëè ãëàäêóþ ìåðó (óáåäèòåñü â ýòîì), è òåì ñàìûì ìåðà ν(g) - ãëàäêàÿ.
�

Ñì. [Zhe1, �7℄, [Ros, 5.2℄.

1.7. �ðóïïû Ëè.

Îïðåäåëåíèå 1.8 �ðóïïà Ëè � ýòî C∞-ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå G, ñíàá-
æåííîå ãðóïïîâîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå äîëæíî

áûòü ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì G×G→ G, à âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà �
ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì G→ G.

�àçóìååòñÿ, ãðóïïû Ëè ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Òåîðèÿ

ãðóïï Ëè � îòäåëüíàÿ èñòîðèÿ, êîòîðîé ìû â ýòèõ çàïèñêàõ, ïî âîçìîæíî-

ñòè, íå êàñàåìñÿ. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî êëàññ ãðóïï Ëè ìîæíî îïèñàòü áîëåå

îñÿçàåìûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.9 Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå GL(n,R) ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êèì ìíîãîîáðàçèåì

6

, à òåì ñàìûì è ãðóïïîé Ëè.

Òåîðåìà 1.10 (Àäî) Äëÿ ëþáîé ãðóïïû Ëè G ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì ψ
èç G â äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ãðóïïó GL(N,R), êîòîðûé çàäàåò èíúåêòèâ-

íîå îòîáðàæåíèå îêðåñòíîñòè åäèíèöû ãðóïïû G â îêðåñòíîñòü åäèíèöû

ãðóïïû GL(N,R)7.

Çàìå÷àíèå.Âëîæèòü ãðóïïó Ëè êàê çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãðóï-

ïó GL(N,R) èíîãäà íå óäàåòñÿ. Áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà ó âñåõ ãîìîìîð�èç-
ìîâ G → GL(n,R) åñòü íåóñòðàíèìîå ÿäðî (îíî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé äèñ-

êðåòíîé ïîäãðóïïîé â öåíòðå ãðóïïû G8

).

Êðîìå òîãî, äëÿ ìíîãèõ ãðóïï Ëè âîçìîæíû ¾íåóäà÷íûå âëîæåíèÿ¿ �

ìîæåò âîçíèêíóòü ý��åêò òèïà ¾îáìîòêè òîðà¿ � ãðóïïà G âêëàäûâàåòñÿ

â GL(N,R), íî îáðàç âëîæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íå çàìêíóò (ïîíÿòíî, ÷òî ýòî

ìîæíî ïðîäåëàòü óæå äëÿ ãðóïïû R). ♦

6

Áîëåå òîãî, ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå âåùåñòâåííî àíàëèòè÷íî.

7

Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû åñòü â [NAdo℄.

8

Äëÿ òåõ, êòî ïðîõîäèë òîïîëîãèþ. Ïðîñòðàíñòâî SL(n,R) ãîìåîìîð�íî ïðîèçâåäå-

íèþ SO(n) íà îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö (÷òî
âûòåêàåò èç ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö). Ó ãðóïïû SO(n) åñòü äâóëèñòíîå íàêðûòèå
� ñïèíîðíàÿ ãðóïïà. Ïîýòîìó äâóëèñòíîå íàêðûòèå åñòü ó SL(n,R). Îäíàêî ðåàëèçîâàòü
åãî êàê ïîäãðóïïó â GL(N,R) íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî (äëÿ òåõ êòî ïðîõîäèë òåîðèþ
ïðåäñòàâëåíèé), âñå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl(n) èçâåñòíû, è âñå îíè
ñîîòâåòñòâóþò îäíîçíà÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû SL(n,R).
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Çàìå÷àíèå. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíî-

ãîîáðàçèåì, àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè. Êîãäà-òî ýòîò âîïðîñ ñî-

ñòàâëÿë ñîäåðæàíèå 5îé ïðîáëåìû �èëüáåðòà. ♦

Òåîðåìà 1.11 Íà ëþáîé ãðóïïå Ëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íî-

ñòè äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ëåâîèíâàðèàíòíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà

ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî áûëî âûøå.

Ñì. [Zhe1, ��3-7℄,[Zhe2, ãë. 5℄,[Kir, �6℄, [Ros, Ch.2, �4.3℄, [Ner2, Add. C℄

2 �àçíûå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðû

Õààðà.

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðèâîäÿòñÿ ÷åòûðå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðû

Õààðà. Äâà èç íèõ ãîäÿòñÿ äëÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï, äðóãèå äâà � â îáùåì

ñëó÷àå. Ñàìîå ïðîñòîå ïî èäåå, íî óòîìèòåëüíîå â äåòàëÿõ � îðèãèíàëüíîå

äîêàçàòåëüñòâî Õààðà. Äîêàçàòåëüñòâî À.Âåéëÿ � åãî ìîäè�èêàöèÿ, â êî-

òîðîé ðàññóæäåíèÿ ñ ìåðàìè çàìåíÿþòñÿ íà òåîðåìó �èññà�Ìàðêîâà, [RS1,

IV.18℄. Äâà äîêàçàòåëüñòâà äëÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï îñíîâàíû íà òîé æå òåî-

ðåìå è íà äîâîäàõ òèïà ¾òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå¿. Âî âñåõ äîêàçàòåëü-

ñòâàõ ìû áóäåì ïîëàãàòü ãðóïïû ñåïàðàáåëüíûìè.

2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè, ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü è

ò.ï. Äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï èìååò ñìûñë ðÿä ïîíÿòèé, êîòîðûõ íåò äëÿ

îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xj ∈ G íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè,

åñëè x−1i xj ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, åñëè i, j →∞.

2) Åñòü àíàëîã ïîíÿòèÿ ε-ñåòè. À èìåííî, ïóñòü U - ïîäìíîæåñòâî â G,
à O � îêðåñòíîñòü åäèíèöû â G. Ìû ñêàæåì, ÷òî O-ñåòü - ýòî ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà U ïîäìíîæåñòâàìè âèäà xαO.
3) Ôóíêöèÿ íà f íà G ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, åñëè äëÿ äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü åäèíèöû O, òàêàÿ, ÷òî ïðè x−1y ∈ O âûïîëíåíî

|f(x)− f(y)| < ε.

4) Ñåìåéñòâî �óíêöèé fα íà G ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî, åñëè äëÿ äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü åäèíèöû O, òàêàÿ, ÷òî ïðè x−1y ∈ O
âûïîëíåíî |fα(x)− fα(y)| < ε. Äëÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï îñòàåòñÿ â ñèëå òåî-
ðåìà Àñêîëè�Àðöåëà: ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

êîìïàêòíî, åñëè îíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå îïðåäåëåíà ðàâíîìåðíàÿ

ñòðóêòóðà â ñìûñëå Í.Áóðáàêè è À.Âåéëÿ. Âïðî÷åì, ìû íå áóäåì ïîëüçî-

âàòüñÿ àáñòðàêòíûì ïîíÿòèåì ðàâíîìåðíîé ñòðóêòóðû.

Îòìåòèì, ÷òî x−1i xj ìîæíî çàìåíèòü íà xix
−1
j , x−1y íà xy−1, à ñäâèíó-

òûå îêðåñòíîñòè xO íà Ox. Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâåäåò ê íåýêâèâàëåíò-
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íûì ïîíÿòèÿì (ëåâàÿ è ïðàâàÿ ðàâíîìåðíûå ñòðóêòóðû). Â ñëó÷àå êîì-

ïàêòíûõ ãðóïï ýòîãî ðàçëè÷èÿ íå âîçíèêàåò.

Ñì. [Bou1, ãë. 2; ãë.3, �2 ℄, [Kir, 2.6℄, [HR1, �4℄.

2.2. Èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè.

Òåîðåìà 2.1 (�.Áèðêãî��Êàêóòàíè) a) Íà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå åñòü

ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà ãðóïïå åñòü

ñ÷åòíàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé åäèíèöû.

b) Â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ãðóïï ýòà ìåòðèêà ìîæåò áûòü âûáðàíà

äâóñòîðîííå èíâàðèàíòíîé.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. a) Ìû âûáèðàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V1,
V2, V3, . . . îêðåñòíîñòåé åäèíèöû òàêóþ, ÷òî V 2

j ⊂ Vj−1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

r = 2−k1 + 2−k2 + · · ·+ 2−km , ãäå k1 < k2 < · · · < km ïîëîæèì

Ur := Vk1Vk2 . . . Vkm

Îïðåäåëèì �óíêöèþ ψ íà G êàê ñóïðåìóì r òàêèõ, ÷òî g /∈ Ur.
Èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê d(x, y) = supg∈G |ϕ(gx)−ϕ(gy)|.
b) Ìû ïîëàãàåì d(x, y) = maxg∈G d(xg, yg). �

Îòìåòèì, ÷òî ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê èñïîëü-

çóþòñÿ äîâîëüíî ðåäêî, îäíàêî âñåãäà ïðèÿòíî çíàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ ìåò-

ðèçóåìà.

Çàäà÷à. Íà ãðóïïå SL(2,R) íå ñóùåñòâóåò äâóñòîðîííå èíâàðèàíòíîé
ìåòðèêè, ñîâìåñòèìîé ñ òîïîëîãèåé. Óêàçàíèå. Åñëè áû òàêàÿ ìåòðèêà d
ñóùåñòâîâàëà, îíà áûëà áû óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ d(1, x) = d(a−1xa). ♦

Ñì. [HR1, �8℄.

2.3. Åäèíñòâåííîñòü ìåðû Õààðà äëÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï. Ìû

äîêàçûâàåì òàêîå óñëîâíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè íà êîìïàêòíîé ãðóïïå åñòü

âåðîÿòíîñòíàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåðà Õààðà, òî îíà åäèíñòâåííà, äâó-

ñòîðîííå èíâàðèàíòíà, à òàêæå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæå-

íèÿ g 7→ g−1.
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå g 7→ g−1 ïåðåâîäèò ëåâîèíâàðèàíò-

íóþ ìåðó â ïðàâîèíâàðèàíòíóþ. Äàëåå, âîçüìåì ïðàâîèíâàðèàíòíóþ ìåðó

Õààðà µ è ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåðó ν. Ïîëîæèì, ÷òî ýòè ìåðû - âåðîÿòíîñò-

íûå. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò. Âîçüìåì èõ ñâåðòêó µ ∗ ν, ò.å.,
ìåðó, îïðåäåëÿåìóþ èç óñëîâèÿ:

∫

G

f(z) d(µ ∗ ν)(z) =
∫

G×G
f(xy) dµ(x) dν(y)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè f . Â ñèëó ïðàâîé èíâàðèàíòíîñòè µ ýòîò

èíòåãðàë ðàâåí

∫

G

(∫

G

f(x) dµ(x)
)
dν(y) =

∫

G

f(x) dµ(x).
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Ò.å., µ ∗ ν = µ. Àíàëîãè÷íî, µ ∗ ν = ν. �

2.4. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ â ñëó÷àå êîìïàêò-

íûõ ãðóïï (�îí Íåéìàí, 1934). Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, ïóñòü

C(G) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííûõ �óíêöèé G ñ îáû÷íîé

íîðìîé max |f |. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lh, Rh îïåðàòîðû ëåâîãî è ïðàâîãî ñäâè-

ãà â C(G),
Lhf(g) = f(hg), Rhf(g) = f(gh).

Î÷åâèäíî, ÷òî ëåâûå è ïðàâûå ñäâèãè êîììóòèðóþò,

LhRq = RqLh.

Ìû ïîñòðîèì ëèíåéíûé �óíêöèîíàë I(f) íà C(G), èíâàðèàíòíûé îòíîñè-

òåëüíî ñäâèãîâ,

I(f) = I(Lhf) = I(Rqf),

à ïîòîì ñîøëåìñÿ íà òåîðåìó �èññà�Ìàðêîâà.

Ôèêñèðóåì �óíêöèþ f íà ãðóïïå è âîçüìåì ìíîæåñòâî S âñåõ åå ëåâûõ

ñäâèãîâ. Ïî òåîðåìå Àðöåëà, S ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåçKf =

K left
f çàìêíóòóþ âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà S. Â ñèëó òîé æå òåîðåìû

Àðöåëà, Kf = K left
f � êîìïàêò.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈ Kf âûïîëíåíî Kϕ ⊂ Kf .

Ëåììà 2.2 Ìíîæåñòâî Kf = K left
j ñîäåðæèò ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì 
ëåäóþùèé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë

íà C(G):
Zϕ = max(ϕ)−min(ϕ).

Ïóñòü ψ � òî÷êà åãî ìèíèìóìà íà Kf , äîïóñòèì, ÷òî ψ íå ÿâëÿåòñÿ êîí-

ñòàíòîé. Ïóñòü Ξ ⊂ K � (êîìïàêòíîå) ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå ψ äîñòèãàåò

ñâîåãî ìàêñèìóìà M . Âîçüìåì ìàëîå ε. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî, ãäå ψ(x) <
min(ψ)+ε. �àññìîòðèì êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Ξ ñäâèãàìè

gjU . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ âèäà

ψ∗(g) = aψ(h) +
∑

bjψ(gjg), ãäå a+
∑

bj = 1, a > 0, bj > 0

Òîãäà ψ∗ ∈ Kψ ⊂ Kf . Ñ äðóãîé ñòîðîíû

max(ψ∗) < max(ψ), min(ψ∗) > min(ψ).

Òàêèì îáðàçîì, Z(ψ∗) < Z(ψ), è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Ýòà êîíñòàíòà è ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì �óíêöèîíàëà If .

Çàäà÷à.Íå ññûëàÿñü íà ñëåäóþùóþ ëåììó, äîêàæèòå, ÷òîKf ñîäåðæèò

åäèíñòâåííóþ êîíñòàíòó. ♦

Ëåììà 2.3 Ïóñòü êîíñòàíòà c ñîäåðæèòñÿ â K left
f , à êîíñòàíòà c◦ ñî-

äåðæèòñÿ â Kright
f . Òîãäà c = c◦. Â ÷àñòíîñòè, K left

f ñîäåðæèò åäèí-

ñòâåííóþ êîíñòàíòó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ

∑
ajf(hjg)

ïðèáëèæàåò c ñ òî÷íîñòüþ äî ε, à âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ
∑
bif(gqi) ïðèáëè-

æàåò c◦ ñ òî÷íîñòüþ äî ε. �àññìîòðèì îïåðàòîðû

L :=
∑

ajLhj
R :=

∑
biRqi .

Òîãäà

RLf = LRf.
Ïî ïîñòðîåíèþ,

c− ε 6 Lf(g) 6 c+ ε.

Ïîýòîìó �óíêöèÿ RLf ∈ K left
Lf ìåíÿåòñÿ â òåõ æå ïðåäåëàõ. Àíàëîãè÷íî,

c◦ − ε 6 LRf 6 c◦ + ε. Ïîýòîìó |c− c◦| 6 2ε äëÿ ëþáîãî ε > 0. �

Ëåììà 2.4 Ôóíêöèîíàë If àääèòèâåí: I(f1 + f2) = If1 + If2.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì êîíå÷íóþ âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ L =∑
ajLj òàêóþ, ÷òî

|Lf1 − I(f1)| 6 ε.

Îòìåòèì, ÷òî

I(Lf2) = I(f2),

òàê êàê K left
Lf2 ⊂ K

left
f2

. Òåïåðü ðàññìîòðèì âûïóêëóþ êîìáèíàöèþM ëåâûõ

ñäâèãîâ, òàêóþ, ÷òî

|MLf2 − I(f2)| < ε

Óñëîâèå

|MLf1 − I(f1)| 6 ε.

âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïîýòîìó

|ML(f1 + f2)− I(f1)− I(f2)| < 2ε,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Òàêèì îáðàçîì, I ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì íà

C(G), ïðè÷åì f > 0 âëå÷åò If > 0. Â ñèëó òåîðåìû �èññà-Ìàðêîâà îí

çàäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé íà G. �

Ñì. [Rud, �ë. 5, �7℄.

2.5. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ â ñëó÷àå êîìïàêò-

íûõ ãðóïï. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî K âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà G, ñíàá-
æåííîå ñëàáîé òîïîëîãèåé (µj → µ, åñëè äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè
f ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∫
f dµj ñõîäèòñÿ ê

∫
f dµ). Èçâåñòíî, ÷òî K êîìïàêòíî

(íàïðèìåð, ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Áàíàõà�Àëàîãëó î ∗-ñëàáîé êîìïàêòíî-
ñòè øàðà â ïðîñòðàíñòâå, ñîïðÿæåííîì ê áàíàõîâó). Ñòîèò çàìåòèòü òàêæå,

÷òî ìíîæåñòâî K ìåòðèçóåìî (äîêàæèòå ýòî).

�ðóïïà G äåéñòâóåò íà K ñäâèãàìè. Äåéñòâèå ýòî íåïðåðûâíî â ñëåäóþ-

ùåì ñìûñëå. Åñëè gj ñòðåìèòñÿ ê g, òî gjµ ñòðåìèòñÿ ê gµ (äîêàæèòå ýòî,
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âûñêàçûâàíèå ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåïðåðûâíûõ �óíê-

öèé). Â ÷àñòíîñòè, îðáèòû ãðóïïû G êîìïàêòíû.

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà G èìååò íà K íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

�àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âûïóêëûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â K, èí-
âàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Ìíîæåñòâî S òàêèõ ìíî-

æåñòâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî âêëþ-

÷åíèÿ. Âîçüìåì â íåì ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò L. Âîçüìåì â L äâå ðàçëè÷íûõ

òî÷êè, µ, ν. Âîçüìåì îðáèòó O òî÷êè (µ+ ν)/2 îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G. Åå
çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà äîëæíà ñîâïàäàòü ñ L. Âîçüìåì êðàéíþþ

òî÷êó ξ ìíîæåñòâà L (ïî òåîðåìå Êðåéíà�Ìèëüìàíà, òàêèå òî÷êè ñóùå-

ñòâóþò). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà O, ìû èìååì ξ ∈ O (ñì. [Phe℄,

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1.4). Ïîýòîìó ξ èìååò âèä (gµ + gν)/2 
 gµ, gν ∈ L.
À ïîýòîìó íàøà òî÷êà � íå êðàéíÿÿ.

Èòàê, åñëè L ∈ S ñîñòîèò èç áîëåå ÷åì îäíîé òî÷êè, òî L íå ìèíèìàëüíî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû â S åñòü. Äåéñòâèòåëü-

íî, âîçüìåì êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò L1 ∈ S. Âîçüìåì L2 ∈ S, ñòðîãî ñîäåð-

æàùèéñÿ â L1, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óáûâàþùóþ öåïî÷êó

ïîäìíîæåñòâ L1 ⊃ L2 ⊃ . . . . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè,

L∞ := ∩∞j=1Lj ∈ S

íå ïóñòî Òåïåðü ìû óìåíüøèì L∞ è ò.ä., ïîêà ìû íå äîéäåì äî ìèíè-

ìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ýòî äîâîä òðàíñ�èíèòíîé èíäóêöèè, åãî î�îðìëåíèå

� âîïðîñ âêóñîâîé. Ïðîùå âñåãî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó Õàóñäîð�à, î òîì,

÷òî ëþáîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî

ìíîæåñòâà ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîì ïîäìíîæå-

ñòâå, ñì. [Rud, Äîáàâë. A.1℄. �

Çàäà÷à. Ïóñòü êîìïàêòíàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîìïàêòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå M . Ïîêàæèòå òåì æå ñïîñîáîì ÷òî íà M åñòü èíâàðèàíòíàÿ âå-

ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. ♦

2.6. Åäèíñòâåííîñòü ìåðû Õààðà äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïï.

Ñì. [Bou1℄, VII.8. Ïóñòü µ � íåêîòîðàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåðà Õààðà, ν �

íåêîòîðàÿ ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ ìåðà Õààðà. Ïóñòü f , g � íåïðåðûâíûå �óíê-
öèè íà G ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ h(x) =
∫
G f(x

−1y) dν(y) íåïðåðûâíà
íà G.

b) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè f âû-
ïîëíåíî

∫
f dµ > 0. ♦
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Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü ìåð, ìû ïîëó÷àåì

∫
f(x) dµ(x) ·

∫
g(y) dν(y) =

∫∫
f(x)g(y) dν(y) dµ(x) =

=

∫
f(x)

[∫
g(y) dν(y)

]
dµ(x) =

∫
f(x)

[∫
g(yx) dν(y)

]
dµ(x) =

=

∫ [∫
f(x)g(yx) dµ(x)

]
dν(y) =

∫ [∫
f(y−1x)g(x) dµ(x)

]
dν(y) =

=

∫ [∫
f(y−1x) dν(y)

]
g(x) dµ(x).

Â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîÿò ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû îò

g, êîòîðûå çàäàþòñÿ ìåðàìè
(∫

f(x) dµ(x)
)
· dν è

[∫
f(y−1x) dν(y)

]
· dµ.

Ïîýòîìó ìû èìååì ñîâïàäåíèå ìåð

dν =

[(∫
f(z) dµ(z)

)−1 ∫
f(y−1x) dν(y)

]
· dµ.

Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòîèò íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ S[µ, ν, f ](x) îò x, êîòî-
ðàÿ íå ìîæåò çàâèñåòü îò f . Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
îòíîñèòåëüíî µ, òîò æå äîâîä ïîêàçûâàåò, ÷òî µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îò-

íîñèòåëüíî ν, ò.å., ýòè ìåðû ýêâèâàëåíòíû.

Ôèêñèðóåì ν è íåíóëåâóþ íåîòðèöàòåëüíóþ �óíêöèþ f (îò êîòîðîé íè-
÷åãî íå çàâèñèò). Òîãäà

∫
f(y−1x) dν(y) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí, à ïîýòîìó µ

âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ν, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ∫
f(z) dµ(z). Ò.å., ìåðà µ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

�

Ñì. Ñì. [Bou1, VII.8℄, [Zhe2, �26℄, [Wei, �7℄, [Hal, �60℄, [Na
h℄.

2.7. Ñóùåñòâîâàíèå ìåðû Õààðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóï-

ïàõ. Äîêàçàòåëüñòâî À.Âåéëÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(G) ïðîñòðàíñòâî íå-
ïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ �óíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà G.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(K) ⊂ C(G) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ íîñè-
òåëåì, ñîäåðæàùèìñÿ â êîìïàêòå K. Ìû ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fj ∈ C(G) ñõîäèòñÿ ê f , åñëè íîñèòåëè âñåõ �óíêöèé fj ñîäåðæàòñÿ â íåêî-
òîðîì êîìïàêòå è fj → f ðàâíîìåðíî. ×åðåç C+ ⊂ C(G) ìû îáîçíà÷èì

êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé. Ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíò-

íîãî îòíîñèòåëüíî ëåâûõ ñäâèãîâ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà íà C(G), ïîñëå
÷åãî îñòàíåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó �èññà�Ìàðêîâà, ñì. [RS1℄, IV.18.

Äëÿ íåíóëåâîé �óíêöèè ϕ ∈ C+ îïðåäåëèì �óíêöèîíàë Iϕf íà C+ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Ìû ðàññìàòðèâàåì âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè

9

∑
cjLgjϕ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè òàêèå, ÷òî

f(x) 6
∑

cjLgjϕ(x). (2.1)

9Lg � ïî-ïðåæíåìó, îïåðàòîð ëåâîãî ñäâèãà.
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Äàëåå, ïîëîæèì

Iϕf = inf
∑

cj ,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îöåíêàì (2.1).

Çàìå÷àíèå. Çäåñü óìåñòíî îñòàíîâèòüñÿ è ïîíÿòü, ÷òî ýòî îçíà÷àåò â

ñëó÷àå G = R. Ïóñòü íîñèòåëü íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè ϕε ñîäåðæèòñÿ â
ìàëåíüêîì îòðåçêå [−ε, ε] è

∫
ϕε(x) dx = 1. Òîãäà ñâåðòêà

f ∗ ϕε(x) =
∫
f(y)ϕε(x − y) dy

ïðèìåðíî ðàâíà f(x). Äàëåå çàìåíÿåì èíòåãðàë íà èíòåãðàëüíóþ ñóììó, è

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå âèäà f(aj)(aj − aj−1)ϕε(x− aj), ïðèìåðíî ðàâíîå âñå
òîé æå f(x). Òåïåðü íóæíî ÷óòü-÷óòü óâåëè÷èòü êîý��èöèåíòû è ïîëó÷èòü

îöåíêó f(x) 6
∑
cjϕε(x − aj). ♦

Çàäà÷à. Äîêàæèòå àêêóðàòíî, ÷òî â ñëó÷àå G = R èìååò ìåñòî

lim
ε→0

Iϕε
f =

∫
f(x) dx. ♦

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïîíÿòíî, ÷òî Iϕ(af) = aIϕ(f), äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà a > 0. Ôóíêöèîíàë Iϕ òàêæå ïîëóàääèòèâåí,

Iϕ(f1 + f2) 6 Iϕf1 + Iϕf1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ϕ, α, f ∈ C+

Iϕf 6 Iϕα · Iαf.

Ïåðåñòàâèâ áóêâû, ìû íàïèøåì òàêæå

Iϕα 6 Iϕf · Ifα. (2.2)

Òåïåðü ìû �èêñèðóåì ýòàëîííóþ �óíêöèþ α è áóäåì íîðìèðîâàòü âñå-

âîçìîæíûå ϕ óñëîâèåì Iϕα = 1. Â ñèëó äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ, Iϕf
ìîæåò ìåíÿòüñÿ ëèøü â ïðåäåëàõ

(Ifα)
−1 6 Iϕf 6 Iαf. (2.3)

Ëåììà 2.5 Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ñåìåéñòâî �óíêöèîíàëîâ Iϕ ðàâíî-

ñòåïåííî íåïðåðûâíî íà C+(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì �óíêöèþ h ∈ C+(G), ðàâíóþ 1 íà K. Ïóñòü

f1 − f2 6 ε. Òîãäà
Iϕf1 − Iϕf2 6 εIϕh 6 εIαh.

Äàëåå, ìåíÿåì ìåñòàìè f1 è f2. �
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Ëåììà 2.6 Äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ C+(G) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü U åäèíèöû, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ñ íîñèòåëåì â

U âûïîëíåíî

Iϕf1 + Iϕf2 6 Iϕ(f1 + f2) + ε. (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì �óíêöèþ h ∈ C+, ðàâíóþ 1 íà íîñèòåëÿõ

f1, f2. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > 0 è ëþáîãî ε > 0 ñëåäóþùàÿ
îöåíêà

Iϕf1 + Iϕf2 6 Iϕ(f1 + f2 + λh) + ε (2.5)

âûïîëíåíà äëÿ ëþáûõ ϕ ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì íîñèòåëåì. Îáîçíà÷èì

ξ1 =
f1

f1 + f2 + λh
, ξ2 =

f2
f1 + f2 + λh

.

Âîçüìåì δ > 0 è îêðåñòíîñòü U åäèíèöû, òàêóþ, ÷òî

|Lgξ1 − ξ1| < δ, |Lgξ2 − ξ2| < δ

ïðè g ∈ U . Ïóñòü íîñèòåëü ϕ ñîäåðæèòñÿ â U . Ïóñòü

f1 + f2 + λh 6
∑

cjLgjϕ.

Òîãäà

f1(x) = (f1(x) + f2(x) + λh(x))ξ1(x) 6
∑

cj [ξ1(x)ϕ(gjx)] 6

6
∑

cj[(ξ1(gj) + δ)ϕ(gjx)] =
∑

cj

( f1(gj)

(f1(gj) + f2(gj) + λh(gj)
+ δ
)
ϕ(gjx).

Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ f2. Â èòîãå ïîëó÷àåì

Iϕf1 + Iϕf2 6
∑

cj

( f1(gj) + f2(gj)

(f1(gj) + f2(gj) + λh(gj)
+ 2δ

)
6
∑

cj(1 + 2δ).

è ìû ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó (2.5).

Òåïåðü ìû óñòðåìëÿåì λ ê íóëþ, ññûëàåìñÿ íà ëåììó 2.5 è ïîëó÷àåì

(2.6). �

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Âûáåðåì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êîìïàêòîâ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . , èñ÷åðïûâàþùóþ G. Â êàæäîì

C+(Km) âûáåðåì ñ÷åòíîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì ñ÷åò-

íîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî Ω â C+(G). Âîçüìåì �óíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî

U1 ⊃ U2 ⊃ . . . îêðåñòíîñòåé åäèíèöû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé ϕm ñ

íîñèòåëåì â Um.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèîíàëîâ Iϕm

ìîæíî

âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ âî âñåõ òî÷êàõ f (α) ∈ Ω. Ýòî
äåëàåòñÿ îáû÷íîé ¾äèàãîíàëüíîé ïðîöåäóðîé¿. Ââèäó (2.3), ìû ìîæåì âû-

áðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â òî÷êå f (1)
. Èç íåå ìû âûáèðàåì
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ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â òî÷êå f (2)
è ò.ä. Ìû ïîëó÷àåì óáû-

âàþùóþ öåïî÷êó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äàëåå âûáèðàåì ïî íîìåðó mα

èç α-îé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàê, ÷òî mα > mα−1. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ æåëàåìûìè ñâîéñòâàìè.

Â ñèëó ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèîíà-

ëîâ Iϕmα
ñõîäèòñÿ íà âñåì C+(G), à ïðåäåëüíûé �óíêöèîíàë I íåïðåðûâåí.

Â ñèëó (2.6), ìû èìååì

If1 + If2 = I(f1 + f2).

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòîò �óíêöèîíàë ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè ñ C+(G)
íà âñå ïðîñòðàíñòâî C(G). Â ñèëó (2.3), ýòîò �óíêöèîíàë ïîëîæèòåëåí íà

C+. Ïî òåîðåìå �èññà�Ìàðêîâà îí çàäàåòñÿ áîðåëåâñêîé ìåðîé.

Ñì. [Bou2, ãë. 7, �1℄, [Wei, �7℄, [Zhe2, �26℄, [Na
h℄, [HR1, �15℄.

2.8. Ñóùåñòâîâàíèå ìåðû Õààðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóï-

ïàõ. Äîêàçàòåëüñòâî Õààðà. Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðèçó-

åìîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû ñêàæåì, ÷òî îáúåì

10

(ñì. [Hal, ��53-

54℄) íà M � ýòî �óíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó K
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî λ(K) òàê, ÷òî

1) λ(K) > 0;

2) åñëè K ⊃M , òî λ(K) > λ(M);

3) äëÿ ëþáûõ K, L âûïîëíåíî λ(K ∪ L) 6 λ(K) + λ(L);

4) åñëè K, L íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî λ(K ∪ L) = λ(K) + λ(L).

Ôóíêöèÿ îáúåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, äî ñ÷åòíî àääèòèâíîé ìåðû íå ïðîäîë-

æàåòñÿ.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè è åå ïðåäåëà. Ïîëîæèì, ÷òî êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà èìåþò

ìåðó íîëü, à ñ÷åòíûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà � ìåðó 1. ♦

Îäíàêî ïî �óíêöèè îáúåìà ìîæíî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì ïîñòðîèòü ìåðó.

Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ïîëîæèì

µ(U) = sup
K ⊂ U , K êîìïàêòíî

λ(K).

Ïî µ îáû÷íûì ñïîñîáîì ñòðîèòñÿ âíåøíÿÿ ìåðà, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî-
àääèòèâíîé ìåðîé íà áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå. Íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ

îíà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò �óíêöèè îáúåìà, µ(K) > λ(K).

Òåïåðü âîçüìåì ëîêàëüíî êîìïàêòíóþ ãðóïïó G. Ïóñòü U � îòêðûòîå

îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â G, ñîäåðæàùåå 1, à E � îãðàíè÷åííîå ìíî-

æåñòâî (ò.å., ìíîæåñòâî ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì). �àññìîòðèì âñåâîç-

ìîæíûå ïîêðûòèÿ E ëåâûìè ñäâèãàìè xjU ìíîæåñòâà U . Ìèíèìàëüíîå

âîçìîæíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç E : U .

10

Àíãë. 
ontent.
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Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå G âîçüìåì R2
, à â êà÷åñòâå U � êðóã ðàäèóñà r. ×òî

ïîëó÷èòñÿ? ♦

Âåëè÷èíà E : U êàê �óíêöèÿ îò E îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1)-3) îáúåìà, à

ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè 4) âûïîëíåíî åñëèK, L óäîâëåòâîðÿþòK∩ULU−1 =
∅.

Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî V , è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà U ïîëîæèì

λU (E) =
E : U

V : U
.

Çàìåòèì, ÷òî

E : U 6 (E : V ) · (V : U).

Ïîýòîìó

O 6 λU (E) 6 E : V. (2.6)

Ïðè ýòîì

λ(V ) = V : E. (2.7)

Òåïåðü íàäî ïðèìåíèòü òåîðåìó Òèõîíîâà. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî Φ
âñåõ �óíêöèé f(E) íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2.6)�(2.7). Îíî êîìïàêòíî. Äëÿ ëþáîãî U îáîçíà÷èì

÷åðåç ∆(U) ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé λV 
 V ⊂ U . Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷-
íîãî íàáîðà U1, . . . , Uk âûïîëíåíî

∆(U1) ∩ · · · ∩∆(Uk) ⊃ ∆(U1 ∩ · · · ∩ Uk),

â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî. Çàìûêàíèÿ ∆(U) ìíîæåñòâ ∆(U) êîì-
ïàêòíû (à èõ êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ, ïî-ïðåæíåìó, íå ïóñòû) Ïîýòîìó åñòü

òî÷êà, îáùàÿ äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ ∆(U1). Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî è áóäåò
èíâàðèàíòíûì îáúåìîì.

Ñì. [Haar℄, [Hal, �58℄, [Bog, �9.11℄.

3 Ìîäóëÿðíûé õàðàêòåð. Èíâàðèàíòíûå ìåðû

íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

3.1. Ìîäóëÿðíûé õàðàêòåð. Ïóñòü ν � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåðà Õààðà íà
ãðóïïå G. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åå ïðàâûé ñäâèã Rgν ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíò-
íîé ìåðîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ìåðû ðàçëè÷àþòñÿ ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì

Rgν = ∆(g)ν.

C äðóãîé ñòîðîíû, Rg1Rg2 = Rg1g2 . Ïîýòîìó

∆(g1)∆(g2) = ∆(g1g2),

ò.å., ìû ïîëó÷àåì ãîìîìîð�èçì ∆G èç G â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó R×+
ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îí íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíûì õàðàêòå-

ðîì.
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Â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ ìîäóëÿðíûé õàðàêòåð ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. �ðóïïà

íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé åñëè îí ðàâåí åäèíèöå, ò.å., åñëè ìåðà Õààðà

äâóñòîðîííå èíâàðèàíòíà.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ìåðà ∆G(g)
−1ν ïðàâîèíâàðèàíòíà. Ïîêàæèòå,

÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ν ïðè îòîáðàæåíèè g 7→ g−1. ♦

Ïðèìåð. Ó ãðóïïû SL(2,R) ãîìîìîð�èçìîâ R×+ íåò. Ïîýòîìó SL(2,R)
óíèìîäóëÿðíà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïà SL(n,R) ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóï-
ïàìè, èçîìîð�íûìè SL(2,R) (ìû âêëàäûâàåì SL(2,R) â êà÷åñòâå äèàãî-

íàëüíîãî áëîêà). Ïîýòîìó SL(n,R) óíèìîäóëÿðíà. Ïîõîæèì îáðàçîì ïîêà-

çûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíîñòü SO(p, q), SL(n,C), SO(n,C). ♦

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå ìîäóëÿðíûé õàðàêòåð ãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ

âåùåñòâåííûõ ìàòðèö Bn (îäíî èç âîçìîæíûõ ñîîáðàæåíèé: ìîäóëÿðíûé

õàðàêòåð ðàâåí 1 íà êîììóòàíòå ãðóïïû (ò.å. íà ãðóïïå ñòðîãî âåðõíåòðå-

óãîëüíûõ ìàòðèö Tn). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü åãî íà äèàãîíàëüíûõ
ìàòðèöàõ. Äðóãîé ðåöåïò ïðåäëàãàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå. ♦

Ñì. [Bou2, VII.1.4℄, [Wei, �8℄, [Zhe2, 26.9℄.

3.2. Âû÷èñëåíèå ìîäóëÿðíûõ õàðàêòåðîâ äëÿ ìàòðè÷íûõ ãðóïï.

�àññìîòðèì çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó G â GL(n,R). ×åðåç g îáîçíà÷èì êàñà-

òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê G â åäèíèöå. Ñîïðÿæåíèå g 7→ hgh−1 íà ãðóïïå

èíäóöèðóåò îïåðàòîð Ad(g) : g → g â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Áåðåì

ëåâîèíâàðèàíòíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó ω. Ìû ñäâèãàåì �îðìó ëå-

âûì ñäâèãîì èç åäèíèöû â g. Äàëåå ñäâèãàåì åå îáðàòíî ïðàâûì ñäâèãîì.

Îíà äîëæíà óìíîæèòüñÿ íà ∆(g). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà óìíîæàåòñÿ íà

det(Ad(g)). Èòàê
∆(g) = | det(Ad(g))|.

Çàäà÷à.Âû÷èñëèòå òàêèì ñïîñîáîì ìîäóëÿðíûé õàðàêòåð äëÿGL(n,R),
ãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, äëÿ ãðóïïû ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ

ìàòðèö. ♦

3.3. �àçëîæåíèÿ ãðóïï. Ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå ÷àñòî äàåò ñïîñîá

ÿâíî çàïèñûâàòü ìåðó Õààðà â ¾ñèñòåìàõ êîîðäèíàò¿.

Ïðåäëîæåíèå 3.1 Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóï-

ïà, K, H � åå çàìêíóòûå ïîäãðóïïû. Äîïóñòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå K ×
H → G, çàäàííîå �îðìóëîé Π : (k, h) 7→ kh, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïî÷òè âñþäó. Ïóñòü dλK � ëåâàÿ ìåðà Õààðà íà K, à dρH �

ïðàâàÿ ìåðà Õààðà íà H. Òîãäà îáðàç ìåðû dλK × dρH ïðè îòîáðàæåíèè Π
ñîâïàäàåò ñ ìåðîé Õààðà íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîîáðàç ìåðû Õààðà ïðè îòîáðàæåíèè

Π. Ïîëó÷èòñÿ ìåðà íà K × H , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ëåâûõ ñäâèãîâ

íà K è ïðàâûõ ñäâèãîâ íà H . Ïóñòü H◦ � ãðóïïà, àíòèèçîìîð�íàÿ H . Ýòî

òî æå ìíîæåñòâî H , íà êîòîðîì ââåäåíî óìíîæåíèå g ◦h := hg. Òîãäà íàøà
ìåðà ñòàíîâèòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåðîé íà K × H◦, ò.å., ïðîèçâåäåíèåì
ìåð Õààðà. �.
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Ïðèìåðû. a) Ïóñòü G = GL(n,R), N− � ïîäãðóïïà ñòðîãî íèæíåòðå-

óíîëüíûõ ìàòðèö, B+ � ïîäãðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Ïî÷òè ëþ-

áîé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ g = nb, ãäå n ∈ N−,
b ∈ B+, ïðè÷åì òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

b) Ïóñòü G = GL(p + q,R), N � ãðóïïà áëî÷íûõ p + q-ìàòðèö âèäà(
1 0
C 1

)
, à B � ãðóïïà áëî÷íûõ ìàòðèö âèäà

(
A B
0 D

)
. Ïî÷òè ëþáîé ýëåìåíò

g ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ g = nb, ãäå n ∈ N , b ∈ B, ïðè÷åì
òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.


) Âîçüìåì â G = GL(n,R) îðòîãîíàëüíóþ ïîäãðóïïó O(n) è ñòðîãî

âåðõíåòðåóãîëüíóþ ïîäãðóïïó B+. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ g = ub, ãäå u ∈ O(n), b ∈ B+.

d) Âîçüìåì ãðóïïó à��èííûõ èçîìåòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèéRn. Ëþáîé
ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå âðàùåíèÿ, îñòàâëÿþ-

ùåãî íîëü íà ìåñòå (ò.å., ýëåìåíòà O(n)) è ñäâèãà. ♦

Çàäà÷à. Äîêàæèòå ýòè âûñêàçûâàíèÿ. ♦

3.4. Èíâàðèàíòíûå ìåðû íà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü K - êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà.

Òîãäà íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå K/H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ K-

èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå K → K/H . Áåðåì îáðàç

ìåðû Õààðà

11

Îáðàòíî, ïóñòü ν � âåðîÿòíîñòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà

K/H , κ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Õààðà íàK. �àññìîòðèì íåïðåðûâíóþ �óíê-

öèþ f(x) íà K/H . Òîãäà

∫

K/H

f(kx) dν(x) =

∫

K/H

f(x) dν(x).

Èíòåãðèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïîK, â ïðàâîé ÷àñòìè ñòîèò êîíñòàíòà, ïîýòîìó

ìû ïîëó÷àåì

∫

K

∫

K/H

f(kx) dν(x) dκ(k) =

∫

K/H

f(x) dν(x).

Ïåðåñòàâèâ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ëåâîé ÷àñòè, ìû ïîëó÷èì

∫

K/H

[∫

K

f(kx) dκ(k)
]
dν(x).

Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòîèò K-èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ, ò.å., êîíñòàíòà. Ìû

èíòåãðèðóåì ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå ν è ïîëó÷àåì

ðåçóëüòàò, íåçàâèñèìûé îò ν. Ïîýòîìó ν åäèíñòâåííà. �

11

Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâåM îïðåäåëåíà ìåðà µ. Ïóñòü ψ :M → N � îòîáðàæåíèå. Ìåðà

ν íà N îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ν(A) := µ(ψ−1A).
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Çàäà÷à. Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà ñî ñ÷åòíîé áàçîé, K �

êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà íà G/K ñóùåñòâóåò G-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà. ♦

3.5. Ïðèìåðû êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.

1) Ñ�åðû. Ñ�åðà Sn−1 ÿâëÿåòñÿ SO(n)-îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì. Èí-

âàðèàíòíàÿ ìåðà µ íà íåé íàì õîðîøî èçâåñòíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �èê-

ñèðîâàâ åäèíè÷íûé âåêòîð e ∈ Rn, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå g 7→ ge èç
SO(n) → Sn−1. Ïîýòîìó îáðàç ìåðû Õààðà íà SO(n) äîëæåí ñîâïàäàòü ñ

èíâàðèàíòíîé ìåðîé íà Sn−1 (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ,

ê ïðèìåðó, ìû ìîæåì îáå ìåðû âçÿòü âåðîÿòíîñòíûìè).

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ñ�åðû ìåðà

ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ g ∈ SO(n), òàêèõ, ÷òî ge ∈ Ω, ðàâíà ìåðå ìíîæå-

ñòâà Ω.

Çàäà÷à. �àññìîòðèì ñòåðåîãðà�è÷åñêóþ ïðîåêöèþ Sn−1 íà Rn−1. Íàé-
äèòå îáðàç èíâàðèàíòíîé ìåðû ïðè ýòîé ïðîåêöèè. ♦

Çàäà÷à. �àññìîòðèì ïðîåêöèþ ñ�åðû íà ïåðâóþ êîîðäèíàòíóþ îñü.

Íàéäèòå îáðàç èíâàðèàíòíîé ìåðû. ×òî áóäåò ïðè n = 2? ♦

2) �ðàññìàíèàíû.ÌíîæåñòâîGrp,q âñåõ p-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rp+q

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì O(p + q)/O(p) × O(q) (óáåäèòåñü â

ýòîì). Ïîýòîìó íà Grp,q ñóùåñòâóåò O(p+ q)-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà. ßâíîå âû-
ðàæåíèå äëÿ ìåðû ñì. â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å. Ìíîæåñòâî p-ìåðíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ â Cp+q ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì U(p + q)/U(p) ×
U(q).

3) Ïðîñòðàíñòâî �ëàãîâ. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Fln(C), òî÷êàìè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ (�ëà-

ãè) â Cn.

0 = L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Ln = Cn, dimLk = k.

Ýòî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî U(n)/U(1)n, ãäå ïîäãðóïïà U(1)n ñîñòîèò èç

äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî Fln(R) �ëàãîâ â Rn ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì O(n)/O(1)n. �ðóïïà O(1) ñîñòîèò èç äâóõ
ýëåìåíòîâ ±1.

4) Ïóñòü K � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà. Òîãäà K ×K äåéñòâóåò íà K ëåâûìè

è ïðàâûìè ñäâèãàìè,

(h1, h2) : g 7→ h1gh
−1
2 .

Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè 1 � ýòî äèàãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà diag(K), ñîñòîÿùàÿ èç
ïàð (h, h) ∈ K×K. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, ðàçóìååòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Õààðà.

5) Ìíîãîîáðàçèÿ Øòè�åëÿ. Ýòî ìíîãîîáðàçèå St(k, n), òî÷êàìè êîòîðî-
ãî ÿâëÿþòñÿ íàáîðû èç k ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â Rn.
Îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì O(n)/O(k). �àâíîñèëüíî, ìíîãî-
îáðàçèå Øòè�åëÿ � ýòî, ìíîæåñòâî èçîìåòðè÷íûõ âëîæåíèé Rk → Rn. Íà
íåì òàêæå äåéñòâóåò ãðóïïà O(k)×O(n). Êñòàòè, êàêîé â ýòîì ñëó÷àå ñòà-

áèëèçàòîð òî÷êè?
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6) Ëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn ñî ñòàíäàðò-

íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ n-
ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Cn, íà êîòîðûõ ìíèìàÿ ÷àñòü ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ ðàâíà 0. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì

U(n)/O(n). Ñì. [Ner2, �3.3℄.

3.6. Èíâàðèàíòíûå ìåðû íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. �àñ-

ñìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà, H
� åå çàìêíóòàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà íà G/H ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èíâàðèàíòíàÿ ìåðà.

Ñòîèò ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ãðóïï Ëè ýòî óòâåðæäåíèå òðèâè-

àëüíî, ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ, ν - ìåðû Õààðà íà G è H . Çàìåòèì, ÷òî

íà êàæäîì êëàññå ñìåæíîñòè ξ = xH êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåíà ìåðà νξ êàê
îáðàç ìåðû ν ïðè îòîáðàæåíèè h 7→ xh.

Ïóñòü C(G), C(G/H) � ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ êîìïàêò-

íûì íîñèòåëåì íà G è G/H ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì îïåðàòîð Π :
C(G)→ C(G/H), çàäàííûé êàê óñðåäíåíèå ïî êëàññàì ñìåæíîñòè ξ = xH ,

Πf(ξ) =

∫

ξ

f(y) dνξ(y) =

∫

H

f(xq) dν(q).

Ëåììà 3.4 a) Îïåðàòîð Π ñþðúåêòèâåí.

b) Åñëè Πf = 0, òî
∫
G
f dµ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. a) Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ϕ � íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ íà G/H ñ íîñèòåëåì K. �àññìîòðèì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K̃ ⊂
G, òàêîå, ÷òî ïðîåêöèÿ K̃ íà G/H ñîäåðæèò K. �àññìîòðèì �óíêöèþ f ∈
C(G), ïîëîæèòåëüíóþ íà K̃. Ïîëîæèì

f◦(g) =
f(g)ϕ(gH)

Πf
,

ãäå ϕ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê �óíêöèÿ íà G. Òîãäà Πf◦ = ϕ.

b) Ïóñòü

∫
f(x) dνξ = 0 äëÿ âñåõ ξ. Ïóñòü F (x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

íà G ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Òîãäà

0 =

∫

G

F (x)

∫

H

f(xq) dν(q) dµ(x) =

∫

H

∫

G

F (x)f(xq) dµ(x) dν(q) =

=

∫

H

∫

G

F (xq−1)f(x) dµ(x) dν(q) =

∫

G

(∫

H

F (xq−1) dν(q)
)
f(x) dµ(x).

Â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà Π, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûðàæåíèå â áîëü-

øèõ ñêîáêàõ ðàâíûì 1 íà íîñèòåëå �óíêöèè f . �
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Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Îïðåäåëèì èíâàðèàíòíûé ëèíåé-

íûé �óíêöèîíàë I íà C(G/H) èç óñëîâèÿ

∫

G

f dµ = I(Πf).

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ b) ëåììû, îí êîððåêòíî îïðåäåëåí, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ

a) îí îïðåäåëåí íà âñåì C(G/H). Ïî òåîðåìå �èññà�Ìàðêîâà, îí çàäàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü I � èíâàðèàíòíûé �óíêöèîíàë íà C(G/H).
Òîãäà I(Πf) � ëåâîèíâàðèàíòíûé �óíêöèîíàë íà C(G), à òàêîé �óíêöèîíàë
åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïîýòîìó åäèíñòâåíåí è

I. �

Çàäà÷à. �äå áûëà èñïîëüçîâàíà óíèìîäóëÿðíîñòü ãðóïï? ♦

Çàìå÷àíèå. Ýòà òåîðåìà âåðíà â íåñêîëüêî áîëüøåé îáùíîñòè: èíâà-

ðèàíòíàÿ ìåðà íà G/H ñóùåñòâóåò, åñëè äëÿ ëþáîãî h ∈ H âûïîëíåíî

∆G(h) = ∆H(h). Äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ òàêèì æå. ♦

Ñì. [Bou2, �7.2℄, [Wei, �9℄

3.7. Èíâàðèàíòíûå ìåðû íà îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â ñëó-

÷àå ãðóïï Ëè ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå. Ïóñòü

ãðóïïà Ëè G òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèèM . Ïóñòü H
� ñòàáèëèçàòîð òî÷êè, òàê ÷òî M ≃ G/H . Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, H � åå

çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà G/H èìååò ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü g � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê G â åäèíèöå. Îòîáðàæåíèå x 7→
g−1xg, ãäå x, g ∈ G èíäóöèðóåò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â g, îáîçíà÷èì åãî

÷åðåç Adg(g). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Adg(h) ãðóïïû H .

Çàìåòèì, ÷òî h ∈ H äåéñòâóåò è íà g, è íà h, à ïîòîìó ãðóïïà H äåéñòâóåò

è íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå g/h. Îáîçíà÷èì ýòè îïåðàòîðû ÷åðåç Adg/h(h).
Î÷åâèäíî,

detAdg/h(h) =
Adg(h)

Adh(h)
.

Òåîðåìà 3.5 Èíâàðèàíòíàÿ �îðìà îáúåìà ω íà G/H ñóùåñòâóåò òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà detAdg/h(h) = 1 íà H òîæäåñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîïóñòèì, èíâàðèàíòíàÿ �îðìà ω ñóùåñòâóåò. Ïóñòü
x0 - òî÷êà ïðîñòðàíñòâà G/H , êîòîðàÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïîäãðóïïîé H . Êà-

ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx0 â ýòîé òî÷êå � g/h. Çíà÷åíèå �îðìû ω(x0) íà
Tx0 ïîä äåéñòâèåì h ∈ H óìíîæàåòñÿ íà detAdg/h(h), à ïîòîìó ýòîò îïðå-
äåëèòåëü ðàâåí 1.

Îáðàòíî, ïóñòü detAdg/h(h) = 1. Ìû çàäàåì �îðìó â x0 (òàêàÿ �îðìà

îäíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ G/H
âûáèðàåì ýëåìåíò g ∈ G, òàêîé, ÷òî gx0 = y è ïåðåíåñåì �îðìó èç x0 â y.
�åçóëüòàò ýòîé îïåðàöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí, òàê êàê gx0 = y, g′x0 = y
âëå÷åò, ÷òî g′ = gh 
 h ∈ H . �
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Çàìå÷àíèå. ×òîáû ñóùåñòâîâàëà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà G/H , íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû detAdg/h(h) = ±1 äëÿ âñåõ h. Ñëó÷àè ñ ïëþñ-

ìèíóñîì â ñàìîì äåëå áûâàþò, íàïðèìåð íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íåò èí-

âàðèàíòíîé �îðìû îáúåìà (è âîîáùå �îðì îáúåìà íåò, ïî ïðè÷èíå íåîðè-

åíòèðóåìîñòè), à O(3)-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà åñòü. ♦

Çàìå÷àíèå. Åñëè ó ãðóïï G, H íåò íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìð�èçìîâ â

R×+, òî óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. ♦

Çàìå÷àíèå. Åñëè ãðóïïà G óíèìîäóëÿðíà, à ïîäãðóïïà H äèñêðåòíà,

òî íà G/H åñòü èíâàðèàíòíàÿ ìåðà. Ïðèìåð: GL(2,R)/GL(2,Z) � ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ðåøåòîê â R2

(ðåøåòêà â R2
� çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà, èçîìîð�íàÿ

Z2
). ♦

Çàäà÷à. a) Íà ïðîñòðàíñòâå Fln(C) �ëàãîâ â Cn, ñì. 3.5, äåéñòâóåò ãðóï-
ïà GL(n,C) ⊃ U(n). Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè - ýòî ïîäãðóïïà Bn âåðõíåòðå-

óãîëüíûõ ìàòðèö. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå �ëàãîâ íåò GL(n,C)-èí-
âàðèàíòíîé ìåðû.

b) Àíàëîãè÷íî, íà âåùåñòâåííîì ãðàññìàíèàíå Grp,q(R), ñì. 3.5, äåé-
ñòâóåò ãðóïïà GL(p+ q,R). Ïîêàæèòå, ÷òî O(p+ q)-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íå
ÿâëÿåòñÿ GL(p+ q,R)-èíâàðèàíòíîé. ♦

3.8. Êâàçèèíâàðèàíòíûå ìåðû íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðåäëîæåíèå 3.6 Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà ñî ñ÷åòíîé

áàçîé. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà íà G/H ñóùåñòâóåò ìåðà,

êâàçèèíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ν � ëåâîèíâàðèàíòàÿ ìåðà Õààðà íà G. �àñ-
ñìîòðèì ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ èíòåãðèðóåìóþ �óíêöèþ h(g) íà G. �àñ-
ñìîòðèì ìåðó h · ν è åå îáðàç ζ ïðè îòîáðàæåíèè π : G → G/H . Ïóñòü

S ⊂ G/H èìååò ìåðó íîëü. Òîãäà π−1S ⊂ G/H èìååò ìåðó íîëü. Ïîýòîìó

gπ−1S ⊂ G/H èìååò ìåðó íîëü, ïîýòîìó πgπ−1S = gS èìååò ìåðó íîëü. �

Îòìåòèì, ÷òî â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ íàëè÷èå êâàçèèíâàðèàíòíîé ìåðû

îáû÷íî î÷åâèäíî. Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.7 Êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ëî-

êàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà

ïîëîæèòåëüíóþ ï.â. �óíêöèþ.

Ñì. [Bou2, VII.2.5℄.

4 Èíâàðèàíòíûå ìåðû íà ãðàññìàíèàíå è îð-

òîãîíàëüíîé ãðóïïå

4.1. Êîîðäèíàòû íà ãðàññìàíèàíå. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rp+q =
Rp ⊕ Rq. Ýëåìåíòû ãðóïïû GL(p + q,R) ìû áóäåì çàïèñûâàòü êàê áëî÷-
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íûå ìàòðèöû

(
α β
γ δ

)
ðàçìåðà p+ q. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû

äåéñòâóþò íà Rp+q óìíîæåíèåì ñïðàâà íà ìàòðèöû-ñòðî÷êè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Grp,q ãðàññìàíèàí âñåõ p-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â

Rp+q. ×åðåç Matp,q ìû îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà p× q. Ëþ-
áîìó ýëåìåíòó T ∈ Matp,q ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åãî ãðà�èê, ò.å.,

ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà (x, xT ) ∈ Rp ⊕ Rq. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

îòîáðàæåíèå Matp,q → Grp,q. Åãî îáðàç � îòêðûòîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî â

Grp,q. Äîïîëíåíèå äî îáðàçà ñîñòîèò èç ïîäïðîñòðàíñòâ, èìåþùèõ íåíóëå-
âîå ïåðåñå÷åíèå ñ 0⊕ Rq. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

Òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî Matp,q ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âñþäó

ïëîòíàÿ êàðòà íà ìíîãîîáðàçèè Grp,q.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 Ïðåîáðàçîâàíèþ ãðàññìàííèàíà, çàäàííîìó ìàòðèöåé

g =

(
α β
γ δ

)
, ñîîòâåòñòâóåò äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàí-

ñòâà Matp,q, çàäàííîå �îðìóëîé

z 7→ T [g] := (α+ Tγ)−1(β + Tδ). (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì íàøó ìàòðèöó ê âåêòîðó (x, xT ),

(
x xT

)(α β
γ δ

)
=
(
x(α + Tγ) x(β + Tδ)

)
.

Ïîëàãàÿ y = x(α + Tγ), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íîâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ (y, y(a+Tc)−1(β+Tδ)), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñì. [Ner2, 2.3.2, 2.3.3℄

4.2. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà.

Ïðåäëîæåíèå 4.2 Ìåðà íà Grp,q, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû

O(p+ q), â êîîðäèíàòàõ Matp,q çàäàåòñÿ �îðìóëîé

det(1 + TT t)−(p+q)/2 dT. (4.2)

Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç äâóõ ëåìì, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðåîáðàçîâàòü

âûðàæåíèå (4.2) ïîä äåéñòâèåì îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû.

Ëåììà 4.3 ßêîáèàí äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

T 7→ T [g] = (α+ Tγ)−1(β + Tδ)

ðàâåí

det(α + Tγ)−p−q · det
(
α β
γ δ

)p
.
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Ëåììà 4.4 Åñëè g ∈ O(p+ q), òî

det
(
1 + T [g](T [g])t

)
= det(1 + TT t) · | det(α+ Tγ)|−2.

Ïðèñòóïèì ê èõ äîêàçàòåëüñòâó.

Ñì. [Ner2, �2.11℄.

4.3. Âû÷èñëåíèå ÿêîáèàíà.

Ëåììà 4.5 Äè��åðåíöèàë äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.1) ðàâåí

(α + Tγ)−1 · dT (−γT [g] + δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ñ òî÷íîñòüþ äî ε âûðà-
æåíèå (

α+ (T + ε∆)γ
)−1(

β + (T + ε∆)δ
)
.

Ïðåîáðàçóåì ñíà÷àëà ïåðâûé ìíîæèòåëü

(
α+ Tγ + ε∆γ

)−1
= (α+ Tγ)−1

(
1 + ε∆γ(α+ Tγ)−1

)−1
=

= (α+ Tγ)−1 − ε · (α+ Tγ)−1∆γ(α+ Tγ)−1 + o(ε).

Îñòàåòñÿ ïåðåìíîæèòü äâà ìíîæèòåëÿ

[
(α+ Tγ)−1 − ε · (α+ Tγ)−1∆γ(α+ Tγ)−1 + o(ε)

]
·
[
(β + Tδ) + ε∆δ

]
=

= (α+ Tγ)−1(β + Tδ) + ε(α+ Tγ)−1∆
(
−γ(α+ Tγ)−1(β + Tδ) + δ

)
+ o(ε),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Èòàê, äè��åðåíöèàë èìååò âèä

A dz B

ãäå A, B � ÿâíî âûïèñàííûå ìàòðèöû. Î÷åâèäíî (ñì. ï.1.4), ÷òî ÿêîáèàí

ðàâåí

(detA)q det(B)p = (α+ Tγ)−p det(−γT [g] + d)q.

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî

det(−γT [g] + d) = det(α+ γT )−1 det

(
α β
γ δ

)
. (4.3)

Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ�îðìóëîé äëÿ îïðåäåëèòåëÿ áëî÷íîé ìàòðèöû,

êîòîðàÿ âàæíà è ñàìà ïî ñåáå.

Òåîðåìà 4.6 Ïóñòü

(
A B
C D

)
� áëî÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (p+ q)× (p+ q).

Òîãäà

det

(
A B
C D

)
= detA · det(D − CA−1B); (4.4)

= detD · det(A−BD−1C). (4.5)



4 Èíâàðèàíòíûå ìåðû íà ãðàññìàíèàíå è îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå 28

Ôîðìàëüíî â ðàâåíñòâå (4.4) íóæíà íåâûðîæäåííîñòü áëîêà A. Ôàêòè-
÷åñêè â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ñ óñòðàíèìîé îñîáåí-

íîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (4.4) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

(
A B
C D

)(
1 −A−1B
0 1

)
=

(
A 0
C D − CA−1B

)
�

Òåïåðü ìû çàìå÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå −γ(α + Tγ)−1(β + Tδ) + δ èìååò
�îðìó D − CA−1B. Ïîýòîìó

det
(
−γ(α+ Tγ)−1(β + Tδ) + δ

)
= det(α + Tγ)−1 det

(
α+ Tγ β + Tδ
γ δ

)
.

×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäíåé ìàòðèöû, òî

det

(
α+ Tγ β + Tδ
γ δ

)
= det

[(
1 T
0 1

)(
α β
γ δ

)]
= det

(
α β
γ δ

)
,

÷òî äîêàçûâàåò (4.3) è çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå ÿêîáèàíà. �

Çàäà÷à. Åñëè p = q, òî åñòü òàêîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÿêîáèàíà. Ëþáîå
äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçîâà-

íèé âèäà

T 7→ T +A, T 7→ BTC, T 7→ T−1.

Ìû âû÷èñëÿåì ÿêîáèàíû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé, è ïðîâåðÿåì, ÷òî J(g, T ) =
det(α+ Tγ)−1 óäîâëåòâîðÿåò öåïíîìó ïðàâèëó.

J(gh, T ) = J(g, T )J(h, T [g]). ♦

4.4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.4.

1 + T [g](T [g])t = 1 + (α+ Tγ)−1(β + Tδ)(βt + δtT t)(αt + γtT t)−1 =

= (α+ Tγ)−1
[
(α+ Tγ)(αt + γtT t) + (β + Tδ)(βt + δtT t)

]
(αt + γtT t)−1.

Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìû èìååì

[
. . .
]
= (ααt + ββt) + T (γαt + δβt) + (αγt + βδt)T t + T (γγt + δδt)T t.

Òåïåðü ìû âñïîìèíàåì, ÷òî ìàòðèöà

(
α β
γ δ

)
îðòîãîíàëüíà, ò.å.

(
α β
γ δ

)(
α β
γ δ

)t
=

(
1 0
0 1

)
=

(
ααt + ββt αγt + βδt

γαt + δβt γγt + δδt

)
.

Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì [
. . .
]
= 1 + TT t,
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à

1 + T [g](T [g])t = (α+ Tγ)−1 (1 + TT t) (αt + γtT t)−1,

÷òî è âëå÷åò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

4.5. Ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè è ìåðà Õààðà íà îðòîãîíàëüíîé ãðóï-

ïå. Ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè ìàòðèöû g çàäàåòñÿ �îðìóëîé

T := (1 + g)−1(1− g).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòíî ñàìîìó ñåáå, g âûðàæàåòñÿ
÷åðåç T ïî �îðìóëå

g := (1 + T )−1(1− T ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Asymmn ïðîñòðàíñòâî êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ðàçìå-

ðà n.

Òåîðåìà 4.7 a) Ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè ïåðåâîäèò Asymmn â SO(n).

b) Ïóñòü g ∈ SO(n), ïðè÷åì åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îòëè÷íû îò −1.
Òîãäà åãî ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè ñîäåðæèòñÿ â Asymmn.

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ïóñòü T = −T t. Òîãäà
(
1− T
1 + T

)(
1− T
1 + T

)t
=

(
1− T
1 + T

)(
1 + T

1− T

)
= 1.

b) Ïóñòü g ∈ SO(n). Òîãäà

(
1− g
1 + g

)
+

(
1− g
1 + g

)t
=

(
1− g
1 + g

)
+

(
1− g−1
1 + g−1

)
=

(
1− g
1 + g

)
+

(
g − 1

1 + g

)
= 0.

Çàäà÷à. Ïî÷åìó ìû ðàññìàòðèâàåì g ∈ SO(n), à íå g ∈ O(n). ×òî áóäåò,
åñëè ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè ê îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöå ñ îïðåäå-

ëèòåëåì, ðàâíûì −1? ♦

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü Asymmn êàê êàðòó íà ìíîãî-

îáðàçèè SO(n). Äîïîëíåíèå äî ýòîé êàðòû � ãèïåðïîâåðõíîñòü det(1+g) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 4.8 Ôèêñèðóåì u, v ∈ SO(n). Ïðåîáðàçîâàíèå

g 7→ u−1gv

â êîîðäèíàòàõ Asymmn çàäàåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì z 7→
(α+ Tγ)−1(β + Tδ), ãäå

(
α β
γ δ

)
=

1

2

(
u+ v u− v
u− v u+ v

)
. (4.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî.Íàì íàäî âû÷èñëèòü êîìïîçèöèþ òðåõ îòîáðàæåíèé

Asymmn → SO(n)→ SO(n)→ Asymmn.

Ïóñòü T ∈ Asymmn. Îí ïåðåõîäèò

T 7→ (1 + T )−1(1 − T ) 7→ u−1(1 + T )−1(1− T )v 7→

7→
(
1 + u−1(1 + T )−1(1− T )v

)−1(
1− u−1(1 + T )−1(1− T )v

)
.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ñêîáêè ñëåâà

íà (1 + T )u. Ïîëó÷èì

(
(1 + T )u+ (1− T )v

)−1(
(1 + T )u− (1− T )v

)
=

=
(
(u+ v) + T (u− v)

)−1(
(u− v) + T (u+ v)

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà (4.6) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Ýòî ëåãêî

ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî óìíîæåíèåì, íî ìû ñîøëåìñÿ íà ðàâåíñòâî

1

2

(
u+ v u− v
u− v u+ v

)
= J

(
u 0
0 v

)
J−1, ãäå J =

1√
2

(
1 −1
1 1

)
.

Ìàòðèöà J , êàê ëåãêî âèäåòü, îðòîãîíàëüíà.

Òåîðåìà 4.9 Ìåðà Õààðà â êîîðäèíàòàõ Asymmn çàäàåòñÿ �îðìóëîé

det(1 + TT t)−(n−1)/2dT.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìû äîêàæåì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå SO(n)-èíâàðèàíòíî
(áåç ññûëêè íà òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðû Õààðà). Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ âû-

ðàæåíèå det(1 + TT t) ïîä äåéñòâèåì îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû ìû óæå çíàåì,

ñì. ëåììó 4.4. Íàì íàäî âû÷èñëèòü êàê ïðåîáðàçóåòñÿ dT , ò.å., âû÷èñëèòü
ÿêîáèàí íàøåãî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà êîñîñèììåòðè÷åñêèõ

ìàòðèöàõ. Äè��åðåíöèàë íàì èçâåñòåí,

(α + Tγ)−1 · dT · (−γT [g] + δ). (4.7)

Ëåììà 4.10

(−γT [g] + δ)t = (α + Tγ)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèíöèïå ýòî ìîæíî äîêàçàòü ¾â ëîá¿, èñïîëü-

çóÿ îðòîãîíàëüíîñòü íàøåé ìàòðèöû. Ìû ïîéäåì äðóãèì ïóòåì. Çàìåòèì,

÷òî äè��åðåíöèàë (4.7) èìååò âèä ∆ 7→ A∆B, ãäå ∆ � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ

ìàòðèöà, à A, B � �èêñèðîâàííûå ìàòðèöû. Ýòî îòîáðàæåíèå äîëæíî ïåðå-

âîäèòü êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû â êîñîñèììåòðè÷åñêèå. Çàìåòèì, ÷òî

ìàòðèöà

A−1A∆BAt−1 = ∆BAt−1
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äîëæíà áûòü êîñîñèììåòðè÷íîé ïðè ëþáîé êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå ∆.
Íî òîãäà BAt−1 äîëæíà áûòü ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé, B = s · At. Äëÿ òîãî,

÷òîáû âû÷èñëèòü ýòîò ñêàëÿð, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðè-

öû B. Íî ìû ýòî óæå äåëàëè, ñì. (4.3). Âûõîäèò, ÷òî detB = detA è s = ±1.
Èç ñîîáðàæåíèé ñâÿçíîñòè ãðóïïû SO(n) ìû èìååì s = +1. Âïðî÷åì, êîíåö
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îò ýòîãî íå çàâèñèò. �

Â ñèëó ëåììû 1.5, ÿêîáèàí íàøåãî îòîáðàæåíèÿ ðàâåí

± det(α+ Tγ)−(n−1)/2,

÷òî íàì è òðåáîâàëîñü. �

Ñì. [Hua, �3.1℄

Çàäà÷à.Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè ïåðåâîäèò óíèòàðíóþ ãðóï-

ïó U(n) â ïðîñòðàíñòâî àíòèýðìèòîâûõ ìàòðèö (T = −T ∗). Ïîêàæèòå, ÷òî
ìåðà Õààðà çàäàåòñÿ �îðìóëîé det(1 + TT ∗)−ndT . ♦

4.6. Êîììåíòàðèè ê âû÷èñëåíèþ. Âû÷èñëåíèå ìåðû Õààðà ñ ïîìî-

ùüþ �îðìàëüíûõ ìàíèïóëÿöèé ñ äðîáíî-ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè ìîæåò

ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì. Îáúÿñíèì, ÷òî ïðîèçîøëî.

�àññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó V ⊕ W = Rn ⊕ Rn äâóõ n-ìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Êàæäîå èç íèõ ñíàáäèì ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ââåäåì â V ⊕W ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ �îðìóB, çàäàâàåìóþ ìàòðèöåé(
1 0
0 −1

)
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èçîòðîïíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ â V ⊕ W . Íàïîìíèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ

èçîòðîïíûì, åñëè �îðìà B ðàâíà 0 íà L (ïîäðîáíåå ñì. [Ner2, ��2.1-2.3℄).

�àçìåðíîñòü L íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü n, èíà÷å L ∩W 6= 0, à �îðìà B íà

íåì îäíîâðåìåííî ðàâíà 0 è îòðèöàòåëüíà. Â ñèëó òîãî æå äîâîäà â ñëó÷àå

n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà L ∩W = 0. Ïîýòîìó n-ìåðíîå èçîòðîïíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãðà�èêîì îïåðàòîðà V →W .

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V ⊕W ÿâëÿåòñÿ

èçîòðîïíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ãðà�èêîì îðòîãî-

íàëüíîãî îïåðàòîðà V →W . ♦

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî L îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îðòîãîíàëüíîé ãðóï-
ïîé O(n). Êñòàòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè.

�àññìîòðèì â V ⊕W ãðà�èêè åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà è ìèíóñ-åäèíè÷íîãî

îïåðàòîðà V →W . Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç P ,Q. Ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà èçîòðîï-
íû, à �îðìà B îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ P ⊕ Q çàïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé(
0 1
1 0

)
.

Çàäà÷à. �ðà�èê îïåðàòîðà T : P → Q ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T êîñîñèììåòðè÷åí. ♦

Òàêèì îáðàçîì, îäíîé è òîé æå òî÷êå ãðàññìàíèàíà L ñîîòâåòñòâóåò

îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Ýòî è åñòü ïðå-

îáðàçîâàíèå Êýëè. Ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì è òî, ÷òî òåõíèêà äëÿ ðàáîòû ñ

ãðàññìàíèàíîì ïîäõîäèò è äëÿ SO(n).
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Ñì. [Ner2, �2.4℄.
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�ëàâà B. �àçíîå

5 Çîîïàðê òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï

Çäåñü ìû ïðîäîëæàåì ñïèñîê ïðèìåðîâ, íà÷àòûé â ï.1.2. Ïàðàãðà� óñòðîåí

êàê çîîïàðê, ò.å. êàê íàáîð èçîëèðîâàííûõ êëåòîê ñ ïðèìó÷åííûìè çâåðü-

ìè. Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ êàðòèíêè ýòèõ çâåðåé èñïîëüçóþòñÿ ðåäêî,

â êàæäîì ñëó÷àå äàåòñÿ òî÷íàÿ ññûëêà íà êëåòêó.

5.1. Àëãåáðû Ëè. Àëãåáðû Ëè ïî÷òè íå èñïîëüçóþòñÿ â äàííûõ çàïèñ-

êàõ, íî äîáèâàòüñÿ ïîëíîãî èõ íåóïîìèíàíèÿ íå î÷åíü ðàçóìíî (�àêòè÷å-

ñêè îíè óïîìèíàþòñÿ â íåêîòîðûõ ïóíêòàõ ýòîãî ïàðàãðà�à). Ïîýòîìó ìû

âêðàòöå íàïîìíèì ïðîñòåéøèå îïðåäåëåíèÿ è �àêòû.

Âåùåñòâåííàÿ (êîìïëåêñíàÿ) àëãåáðà Ëè g � ýòî êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä R (ñîîòâåòñòâåííî, C), ñíàáæåííîå áèëèíåéíîé îïåðàöèåé
g× g → g, íàçûâàåìîé êîììóòàòîðîì è îáîçíà÷àåìîé [x, y], óäîâëåòâîðÿ-
þùåé ñâîéñòâàì:

[αx + βy, z] = α[x, z] + β[y, z], ãäå α, β ∈ C (ëèíåéíîñòü);

[x, y] = −[y, x] (àíòèêîììóòàòèâíîñòü);

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 (òîæäåñòâî ßêîáè).

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðóïïàìè Ëè è àëãåáðàìè Ëè. Èç ëþáîé ãðóïïû

Ëè èçãîòàâëèâàåòñÿ àëãåáðà Ëè ïî ñëåäóþùèì ðåöåïòàì.

1) Ïóñòü G � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà â GL(n,R) (íàïîìíèì, ÷òî îíà àâòî-
ìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì). Ïóñòü g � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî ê G â åäèíèöå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ g âûïîëíåíî

xy − yx ∈ g. Êîììóòàòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê [x, y] := xy − yx.
2) �àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü ãðóïïà G çàäàíà êàê ìíîãîîáðàçèå

ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ. Àëãåáðà Ëè g, ïî-ïðåæíåìó, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-

íûì ïðîñòðàíñòâîì ê G â åäèíèöå. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå íåïðåðûâ-

íûå ãîìîìîð�èçìû R→ G (¾îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû¿), èõ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå â G. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþ-
áàÿ òàêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì

âåêòîðîì X ñêîðîñòè ïðè t = 0, è ëþáîé âåêòîð x ∈ g ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì

ñêîðîñòè íåêîòîðîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû. Îáîçíà÷èì îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ÷åðåç exp(tX), â ñëó÷àå ìàòðè÷íûõ ãðóïï ýòî â

ñàìîì äåëå îáû÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà. Ïóñòü X , Y ∈ g. Ïîëîæèì

γ(t, s) = exp(tX) exp(sY ) exp(−tX) exp(−sY ). (5.1)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå γ(t, s) â íóëå íà÷èíàåòñÿ ñ

γ(t, s) = 2tsσ + o(t2 + s2). (5.2)

Âåëè÷èíà σ ∈ g è åñòü [X,Y ].
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Çàäà÷à. Â ñëó÷àå ìàòðè÷íîé ãðóïïû óáåäèòåñü, ÷òî òåéëîðîâñêîå ðàç-

ëîæåíèå (5.1) èìååò âèä (5.1), ïðè÷åì σ = XY − Y X . ♦

Çàäà÷à. Îïèñàòü àëãåáðû Ëè ãðóïï O(n), U(n), Sp(2n,R), SL(n,C). ♦

Îòîáðàæåíèå G 7→ g ÿâëÿåòñÿ �óíêòîðèàëüíûì â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

åñëè θ : G1 → G2 � ãîìîìîð�èçì ãðóïï Ëè, òî åãî äè��åðåíöèàë dθ : g1 →
g2 â åäèíèöå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì àëãåáð Ëè.

�àçíûì ãðóïïàì Ëè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíà è òà æå àëãåáðà Ëè.

Íàïðèìåð, âîçüìåì ãðóïïó Ëè SL(n,C). Ó íåå åñòü öåíòð Zn, ñîñòîÿùèé
èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö e2πi/n · 1. Âîçüìåì â öåíòðå ëþáóþ ïîäãðóïïó C è

ðàññìîòðèì �àêòîð-ãðóïïó GL(n,C)/C. Àëãåáðû Ëè âñåõ òàêèõ ãðóïï îäè-

íàêîâû. Ìîæíî òàêæå âçÿòü ïðîèçâåäåíèå SL(n,C) ñ ëþáîé êîíå÷íîé ãðóï-
ïîé Γ. Ïîíÿòíî, ÷òî àëãåáðà Ëè îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â
îáùåì ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íîñòü èìååò ïðèìåðíî òàêîé æå âèä.

Äëÿ ëþáîé (êîíå÷íîìåðíîé) âåùåñòâåííîé àëãåáðû Ëè g ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè G̃, ÷üÿ àëãåáðà Ëè ñîâïàäàåò
ñ g. Ëþáàÿ äðóãàÿ ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè g èçîìîð�íà �àêòîð-

ãðóïïå G̃ ïî íåêîòîðîé äèñêðåòíîé ïîäãðóïïå, ñîäåðæàùåéñÿ â öåíòðå ãðóï-

ïû G̃.
Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå òîæå �óíêòîðèàëüíî, ëþáîìó ãîìîìîð�èçìó (êî-

íå÷íîìåðíûõ) àëãåáð Ëè π : g1 → g2 ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîð-

�èçì G̃1 → G̃2 ñ äàííûì äè��åðåíöèàëîì π â åäèíèöå.

Êîìïëåêñíûå ãðóïïû Ëè è êîìïëåêñè�èêàöèè. Ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ àë-

ãåáðà Ëè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè óäâîåííîé

ðàçìåðíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà Ëè îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êîìïëåêñ-

íî àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (è íàîáîðîò, êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêîé

ãðóïïå Ëè ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ëþáîé âåùåñòâåííîé àëãåáðå Ëè g ìû ìîæåì ïîñòà-

âèòü â ñîîòâåòñòâèå åå êîìïëåêñè�èêàöèþ gC = g⊗RC. Èíûìè ñëîâàìè, ìû
âûáèðàåì áàçèñ ek â g è áåðåì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ek ñ êîìïëåêñíûìè

êîý��èöèåíòàìè. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî àëãåáðà g åñòü âåùåñòâåííàÿ �îðìà

àëãåáðû gC.

Îòìåòèì, ÷òî âåùåñòâåííûõ �îðì ó êîìïëåêñíîé àëãåáðû ìîæåò áûòü

ìíîãî (ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò), à ìîæåò è íå áûòü ñîâñåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãîìîìîð�èçì àëãåáð Ëè g → h ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìî-

ìîð�èçìà èõ êîìïëåêñè�èêàöèé gC → hC.

[Zhe1, ãëàâû 1-2℄, [Zhe2, ��16, 34℄, [32, ãë.1℄, [Ner2, 2.1.4., Add. C℄, [Ros,

SS2.2-2.5℄, [120℄, [Pon, ãëàâà 10℄, [27℄.

5.2. Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû è ïðîñòûå ãðóïïû Ëè. Ïîíÿòíî, ÷òî

ãðóïï Ëè î÷åíü ìíîãî, îäíàêî ñðåäè íèõ âûäåëåííóþ ðîëü èãðàþò 10 ñåðèé

òàê íàçûâàåìûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï.

�ðóïïû âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ìàòðèö. Âî-ïåðâûõ, ýòî ïîëíûå

ëèíåéíûå ãðóïïû GL(n,R), GL(n,C), ò.å., ãðóïïû âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n
íàä âåùåñòâåííûìè è êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ñîîòâåòñòâåííî.
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Äàëåå ýòî ãðóïïû ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèõ âñåâîçìîæíûå ¾�îðìû¿, ñèì-

ìåòðè÷åñêèå, êîñîñèììåòðè÷åñêèå è ýðìèòîâû.

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îð-

ìà íà êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

B(x, y) =
∑

xjyj.

�ðóïïà êîìïëåêñíûõ ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèõ ýòó �îðìó íàçûâàåòñÿ êîì-

ïëåêñíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç O(n,C). Íàä âåùå-

ñòâåííûì ïîëåì íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó

B(x, y) =
∑

j6p

xjyj −
∑

p<j6p+q

xjyj.

�ðóïïà ñîõðàíÿþùèõ åå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàçûâàåòñÿ ïñåâäîîðòî-

ãîíàëüíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç O(p, q).
Ïåðåéäåì ê íåâûðîæäåííûì êîñîñèììåòðè÷íûì �îðìàì. Òàêèå �îðìû

áûâàþò ëèøü íà ÷åòíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, è îíè ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

B(x, y) =
∑

j6n

(xjyj+n − xj+nyj).

Ýòî äàåò íàì ñèìïëåêòè÷åñêèå ãðóïïû Sp(2n,R) è Sp(2n,C).
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííûå ýðìèòîâû �îðìû íà êîìïëåêñíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ. Îíè ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

B(x, y) =
∑

j6p

xjyj −
∑

p<j6p+q

xjyj (5.3)

�ðóïïà ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèõ òàêóþ �îðìó, íàçûâàåòñÿ ïñåâäîóíèòàðíîé

ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç U(p, q).

�ðóïïû êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö.Îñòàâøèåñÿ 3 ñåðèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï

åñòåñòâåííåå âñåãî çàäàâàòü êâàòåðíèîííûìè ìàòðèöàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî îá-

ðàòèìûå êâàòåðíèîííûå ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó, îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

GL(n,H) (òåëî êâàòåðíèîíîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H).
Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ �îðì íàä H. Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íå êîììó-

òàòèâíà, ïîýòîìó ãîâîðèòü î ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íàä H íåàêêóðàòíî.

Äàâàéòå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàññìàòðèâàòü ¾ëåâûå ìîäóëè¿ íàä H. Òàêîé
ìîäóëü èìååò âèä Hn, ãäå Hn - ïðîñòðàíñòâî êâàòåðíèîííûõ âåêòîðîâ-ñòðîê
(x1, . . . , xn). Òàêèå ñòðî÷êè ìîæíî óìíîæàòü íà êâàòåðíèîíû ñëåâà,

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

Àíàëîã ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ � àâòîìîð�èçìû ëåâûõ ìîäóëåé. Ëåãêî ïðî-

âåðèòü, ÷òî îíè èìåþò âèä x 7→ xA, ãäå A - êâàòåðíèîííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà

n.
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Ýðìèòîâà �îðìà 〈x, y〉 íà ëåâîì êâàòåðíèîííîì ìîäóëå V � ýòî îòîáðà-

æåíèå V × V → H, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉, 〈x, y〉 = 〈y, x〉, 〈λx, µy〉 = λ〈x, y〉µ,

ãäå x, y, z ∈ V , à λ, µ ∈ H. Òàêèå �îðìû èìåþò âèä

〈x, y〉 =
∑

kl

xkaklyl, ãäå akl = alk. (5.4)

Íåâûðîæäåííûå ýðìèòîâû �îðìû

12

ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó (5.3). �ðóïïà îïå-

ðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ òàêóþ ýðìèòîâó �îðìó, íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñèìïëåê-

òè÷åñêîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sp(p, q).
Åñëè q = 0, ìû ïèøåì ïðîñòî Sp(p). Ýòî êâàòåðíèîííî óíèòàðíàÿ ãðóï-

ïà (îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé, õîòÿ ýòî è ñîçäàåò

îïðåäåëåííîå òåðìèíîëîãè÷åñêîå íåñîîòâåòñòâèå).

Íàêîíåö, íàä òåëîì êâàòåðíèîíîâ áûâàþò àíòèýðìèòîâû �îðìû, â ïðå-

äûäóùåì îïðåäåëåíèè ìû äîëæíû çàìåíèòü óñëîâèå 〈x, y〉 = 〈y, x〉 íà 〈x, y〉 =
−〈y, x〉, à â âûðàæåíèè (5.4) íàëîæèòü íà êîý��èöèåíòû óñëîâèå akl =
−alk. Íåâûðîæäåííàÿ àíòèýðìèòîâà �îðìà íà êâàòåðíèîííîì ïðîñòðàí-

ñòâå ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

P (x, y) =

n∑

l=1

xliyl,

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà. �ðóïïà îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ òàêóþ �îðìó,

ïî÷åìó-òî íå èìååò íàçâàíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SO∗(2n).
Ïîñëåäíèå òðè ñåðèè ãðóïï íåñëîæíî îïðåäåëèòü, íå ññûëàÿñü íåïîñðåä-

ñòâåííî íà êâàòåðíèîííóþ àëãåáðó. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî òåëî êâàòåð-

íèîíîâ èçîìîð�íî àëãåáðå êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2, èìåþùèõ âèä(
a b

−a b

)
. Ïîýòîìó ãðóïïó GL(n,H) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ãðóïïó íåâû-

ðîæäåííûõ êîìïëåêñíûõ áëî÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà n+ n, èìåþùèõ ñòðóê-
òóðó (

Φ Ψ
−Ψ Φ

)
. (5.5)

�ðóïïà SO∗(2n) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé ìàòðèö òàêîé áëî÷íîé ñòðóê-

òóðû, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

g

(
0 1
1 0

)
gt =

(
0 1
1 0

)
..

Ýòî óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå

g

(
i 0
0 −i

)
g∗ =

(
i 0
0 −i

)
.

12

Íåâûðîæäåííîñòü, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò, ÷òî íåò íåíóëåâîãî âåêòîðà a, òàêîãî, ÷òî

〈a, y〉 = 0 äëÿ âñåõ y ∈ V .
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Ò.å.

SO∗(2n) = GL(n,H) ∩ SO(2n,C) = GL(n,H) ∩ U(n, n) = SO(2n,C) ∩ U(n, n).

Âàðèàöèè. Îòìåòèì, ÷òî íà íåêîòîðûõ èç ýòèõ ãðóïï îïðåäåëèòåëü íå

ðàâåí òîæäåñòâåííî åäèíèöå, è ïîýòîìó îí çàäàåò íåòðèâèàëüíûé ãîìîìîð-

�èçì â íåêîòîðóþ àáåëåâó ãðóïïó. ßäðî ýòîãî ãîìîìîð�èçìà äëÿ ãðóïï

òèïà GL(·) îáîçíà÷àåòñÿ13 ÷åðåç SL(·). Â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ ïåðåä íàçâà-

íèåì ãðóïïû ñòàâèòñÿ áóêâà S: SU(p, q), SO(p, q), SO(n,C).
Ôàêòîð-ãðóïïà êëàññè÷åñêîé ãðóïïû ïî öåíòðó âñåãäà îáîçíà÷àåòñÿ äî-

áàâëåíèåì ïðèñòàâêè P : PSL(n,R) è ò.ä.
Àëãåáðû Ëè îáîçíà÷àþòñÿ òåìè æå áóêâàìè, ÷òî è ãðóïïû, òîëüêî ìà-

ëåíüêèìè ãîòè÷åñêèìè.

Êîìïëåêñè�èêàöèè êëàññè÷åñêèõ àëãåáð. Îïåðàöèÿ êîìïëåêñè�èêàöèè

äåéñòâóåò íà êëàññè÷åñêèå àëãåáðû Ëè êàê:

sl(n,R)→ sl(n,C), sl(n,C)→ sl(n,C)⊕ sl(n,C), sl(n,H)→ sl(2n,C),

su(p, q)→ sl(p+ q,C),

so(p, q)→ so(p+ q,C), so(n,C)→ so(n,C)⊕ so(n,C), so∗(2n)→ so(2n,C)

sp(2n,R)→ sp(2n,C), sp(2n,C)→ sp(2n,C)⊕ sp(2n,C),

sp(p, q)→ sp(2(p+ q),C).

Ïðîñòûå àëãåáðû Ëè. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè

â íåé íåò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.

Àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè â íåé íåò íåòðèâèàëüíûõ èäåà-

ëîâ. Êðîìå òîãî, îäíîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íå ñ÷èòàåòñÿ ïðîñòîé. Íà óðîâíå

ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè ýòà ïðîñòîòà îçíà÷àåò îòñóòñòâèå

çàìêíóòûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ðàçìåðíîñòè > 0 (ò.å. òåðìèíîëîãèÿ ÷óòü-
÷óòü íå ñîîòâåòñòâóåò òåðìèíîëîãèè îáùåé òåîðèè ãðóïï).

Ñëåäóþùèå êëàññè÷åñêèå àëãåáðû Ëè ïðîñòû (êðîìå äîñòàòî÷íî î÷å-

âèäíûõ èñêëþ÷åíèé â ìàëîé ðàçìåðíîñòè):

sl(n,R), sl(n,C), sl(n,H), su(p, q),

so(p, q), so(n,C), so∗(2n),

sp(2n,R), sp(2n,C), sp(p, q).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòûå àëãåáðû Ëè äîïóñêàþò ïîëíóþ êëàññè�èêà-

öèþ (Âèëüãåëüì Êèëëèíã è Ýëè Êàðòàí, êîíåö XIX âåêà).

a) Åñòü òðè áåñêîíå÷íûõ ñåðèè

14

êîìïëåêñíûõ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè, sl(n,C),
so(n,C), sp(2n,C), à òàêæå 5 îñîáûõ àëãåáð, èìåþùèõ ðàçìåðíîñòè 14, 52,

13

Â êâàòåðíèîííîì ñëó÷àå ìû áåðåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (5.5), îí âåùåñòâåíåí è

ïîëîæèòåëåí.

14

Íà ñàìîì äåëå îðòîãîíàëüíûå àëãåáðû ïðèíÿòî ðàñùåïëÿòü íà äâå ñåðèè, so(2n,C),
so(2n + 1,C), ïðè÷èíû äëÿ ýòîãî ñòàíîâÿòñÿ ÿñíûìè, êàê òîëüêî íà÷èíàåøü ðàáîòàòü ñ

íèìè, ñì., íàïðèìåð, íèæå ï.7.7.
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78, 133, 248, ñì. [120, ãë. 3℄. Â ïðèíöèïå, îñîáûå àëãåáðû ìîãóò áûòü îïèñàíû

â òåðìèíàõ ìàòðèö íàä àëãåáðîé Êýëè, ÷òî, ñêîðåå ÿâëÿåòñÿ �èëîñî�ñêèì

�àêòîì, ÷åì èíñòðóìåíòîì ðàáîòû ñ íèìè. Î ðàçíûõ ìîäåëÿõ îñîáûõ àë-

ãåáð ñì. [120, ãë. 5℄.

b) Åñòü 10 áåñêîíå÷íûõ ñåðèé êëàññè÷åñêèõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè

(êîòîðûå ïåðå÷èñëåíû âûøå) è 23 îñîáûõ àëãåáðû. Îñîáûå àëãåáðû âêëþ-

÷àþò 5 êîìïëåêñíûõ îñîáûõ àëãåáð, à òàêæå èõ âåùåñòâåííûå �îðìû (ñì.

[120, ãë. 4℄).

Ñì. [7, �41℄, [Zhe1, ãë. 14℄, [Zhe2℄, [Ner2, 
h. 2-3, Add. C℄, [Pon, ãë. 11℄,

[Ros, �3.1℄, [120℄, [Ada℄, [27℄.

Î ñòðóêòóðíîé òåîðèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï íàä îáùèìè ïîëÿìè è êîëü-

öàìè ñì. [31℄, [117℄.

5.3. Ñâÿçíûå êîìïàêòíûå ãðóïïû Ëè. Êëàññè÷åñêèå êîìïàêòíûå

ãðóïïû - ýòî SO(n), SU(n), Sp(n). Îòìåòèì, ÷òî âñå ýòè ãðóïïû îïðåäåëÿþò-

ñÿ åäèíîîáðàçíî êàê ãðóïïû âåùåñòâåííûõ, êîìïëåêñíûõ è êâàòåðíèîííûõ

óíèòàðíûõ ìàòðèö. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç 5 îñîáûõ êîìïëåêñíûõ ãðóïï Ëè

èìååò åäèíñòâåííóþ êîìïàêòíóþ �îðìó. �àçóìååòñÿ, êîìïàêòåí ¾òîð¿ R/Z.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì. Òî÷íîå

óòâåðæäåíèå �îðìóëèðóåòñÿ òàê. Àëãåáðà Ëè ëþáîé êîìïàêòíîé ãðóïïû

Ëè åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð âèäà so(·), su(·), sp(·) è àëãåáðû Rn ñ

íóëåâûì êîììóòàòîðîì.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ñ

òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó, íàïðè-

ìåð,

SL(n,R) ⊃ SO(n), O(n,C) ⊃ O(n), SL(n,H) ⊃ Sp(n), Sp(2n,R) ⊃ U(n).

Ñì. [Zhe1℄, [Zhe2, �45℄, [Pon, ãë. 11℄, [Ada℄, [27℄.

5.4. p-àäè÷åñêèå ÷èñëà. Òåîðèÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë � îòäåëüíûé áîëü-
øîé ïðåäìåò. Ìû èõ óïîìèíàåì ïîñòîëüêó, ïîñêîëüêó íå óïîìÿíóòü èõ ïðè

îñóæäåíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï íåâîçìîæíî.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò

x ∈ Q â âèäå x = a
b · p−k, ãäå a, b � öåëûå ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ p.

Îïðåäåëèì åãî p-àäè÷åñêóþ íîðìó êàê |x|p = pk. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

|0|p = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|xy|p = |x|p |y|p, |x+ y|p 6 max(|x|p, |y|p).
Ââåäåì íà Q ðàññòîÿíèå d(x, y) = |x − y|p, î÷åâèäíî, îíî óäîâëåòâîðÿåò

óëüòðàìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó d(x, z) 6 d(x, y)+d(y, z). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Qp ïîïîëíåíèå Q ïî ýòîé ìåòðèêå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ âïîëíå

íåñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå (à òàêæå

íîðìà) ïðîäîëæàþòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà Qp.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî Qp îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì p-è÷íûõ çà-
ïèñåé, áåñêîíå÷íûõ âëåâî è êîíå÷íûõ âïðàâî,

. . . a3a2a1a0, a−1 . . . a−k,
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ãäå aj = 0, 1, 2, . . . p− 1. Òàêîé çàïèñè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñõîäÿùèéñÿ
ðÿä

∑∞
j=−k ajp

j
. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå òàêèõ çàïèñåé ïðîâîäèòñÿ ¾ñòîëáè-

êîì¿. Ïîêàæèòå, ÷òî îáðàòíûé ýëåìåíò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí. Ïîêàæèòå,

÷òî ïîëå Qp ëîêàëüíî êîìïàêòíî. ♦

Ïîëó÷åííûé îáúåêò íàçûâàåòñÿ ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. ×èñëà z, ó
êîòîðûõ íåò çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé (èëè, ðàâíîñèëüíî, |z| 6 1), íàçûâàþòñÿ
öåëûìè p-àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè (ìû èõ áóäåì îáîçíà÷àòü Op).

Çàäà÷à. Îïèøèòå ìåðó Õààðà íà àääèòèâíîé ãðóïïå Qp; íà ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ãðóïïå Q×p . ♦

[107, ãë. 2℄, [98℄, [Ner2, �10.1℄, [42, �II.1℄.

5.5. Ìàòðè÷íûå ãðóïïû. �àçóìååòñÿ, êðîìå ìàòðèö íàä R, C è H,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû ìàòðèö íàä äðóãèìè ïîëÿìè è êîëüöàìè.

Óïîìÿíåì íåêîòîðûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ñîäåðæàòåëüíûå òåî-

ðèè.

1)Ìàòðèöû íàä p-àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Ê ñóùåñòâåííî íîâîìó ìèðó

ïðèâîäèò ðàññìîòðåíèå p-àäè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï, ÷òî ëåæèò çà ïðåäå-
ëîì íàñòîÿùèõ çàìåòîê. Äëÿ òåõ, êòî ñ p-àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè âñòðå÷àëñÿ

ðàíüøå, ïðåäëîæèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ çàäà÷

Çàäà÷à. Óáåäèòåñü ÷òî ãðóïïà GL(n,Qp) ëîêàëüíî êîìïàêòíà. Îïèøè-
òå ìåðó Õààðà íà íåé. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà GL(n) íàä êîëüöîì öåëûõ

p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë êîìïàêòíà. ♦

2) Àäåëè è àäåëüíûå ãðóïïû. Ýëåìåíò êîëüöà àäåëåé A - ýòî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

(z2, z3, z5, z7, . . . ; z∞),

ãäå zp ∈ Qp, z∞ ∈ R, ïðè÷åì zp ÿâëÿåòñÿ öåëûì p-àäè÷åñêèì äëÿ âñåõ p,
êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Çàäà÷à

∗
. a) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî àäåëåé ëîêàëüíî êîìïàêòíî.

Îïèøèòå ìåðó Õààðà íà àääèòèâíîé ãðóïïå àäåëåé.

b) Äëÿ êàæäîãî z ∈ Q ðàññìîòðèì àäåëü (z, z, . . . ; z). Ïîêàæèòå, ÷òî
îáðàç Q � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà â àääèòèâíîé ãðóïïå A. Ïîêàæèòå, ÷òî
ãðóïïà A/Q êîìïàêòíà.

ñ) �àññìîòðèì ãðóïïó Afin, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(z2, z3, z5, z7, . . . )

áåç z∞, òàêèõ, ÷òî zp - öåëûé äëÿ ïî÷òè âñåõ p. Ïîêàæèòå, ÷òî îáðàç Q
âñþäó ïëîòåí â Afin.

d) Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîð�èçìîâ Q â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

ãðóïïó C. ♦

Ìàòðè÷íûå ãðóïïû íàä êîëüöîì àäåëåé � âàæíûé îáúåêò òåîðèè ÷èñåë

(õîòÿ ïî÷åìó ýòî èíòåðåñíî, ñðàçó íå ÿñíî).

3) Ôîðìàëüíûå ðÿäû. �àññìîòðèì êîíå÷íîå ïîëå F è êîëüöî �îðìàëü-

íûõ ðÿäîâ F[t] íàä F, ò.å., âûðàæåíèé âèäà r(t) =
∑

k>0 akt
k
, ãäå ak ∈ F.
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Ââåäåì â íåì òîïîëîãèþ, ïîëîæèâ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r(j)(t) ñõîäèòñÿ
ê r(t), åñëè äëÿ êàæäîãî k ìû èìååì ïîêîý��èöèåíòíóþ ñòàáèëèçàöèþ,

ò.å. a
(j)
k = ak, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãîM

âûïîëíåíî:

r(j)(t)− r(t) = 0 (mod tMr[t]), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà j. (5.6)

Àíàëîãè÷íî, ìû ââîäèì êîëüöî �îðìàëüíûõ ëîðàíîâñêèõ ðÿäîâ F[[t]], ò.å.,
âûðàæåíèé âèäà r(t) =

∑
k>−N akt

k
(ìû ðàçðåøàåì ñëàãàåìûå ñ îòðèöà-

òåëüíûìè ñòåïåíÿìè, íî èõ ÷èñëî ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íûì). Ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü rj(t) ñõîäèòñÿ ê r(t), åñëè ñóùåñòâóåò åäèíîå N , òàêîå, ÷òî

tNrj(t) ∈ F[t] äëÿ âñåõ j è èìååò ìåñòî ïîêîý��èöèåíòíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ.

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî F[[t]] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

b) Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëÿ F[[t]] ëîêàëüíî êîìïàêòíû, à îïåðàöèè ñëîæå-

íèÿ, óìíîæåíèÿ è îáðàùåíèÿ íåïðåðûâíû. Ïîêàæèòå, ÷òî F[t] � êîìïàêòíîå
êîëüöî. ♦

Ýòî åùå îäèí ðîäñòâåííèê R è Qp. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîíòðÿãèíà�Êî-
âàëüñêîãî, [Pon, �27℄, ëþáîå ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0

ÿâëÿåòñÿ èëè R, èëè C, èëè êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì

15 p-àäè÷åñêîãî ïî-

ëÿ. Ëþáîå ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F[[t]].

�àçóìååòñÿ, ãðóïïû GL(n) íàä ëîêàëüíî êîìïàêòíûìè ïîëÿìè ëîêàëüíî
êîìïàêòíû.

Ñì. [42, ãë. II-III℄, [98℄, [Pon, �27℄, [Ner2, Chap. 10-11℄.

5.6. Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëü-

íîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Íà àëãåáðå B(H) îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
ïðîñòðàíñòâàH åñòü íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ òîïîëîãèé: ðàâíîìåðíàÿ, ñèëü-

íàÿ, ñëàáàÿ (à òàêæå ðåæå èñïîëüçóåìûå óëüòðàñèëüíàÿ, óëüòðàñëàáàÿ è

∗-ñëàáàÿ).
Ïðè îãðàíè÷åíèè ýòèõ òîïîëîãèé íà ïîëíóþ óíèòàðíóþ ãðóïïó îñòàþòñÿ

ëèøü ðàâíîìåðíàÿ òîïîëîãèÿ è ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ (à îñòàëüíûå óïîìÿíóòûå

òîïîëîãèè ñîâïàäàþò ñî ñëàáîé).

à) �àâíîìåðíàÿ òîïîëîãèÿ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g ñõî-
äèòñÿ ê g, åñëè ‖gj − g‖ → 0 (óïðàæíåíèå: ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà òîïîëîãèÿ íå
ñåïàðàáåëüíà). �àâíîìåðíàÿ òîïîëîãèÿ, íå î÷åíü åñòåñòâåííà â ñëåäóþùåì

ñìûñëå: ãîìîìîð�èçìîâ èç äðóãèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï â U(∞) îêàçûâà-
åòñÿ íà óäèâëåíèå ìàëî.

Çàäà÷à. Ïóñòü àääèòèâíàÿ ãðóïïà R äåéñòâóåò â L2(R) ñäâèãàìè

T (s)f(x) = f(x+ t).

Ïîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîð�èçì s 7→ T (s) âñþäó ðàçðûâåí. ♦

15

Ïóñòü ïîëå L ñîäåðæèò ïîëå K. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî L � ðàñøèðåíèå ïîëÿK. Î÷åâèäíî,

L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä K. �àñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè L

êîíå÷íîìåðíî íàä K.
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Îêàçûâàåòñÿ (ïðîâåðêà ýòîãî âûõîäèò çà ïðåäåëû äàííûõ çàìåòîê

16

.),

÷òî íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîð�èçìîâ SL(2,R) â U(∞) íåò âîîáùå, à ãîìî-

ìîð�èçì èç ãðóïïû ìàòðèö

(
a b
0 1

)
ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì íà ïîäãðóïïå

ìàòðèö

(
1 b
0 1

)
.

Çàäà÷à. Âûâåäèòå îòñþäà àíàëîãè÷íûå âûñêàçûâàíèÿ äëÿ SL(n,R) è
äëÿ ãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

b) Õîðîøåé òîïîëîãèåé íà ãðóïïå U(∞) ÿâëÿåòñÿ ñëàáàÿ îïåðàòîðíàÿ

òîïîëîãèÿ. Îêàçûâàåòñÿ (ïðîâåðüòå ýòè óòâåðæäåíèÿ), ÷òî

� íà U(∞) ñëàáàÿ è ñèëüíàÿ îïåðàòîðíûå òîïîëîãèè ñîâïàäàþò;

� óìíîæåíèå íà U(∞) íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ;

� ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ íà U(∞) ìåòðèçóåìà è ñåïàðàáåëüíà17.

Áëèçêèìè ðîäñòâåííèêàìè áåñêîíå÷íîìåðíîé óíèòàðíîé ãðóïïû ÿâëÿ-

þòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(∞) è áåñêîíå÷íîìåðíàÿ

ñèìïëåêòè÷åñêàÿ (êâàòåðíèîííî-óíèòàðíàÿ) ãðóïïà Sp(∞).

Ñì. [89℄, [114℄, [Ner1, �8.2℄, [68℄, [95, �4.5℄.

5.7. �ðóïïû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Øåéëîâñêàÿ òîïîëîãèÿ. Íà-

ïîìíèì îïðåäåëåíèå øàòòåíîâñêèõ êëàññîâ. Ïóñòü 1 6 p < ∞. Ïóñòü A
� êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Ïóñòü λ1, λ2, . . . � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà

A, ò.å. íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà
√
A∗A. Îïåðàòîð A ñîäåð-

æèòñÿ â øàòòåíîâñêîì êëàññå Lp(H) åñëè
∑

j λ
p
j < ∞ (ñì. [37, �XI.9℄).

Ñðåäè ýòèõ êëàññîâ åñòü äâà âûäåëåííûõ è ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ: îïåðàòî-

ðû �èëüáåðòà�Øìèäòà (p = 2) è ÿäåðíûå îïåðàòîðû (p = 1). Êëàññ Lp(H)
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â B(H), îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì

îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖A‖p =
(∑

j

λpj

)1/p

(îòìåòèì, ÷òî ñäåëàííûå âûøå âûñêàçûâàíèÿ íå î÷åâèäíû). Ïîëîæèì òàê-

æå, ÷òî êëàññ L∞(H) � ýòî ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, ñíàá-

æåííîå ñòàíäàðòíîé îïåðàòîðíîé íîðìîé (åå ìîæíî çàïèñàòü êàê ‖A‖∞ =
maxλj).

Ïðèìåð. Ôèêñèðóåì p ∈ [1,∞]. �àññìîòðèì ãðóïïó âñåõ îáðàòèìûõ îïå-

ðàòîðîâ âèäà 1 + A, ãäå A ∈ Lp. Ñíàáäèì ýòó ãðóïïó òîïîëîãèåé, èíäóöè-

ðîâàííîé ‖ · ‖p-íîðìîé. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ïîëíàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ òîïîëîãè-

÷åñêàÿ ãðóïïà. ♦

Ââèäó îáèëèÿ îïåðàòîðíûõ òîïîëîãèé ìîæíî íàïðèäóìûâàòü òüìó ðàç-

ëè÷íûõ îïåðàòîðíûõ ãðóïï. Îäíàêî â ñêîëüêî-ëèáî ñîäåðæàòåëüíûõ ïî-

ñòðîåíèÿõ (ðàçóìååòñÿ, ýòî �óíêöèÿ âðåìåíè è âêóñîâ êîììåíòàòîðîâ) ó÷àñò-

16

Ó îáåèõ ãðóïï êëàññè�èêàöèÿ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé õîðîøî èçâåñòíà, èõ ðàç-

ðûâíîñòü îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ

17

Íàïîìíèì, ÷òî íà àëãåáðå âñåõ îïåðàòîðîâ ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèçóå-

ìîé è ðàçäåëüíî íåïðåðûâíîé.
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âóþò íå ñòîëü óæ ìíîãèå èç íèõ (ïîëíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà ñ åå ðîäñòâåí-

íèêàìè îêàçûâàþòñÿ èíòåðåñíûìè îáúåêòàìè, à ãðóïïû èç ïîñëåäíåãî ïðè-

ìåðà, êàê áóäòî, íå î÷åíü). Åñòåñòâåííûå òîïîëîãèè, âîçíèêàþùèå â òåîðèè

óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðíûõ ãðóïï, � ýòî òîïîëîãèè øåéëîâñêîãî

(D. Shale) òèïà.

Øåéëîâñêàÿ òîïîëîãèÿ. Ïðèìåð. �àññìîòðèì ãðóïïó GLO îáðàòèìûõ

îïåðàòîðîâ â âåùåñòâåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðåäñòàâèìûõ â

âèäå U(1+T ), ãäå U � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, à T � îïåðàòîð �èëüáåðòà�

Øìèäòà. Ýòà ãðóïïà âîçíèêàåò êàê ãðóïïà ñèììåòðèé áåñêîíå÷íîé ãàóññî-

âîé ìåðû, ñì. íèæå �8. �àññìîòðèì ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå g = RS ýëåìåíòà

ãðóïïû GLO, çäåñü R � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, à S � ïîëîæèòåëüíûé

îïåðàòîð. Çàìåòèì, ÷òî S− 1 � îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà. Òàêîé îïåðà-

òîð S îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå S = expR, ãäå R � ñàìîñîïðÿæåííûé

îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà. Êàê àáñòðàêòíîå ìíîæåñòâî GLO ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì îðòîãîíàëüíîé ãðóïïûO(∞) è ïðîñòðàíñòâà ñàìîñîïðÿæåí-
íûõ îïåðàòîðîâ �èëüáåðòà�Øìèäòà. Òåïåðü ìû ñíàáæàåì îðòîãîíàëüíóþ

ãðóïïó ñëàáîé òîïîëîãèåé, à âòîðîé ñîìíîæèòåëü ãèëüáåðò�øìèäòîâñêîé

òîïîëîãèåé. �ðóïïó GLO ìû ñíàáæàåì òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ.

Äðóãèå ãðóïïû ñ øåéëîâñêîé òîïîëîãèåé. a) Åñòü äâå ãðóïïû òàêîãî

òèïà, èãðàþùèå âûäåëåííóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è ìàò�èçèêå

(¾ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ êàíîíè÷åñêèõ àíòèêîììóòàöèîííûõ è êîììó-

òàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé¿). �àññìîòðèì êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâîH ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈v, w〉. Ïðåäñòàâèì 〈v, w〉 â âèäå ñóììû
äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé,

〈v, w〉 = (v, w) + i{v, w}.
Îâåùåñòâèì íàøå ïðîñòðàíñòâî H , òî åñòü ïîëîæèì, ÷òî HR � ýòî òîæå

ñàìîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òîëüêî ìû ðàññìàòðèâàåìîå êàê âåùå-

ñòâåííîå. Òîãäà (v, w) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, à

{v, w} � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà. Ñîîòâåòñòâåííî ìû ïî-

ëó÷àåì áåñêîíå÷íîìåðíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó O(∞), ñîñòîÿùóþ èç îá-

ðàòèìûõ âåùåñòâåííî-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ (v, w), è áåñêî-

íå÷íîìåðíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó Sp(∞), ñîñòîÿùóþ èç îáðàòèìûõ

âåùåñòâåííî-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ {v, w}. Ïðè ýòîì
O(2∞) ∩ Sp(2∞) = U(∞).

Òåïåðü â êàæäîé èç ãðóïï O(2∞), Sp(2∞) âîçüìåì ïîäãðóïïó, ñîñòîÿ-

ùóþ èç âñåõ îïåðàòîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ îò óíèòàðíîãî îïåðàòîðà íà ãèëüáåðò-

øìèäòîâñêóþ ïîïðàâêó, ò.å., îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå U(1+T ), ãäå
U � óíèòàðåí, à T � îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà. Ýòè äâå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ

åñòåñòâåííûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé �åðìèîííîãî è áîçîííîãî ïðîñòðàíñòâ

Ôîêà (Ô. À. Áåðåçèí), ñì. [15℄, [Ner1, Chap. 4, 6℄).

b) Êàê çàìåòèë �.È.Îëüøàíñêèé, åñòü 20 ãðóïï ïîõîæåãî âèäà, êîòî-

ðûå ïîëó÷àþòñÿ òàê. Ìû áåðåì ïàðû G(n) ⊃ K(n), ãäå G(n) � êëàññè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà Ëè, à K(n) � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà (íàïðèìåð
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U(n, n) ⊃ U(n) × U(n)). Áåðåì àíàëîãè÷íûå ãðóïïû áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö,

èç G(∞) ⊃ K(∞), îãðàíè÷åííûõ â ñìûñëå ℓ2. Äàëåå áåðåì â G(∞) ïîäãðóï-
ïó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ìàòðèö, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ìàòðèö èç K(∞) íà
ãèëüáåðò�øìèäòîâñêóþ ïîïðàâêó (êàê áûëî ÷óòü âûøå äëÿ GL(∞,R) ⊃
O(∞,R) è Sp(2∞,R) ⊃ U(∞)).

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì áðàòü ïàðû G◦(n) ⊃ K(n), ãäå G◦ � êëàññè-

÷åñêàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, à K(n) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà

18

, è

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó (êàê ýòî áûëî ÷óòü âûøå äëÿ

O(2∞) ⊃ U(∞)).
Äëÿ òàêèõ ¾áåñêîíå÷íîìåðíûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï¿ åñòü õîðîøî ðàçâè-

òàÿ òåîðèÿ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ñì. [92℄, [Ner1, ãë. 9℄, [96℄, ñì. òàêæå

íèæå �11.

Ñì. [109℄, [Ner1, ��I.1, IV 3-4, VI.2, IX.1-2℄.

5.8. �ðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ëåáåãîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü M
� ëåáåãîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, ýêâèâàëåíòíîå îòðåçêó [0, 1]. �àññìîòðèì ãðóï-

ïó Ams(M), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ áèåêòèâíûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ï.â. îòîáðàæå-

íèé M → M , ñîõðàíÿþùèõ ìåðó µ; äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ g1, g2 ∈ Ams(M)
ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè g1(m) = g2(m) íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû.
Íà ãðóïïå Ams(M) ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ èç ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü gj ñõîäèòñÿ ê g, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A,
B ⊂M èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü µ(gj(A) ∩B)→ µ(g(A) ∩B).

Çàäà÷à.Äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ Ams(M) îïðåäåëåí óíèòàðíûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð

T (g)f(m) = f(g(m))

â L2(M). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ âëîæåíèå Ams(M) → U(∞). Ïîêàæèòå,
÷òî òîïîëîãèÿ íà Ams(M) èíäóöèðîâàíà ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé

íà U(∞). Ïîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà Ams(M) ⊂ U(∞) çàìêíóòà. ♦

Çàäà÷à. Íåñåïàðàáåëüíàÿ òîïîëîãèÿ íà Aut(M).

a) Ââåäåì íà Aut(M) ìåòðèêó, ïîëîæèâ, ÷òî d(g, h) ðàâíî ìåðå ìíî-

æåñòâà òî÷åê m ∈ M , òàêèõ, ÷òî g(m) 6= h(m). Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà ìåòðèêà
äâóñòðîíííå èíâàðèàíòíà, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òîïîëîãèÿ íåñåïàðàáåëüíà è ñîâ-

ïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèåé íà U(∞).

b) Ïóñòü SO(3) åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ñ�åðå, è ñîîòâåò-

ñòâåííî â L2(S2). Ïîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ íà SO(3), èíäóöèðîâàííàÿ ðàâ-
íîìåðíîé òîïîëîãèåé íà U(∞), äèñêðåòíà. ♦

Äàëåå, ðàññìîòðèì ãðóïïó Gms(M) áèåêöèé ï.â. èç M â ñåáÿ, ïåðåâî-

äÿùèõ ìåðó µ â ýêâèâàëåíòíóþ ìåðó. Äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé îïðåäåëåíà

18

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Èíâîëþöèåé â ãðóïïå íàçûâàåòñÿ àâòîìîð�èçì σ, òàêîé,

÷òî σ2 = 1. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåêîòîðîé èíâî-
ëþöèè. Ïðèìåðû èíâîëþöèé íà êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, îòîá-

ðàæåíèå g 7→ gt−1
, ñîïðÿæåíèå ìàòðèöåé

(
1 0
0 −1

)
.
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ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà�Íèêîäèìà g′(m) èç óñëîâèÿ:

∫

A

g′(m) dµ(m) = µ(A)

äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ M . Äëÿ g ∈ Gms(M) ðàññìîòðèì
óíèòàðíûé îïåðàòîð â L2(M), çàäàííûé �îðìóëîé

T (g)f(m) = f(g(m)) g′(m)1/2.

Ìû îïðåäåëÿåì òîïîëîãèþ íà Gms(M) êàê òîïîëîãèþ, èíäóöèðîâàííóþ ñî

ñëàáîé òîïîëîãèè íà óíèòàðíîé ãðóïïå.

Çàìå÷àíèå.Ýòî îïðåäåëåíèå òîïîëîãèè ðàâíîñèëüíî òàêîìó áîëåå ñëîæ-

íîìó, íî ëåã÷å ïðèìåíÿåìîìó. Ïóñòü A, B � èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç κ[g;A,B; t] ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè g′(m) íà ìíîæåñòâå

A ∩ g−1(B) (ýòî ìåðà íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, t çäåñü îáîçíà-
÷àåò êîîðäèíàòó íà R×+). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gj ñõîäèòñÿ ê g, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ A, B èìåþò ìåñòî ñëàáûå ñõîäèìîñòè ìåð κ[gj ;A,B; t] → κ[g;A,B; t],
t · κ[gj ;A,B; t]→ t · κ[g;A,B; t] íà R×+. ♦

Ñì. [Ner1, �VIII.4, �X.3℄, [?℄, [95℄, [84℄. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòèì ãðóïïàì

â �12. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâàì èíäèâèäóàëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû

Ams ïîñâÿùåíà îãðîìíàÿ ëèòåðàòóðà (ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ).

5.9. Ïîëíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà. �àññìîòðèì

ãðóïïó S(∞) âñåõ ïåðåñòàíîâîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kα

ïîäãðóïïó â S∞, ñîñòîÿùóþ èç ïåðåñòàíîâîê, îñòàâëÿþùèõ íà ìåñòå òî÷êè

1, 2, . . . , α. Òîïîëîãèÿ íà S(∞) ââîäèòñÿ èç óñëîâèÿ: ïîäãðóïïûKα îòêðûòû

è îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé åäèíèöû. �àçóìååòñÿ,

ýòà òîïîëîãèÿ âïîëíå íåñâÿçíà.

Ñì. [24℄, [90℄, [Ner1, ��VIII.1�2℄, [95℄.

5.10. Áèñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà. Åñòü ñîäåðæàòåëüíàÿ òåîðèÿ óíè-

òàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ¾áåñêîíå÷íîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû¿, íî ýòî íå

òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ïîëíîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S∞ è íå òåîðèÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé äèñêðåòíîé ãðóïïû S∞, ñîñòîÿùåé èç ïåðåñòàíîâîê ñ êîíå÷íûì

íîñèòåëåì. Á�îëüøàÿ ÷àñòü ðàáîò ïî ïðåäñòàâëåíèÿì áåñêîíå÷íîé ñèììåò-

ðè÷åñêîé ãðóïïû ìîæåò áûòü îòíåñåíà ê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ñëåäóþùåãî

îáúåêòà. Áèñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S(∞) � ýòî ïîäãðóïïà â S∞×S∞, ñîñòî-
ÿùàÿ èç ïàð (g, h), òàêèõ, ÷òî gh−1 ∈ S∞. Ìû íå îáñóæäàåì çäåñü, ïî÷åìó

òàê ïîëó÷àåòñÿ è îãðàíè÷èâàåìñÿ ññûëêàìè íà [91℄, [87℄ (â ïîñëåäíåé ñòà-

òüå áîëüøàÿ ñîâðåìåííàÿ áèáëèîãðà�èÿ). Íèæå áèñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

ïîÿâëÿåòñÿ â ï.5.31 è â �10.

5.11. �ðóïïû ïåòåëü è ãðóïïû îòîáðàæåíèé. �ðóïïà ïåòåëü � ýòî

ãðóïïà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé èç îêðóæíîñòè S1
â êîìïàêòíóþ ãðóïïó Ëè

G (íàïðèìåð, G = SO(n), U(n), Sp(n)), ãðóïïà ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè âñåõ ïðîèçâîäíûõ.
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�àçóìååòñÿ, âìåñòî îêðóæíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáîå ìíîãîîá-

ðàçèå, à âìåñòî G � ëþáóþ ãðóïïó Ëè. Îäíàêî, íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíàÿ

òåîðèÿ ñóùåñòâóåò èìåííî äëÿ ãðóïï ïåòåëü.

Ñì. [101℄, [53℄, [Ner1, �IX.7℄, [52℄.

Ïóñòü M � ïðîñòðàíñòâî ñ íåïðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Äëÿ íåêî-

òîðûõ ãðóïï

19 G åñòü ëþáîïûòíàÿ òåîðèÿ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï

F(M,G) èçìåðèìûõ �óíêöèéM → G. Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ññûëêàìè [119℄,

[Ner1, �X.1-2℄.

5.12. Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ. Èçâåñòíû ñëåäó-

þùèå åñòåñòâåííûå ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ ñâÿçíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîá-

ðàçèé.

a) �ðóïïà Diff(M) âñåõ C∞-äè��åîìîð�èçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ M .

b) Ôèêñèðóåì �îðìó îáúåìà Ω íà ìíîãîîáðàçèè Mn
è âîçüìåì ãðóïïó

SDiff(Mn,Ω) äè��åîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ �îðìó Ω.


) �àññìîòðèì 2n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ôèêñèðóåì ñèìïëåêòè÷åñêóþ

�îðìó ω, ò.å., äè��åðåíöèàëüíóþ 2-�îðìó ω, òàêóþ, ÷òî dω = 0, à n-íàÿ
âíåøíÿÿ ñòåïåíü ω∧n = ω ∧ · · · ∧ ω íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè â îäíîé òî÷êå.

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð òàêîé �îðìû � �îðìà

n∑

j=1

dpj ∧ dqj

íà R2n
ñ êîîðäèíàòàìè (p1, . . . , pn; q1, . . . , qn) (ñîãëàñíî òåîðåìå Äàðáó, ëî-

êàëüíî ëþáàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ �îðìà ïðèâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó). Äàëåå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà Symp(M,ω) âñåõ äè��åîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ
�îðìó ω. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñèìïëåêòè÷åñêèõ äè��åîìîð�èçìîâ èëè
ñèìïëåêòîìîð�èçìîâ, ñì. [7, �40, ãë.8℄.

d) �àññìîòðèì 2n + 1-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è êîíòàêòíóþ �îðìó λ íà

íåì. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî 1-�îðìà, òàêàÿ, ÷òî λ ∧ (dλ)∧n íå îáðàùàåòñÿ â

íîëü íè â îäíîé òî÷êå.

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð êîíòàêòíîé �îðìû - �îðìà

Λ = dz +

n∑

j=1

xj dyj

íà R2n+1
ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn; y1, . . . , yn; z). Ëîêàëüíî ëþáàÿ êîíòàêò-

íàÿ �îðìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó h ·Λ, ãäå h � íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü �óíê-
öèÿ.

19

Íóæíû ãðóïïû, îáëàäàþùèå íåòðèâèàëüíûìè äåéñòâèÿìè à��èííûìè èçîìåòðèÿ-

ìè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (íåòðèâèàëüíîå à��èíîå äåéñòâèå - çíà÷èò íå ñâîäÿùååñÿ

ê ëèíåéíîìó ïîñðåäñòâîì ñìåùåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò). Òàêèå äåéñòâèÿ åñòü, íàïðèìåð,

ó ãðóïïû SL(2,R), SL(2,C), ó ãðóïï SO(1, n), SU(1, n), ó óïîìÿíóòûõ íèæå ãðóïï àâ-

òîìîð�èçìîâ äåðåâüåâ Áðþà�Òèòñà. Ïðè íàëè÷èè òàêîãî äåéñòâèÿ åñòü ¾êîíñòðóêöèÿ

Àðàêè¿, àâòîìàòè÷åñêè èçãîòîâëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï F(M,G).
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Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà Cont(M,λ) âñåõ äè��åîìîð�èçìîâ êî-

òîðûå ïåðåâîäÿò λ â ψ · λ, ãäå ψ � �óíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè. Ïîëó÷àåòñÿ

ãðóïïà êîíòàêòíûõ äè��åîìîð�èçìîâ èëè êîíòàêòîìîð�èçìîâ, ñì. [7,

Äîáàâë.4℄, [3, �5.2℄.

Ýòî ìîæíî ïîíèìàòü åùå òàê. ßäðî �îðìû λ â �èêñèðîâàííîé òî÷êå

x ∈M � ýòî ãèïåðïëîñêîñòü â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå êM â òî÷êå x. Òà-
êàÿ ãèïåðïëîñêîñòü îïðåäåëåíà â êàæäîé òî÷êå, è òàêèì îáðàçîì íà ìíîãî-

îáðàçèè îïðåäåëåíî ïîëå êàñàòåëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé (¾ðàñïðåäåëåíèå¿

â ñìûñëå Ôðîáåíèóñà, [3, �5.3℄). Êîíòàêòîìîð�èçìû � ýòî äè��åîìîð�èç-

ìû, ïåðåâîäÿùèå ýòî ðàñïðåäåëåíèå â ñåáÿ.

Òîïîëîãèè. Â ñëó÷àå êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íà ãðóïïå Diff(M)
âñåõ C∞-äè��åîìîð�èçìîâ èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ
� òîïîëîãèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äè��åîìîð�èçìîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ.

Â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿM åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ðàçíûå

ãðóïïû C∞-äè��åîìîð�èçìîâ. Íà ãðóïïå âñåõ äè��åîìîð�èçìîâ åñòå-

ñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ - òîïîëîãèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äè��åîìîð�èç-

ìîâ è âñåõ èõ ïðîèçâîäíûõ íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå â M .

Ââåäåì òîïîëîãèþ íà ãðóïïå C∞-äè��åîìîð�èçìîâ Diffcomp(M) ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äè��åîìîð�èçìîâ gj ñõîäèòñÿ ê
g, åñëè ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K ⊂M , òàêîå, ÷òî gj òðèâèàëü-
íû âíå K, à íà K èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü gj → g ðàâíîìåðíî ñî âñåìè

ïðîèçâîäíûìè.

Èíâàðèàíòû �îðì. Ó �îðìû îáúåìà ω íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèèM
åñòü åäèíñòâåííûé èíâàðèàíò ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû âñåõ äè��åîìîð�èç-

ìîâ � ïîëíûé îáúåì

∫
M ω (M. Ìîðñ). Ïîýòîìó äëÿ äàííîãî êîìïàêòíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ¾ãðóïïà äè��åîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì¿, îïðåäåëå-

íà êàíîíè÷åñêè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà.

Â ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêèõ �îðì ýòî óæå íå òàê. �àçóìååòñÿ, ñèìïëåê-

òè÷åñêàÿ �îðìà çàäàåò êëàññ âòîðûõ äå �àìîâñêèõ êîãîìîëîãèé ìíîãîîá-

ðàçèÿ, è ýòè êëàññû ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Îäíàêî êîãîìîëîãè÷íûå �îðìû

ìîãóò áûòü íåýêâèâàëåíòíûìè, èõ ðàçëè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ òîíêîé çàäà÷åé è

âõîäèò â ïðåäìåò ñèìïëåêòè÷åñêîé òîïîëîãèè. Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ñ êîí-

òàêòíûìè �îðìàìè.

�ðóïïû êëàññîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðå÷èñëåííûå ãðóïïû íåñâÿçíû. �ðóï-

ïîé êëàññîâ (mapping 
lass group) íàçûâàåòñÿ �àêòîð ãðóïïû äè��åîìîð-

�èçìîâ (îäíîãî èç òèïîâ a-d) ïî êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. �ðóïïà êëàññîâ

äè��åîìîð�èçìîâ äâóìåðíîé ñ�åðû S2
ñîâïàäàåò ñ Z2 (äè��åîìîð�èç-

ìû èëè ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ, èëè ìåíÿþò åå). Íî ó ñ�åðû S6
ãðóïïà

êëàññîâ, ñîõðàíÿþùèõ îðèåòàöèþ, íåîæèäàííî îêàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Z28.

Åñëè âçÿòü äâà 7-ìåðíûõ øàðà B1, B2, âçÿòü äè��åîìîð�èçì èõ ãðàíèö

∂B1 → ∂B2, è ñêëåèòü ãðàíèöû ïîñðåäñòâîì äè��åîìîð�èçìà, íåòðèâè-

àëüíîãî â Z28, òî ïîëó÷èòñÿ ñ�åðà Ìèëíîðà � òîïîëîãè÷åñêàÿ 7-ìåðíàÿ

ñ�åðà, íå äè��åîìîð�íàÿ S7
.

Âïðî÷åì, ãðóïïà êëàññîâ äè��åîìîð�èçìîâ äâóìåðíîé êîìïàêòíîé ïî-

âåðõíîñòè (ò.í. ãðóïïà Òåéõìþëëåðà) óæå ÿâëÿåòñÿ êðàéíå íåòðèâèàëüíûì
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îáúåêòîì, ìíîãî èçó÷àâøèìñÿ. Ñì. [39℄, [54℄, [60℄

Ïðîñòîòà ãðóïï. Òåïåðü âîçüìåì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû êëàññè÷åñêèõ

ãðóïï äè��åîìîð�èçìîâ. Â ñëó÷àå ïîëíîé ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâDiff(M)
(èëè Diffcomp(M)) ìû ïîëó÷àåì ãðóïïó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êàê äèñ-

êðåòíàÿ ãðóïïà. Äëÿ ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïïû Diff(M) íå èçîìîð�íû,
à ëþáîé àâòîìîð�èçì Diff(M) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ, ñîõðà-

íÿþùèõ îáúåì. Â ñëó÷àå ãðóïï ñèìïëåêòîìîð�èçìîâ èìåþò ìåñòî ïîõîæèå

óòâåðæäåíèÿ, íî îíè �îðìóëèðóþòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. À èìåííî, êîì-

ïîíåíòà ñâÿçíîñòè Symp(M,ω) ñîäåðæèò ¾áîëüøóþ¿ ïðîñòóþ íîðìàëüíóþ

ïîäãðóïïó. Ôàêòîð ïî íåé â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé � àáåëåâà

ãðóïïà Ëè (îíà ÿâíî îïèñûâàòñÿ); â ñëó÷àå íåêîìïàêòíûõ � �àêòîð ÿâëÿ-

åòñÿ ãðóïïîé Ëè H , êîòîðàÿ èëè àáåëåâà, èëè ñîäåðæèò îäíîìåðíóþ ïîä-

ãðóïïó R, òàêóþ, ÷òî �àêòîð H/R � àáåëåâ. Ïðè ýòîì ãðóïïà ñèìïëåêòî-

ìîð�èçìîâ ïîìíèò êàê ìíîãîîáðàçèå òàê è ñèìïëåêòè÷åñêóþ �îðìó. Ñì.

[13℄, [12℄.

Âñòàåò âîïðîñ, ïî÷åìó ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü èìåííî òàêèå ãðóïïû, à

íå êàêèå-ëèáî äðóãèå (íàïðèìåð, ïî÷åìó áû íå ðàññìîòðåòü ãðóïïó äè�-

�åîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ êàêóþ-íèáóäü õîðîøóþ 17-�îðìó). Îòâåò íà

íåãî äàåòñÿ òåîðåìîé Êàðòàíà î ïðèìèòèâíûõ ïñåâäîãðóïïàõ, îáñóæäàåìîé

â ï.5.14.

5.13. Àëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé. Ìû âêðàòöå îáñóäèì àëãåáðû

Ëè ãðóïï êëàññè÷åñêèõ ãðóïï äè��åîìîð�èçìîâ (îíè ïîíàäîáÿòñÿ íàì â

ïï. 5.15, 5.17, ñì. õîðîøåå ââåäåäåíèå â [7, �39℄). Äëÿ ïðîñòîòû, ðàññìîòðèì

ñëó÷àé Rn. �àññìîòðèì ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå v = (v1, . . . , vn) è äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

x′(t) = v(x(t)), g(0) = a.

Îïðåäåëèì gs(a) := x(s). Ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå gs èç Rn â ñåáÿ, òî÷-

íåå äè��åîìîð�èçì èç íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòè Ω+
t ⊂ Rn â íåêîòî-

ðóþ îòêðûòóþ îáëàñòü Ω−t ⊂ Rn (ïîòîìó ÷òî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ìîãóò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ, â ñëó÷àå êîì-

ïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé gs îïðåäåëåí âñþäó). Åñëè t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî

îáëàñòè Ω+
t è Ω−t èñ÷åðïûâàþò Rn. Ýòè îòîáðàæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñâîé-

ñòâó

gt ◦ gs = gt+s.

íà åñòåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Ω+
t+s îáåèõ ÷àñòåé. Ñåìåéñòâî îòîá-

ðàæåíèé t 7→ gt íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ v, ñì. [6, ãë. 1℄, [Ros,
�1.1℄. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ýêñïîíåòû (êàê îáû÷íîé ýêñïî-

íåíòû, òàê è ýêñïîíåíòû â ãðóïïàõ Ëè).

Êàê èçâåñòíî, âåêòîðíîìó ïîëþ v ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äè��åðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð

Dv :=
∑

vj(x)
∂

∂xj
.
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Ôîðìàëüíî

exp(tDv)f(x) = f(gt(x)).

Êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Du, Dv ðàâåí

∑

j

(Duvj −Dvuj)
∂

∂xj
,

ò.å., èìååò âèä Dw, ãäå w - âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè wj = (Duvj − Dvuj).
Ýòîò âåêòîð íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì [u, v] âåêòîðíûõ ïîëåé u, v (ãåî-

ìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êîììóòàòîðà ñì., íàïðèìåð, â [7, �39℄). Ýòà

îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè, è â èòîãå ìû ïîëó÷àåì àëãåá-

ðó Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé. Åå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü àëãåáðîé Ëè ãðóïïû âñåõ

äè��åîìîð�èçìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà Ëè - íàñòîÿùàÿ, à â êàêîì ñìûñëå

ãðóïïà äè��åîìîð�èçìîâ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè - âîïðîñ îòäåëüíûé. Â ëþ-

áîì ñëó÷àå, íà ýâðèñòè÷åñêîì óðîâíå ýòî òàê.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðóïïó SDiff äè��åîìîð�èçìîâ g ïðîñòðàíñòâà Rn,
ñîõðàíÿþùèõ ñòàíäàðòíûé îáúåì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ g
âî âñåõ òî÷êàõ ðàâåí 1, èëè, èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà ßêîáè J(g, x) ñîäåð-
æèòñÿ â SL(n,R) äëÿ âñåõ x. Åñëè gt � ïîòîê, ñîñòîÿùèé èç äè��åîìîð�èç-
ìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì, òî

lim
ε→0

1

ε

(
J(gε, x)− 1

)
∈ sl(n,R).

Åñëè u � âåêòîðíîå ïîëå, ïîðîæäàþùåå ïîòîê, òî ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñòîèò

ïîä çíàêîì ïðåäåëà, ðàâíà




∂u1

∂x1

∂u1

∂x2
. . .

∂u2

∂x1

∂u2

∂x2
. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.


 ,

ò.å., ýòî ëèíåéíàÿ ÷àñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷êå. Ñëåä ýòîé ìàòðèöû ðàâåí

íóëþ, ò.å.

div u =
∑ ∂uj

∂xj
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Ëè ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îáú-

åì, ñîñòîèò èç áåçäèâåðãåíòûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (òóò åùå íóæíî îáðàòíîå

ðàññóæäåíèå, ñì. [7, �36A℄).

Äëÿ ãðóïïû ñèìïëåêòè÷åñêèõ äè��åîìîð�èçìîâ òà æå àðãóìåíòàöèÿ

ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè äîëæíà ëåæàòü â Sp(2n,R), à ëèíåéíàÿ

÷àñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ äîëæíà ëåæàòü â àëãåáðå Ëè sp(2n,R) (ðàçíûå äðó-
ãèå îïèñàíèÿ òàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ñì. â [7, �40℄).

Ñì. [7, �36℄, [53℄.
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5.14. Òåîðåìà Êàðòàíà î ïðèìèòèâíûõ ïñåâäîãðóïïàõ. Ïóñòü M
- ãëàäêîå âåùåñòâåííîå èëè àíàëèòè÷åñêîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Ëî-

êàëüíûé äè��åîìîð�èçì M ýòî äè��åîìîð�èçì ϕ îòêðûòîãî ïîäìíîæå-

ñòâà U ⊂M íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂M .

Ïñåâäîãðóïïà Γ � ýòî íàáîð ëîêàëüíûõ äè��åîìîð�èçìîâ ìíîãîîáðà-

çèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1) Åñëè ψ : U → V ñîäåðæèòñÿ â Γ, à W ⊂ U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî,

òî îãðàíè÷åíèå ψ
∣∣
W

ñîäåðæèòñÿ â Γ.

2) Åñëè ψ ∈ Γ, òî ψ−1 ∈ Γ.

3) Åñëè ϕ : U → V , ψ : V →W ñîäåðæàòñÿ â Γ, òî ψ ◦ ϕ ∈ Γ.

4) Ïóñòü ψ : ∪Uj → W � ëîêàëüíûé äè��åîìîð�èçì. Åñëè âñå ψ
∣∣
Uj

ñîäåðæàòñÿ â Γ, òî ψ ∈ Γ.

Ïðèìåð. Ïóñòü M = C ∪∞ � ñ�åðà �èìàíà. �àññìîòðèì ïñåâäîãðóïïó

âñåõ ãîëîìîð�íûõ ëîêàëüíûõ äè��åîìîð�èçìîâ M . Ýòî áåñêîíå÷íîìåð-

íûé îáúåêò, â òî âðåìÿ êàê ãðóïïà âñåõ ãîëîìîð�íûõ äè��åîìîð�èçìîâM
èçîìîð�íà SL(2,C)/{±1} è ñîñòîèò èç äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ò.å., ëîêàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Êîøè-�èìàíà î÷åíü ìíîãî, à ãëîáàëü-

íûõ ìàëî. Ýòî ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èå ìåæäó ãðóïïîâîé è ïñåâäîãðóïïîâîé

òî÷êàìè çðåíèÿìè. ♦

Ïñåâäîãðóïïà íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

óñëîâèå:

(T) Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ M ñóùåñòâóåò ψ ∈ Γ, òàêîé, ÷òî
ψx = y.

Ïñåâäîãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

(P) íå ñóùåñòâóåò Γ-èíâàðèàíòíîãî ñëîåíèÿ20 íè â êàêîé îáëàñòèU ⊂M .

Ïñåâäîãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ïîðÿäêà k, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå:

(S1) Ïóñòü ψ : U → V � ëîêàëüíûé äè��åîìîð�èçì. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî

x ∈ U ñóùåñòâóåò ψx ∈ Γ, òàêîé, ÷òî ψx(x) = ψ(x) è âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ïîðÿäêà 6 k ó ψ è ψx â òî÷êå x ñîâïàäàþò. Òîãäà ψ ∈ Γ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïñåâäîãðóïïà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî äè��åî-

ìîð�èçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (êàê äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï äè��åîìîð�èçìîâ), òî ïîñëåäíåå óñëî-

âèå àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî.

Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ äàþò 4 ðàçëè÷íûõ òèïà ïñåâ-

äîãðóïï. Òåïåðü ïðèâåäåì åùå äâà ïðèìåðà.

a) Äè��åîìîð�èçìû ñ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûì ÿêîáèàíîì. �àññìîòðèì

ìíîãîîáðàçèå ñ àòëàñîì Wj . Â êàæäîé êàðòå âîçüìåì �îðìó îáúåìà ωj ,
îïðåäåëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Ïóñòü íà ïåðåñå-

÷åíèÿõ êàðò Wi ∩Wj �îðìû ωi, ωj îòëè÷àþòñÿ ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì.

Ìû ðàññìàòðèâàåì äè��åîìîð�èçìû, ñîõðàíÿþùèå ýòó ñòðóêòóðó. Èíûìè

20

Ñëîåíèå � ýòî ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå ëîêàëüíî óñòðî-

åíî êàê ðàçáèåíèå Rn
íà ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
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ñëîâàìè, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó êàðò Wk, Wl. Ìû òðåáóåì ÷òîáû

ïðîîáðàç �îðìû ωk ïðè äè��åîìîð�èçìå g ñîâïàäàë ñ s ·ωl íà g−1Wk∩Wl,

ãäå s = sij ∈ R.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rk ñî ñòàíäàðòíîé �îðìîé îáúåìà.
�àññìîòðèì �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî Rk \ 0 ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè

x ∼ 2x. Îíî ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé òîëüêî ÷òî îïèñàííîãî òèïà. ♦

b) Ïðîåêòèâíî ñèìïëåêòè÷åñêèå äè��åîðìîç�èçìû. Àíàëîãè÷íî, ðàñ-

ñìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ àòëàñîì Wj , â êàæäîé êàðòå âîçüìåì ñèìïëåê-

òè÷åñêóþ �îðìó, îïðåäåëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Íà ïåðåñå÷åíèÿõ êàðò ýòè �îðìû ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî

ìíîæèòåëÿ. Äàëåå áåðåì ãðóïïó (¾ïðîåêòèâíî ñèìïëåêòè÷åñêèõ¿) äè��åî-

ìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ ýòó ñòðóêòóðó.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R2n
ñî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷å-

ñêîé �îðìîé

∑n
j=1 dxj ∧dxj+n. �àññìîòðèì �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî R2n \0 ïî

îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè x ∼ 2x. Îíî ñíàáæåíî ïðîåêòèâíî ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ñòðóêòóðîé. ♦

Êëàññè�èêàöèîííàÿ òåîðåìà. Ëþáàÿ ïðèìèòèâíàÿ òðàíçèòèâíàÿ ãëàä-

êàÿ ïñåâäîãðóïïà äè��åîìîð�èçìîâ ëîêàëüíî èçîìîð�íà ïñåâäîãðóïïå

îäíîãî èç 12 ñëåäóþùèõ òèïîâ. Âî-ïåðâûõ, ýòî óïîìÿíóòûå âûøå 6 òè-

ïîâ ïñåâäîãðóïï: âñåõ äè��åîìîð�èçìîâ; äè��åîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþ-

ùèõ îáúåì; äè��åîìîð�èçìîâ ñ ïîñòîÿííûì ÿêîáèàíîì; ñèìïëåêòè÷åñêèõ

äè��åîìîð�èçìîâ; ïðîåêòèâíî ñèìïëåêòè÷åñêèõ äè��åîìîð�èçìîâ; êîí-

òàêòíûõ äè��åîìîð�èçìîâ. Âî-âòîðûõ, ýòî 6 àíàëîãè÷íûõ òèïîâ ïñåâäî-

ãðóïï êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ äè��åîìîð�èçìîâ.

Ýòî ñòðàííàÿ âåëèêàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ íàïðÿìóþ,

íî íåÿâíî îíà ìàÿ÷èò çà îïèñàíèÿì ãðóïï ñèììåòðèé ðàçíûõ ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ñòðóêòóð: îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðåñíûõ âîçìîæíîñòåé çäåñü íå òàê

óæ ìíîãî.

Çàìå÷àíèå. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî î ëîêàëüíîé

êëàññè�èêàöèè. ♦

Çàìå÷àíèå.Êîíòàêòíàÿ ïñåâäîãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïîðÿäêà 2. Âñå

îñòàëüíûå ïñåâäîãðóïïû Êàðòàíà ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïîðÿäêà 1. ♦

Ïðèìåð. Ëîêàëüíûé äè��åîìîð�èçì Rn íàçûâàåòñÿ êîí�îðìíûì, åñ-

ëè åãî äè��åðåíöèàë â êàæäîé òî÷êå åñòü êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèè è îðòîãî-

íàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ìû ïîëó÷àåì ïñåâäîãðóïïó êîí�îðìíûõ îòîá-

ðàæåíèé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà òðàíçèòèâíà, ïðèìèòèâíà è ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêîé ïîðÿäêà 1. Åñëè n 6= 2, òî îíà íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç áåñêî-

íå÷íîìåðíûõ êàðòàíîâñêèõ ïñåâäîãðóïï. Ïîýòîìó îíà êîíå÷íîìåðíà. Äëÿ

÷èòàòåëåé, çíàêîìûõ ñî ñòðóêòóðíîé òåîðèåé ãðóïï Ëè: âûâåäèòå îòñþäà

òåîðåìó Ëèóâèëëÿ îá îïèñàíèè âñåõ ëîêàëüíî êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Rn. ♦

Ñì. [3, ��7.6-7.7℄, [112℄.

5.15. �åîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà ãðóïïàõ äè��åîìîð�èçìîâ.Îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî åñòü ìíîãî ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
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ìè, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óðàâíåíèÿ íà ãåîäåçè÷åñêèå íà ãðóïïàõ

äè��åîìîð�èçìîâ. Ïðèâåäåì ñàìûé ñòàðûé è ñàìûé ýëåìåíòàðíûé ïðè-

ìåð (Â.È.Àðíîëüä).

�àññìàòðèâàåòñÿ èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü. Èäåàëüíîñòü îçíà-

÷àåò îòñóòñòâèå âÿçêîñòè (âíóòðåííåãî òðåíèÿ) è òåïëîïðîâîäíîñòè. Äâè-

æåíèå òàêîé æèäêîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðàåêòîðèþ íà ãðóïïå

SDiff(R3) äè��åîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì. À èìåííî, ìû ñìîòðèì,

êóäà ïðèõîäèò êàæäàÿ ÷àñòèöà çà âðåìÿ t, è ïîëó÷àåì äè��åîìîð�èçì, çà-

âèñÿùèé îò t. Ââèäó òîãî, ÷òî æèäêîñòü íåñæèìàåìà, ýòè äè��åîìîð�èçìû
ñîõðàíÿþò îáúåì. Äëÿ ïðîñòîòû, ïîëîæèì, ÷òî íà æèäêîñòü íå äåéñòâóþò

âíåøíèå ñèëû. Äâèæåíèå òàêîé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíå-

íèåì Ýéëåðà. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü æèäêîñòè â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t
÷åðåç v = v(t, x). Îáîçíà÷èì äàâëåíèå ÷åðåç p. Òîãäà

∂

∂t
v + (v · ∇)v = − gradp; (5.7)

div v = 0. (5.8)

Çäåñü

v · ∇ :=
∑

vj
∂

∂xj
.

Äàâëåíèå v îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Â ïðèíöèïå,

ìû ìîãëè áû äàâëåíèå íå ââîäèòü, à íàïèñàòü

rot
( ∂
∂t
v + (v · ∇)v

)
= 0.

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì (íà ýâðèñòè÷åñêîì óðîâíå), ÷òî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì íà ãåîäåçè÷åñêèå îòíîñèòåëüíî ïðàâîèíâàðèàíòíîé L2
-ìåòðèêè

íà ãðóïïå SDiff(R3).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(t, x) ïîëîæåíèå ÷àñòèöû, íàõîäèâøåéñÿ â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè â òî÷êå x, â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà îòîáðàæåíèå x 7→
g(t, x) � ýòî äè��åîìîð�èçì, çàâèñÿùèé îò âðåìåíè. Ñêîðîñòü ÷àñòèöû

çàäàåòñÿ �îðìóëîé

v(t, x) =
∂

∂t
g(t, x).

Òåïåðü âû÷èñäÿåì óñêîðåíèå ÷àñòèöû, ò.å. ñ÷èòàåì

d

dt
v(t, g(t, x)) =

∂

∂t
v(t, y)

∣∣∣∣
y=g(t,x)

+
∑

j

∂v(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=g(t,x)

· v(t, x)

Â èòîãå, óðàâíåíèå (5.7) ïðåâðàùàåòñÿ â

d

dt
v(t, g(t, x)) = − gradp (5.9)

(ñîáñòâåííî, ýòî è åñòü âûâîä óðàâíåíèé Ýéëåðà).
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Äàâàéòå ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó SDiff(R3) êàê ¾ïîäìíîãîîáðàçèå¿ â ¾ìíî-
ãîîáðàçèè¿ Diff(R3) âñåõ äè��åîìîð�èçìîâ. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê

Diff(R3) ìû îòîæäåñòâèì ñ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Òàê êàê

ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, óòî÷íèì ïîñëåäíåå âûñêàçûâàíèå.

Åñëè hε(x) - òðàåêòîðèÿ â ãðóïïå äè��åîìîð�èçìîâ, òî êàñàòåëüíûé âåê-
òîð ê íåé â òî÷êå ε = 0 � ýòî âåêòîðíîå ïîëå, çíà÷åíèå êîòîðîãî â òî÷êå

x ðàâíî v(x) = d
dεhε(x)

∣∣∣
ε=0

. Ââåäåì íà ¾ìíîãîîáðàçèè¿ Diff(R3) ðèìàíî-
âó ìåòðèêó, ïîëîæèâ, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ

ðàâíî

〈u, v〉 =
∫

R3

∑

j

uj(x)vj(x) dx.

Îãðàíè÷èì íàøó ðèìàíîâó ìåòðèêó íà ãðóïïó SDiff(R3). Êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ê SDiff(R3) ñîñòîèò èç áåçäèâåðãåíòíûõ ïîëåé. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïîëó÷åííàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ïðàâîèíâàðèàíòíîé. �àññìîò-

ðèì òðàåêòîðèþ íà SDiff(R3), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ýéëåðà. Óðàâ-

íåíèå (5.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð óñêîðåíèÿ òðàåêòîðèè - ýòî ãðàäèåíòíîå

âåêòîðíîå ïîëå. Ïóñòü v áåçäèâåðãåíòíî. Òîãäà

〈gradp, v〉 =
∫

R3

∑

j

∂p

∂xj
vj dx = −

∫

R3

p
(∑

j

∂vj
∂xj

)
dx = 0.

Òàêèì îáðàçîì, óñêîðåíèå òðàåêòîðèè îðòîãîíàëüíî ïîäìíîãîîáðàçèþ. Ýòî

îäèí èç âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïîäìíîãîîáðàçèè.

Ñì. [5℄, [7, Äîáàâë.2 ℄, [8℄, [20℄, [36℄, [63℄, [64℄, [70℄, [71℄.

5.16. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì

ïðîñòðàíñòâî R3
, ñíàáæåííîå ñòàíäàðòíûì îáúåìîì. �àññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî L âñåõ ïîäìíîãîîáðàçèé R3
, ýêâèâàëåíòíûõ îêðóæíîñòè S1

â R3
. Ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü L êàê ¾áåñêîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå¿. Îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì.

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê L � ýòî ñå÷åíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê êðèâîé.
Âîçüìåì òî÷êó ℓ ïðîñòðàíñòâà L, ò.å., âëîæåííóþ îêðóæíîñòü, âîçüìåì åå

ïàðàìåòðèçàöèþ γ(t), ãäå t ∈ [0, T ]. Âîçüìåì äâà ñå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ, ξ1(t), ξ2(t). Ïî îïðåäåëåíèþ ξj(t) - ýòî âåêòîð â R3
, îïðåäåëåííûé

ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè

ξj(t) ∼ ξj(t) + a(t)γ′(t), ãäå a(t) ∈ R.

�àññìîòðèì âåëè÷èíó

ωℓ(ξ1, ξ2) :=

∫ T

0

(
γ′(t), ξ1(t), ξ2(t)

)
dt

ãäå

(
. . .
)
îáîçíà÷àåò ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî ýòî âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè γ(t) è çàäàåò

êîñîñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ �îðìó íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.



5 Çîîïàðê òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï 54

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà 2-�îðìà çàìêíóòà. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà

SDiff(R3) äåéñòâóåò íà L ñèìïëåêòîìîð�èçìàìè, ò.å., ïðåîáðàçîâàíèÿìè,

ñîõðàíÿþùèìè ýòó ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

b) Âîçüìåì ãàìèëüòîíèàí

21

íà L, ðàâíûé åâêëèäîâîé äëèíå êðèâîé. �àñ-

ìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå. Ïîêàæèòå, ÷òî ñî-

îòâåòñòóþùåå ñå÷åíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ (êàñàòåëüíûé âåêòîð ê L)
óñòðîåíî òàê: â êàæäîé òî÷êå áåðåòñÿ áèíîðìàëüíûé âåêòîð äëèíû, ðàâíîé

êðèâèçíå â òî÷êå (ýòî ò.í. binormal 
urvature �ow; â èäåàëüíîé ãèäðîäè-

íàìèêå, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì Ýéëåðà, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèþ

δ-îáðàçíîãî âèõðÿ). ♦

Îòìåòèì, ÷òî òî÷íî òàê æå ââîäèòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ïðî-

ñòðàíñòâå âñåõ ïîäìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè 2 â ìíîãîîáðàçèè ñ �èêñè-

ðîâàííîé �îðìîé îáúåìà.

Íà ñàìîì äåëå, çäåñü äîâîëüíî áîëüøîé ïðîñòîð äëÿ �àíòàçèè. À èìåííî

âîçüìåì m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèåM ñ �èêñèðîâàííîé k-�îðìîé ω. Âîçüìåì
ïðîñòðàíñòâî L âñåõ n-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â M . Íà íåì êàíîíè÷åñêè

îïðåäåëåíà (k + n−m)-�îðìà ω�
, ïðè÷åì

d(ω�) = d(ω)�.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ω áûëà çàìêíóòà, òî çàìêíóòà è ω�
. Ñîîòâåòñòâåííî,

ãðóïïà äè��åîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ �îðìó ω, äåéñòâóåò íà L ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè �îðìó ω�
.

Ñì. [45℄, [46℄, [64, �3.5℄, [53℄, [70℄, [115℄.

5.17. �ðóïïà ãàìèëüòîíîâûõ äè��åîìîð�èçìîâ è ìåòðèêà Õî-

�åðà. �àññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M ñ 2-�îðìîé ω = ωx
è C∞-�óíêöèþ H (ãàìèëüòîíèàí) íà M . Â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî H èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Ôèêñèðóåì

òî÷êó x ∈ M è ðàññìîòðèì äè��åðåíöèàë dHx �óíêöèè H â òî÷êå x. Íà-
ïîìíèì, ÷òî äè��åðåíöèàë �óíêöèè, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

�óíêöèîíàëîì íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè áè-

ëèíåéíîé �îðìû ω ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v âûïîëíåíî

dHx(v) = ωx(ξ, v).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ìû èìååì êàñàòåëüíûé âåêòîð â ýòîé òî÷êå, ò.å., ìû

ïîëó÷èëè âåêòîðíîå ïîëå íà M , îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç sgradH := ξ. Òàêèå
âåêòîðíûå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè. Åñëè M = R2n

ñî ñòàíäàðò-

íîé �îðìîé

∑
dpj ∧ dqj , òî ýòî âåêòîðíîå ïîëå çàäàåòñÿ �îðìóëîé

(
−∂H
∂q1

, . . . ,− ∂H
∂qn

,
∂H

∂p1
, . . . ,

∂H

∂pn

)
.

21

Ñì. [7, �38℄, �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñì. íèæå â ñëåäóþùåì ïóíêòå.
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�àìèëüòîíîâû ïîëÿ ñîõðàíÿþò ñèìïëåêòè÷åñêóþ �îðìó, ñì. [7, ��37-40℄, íî,

âîîáùå ãîâîðÿ, îíè îáðàçóþò èäåàë â àëãåáðå Ëè âñåõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ âåê-

òîðíûõ ïîëåé (â ñëó÷àå îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå

âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâî.).

Ïóñòü g � ñèìïëåêòîìîð�èçì. Ìû ñêàæåì, ÷òî g ãàìèëüòîíîâ, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ñåìåéñòâî gt äè��åîìîð�èçìîâ, ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè,

òàêîå, ÷òî g0 � åäèíè÷íûé äè��åîìîð�èçì, à gT = g, è ñóùåñòâóåò ñåìåé-
ñòâî ãàìèëüòîíèàíîâ Ht, òàêîå, ÷òî

d

dt
gt(x) = sgradHt(gt(x)). (5.10)

�àìèëüòîíîâû äè��åîìîð�èçìû îáðàçóþò ïîäãðóïïó Ham(M,ω) â êîìïî-
íåíòå ñâÿçíîñòè ãðóïïû ñèìïëåêòîìîð�èçìîâ, â ñëó÷àå îäíîñâÿçíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé ýòè äâå ãðóïïû ñîâïàäàþò.

Ìåòðèêà Õî�åðà. Íà ãðóïïå Ham(M,ω) ââîäèòñÿ äâóñòîðîííå èíâàðè-

àíòíàÿ ìåòðèêà d(q, r) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. �àññìàòðèâàþòñÿ âñåâîç-

ìîæíûå ïóòè (ãàìèëüòîíîâû èçîòîïèè) gt, t ∈ [0, T ], â ãðóïïå Ham(M,ω),
óäîâëåòâîðÿþùèå (5.10) è ñîåäèíÿþùèå q è r (ò.å., g0 = q, gT = r). Îïðåäå-
ëèì äëèíó ïóòè ℓ(gt) êàê

ℓ(gt) :=

∫ T

0

∣∣max
x∈M

Ht(x)− min
x∈M

Ht(x)
∣∣ dt.

�àññòîÿíèå Õî�åðà d(q, r) � ýòî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí âñåõ ïóòåé,

ñîåäèíÿþùèõ q è r. Çäåñü íåîæèäàííî ñëîæíûì îêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå,

÷òî d(q, r) 6= 0 ïðè q 6= r (ó ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ, âïåðâûå ïîëó÷åííîãî

Õî�åðîì, èçâåñòíî íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ, è âñå îíè òÿæåëûå).

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå îñòàëüíûå àêñèîìû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è

èíâàðèàíòíîñòü ìåòðèêè. ♦

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ìíîãîîáðàçèå íåêîìïàêòíî.

Ïóñòü p > 1. Äëÿ ëþáûõ ãàìèëüòîíîâûõ äè��åîìîð�èçìîâ q, r îïðåäå-

ëèì âûðàæåíèå

dp(q, r) := inf
gt

∫ T

0

(∫

M

|Ht(x)|p dx
)1/p

dt,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ãàìèëüòîíîâûè èçîòîïèÿì, ñî-

åäèíÿþùèì q è r. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî dp(q, r) ðàâíî íóëþ òîæäåñòâåííî (ñì.

äîêàçàòåëüñòâî â [8, Ñëåäñòâèå IV.8.21℄). ♦

Åñëè ïðèíÿòü çà àêñèîìû íåêîòîðûå ñëîæíî äîêàçûâàåìûå óòâåðæäå-

íèÿ, òî ìåòðèêó Õî�åðà d(q, r) ìîæíî îöåíèâàòü ñíèçó (îöåíêè ñâåðõó ìîæ-
íî ïîëó÷àòü ïóòåì ïðåäúÿâëåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ èçîòîïèé). Ïðèâåäåì ïðè-

ìåð òàêèõ ¾àêñèîì¿.

Ýíåðãèÿ ñìåùåíèÿ. Ïóñòü A ⊂ M � ïîäìíîæåñòâî. Åãî ýíåðãèÿ ñìåùå-

íèÿ e(A) ýòî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü d(e, g) ïî âñåì g, òàêèì, ÷òî g(A)∩A = ∅.
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Åñëè òàêèõ g íåò, òî ìû ïîëàãàåì e(A) = +∞. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå:

Ýíåðãèÿ ñìåùåíèÿ øàðà ðàäèóñà r â ñòàíäàðòíîì R2n
ðàâíà πr2.

Çàäà÷à. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî øàð ðàäèóñà R ⊂ R2n
íåëüçÿ ïåðåâåñòè

ñèìïëåêòîìîð�èçìîì âíóòðü öèëèíäðà p21 + q21 < r2 ðàäèóñà r < R. ♦

Åñòü òàêæå îöåíêè äëÿ ýíåðãèè ñìåùåíèÿ ãëàäêèõ êîìïàêòíûõ ëàãðà-

ðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé

22

. �àññìîòðèì ñëó÷àé R2n
. Âîçüìåì 1-�îðìó

λ =
∑
j pj dqj , òàê ÷òî dλ = ω. Ýòà �îðìà îïðåäåëÿåò êëàññ ïåðâûõ âå-

ùåñòâåííûõ êîãîìîëîãèé ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ L. �àññìîòðèì åå

çíà÷åíèÿ íà âñåâîçìîæíûõ ïåòëÿõ â L. Ïîëó÷èòñÿ ïîäãðóïïà â àääèòèâíîé
ãðóïïå R. Äîïóñòèì, ÷òî îíà äèñêðåòíà, ïóñòü a > 0 � åå îáðàçóþùàÿ. Òîãäà
ýíåðãèÿ ñìåùåíèÿ L îöåíèâàåòñÿ êàê e(L) > a/2.

�åîäåçè÷åñêèå. �àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé M = R2n
. �àññìîòðèì

êðèâóþ gt â ãðóïïå Ham. Îòíîðìèðóåì åå ¾ñêîðîñòü¿ êàê

∣∣max
x∈M

Ht(x)− min
x∈M

Ht(x)
∣∣ = 1.

Ìû ñêàæåì, ÷òî gt � ëîêàëüíî êðàò÷àéøàÿ êðèâàÿ, åñëè ó ëþáîé òî÷êè t
åñòü îêðåñòíîñòü òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b èç ýòîé îêðåñòíîñòè d(ga, gb) =
|a − b|. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â Ham (è èõ

ñäâèãè) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøèìè. Áîëåå òîãî, êðèâàÿ gt ÿâëÿåò-
ñÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè x+,
x− ∈M , òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t

max
x∈M

Ht(x) = Ht(x+), min
x∈M

Ht(x) = Ht(x−).

Ñì. [69℄, [99℄, [100℄, [9℄.

5.18. �åîäåçè÷åñêèå íà ãðóïïàõ äè��åîìîð�èçìîâ è áëèçîñòü

îáðàçîâ. Åñòü òàêîé òèï çàäà÷ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà. �àññìîòðèì, íàïðè-

ìåð, äâå çàìêíóòûå ãëàäêèå íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâûå íà ïëîñêîñòè.

Êàê óñòàíîâèòü, ïîõîæè îíè èëè íåò, è êàê óñòàíîâèòü ìåðó èõ ñõîäñòâà?

Îäèí èç ñïîñîáîâ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ � òàêîé. Ìû ââîäèì íà ãðóïïå

äè��åîìîð�èçìîâ êàêóþ-íèáóäü ïîäõîäÿùóþ ìåòðèêó è âû÷èñëÿåì ìè-

íèìàëüíóþ äëèíó èçîòîïèè, ïåðåâîäÿùåé îäíó êðèâóþ â äðóãóþ. Ìû îãðà-

íè÷èìñÿ ññûëêàìè [121℄, [72℄, [38℄.

5.19. �ðóïïà äè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè. �ðóïïà Diff+(S
1)

äè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, èãðàåò âûäå-

ëåííóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Ïðè÷èíà ýòîãî, âèäèìî, â òîì, ÷òî

îíà äîïóñêàåò ìíîãî÷èñëåííûå âëîæåíèÿ â êëàññè÷åñêèå ãðóïïû ñ øåé-

ëîâñêîé òîïîëîãèåé (ñì. ï.5.7), ÷òî ïîçâîëÿåò äàëåå ïðèìåíÿòü òåõíîëîãèþ

22

Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå L â 2n-ìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîá-

ðàçèèM íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì, åñëè â ëþáîé òî÷êå x ∈ L êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê

L ÿâëÿåòñÿ ωx-èçîòðîïíûì. Ëþáàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ â R2
� ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå.

Ïðèìåð ëàãðàíæêâà ìíîãîîáðàçèÿ â R2n
� òîð, çàäàííûé ñèñòåìîé óðàâíåíèé p2j+q

2
j = 1.
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¾âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ¿. Ïðèâåäåì ïðèìåð âëîæåíèÿ Diff(S1) â ãðóïïó
GLO ïî÷òè îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ, óïîìÿíóòóþ â ï.5.7.

�àññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ êîîðäèíàòîé ϕ ∈ R/2πZ. Ôèêñèðóåì s èç ïðî-
ìåæóòêà (0, 1). �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C∞(S1) âåùåñòâåííûõ ãëàäêèõ

�óíêöèé íà îêðóæíîñòè, ââåäåì â íåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈f1, f2〉s =
∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣∣∣∣sin
ϕ1 − ϕ2

2

∣∣∣∣
s−1

f1(ϕ1) f2(ϕ2) dϕ1 dϕ2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðè ââåäåííûõ âûøå îãðà-

íè÷åíèÿõ íà s ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vs
ïîïîëíåíèå C∞(S1) ïî ýòîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (ïî çàïàñó �óíê-

öèé ýòî ïîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîáîëåâñêèì ïðîñòðàíñòâîì H−s/2, íî íàì

ÿâíûé âèä ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òîæå âàæåí). Ïóñòü ãðóïïà Diff+(S
1)

äåéñòâóåò â Vs ïî �îðìóëå

Ts(q) f(ϕ) = f(q(ϕ)) q′(ϕ)(1−s)/2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû Ts(q) ëåæàò â ãðóïïå GLO(Vs), òåì ñàìûì ìû

ïîëó÷àåì äåéñòâèÿ ãðóïïû Diff+(S
1) íà ïðîñòðàíñòâå ñ ãàóññîâîé ìåðîé,

ñì. íèæå �8.

Ñì. [Ner1, Chapt. VI, �IX.6℄, [101℄, [73℄, [76℄.

5.20. Òîïîëîãèè íà ãðóïïàõ äè��åîìîð�èçìîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî òà-

êèõ òîïîëîãèé ìíîãî. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì áðàòü ãðóïïû äè��åîìîð�èç-

ìîâ ãëàäêîñòè Ck. Åñëè ìíîãîîáðàçèå íå êîìïàêòíî, òî âîçíèêàåò ìíîãî

âîçìîæíîñòåé íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà äè��åîìîð�èçì íà áåñêîíå÷-

íîñòè (âîïðîñ òóò ñêîðåå â òîì, ñ êàêèìè öåëÿìè ýòî äåëàòü). Ìû ïðèâåäåì

äâà íåî÷åâèäíûõ ïðèìåðà.

1) Ñîáîëåâñêèå äè��åîìîð�èçìû, [51℄. �àññìîòðèì n-ìåðíîå ìíîãîîáðà-
çèå. Ïóñòü s > n/2 + 1 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà ìíîæåñòâî äè��åî-

ìîð�èçìîâ ñîáîëåâñêîé ãëàäêîñòè s çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è

îáðàçóåò òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó.

2) Êëàññû Äàíæóà�Êàðëåìàíà, [67℄. �ëàäêàÿ �óíêöèÿ íà îáëàñòè Ω ⊂
Rn ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C è

ρ, òàêèå, ÷òî ëþáàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂αf/∂xα îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

∣∣∣∂
αf

∂xα

∣∣∣ 6 Cραα!

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mj > 0, ïóñòü M0 = 1, è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ëîãàðè�ìè÷åñêè âûïóêëà,M2
k 6Mk−1Mk+1. Êëàññ Äàíæóà�Êàðëåìàíà

CM ñîñòîèò èç �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïðåäûäóùàÿ îöåíêà çàìåíåíà íà

∣∣∣∂
αf

∂xα

∣∣∣ 6 Cραα!M|α|.

Êëàññ CM íàçûâàåòñÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêèì, åñëè ëþáàÿ �óíêöèÿ f ∈ CM
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè òåéëîðîâñêèìè êîý��èöèåíòàìè â òî÷êå.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèMk = (ln k)k ìû ïîëó÷àåì êâàçèàíàëèòè÷åñêèé êëàññ.

Êðèòåðèé êâàçèàíàëèòè÷íîñòè:

∞∑

k=1

(
inf
j>k

(j!Mj)
1/j
)−1

=∞.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äè��åîìîð�èçìû êâàçèàíàëèòè÷åñêîãî êëàññà CM îá-

ðàçóþò òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó.

5.21. Èíäóêòèâíûå (ïðÿìûå) ïðåäåëû ãðóïï. �àññìîòðèì öåïî÷êó

âëîæåíèé òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï

. . . −→ Gk −→ Gk+1 −→ Gk+2 −→ . . . ,

�àññìîòðèì îáúåäèíåíèå

G = lim
−→

Gk

âñåõ ãðóïï ýòîé öåïî÷êè (ìû îòîæäåñòâëÿåì ãðóïïó Gk ñ ïîäãðóïïîé â

Gk+1 äëÿ êàæäîãî k). Ñíàáäèì ýòî îáúåäèíåíèå òîïîëîãèåé, ïîëîæèâ, ÷òî

ìíîæåñòâî â lim
−→

Gk îòêðûòî, åñëè åãî ïåðåñå÷åíèå ñî âñåìè ãðóïïàìè Gk îò-

êðûòî. Ïîëó÷åííàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíûì (èëè

ïðÿìûì) ïðåäåëîì ãðóïï Gk.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gj â ïðÿìîì ïðåäåëå ñõîäèòñÿ, åñëè âñå gj ñîäåðæàò-

ñÿ â îäíîé äîñòàòî÷íî áîëüøîé ãðóïïå Gk è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â
ýòîé ãðóïïå.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå U(n) â U(n + 1), ìàòðèöà

g ∈ U(n) äîïèñûâàåòñÿ êàê

(
g 0
0 1

)
. Èíäóêòèâíûé ïðåäåë � ýòî ãðóïïà âñåõ

áåñêîíå÷íûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö g, òàêèõ, ÷òî g − 1 èìååò ëèøü íåíóëåâîå

÷èñëî ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. ♦

Ïðèìåð. Ìîæíî ïðèäóìàòü ìíîãî ðàçíûõ èíäóêòèâíûõ ïðåäåëîâ óíè-

òàðíûõ ãðóïï. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü âëîæåíèå U(2n) â U(2n+1), çàäàííîå

êàê

(
g 0
0 g

)
. Êàæåòñÿ, ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì ãðóïïû íå î÷åíü èíòå-

ðåñíû. ♦

Ñì. [Bou1℄.

5.22. Ïðîåêòèâíûå (îáðàòíûå) ïðåäåëû ãðóïï. �àññìîòðèì òåïåðü

öåïî÷êó ñþðúåêòèâíûõ ãîìîìîð�èçìîâ

. . .
ψk←−− Gk

ψk+1←−−− Gk+1
ψk+2←−−− Gk+2

ψk+3←−−− . . .

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî

G = lim
←−

Gk

âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé gk ∈ Gk, òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ k âû-

ïîëíåíî ψk(gk) = gk−1. Ýòî ìíîæåñòâî ñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ãðóïïîâîé

îïåðàöèåé: ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {hk} è {gk} ðàâíî {hkgk}.
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�ðóïïà G ñþðúåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà ëþáóþ ãðóïïó Gj , à èìåííî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gk} ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åå ýëåìåíò gj. Îáîçíà÷èì
ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç πj . Î÷åâèäíî ψjπj = πj−1. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà V ⊂ Gj ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû åãî ïðîîáðàç π−1j (V) áûë îòêðûò

â G, è ÷òîáû âñåâîçìîæíûå òàêèå ìíîæåñòâà îáðàçîâûâàëè áàçó òîïîëîãèè

â G. Òîãäà G ñòàíîâèòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé.

Çàäà÷à. a) Åñëè âñå Gk êîìïàêòíû, òî è èõ ïðîåêòèâíûé ïðåäåë êîì-

ïàêòåí.

b) Ïóñòü K, L � êîìïàêòíûå ãðóïïû, ψ : K → L � ñþðúåêòèâíûé ãîìî-

ìîð�èçì. Òîãäà îáðàç ìåðû Õààðà íà K åñòü ìåðà Õààðà íà L. ♦

Ïóñòü âñå ãðóïïû Gk êîìïàêòíû. Íîðìèðóåì ìåðû Õààðà, òàê, ÷òîáû

âñå ìåðû áûëè âåðîÿòíîñòíûìè. Â ñèëó ïîñëåäíåãî óïðàæíåíèÿ è òåîðåìû

Êîëìîãîðîâà îïðåäåëåí ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ìåð íà G, îí è áóäåò ìåðîé

Õààðà íà G.

�àçóìíî ðàñøèðèòü îïðåäåëåíèå ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà. �àññìîòðèì ñ÷åò-

íîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A, ïóñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
α, β ∈ A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò γ òàêîé, ÷òî γ > α, γ > β. �àññìîòðèì ñå-

ìåéñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï Gα, íóìåðóåìûõ ýëåìåíòàìè α ∈ A. Ïóñòü
äëÿ ëþáîé ïàðû α < β çàäàí ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîð�èçì ψβα : Gβ → Gα,
ïðè÷åì ïðè α < β < γ ìû èìååì ψβαψγβ = ψγα. Ýëåìåíòîì ïðîåêòèâíî-

ãî ïðåäåëà G ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå íàáîðû {gα ∈ Gα}, ãäå α ïðîáåãàåò

A, òàêèå, ÷òî ψβαgβ = gα äëÿ âñåõ α < β. �ðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà è òîïîëî-

ãèÿ ââîäÿòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ïðîåêòèâíûé ïðåäåë êîìïàêòíûõ ãðóïï,

ïî-ïðåæíåìó, êîìïàêòåí.

Ñì. [Bou1, �III.7℄, [103℄.

5.23. Ïðèìåðû ïðîåêòèâíûõ ïðåäåëîâ.

Çàäà÷à. Ïóñòü p- ïðîñòîå ÷èñëî. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó îòîá-

ðàæåíèé öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

. . .←− Zpk ←− Zpk+1 ←− . . .

(Zpk = Zpk+1/pkZpk+1). Îïèøèòå ïðîåêòèâíûé ïðåäåë. Îòâåò çäåñü � öåëûå

p-àäè÷åñêèå ÷èñëà. ♦

Çàäà÷à

∗
. �àññìîòðèì òàêîå ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå íà ìíîæåñòâå íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë: β > α, åñëè β äåëèòñÿ íà α. Êàæäîìó ÷èñëó α ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Zα. Ïàðå β > α ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

íåíóëåâîé ãîìîìîð�èçì Zβ → Zα. Îïèøèòå ïðîåêòèâíûé ïðåäåë. ♦

Ïîïîëíåíèÿ äèñêðåòíûõ ãðóïï. Ïóñòü Γ � ñ÷åòíàÿ äèñêðåòíàÿ ãðóïïà.

�àññìîòðèì â íåé óáûâàþùåå ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï

Γ = Γ0 ⊃ Γ1 ⊃ Γ2 ⊃ . . .

Ïîëîæèì, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå ðàâíî 1. �àññìîòðèì öåïî÷êó ãîìîìîð�èçìîâ

. . .←− Γ/Γk ←− Γ/Γk+1 ←− . . .
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Íà êàæäîì øàãó ýòîé öåïî÷êè ìû èìååì äèñêðåòíóþ ãðóïïó, íî ïðîåê-

òèâíûé ïðåäåë Γ � óæå íåòðèâèàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì

÷åðåç πk ïðîåêöèþ Γ íà Γ/Γk.

Çàäà÷à. �ðóïïà Γ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé ïîäãðóïïîé â Γ. Ïðîîáðàç åäèíèöû
ïðè îòîáðàæåíèè πk ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé â Γ, ïðè÷åì
ýòà ïîäãðóïïà ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì Γk. �ðóïïà Γ ïîëíà. ♦

Çäåñü âîçíèêàåò áîëüøîé è ðàçíîîáðàçíûé çîîïàðê êîíñòðóêöèé. Îòìå-

òèì, ÷òî â óïðàæíåíèè ÷óòü âûøå ìû áðàëè Γ = Z, Γk = pkZ, è îòâåò óæå
ïîëó÷àåòñÿ íåòðèâèàëüíûì.

Åñòåñòâåííî ýòó êîíñòðóêöèþ ñðàçó îáîáùèòü. �àññìîòðèì ñ÷åòíóþ äèñ-

êðåòíóþ ãðóïïó Γ è ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï Γα, ãäå α ïðîáåãàåò

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A. Íà ìíîæåñòâå A òîãäà âîçíèêàåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-

äîê, α 6 β, åñëè Γα ⊃ Γβ . Ìû òðåáóåì, ÷òîáû ëþáîå ïåðåñå÷åíèå Γα ∩ Γβ

îäåðæàëî íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó Γδ, è ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäãðóïï Gα
ñâîäèëîñü ê åäèíèöå. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïðîåêòèâíûé

ïðåäåë

Γ = lim
←−

Γ/Γα.

Ïðîêîíå÷íûå ïîïîëíåíèÿ. Ïóñòü Γ � ñ÷åòíàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé ïåðåñå-

÷åíèå ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà òðèâèàëüíî. Òîãäà â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà

Γα ìû ìîæåì âçÿòü âñå ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé ãðóïïîé.

Çàìå÷àíèå. Â ñâîå âðåìÿ äîëãî ñòîÿëà ò.í. êîíãðóýíö-ïðîáëåìà îá îïè-

ñàíèè ïðîêîíå÷íîãî ïîïîëíåíèÿ ãðóïï GL(n,Z) ïðè n > 3. Îòâåò � ïðîèç-
âåäåíèå ãðóïï GL(n) íàä öåëûìè p-àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè ïî âñåì ïðîñòûì

p, ñì. [14℄. Äëÿ GL(2,Z) ïîïîëíåíèå çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì ýòî ïðîèçâå-

äåíèå, ñì. [103℄. ♦

�ðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðîêîíå÷íîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåäå-

ëîì êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ïðîíèëüïîòåíòíûå ïîïîëíåíèÿ.ÏóñòüG � ãðóïïà,H � ïîäãðóïïà. Êîì-

ìóòàíòîì {G,H} íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè êîììóòàòîðà-
ìè {g, h} = h−1g−1hg, ãäå g ïðîáåãàåò G, à h ïðîáåãàåò H . Äëÿ ñ÷åòíîé

äèñêðåòíîé ãðóïïû Γ ðàññìîòðèì öåïî÷êó ïîäãðóïï (íèæíèé öåíòðàëü-

íûé ðÿä)

Γ0 = Γ,Γ1 = {Γ,Γ0}, Γ2 = {Γ,Γ1}, Γ3 = {Γ,Γ2}, . . . (5.11)

�ðóïïà íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà Γj òðèâè-
àëüíà. �ðóïïà íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíî íèëüïîòåíòíîé, åñëè ïåðåñå÷åíèå

∩jΓj òðèâèàëüíî. Ïðèìåðû âèðòóàëüíî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï: ñâîáîäíàÿ

ãðóïïà, ãðóïïà ÷èñòûõ êîñ. Äëÿ òàêèõ ãðóïï îïðåäåëåíî ïðîíèëüïîòåíòíîå

ïîïîëíåíèå lim
←−

Γ/Γα.

�ðóïïû �àëóà è òîïîëîãèÿ Êðóëëÿ. Ïóñòü F � ñ÷åòíîå (èëè êîíå÷íîå)

ïîëå. Ïóñòü F - àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå F (ò.å., ëþáîé ýëåìåíò èç K åñòü

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ êîý��èöèåíòàìè èç F ). �îâîðÿò, ÷òî K - íîðìàëüíîå
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ðàñøèðåíèå F , åñëè âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè èç F , èìåþùèé
êîðåíü â K, ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â ïîëå K. Ïóñòü K � íîð-

ìàëüíîå ðàñøèðåíèå F . �ðóïïîé �àëóà GK/F íàçûâàåòñÿ ãðóïïà àâòîìîð-

�èçìîâ ïîëÿ K, ñîõðàíÿþùèõ F . Ïóñòü L ⊂ K � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå

ïîëÿ F . Òîãäà ýëåìåíòû GK/F ïåðåâîäÿò L â ñåáÿ, à ïîòîìó ìû èìååì ãî-

ìîìîð�èçì GK/F → GL/F .
�àññìîòðèì ñ÷åòíîå ïîëå K (íàïðèìåð, Q). �àññìîòðèì åãî àëãåáðàè÷å-

ñêîå çàìûêàíèå K. �àññìîòðèì ãðóïïó �àëóà GalK/K ïîëÿ K, ò.å. ãðóïïó

àâòîìîð�èçìîâ ïîëÿ K, òðèâèàëüíûõ íà K. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà �àëóà

GalK/K ïåðåâîäèò ëþáîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå L â ñåáÿ. Òåì ñàìûì, ìû

ïîëó÷àåì ãîìîìîð�èçì GalK/K → GalL/K . �àññìîòðèì âñå êîíå÷íûå íîð-

ìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ Lα ïîëÿ F , ñîäåðæàùèåñÿ â K. Åñëè Lα ⊂ Lβ, òî ìû
èìååì îòîáðàæåíèå

GLβ/F → GLα/F ,

à ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåí îáðàòíûé ïðåäåë lim
←−

GLα/F .

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå GK/F → lim
←−

GLα/F

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà �àëóà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé ãðóï-

ïîé (à ïîñòðîåííàÿ òîïîëîãèÿ íà íåé íàçûâàåòñÿ ¾òîïîëîãèåé Êðóëëÿ¿). ♦

Îêàçûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî ëþáàÿ ïðîêîíå÷íàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé

�àëóà.

Ñì. [106℄, [103℄, [11℄.

5.24. Àâòîìîð�èçìû è èåðàðõîìîð�èçìû äåðåâüåâ.

Àâòîìîð�èçìû. Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðà� áåç öèêëîâ. Äåðåâî Áðþà�

Òèòñà Tn � ýòî áåñêîíå÷íîå äåðåâî, ó êîòîðîãî èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäèò

n+1 ðåáðî. Àâòîìîð�èçì äåðåâà � ýòî áèåêöèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí íà ñåáÿ,

ïåðåâîäÿùàÿ ñîñåäíèå âåðøèíû â ñîñåäíèå. Òîïîëîãèÿ íà ãðóïïå Aut(Tn)
àâòîìîð�èçìîâ äåðåâà ââîäèòñÿ èç óñëîâèÿ: ñòàáèëèçàòîðû êîíå÷íûõ ïîä-

äåðåâüåâ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ïîäãðóïïàìè. �ðóïïû Aut(Tn) � äîâîëüíî

ïðîñòîé è ïðèÿòíûé ïðèìåð ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïï. Èíòåðåñíî, ÷òî

ýòè ãðóïïû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé îêàçûâàþòñÿ ðîäñòâåí-

íèêàìè SL(2,R), ïðè ýòîì ñàìè äåðåâüÿ Áðþà�Òèòñà èìèòèðóþò ïëîñêîñòü

Ëîáà÷åâñêîãî (Ï.Êàðòüå). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðîñòîì n = p ãðóïïà Aut(Tp)
ñîäåðæèò p-àäè÷åñêóþ SL(2,Qp).

Ñì. [108℄, [88℄, [40℄, [Ner2, �10.4℄.

Èåðàðõîìîð�èçìû. Ïîíÿòèå ãðàíèöû äåðåâà Abs(Jn) äîñòàòî÷íî î÷åâèä-
íî. Äàäèì �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïóòåì â äåðåâå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âåðøèí a1, a2, a3, . . . , òàêóþ, ÷òî aj è aj+1 � ðàçíûå êîíöû îäíîãî

ðåáðà. Äâà ïóòè aj, bj ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò k ∈ Z òàêîå, ÷òî, íà-

÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíåíî aj+k. Òî÷êîé ãðàíèöû íàçîâåì êëàññ

ýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé.

�àçðåæåì äåðåâî ïîñåðåäèíå êàêîãî-íèáóäü ðåáðà. Äâà ïîëó÷èâøèõñÿ

ïîääåðåâà íàçîâåì âåòêàìè. ×àñòü ãðàíèöû, ïðèìûêàþùóþ ê âåòêå, ìû
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áóäåì ñ÷èòàòü îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Òîãäà ãðàíèöà äåðåâà ñòà-

íîâèòñÿ âïîëíå íåñâÿçíûì êîìïàêòîì.

Âååðîì íàçîâåì êîíå÷íûé íàáîð âåòîê ñ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ

ãðàíèöàìè, ïðè÷åì îáúåäèíåíèå ýòèõ ãðàíèö ïîêðûâàåò âñþ ãðàíèöó äåðå-

âà. Ïóñòü äàíû äâà âååðà ñ îäíèì è òåì æå êîëè÷åñòâîì âåòâåé. Îòîáðà-

çèì îäèí âååð íà äðóãîé ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðû äåðåâà â êàæäîé âåò-

âè. Ýòî îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò ãîìåîìîð�èçì ãðàíèöû äåðåâà. Òàêèå ãî-

ìåîìîð�èçìû ìû áóäåì íàçûâàòü èåðàðõîìîð�èçìàìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

èåðàðõîìîð�èçìû äåðåâà Áðþà�Òèòñà îáðàçóþò ãðóïïó, îáîçíà÷èì åå ÷å-

ðåç Hier(Tn).
Ýòà ãðóïïà ëîêàëüíî-êîìïàêòíà. À èìåííî, íà Aut(Tn) ìû ââîäèì åå

åñòåñòâåííóþ òîïîëîãèþ è ïîëàãàåì, ÷òî Aut(Tn) îòêðûòà â Hier(Tn). Êëàñ-
ñû ñìåæíîñòè Hier(Tn)/Aut(Tn) îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Êàæäûé êëàññ
ñìåæíîñòè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Aut(Tn), à íà Hier(Tn) ìû ââîäèì òîïîëîãèþ

íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ.

Õîòÿ ýòà ãðóïïà ëîêàëüíî êîìïàêòíà, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóêöèé ïðåä-

ñòàâëåíèé îíà ïîõîæà íà ãðóïïó äè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè. Êñòàòè,

ïðè ïðîñòîì n = p îíà ñîäåðæèò ãðóïïó ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ äè��åî-
ìîð�èçìîâ p-àäè÷åñêîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.

�ðóïïû �.Òîìïñîíà

23

. Óëîæèì äåðåâî Áðþà� Òèòñà T2 íà ïëîñêîñòü.

Òîãäà íà ãðàíèöå âîçíèêàåò öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê. �ðóïïà Òîìïñîíà îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà âñåõ èåðàðõîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ ýòîò ïîðÿäîê.

Ýòî � ñòðàííàÿ äèñêðåòíàÿ ãðóïïà, äîïóñêàþùàÿ íåñêîëüêî âíåøíå íåïî-

õîæèõ äðóã íà äðóãà ðåàëèçàöèé.

1. Êóñî÷íî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. �àññìîòðèì îêðóæíîñòü R/Z. �àñ-
ñìîòðèì ãðóïïó PL2 êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ ãîìåî-

ìîð�èçìîâ ýòîé îêðóæíîñòè â ñåáÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì äâóì

ñâîéñòâàì:

a) âñå òî÷êè èçëîìà äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíû (ò.å., çíàìåíàòåëè êîîðäèíàò

èìåþò âèä 2k);

b) óãëîâûå êîý��èöèåíòû ëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ ãðà�èêà èìåþò âèä 2m,
ãäå m ∈ Z.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà PL2 ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Òîìïñîíà. Âî-

ïåðâûõ, íàäî íàðèñîâàòü äåðåâî. Åãî âåðøèíû íóìåðóþòñÿ îòðåçêàìè âèäà

[a2−k, (a+ 1)2−k, ãäå a < 2k � öåëûå ÷èñëà. Äâå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ðåá-

ðîì, åñëè îäèí îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíêîé äðóãîãî. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ

âåòêà äåðåâà T2. Î÷åâèäíî, ÷òî íàøà ãðóïïà äåéñòâóåò èåðàðõîìîð�èçìàìè
ýòîé âåòêè. Óáåäèòåñü, ÷òî äëÿ äåðåâà T2 âåòêà è âñå äåðåâî èåðàðõîìîð�-
íû. ♦

2. Êóñî÷íî äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. �àññìîòðèì âåùåñòâåííóþ

ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ RP1 = R∪∞. �àññìîòðèì ãðóïïó PPSL(2), ñîñòîÿùóþ
èç êóñî÷íî äðîáíî-ëèíåéíûõ

x 7→ (ax+ b)/(cx+ d), ãäå a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

23

�ðóïïà �è÷àðäà Òîìïñîíà. Íå ïóòàòü ñ ãðóïïîé Äæîíà Òîìïñîíà
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0 1 2 3

�èñ. 1: Íà ëåâîé ïîëîâèíå ðèñóíêà èçîáðàæåíà ñòàíäàðòíàÿ êàðòèíêà íà

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî PSL(2,Z). Íà ïðàâîé
ïîëîâèíå � äâå êîïèè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî è ñ èäåàëüíûì n-óãîëüíèêîì
íà êàæäîé êîïèè, ñòîðîíû n-óãîëüíèêîâ âûáðàíû èç äóã ëåâîé êàðòèíêè.

Ìû áåðåì îòîáðàæåíèå ñåãìåíòîâ, ñîõðàíÿþùåå öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, íà

êàæäîì ñåãìåíòå ìû äîëæíû ïåðåâåñòè êàðòèíêó èç äóã â êàðòèíêó èç äóã,

è ýòèì îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî.

îòîáðàæåíèé, ïðè÷åì â òî÷êàõ ñêëåéêè îíè èìåþò ãëàäêîñòü C1
. Îòìåòèì,

÷òî òî÷êè ñêëåéêè àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Íà ñàìîì äå-

ëå, òóò ïðèñóòñòâóåò êàðòèíêà èç ó÷åáíèêîâ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Im z > 0 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êàê

ìîäåëü ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ïðÿìûå ñîîòâåòñòâóþò îêðóæíîñòÿì, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíûì âåùåñòâåííîé îñè. Îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ¾ïðÿìûõ¿ -

ýòî èíâåðñèè. Ìû ðèñóåì èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ëó÷àìè

Re z = 0, Re z = 1 è ïîëóîêðóæíîñòüþ |z − 1/2| = 1/2. Äàëåå ìû îòðàæàåì

åãî îòíîñèòåëüíî ñòîðîí, íîâûå òðåóãîëüíèêè îòðàæàåì îòíîñèòåëüíî èõ

ñòîðîí, è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî ýòè îòðàæåíèÿ áûâàþò äâóõ òèïîâ. Îòðàæå-

íèå îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé Re z = n > 0 äîáàâëÿåò ê êàðòèíêå
âåðøèíó n + 1 (à åñëè áðàòü ïðÿìóþ Re z = n < 0 - òî n + 1). Îòðàæå-
íèå îòíîñèòåëüíî äóãè îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè

a
b ,

c
d (äðîáè ïðåäïîëàãàþòñÿ

íåñîêðàòèìûìè) äîáàâëÿåò âåðøèíó

a+b
c+d .

Ïî ìíîæåñòâó òðåóãîëüíèêîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ äåðåâî. Âåð-

øèíû ñîîòâåòñòâóþò òðåyãîëüíèêàì, äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñ-

ëè òðåóãîëüíèêè ñîñåäíèå. �ðóïïà PPSL(2) äåéñòâóåò èåðàðõîìîð�èçìàìè
ýòîé êàðòèíêè, ñì. 1.

Ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî ?−1(x). Èíòåðåñíî, ÷òî ãðóïïû PL2 è PPSL(2)
ñîïðÿæåíû â ãðóïïå ãîìåîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîá-

ðàæåíèå ?(x) îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì äâîè÷íî ðàöèî-

íàëüíûõ òî÷åê îêðóæíîñòè R/Z è ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ïðîåê-

òèâíîé ïðÿìîé R∪∞. Ïðàâèëî îòîæäåñòâëåíèÿ ÿñíî èç ñòðóêòóðû äåðåâà,

?−1
( k
2n

)
=
a

b
, ?−1

(k + 1

2n

)
=
c

d
⇒ ?−1

(2k + 1

2n+1

)
=
a+ b

c+ d
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(äðîáè îïÿòü ïðåäïîëàãàþòñÿ íåñîêðàòèìûìè). Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñòðàííàÿ

ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ, ðàâíóþ íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè

âñþäó, òàê æå êàê è îáðàòíàÿ ê íåé �óíêöèÿ ?(y). Ïðè ýòîì ?−1(·) ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé ìêæäó ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâîì êâàäðà-

òè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé.

Ïî÷òè îðòîãîíàëüíûå äåéñòâèÿ ãðóïï èåðàðõîìîð�èçìîâ. Ôèêñèðóåì

âåðøèíó v äåðåâà Tn è âîçüìåì åäèíñòâåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó dω(x) íà
ãðàíèöå, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè v. À èìåííî, ê

âåðøèíå v ïðèìûêàåò n+1 âåòêà, òåì ñàìûì ãðàíèöà ðàçáèâàåòñÿ íà n+1
ïîäìíîæåñòâî ìåðû 1/(n+1), êàæäîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ðàçáèâàåòñÿ íà
n îäèíàêîâûõ ïîäìíîæåñòâ, è ò.ä. Ââåäåì íà ãðàíèöå ðàññòîÿíèå, äëÿ ýòîãî

ñîåäèíèì ïóòåì wj , j ∈ Z, äâå òî÷êè ãðàíèöû x, y. À èìåííî, äëÿ äþáî-

ãî j âåðøèíû wj è wj+1 äîëæíû áûòü ñîñåäíèìè, wj ïîïàðíî ðàçëè÷íû,

limj→−∞ = x, limj→+∞ = y. Ìû ïîëîæèì, ÷òî ρ(x, y) ðàâíî ìèíèìàëü-

íîìó ðàññòîÿíèþ îò wj äî íà÷àëüíîé âåðøèíû v. Ôèêñèðóåì s ∈ (0, n)
è ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ �óíêöèé íà

Abs(T ) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî �îðìóëå

〈f, g〉s :=
∫

Abs(Tp)

∫

Abs(Tp)

ρ(x, y)−n+sf(x)g(y) dω(x) dω(y).

Ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Îáî-

çíà÷èì ïîïîëíåíèå ïî ýòîìó ñêàëÿðíîìó ïðîçâåäåíèþ ÷åðåç Vs. Îïðåäåëèì
äåéñòâèå ãðóïïû Hier(Tp) â Vs ïî �îðìóëå

Ts(q)f(x) = f(q(x)) q′(x)(n−s)/2,

ãäå q′(x) � ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà�Íèêîäèìà ïðåîáðàçîâàíèÿ q(x) (êñòàòè, êàê
åå îïðåäåëèòü â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ?). Êàê è â ñëó÷àå ãðóïïû äè�-

�åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè, ìû ïîëó÷àåì Ts(q) ∈ GLO(Vs), áîëåå òîãî, â
íàøåì ñëó÷àå îïåðàòîð Ts(q) îòëè÷àåòñÿ îò îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà íà

ïîïðàâêó êîíå÷íîãî ðàíãà.

Ñì. [74℄, [77℄, [43℄, [25℄, [58℄, [50℄.

5.25. Ôîðìàëüíûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû (äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ

ãðóïïàìè Ëè). �àññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíóþ Z+-ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó

Ëè g = ⊕∞α=1gα ñ êîíå÷íîìåðíûìè îäíîðîäíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè gα.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ïðîñòðàíñòâî �îðìàëüíûõ ðÿäîâ S =
∑∞

α=1Xα, ãäå

Xα ∈ gα.

�àññìîòðèì óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâàþùóþ àëãåáðó U(g) àëãåáðû Ëè g

(ñì. [33, ãë. 2℄, [Zhe2, �19℄). Îíà ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àññîöèàòèâíîé

àëãåáðîé, U(g) = ⊕αU(g)α (ñ êîíå÷íîìåðíûìè îäíîðîäíûìè ñëàãàåìûìè).

Ïîïîëíèì åå, ïîëîæèâ, ÷òî U(g) � ýòî àëãåáðà �îðìàëüíûõ ðÿäîâ âèäà∑∞
α=1 zα, ãäå zα ∈ U(g)α.
Ìû èìååì êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå X 7→ eX èç g â U(g).

Îáîçíà÷èì åãî îáðàç ÷åðåç G. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Êýìïáåëëà�Õàóñäîð�à
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([Zhe2, �21℄, [102℄), ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî G çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíî-

æåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ãðóïïó.

Ôîðìóëà Êýìïáåëëà� Õàóñäîð�à çàìå÷àòåëüíà ñòåïåíüþ ñâîåé íåóäîá-

íîñòè. �ðóïïà G ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì ñïîñîáîì, êîòîðûé â êîí-

êðåòíûõ ñëó÷àÿõ áûâàåò áîëåå ïðèÿòíûì.

�àññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå U(g)⊗U (g) è êîóìíîæåíèå (ñì. [33,
�2.7℄).

∆U(g) → U(g)⊗ U(g).

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ãîìîìîð�èçì àëãåáð, êîòîðûé îïðåäåëåí íà ýëåìåíòàõ

àëãåáðû g (êîòîðûå îòîæäåñòâëåíû ñ îáðàçóþùèìè îáåðòûâàþùåé àëãåá-

ðû) êàê

∆(X) = X ⊗ 1 + 1⊗X.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà G ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ àëãåáðû U(g), óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∆(z) = z ⊗ z. (5.12)

Ñîäåðæàòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò óæå äëÿ ñâîáîäíûõ àëãåáð Ëè.

�ðóïïû Ëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûì àëãåáðàì Ëè. �àññìîòðèì

ñâîáîäíóþ àëãåáðó Ëè ñ n îáðàçóþùèìè. Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó

Ëè.

Èçâåñòíî, ÷òî îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè � ýòî ñâî-

áîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà Freen ñ n îáðàçóþùèìè, ò.å., àëãåáðà Fn
íåêîììóòàòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò n áóêâ a1, . . . , an. ×åðåç Fn ìû îáî-

çíà÷èì àëãåáðó �îðìàëüíûõ ðÿäîâ îò òåõ æå îáðàçóþùèõ. Êîóìíîæåíèå

∆ : Freen → Freen ⊗ Freen äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íà îáðàçóþùèõ,

∆(aj) = aj ⊗ 1 + 1⊗ aj .
Ïóñòü u, v � êîíå÷íûå ñëîâà, ñîñòàâëåííûå èç áóêâ a1, . . . , an. Ìû ñêàæåì,

÷òî ñëîâî w � òàñîâêà u è v, åñëè áóêâû ñëîâà w ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà

öâåòà, êðàñíûé è ñèíèé, òàê, ÷òî ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç ñèíèõ áóêâ, ñîâ-

ïàäåò ñ u, à ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç êðàñíûõ áóêâ, ñîâïàäåò ñ v. Íàïðèìåð,
òàñîâêàìè ñëîâ ab è cd ÿâëÿþòñÿ abcd, acbd, acdb, cdab, cadb, cabd.

�àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå w = ai1 . . . aik . Òîãäà

∆(w) =
∑

u, v, òàêèå, ÷òî w � òàñîâêà u è v.

u⊗ v.

Ïóñòü

∑
w cww � ýëåìåíò ãðóïïû Ëè ñâîáîäíîé àëãåáðû Freen. Òîãäà óðàâ-

íåíèå (5.12) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íà êîý��è-

öèåíòû cw:

cucv =
∑

ïî âñåì òàñîâêàì w ñëîâ u, v

cw. (5.13)

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû (òî åñòü íàøà ãðóïïà) äîïóñêàåò ïà-

ðàìåòðèçàöèþ. À èìåííî, êîý��èöèåíòû cw ïåðåä ñëîâàìè Ëèíäîíà

24 w

24

Ñëîâî Ëèíäîíà � ýòî ñëîâî w, ó êîòîðîãî äëÿ ëþáîãî åãî ïðåäñòàâëåíèÿ w = uv

âûïîëíåíî w < v â ñìûñëå ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà..
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ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî, à âñå îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû óæå îäíî-

çíà÷íî (îäèí çà äðóãèì) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé (5.13). Ñì. [102℄.

Ìàëüöåâñêèå ïîïîëíåíèÿ.Ïóñòü Γ äèñêðåòíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ. Ñîãëàñíî À.È.Ìàëüöåâó (ñì. [29℄, [59, 17.3℄), â Γ ìîæíî âûáðàòü

êîíå÷íûé íàáîð îáðàçóþùèõ g1, . . . , gr òàê, ÷òî

1) äëÿ ëþáîãî p, ïîäãðóïïà Γp, ïîðîæäåííàÿ gp, gp+1, gr, ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíîé, ïðè÷åì Γn ëåæèò â öåíòðå Γ, ãðóïïà Γr−1/Γr ëåæèò â öåíòðå Γ/Γr,
è.ò.ä. (Γp/Γp+1 ëåæèò â öåíòðå Γ/Γp+1);

2) ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå gn := gm1
1 . . . gnr

n ;

òåì ñàìûì Γ îòîæäåñòâëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ñ Zr;

3) â �îðìóëå äëÿ óìíîæåíèÿ

gmgk = gk(m,n) (5.14)

çàâèñèìîñòü k(m,n) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé.

Òåïåðü â �îðìóëå (5.14) ìû ìîæåì ïîëîæèòü ñòåïåíè mj, nj ïðèçâîëü-
íûìè âåøåñòâåííûìè ÷èñëàìè, è ÷òî äàåò íàì óìíîæåíèå íà íà Rr. Ïîëó-
÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Ëè G = G(Γ), à òàêæå åå àëãåáðà
Ëè g(Γ). Ïðè ýòîì îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/Γ êîìïàêòíî, à ñàìà êîí-

ñòðóêöèÿ �óíêòîðèàëüíà, ò.å., ëþáîé ãîìîìð�èçì Γ1 → Γ2 ïðîäîëæàåòñÿ

äî ãîìîìîð�èçìà G(Γ1)→ G(Γ2).
Ïóñòü òåïåðü ãðóïïà âèðòóàëüíî íèëüïîòåíòíà, ïóñòü Γp � åå íèæíèé

öåíòðàëüíûé ðÿä, ñì. (5.11). Òîãäà åñòü öåïî÷êà ñþðúåêòèâíûõ ãîìîìoð-

�èçìîâ

. . .←− Γ/Γl ←− Γ/Γl+1 ←− . . . ,
à ñëåäîâàòåëüíî, è öåïî÷êè ãîìîìoð�èçìîâ

. . .←− G(Γ/Γl)←− G(Γ/Γl+1)←− . . .
. . .←− g(Γ/Γl)←− g(Γ/Γl+1)←− . . .

Ó ýòèõ öåïî÷åê åñòü ïðîåêòèâíûå ïðåäåëû, áåñêîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè

g(Γ) è áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà G(Γ).
Ìàëüöåâñêîå ïîïîëíåíèå ñâîáîäíîé ãðóïïû îáñóæäàëîñü âûøå. Êàæåò-

ñÿ, ñåé÷àñ ñàìûé èíòåðåñíûé îáúåêò âîçíèêàþùåãî çîîïàðêà ñâÿçàí ñ ãðóï-

ïàìè ÷èñòûõ êîñ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè áûëà ïîñòðîåíà Ò. Êîíî

[65℄, ýòî àëãåáðà Ëè ñ îáðàçóþùèìè xij , ãäå 1 6 i, j 6 n, ïðè÷åì i 6= j, à
xij = xji (òî åñòü, âñåãî îáðàçóþùèõ n(n− 1)/2). Ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

[xij , xik + xjk] = 0 èëè [xij , xij + xik + xjk] = 0

[xij , xkl] = 0, åñëè i, j, k, l ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Àëãåáðà Êîíî èìååò íåîæèäàííî ìíîãî èíòåðåñíûõ äåéñòâèé. Íàðèìåð, îíà

äåéñòâóåò ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè â â òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ n ïðåä-

ñòàâëåíèé ïîëóïðîñòîé ãðóïïû (êîíñòðóêöèÿ Â. �. Êíèæíèêà�À. Á. Çà-

ìîëîä÷èêîâà), â ïðîñòðàíñòâàõ íóëåâîãî âåñà ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè
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sl(n); îíà äåéñòâóåò âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà ïðîèçâåäåíèÿõ äâóìåðíûõ ñ�åð
(À. À. Êëÿ÷êî), êîïðèñîåäèíåííûõ îðáèòàõ GL(n,C) (ñì. ññûëêè â [81℄).

Ñì. [102℄, [65℄, [81℄, [11℄.

5.26. Ñâåðòêè ìåð. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñâåðòêè ìåð. Ïóñòü G -

ãðóïïà, µ, ν � ìåðû (ïîëîæèòåëüíûå èëè çíàêîíåîïðåäåëåííûå) ñ êîìïàêò-

íûì íîñèòåëåì. Ñâåðòêà ìåð µ ∗ ν îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ: äëÿ ëþáîé

íåïðåðûâíîé �óíêöèè f âûïîëíåíî

∫

G

f(g) dµ ∗ ν(g) =
∫

G

∫

G

f(g1g2) dµ(g1) dν(g2)

(ñì. [Kir, 10.1℄, [HR1, �19-20℄). Ýòà îïåðàöèÿ ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãó-

ìåíòó è àññîöèàòèâíà. Íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå ñâåðòêà ðàçäåëüíî

íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäèìîñòè ìåð. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñâåðò-

êå äåëüòà-ìåð ìû èìååì δa ∗ δb = δa+b. Äàëåå ýòà îïåðàöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ

ïî ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè. Â ñëó÷àå êîíå÷íîé ãðóïïû ìû ïîëó÷àåì

ãðóïïîâóþ àëãåáðó, â ñëó÷àå ãðóïï R, Z ìû ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ñâåðòêó,

èçâåñòíóþ èç êóðñà àíàëèçà.

Åñëè ρ � óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, òî äëÿ ìåð ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îïåðàòîðû

ρ(µ) :=

∫
ρ(g) dµ(g).

Ýòî çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå íàøåé ñâåðòî÷íîé àëãåáðû,

ρ(µ1 + µ2) = ρ(µ1) + ρ(µ2), ρ(µ1 ∗ µ2) = ρ(µ1)ρ(µ2).

Ïîëóãðóïïà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà R ñ îïåðàöèåé ñâåðòêè � ñòàíäàðòíûé

îáúåêò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (áåçãðàíè÷íî äåëèìûå

ðàñïðåäåëåíèÿ, ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ñëó-

÷àéíûå áëóæäàíèÿ, ðàçëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîâ è ò.ä). Ïîëóãðóïïû

âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ ìíîãî èçó÷àëèñü, ìû

îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ëèøü ññûëêàìè [47℄, [21℄, [4℄, [19℄. Ìû æå ñåé÷àñ ðàññìîò-

ðèì íåêîòîðûå ïîäïîëóãðóïïû ñâåðòî÷íûõ ïîëóãðóïï.

5.27. �èïåðãðóïïû. Ïðèìåð.. �àññìîòðèì ïëîñêîñòü R2
è ñåìåéñòâî

êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â íóëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pa ðàâ-
íîìåðíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà a.
Ñâåðòêà pa ∗pb íå èìååò âèäà pc, îíà ðàçìàçàíà ïî êîëüöó |a− b| 6 r 6 a+ b
è ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîé. Ïîýòîìó îíà äîëæíà ïðåäñòàâëÿòüñÿ

êàê êîìáèíàöèÿ ìåð pc.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî

pa ∗ pb =
∫ a+b

|a−b|
ha,b(c)pc dc,
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ãäå

ha,b(c) =
2

π

c
[
(a+ b+ c)(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a)

]1/2 . ♦

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì îïåðàöèþ, êîòîðàÿ èç ïàðû δ-ìåð íà ïîëóïðÿ-
ìîé èçãîòîâëÿåò íåêîòîðóþ ìåðó íà ïîëóïðÿìîé.

�èïåðãðóïïû. �àññìîòðèì ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàí-

ñòâî V . Îáîçíà÷èì ÷åðåçM(V ) ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà V ñ êîì-

ïàêòíûì íîñèòåëåì. Âîçüìåì îòîáðàæåíèå V × V → M(V ), òî÷êè a ïðî-

ñòðàíñòâà V ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ äåëüòà-ìåðàìè δa. Îòîáðàæåíèå ìû îáî-

çíà÷èì ÷åðåç

δa ⋆ δb 7→ µa,b.

Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü îò ýòîé îïåðàöèè àññîöèàòèâíîñòè, (µa ⋆µb)⋆µc =
µa ⋆ (µb ⋆ µc), ò.å.,

∫

V

µv,c dµa,b(v) =

∫

V

µa,v dµb,c(v)

Êðîìå òîãî, ÷òîáû ïðîèìèòèðîâàòü äðóãèå àêñèîìû ãðóïïû, îáû÷íî òðå-

áóþò íàëè÷èå åäèíèöû δe, òàêîé, ÷òîáû δe ⋆ δa = δa ⋆ δe = δa è èíâîëþöèè

† : V → V òàêîé, ÷òî (δa⋆δb)
† = δ†b ⋆δ

†
a (ýòî àíàëîã âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåí-

òà). Íàêîíåö, ìû òðåáóåì, ÷òîáû íîñèòåëü δa ⋆δb ñîäåðæàë e òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà δa = δ†b . Íóæíî åùå íàëîæèòü êàêèå-òî óñëîâèÿ íåïðåðûâ-

íîñòè, êîòîðûå ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ (â ëèòåðàòóðå âàðüèðóåòñÿ è ïðåäøå-

ñòâóþùàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ), òóò âàæíû íå äåòàëè îïðåäåëåíèÿ, à òî, ÷òî

èíòåðåñíûå è ìíîãî èçó÷àâøèåñÿ ãèïåðãðóïïû â ñàìîì äåëå ñóùåñòâóþò.

Òåïåðü ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ìàññîâûõ ïðèìåðîâ ãèïåðãðóïï.

�èïåðãðóïïû êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè. Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ

ãðóïïà, K � åå êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ

ñîïðÿæåííîñòè G//K ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïûK. Êàæäûé êëàññ

ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé êîìïàêòíîé ãðóïïû, à ïîýòîìó íà íåì åñòü

åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî K. Òàêèì

îáðàçîì, êàæäîìó êëàññó ñîïðÿæåííîñòè γ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äåëüòà-
îáðàçíàÿ ìåðà δγ , ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà êëàññå γ. Î÷åâèäíî, ñâåðòêà ìåð âèäà
δγ îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãèïåðãðóïïû íà G//K.

Äâîéíûå êëàññû ñìåæíîñòè. Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà,

K � åå êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî äâîéíûõ êëàññîâ

ñìåæíîñòè K \ G/K, ò.å., �àêòîð-ìíîæåñòâî ãðóïïû G ïî îòíîøåíèþ ýê-

âèâàëåíòíîñòè

g ∼ k1gk2, k1, k2 ∈ K.
Êàæäûé äâîéíîé êëàññ ñìåæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé êîìïàêòíîé ãðóïïû

K × K, à ïîýòîìó íà íåì åñòü åäèíñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà. Ìû ðàññìàòðèâàåì δ-îáðàçíûå èíâàðèàíòíûå ìåðû, ñîñðåäîòî÷åííûå
íà äâîéíûõ êëàññàõ ñìåæíîñòè è ñâåðòêè òàêèõ ìåð.
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Îðáèòû ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ. Ïóñòü êîìïàêòíàÿ ãðóïïà L äåéñòâóåò

àâòîìîð�èçìàìè ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû G. Ìû ñíîâà áåðåì èíâàðè-

àíòûå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, ñîñðåäîòî÷åííûå íà îðáèòàõ ãðóïïû L è èõ

ñâåðòêè. Ïðèìåð ñ îêðóæíîñòÿìè íà ïëîñêîñòè îòíîñèòñÿ ê ýòîìó òèïó.

Çàìå÷àíèå. 1) Ïóñòü G � ãðóïïà, à K � ïîäãðóïïà. �àññìîòðèì ïðî-

èçâåäåíèå G × K è ¾äèàãîíàëüíîå¿ âëîæåíèå i : K → G × K, çàäàííîå

�îðìóëîé k 7→ (k, k). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êëàññû ñîïðÿæåííîñòè G//K íàõî-

äÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ äâîéíûìè êëàññàìè ñìåæíî-

ñòè i(K) \ (G×K)/i(K).

2) Ïóñòü ãðóïïà L äåéñòâóåò íà ãðóïïå G àâòîìîð�èçìàìè. Òîãäà îïðå-

äåëåíî ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå L ⋉ G (ñì., íàïðèìåð, [Kir, 2.4℄). Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî îðáèòû L íà G íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè

ñ äâîéíûìè êëàññàìè ñìåæíîñòè L ⊂ (L⋉G)/L.
Ïîýòîìó âñå óïîìÿíóòûå âûøå òèïû ãèïåðãðóïï ñâîäÿòñÿ ê ãèïåðãðóï-

ïàì äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè. ♦

Çàìå÷àíèå. Çäåñü âîçìîæåí äâîéñòâåííûé ÿçûê, è îí áîëåå óïîòðåáè-

òåëåí. Ìû áåðåì ïðîñòðàíñòâî C(K \ G/K) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ êîì-

ïàêòíûì íîñèòåëåì, áèèíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî K, ò.å., �óíêöèé f , òà-
êèõ, ÷òî

f(k1gk2) = f(g), ïðè k1, k2 ∈ K.

�àññìàòðèâàåì ýòî ïðîñòðàíñòâî êàê àëãåáðó, ãäå â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ

âçÿòà ñâåðòêà. Ïîíÿòíî, ÷òî, ïî-ñóùåñòâó, ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

ýêâèâàëåíòíà ñòðóêòóðå ãèïåðãðóïïû. ♦

Ïðèâåäåì òðè ïðèìåðà ãèïåðãðóïï, êîòîðûå çàîäíî ïîêàçûâàþò ñîäåð-

æàòåëüíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Àëãåáðû �åêêå. Ñì. [55℄. �àññìîòðèì ãðóïïó G = GL(n,Fq) ìàòðèö ðàç-

ìåðà n íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq èç q ýëåìåíòîâ. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà âåðõíå-

òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Ïóñòü Sn ⊂ GL(n,Fq) � ãðóïïà ìàòðèö ïåðåñòàíîâîê.
Ëþáîé äâîéíîé êëàññ B \G/B ñìåæíîñòè èìååò âèä BwB, ãäå w ∈ Sn, ïðè-
÷åì ïðè ðàçíûõ w ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå êëàññû (äîêàæèòå ýòî; ýòî òî, ÷òî íà

ìåõìàòå ïðîõîäÿò ïî àëãåáðå íà ïåðâîé ëåêöèè ïåðâîãî êóðñà).

�àññìîòðèì ñâåðòî÷íóþ àëãåáðó Hq = C(B \G/B) (àëãåáðó �åêêå, èçîá-
ðåòåííóþ è íàçâàííóþ òàê Í. Èâàõîðè). Åå áàçèñíûå ýëåìåíòû íóìåðóþòñÿ

ïîäñòàíîâêàìè w ∈ Sn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tj ýëåìåíòû, îòâå÷àþùèå ïðîñòûì
òðàíñïîçèöèÿì (j, j + 1). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àëãåáðà �åêêå � ýòî àëãåáðà ñ

îáðàçóþùèìè Tj è ñîîòíîøåíèÿìè

T 2
j = q + (q − 1)Tj;

TjTj+1Tj = Tj+1TjTj+1;

TkTl = TlTk ïðè l 6= k ± 1.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå q = 1 â ýòè �îðìóëû ìû ïîëó÷àåì ñîîò-

íîøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñïîçèöèé (j, j +1) â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïå: ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â T 2

j = 1, à âòîðîå â (TjTj+1)
3 = 1.
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Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà H1 � ýòî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-

ïû. Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðà �åêêå Hq îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì q ∈ C. Ïðè âñåõ
q, êðîìå êîðíåé èç 1, ýòè àëãåáðû èçîìîð�íû ãðóïïîâîé àëãåáðå ñèììåò-

ðè÷åñêîé ãðóïïû.

¾�èïåðãðóïïà îáîáùåííîãî ñäâèãà¿. Ñì. [66℄. Ïóñòü K � îäíî èç òåë, R, C
èëè êâàòåðíèîíûH. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâîKn+1

, ñíàáæåííîå ýðìèòîâîé

�îðìîé ñ îäíèì ìèíóñîì è n ïëþñàìè, åå ìàòðèöà ðàâíà



−1 0 . . .
0 1 . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.




(â ñëó÷àå K = R ýðìèòîâîñòü îçíà÷àåò ñèììåòðè÷íîñòü). �àññìîòðèì ãðóï-

ïó G = U(1, n;K), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèõ ýòó �îðìó,

ýòî ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïà O(1, n), U(1, n) èëè Sp(1, n). Â G ðàññìîòðèì

ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó K = U(1;K) × U(n,K) îíà ñîñòîèò

èç ìàòðèö áëî÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà 1 + n âèäà

(
a 0
0 D

)
, ãäå a � ýëåìåíò

òåëà ñ íîðìîé 1, àD � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà. Ñîîòâåòñòâåííî, îäíîðîäíîå ïðî-

ñòðàíñòâî U(1, n;K)/U(1;K)×U(n,K) - ýòî ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî (ïðè
K = R), êîìïëåêñíîå èëè êâàòåðíèîííîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãèïåðãðóïïó äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè K \G/K.

Ëþáîé òàêîé êëàññ ñìåæíîñòè èìååò âèä KhtK, ãäå

ht =




ch t sh t 0 . . .
sh t ch t 0 . . .
0 0 1 . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


 , ãäå t > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî K \G/K îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëóïðÿìîé t > 0.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

d := dimK, α = nd/2− 1, β = d/2− 1.

Ïóñòü

2F1[a, b, c;x] =

∞∑

j=0

(a)j(b)j
(c)jj!

xj

îáîçíà÷àåò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèÿ �àóññà. Òîãäà

δt ⋆ δs =

∫ t+s

|t−s|
L(t, s, u)δu du,

ãäå ÿäðî L(t, s, u) çàäàåòñÿ �îðìóëîé

L(t, s, u) =
2−d(n+1)+2(ch s ch t chu)α−β−1

π1/2Γ(α+ 1/2)(sh s sh t shu)2α
×

× (1−B2)α−1/22F1

[
α+ β, α− β;α+ 1/2; 12 (1−B)

]
,
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à

B :=
ch2 t+ ch2 s+ ch2 u− 1

2 ch s ch t chu
.

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ L(s, t, u) ñèììåòðè÷íî ïî ïåðåìåííûì s, t, u,
â ÷àñòíîñòè íàøà ãèïåðãðóïïà êîììóòàòèâíà.

Ýòè �îðìóëû ìîæíî èíòåðïåòèðîâàòü òàê. Âîçüìåì íà ãèïåðáîëè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå G/K äâà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðà ñ ÿäðàìè P (d(x, y)),
Q(d(x, y)), çàâèñÿùèìè ëèøü îò ðàññòîÿíèÿ d(x, y) ìåæäó òî÷êàìè x, y. Òî-
ãäà èõ ïðîèçâåäåíèå áóäåò èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì R(d(x, y)),
çàäàâàåìûì �îðìóëîé

R(u) =

∫
K(t, s, u)P (t)Q(s) dt ds.

Èíòåðåñíî, ÷òî êàê è â ñëó÷àå àëãåáð �åêêå, ó íàñ ïîëó÷àåòñÿ ñåìåé-

ñòâî îïåðàöèé, çàâèñÿùåå îò íåïðåðûâíûõ ïàðàìåòðîâ (ìîæíî áðàòü ëþáûå

α > β > 1/2). Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðãðóïïû K \ G/K èíòåðïîëèðóþòñÿ ïî

ðàçìåðíîñòè òåëà K è ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Îðáèòàëüíûå ìåðû. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèö ðàç-

ìåðà n, íà êîòîðîì äåéñòâóåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ãðóïïà U(n). Îðáèòû
OΛ ãðóïïû U(n) íóìåðóþòñÿ íàáîðàìè Λ = (λ1, . . . , λn) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû. �àññìîòðèì èíâàðèàíòíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó δΛ, ñîñðåäîòî-
÷åííóþ íà òàêîé îðáèòå. Ìû ñíîâà ïîëó÷àåì ãèïåðãðóïïó. Âñòàåò âîïðîñ î

âû÷èñëåíèè ñâåðòîê δΛ ∗ δM . Â ïðèíöèïå, äëÿ ýòèõ ñâåðòîê ìîæåò áûòü íà-

ïèñàíà ÿâíàÿ �îðìóëà â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ (ñì. [35℄), íî âûðàæåíèå

îêàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ñóììîé áîëüøîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, òàê ÷òî

äàæå íå óäàåòñÿ ïîíÿòü, êàêîé áóäåò íîñèòåëü ñâåðòêè. ×òî êàñàåòñÿ îïèñà-

íèå íîñèòåëÿ ñâåðòêè, òî ýòî áóêâàëüíî ñîâïàäàåò 
 âîïðîñîì îá îïèñàíèè

ìíîæåñòâà, êîòîðîå ìîæåò ïðîáåãàòü ñïåêòð ñóììû äâóõ ìàòðèö ñ äàííûìè

ñïåêòðàìè (ýòî äîëãî ñòîÿâøàÿ ïðîáëåìà, ðåøåííàÿ A. A. Êëÿ÷êî â 1993ã.,

ñì. îòâåò, íàïðèìåð, â [Ner2, Add. to Ch.2℄).

Îòìåòèì, ÷òî ãèïåðãðóïïû äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè � ñòðóêòóðû

äîâîëüíî ñëîæíûå, è ïåðå÷èñëèì ñëó÷àè, êîãäà îíè �àêòè÷åñêè ïðèìåíÿ-

þòñÿ. Ìû ïðèâîäèì ëèøü ïî òèïîâîìó ïðèìåðó (äàëüøå íàäî èìåòü â âèäó

âñåâîçìîæíûå ïîëóïðîñòûå ãðóïïû).

1a) G = GL(n,R), K = O(n).

1b) G = U(n), K = O(n).

1
) G = O(n) ⋉ Symm(n), K = O(n), çäåñü Symm(n) � ïðîñòðàíñòâî

ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.

Âñå ãèïåðãðóïïû 1a)-1
) êîììóòàòèâíû (È. Ì. �åëü�àíä).

2) Àëãåáðû �åêêå, îáñóæäàâøèåñÿ âûøå.

3a) Ïóñòü G = GL(n,Qp), K = GL(n,O+ p), ãäå Op � öåëûå p-àäè÷åñêèå
÷èñëà. �èïåðãðóïïà K \G/K êîììóòàòèâíà.

3b) Ïóñòü ñíîâà G = GL(n,Qp), à K òåïåðü ïîäãðóïïà Èâàõîðè (ñì.

[Ner2, �10.5℄), ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö, ó êîòîðûõ ýëåìåíòû âûøå äèàãîíàëè
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ëåæàò â Op, ýëåìåíòû íèæå äèàãîíàëè ñîäåðæàòñÿ â p ·Op, à äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ñîäåðæàòñÿ â O×p := Op \ (p · Op). Àëãåáðû K-áèèíâàðèàíòíûõ

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà G � ýòî ò.í. à��èííûå àëãåáðû �åêêå.

Ñì. [23℄, [35℄, [55℄, [56℄, [57℄, [66, Se
t.3, 7℄, [Ma
℄, [105℄.

5.28. Ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðãðóïï. Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ

ãðóïïà, K � åå êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà. Ïóñòü ρ � óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (ñì. ñëåäóþùèé ïàðàãðà�). �àñ-

ñìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V , ñîñòîÿùåå èç âñåõ K-íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ.

×åðåç P îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà V .

Çàäà÷à.Îáîçíà÷èì ÷åðåç δK âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó Õààðà íàK, ðàññìàò-

ðèâàåìóþ êàê ìåðó íà G ⊃ K. �àññìîòðèì îïåðàòîð

ρ(δK) :=

∫

K

ρ(k) dk

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñ ïðîåêòîðîì P . ♦

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äåëüòà-�óíêöèÿ äâîéíîãî êëàññà ñìåæíîñòè g =
KgK (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñâåðòêè:

δKgK = δK ∗ δg ∗ δK

Ïîýòîìó

ρ
(
δKgK

)
= ρ(δK)ρ(δg)ρ(δK) = Pρ(g)P.

Òàêèì îáðàçîì, ýòè îïåðàòîðû �àêòè÷åñêè äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå V .
Áîëåå òîãî, ìû ïîëó÷àì ïðåäñòàâëåíèå ãèïåðãðóïïû äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæ-

íîñòè â ïðîñòðàíñòâå V â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè δg ∗ δh = µg,h, òî

ρ(δg ∗ δh) = ρ(µg,h).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðåäñòàâëåíèå ρ íåïðèâîäèìî, à V 6= 0, òî ρ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãèïåðãðóïïû â V , ÷òî äåëàåò ãè-
ïåðãðóïïû èíñòðóìåíòîì ðàáîòû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè. Ìû íå áóäåì ýòîãî

êàñàòüñÿ ïîäðîáíåå.

5.29. Îïåðàòîðíûå óçëû. Ìû ïðîäîëæàåì ñþæåò ñ ãèïåðãðóïïàìè,

ñì. ï.5.27. �àññìîòðèì ãðóïïó U(n+m) è åå ïîäãðóïïó U(n). Ââåäåì íà íà-

øèõ ãðóïïàõ ìåòðèêó, îïðåäåëÿåìóþ åâêëèäîâîé îïåðàòîðíîé íîðìîé. �àñ-

ñìîòðèì ãèïåðãðóïïó êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè U(n+m)//U(m) (òàêèå êëàñ-
ñû íàçûâàþòñÿ ¾îïåðàòîðíûìè óçëàìè¿

25

). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè m→∞
ýòà ãèïåðãðóïïà âûðîæäàåòñÿ â ïîëóãðóïïó ñ íàñòîÿùèì óìíîæåíèåì. Ñíà-

÷àëà îïèøåì ýòî óìíîæåíèå. �àññìîòðèì ãðóïïó U(n+∞), êîòîðàÿ ñîñòîèò
èç áëî÷íûõ �èíèòíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö ðàçìåðà (n+∞)× (n+∞), ÷åðåç

U(∞) ìû îáîçíà÷èì åå ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö âèäà

(
1 0
0 u

)
. �àñ-

ñìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Γ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè U(n+∞)//U(∞). Ââåäåì

25

Àíãëèéñêèå òåðìèíû: 
olligation, node.



5 Çîîïàðê òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï 73

íà íåì óìíîæåíèå îïåðàòîðíûõ óçëîâ ïî �îðìóëå

(
a b
c d

)
◦
(
p q
r t

)
=



a b 0
c d 0
0 0 1





p 0 q
0 1 0
r 0 t


 =



ap b aq
cp d cq
r 0 t


 . (5.15)

Íîâàÿ ìàòðèöà èìååò ðàçìåð n +∞ +∞, êîòîðûé âûãëÿäèò îòëè÷íûì îò

íà÷àëüíîãî ðàçìåðà n+∞. Ìû, îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî∞+∞ =∞. Òî÷íåå ìû

óñòàíîâèì êàêóþ-íèáóäü áèåêöóþ ìåæäó äâóìÿ âîçíèêàþùèìè ñ÷åòíûìè

ìíîæåñòâàìè.

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî ìû ïîëó÷èëè îïåðàöèþ íà êëàññàõ ñîïðÿ-

æåííîñòè, ò.å., ðåçóëüòàò ◦-óìíîæåíèÿ (êàê êëàññ ñîïðÿæåííîñòè) çàâèñèò

ëèøü îò êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè íà÷àëüíûõ ìàòðèö, à íå îò âûáîðà èõ ïðåä-

ñòàâèòåëåé.

b) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà. ♦

Òåïåðü îáúÿñíèì, â êàêîì ñìûñëå ïîñòðîåííûé îáúåêò ñ óìíîæåíèåì

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì êîíå÷íîìåðíûõ ãèïåðãðóïï. Ôèêñèðóåì k. Âîçüìåì äâå

ìàòðèöû

g1 =

(
a b
c d

)
, g2 =

(
p q
r t

)
∈ U(n+ k).

Âîçüìåì áîëüøîå m = k + k + L è äîñòðîèì íàøè ìàòðèöû äî áëî÷íûõ

ìàòðèö ðàçìåðà n+ k + k + L,

gL1 =




a b 0 0
c d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 , gL2 =




p q 0 0
r t 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ∈ U(n+ k + k + L).

Îïðåäåëèì ìàòðèöó

g1 ⊚ g2 :=




a b 0 0
c d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







p 0 q 0
0 1 0 0
r 0 t 0
0 0 0 1


 ∈ U(n+ k + k + L)

�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòíûå èíâàðèàíòíûå ìåðû ϕL, ψL íà
êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè U(n + k + L)//U(k + L). Îáîçíà÷èì ε-îêðåñòíîñòü
êëàññà ñîïðÿæåííîñòè g1 ⊚ g2 ÷åðåç Nε. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ L
ñâåðòêà ϕL∗ψL ïî÷òè ñêîíöåòðèðîâàíà â Nε. Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîãî ε > 0
äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò L0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî L > L0 ìåðà ϕ

L ∗ψL
ìíîæåñòâà Nε áîëüøå 1− δ.

Îòìåòèì, ÷òî ◦-óìíîæåíèå, ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì (íå òåì, êîòîðûå ìû

îáñóæäàåì), ïîÿâèëîñü â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðà-

òîðîâ (Ì. Ñ. Ëèâøèö) è â òåîðèè ñèñòåì.
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Äàëåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ¾ìàòåðèàëèçóåòñÿ¿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Äëÿ ìàòðèöû g =

(
a b
c d

)
ìû, ñëåäóÿ Ëèâøèöó, ïèøåì õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ,

χg(λ) = a+ λb(1− λd)−1c,

ãäå λ ∈ C. Ìû ìîæåì òàêæå ïîëîæèòü χ(∞) = −d−1. Ìû ïîëó÷àåì ðà-

öèîíàëüíóþ �óíêöèþ íà C ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö n × n.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà �óíêöèÿ ãîëîìîð�íà âíóòðè êðóãà |z| = 1 (ò.ê. ‖d‖ 6 1).

Çàäà÷à. a) Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ìàòðèö g1, g2, ëåæàùèõ â îäíîì êëàññå

U(n+∞)//U(∞), õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè ñîâïàäàþò.

b) Ïðîâåðüòå, ÷òî

χg◦h(λ) = χg(λ)χh(λ).


) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè |λ| = 1 çíà÷åíèå χg(λ) ñîäåðæèòñÿ â U(n). Ñì.
äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ï.11.1.

d) Åñëè |λ‖ 6 1, òî ‖χg(λ)‖ 6 1. Åñëè |λ| > 1, òî ‖χg(λ)‖ ÿâëÿåòñÿ

ðàñòÿãèâàþùèì îïåðàòîðîì, ò.å. ‖χg(λ)v‖ > ‖v‖ äëÿ âñåõ âåêòîðîâ v ∈ Cn.
♦

Äàëüøå âñòàåò âîïðîñ î òîì, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëè êëàññ ñîïðÿæåííîñòè

ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö

îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòâåò óòâåðäèòåëåí, íî âîçìîæíû âûðîæäåíèÿ, êîòîðûå

óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå óíèòàðíûå ìàò-

ðèöû âèäà 

a b 0
c d 0
0 0 e


 , (5.16)

Ìû èìååì äåëî ñ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè, ïîýòîìó áëîê e ìîæíî ñ÷èòàòü
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöîé. Ïîíÿòíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âîîá-

ùå íå âèäèò áëîêà e (óáåäèòåñü â ýòîì). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé êëàññ

ñîïðÿæåííîñòè èìååò ïðåäñòàâèòåëü âèäà (5.16), òàêîé, ÷òî ó áëîêà d íåò
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ íà îêðóæíîñòè |λ| = 1.

Ïîëíûé íàáîð äàííûõ, äîñòàòî÷íûõ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðíîãî

óçëà, ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ è íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû

d, ëåæàùèõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Ýòî ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å, Ââåäåì åùå îäèí èíâàðèàíò, à

èìåííî �óíêöèþ

θg(λ) := det(1− λd).
Îòìåòèì, ÷òî ýòà �óíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîìMg ñâî-

èõ íóëåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëþñà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé �óíêöèè � ýòî â òî÷íîñòè íóëè �óíêöèè θg(λ) â îáëàñòè |λ| > 1. À
íóëåé θg(λ), ëåæàùèõ íà îêðóæíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íå âè-
äèò. Òåïåðü îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî îïåðàòîðíûé óçåë âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî
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õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè è θg. Ýòî íåñëîæíîå óïðàæíåíèå ïî òåîðèè

èíâàðèàíòîâ, ÷òî, âïðî÷åì, ëåæèò çà ïðåäåëàìè ýòèõ çàïèñîê. ♦

Ñì. [22℄, [34, Chapter 19℄, [Ner1, Äîáàâëåíèå E℄, [82℄.

5.30. Øëåé�û. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî �åíîìåí âûðîæäåíèÿ ãèïåðãðóïï

(âïåðâûå îòìå÷åííûé �. È. Îëüøàíñêèì â 1980) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì è

ïîðîæäàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåîáû÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïðè-

âåäåì îäèí ïðèìåð.

Ïðèìåð øëåé�à. �àññìîòðèì òó æå ãðóïïó G = U(∞) óíèòàðíûõ áëî÷-
íûõ �èíèòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà ∞ è â íåé ïîäãðóïïû K[α], ñîñòîÿùèå èç

áëî÷íûõ α+(∞−α)-ìàòðèö âèäà
(
1 0
0 u

)
, ãäå u-âåùåñòâåííàÿ îðãîãîíàëü-

íàÿ ìàòðèöà. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè

K[α] \G/K[β],

Ìû áóäåì çàïèñûâàòü ýëåìåíòû òàêîãî ïðîñòðàíñòâà êàê áëî÷íûå ìàòðèöû(
a b
c d

)
ðàçìåðà

(
α+ (∞− α)

)
×
(
β + (∞− β)

)
,

îïðåäåëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè

(
a b
c d

)
∼
(
1 0
0 u

)(
a b
c d

)(
1 0
0 v

)
.

Ìû îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

K[α] \G/K[β] × K[β] \G/K[γ] → K[α] \G/K[γ]

ïî òîé æå �îðìóëå (5.15). Ýòî êîððåêòíî îïðåäåëåííîå àññîöèàòèâíîå óìíî-

æåíèå.

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ññûëîê íà ãèïåðãðóïïû è îäíîâðåìåííî íå ïðå-

âðàòèòü ïîÿâëåíèå ïîäîáíûõ îïåðàöèé â ÷åðíóþ ìàãèþ, ìû îïðåäåëèì ýòî

óìíîæåíèå äðóãèì ñïîñîáîì (è ýòîò ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îáùèì

ïðèåìîì).

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö

θj [β] =




1β 0 0 0
0 0 1j 0
0 1j 0 0
0 0 0 1∞


 ∈ K[β].

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè

rj := K[α] ·
(
a b
c d

)
θj [β]

(
p q
r t

)
·K[γ]. (5.17)

Çàäà÷à.Óáåäèòåñü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñ íåêî-

òîðîãî íîìåðà è åå ïðåäåë ðàâåí ◦-ïðîèçâåäåíèþ äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíî-

ñòè. ♦
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Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, à èìåííî

êàòåãîðèþ (îïðåäåëåíèé êàòåãîðèé ñì., íàïðèìåð, â [Ner1, �2.5℄). Îáúåêòû

ýòîé êàòåãîðèè � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ

èç β â α � ýòî ïðîñòðàíñòâî K[α] \G/K[β]
Ìû íàçîâåì ýòó êàòåãîðèþ øëåé�îì ïàðû U(∞) ⊃ O(∞).

Ïðåäñòàâëåíèÿ øëåé�à. Òåïåðü ðàññìîòðèì óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ
ãðóïïû U(∞) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H . Îáîçíà÷èì ÷åðåç H [α] ïðî-
ñòðàíñòâî K[α]-íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ, à ÷åðåç P [α] � ïðîåêòîð íà H [α].
Äëÿ g ∈ U(∞) ìû ðàññìîòðèì îïåðàòîð

ρ(g) : H [β]→ H [α],

çàäàííûé �îðìóëîé,

ρ(g) := P [α]ρ(g)
∣∣∣
H[β]

. (5.18)

Ìû ïîëó÷àåì îïåðàòîð, êîòîðûé çàâèñèò ëèøü îò äâîéíîãî êëàññà ñìåæíî-

ñòè g, ñîäåðæàùåãî g. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì âåêòîðû ξ ∈ H [α], η ∈ H [β],
âîçüìåì k1 ∈ K[α], k2 ∈ K[β] è ðàññìîòðèì ¾ìàòðè÷íûé ýëåìåíò¿

〈ξ, ρ(k1gk2)η〉 =
= 〈ξ, ρ(k1gk2)η〉 = 〈ξ, ρ(k1)ρ(g)ρ(k2)η〉 = 〈ρ(k1)−1ξ, ρ(g)ρ(k2)η〉 = 〈ξ, ρ(g)η〉 =

= 〈ξ, ρ(g)η〉.

Ìû âèäèì, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ ρ(k1gk2) è ρ(g) ðàâíû, à
òåì ñàìûì îïåðàòîðû ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïèñàòü îïåðà-

òîð ρ(g), ãäå g � äâîéíîé êëàññ ñìåæíîñòè (ñðàâíèòå ñ ï.5.28).
Òåïåðü âîçüìåì äâà êëàññà ñìåæíîñòè g ∈ K[α] \ G/K[β], h ∈ K[β] \

G/K[γ]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíà ¾òåîðåìà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè¿:

ρ(g ◦ h) = ρ(g) ρ(h).

Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå êàòåãîðèè äâîéíûõ êëàññîâ

ñìåæíîñòè (îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíèé êàòåãîðèé ñì., íàïðèìåð, â [Ner1,

�2.5℄). Ñðàâíèòå ýòî óòâåðæäåíèå ñ ðàññìîòðåíèÿìè ï.5.28).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè. Îáúÿñíèì, êàê ìàòåðèàëèçîâàòü ◦-óìíîæåíèå.
Äëÿ ïðîñòîòû, ïîëîæèì α = β = γ (ýòî íå î÷åíü ñóùåñòâåííî). �àññìîòðèì

äâîéíîé êëàññ ñìåæíîñòè g, ñîäåðæàùèé g =

(
a b
c d

)
. Ôèêñèðóåì λ ∈ C è

çàïèøåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (ýòî ÷òî-òî âðîäå èçâðàùåííîãî âàðèàíòà

óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà)




q+
x
q−
λx


 =




(
a b
c d

)
0

0

(
a b
c d

)t−1







p+
λx
p−
x


 .
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Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòî ðàâåíñòâî êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé íà

ïåðåìåííûå p, q, x. Èñêëþ÷èì èç ýòîé ñèñòåìû x è ïîëó÷èì íåêîòîðóþ

çàâèñèìîñòü (
q+
q−

)
= χg(λ)

(
p+
p−

)
,

ãäå ¾õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ¿ χg(λ) � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ íà C,
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ðàçìåðà 2α × 2α. Òîãäà,
êàê è â ñëó÷àå îïåðàòîðíûõ óçëîâ, ◦-óìíîæåíèå ïåðåõîäèò â ïîòî÷å÷íîå

óìíîæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé.

Êàê è â ñëó÷àå îïåðàòîðíûõ óçëîâ, ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòî-

ðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, îíè íåñêîëüêî ñëîæíåé, ÷åì ñëó÷àå îïåðà-

òîðíûõ óçëîâ, è ìû íå áóäåì èõ çäåñü îáñóæäàòü, ïîäðîáíîñòè ñì. â [Ner1,

�IX.4℄).

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûé ïðèìåð òàêîãî ðîäà óìíîæåíèÿ äâîéíûõ êëàñ-

ñîâ ñìåæíîñòè áûë îáíàðóæåí P. C. Èñìàãèëîâûì â 60õ ãîäàõ. ßâëåíèå

ýòî âåñüìà îáùåå. Íàïðèìåð, íèæå â ��8-11 ó íàñ ïîÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå

áîëüøèå ãðóïïû ñèììåòðèé ìåð, ïï.8.7, 9.4, 5.10, 11.4, äëÿ âñåõ ýòèõ ãðóïï

åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïîäîáíûå ñòðóêòóðû.

Ñì. [Ner1℄, [87℄, [79℄, [80℄, [92℄, [91℄, [86℄.

5.31. Øëåé� áèñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû è ÷èïû. Ïóñòü G � áè-

ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïóñòü K � åå äèàãîíàëü. Íàïîìíèì, ÷òî K ñîñòîèò

èç ïàð (g, g), ãäå g ïðîáåãàåò ïîëíóþ áåñêîíå÷íóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóï-

ïó. �àññìîòðèì â K ïîäãðóïïó K[α], îïðåäåëåííóþ âûøå (ìû áåðåì ïå-

ðåñòàíîâêè g, �èêñèðóþùèå 1, 2, . . . , α). Äàäèì êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå

äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè K[α] \G/K[β].
Ýëåìåíòû ñàìîé ãðóïïû G ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê äèàãðàììû

âèäà

123456 1′ 2′ 3′ 4′ 5′ 6′

123456 1′ 2′ 3′ 4′ 5′ 6′

. . .

. . .

. . .

. . .

Äâå êîïèè íàòóðàëüíîãî ðÿäà ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç {1, 2, 3, . . .} è {1′, 2′, 3′, . . . }.
Äâå ýëåìåíòà g, g′ ∈ S∞ ïåðåñòàâëÿþò êàæäûé ñâîþ êîïèþ. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ

ïåðåñòàíîâêè ïî÷òè ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé

ïóíêòèðíîé îñè çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ó÷àñòêà âáëèçè ñàìîé ïóíêòèð-

íîé îñè.

Òåïåðü îïèøåì äâîéíûå êëàññû ñìåæíîñòè. Ñîåäèíèì äóãàìè ïàðû êðó-

æî÷êîâ k, k′ âåðõíåãî ðÿäà ñ k > α è ïàðû l, l′ íèæíåãî ðÿäà ñ l > β.
Ïðèïèøåì êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé äóãå äëèíó 1/2, êàæäîé âåðòèêàëüíîé

äóãå äëèíó 0. Çàáóäåì î âåðõíèõ êðóæî÷êàõ ñ íîìåðàìè > α è íèæíèõ

êðóæî÷êàõ ñ íîìåðàìè > β. Ìû ïîëó÷àåì êàðòèíêó (÷èï), óñòðîåííóþ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Â âåðõíåì ðÿäó ñòîÿò êðóæî÷êè ñ ìåòêàìè 1, 2, . . . , α
è 1′, 2′, . . . , α′. Â íèæíåì ðÿäó ñòîÿò êðóæî÷êè ñ ìåòêàìè 1, 2, . . . , β è

1′, 2′, . . . , β′. Êàðòèíêà ðàçäåëåíà íà äâå ïîëîâèíêè âåðòèêàëüíîé ëèíèåé.
Èí�îðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â äóãàõ. Îíè áûâàþò òðåõ òèïîâ.
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1

1/2

1 1 1

�èñ. 2: Ïîñòðîåíèå ÷èïà (íà äóãàõ ÷èïà, íå ïîìå÷åííûõ ÷èñëàìè, ïî óìîë-

÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ 0).

1. ¾Âåðòèêàëüíûå äóãè¿. Îíè èäóò îò âåðõíèõ êðóæî÷êîâ ê íèæíèì, è

îáà êîíöà äóãè ñîäåðæàòñÿ ëèáî â ëåâîé, ëèáî â ïðàâîé ïîëîâèíå êàðòèíêè.

Äëèíà äóãè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì (âîçìîæíî, íóëåì).

2. ¾�îðèçîíòàëüíûå äóãè¿. Îíè ñîåäèíÿþò äâà êðóæî÷êà âåðõíåãî ðÿ-

äà, ëèáî äâà êðóæî÷êà íèæíåãî ðÿäà. Êðóæî÷êè îáÿçàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ïî

ðàçíûå ñòîðîíû ïóíêòèðíîé ëèíèè. Äëèíà ãîðèçîíòàëüíîé äóãè � ÷èñëî

âèäà k + 1/2, ãäå k > 0 � öåëîå ÷èñëî.

3. Öèêëû. Äëèíà öèêëà � öåëîå ÷èñëî > 1. ×èñëî öèêëîâ ñ÷åòíî, ïðè÷åì
ïî÷òè âñå öèêëû èìåþò äëèíó 1.

Öèêëû äëèíû 1 ìîæíî âûêèíóòü, ïîñëå ÷åãî ìû ïîëó÷àåì �èíèòíóþ

êàðòèíêó.

Çàäà÷à. a) Óáåäèòåñü, ÷òî ÷èïû íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñî-

îòâåòñòâèè ñ äâîéíûìè êëàññàìè ñìåæíîñòè. Êñòàòè, ãäå ìû èñïîëüçîâàëè,

÷òî ïàðà ïîäñòàíîâîê ëåæèò â áèñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå?

b) Ïðèäóìàéòå îïðåäåëåíèå ýòîãî óìíîæåíèÿ â äóõå (5.17). ♦

Óìíîæåíèå ÷èïîâ ñîñòîèò â ñêëåéêå êàðòèíîê (è çàáûâàíèè òî÷åê ñëåé-

êè), ñì. �èñ. 3. Äëèíû äóã ñêëàäûâàþòñÿ. Öèêëû ïåðåõîäÿò áåç èçìåíåíèé

â íîâûé ÷èï (êîíå÷íî, ïðè ñêëåéêå ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå

öèêëû).

Òàê æå, êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, óìíîæåíèå ÷èïîâ ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëîì ñâåðòîê, è, ÷òî áîëåå ñóùåñòâåííî, äëÿ ÷èïîâ âåðíà òåîðåìà ìóëü-

òèïëèêàòèâíîñòè (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò).

Ñì. [91℄, [87℄, [93℄, [82℄.

5.32. Ñóïåðãðóïïû (äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ ãðóïïàìè Ëè).

Ñóïåðàëãåáðû Ëè. Ñóïåðàëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòðóêòóðà.

�àññìîòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî g, ðàçëîæåííîå â ïðÿìóþ ñóììó

g = g0⊕g1, ýëåìåíòû ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìû áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíûìè
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�èñ. 3: Óìíîæåíèå ÷èïîâ.

ýëåìåíòàìè è îáîçíà÷àòü èõ ñòåïåíè, ò.å., 0 èëè 1, ÷åðåç deg(x). Ââîäèòñÿ
áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ g× g→ g (ñóïåðêîììóòàòîð [x, y]), ïðè÷åì

1. Ýòà îïåðàöèÿ Z2-ãðàäóèðîâàíà, ò.å., äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ x, y
âûïîëíåíî

deg[x, y] = deg x+ deg y,

2. Îïåðàöèÿ ¾ñóïåðàíòèêîììóòàòèâíà¿, ò.å., äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ

[x, y] = (−1)degx·deg y[x, y].

3. Îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñóïåðòîæäåñòâó ßêîáè,

[x, [y, z]] = [[x, y], z] + (−1)degx·deg y[y, [x, z]].

Òàêèì îáðàçîì, ÷åòíàÿ ÷àñòü go ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè, íå÷åòíàÿ ÷àñòü g1
ÿâëÿåòñÿ g1-ìîäóëåì; êðîìå òîãî åñòü êîììóòàòèâíîå îòîáðàæåíèå g1×g1 →
g0, íà êîòîðîå ñóïåðòîæäåñòâî ßêîáè íàëàãàåò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Ïðèìåðû. a) Àëãåáðà gl(p|q). Ýëåìåíòàìè àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-

íûå áëî÷íûå ìàòðèöû X :=

(
a b
c d

)
ðàçìåðà (p+q)×(p+q). Ìàòðèöû âèäà

(
a 0
0 d

)
èìåþò ñòåïåíü 0, ìàòðèöû

(
0 b
c 0

)
� ñòåïåíü 1. Åñëè X , Y � îä-

íîðîäíûå ýëåìåíòû, òî èõ ñóïåðêîììóòàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íîå

óìíîæåíèå êàê

[X,Y ] = XY − (−1)degX·degY Y X.
b) Àëãåáðà ñóïåð-Âèðàñîðî. �àññìîòðèì àëãåáðó s − Vir, ñ áàçèñîì, ñî-

ñòàâëåííûì èç ÷åòíûõ ýëåìåíòîâ Ln, ãäå n ïðîáåãàåò Z, íå÷åòíûõ ýëåìåíòîâ
Jα, ãäå α ïðîáåãàåò Z, è ÷åòíîãî öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà c (¾öåíòðàëüíûé¿
îçíà÷àåò, ÷òî [c, Ln] = 0, [c, Jα] = 0 äëÿ âñåõ n, α), ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè
èìåþò âèä

[Ln, Lm] = Ln+m +
n3 − n

8
· δm+n,0 · c; (5.19)

[Lm, Jα] =
(m
2
− α

)
Jα+m; (5.20)

[Jα, Jβ ] = 2Lα+β +
1

2

(
α2 − 1/4

)
· δα+β,0 · c. (5.21)
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Ñîîòíîøåíèÿ (5.19) äëÿ Ln � ýòî îáû÷íûå ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðå Âèðàñî-

ðî, ñì. íèæå (5.24), ãåíåðàòîðû Ln ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðíûì ïîëÿì einϕ ∂
i∂ϕ

íà îêðóæíîñòè. �åíåðàòîðû Jα ñîòâåòñòâóþò ïëîòíîñòÿì einα (dϕ)−1/2 âåñà
−1/2, �îðìóëà (5.20) ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèþ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîòíî-

ñòÿõ. Íàêîíåö (5.21), åñëè îòáðîñèòü öåíòðàëüíóþ ïîïðàâêó, ñîîòâåòñòâóåò

óìíîæåíèþ ïëîòíîñòåé âåñà −1/2. ♦

�ðàññìàíèçàöèÿ. Àëãåáðû Ëè. Ñîãëàñíî Ô. À. Áåðåçèíó è �. È. Êàöó, èç

ñóïåðàëãåáðû Ëè ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ñåìåéñòâî àëãåáð Ëè è ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ãðóïï ïî ñëåäóþùåìó ðåöåïòó. �àññìîòðèì íàáîð àíòèêîììóòè-

ðóþùèõ ïåðåìåííûõ θ1, θ2, . . . (íàáîð ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷-

íûì),

θiθj = −θjθi, θ2j = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ θj , ò.å., ãðàññìàíîâó àëãåáðó (ñì.,
íàïðèìåð, [Ner1, �II.1℄). �àçëîæèì Λ = Λ0⊕Λ1, ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî Λ0 ïî-

ðîæäåíî îäíî÷ëåíàìè ÷åòíîé ñòåïåíè íàä θj , à ïîäïðîñòðàíñòâî Λ1 îäíî-

÷ëåíàìè íå÷åòíîé ñòåïåíè. Ïóñòü g = g0⊕g1 � ñóïåðàëãåáðà Ëè. Ïóñòü xk �
áàçèñ â g0, à yl � áàçèñ â g1. Òîãäà g(Λ) ýòî àëãåáðà, ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé âèäà

∑

k

ak(θ)xk +
∑

l

bl(θ)yl, ãäå ak(θ) ∈ Λ0, bl(θ) ∈ Λ1, (5.22)

ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îò θ, âûíîñÿòñÿ èç ïîä çíàêà êîì-

ìóòàòîðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì,

[akxk, blyl] = akbl[xk, yl], [akxk, amxm] = akam[xk, xm],

[blyl, bjyj] = blbj [yl, yj ],

à äàëüøå ïðîäîëæàåì îïåðàöèþ [·, ·] ïî àääèòèâíîñòè.
Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ [·, ·] íà g(Λ) àíòèêîììóòàòèâíà è óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïîëó÷èëè àëãåáðó Ëè.

♦

�ðàññìàíèçàöèÿ. Ñóïåðãðóïïû. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ñòðîèòü ãðóïïû.

Íàïðèìåð, äëÿ àëãåáðû gl(p|q) ìû ðàññìîòðèì ãðóïïó GL(p|q,Λ), ñîñòîÿ-
ùóþ èç îáðàòèìûõ áëî÷íûõ ìàòðèö

(
A B
C D

)
ðàçìåðà p+ q, ïðè÷åì áëîêè

A, D, ñîñòàâëåíû èç ýëåìåíòîâ Λ0, à B, D � èç ýëåìåíòîâ Λ1 (óáåäèòåñü,

÷òî ïîëó÷èëàñü ãðóïïà).

Çàäà÷à. a) Êîãäà ìàòðèöà

(
A B
C D

)
îáðàòèìà?

b) Îïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó Ëè gl(p|q; Λ). ♦

Êîíå÷íîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñóïåðàëãåáðû gl(p|q) åñòåñòâåííî ñ÷è-
òàòü ãîìîìîð�èçì gl(p|q) â íåêîòîðóþ ñóïåðàëãåáðó gl(M |N). Òàêîé ãî-

ìîìîð�èçì ïîðîæäàåò ãîìîìîð�èçì àëãåáð Ëè gl(p|q; Λ) → gl(M |N ; Λ) è
ãîìîìîð�èçì ãðóïï GL(p|q; Λ)→ GL(M |N ; Λ).
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Çàìå÷àíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îòíþäü íå âñå ãîìîìîð�èçìû àáñòðàêò-

íûõ àëãåáð Ëè gl(p|q; Λ)→ gl(M |N ; Λ) è ãðóïï ËèGL(p|q; Λ)→ GL(M |N ; Λ)
ïîëó÷àþòñÿ òàêèì îáðàçîì. �ðóïïà GL(p|q; Λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åì-òî âðîäå ¾ìíî-
ãîîáðàçèÿ¿ íàä êîëüöîì Λ (êàê áûâàþò ìíîãîîáðàçèÿ íàä R è C), è ìû

ðàññìàòðèâàåì ëèøü ãîìîìîð�èçìû, ñîãëàñîâàíûå ñî ñòðóêòóðîé ¾ìíîãî-

îáðàçèÿ¿. ♦

Îáúÿñíèì, êàê ñòðîèòü ãðóïïû ïî ïðîèçâîëüíûì ñóïåðàëãåáðàì g =
g0 ⊕ g1. Ìû õîòèì ïîñòðîèòü ¾ãðóïïó Ëè¿, ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðå Ëè

gl(Λ). ×åðåç Λ+
0 ìû îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî â Λ0, ïîðîæäåííîå ÷åòíûìè

îäíî÷ëåíàìè ñòåïåíè > 0. �àññìîòðèì àëãåáðó g+(Λ), ñîñòîÿùóþ èç âûðà-

æåíèé (5.22), ãäå ak(θ) ∈ Λ+
0 , à bl(θ) ∈ Λ1 ïî-ïðåæíåìó. Êàê àáñòðàêòíàÿ

àëãåáðà Ëè gl(Λ) èçîìîð�íà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ g0 è gl+(Λ).
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ãðóïïó G+(Λ). Îíà ñîñòîèò èç

�îðìàëüíûõ âûðàæåíèé exp(X), ãäå X ïðîáåãàåò g+(Λ), à óìíîæåíèå çà-
äàåòñÿ �îðìóëîé

exp(X) · exp(Y ) = exp
(
ln(eXeY )

)
,

ãäå ln(eXeY ) ìû âû÷èñëÿåì ïî �îðìóëå Êýìïáåëà�Õàóñäîð�à. Ôàêòè÷åñêè

ðÿä Êýìïáåëà�Õàóñäîð�à âñåãäà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ êîíå÷íûì èç-çà òîãî, ÷òî

θ2j = 0. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðå Ëè g0 ñîîòâåòñòâóåò íåêîòî-

ðàÿ ãðóïïà G0
è ÷òî îïðåäåëåíî ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå g : X 7→ g−1Xg

ãðóïïû G0
íà g1 (åñëè g êîíå÷íîìåðíà, òî ýòî âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè,

íàì õî÷åòñÿ èìåòü â âèäó òàêæå ïðèìåðû òèïà ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî).

Òîãäà G0
äåéñòâóåò è íà G+(Λ) àâòîìîð�èçìàìè

g : exp(X) 7→ exp(g−1Xg), g ∈ G0.

Ìû îïðåäåëèì G(Λ) êàê ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå G0
è G+(Λ). Òàêèì îá-

ðàçîì, G(Λ) îïðåäåëåíà êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà (åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî

ìû ðàññìàðèâàåì ëèøü î÷åíü ñïåöèàëüíûå ãîìîìîð�èçìû G1(Λ)→ G2(Λ).

Äëÿ ñóïåðàëãåáð Ëè è ñóïåðãðóïï åñòü èíòåðåñíàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëå-

íèé, â ÷åì-òî ïîõîæàÿ, à â ÷åì-òî íåò, íà îáû÷íóþ òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé.

Ñì. [16℄, [30℄, [111℄, [41℄, [26℄, [78℄.

5.33. Ïîëíîòà è ïîïîëíåíèå. Ïîëîæèì, äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ãðóïïà G
èìååò ñ÷åòíóþ áàçó îêðåñòíîñòåé â åäèíèöå. Òîãäà íà íåé åñòü ëåâîèíâà-

ðèàíòíàÿ ìåòðèêà dl(x, y), ñîâìåñòèìàÿ ñ òîïîëîãèåé. Ìîæíî ðàññìîòðåòü

ïîïîëíåíèå ïî ýòîé ìåòðèêå. Íà ïîëó÷åííûé îáúåêò ïî íåïðåðûâíîñòè ïðî-

äîëæàåòñÿ óìíîæåíèå, îäíàêî îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áó-

äåò. Ïîëó÷èòñÿ ïîëóãðóïïà ñ íåïðåðûâíûì óìíîæåíèåì. Åñëè ìû âîçüìåì

ïðàâîèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó dr(x, y) = dl(x
−1, y−1), òî â ïîïîëíåíèè ïîëó-

÷èòñÿ äðóãàÿ ïîëóãðóïïà.

Íàçîâåì ëåâî-ïðàâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

gj, òàêóþ, ÷òî gkg
−1
l → 1 è g−1k gl → 1 ïðè k, l → ∞. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóï-

ïà G (óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé (â
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ñìûñëå �àéêîâà

26

), åñëè ëþáàÿ ëåâî-ïðàâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ñõî-

äèòñÿ. �àâíîñèëüíûì îáðàçîì, ãðóïïà ïîëíà îòíîñèòåëüíî (íå èíâàðèàíò-

íîé) ìåòðèêè dlr(x, y) := dl(x, y) + dr(x, y). Åñëè ãðóïïà íå ïîëíà, òî ê íåé

ìîæíî äîáàâèòü ïðåäåëû ëåâî-ïðàâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè. Òîãäà

ïîëó÷èòñÿ ïîëíàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì ãðóïïû G.

Çàäà÷à. �àññìîòðèì ïîëóãðóïïû Gl è Gr, ïîëó÷àþùèåñÿ èç G ïîïîë-

íåíèåì ïî ëåâî- è ïðàâî- èíâàðèàíòíûì ìåòðèêàì ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêà-

æèòå, ÷òî ýòè ïîëóãðóïïû àíòèèçîìîð�íû â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Îòîáðà-

æåíèå g 7→ g−1 ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé áèåêöèè s : Gl → Gr, ïðè÷åì
s(xy) = s(y)s(x). ♦

Çàäà÷à. a) Ïîëíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S∞ ïîëíà. Åå ïîïîëíåíèå

ïî ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêå � ïîëóãðóïïà âñåõ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

N→ N.

b) Óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(∞) ïîëíà. Åå ïîïîëíåíèå ïî ëåâîèíâàðèàíòíîé
ìåòðèêå � ïîëóãðóïïà èçîìåòðèé, ò.å., îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ V ∗V = 1. ♦

5.34. Ïîëüñêèå ãðóïïû. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

X íàçûâàåòñÿ ïîëüñêèì, åñëè íà íåì ñóùåñòâóåò ìåòðèêà, ñîâìåñòèìàÿ ñ òî-

ïîëîãèåé, ïðåâðàùàþùàÿ X â ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî.

Çàäà÷à.Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëü-

ñêèì ïðîñòðàíñòâîì; Gδ-ïîäìíîæåñòâî
27

ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ

ïîëüñêèì ïðîñòðàíñòâîì. ♦

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïîëüñêîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëü-

ñêèì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Â ýòîì ñëó÷àå îíà àâòîìàòè÷åñêè

ïîëíà (â ñìûñëå �àéêîâà).

Ìîæíî åùå ñêàçàòü, ÷òî ïîëüñêàÿ ãðóïïà � ýòî ïîëíàÿ ìåòðèçóåìàÿ ñå-

ïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà.

Ïî÷òè âñå ãðóïïû, ïåðå÷èñëåííûå âûøå � ïîëüñêèå. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâ-

ëÿþò íåñåïàðàáåëüíûå ãðóïïû (ïîëíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà è ãðóïïàAms(M),
ñíàáæåííûå íåñåïàðàáåëüíûìè òîïîëîãèÿìè. Íåïîëíà òàêæå ãðóïïà ãàìèëü-

òîíîâûõ äè��åîìîð�èçìîâ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õî�åðà (è õîðîøèõ îïè-

ñàíèé åå ïîïîëíåíèÿ íå èçâåñòíî).

Ïðèìåðû ïîëüñêèõ ãðóïï. a) Ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ãðóïïû ñî ñ÷åòíîé

áàçîé òîïîëîãèè. Â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíûå ãðóïïû Ëè (èëè ãðóïïû Ëè ñ êîíå÷-

íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè).

26

Í. Áóðáàêè [Bou1, �IV.3℄ äàåò äðóãîå (íåýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå: ãðóïïà ïîëíà,

åñëè â íåé ñõîäÿòñÿ ëåâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè è ñõîäÿòñÿ ïðàâûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè Êîøè. Äëÿ ïðèìåðà, ïîëíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà (ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé) è ïîëíàÿ

ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íå ïîëíû ïî Áóðáàêè. �àçóìååòñÿ, ïðåäëàãàÿ îïðåäåëåíèÿ, è

Ä. À. �àéêîâ, è Í. Áóðáàêè íå îãðàíè÷èâàëèñü êëàññîì ìåòðèçóåìûõ ãðóïï.

27

Ïîäìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ Gδ-ïîäìíîæåñòâîì, åñëè îíî

ïðåäñòàâèìî â âèäå ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïðèìåð: ìíîæåñòâî èð-

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
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b) Ïóñòü X � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü

Iso(X) � ãðóïïà åãî èçîìåòðèé. Ìû ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçî-

ìåòðèé gj ñõîäèòñÿ ê g, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî gjx→ gx. Òîãäà
Iso(X) ñòàíîâèòñÿ ïîëüñêîé ãðóïïîé.


) �ðóïïà èçîìåòðèé ñåïàðàáåëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà (â, ÷àñòíî-

ñòè, ïîëíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà).

d) �ðóïïà ãîìåîìîð�èçìîâ êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà: gj
ñõîäèòñÿ ê g, åñëè maxx∈X d

(
gjx, gx)→ 0.

e) Àääèòèâíàÿ ãðóïïà ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå.

f) Ïîëíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ òîïîëîãèåé, ââåäåííîé âûøå.

g) �ðóïïû Ams(M),Gms(M) ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé, ñíàá-
æåííûå ñåïàðàáåëüíîé òîïîëîãèåé.

h) Çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ïîëüñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîëüñêîé ãðóïïîé.

Ïîäãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ Gδ-ìíîæåñòâîì â ïîëüñêîé ãðóïïå, ÿâëÿåòñÿ ïîëü-

ñêîé ãðóïïîé (îíà àâòîìàòè÷åñêè çàìêíóòà).

e) Ôàêòîð-ãðóïïà ïîëüñêîé ãðóïïû ïî çàìêíóòîé ïîäãðóïïå � ïîëüñêàÿ

ãðóïïà.

g) Ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïîëüñêèõ ãðóïï � ïîëüñêàÿ ãðóïïà.

Ïîýòîìó ïðîåêòèâíûé ïðåäåë (ñ÷åòíîé öåïî÷êè) ïîëüñêèõ ãðóïï � ïîëüñêàÿ

ãðóïïà.

Ñóùåñòâóåò ñîäåðæàòåëüíàÿ àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ ïîëüñêèõ ãðóïï. Õîòÿ

îíà ñêîðåå îòíîñèòñÿ ê äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ÷åì ê àíàëèçó èëè

àëãåáðå, àíàëèòèê ìîæåò íàéòè â íåé íåìàëî èíòåðåñíîãî.

Àâòîìàòè÷åñêàÿ íåïðåðûâíîñòü ãîìîìîð�èçìîâ.Ïî-âèäèìîìó, äëÿ ïîëü-

ñêèõ ãðóïï èìååò ìåñòî òàêîé �èëîñî�ñêèé �àêò: åñëè ãîìîìîð�èçì èç

ïîëüñêîé ãðóïïû H â ïîëüñêóþ ãðóïïó G îïðåäåëåí áåç èñïîëüçîâàíèÿ àê-

ñèîìû âûáîðà, òî îí íåïðåðûâåí. Îäíà èç �îðìàëüíûõ òåîðåì íà ýòîò ñ÷åò

çâó÷èò òàê:

Ïóñòü G, H � ïîëüñêèå ãðóïïû. �àññìîòðèì íà H ñèãìà-àëãåáðó, ïîðîæ-

äåííóþ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè è ìíîæåñòâàìè ïåðâîé áýðîâñêîé êàòåãî-

ðèè. Ïóñòü ãîìîìîð�èçì H → G èçìåðèì îòíîñèòåëüíî ýòîé σ-àëãåáðû.
Òîãäà îí íåïðåðûâåí (B. J. Pettis).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà îäíîé è òîé æå ãðóïïå ââåäåíû äâå ïîëüñêèõ òîïî-

ëîãèè, è ïîðîæäàåìûå èìè áîðåëåâñêèå σ-àëãåáðû ñîâïàäàþò, òî òîïîëîãèè

ñîâïàäàþò.

Äëÿ ìíîãèõ ãðóïï H èçâåñòíà àâòîìàòè÷åñêàÿ íåïðåðûâíîñòü ãîìîìîð-

�èçìîâ â ïîëüñêèå ãðóïïû G (áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé), â

÷àñòíîñòè, ýòî òàê äëÿ ïîëíîé óíèòàðíîé ãðóïïû, ïîëíîé ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû, ãðóïïû Ams(M), ãðóïï ãîìåîìîð�èçìîâ îòðåçêà è êàíòîðîâñêîãî

ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à. Ïðèäóìàéòå ïðèìåðû ðàçðûâíûõ ãîìîìîð�èçìîâ òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ãðóïï, îòêàçàâøèñü îò óñëîâèÿ ïîëíîòû; îò óñëîâèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè.

Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ðàçðûâíîãî ãîìîìîð�èçìà R→ R. ♦
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Óíèâåðñàëüíûå ãðóïïû. a) ¾�èëüáåðòîâ êóá¿ ýòî ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå

[−1, 1]∞ îòðåçêîâ [−1, 1]. Ëþáàÿ ïîëüñêàÿ ãðóïïà èçîìîð�íà íåêîòîðîé çà-
ìêíóòîé ïîäãðóïïå â ãðóïïå ãîìåîìîð�èçìîâ ãèëüáåðòîâà êóáà (Â. Â. Óñïåí-

ñêèé).

b) Ëþáàÿ ïîëüñêàÿ ãðóïïà èçîìîð�íà ïîäãðóïïå ãðóïïû Óðûñîíà, ñì.

ï.5.37.


) Ïóñòü G � ïîëüñêàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé åñòü �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòå-

ìà îêðåñòíîñòåé åäèíèöû, ñîñòîÿùàÿ èç îòêðûòûõ ïîäãðóïï. Òîãäà G èçî-

ìîð�íà çàìêíóòîé ïîäãðóïïå â ïîëíîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå.

�ðóïïû, íå èìåþùèå óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî

áåñêîíå÷íîìåðíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà óíèâåðñàëüíîé ãðóïïîé â ýòîì ñìûñ-

ëå íå ÿâëÿåòñÿ: áûâàþò ïîëüñêèå ãðóïïû, êîòîðûå â íåå íå çàïèõèâàþòñÿ.

Ïðèìåðû:

a) ãðóïïà ãîìåîìîð�èçìîâ îòðåçêà (Ì. �. Ìåãðåëèøâèëè).

b) ãðóïïà îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå âèäà 1 + K, ãäå K
êîìïàêòåí, ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé îïåðàòîðíîé íîðìîé (Í. È. Íåñ-

ñîíîâ).

3) Â àääèòèâíîé ãðóïïå H ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

ìîæíî âûáðàòü äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó L, òàêóþ, ÷òî H/L íå èìååò íåòðè-

âèàëüíûõ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé (W.Banasz
zyk).

Ñì. [17℄, [61℄, [95℄, [104℄, [114℄.

5.35. Äè��åîëîãèÿ. Íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïïàõ è íà áåñêîíå÷íî-

ìåðíûõ ¾ìíîãîîáðàçèÿõ¿ ìîæíî ââîäèòü äè��åðåíöèðóåìóþ ñòðóêòóðó, íå

ââîäÿ äàæå òîïîëîãèè.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî X è íàáîð D = D(X) îòîáðàæåíèé èç îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ U ïðîñòðàíñòâ Rk â X (ïàðàìåòðèçàöèè), ïðè÷åì ýòîò íàáîð

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1) Ëþáîå îòîáðàæåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â òî÷êó ëåæèò â D.
2) Ïóñòü U ⊂ Rk, V ⊂ Rn � îáëàñòè, à F : V → U � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðàìåòðèçàöèè P : U → X îòîáðàæåíèå P ◦ F ÿâëÿåòñÿ

ïàðàìàòðèçàöèåé.

3) Ïóñòü R : U → X - îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè a ∈ U åñòü

îêðåñòíîñòü Va, òàêàÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå R íà Ua ñîäåðæèòñÿ â D. Òîãäà U
ñîäåðæèòñÿ â D.

Òàêîé íàáîð D íàçûâàåòñÿ äè��åîëîãèåé. Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, ìû äå-

êëàðèðóì, êàêèå îòîáðàæåíèÿ èç êîíå÷íîìåðíûõ îáëàñòåé â X ìû ñ÷èòàåì

äè��åðåíöèðóåìûìè.

Åñëè f � �óíêöèÿ íà X , ìû íàçûâàåì åå ãëàäêîé, åñëè âñå êîìïîçèöèè

f ◦ P , ãäå P ïðîáåãàåò D, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.
�àññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, ïóñòü X , Y � äè��åîëîãè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå F : X → Y íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè P ∈ D(X)
âëå÷åò F ◦ P ∈ D(Y ).
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Äè��åîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé ìû íàçîâåì ãðóïïó G, ñíàáæåííóþ äè��å-

îëîãèåé D, òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàðàìåòðèçàöèé P1, P2 : U → G,
îòîáðàæåíèå P1 ·P2 : U → G ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé, êðîìå òîãî, âçÿòèå

îáðàòíîãî ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå äè��åîëîãèè, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àé-

íî îáùèì, è ïîä íåãî ìîãóò ïîäïàäàòü äîâîëüíî ýêçîòè÷íûå îáúåêòû. Íà-

ïðèìåð, ìû ìîæåì ïîëîæèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå U → R/Q ÿâëÿåòñÿ ãëàä-

êèì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî êàê êîìïîçèöèÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ U → R
è ïðîåêöèè R→ R/Q. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì äè��åîëîãèþ íà R/Q. ♦

Òàê èëè èíà÷å, â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî ñðåäñòâà äëÿ ââåäåíèÿ ãëàä-

êîé ñòðóêòóðû ýòîò ïîäõîä íåáåçûíòåðåñåí. Ïîñëå íåáîëüøîé ìîäè�èêàöèè

ìîæíî îïðåäåëèòü è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Ñì. [113℄, [49℄

5.36. Íåìíîãî ìîíñòðîâ. Â ñëåäóþùèõ êîíñòðóêöèÿõ ïðèñóòñòâóåò

àêñèîìà âûáîðà.

a) Ïóñòü K � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, ïóñòü S - íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. �àñ-

ñìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå KS
ãðóïïû K ñàìîé íà ñåáÿ â êîëè÷åñòâå S

øòóê. Áîëåå àêêóðàòíî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé I → K. Ñî-

ãëàñíî òåîðåìå Òèõîíîâà, ïîëó÷åííàÿ ãðóïïà KS
êîìïàêòíà (ðàçóìååòñÿ,

îíà íå óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè).

b) Áîðîâñêèé (H. Bohr) êîìïàêò. Ïóñòü, â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà, I = R, à K � îêðóæíîñòü eiϕ. �àññìîòðèì àääèòèâíóþ ãðóïïó

R. Êàæäîìó åå ýëåìåíòó x ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå �óíêöèþ fx(s) : I →
K, çàäàííóþ �îðìóëîé fx(s) = eisx. Çàìêíåì ýòî ñåìåéñòâî �óíêöèé â

KS
. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè KS

, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèå (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

B) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé ãðóïïîé. Îíà îáëàäàåò ðàçíûìè çàìå÷àòåëüíûìè

ñâîéñòâàìè.

Çàäà÷à. 1) Ôóíêöèÿ íà R íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè îíà

ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåòñÿ �óíêöèÿìè âèäà

∑l
k=1 ck exp(iakx). �àâíîñèëü-

íîå îïðåäåëåíèå � �óíêöèÿ f(x) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè ìíîæåñòâî

�óíêöèé ft(x) = f(x + t) ïðåäêîìïàêòíî â ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè. Ïî-

êàæèòå, ÷òî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè � ýòî â òî÷íîñòè �óíêöèè, ïî-

ëó÷åííûå îãðàíè÷åíèåì íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà B íà ïîäãðóïïó R.

2) �ðóïïà B êîìïàêòíà, ïîýòîìó íà íåé åñòü ìåðà Õààðà, à çíà÷èò è

ïðîñòðàíñòâî L2
. ×òî ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëó ïî ìåðå Õààðà íà ÿçûêå ïî-

÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé? ×òî ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

â L2
? Ôóíêöèè et(x) = eitx, î÷åâèäíî, äîïóñêàþò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå

ñ R íà B. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðîäîëæåíèÿ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â L2(B).
3)

∗
Ëþáîé ãîìîìîð�èçì R â ëþáóþ êîìïàêòíóþ ãðóïïó ïðîäîëæàåòñÿ

ïî íåïðåðûâíîñòè äî ãîìîìîð�èçìà B → G. ♦

Íåêîòîðûì íåäîñòàòêîì ýòîãî çàìå÷àòåëüíîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

íè îäíîé òî÷êè èç B \R ïîñòðîèòü íåëüçÿ (÷òî ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ðåçóëü-

òàòîì ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûáîðà; êñòàòè, ãäå îíà áûëà ïðèìåíåíà?).
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ñ) Ïðîèçíîñèìîå âûøå â ýòîì ïàðàãðà�å ñëîâî ¾ñ÷åòíûé¿ âî ìíîãèõ ñëó-

÷àÿõ ìîæåò áûòü óñòðàíåíî: îïðåäåëåíèå îáðàòíîãî ïðåäåëà, ïðîêîíå÷íîãî

ïîïîëíåíèÿ, ñ÷åòíîñòü ïîëÿ â îïðåäåëåíèè ãðóïïû �àëóà. Íà �îðìàëüíîì

óðîâíå âñå âûæèâàåò. Íî ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ïðèâîäèò ê íåïðèÿòíîñòÿì

òèïà îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì àáçàöå

28

.

Ñì. [18℄, [28℄, [32, �16℄.

5.37. �ðóïïà Óðûñîíà. Îïèøåì åùå îäíîãî ìîíñòðà, íî â äðóãîì

äóõå. Ïðîñòðàíñòâî Óðûñîíà U � ýòî ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

� Ïóñòü A � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à B � íåêîòîðîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç A äîáàâëåíèåì îäíîé òî÷êè. Òîãäà

ëþáîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå A → U ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìåòðè÷åñêîãî

âëîæåíèÿ B → U.
Ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåå ýòèì ñâîéñòâîì, åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìåòðèè è îáëàäàåò ðÿäîì óäèâèòåëüíûõ ñâîéñòâ:

� Åñëè A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî U, òîãäà ëþáîå èçîìåòðè÷íîå âëî-
æåíèå A→ U ïðîäîëæàåòñÿ äî îáðàòèìîé èçîìåòðèè U→ U. Òî æå óòâåð-
æäåíèå îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿ ëþáûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

� Ëþáîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM âêëàäûâàåòñÿ â U
èçîìåòðè÷íî. Áîëåå òîãî, âëîæèòü åãî ìîæíî òàê, ÷òî ëþáàÿ èçîìåòðèÿ M
áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî èçîìåòðèè U.

Ýòîò îáúåêò áûë ââåäåí â ïîñìåðòíîé ïóáëèêàöèè Ï. Ñ. Óðûñîíà. Äî-

êàçàòåëüñòâî Óðûñîíà, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, êîíñòðóêòèâíî, â òîì æå

ñìûñëå, êàê êîíñòðóêòèâíî äîêàçàòåëüñòâî Êàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñ-

öåíäåíòíûõ ÷èñåë. Ñåé÷àñ èçâåñòíî íåñêîëüêî äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ, íî

ñêîëüêî-ëèáî óäîáíîé ÿâíîé êîíñòðóêöèè ïðîñòðàíñòâà Óðûñîíà íå èçâåñò-

íî.

Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Óðûñîíà â íåêîòîðîì ñìûñëå

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ¾îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿. À èìåííî, ðàñ-

ñìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ ìåòðèêM íà ìíîæåñòâå N. Äëÿ êàæ-
äîé ìåòðèêè ðàññìîòðèì ïîïîëíåíèå N ïî ýòîé ìåòðèêå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

äëÿ âñþäó ïëîòíîãî Gδ-ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâàM ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèå

áóäåò ïðîñòðàíñòâîì Óðûñîíà.

Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò è îãðîìíàÿ ãðóïïà âñåõ èçîìåòðèé ïðîñòðàí-

ñòâà U.
Ñì. [95, Ch.5℄, [116℄, [118℄.

5.38. Ìàíòèè. Âîïðîñ Îëüøàíñòêîãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(H) ïîëó-
ãðóïïó îïåðàòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H . ×å-

28

Ñòîèò çàìåòèò, ÷òî íåçàâèñèìî îò àêñèîìû âûáîðà, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå �óíêèè

ÿâëÿþòñÿ íåáåçûíòåðåñíûì ýëåìåíòîì àíàëèçà. Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî êîëüöà Ñàòóð-

íà íàïîìèíàþò êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî (ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ äûðêàìè åñòü äûðêà,

ñàìûå áîëüøèå äûðêè íàçâàíû â ÷åñòü èõ ïåðâîîòêðûâàòåëåé, Êàññèíè è äð.). Îäíî

èç ñóùåñòâóþùèõ îáúÿñíåíèé [10℄ � ÷òî ýòà ñòðóêòóðà ñâÿçàíà ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì

ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì, ñîçäàâàåìûì ñïóòíèêàìè Ñàòóðíà.
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ðåç U(H) ìû îáîçíà÷èì ãðóïïó óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ â H . Ñíàáäèì B(H)
ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé

Çàäà÷à. a) Ïîëóãðóïïà B(H) ìåòðèçóåìà, ñåïàðàáåëüíà è êîìïàêòíà.

b) Óìíîæåíèå â B(H) ðàçäåëüíî íåïðåðûâíî.


) �ðóïïà U(H) ïëîòíà â B(H). ♦

�àññìîòðèì óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû G â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå H . �àññìîòðèì ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ ρ(G) ⊂ U(H) è çàìêíåì

åãî â B(H). Çàìûêàíèå ρ(G) â B(H) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ρ(gj), ρ(hj) ñõîäÿòñÿ ê A è B ñî-

îòâåòñòâåííî. Òîãäà

lim
k→∞

[
lim
l→∞

ρ(gkhl)
]
= lim

k→∞

[
lim
l→∞

ρ(gk)ρ(hl)
]
=

= lim
k→∞

ρ(gk)
[
lim
l→∞

ρ(hl)
]
= lim

k→∞
(ρ(gk)B) =

[
lim
k→∞

ρ(gk)
]
B = AB.

Èòàê, AB ñîäåðæèòñÿ â ρ(G), à ïîýòîìó ρ(G) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé ïîëó-

ãðóïïîé. Ìû íàçîâåì åå ìàíòèåé ãðóïïû G.

Åñëè G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè ñ êîíå÷íûì öåíòðîì, òî ýòà êîíñòðóê-

öèÿ äàåò îäíîòî÷å÷íóþ êîìïàêòè�èêàöèþ ãðóïïû, ñì. [48℄. Âîîáùå â ñëó-

÷àå ãðóïï Ëè îòâåòû ïîëó÷àþòñÿ äîâîëüíî ïðîñòûå è íå î÷åíü èíòåðåñíûå.

Îäíàêî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòè�èöàöèÿ

íåâîçìîæíà, è âîîáùå êîìïàêòè�èêàöèÿ âûíóæäåííûì îáðàçîì äîëæíà

áûòü íåïîõîæåé íà ãðóïïó G. Âîïðîñ â òîì, ìîæíî ëè òàêèå îáúåêòû îïè-

ñàòü?

Ïðèìåðû. a) Ëþáîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîé óíè-

òàðíîé ãðóïïû U(∞) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî ïðåäñòàâëåíèÿ

ïîëóãðóïïû B(ℓ2) âñåõ ñæèìàþùèõ îïåðàòîðîâ. Òåì ñàìûì B(ℓ2) ÿâëÿåòñÿ
ìàíòèåé U(∞). Ñì. [89℄, [Ner1, �VIII.3℄.

b) �àññìîòðèì ïîëóãðóïïó Σ âñåõ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö, ñîñòîÿùèõ èç

íóëåé è åäèíèö, ïðè÷åì â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå ñòîèò íå áîëåå

îäíîé åäèíèöû. Î÷åâèäíî, Σ ⊂ B(ℓ2). Ñíàáäèì Σ èíäóöèðîâàííîé ñëàáîé

òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëóãðóïïà Σ êîìïàêòíà, à ñèììåòðè÷åñêàÿ

ãðóïïà S(∞) ïëîòíà â Σ. ♦

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû

S∞ ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî ïðåäñòàâëåíèÿ Σ. Ïî ñóùåñòâó, ýòî
óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òåîðåìå À. Ëèáåðìàíà î êëàññè�èêàöèè óíèòàð-

íûõ ïðåäñòàâëåíèé S∞, ñì. [90℄, [Ner1, �VIII.1-2℄.


) Äëÿ ãðóïïû Ams([0, 1]) åñòü ïîëóãðóïïà Pol, îáëàäàþùàÿ ïîõîæèìè
ñâîéñòâàìè, îíà îáñóæäàåòñÿ íèæå â �12.

Îáû÷íî ñèòóàöèÿ áîëåå ñëîæíà
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d) �àññìîòðèì ãðóïïóGLO(ℓ2), ìíîãîêðàòíî îáñóæäàâøóþñÿ âûøå. �àñ-
ñìîòðèì ãðóïïó G◦ = GLO(ℓ2 ⊕ ℓ2), ñîñòîÿùóþ èç áëî÷íûõ îïåðàòîðîâ

(
a b
c d

)
, (5.23)

è â íåé ïîäãðóïïó K, ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö âèäà

(
1 0
0 u

)
, ãäå u � ýëåìåíò

ïîëíîé âåùåñòâåííîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû. �àññìîòðèì äâîéíûå êëàññû

ñìåæíîñòè K \ G◦/K ñ åñòåñòâåííîé �àêòîð-òîïîëîãèåé è ââåäåì íà ýòîì

ìíîæåñòâå óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó (5.15). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå óíèòàðíîå

ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLO(ℓ2) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ïîëóãðóïïû K \G◦/K, ñì. [80, ï.1.11℄.

Íåèçâåñòíî, âñÿ ëè ýòî ìàíòèÿ, íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îñòàþùàÿñÿ

íåîïðåäåëåííîñòü îòíîñèòñÿ ê îïèñàíèþ òî÷íûõ óñëîâèé íà ìàòðèöó (5.23).

e) Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå áðîñàåòñÿ â ãëàçà ñõîäñòâî ñî øëåé�îâûìè êîí-

ñòðóêöèÿìè. Îíî íå ñëó÷àéíî. Äåëî â òîì, ÷òî ïîëóãðóïïà B(ℓ2) ñîäåðæèò
íóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé â óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ O(∞) äåéñòâóåò

êàê ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâîO(∞)-íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ (âñå íåïðè-
âîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ O(∞) ðåàëèçóþòñÿ â òåíçîðàõ íàä ñòàíäàðòíûì

ïðåäñòàâëåíèåì, à ëþáîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóì-

ìîé íåïðèâîäèìûõ, îòñþäà ñäåëàííîå çàìå÷àíèå ëåãêî ñëåäóåò). Ïîýòîìó

ïðîåêòîðû P [α] èç �îðìóëû (5.18) ñîäåðæàòñÿ â ìàíòèè ãðóïïû. À ïîýòî-

ìó â ìàíòèè ñîäåðæàòñÿ è îïåðàòîðû

ρ̃(g) = P [α] ρ(g)P [β],

êîòîðûå ïî÷òè íå îòëè÷àþòñÿ îò îïåðàòîðîâ ρ(g). À èìåííî, åñëè çàïèñàòü

îïåðàòîð ρ̃(g) êàê áëî÷íûé îïåðàòîð

H [β]⊕H [β]⊥ → H [α]⊕H [α]⊥,

ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó (
ρ(g) 0
0 ρ(g)

)
.

Âûõîäèò, ÷òî øëåé� �àêòè÷åñêè ëåæèò â ìàíòèè, à ìàíòèÿ ÿâëÿåòñÿ ¾áåñ-

êîíå÷íûì ýëåìåíòîì¿ øëåé�à. Â ñóùåñòâóþùèõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òåî-

ðèÿõ ïðåäñòàâëåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï è áåñêîíå÷íûõ

ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï ýòî òàê è åñòü (à îïèñàíèÿ øëåé�îâ, â îáùåì, èçâåñò-

íû). Íî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî êîíñòðóêöèÿ ñ óìíîæåíèåì äâîéíûõ êëàññîâ

ñìåæíîñòè ðàáîòàåò íå äëÿ âñåõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï, â òî âðåìÿ êàê

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàíòèè íóæíû ëèøü óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Óíèâåðñàëèçàöèÿ ìàíòèè. Â ñóùåñòâóþùèõ òåîðèÿõ ïðåäñòàâëåíèé áåñ-

êîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï çàìûêàíèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èëè îïèñàíû èëè â

ïðèíöèïå ïîíÿòíû (îá îäíîì èñêëþ÷åíèè, ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò) Êàê çàâè-

ñÿò ýòè îáúåêòû çàâèñÿò îò ïðåäñòàâëåíèÿ, è ñóùåñòâóåò ëè óíèâåðñàëüíàÿ

ìàíòèÿ?
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Â ïðèíöèïå ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêóþ óíèâåðñàëüíóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü

ρα � íàáîð âñåõ ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóï-

ïû G, ïóñòü Hα � ñîîòâåòñòâóþùèå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. �àññìîòðèì

âñå âëîæåíèÿ

ρα : G→ U(Hα)→ B(Hα)

Âîçüìåì äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå G â (òèõîíîâñêîå) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

âñåõ B(Hα), è çàìêíåì îáðàç. Ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíàÿ ïîëóãðóïïà, êîòîðàÿ

äåéñòâóåò â ëþáîì óíèòàðíîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû G.
Îòìåòèì, ÷òî ýòà ïîñòàíîâêà âîïðîñà íå ëèøåíà îïàñíîñòåé, ÷òî ïîêà-

çûâàåò óæå ñëó÷àé G = R (ñì. ï.5.36), â äåéñòâèòåëüíîñòè èõ áîëüøå, è íà

äàííûé ìîìåíò óíèâåðñàëüíóþ ìàíòèþ ëó÷øå ïîíèìàòü êàê ýâðèñòè÷åñêèé

îáúåêò.

Ñì. [93℄, [Ner1℄.

5.39. Î çàìûêàíèÿõ ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè.

Âåðíåìñÿ ê ãðóïïå Diff+(S
1) äè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè, ñîõðàíÿþùèõ

îðèåíòàöèþ. Åå àëãåáðà Ëè � àëãåáðà Vect(S1) âåêòîðíûõ ïîëåé íà îêðóæ-
íîñòè. Â åå êîìïëåêñè�èêàöèè Vect(S1)C óäîáíî âçÿòü áàçèñ Ln = einϕ/i∂ϕ,
ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè ïðèíèìàþò âèä

[Ln, Lm] = (m− n)Lm+n.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé áîëåå èíòåðåñíà àëãåáðà Âèðàñîðî

Vir. Ê áàçèñó äîáàâëÿþòñÿ åùå îäèí ýëåìåíò ζ, a ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè
ìåíÿþòñÿ íà

[Ln, ζ] = 0, [Ln, Lm] = (m− n)Lm+n +
n3 − n
12

ζ. (5.24)

Òîãäà ζ ñòàíîâèòñÿ öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì, à �àêòîð-àëãåáðà Vir/Cζ ñîâ-
ïàäàåò ñ Vect(S1)C. Âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Âèðàñîðî

ñî ñòàðøèì âåñîì, ò.å., ïðåäñòàâëåíèÿ, â êîòîðûõ åñòü ïîðîæäàþùèé âåêòîð

v, òàêîé, ÷òî

Lnv = 0 ïðè n > 0;

L0v = hv, ζv = cv

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ h, c. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ äî

ïðîåêòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Diff+(S
1),

ρ(g1)ρ(g2) = σ(g1, g2)ρ(g1g2).

A) Òðèâèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. �åàëèçóåì îêðóæíîñòü êàê R/Z èëè

êàê îòðåçîê [0, 1] ñî ñêëååííûìè êîíöàìè. Ôèêñèðóåì s ∈ R è ðàññìîò-

ðèì òðèâèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ρs ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè

â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1], çàäàííîå �îðìóëîé

ρs(q)f(x) = f(q(x)) q′(x)1/2+is. (5.25)
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a) b)

�èñ. 4: a) Ôóíêöèÿ q(x) = x+ 1
n sinnx. b) q′(x).

Ïîíÿòíî, ÷òî â ñëàáîì çàìûêàíèè ρs(Diff) ëåæàò ïîõîæèå îòîáðàæåíèÿ ñ

áîëåå îáùèìè ìîíîòîííûìè q(x). Ìû îïóñòèì îáñóæäåíèå ýòîãî è çàìåòèì,

÷òî çàìûêàíèå ñîäåðæèò ìíîãî îïåðàòîðîâ òèïà óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ,

Af(x) = f(x)a(x).

Îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ρs(qn), ãäå qn(x) ñòðåìèò-
ñÿ x â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, à q′n(x) áûñòðî îñöèëëèðóåò (âðî-
äå qn(x) = x+(sinnx)/n). Îïèøåì âîçìîæíûå ïðåäåëüíûå îïåðàòîðû. Äëÿ

äè��åîìîð�èçìà q ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå [0, 1]→ [0, 1]× (0,∞), çàäàí-
íîå �îðìóëîé x 7→ (x, q′(x)). �àññìîòðèì îáðàç µ[q] ìåðû Ëåáåãà ïðè ýòîì

îòîáðàæåíèè. Ýòî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà [0, 1]× [0,∞], ïðè÷åì åå ïðîåêöèÿ

íà[0, 1℄ ñîâïàäàåò ñ ìåðîé Ëåáåãà. Òàêèå ìåðû óäîáíî çàäàâàòü �óíêöèÿìè

x 7→ νx èç [0, 1] â ïîëóãðóïïó âåðîÿòíîñòûõ ìåð íà R×+.

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè x 7→ νx, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ ∫

R
×

+

t dνx(t) = 1,

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn äè��åîìîð�èçìîâ, òàêàÿ, ÷òî qn(x) 
õî-
äèòñÿ ê x, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µ[qn] 
õîäèòñÿ ñëàáî ê ν.

b) Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû ρs(qn) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê îïåðàòîðó óìíî-
æåíèÿ íà �óíêöèþ,

As,νf(x) = f(x) ·
∫ ∞

0

t1/2+isdνx(t).


) Óìíîæåíèå íà êàêèå �óíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì ñïîñîáîì?

d) Áîëåå óòîìèòåëüíûé âîïðîñ: îïèøèòå ñëàáîå çàìûêàíèå ãðóïïû äè�-

�åîìîð�èçìîâ. ♦

B) Ïîëóãðóïïà òðóáîê. Ïóñòü C = C ∪ ∞ îáîçíà÷àåò ñ�åðó �èìàíà,

Ïóñòü D+, D− ⊂ C � ñîîòâåòñòâåííî äèñêè |z| 6 1, |z| > 1, ïóñòü D◦± � èõ

âíóòðåííîñòè, ïóñòü S1
îáîçíà÷àåò êðóã |z| = 1. Îòîáðàæåíèå f : D◦± → C

íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíûì, åñëè f ãîëîìîð�íî è ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Ìû

ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå D± → C îäíîëèñòíî âïëîòü äî ãðàíèöû, åñëè îíî
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q

D+

D−

p+

p−

D+
0

D−
∞

p+

p−

a) b)

�èñ. 5: a) Ñâàðêà. b) Ýëåìåíò ïîëóãðóïïû Γ.

îäíîëèñòíî âî âíóòðåííîñòè è ïðîäîëæàåòñÿ äî ãëàäêîãî âëîæåíèÿ âñåãî

êðóãà ñ íåâûðîæäåííûì äè��åðåíöèàëîì.

�àññìîòðèì ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äè��åîìîð�èçì q : S1 → S1
.

Ñêëåèì D+ 
 D−, îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êè eiϕ ∈ D+ ñ òî÷êàìè q(eiϕ) ∈ D−.
Ïîñëå ñêëåéêè ïîëó÷èòñÿ äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîð�íîå ñ�åðå.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû òîæå ñêëåèâàþòñÿ, è ìû òà-

êèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñ�åðó �èìàíà (ýòà êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñâàð-

êîé).

Çàìå÷àíèå. Ñâàðêà îïðåäåëåíà ïðè äîâîëüíî ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

îòîáðàæåíèå q. Îíî äîëæíî áûòü ãîìåîìîð�èçìîì è äîëæíî óäîâëåòâî-

ðÿòü óñëîâèþ êâàçèñèììåòðè÷íîñòè. À èìåííî, �óíêöèÿ f âåùåñòâåííîé

ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ êâàçèñèììåòðè÷íîé, åñëè

|x− y|
|x− z| 6 t âëå÷åò

|f(x)− f(y)|
|f(x)− f(z)| 6 η(t),

ãäå η(t) � íåêîòîðîå âîçðàñòàþùåå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå [0,∞]→ [0,∞],
η(0) = 0. Â ÷àñòíîñòè, ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ êâàçèñèììåòðè÷íû. ♦

Èòàê, ó íàñ ïîëó÷èëàñü ñ�åðà �èìàíà è äâà îäíîëèñòíûõ âïëîòü äî

ãðàíèöû îòîáðàæåíèÿ D+ → C, D− → C.
Îáðàòíî, ïóñòü äàíû îäíîëèñòíûå âïëîòü äî ãðàíèöû îòîáðàæåíèÿ p+ :

D+ → C, p− : D− → C, ïðè÷åì èõ îáðàçû ïîêðûâàþò ñ�åðó, à îáðàçû âíóò-

ðåííîñòåé p+(D
◦
+), p−(D

◦
−) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ìû èìååì îòîáðàæåíèå

q := p−1+ ◦ p−, îïðåäåëåííîå íà îêðóæíîñòè |z| = 1.

Îïðåäåëèì ïîëóãðóïïó òðóáîê Γ. Åå ýëåìåíò � ýòî ñëåäóþùèé íàáîð

äàííûõ:

� ñ�åðà �èìàíà C;

� äâà îäíîëèñòíûõ âïëîòü äî ãðàíèöû îòîáðàæåíèÿ p+ : D+ → C, p− :
D− → C ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îáðàçàìè.
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�èñ. 6: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâàðîê è åå ïðåäåë â Γ.

Äâà ýëåìåíòà (C, p+, p−) ∈ Γ, (C, p′+, p
′
−) ∈ Γ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò áèãîëîìîðìî�íîå îòîáðàæåíèå w : C→ C, òàêîå, ÷òî p′± =
p± ◦ w.

Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ (C, p+, p−), (C, r+, r−) ∈ Γ. Äëÿ ýòî-
ãî ðàññìîòðèì îáëàñòè C\p−(D0

−), C\r+(D0
+), ýòî äâà äèñêà ñ ïàðàìåòðèçî-

âàííûìè ãðàíèöåé. Ñêëåèì èõ, îòîæäåñòâëÿÿ ïàðû òî÷åê p−(eiϕ) è q+(eiϕ),
è ïîëó÷èì îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèåW , ãîìåîìîð�íîå ñ�åðå,

ò.å., îïÿòü ñ�åðó �èìàíà. Êðîìå òîãî, îíî ïîìíèò îòîáðàæåíèÿ p+ è q−, òî
åñòü ìû îïÿòü ïîëó÷èëè ýëåìåíò ïîëóãðóïïû Γ.

Òåïåðü îïðåäåëèì ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äè��åîìîð�èçìîâ

g(j). Ïðèìåíèì ê íèì ñâàðî÷íóþ êîíñòðóêöèþ è ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (C, p(j)+ ), p
(j)
− ). Ìû ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äè��åîìîð�èç-

ìîâ ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó (C, q+, q−) ïîëóãðóïïû Γ, åñëè âûáðàâ ïîäõîäÿùèì
îáðàçîì êîîðäèíàòû íà êàæäîé èç ñ�åð �èìàíà (îíè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ

íà äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå), ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ íà

êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ D◦± ñõîäèìîñòü p
(j)
+ → q+, p

(j)
− → q−.

Ïðèìåð ñåìåéñòâà äè��åîìîð�èçìîâ, ñõîäÿùåãîñÿ ê ýëåìåíòó ïîëó-

ãðóïïû Γ èçîáðàæåí íà �èñ. 6. Ñ�åðà �èìàíà èçîáðàæåíà êàê ïëîñêîñòü,

íîëü íàõîäèòñÿ â öåíòðå îêðóæíîñòåé,∞ íàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.Æîð-

äàíîâ êîíòóð ðàçäåëÿåò ñ�åðó íà äâå îáëàñòè. Ìû áåðåì îòîáðàæàåì êðóã

D− âî âíóòðåííþþ îáëàñòü, ïîëàãàÿ p+(0) = 0, p′+(0) > 0. Êðóã D− ìû

îòîáðàæàåì íà âíåøíþþ îáëàñòü, ïîëàãàÿ p−(∞) =∞, è êîý��èöèåíò Ëî-

ðàíà c−1 â ðàçëîæåíèè

p−(z) = c−1z + c0 + c1z
−1 + . . .

ïîëîæèòåëåí. Äàëåå óñòðåìëÿåì ÷àñòîòó çóá÷àòêè ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðè-

ìåíÿåì òåîðåìó Êàðàòåîäîðè î ñõîäèìîñòè îäíîëèñòíûõ �óíêöèé, ñì. [44,

�II.5℄ è ïîëó÷àåì êàðòèíêó ñïðàâà.

Ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Diff+(S
1) ñî ñòàðøèì âåñîì ïðîäîëæàåòñÿ

ïî ãîëîìîð�íîñòè äî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóãðóïïû Γ (ñì. [73℄). Òî, ÷òî ýòî

ïðîäîëæåíèå íåïðåðûâíî â ñìûñëå ââåäåííîé ñõîäèìîñòè, ñòðîãî íå äîêà-

çàíî. Îäíàêî â óïîìÿíóòîé ñòàòüå åñòü ÿâíûå çàäàíèÿ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé

èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè, è, ïî êðàéíåé ìåðå, ïîòî÷å÷åíàÿ ñõîäèìîñòü

ÿäåð èìååò ìåñòî.
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Èíòåðïîëÿöèÿ. Êàê áóäòî, äâå îáñóæäàâøèõñÿ âûøå ïîëóãðóïïû, ñâÿ-

çàííûõ ñ ãðóïïîé Diff+(S
1), âûãëÿäÿò ñîâåðøåííî ðàçëè÷íî. Â ï.5.19 áûëî

îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ ñåìåéñòâà ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Diff+(S
1), çàâèñÿ-

ùàÿ îò ïàðàìåòðà s ∈ (0, 1). Äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà îïèñàíèå ìàíòèé íåèç-

âåñòíî. Îäíàêî ó ýòîãî ñåìåéñòâà åñòü ïîíÿòíûå ïðåäåëû ïðè s → 0 è

s → 1. Ïðè s = 0 ìû ïîëó÷àåì ñóììó ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé òðèâè-

àëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ0 (ñì. 5.25), ýòî ÿñíî èç ðàçëîæåíèÿ (8.24), îáñóæ-
äàåìîãî íèæå. Ïðè s = 1 ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå âèäà W ⊗W ∗, ãäå W
� íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Diff+(S

1) ñî ñòàðøèì âåñîì (îáñóæäå-

íèå ýòîãî � çà ïðåäåëàìè íàñòîÿùèõ çàïèñîê). Òàê èëè èíà÷å, ìû ïîëó÷àåì

íà îäíîì êîíöå ïîëóãðóïïó ïåðâîãî òèïà, íà äðóãîì � âòîðîãî. Î òîì, ÷òî

ïðîèñõîäèò â ïðîìåæóòêå � íåèçâåñòíî. Òå æå ñàìûå âîïðîñû âîçíèêàþò â

ñâÿçè ñ ðàçíûìè äðóãèìè ñåðèÿìè ïðåäñòàâëåíèé Diff+(S
1), îïèñàííûõ â

[Ner1, �IX.6℄.

Ñì. [73℄, [Ner1, ãë. VII, �IX.6℄, [75℄.

5.40. Áîëüøèå ãðóïïû è èíâàðèàíòíûå ìåðû. Â ñâÿçè ñ ìíîãî-

÷èñëåííûìè ïðèìåðàìè ¾áîëüøèõ¿ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï âñòàåò âîïðîñ îá

àíàëîãàõ ìåð Õààðà. Íà ýòîò âîïðîñ åñòü äâà îòâåòà, îòðèöàòåëüíûé è ïî-

ëîæèòåëüíûé.

Îòðèöàòåëüíûé îòâåò áûë ïîëó÷åí À. Âåéëåì è çâó÷èò òàê. Ëþáàÿ

òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, íà êîòîðîé ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåðà, ÿâ-

ëÿåòñÿ ïëîòíîé ïîäãðóïïîé â ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå [Wei, Äîáàâë.

1℄.

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò ñîñòîèò â òîì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òåîðåìó Âåéëÿ,

åñòü ìíîãî èíòåðåñíûõ ìåð, ñâÿçàííûõ ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ãðóïïàìè è ïî-

õîæèõ íà ìåðó Õààðà, íî íå óäîâëåòâîðÿþùèõ êàêèì-íèáóäü �îðìàëüíûì

óñëîâèÿì.

1. Íèæå â ��10-11 ìû îáñóæäàåì àíàëîãè ìåðû Õààðà äëÿ áåñêîíå÷íîé

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû è äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé óíèòàðíîé ãðóïïû. Ýòè

îáúåêòû ïîëó÷àþòñÿ îáðàòíûìè ïðåäåëàìè ãðóïï

29

, îíè íå ÿâëÿþòñÿ ãðóï-

ïàìè, çàòî áåñêîíå÷íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ è óíèòàðíàÿ ãðóïïû äåéñòâóþò íà

íèõ ëåâûìè è ïðàâûìè óìíîæåíèÿìè, ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ èíòåðåñíûå

ðåãóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèå. Â ïðèíöèïå, ýòè îáúåêòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê àíàëîãè ãðàññìàíèàíîâ, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå âåðíî, ïîòîìó ÷òî ó ãðàñ-

ñìàíèàíîâ åñòü ïîõîæèå ïðåäåëû (D. Pi
krell). Èíòåðåñíûå èíâàðèàíòíûå

ìåðû èçâåñòíû è äëÿ ãðàññìàíèàíîâ íàä êîíå÷íûìè è p-àäè÷åñêèìè ïîëÿìè
(ñì.[85℄, [83℄).

2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü äîâîëüíî ìíîãî ìåð íà òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóï-

ïàõ, êâàçèèíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî âñþäó ïëîòíîé ïîäãðóïïû. Ïðîñòîé

ïðèìåð äàåò òåîðåìà Êàìåðîíà�Ìàðòèíà, ñì. íèæå ï.8.4. Åñòü òàêæå ñëåäó-

þùàÿ êîíñòðóêöèÿ Øàâãóëèäçå [110℄. �àññìîòðèì ãðóïïó Diff2
+[0, 1], äè�-

�åîìîð�èçìîâ ϕ îòðåçêà [0, 1] ãëàäêîñòè C2
, ó êîòîðûõ ϕ(0) = 0, ϕ′′(0) = 1.

29

Íî íå â êàòåãîðèè ãðóïï.
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�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå,

F : ϕ 7→ ϕ′′

ϕ′
,

êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå äè��åîìîð�èçìó íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ F
ñ F (0) = 0. Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå òàêèõ �óíêöèé ìåðó Âèíåðà (ñì., íà-

ïðèìåð, íèæå ï.8.9). Ïåðåíåñåì ýòó ìåðó íà Diff2
. [0, 1] ïîñðåäñòâîì ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ìåðà íà Diff2
. [0, 1], êâàçèèíâà-

ðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ϕ 7→ α ◦ ϕ, ãäå α-äè��åîìîð�èçì
ãëàäêîñòè C3

.

Ñåìåéñòâà ìåð, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà äè��åîìîð�èçìàõ îêðóæíîñòè ðàç-

íûõ ã¼ëüäåðîâñêèõ êëàññîâ, êâàçèèíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïï áîëåå

ãëàäêèõ äè��åîìîð�èçìîâ, îáñóæäàþòñÿ â [76℄.

Âïðî÷åì, ïðîäîëæèòü òàêîãî ðîäà êîíñòðóêöèè äî èíòåðåñíîãî ãàðìî-

íè÷åñêîãî àíàëèçà íà ãðóïïàõ ïîêà íå óäàëîñü.

3. Åñòü ìíîãî êîíñòðóêöèé ìåð, èíâàðèàíòíûõ èëè êâàçèèíâàðèàíòíûõ

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï. Ìû â ��8-9 ðàññìàòðèâàåì

äâà ïðèìåðà, íàèáîëåå ïðîñòûõ è îáùåçíà÷èìûõ. Ñì. òàêæå ññûëêè â ��8-

11, ñòàðûé îáçîð [76℄ è [53℄, [97℄, [2℄, [75℄, [52℄, [1℄.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íå ñóùåñòâóåò

êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ìåðû, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âñåõ âðà-

ùåíèé (òàêàÿ ìåðà, âî âñåõ îòíîøåíèÿõ õîðîøàÿ è âïîëíå ïîëåçíàÿ, áûëà,

îäíàêî, ïîñòðîåíà È.Ñèãàëîì, ñì. íèæå �8; âïðî÷åì, îíà ñîñðåäîòî÷åíà âíå

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà). ♦
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6 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà êîìïàêòíûõ ãðóï-

ïàõ.

Ýòîò ïàðàãðà� îòëè÷àåòñÿ îò ïðî÷èõ ñâîè àáñòðàêöèîíèçìîì. Íàøà öåëü

� äîêàçàòü òåîðåìó 6.13. Ôîðìóëèðîâêà è, îñîáåííî, äîêàçàòåëüñòâî âêëþ-

÷àþò ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï. Ìû �îðìàëüíî ìàíèïóëèðóåì ñ

íèìè, íå îáñóæäàÿ, ÷òî ýòî çíà÷èò â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ êîíå÷íûõ

ãðóïï òåêñò îñòàåòñÿ îñìûñëåííûì, íåêîòîðûå äîêàçàòåëüñòâà â ýòîì ñëó-

÷àå ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ.

6.1. Óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, à

H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (áåñêîíå÷íîìåðíîå èëè êîíå÷íîìåðíîå; ìû

ñ÷èòàåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíûì ïî îïðåäåëåíèþ). Óíè-

òàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû G ýòî íåïðåðûâíûé ãîìîìîð�èçì èç G â

óíèòàðíóþ ãðóïïó ïðîñòðàíñòâà H , ñíàáæåííóþ ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïî-

ëîãèåé (ñì. ï.5.6).

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ ëþáûõ âåêòî-

ðîâ v, w ∈ H �óíêöèÿ 〈ρ(g)v, w〉 (ìàòðè÷íûé ýëåìåíò) íåïðåðûâíà íà G.

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü â åäè-

íèöå ãðóïïû.

b) Ïóñòü ej - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H . Ïîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâ-

íîñòü ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ 〈ρ(g)ek, el〉 âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü ïðåäñòàâëå-
íèÿ ρ. ♦

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå íåïðåðûâíîñòü êîíêðåòíûõ ïðåäñòàâëåíèé

ïðîâåðÿòü íå íàäî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç èçìåðèìîñòè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

ñëåäóåò èõ íåïðåðûâíîñòü (ñì. [1, �29, ñëåäñòâèå 2℄). Åñëè áû ìû ïîñòðîèëè

ðàçðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå, òî âìåñòå ñ íèì ïîñòðîèëè áû è íåèçìåðèìóþ

�óíêöèþ. ♦

6.2. Ïðèìåðû óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðè-

ìåðîâ (òî÷íåå, ìàññîâûõ êîíñòðóêöèé) óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

1) Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò (ñïðàâà) íà ïðîñòðàíñòâå M ñ ìåðîé µ
ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè ìåðó

30

. Òîãäà G äåéñòâóåò â L2(M,µ)

30

Ôîðìàëüíî îò äåéñòâèÿ íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè, ò.å. äëÿ ëþáûõ èç-

ìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ A, B ⊂ M , �óíêöèÿ g 7→ µ(Ag ∩ B) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà

íà ãðóïïå G. �àâíîñèëüíî, ãîìîìîð�èçì G → Ams(M) äîëæåí áûòü íåïðåðûâåí (ñì.

ï.5.8). Ôàêòè÷åñêè ñëåäèòü çà ýòèì îáû÷íî íå íàäî, ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà.
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óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

T (g)f(x) = f(xg).

2) Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò (ñïðàâà) íà ïðîñòðàíñòâåM ñ ìåðîé µ ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè, îñòàâëÿþùèìè ìåðó êâàçèèíâàðèàíòíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

g′(x) ïðîèçâîäíóþ �àäîíà�Íèêîäèìà ïðåîáðàçîâàíèÿ

31 g â òî÷êå x. Äëÿ
ëþáîãî s ∈ R îïðåäåëåíî óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå G â L2(M,µ) ïî �îðìó-
ëå

Ts(g)f(x) = f(xg)g′(x)1/2+is.

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå óíèòàðíîñòü ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìû

ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. ♦

3) Â ñëó÷àå ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ ãðóïï ìû, â ÷àñòíîñòè, ìîæåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü L2
íà ãðóïïå è âñåâîçìîæíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðåäñòàâëåíèå ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû â L2(G) ëåâûìè ñäâèãàìè

Lhf(g) = f(h−1g)

íàçûâàåòñÿ ëåâîðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðà-

âîðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå, îíî äåéñòâóåò îïåðàòîðàìè

Rhf(g) = f(gh).

4) Ïóñòü, G, ïî ïðåæíåìó, äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé, ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè, îñòàâëÿþùèìè ìåðó êâàçèèíâàðèàíòíîé. Ïóñòü c(x, g) � êîì-
ïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ íà G×X , óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó (öåïíîìó

ïðàâèëó)

c(x, g1g2) = c(xg1, g2) c(x, g1) (6.1)

è |c(g, x)| = 1. Òîãäà �îðìóëà

T (g)f(x) = f(xg) g′(x)1/2 c(x, g)

çàäàåò óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû (ïðîâåðüòå ýòî).

6.3. Íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Ïóñòü ρ � óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå H . Ïóñòü V ⊂ H � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ ρ(g). Ïðåäñòàâëåíèå G â V íà-

çûâàåòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ. Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ
íåïðèâîäèìûì, åñëè ó íåãî íåò G-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îòëè÷íûõ
îò 0 è H . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäïðåäñòàâëåíèÿ V åãî îðòîãîíàëüíîå äî-

ïîëíåíèå V ⊥ òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì.

�ðóïïà G äåéñòâóåò òàêæå â ïðîñòðàíñòâå H ′, äâîéñòâåííîì ê H ïî

�îðìóëå

ρ′(g)ℓ(v) = ℓ(ρ(g−1)v), v ∈ H, ℓ ∈ H ′.
31

Ñì. ï.5.8, åñëè ðå÷ü èäåò î äåéñòâèè íà Rn
, òî ýòî ÿêîáèàí.
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Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì, èëè êîíòðàãðàäèåíòíûì,

èëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì. Ïî òåîðåìå �èññà�Ôèøåðà H ′ îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ H , íî ïîñðåäñòâîì àíòèëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïîýòîìó äâîéñòâåí-

íîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü òàê: ìû ìåíÿåì ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà â H , ïîëîæèâ, ÷òî óìíîæåíèå íà i åñòü óìíîæåíèå íà −i, à
îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ îñòàâëÿåì òåìè æå. Åñëè æå ìû çàäàåì ïðåäñòàâ-

ëåíèå ïîñðåäñòâîì ìàòðèö â íåêîòîðîì îðòîíîðìàëüíîì áàçèñå, òî ïåðåõîä

ê äâîéñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïîýëåìåíòíîìó êîìïëåêñíî-

ìó ñîïðÿæåíèþ ìàòðèö

32

.

Åñëè ρ1, ρ2 � ïðåäñòàâëåíèÿ G â H1 è H2 ñîîòâåòñòâåííî, òî îïåðàòî-

ðû ρ1(g) ⊕ ρ2(g) îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâëåíèå G â H1 ⊕H2. Îíî íàçûâàåòñÿ

ïðÿìîé ñóììîé äâóõ ïðåäñòàâëåíèé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîíå÷íûå

è ñ÷åòíûå ïðÿìûå ñóììû. Îïåðàòîðû ρ1(g)⊗ ρ2(g) äåéñòâóþò â òåíçîðíîì
ïðîèçâåäåíèè H1 ⊗H2. Ýòî îïðåäåëÿåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâ-

ëåíèé ãðóïïû G.
Ïóñòü ρ1, ρ2 � ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï G1 è G2. Òîãäà ìû èìååì ïðåäñòàâ-

ëåíèå ρ1(g1)⊗ ρ2(g2) ãðóïïû G1 ×G2.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1, ρ2 ãðóïïû G â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâõ H1, H2

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó íèìè åñòü óíèòàðíûé îïåðàòîð

J : H1 → H2, òàêîé, ÷òî

ρ2(g) = Jρ1(g)J
−1.

Îïðåäåëèì ìîð�èçì ïðåäñòàâëåíèé. Ïóñòü ρ1, ρ2 � ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G â H1 è H2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñïëåòàþùèé îïåðàòîð J : H1 → H2 � ýòî

îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó

ρ2(g)J = Jρ1(g).

6.4. Ëåììà Øóðà.

Ëåììà 6.1 Ïóñòü H1 → H2 � ñïëåòàþùèé îïåðàòîð. Òîãäà kerJ � ïîä-

ïðåäñòàâëåíèå â H1, à çàìûêàíèå im J � ïîäïðåäñòàâëåíèå â H2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Jv = 0. Òîãäà

Jρ1(g)v = ρ2(g)Jv = 0,

ò.å., ρ1(g)v òîæå ïðèíàäëåæèò kerJ .
Ïóñòü w ∈ Im J , w = Jv. Òîãäà

ρ(g2)w = ρ(g2)Jv = Jρ1(g)v ∈ Im J.

Ïîýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâî im J èíâàðèàíòíî, à ïîýòîìó èíâàðèàíòíî è åãî

çàìûêàíèå. �

32

Îïåðàöèÿ ïîýëåìåíòíîãî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà çàâèñèò îò

âûáîðà áàçèñà. Îäíàêî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ýòîì ïðåäñòàâëåíèå áóäåò îäíèì è òåì æå, ñ

òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Òåîðåìà 6.2 (ëåììà Øóðà)

a) Ïóñòü ρ1, ρ2 � íåýêâèâàëåíòíûå íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãðóïïû G. Òîãäà ëþáîé ñïëåòàþùèé îïåðàòîð ìåæäó íèìè ðàâåí 0.

b) Ïóñòü ρ � íåïðèâîäèìîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà ëþáîé îïå-
ðàòîð, ñïëåòàþùèé åãî ñ ñîáîé, èìååò âèä λ · 1, ãäå λ � ñêàëÿð.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ρ � ïðåäñòàâëåíèå, J � ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-

ðàòîð, ñïëåòàþùèé ρ ñ ñàìèì ñîáîé. Âîçüìåì ïîäìíîæåñòâî Ω â ñïåêòðå J
è ñîîòâåòñòâóþùèé ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð PΩ (ñì. [RS1, �VII.3℄). Îí êîì-

ìóòèðóåò ñ ëþáûì îïåðàòîðîì, êîììóòèðóþùèì ñ J , à ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ

ñïëåòàþùèì äëÿ ρ. Îáðàç PΩ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì. Ïîýòîìó PΩ

ðàâåí íóëþ èëè åäèíèöå. Ïîýòîìó ñïåêòð J ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ò.å.,

J = λ · 1.
Ïóñòü òåïåðü S � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, ñïëåòàþùèé ρ ñîáîé. Òîãäà

îïåðàòîðû S + S∗ è i(S − S∗) � òîæå ñïëåòàþùèå, îíè ñàìîñîïðÿæåíû, à

ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè. Ïîýòîìó è S � ñêàëÿðíûé îïåðàòîð. Óòâåð-

æäåíèå b) äîêàçàíî.

Äîêàæåì a). Îïåðàòîð J∗ ÿâëÿåòñÿ ñïëåòàþùèì, à ïîýòîìó J∗J ñïëå-

òàåò ρ1 ñ ñàìèì ñîáîé. Òàê êàê J∗J ñàìîñîïðÿæåí, òî J∗J = s · 1, ãäå s �
íåîòðèöàòåëüíûé ñêàëÿð. Àíàëîãè÷íî JJ∗ = t ·1. Åñëè s èëè t = 0, òî J = 0.
Äàëåå

s · J∗ = J∗JJ∗ = t · J∗.
Ïîýòîìó s = t, à, ñëåäîâàòåëüíî, s−1/2J � óíèòàðíûé îïåðàòîð. Íî òîãäà

ρ1, ρ2 ýêâèâàëåíòíû. �

Çàäà÷à. �äå â äîêàçàòåëüñòâå áûëà èñïîëüçîâàíà óíèòàðíîñòü ïðåä-

ñòàâëåíèÿ? ♦

Çàäà÷à. Ïóñòü ρ1, ρ2, ρ3 � ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Îïèøèòå âñå ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû èç ρ1⊕ρ1 â ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:
ρ2 ⊕ ρ3; â ρ1 ⊕ ρ1; â ρ1 ⊕ ρ2 ⊕ ρ3; ρ1 ⊕ ρ1 ⊕ ρ1. ♦

6.5. Âëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé íà ãðóï-

ïå. �àññìîòðèì óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâåH . Ôèê-

ñèðóåì åäèíè÷íûé âåêòîð ξ ∈ H . Äëÿ ëþáîãî v ∈ H ðàññìîòðèì �óíêöèþ

Fv(g) íà G, çàäàííóþ �îðìóëîé

Fv(g) = 〈v, ρ(g−1)ξ〉.

Ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíûé îïåðàòîð J èç H â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

�óíêöèé íà G, èìåííî Jv(g) = Fv(g).

Ïðåäëîæåíèå 6.3 Îïåðàòîð J : H → C(G) íåïðåðûâåí è êîììóòèðóåò

ñ äåéñòâèåì ãðóïïû

J(ρ(h)v)(g) = Jv(gh).

Äîêàçàòåëüñòâî.

J(ρ(h)v)(g) = 〈ρ(h)v, ρ(g−1)ξ〉 = 〈v, ρ(h−1)ρ(g−1)ξ〉 = 〈v, ρ
(
(gh)−1

)
ξ〉
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Åñëè ‖v − w‖ 6 ε, òî

|Jv(g)− Jw(g)| = 〈v − w, ρ(g−1)ξ〉 < ε,

÷òî âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü. �

Â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåò. Îäíàêî â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ãðóïï C(G) ⊂ L2(G),
ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå H → L2(G).

Â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ, ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì âëî-

æåíèå H → L2(G). Äàëåå, îïåðàòîð J∗J ÿâëÿåòñÿ ñïëåòàþùèì îïåðàòîðîì

â H , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿðåí. Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6.4 Ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ãðóï-

ïû èçîìåòðè÷íî âêëàäûâàåòñÿ â ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå.

6.6. Ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè. Íèæå ãðóïïà G áóäåò ïðåä-

ïîëàãàòüñÿ êîìïàêòíîé. Ïóñòü ρ � óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â

ïðîñòðàíñòâå H . Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ v, w ∈ H îïðåäåëèì �óíêöèþ

íà ãðóïïå (ìàòðè÷íûé ýëåìåíò) ïî �îðìóëå

rv,w(g) = 〈ρ(g)v, w〉.

Òåîðåìà 6.5 Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà. Ïóñòü ìåðà Õààðà âñåé ãðóï-

ïû G âûáðàíà âåðîÿòíîñòíîé.

a) Åñëè ρ1 è ρ2 íåýêâèâàëåíòíû, òî ëþáîé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ρ1 îðòîãîíàëåí â L2(G) ëþáîìó ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó ρ2.

b) Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îäíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ óäî-

âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

∫

G

rv1,w1(g) rv2,w2(g) dg =
1

dim ρ
〈v1, v2〉 · 〈w1, w2〉 (6.2)


) Ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ãðóïïû êîíå÷íîìåð-

íî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü äàíû äâà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1, ρ2.
�àññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

S(v1, w1, v2, w2) :=

∫

G

r1v1,w1
(g) r2v2,w2

(g) dg. (6.3)

Âûðàæåíèå S(v1, w1, v2, w2) ëèíåéíî ïî v1, àíòèëèíåéíî ïî w1, àíòèëèíåéíî

ïî v2, ëèíåéíî ïî w2. Äàëåå,

∫

G

rv1,w1(g) rv2,w2(g) dg =

∫

G

rv1,w1(gh) rv2,w2(gh) dg =

=

∫

G

〈ρ(gh)v, w〉 · 〈ρ(gh)v, w〉 dg = S(ρ1(h)v1, w1, ρ2(h)v2, w2).
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Òàêèì îáðàçîì,

S(v1, w1, v2, w2) = S(ρ1(h)v1, w1, ρ2(h)v2, w2) (6.4)

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ëåâûå ñäâèãè, ìû ïîëó÷àåì

S(v1, w1, v2, w2) = S(v1, ρ1(h
′)w1, v2, ρ2(h

′)w2) (6.5)

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå (6.4) �èêñèðóåì w1, w2. Ïîëó÷àåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ

�îðìà îò v1, v2. Ëþáàÿ òàêàÿ �îðìà èìååò âèä 〈v1, Av2〉 äëÿ íåêîòîðîãî

îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A. Ïðè ýòîì

〈v1, Av2〉 = 〈ρ1(h)v1, Aρ2(h)v2〉 = 〈v1, ρ1(h)−1Aρ2(h)v2〉

Ïîýòîìó, îïåðàòîð A � ñïëåòàþøèé.

Åñëè ρ1 è ρ2 íå ýêâèâàëåíòíû, òî A = 0 è S = 0, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåð-
æäåíèå a).

Åñëè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíòíû, òî A � ñêàëÿðíûé îïåðàòîð

A = c(w1, w2) · 1,

ïðè÷åì ñêàëÿð c(w1, w2) çàâèñèò îò w1 àíòèëèíåéíî, à îò w2 ëèíåéíî. Ïî-

ýòîìó c(w1, w2) èìååò âèä

c(w1, w2) = 〈w2, Bw1〉.,

ãäå B � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Â ñèëó (6.5) îïåðàòîð B � òîæå ñïëåòàþùèé, à

ïîýòîìó ñêàëÿðåí. Èòàê,

S = σ · 〈v1, v2〉 · 〈w1, w2〉, (6.6)

ãäå σ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ñåé÷àñ ìû åå âû÷èñëèì.

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó e1,
. . . , eN . Ïóñòü v � åäèíè÷íûé âåêòîð. Òîãäà

∑

j6N

|〈ρ(g)v, ej〉|2 6 1.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî ãðóïïå. Èñïîëüçóÿ (6.6), ìû ïîëó÷àåì

∫

G

|〈ρ(g)v, ej〉|2 dg = σ · 〈ρ(g)v, ρ(g)v〉 · 〈ej , ej〉 = σ · 1 · 1,

è ïîëó÷àåì N ·σ 6 1. Ïîýòîìó N 6 σ−1, ò.å., ρ êîíå÷íîìåðíî. Óòâåðæäåíèå

) äîêàçàíî.

Òåïåðü áåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ej. Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî

∑
|〈ρ(g)v, ej〉|2 = 1

ïî ãðóïïå, ïîëó÷àåì dim ρ · σ = 1, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå b). �
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Òåîðåìà 6.6 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêò-

íîé ãðóïïû G îáðàçóþò òîòàëüíóþ ñèñòåìó â L2(G).

Ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå ÷óòü ïîçæå â ï.6.10.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ G = U(n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ëèíåéíóþ îáî-

ëî÷êó âñåõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî L çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäå-

íèå äâóõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

〈ρ1(g)v1, w1〉 · 〈ρ2(g)v2, w2〉 =
〈
(ρ1(g)⊗ ρ2(g)) (v1 ⊗ v2), w1 ⊗ w2

〉

ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. �àñêëàäûâàÿ òåí-

çîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åãî

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ëåæàò â L.
Äàëåå âîçüìåì òàâòîëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå g 7→ g ãðóïïû U(n) è ñî-

ïðÿæåííîå ïðåäñòàâëåíèå g 7→ g. Èõ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàçäåëÿþò òî÷êè

U(n), à ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Ñòîóíà�Âåéåðøòðàññà ïîðîäåííàÿ èìè àëãåáðà
�óíêöèé ïëîòíà â C(G). Ïîýòîìó îíà ïëîòíà è â L2(G). �

Îòìåòèì, ÷òî òîò æå äîâîä îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿ ãðóïï O(n) è Sp(n), è
âîîáùå äëÿ ëþáîé ãðóïïû, èìåþùåé òî÷íîå

33

êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå

(èëè õîòÿ áû íàáîð ïðåäñòàâëåíèé ρj , ðàçäåëÿþùèõ òî÷êè ãðóïïû, ò.å., äëÿ
ëþáûõ g1 6= g2 ñóùåñòâóåò ρα, òàêîå ÷òî ρα(g1) 6= ρα(g2)).

Òåîðåìà 6.6 âëå÷åò òàêîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 6.7 Â êàæäîì óíèòàðíîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ρ(α)

âûáåðåì ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó e
(α)
k . Òîãäà íàáîð �óíêöèé

〈ρ(g)e(α)k , e
(α)
l 〉

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(G).

6.7. �àçëîæèìîñòü ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíîé ãðóïïû.

Òåîðåìà 6.8 Ëþáîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ãðóïïû ðàçëà-

ãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðèâîäèìîñòè áåñêî-

íå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ìû áåðåì ïîäïðåäñòàâëåíèå V , ðàñêëàäûâàåì
ïðîñòðàíñòâî êàê V ⊕ V ⊥, â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ áåðåì ïî ïîäïðåäñòàâ-

ëåíèþ è ò.ä. Îäíàêî, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íà êàæäîì øàãó âñå ñëàãàåìûå

áóäóò áåñêîíå÷íîìåðíû, è ïðîöåññ òîãäà áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî áåñêîíå÷-

íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ � óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå
H . Âîçüìåì âåêòîð ξ ∈ H è ïîñòðîèì ïî íåìó îïåðàòîð J : H → L2(G) êàê â

33

Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî g 6= 1 îïåðàòîð ρ(g) îòëè÷åí îò
åäèíèöû.
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ï.6.5. �àññìîòðèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð J : L2(G)→ H . Â ñèëó ïîñëåäíå-

ãî ñëåäñòâèÿ, ïðîñòðàíñòâî L2(G) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäè-

ìûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé. �àññìîòðèì ïîäïðåäñòàâëåíèå V ,
íà êîòîðîì J∗ ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì. Òîãäà îáðàç J∗V áóäåò íåïðèâîäèìûì

ïîäïðåäñòàâëåíèåì â H .

Òåïåðü ìû áåðåì íåïðèâîäèìîå ïîäïðåäñòàâëåíèå W1 â H , ðàññìàòðè-

âàåì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå è âûáèðàåì â íåì íåïðèâîäèìîå ïîäïðåä-

ñòàâëåíèå è ò.ä. Ññûëàÿñü íà òðàíñ�èíèòíóþ èíäóêöèþ èëè êàêèå-ëèáî åå

âàðèàíòû (òèïà ëåììû Öîðíà), ìû ïîëó÷àåì èñêîìîå óòâåðæäåíèå. �àçó-

ìååòñÿ, òðàíñ�èíèòíàÿ èíäóêöèÿ òóò íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé. Âîïðîñ î

òîì, êàê åå èçáåæàòü, ìû îñòàâëÿåì ëþáèòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. �

Òåîðåìà 6.9 �àçëîæåíèå óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ R êîìïàêòíîé ãðóï-

ïû íà íåïðèâîäèìûå ïîäïðåäñòàâëåíèÿ åäèíñòâåííî â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

åñëè R ≃ ⊕µk ≃ ⊕νl, òî ñëàãàåìûå â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ ýêâèâàëåíòíû ñ

òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè íîìåðîâ.

Ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî ïðÿìûå ñëàãàåìûå â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ ñîâïà-

äàþò, è ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

�àçëîæèì ïðåäñòàâëåíèå R íà íåïðèâîäèìûå R = ⊕µk, è äëÿ êàæäîãî

òèïà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ρα âîçüìåì ñóììó Rα âñåõ ñëàãàåìûõ,

èçîìîð�íûõ ρα. Ìû ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå R íà èçîòèïè÷åñêèå ñëàãàåìûå,

R =
⊕

α

Rα. (6.7)

Òåîðåìà 6.10 �àçëîæåíèå íà èçîòèïè÷åñêèå ñëàãàåìûå êàíîíè÷íî â òîì

ñìûñëå, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå Rα îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñàìèì ïðåä-

ñòàâëåíèåì R.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.10. Ïóñòü

R =
⊕

Rα =
⊕

R′α (6.8)

� äâà ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü Πα � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû íà Rα, Π
′
α � îð-

òîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû íà R′α (ýòè îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ñïëåòàþùèìè).

�àññìîòðèì åäèíè÷íûé îïåðàòîð I : R 7→ R, îí ðàçóìååòñÿ, òîæå ñïëåòà-

þùèé. Çàïèøåì åãî â áëî÷íîì âèäå îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèé (6.8). Ýòè

áëîêè èìåþò âèä Π′β · I · Πα = Π′βΠα.
Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ïðè α 6= β âûïîëíåíî Π′βΠα = 0 ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî

íåò íåíóëåâûõ ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðîâ ìåæäó Rα è R′β . Äåéñòâèòåëüíî,
ðàçëîæèì Rα = ⊕Vj , R′β = ⊕Wk â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé, â êàæäîì Vj ðåàëèçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå ρα, â êàæäîìWj - ïðåäñòàâ-

ëåíèå ρβ. Âîçüìåì ñîîòâåòñòâóþùåå áëî÷íîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà Π′βΠα.
Òîãäà êàæäûé áëîê ÿâëÿåòñÿ ñïëåòàþùèì îïåðàòîðîì, è â ñèëó ëåììûØó-

ðà îí ðàâåí íóëþ.
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Èòàê, ëèøü áëîêè Π′αΠα îïåðàòîðà I ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè. Â ñèëó

îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà I, îí äîëæåí óñòàíàâëèâàòü áèåêöèþ ìåæäó Rα è

R′α. Ò.å.,Rα = R′α. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.9. Èçîòèïè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (6.7) êàíî-

íè÷íî, à ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ñëàãàåìûõ, íà êîòîðûå ðàçëàãàåòñÿ êàæäîå

Rα ðàâíî dimRα/ dimρα. �

6.8. Ñâåðòêà.Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãðóïïîâîé àëãåáðû êîíå÷íîé ãðóï-

ïû Γ. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà γ ∈ Γ ìû îïðåäåëÿåì �îðìàëüíûé áàçèñ-

íûé ýëåìåíò eγ . �ðóïïîâàÿ àëãåáðà C[Γ] ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé∑
γ∈Γ cγeγ , ãäå cγ ∈ C. Óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ eγeµ = eγµ, èëè

∑
aγeγ ·

∑
bµeµ =

∑

γ∈Γ

(∑

ν∈Γ
aγν−1bν

)
eγ .

Ââåäåì àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ (ñâ¼ðòêó) íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå

(÷òîáû íå ïóòàòüñÿ, ïîëîæèì ÷òî ãðóïïà óíèìîäóëÿðíà).

Ïóñòü f1, f2 � �óíêöèè íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå G. Èõ ñâ¼ðòêà
f1 ∗ f2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

f1 ∗ f2(g) =
∫

G

f1(gh
−1) f2(h) dh =

∫

G

f1(h) f2(h
−1g) dh.

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà äâóõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ êîì-

ïàêòíûì íîñèòåëåì � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

b) Ïîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà äâóõ �óíêöèé èç L1(G) ëåæèò â L1(G).


) Ïîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà � àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ íà L1(G). ♦

Çàäà÷à.Ïóñòü Uj ⊂ G � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé åäèíè-

öû. Ïóñòü ϕj � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, íîñèòåëü êîòîðîé

ñîäåðæèòñÿ â Uj , òàêàÿ, ÷òî
∫
G
ϕj(g) dg = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé

�óíêöèè F ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F ∗ ϕj ñõîäèòñÿ ê F â C(G). Äëÿ ëþáîé

�óíêöèè èç F ∈ L1
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F ∗ ϕj ñõîäèòñÿ ê F â L1(G); àíà-

ëîãè÷íîå âûñêàçûâàíèå âåðíî è äëÿ L2
. ♦

6.9. Ïðåäñòàâëåíèÿ ñâåðòî÷íîé àëãåáðû. Ïóñòü ρ(g) � óíèòàðíîå

ïðåäñòàâëåíèå ëîêàëüíî êîìïàêòíîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû G â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå H . Äëÿ F ∈ L1(g) îïðåäåëèì îïåðàòîð

ρ(F ) :=

∫

G

F (g)ρ(g) dg.

Èíòåãðàë ìîæíî ïîíèìàòü òàê: ýòî îïåðàòîð Q, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ

v, w ∈ H âûïîëíåíî

〈Qv,w〉 =
∫

G

F (g)〈ρ(g)v, w〉 dg.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà îïðåäåëÿåò áèëèíåéíóþ �îðìó îò v, w, êî-
òîðàÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ïîýòîìó îíà ïðåäñòàâèìà

â âèäå 〈Qv,w〉.
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Èíòåãðàë ìîæíî ïîíèìàòü è òàê: ìû âûáèðàåì îðòíîðìàëüíûé áàçèñ â

H è èíòåãðèðóåì êàæäûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈Qek, el〉 =
∫

G

F (g)〈ρ(g)ek, el〉 dg.

Òåîðåìà 6.11 a) ρ(F1) ρ(F2) = ρ(F1 ∗ F2).

b) ρ(F )∗ = ρ(F̌ ), ãäå F̌ (g) = F (g−1.

ñ) Îòîáðàæåíèå F 7→ ρ(F ) íåïðåðûâíî êàê îòîáðàæåíèå èç L1(G) â
àëãåáðó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñíàáæåííóþ ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à. a) Ïðîâåðüòå ýòè óòâåðæäåíèÿ.

b) Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü åñòü îòîáðàæåíèå µ èç ñâåð-

òî÷íîé àëãåáðû L1(G) â àëãåáðó îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðå÷èñëåí-
íûì ñâîéñòâàì. Ïóñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà µ(F )v, ãäå v ïðîáåãàåò H ,

à F ïðîáåãàåò L1(G), òîòàëüíî. Òîãäà µ ïîëó÷àåòñÿ èç óíèòàðíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Ñì. [Kir, 10.2℄, [1, �29℄. Óêàçàíèå. Óíèòàðíûé îïåðà-
òîð ρ(h) ñòðîèòñÿ èç óñëîâèÿ ρ(h)µ(F )v = µ(LhF )v. Îí ñóùåñòâóåò, ïîòî-

ìó ÷òî 〈µ(LhF1)v, µ(LhF2)w〉 = 〈µ(F1)v, µ(F2)w〉. Äàëåå îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,
÷òî ïðåäñòàâëåíèå ñâåðòî÷íîé àëãåáðû, îïðåäåëÿåìîå ïðåäñòàâëåíèåì ρ(h),
ñîâïàäàåò ñ µ. ♦.

6.10. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.6. Ïóñòü òåïåðü L � ëåâîå ðåãóëÿð-

íîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ãðóïïû. Ïóñòü F íåïðåðûâíà. Òîãäà

L(F )f(g) =

∫

G

F (h) f(gh) dh =

∫

G

F (g−1q) f(q) dq.

Òàêèì îáðàçîì, L(F ) � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì. Ïî-

ýòîìó L(F ) � îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà.

Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé, åñëè îíà ïîñòîÿííà íà êëàññàõ

ñîïðÿæåííîñòè, F (hgh−1) = F (g).

Çàäà÷à. Äëÿ ëþáîé öåíòðàëüíîé �óíêöèè F è ëþáîãî p ∈ G

L(F )L(p) = L(p)L(F ).

Êðîìå òîãî, äëÿ öåíòðàëüíîé �óíêöèè F è ëþáîé �óíêöèè Ψ âûïîëíåíî

F ∗Ψ = Ψ ∗ F . ♦

Ïóñòü òåïåðü F � öåíòðàëüíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

F (g−1) = F (g). (6.9)

Òîãäà îïåðàòîð L(F ) ñàìîñîïðÿæåí. Åãî ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà äîëæ-
íû áûòü èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ L(h). Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè L(F )f = sf , òî

L(F )L(h)f = L(h)L(F )f = s · L(h)f.
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Âîçüìåì íàáîð íåïðåðûâíûõ öåíòðàëüíûõ �óíêöèé Fj . Îáùèå ñîáñòâåííûå
ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ L(Fj) òîæå L(h)-èíâàðèàíòíû. Çàìåòèì, ÷òî
âñå òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíû, êðîìå, áûòü ìîæåò, ∩j ker(Fj).

Òåïåðü âîçüìåì �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé åäèíèöû U1 ⊃
U2 ⊃ . . . è âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ öåíòðàëüíûõ �óíê-

öèé Fj , óäîâëåòâîðÿþùèõ (6.9), òàêèõ, ÷òî íîñèòåëü Fj ëåæèò â Uj è
∫
Fj =

1 (òàêèå �óíêöèè ëåãêî ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóñòîðîííå èíâàðèàíòíîé

ìåòðèêè). Òîãäà L(Fj) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó, à ïîýòî-

ìó ∩j ker(Fj) = 0. Ìû ðàñùåïèëè L2(G) â ïðÿìóþ ñóììó êîíå÷íîìåðíûõ

èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

íåïðèâîäèìûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 6.12 Ïóñòü V � íåïðèâîäèìîå ïîäïðåäñòàâëåíèå ëåâîãî ðåãóëÿð-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ G. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò ϕ ∈ V ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì

ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ G.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íàì íóæíî ïðåäúÿâèòü ïðåäñòàâëåíèå è äâà âåêòîðà

â íåì. Ïðåäñòàâëåíèå � ýòî ñàìî V . Îäèí âåêòîð � �óíêöèÿ ϕ.
Ïóñòü f ïðîáåãàåò V . �àññìîòðèì ëèíåéíûé �óíêöèîíàë ℓg(f) = f(g).

Îí äîëæåí ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

f(g) = ℓg(f) = 〈f, ψg〉.
Ïîíÿòíî, ÷òî L(h)ψg = ψh−1g Â êà÷åñòâå âòîðîãî âåêòîðà â V ìû âûáèðàåì

ψe, ãäå e � åäèíèöà ãðóïïû. �

6.11. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà êîìïàêòíîé ãðóïïå G. Ïóñòü V �

êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hom(V ) àëãåáðó
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â V . Ââåäåì â Hom(V ) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

〈〈A,B〉〉 = trAB∗.

Åñëè âûáðàòü â V îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ñòàíäàðòíûå ìàòðè÷íûå

åäèíèöû Eij îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Hom(V ).
Ïóñòü äàíî óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû G â V . Òîãäà â Hom(V )

äåéñòâóåò ãðóïïà G×G ëåâûìè è ïðàâûìè óìíîæåíèÿìè

(g1, g2) : A 7→ g−11 Ag2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ ìíîæåñòâî âñåõ óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé êîìïàêòíîé ãðóïïû G, îïðåäåëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíî-

ñòè. ÅñëèG èìååò ñ÷åòíóþ áàçó, òî ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíî (â ñëó÷àå êîíå÷íîé

ãðóïïû îíî êîíå÷íî), äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå L2(G) ñåïàðàáåëüíî, à
âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â L2(G).

Ïóñòü ρ(α) ïðîáåãàåò Ĝ, ïóñòü H(α)
� ñîîòâåòñòâóþùèå åâêëèäîâû ïðî-

ñòðàíñòâà. �àññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L(Ĝ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé îïåðàòîðîâ

B(α) ∈ Hom(H(α)).
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�àññìîòðèì â L(Ĝ) ïîäïðîñòðàíñòâî L2(Ĝ), ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé B(α)

, óäîâëåòâîðÿþùèõ

∑

α

dim(α) trB(α)(B(α))∗ <∞,

ãäå dim(α) := dimH(α)
. Ââåäåì â L2(Ĝ) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî �îðìóëå

〈B,C〉 =
∑

α

dim(α) trB(α)(C(α))∗.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà êîìïàêòíîé ãðóïïå G � ýòî îòîáðàæåíèå

L1(G)→ L(Ĝ),

çàäàííîå �îðìóëîé

Ff(α) = ρ(α)(f) =

∫

G

f(g) ρ(α)(g) dg.

Òåîðåìà 6.13 a) Ëåâûé ñäâèã Lh íà ãðóïïå ïåðåõîäèò â îïåðàòîð ëåâîãî

ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ íà îïåðàòîðíîçíà÷íóþ �óíêöèè ρ(α)(h)−1,

F(Lhf)(α) = ρ(α)(h)−1Ff(α),

Àíàëîãè÷íî, ïðàâûé ñäâèã ïåðåõîäèò â

F(Rhf)(α) = Ff(α)ρ(α)(h).

b) Ñâåðòêà ïåðåõîäèò â ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå,

F(f1 ∗ f2) = F(f1) ∗ F(f2).


) Îáîçíà÷èì f̌(g) := f(g−1). Òîãäà (F(f))(α) = (Ff (α))∗.

d) Îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì L2(G)→ L2(Ĝ).
e) Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå L2(Ĝ)→ L2(G) çàäàåòñÿ �îðìóëîé

f(g) =
∑

α

d(α) trB(α)ρα(g)
−1. (6.10)

f) Îòîáðàæåíèå F : L1(G)→ L(Ĝ) èíúåêòèâíî.

g) Îáðàç öåíòðàëüíîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ñîñòî-

ÿùåé èç ñêàëÿðíûõ îïåðàòîðîâ.

Çàäà÷à. Ïóñòü G � ýòî îêðóæíîñòü R/2π/Z. Óáåäèòåñü, ÷òî ñ�îðìóëè-
ðîâàííàÿ òåîðåìà äàåò ñòàíäàðòíûé ñïèñîê ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè

â ðÿä Ôóðüå. ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè G = Zn � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà?
♦
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Äîêàçàòåëüñòâî.Âñå ýòî áûëî óæå äîêàçàíî âûøå. Îòîáðàæåíèå (6.10)

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì âëîæåíèåì â ñèëó ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè.

Â ñèëó òåîðåìû 6.6 åãî îáðàç �âñå L2(G), ò.å., îïåðàòîð óíèòàðåí. Ïîýòîìó
îáðàòíûé îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåííûì, à ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê

(6.10) � ýòî F . �

6.12. Õàðàêòåðû. Õàðàêòåðîì êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ(g) íà-
çûâàåòñÿ �óíêöèÿ

χρ(g) = tr ρ(g) =
∑
〈ρ(g)ej , ej〉,

ãäå ej � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç χ(α)

õàðàêòåðû

ïðåäñòàâëåíèé ρ(α)

Òåîðåìà 6.14 Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà.

a) Õàðàêòåðû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå öåí-

òðàëüíûõ �óíêöèé.

b) Ñâåðòêè õàðàêòåðîâ âû÷èñëÿþòñÿ êàê

χ(α) ∗ χ(α) =
1

dim ρ(α)
χ(α); (6.11)

χ(α) ∗ χ(β) = 0 ïðè α 6= β. (6.12)

Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà R ïðåäñòàâëåíèÿ ρ(β) ïðè
α 6= β âûïîëíåíî χ(α) ∗ R = 0. Äëÿ ëþáîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà R ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ρ(α) âûïîëíåíî χ(α) ∗R = (dim ρ(α))−1R.


) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå õàðàêòåðà χα ðàâíî

(Fχ(α))β =

{
0, ïðè β 6= α;

1
dim ρ(α) , ïðè β = α;

d) Äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ µ ãðóïïû G îïåðàòîð

(dim ρ(α))−1µ(χ(α))

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ñóììó âñåõ ïîäïðåäñòàâëåíèé µ, èçîìîð�íûõ
ρ(α).

e) Ïóñòü ν � êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå G. Òîãäà êðàòíîñòü âõîæ-

äåíèÿ ρ(α) â ν ðàâíà 〈ν, χ(α)〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî

〈χ(α), χ(β)〉 = δαβ

ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè.
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Âû÷èñëèì ñâåðòêó äâóõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

∫

G

〈ρ1(h−1g)v1, w1〉 · 〈ρ2(h)v1, w2〉 dh =

∫

G

〈ρ1(g)v1, ρ(h)w1〉 · 〈ρ2(h)v1, w2〉 dh.

Ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ρ1, ρ2 íå

ýêâèâàëåíòíû, òî ìû ïîëó÷àåì íîëü. Åñëè ρ1 = ρ2 = ρ, òî ìû ïîëó÷àåì â

ïðàâîé ÷àñòè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈v1, v2〉 · 〈ρ(h)w1, w2〉.

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå b) (ïðîâåðüòå ýòî; âûâåäèòå òàêæå ýòó

�îðìóëó èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå).

Òåïåðü âû÷èñëèì ρ(α)(χ(β)). Ôóíêöèÿ χ(β)
öåíòðàëüíà, ïîýòîìó íàø îïå-

ðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì. Äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü åãî ñëåä

tr ρ(α)(χ(β)) = tr

∫

G

χ(β)(g)ρ(α)(g) dg =

∫

G

tr ρ(β)(g) · tr ρ(α)(g) dg = δαβ .

Ýòî äîêàçûâàåò ñ). Íî òîãäà �óíêöèè F(χ(α)) îáðàçóþò îðòíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ â îáðàçå ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíûõ �óíêöèé. Ïåðåõîäÿ â L2(G),
ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå a).

Óòâåðæäåíèå d) ñëåäóåò èç 
). Óòâåðæäåíèå e) âûòåêàåò èç a). �

6.13. Ëåâî-ïðàâî ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Òåîðåìà 6.15 Ïóñòü G, H � êîìïàêòíûå ãðóïïû. Ëþáîå íåïðèâîäèìîå

ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G × H èìååò âèä µ ⊗ ν, ãäå µ, ν � íåïðèâîäèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ G è H ñîîòâåòñòâåííî.

Ñíà÷àëà íàïîìèíàíèå èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïóñòü V , W � êîíå÷íîìåð-

íûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü Hom(V,W ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ èç V â W . Ïóñòü V ′ � äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Åñòü
êàíîíè÷åñêèé èçîìîð�èçì

Hom(V,W ) ≃ V ′ ⊗W. (6.13)

À èìåííî, ïóñòü ℓ ∈ V ′ � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, w ∈ W . Òîãäà âåêòîðó

ℓ⊗ w ∈ V ′ ⊗W ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé îïåðàòîð ðàíãà 1:

Av = ℓ(v)w.

Äàëåå ñîîòâåòñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè. Åñëè ìû �èêñèðóåì áàçè-

ñû pi ∈ V , qj ∈ W , òî òåì ñàìûì ïðîñòðàíñòâà îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî ñâîèìè

äâîéñòâåííûìè; âåêòîðó pi ⊗ qj ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé pi â
qj , âñå îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû ïåðåõîäÿò â íîëü. Ìîæíî åùå ñêàçàòü,

÷òî è Hom(V,W ) è V ′⊗W îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì ìàòðèö, è ìû

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöå åå ñàìó. Âàæíî, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî

íàø èçîìîð�èçì íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ.
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Åùå îäíî çàìå÷àíèå. �àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ρ êîìïàêòíîé ãðóïïû G
â ïðîñòðàíñòâåW . �àññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó k êîïèé ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Ck ⊗W , îáîçíà÷èì

Ck ÷åðåç V .

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîðû âèäà A⊗ 1 â V ⊗W ÿâëÿþòñÿ ñïëå-

òàþùèìè, è âñå ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû èìåþò òàêîé âèä. ♦

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �àññìîòðèì íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïûG×H â ïðîñòðàíñòâå S. Îãðàíè÷èì åãî íà ïîäãðóïïóH , è ðàçëîæèì

â ñóììó èçîòèïè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ,

S =

N⊕

k=1

(Vk ⊗Wk)

ãäå â êàæäîì Wk ðåàëèçóåòñÿ íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû H (â

ðàçíûõ Wk ðàçíûå), à Vk ãðóïïà H äåéñòâóåò òðèâèàëüíî.

�ðóïïà G äîëæíà äåéñòâîâàòü H-ñïëåòàþùèìè îïåðàòîðàìè, îíè ìîãóò

èìåòü ëèøü âèä

⊕Nk=1(Ak(g)⊗ 1), ãäå Ak(g) ∈ Hom(Wk).

Ïîäïðîñòðàíñòâà Vk ⊗Wk áóäóò G×H-èíâàðèàíòíû. Ïîýòîìó òàêîå ñëàãà-

åìîå ìîæåò áûòü ëèøü îäíî, N = 1. Äàëåå, îïåðàòîðû A(g) äîëæíû îáðà-

çîâûâàòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, è îíî òîæå äîëæíî áûòü íåïðèâîäèìî.

�

Òåîðåìà 6.16 Ëåâî-ïðàâî-ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G×G â L2(G)
ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

⊕

α∈Ĝ

(
ρ(α)

)′
⊗ ρ(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî, òåîðåìå 6.13.d, íàøå ïðåäñòàâëåíèå ðàç-

ëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

⊕

α∈Ĝ

Hom(H(α), H(α)).

Äàëåå, ìû èñïîëüçóåì èçîìîð�èçì 6.13. �

6.14. Ñëó÷àé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 6.17 Ïóñòü ãðóïïà G êîíå÷íà.

a) ×èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G
ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå G.

b) Ïóñòü k1, . . . , kp � ðàçìåðíîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G. Òîãäà

k21 + · · ·+ k2p = ïîðÿäêó ãðóïïû G
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Äîêàçàòåëüñòâî. a) Â ñèëó òåîðåìû 6.14.a ÷èñëî õàðàêòåðîâ ðàâíî

÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè.

b) Ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.16. �

Çàìå÷àíèå.Êðîìå òîãî, ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâ-

ëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ

íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî â ñòîðîíå îò òåìû ýòèõ çàïèñîê, ñì. [Kir, �11.1℄ ♦

Çàäà÷à. a) Îïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû äâèæå-

íèé ïðàâèëüíîãî 7-óãîëüíèêà.

b) Äëÿ ãðóïï ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà, êóáà, èêî-

ñàýäðà îïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî âòîðàÿ

ãðóïïà � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S4, à ïåðâàÿ è òðåòüÿ � çíàêîïåðåìåííûå

ãðóïïû A4 è A5.


) Ïîêàæèòå (èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèé ýòîãî ïóíêòà), ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà

ïîðÿäêà p2, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, àáåëåâà. Êàêèå åñòü ãðóïïû ïîðÿäêà p3

è êàêèå ó íèõ íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ? �

6.15. Êâàçèðåãóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû.Ïóñòü,

ïî-ïðåæíåìó, ρ(α) ∈ Ĝ, H(α)
� ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ(α).

Òåîðåìà 6.18 Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, K � åå çàìêíóòàÿ ïîä-

ãðóïïà. Äëÿ ρ(α) ∈ Ĝ îáîçíà÷èì ÷åðåç

(
H(α)

)K
ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ

â H(α)
, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî K. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå G â L2(G/K)

èçîìîð�íî ⊕

α∈Ĝ

dim
(
H(α)

)K · ρ(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî L2(G/K) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì â L2(G), ïðàâîèíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî K,

f(gh) = f(g).

Ïðèìåíèì ê ýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïîëó÷èì

⊕

α∈Ĝ

Hom(H(α),
(
H(α)

)K
)

Íàäî åùå çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ρ(α) è

(
ρ(α)

)′
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ K-

íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ ñîâïàäàþò. �

Ëèòåðàòóðà ê ïàðàãðà�ó: [Kir, 8.1, 9.2, 11.1, 12.1-12.2℄, [HR2, ãë. 7℄, [Ada,

ãë. 3℄, [Zhe1, ��27-30℄, [Zhe2, �28℄, [2℄.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1℄ Íàéìàðê Ì.À. Íîðìèðîâàííûå êîëüöà. Ì.: Íàóêà, 1968

[2℄ Ñåðð Æ.-Ï. Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, Ì. Ìèð, 1970
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7 �àñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

7.1. Ôîðìóëà �. Âåéëÿ. �àññìîòðèì ãðóïïó U(n). Ëþáîé åå ýëåìåíò ñî-
ïðÿæåíèåì ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ñ ÷èñëàìè âèäà eiϕ1

, . . . , eiϕn

ïî äèàãîíàëè. ×èñëà ýòè îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê. Ïîëî-

æèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî

0 6 ϕ1 6 ϕ2 6 . . . 6 ϕn < 2π. (7.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ ⊂ Rn ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ òàêèõ íàáîðîâ. �àññìîò-
ðèì îòîáðàæåíèå

Ξ : U(n)→ Λ, (7.2)

êîòîðîå êàæäîé ìàòðèöå g ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ϕj .

Òåîðåìà 7.1 Îáðàç âåðîÿòíîñòíîé ìåðû Õààðà ïðè îòîáðàæåíèè Ξ èìå-

åò âèä

1

(2π)n

∏

k<l

∣∣eiϕk − eiϕl
∣∣2∏

k

dϕk =
2n(n−1)/2

(2π)n

∏

k<l

∣∣∣∣sin
ϕk − ϕl

2

∣∣∣∣
2∏

k

dϕk. (7.3)

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü H � öåíòðàëüíàÿ �óíêöèÿ íà U(n), ò.å. �óíêöèÿ,
çàâèñÿùàÿ ëèøü îò íàáîðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé eiϕ1

, . . . , eiϕn
ìàòðèöû g,

H(g) = h
(
eiϕ1 , . . . , eiϕn

)
.

Òîãäà

∫

U(n)

H(g) dg :=
1

(2π)nn!

2π∫

0

. . .

2π∫

0

h
(
eiϕ1 , . . . , eiϕn

)∏

k<l

∣∣eiϕk − eiϕl
∣∣2∏

k

dϕk.

(7.4)

Ñòîèò èìåòü â âèäó ñëåäóþùóþ �îðìóëó ñ îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà

∏

k>l

(
eiϕk − eiϕl

)
= det




ei(n−1)ϕ1 ei(n−1)ϕ2 . . . ei(n−1)ϕn

ei(n−2)ϕ1 ei(n−2)ϕ2 . . . ei(n−2)ϕn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 1 . . . 1


 . (7.5)

7.2. Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç Ekl îáîçíà÷èì ìàòðè÷íûå

åäèíèöû, ò.å. ìàòðèöû, ó êîòîðûõ íà ìåñòå kl ñòîèò 1, à îñòàëüíûå ìàò-

ðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç e. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç TxM .

×åðåç Fln ìû îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî (ìíîãîîáðàçèå), òî÷êîé êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ n-êà ℓ := (ℓ1, . . . , ℓn) ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðÿ-
ìûõ â Cn. Î÷åâèäíî, Fln ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì U(n)-ïðîñòðàíñòâîì, ñòà-
áèëèçàòîð òî÷êè èçîìîð�åí n-ìåðíîìó òîðó Tn. Åñëè â êà÷åñòâå òî÷êè

âûáðàí íàáîð êîîðäèíàòíûõ îñåé

l := {Ce1, . . . ,Cen},
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òî ñòàáèëèçàòîð � ýòî â òî÷íîñòè ãðóïïà ∆ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ò.å,

Fln ≃ U(n)/∆.

Êàæäîé n-êå ℓ ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå óíèòàðíóþ ìàòðèöó h, òàêóþ,
÷òî hl = ℓ. Ýëåìåíò h îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ýëå-

ìåíò èç ∆. Â ñèëó òåîðåìû 3.2, ýòî ïðîñòðàíñòâî

34

ñíàáæåíî èíâàðèàíòíîé

ìåðîé, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç dℓ.

�àçäåëåíèå êîîðäèíàò. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ ìàò-

ðèö, ó êîòîðûõ õîòÿ áû äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ñîâïàäàþò, èìååò ìåðó

íîëü

35

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U′ ìíîæåñòâî ìàòðèö, ó êîòîðûõ ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà ðàçëè÷íû. ×åðåç Λ′ îáîçíà÷èì ñèìïëåêñ

0 6 ϕ1 < ϕ2 < · · · < ϕn < 2π.

Ýëåìåíò ñèìïëåêñà (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Λ′ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕ. Òîé
æå áóêâîé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ ñîáñòâåííûìè

÷èñëàìè ϕj . ×åðåç dϕ îáîçíà÷èì ìåðó Ëåáåãà íà Λ′.
�àññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

S : Fln × Λ′ → U′.

À èìåííî, ïàðå (ℓ, ϕ) ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

∈ U(n), ó êîòîðîãî êàæäàÿ ïðÿìàÿ ℓk ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì eiϕk

.

Î÷åâèäíî, ìû ïîëó÷àåì áèåêöèþ, ïðè÷åì îíà êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì

ãðóïïû U(n). Íà Fln ãðóïïà U(n) äåéñòâóåò âðàùåíèåì n-îê, íà Λ′ îíà
äåéñòâóåò òðèâèàëüíî, íà ñàìîé ñåáå U(n) äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè g 7→
hgh−1.

Åñëè ýëåìåíòó ℓ ∈ Fln ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå h ∈ U(n) êàê âûøå, a

ϕ ∈ Λ′, òî
S(h, ϕ) = h exp(iϕ)h−1.

Ìåðà Õààðà íà U(n) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèé. Åå îáðàç

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ S−1 äîëæåí áûòü U(n)-èíâàðèàíòíîé ìåðîé íà

Fln × Λ′. Â ñèëó U(n)-èíâàðèàíòíîñòè, ýòà ìåðà äîëæíà èìåòü âèä

Q(ϕ) dℓ dϕ,

ãäåQ(ϕ) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, åå íàì è íàäî âû÷èñëèòü. Ìîæíî ýòî ñêàçàòü

äðóãèìè ñëîâàìè. Íà U(n) åñòü èíâàðèàíòíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà

ñòàðøåé ñòåïåíè. Åå ïðîîáðàç ïðè îòîáðàæåíèè S ÿâëÿåòñÿ �îðìîé ñòàð-

øåé ñòåïåíè íà Fln × Λ′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà Fln × Λ′ åñòü �îðìà dℓ dϕ.
Íàì íóæíî âû÷èñëèòü îòíîøåíèå ýòèõ äâóõ �îðì. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè,

34

Îòìåòèì, ÷òî ýòî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì �ëàãîâ, îá-

ñóæäàâøèìñÿ â �3.

35

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò êîðàçìåðíîñòü 3 â

U(n) (íèæå, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, íàì ýòî óòî÷íåíèå íå íóæíî)
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ýòîò ìíîæèòåëü äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïðè ℓ = l. Âîïðîñ �àêòè÷åñêè ñîñòî-

èò â âû÷èñëåíèè ÿêîáèàíà (îïðåäåëèòåëÿ äè��åðåíöèàëà), åãî äîñòàòî÷íî

ïîñ÷èòàòü â òî÷êàõ âèäà (l, ϕ) ∈ Fln×Λ′ (ãäå ϕ ïðîáåãàåò Λ′). Îòîáðàæåíèå
S èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Tl Fln × Tϕ Λ
′ → Texp(iϕ) U(n). (7.6)

Îïèñàíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 7.2 Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TeU(n) ê U(n) â åäèíèöå ñîñòîèò
èç àíòèýðìèòîâûõ (X∗ = −X) ìàòðèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê U(n) â åäèíèöå.

Âûïóñòèì êðèâóþ γ(ε) â íàïðàâëåíèè ýòîãî âåêòîðà. Òîãäà

1 = γ(ε)∗γ(ε) = (1 + εX +O(ε2))∗(1 + εX +O(ε2)) = 1 + ε(X∗ +X) +O(ε2),

è, òåì ñàìûì, X∗ + X = 0. Îáðàòíî, åñëè X àíòèýðìèòîâà, òî â êà÷åñòâå

êðèâîé ìîæíî âçÿòü γ(ε) = exp(εX). Òîãäà

γ(ε)∗γ(ε) = exp(−εX) exp(εX) = 1. �

Çàäà÷à. Óñëîâèå óíèòàðíîñòè ìàòðèöû g, ò.å. g∗g − 1 = 0, ñîñòîèò â

çàíóëåíèè n2
âåùåñòâåííûõ �óíêöèé. Ïîêàæèòå, íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî èõ

ãðàäèåíòû â åäèíèöå íåçàâèñèìû. Ïîêàæèòå èõ íåçàâèñèìîñòü â îñòàëüíûõ

òî÷êàõ ãðóïïû. ♦

Âûáåðåì â TeU(n) áàçèñ Ekl − Elk, i(Ekl + Elk), iEkk.

Òàê êàê Fln ≃ U(n)/∆, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tl Fl(n) îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñ �àêòîðïðîñòðàíñòâîì TeU(n)/Te∆, ò.å., ñ ïðîñòðàíñòâîì àíòèýðìè-

òîâûõ ìàòðèö, ïðî�àêòîðèçîâàííîìó ïî ïðîñòðàíñòâó äèàãîíàëüíûõ ìàò-

ðèö. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìû âûáèðàåì áàçèñ Ekl − Elk, i(Ekl + Elk).
Îáëàñòü Λ′ ñîäåðæèòñÿ â Rn, ïîýòîìó êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê íåé

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Rn. Òàê êàê Λ′ íóìåðóåò äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, óäîáíî
ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñîì â íåé ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû Ekk.

Âû÷èñëåíèå ÿêîáèàíà. Âåðíåìñÿ ê îòîáðàæåíèþ (7.6). Â ïðàâîé ÷àñòè

ñòîèò ïðîñòðàíñòâî, çàâèñÿùåå îò òî÷êè ϕ. Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ëåâûé
ñäâèã g 7→ exp(−iϕ)g, êîòîðûé ñäâèíåò eiϕ â åäèíèöó. Òåïåðü ìû èìååì

îòîáðàæåíèå

(h, ϕ) 7→ exp(−iϕ)h exp(iϕ)h−1, (7.7)

êîòîðîå èíäóöèðóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Tl Fln × Tϕ Λ
′ → TeU(n).

Íàì íàäî ïîñ÷èòàòü åãî îïðåäåëèòåëü. Ìîæíî âçÿòü âûïèñàííûå âûøå áà-

çèñû è çàïèñàòü íàøå îòîáðàæåíèå ÷åðåç ýòè áàçèñû (îíî îêàæåòñÿ ñîñòàâ-

ëåííûì èç áëîêîâ ðàçìåðà 1× 1 è 2× 2). Îäíàêî ÷óòü ïðèÿòíåå ïåðåéòè ê
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êîìïëåêñè�èêàöèÿì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ (îïðåäåëèòåëü îò ýòîãî íå èçìåíèò-

ñÿ),

(Tl Fln)C × (Tϕ Λ
′)C → (TeU(n))C. (7.8)

�àññìîòðèì êàñàòåëüíûé âåêòîð

v :=
∑

k 6=l
tklEkl ∈ (Tl Fln)C

è êàñàòåëüíûé âåêòîð

u =
∑

σkEkk ∈ (Tϕ Λ
′)C.

Ïîñìîòðèì, ÷òî ñ íèìè ñëó÷èòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè (7.7). Èíûìè ñëîâàìè,

íàì íàäî âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2) âûðàæåíèå

exp(−iϕ)(1 + εv) exp(iϕ)(1 + iεu)(1− εv) =
= 1 + ε

(
−v + exp(−iϕ)v exp(iϕ) + iu

)
+O(ε2)

Ñîïðÿæåíèå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì

−v + exp(−iϕ)v exp(iϕ) + iu =
∑

k 6=l
(ei(ϕl−ϕk) − 1)tklEkl +

∑

k

σkEkk

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà (7.8) îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Íà

äèàãîíàëè ñòîÿò âñåâîçìîæíûå ÷èñëà ei(ϕl−ϕk) − 1 è åùå n åäèíèö. Ïåðå-

ìíîæàÿ ýòè ÷èñëà, ìû ïîëó÷àåì æåëàåìûé ðåçóëüòàò.

Ñì. [Zhe1, �72℄, [3, �7.4℄, [Ros, �5.3℄, [Hua, �3.2℄.

7.3. Âû÷èñëåíèå íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû. Íóæíî åùå âû÷èñ-

ëèòü ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü â �îðìóëå (7.5). Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîñ÷èòàòü

ñëåäóþùèé èíòåãðàë ïî òîðó

1

(2π)n

∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

∏

k<l

∣∣eiϕk − eiϕl
∣∣2∏

k

dϕk.

Ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ñêàëÿðíûé êâàäðàò òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-

íà. Ïîýòîìó èíòåãðàë åñòü ñóììà êâàäðàòîâ åãî êîý��èöèåíòîâ. Âûðàæå-

íèå äëÿ

∏
k<l(e

iϕk − eiϕl) äàåòñÿ �îðìóëîé (7.5). Ìû âèäèì, ÷òî âñå êîý�-

�èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ðàâíû ±1, à ÷èñëî ñëàãàåìûõ ðàâíî n!.
7.4. Ôóíêöèè Øóðà. Ïóñòü α1 > α2 > . . . > αn � öåëûå ÷èñëà. Ïîëî-

æèì

∆α(z) := det{zαk+n−k
j } := det




zα1+n−1
1 zα1+n−1

2 . . . zα1+n−1
n

zα2+n−2
1 zα2+n−2

2 . . . zα2+n−2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

zαn

1 zαn

2 . . . zαn
n


 .
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Îòìåòèì, ÷òî ∆0(z) � ýòî îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà,

∆0(z) =
∏

k<l

(zk − zl).

Ôóíêöèÿ Øóðà sα(z) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

sα(z) =
∆α(z)

∆0(z)
.

Îòìåòèì, ÷òî

sα1+1,...,αn+1(z) = z1 . . . zn · sα1,...αn
(z). (7.9)

Ëåììà 7.3 Ôóíêöèÿ Øóðà sα(z) ñèììåòðè÷íà ïî ïåðåìåííûì z1,. . . , zn.
Ïðè αn > 0 îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì îò z1,. . . , zn ñòåïåíè∑
αj .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷òåì âòîðîé ñòîëáåö â ∆α èç ïåðâîãî. Âñå âûðà-

æåíèÿ zαk+n−k
1 − zαk+n−k

2 äåëÿòñÿ íà (z1 − z2). Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí ∆α(z)
äåëèòñÿ íà (z1−z2). Àíàëîãè÷íî, îí äåëèòñÿ íà zk−zl, à ïîýòîìó è íà ∆0(z).

×òî êàñàåòñÿ ñèììåòðè÷íîñòè, òî è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü àíòèñèì-

ìåòðè÷íû, à ïîýòîìó îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî. �

�àññìîòðèì n-ìåðíûé òîð Tn

|z1| = |z2| = · · · = |zn| = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2
symm(Tn) ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ �óíêöèé íà Tn

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈f, g〉 = 1

(2π)nn!

∫

Tn

f(z) g(z) |∆0(z)|2
∏

dϕj , zj = eiϕj .

Òåîðåìà 7.4 Ôóíêöèè Øóðà îáðàçóþò îðòíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðî-

ñòðàíñòâå L2
symm(T

n).

Äîêàçàòåëüñòâî.

〈sα(z), sβ(z)〉 =
∫

∆α(z)

∆0(z)
·
(
∆β(z)

∆0(z)

)
∆0(z)∆0(z)

∏
dϕj =

∫
∆α(z)∆β(z)

∏
dϕj .

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðå�îðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå â âèäå: �óíêöèè ∆α(z)
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ

�óíêöèé íà òîðå ñî ñòàíäàðòíûì L2
-ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Íî ýòî î÷å-

âèäíî: �óíêöèè ∆α(z) ïîëó÷àþòñÿ êîñîñèììåòðèçàöèåé áàçèñíûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ îäíî÷ëåíîâ

zα1
1 . . . zαn

n = eiα1ϕ1 . . . eiαnϕn . �

7.5. Õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé U(n). Õàðàêòåð �

�óíêöèÿ îò êëàññà ñîïðÿæåííîñòè, à ïîýòîìó õàðàêòåð óíèòàðíîé ãðóïïû
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�àêòè÷åñêè åñòü �óíêöèÿ îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé eiϕ1
, . . . , eiϕ1

. Ïîýòîìó

õàðàêòåð ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íà òîðå Tn.
Â ñèëó �îðìóëû (7.4) õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äîëæíû

îáðàçîâûâàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2
symm(Tn).

Òåîðåìà 7.5 Õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû U(n) � ýòî
â òî÷íîñòè �óíêöèè Øóðà.

Â ñëåäóþùèì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, âïðî-

÷åì îíî, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ÿâëÿåòñÿ íåäîñòîéíûì.

7.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.5.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèé Øóðà.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå �óíêöèè

σp(z) :=
∑

i1<···<ip
zi1zi2 . . . zip

ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìèØóðà. Â ýòîì ñëó÷àå α ñîñòîèò èç p åäèíèö, à äàëüøå
� íóëè. ♦

�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî VN ñèììåòðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

ñòåïåíè N îò �îðìàëüíûõ ïåðåìåííûõ z1,. . . , zn. �àññìîòðèì â VN (íåîð-

òîãîíàëüíûé) áàçèñ èç ò.í. ¾ìîíîìèàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ �óíêöèé¿ (ñì.

[Ma
℄)

mα(z) = zα1
1 . . . zαn

n +

{
ñóììà âñåõ ðàçëè÷íûõ ìîíîìîâ,

ïîëó÷åííûõ ïåðåñòàíîâêàìè zj

}
,

ãäå

α1 > . . . > αn > 0, à

∑
αj = N (7.10)

Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû áàçèñà â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå. Ñàìûé áîëü-

øîé ýëåìåíò ýòî

mN,0,...,0 =
∑

zNj .

Ñàìûé ìàëåíüêèé èìååò âèä

(z1 . . . zn)
kσp(z), ãäå N = kn+ p. (7.11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç VN [α] ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âñåõ mβ 
 β 4 α, à ÷åðåç

V ◦N [α] ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âñåõ mβ 
 β ≺ α.
Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî

sα(z) = mα(z) +
∑

β≺α
cαβmβ(z),

ãäå cαβ � íåêîòîðûå ÷èñëà (íàì íå èíòåðåñíûå).

b) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî �óíêöèè sα(z) ñ
∑
αj = N îáðàçóþò áàçèñ â

VN , ïðè÷åì sα(z) ïåðïåíäèêóëÿðíà ê V
◦
N [α] ♦



7 �àñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë 124

Íåêîòîðûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû U(n). �àññìîòðèì p-ûå âíåøíèå ñòå-
ïåíè λp òàâòîëîãè÷åñêîãî n-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ g 7→ g ãðóïïû U(n). Ýòî
ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîëèâåêòîðîâ âèäà

∑

i1<···<ip
ci1,...,ipeip ∧ · · · ∧ eip .

Çàäà÷à. Óáåäèòåñü, ÷òî õàðàêòåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ - ýòî ýëåìåíòàð-

íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ σp(z). ♦

Ïóñòü αn > 0. �àññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

n⊗

p=1

λ⊗(αp−αp+1)
p , (7.12)

ãäå αn+1 := 0. Åãî õàðàêòåð ðàâåí

σα(z) :=
∏

p

σp(z)
αp−αp+1 .

Çàäà÷à. Óáåäèòåñü, ÷òî

σα(z) = mα(z) +
∑

β≺α
bαβmβ(z),

ãäå bαβ � íåêîòîðûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàëüøå ìû äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî α òî, ÷òî �óíê-

öèè sα(z) �èêñèðîâàííîé ñòåïåíè N ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè õàðàêòåðà-

ìè. Äëÿ ñàìîãî ìàëîãî α ýòî òàê, ñì (7.11), (7.9). Ïóñòü ìû äîêàçàëè ýòî

óòâåðæäåíèå äëÿ âñåõ α ≺ γ. Òîãäà

κ(z) := σγ(z)−
∑

α≺γ
〈σα, sα〉 · sα(z)

ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì (íà óðîâíå ïðåäñòàâëåíèé ýòî îçíà÷àåò âûáðàñûâàíèå

èç ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ñ õàðàêòåðàìè sα, α ≺ γ).
Äàëåå κ(z) îðòîãîíàëüíà V ◦N [γ] è ñîäåðæèòñÿ â VN [γ]. Ïîýòîìó κ(z) ïðî-

ïîðöèîíàëüíà sγ(z). Íî κ(z) èìååò âèä

κ(z) = mγ(z) +
∑

α≺γ
aγαmα(z).

À ïîýòîìó κ(z) = sγ(z), è òåì ñàìûì sγ(z) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì. Òàê êàê

〈sγ , sγ〉 = 1, ýòîò õàðàêòåð íåïðèâîäèì.

Èòàê, sα(z) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ïðè αn > 0. Ýòî îãðàíè÷åíèå íå ñóùå-
ñòâåííî, òàê êàê ìû ìîæåì óìíîæàòü ïðåäñòàâëåíèå ρ(g) íà det(g)k, òîãäà
õàðàêòåð óìíîæàåòñÿ íà z1 . . . zp, à èíäåêñ �óíêöèè Øóðà ñäâèãàåòñÿ íà

(k, . . . , k), ñì. (7.9). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.5.
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Çàìå÷àíèå. Çàîäíî ìû ïîëó÷èëè êëàññè�èêàöèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ãðóïïûU(n). Îíè íóìåðóåòñÿ ñèãíàòóðàìè α êàê �óíêöèèØóðà.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ρα ñîäåðæèòñÿ â (7.12) è ÿâëÿåòñÿ åäèí-

ñòâåííûì ñëàãàåìûì, êîòîðîå íå ñîäåðæèòñÿ â òàêèõ æå òåíçîðíûõ ïðî-

èçâåäåíèÿõ ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè α. Äðóãîé âîïðîñ, ÷òî ýòî îïèñàíèå íå

âñåãäà óäîáíî. �

[Zhe1, ãë. XI℄, [3, ãë. VII℄, [Ros, �6.4℄, [Ada, ãë. 7℄, [Ma
, �I.3℄.

7.7. Çîîïàðê. Çäåñü ìû áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèì íåñêîëüêî �îð-

ìóë â äóõå (7.3).

Êëàññè÷åñêèå êîìïàêòíûå ãðóïïû. Ýëåìåíò ãðóïïû SO(2n,R) èìååò ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà âèäà e±iϕk

, ãäå k = 1, . . . , n. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíà

C ·
∏

16k<l6n

sin2
(
ϕk − ϕl

2

)
sin2

(
ϕk + ϕl

2

)
.

Â ñëó÷àå ãðóïï SO(2n+1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò âèä e±iϕ1
, . . . , e±iϕn

,

1. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

C ·
∏

16k<l6n

sin2
(
ϕk − ϕl

2

)
sin2

(
ϕk + ϕl

2

) ∏

16k6n

sin2
(ϕk

2

)
.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp(2n) íàáîð ñîáñòâåííûõ

÷èñåë èìååò âèä e±iϕ1
, . . . , e±iϕn

, à ïëîòíîñòü èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

C ·
∏

16k<l6n

sin2
(
ϕk − ϕl

2

)
sin2

(
ϕk + ϕl

2

) ∏

16k6n

sin2 ϕk.

Ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèö. Ïóñòü K îáîçíà÷àåò R, C èëè òåëî

êâàòåðíèîíîâ H. Îáîçíà÷èì

d = dimK.

×åðåç Hermn(K) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèö ðàçìåðà n ñ

êîý��èöèåíòàìè èç K. Òàêèå ìàòðèöû ïðèâîäÿòñÿ óíèòàðíûìè (íàä K)
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. �àñïðåäåëåíèå èõ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë èìååò âèä

C(K) ·
∏

16k<l6n

|λk − λl|d.

Âñå ýòè �îðìóëû äîêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî. Ìû íå áóäåì çäåñü ñòðåìèòü-

ñÿ ê ïîëíîòå, â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà áîëåå

èçîùðåííûé ðåçóëüòàò.

Çàäà÷à. Âûâåäèòå êàêóþ-íèáóäü èç ýòèõ øåñòè �îðìóë. ♦

Ñì. [3, ãë. 7℄, [Zhe1, �123℄, [Hua, ãëàâà 3℄, [1℄.
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7.8. Ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ýòî �îëüêëîðíîå íàçâàíèå ñëåäó-

þùåé êîíñòðóêöèè. Äëÿ X ∈ Hermn(K) ÷åðåç [X ]p îçíà÷èì ëåâûé âåðõíèé

óãîëîê ìàòðèöû X ðàçìåðà p× p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

λp1 6 λp2 6 . . . 6 λpp

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîãî óãîëêà. Ñîãëàñíî òåîðåìå �ýëåÿ, ñîáñòâåííûå ÷èñ-

ëà óãîëêîâ [X ]p è [X ]p+1 ÷åðåäóþòñÿ,

λ(p+1)1 6 λp1 6 λ(p+1)2 6 λp2 6 λ(p+1)3 6 . . . 6 λpp 6 λ(p+1)(p+1).

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå Σ, êîòîðîå êàæäîé ìàòðèöå X ∈ Hermn(K)
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íàáîð âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âñåõ óãîëêîâ [X ]p. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ ÷èñåë λkj , ãäå 1 6 k 6 n, 1 6 j 6 k,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ÷åðåäîâàíèÿ.

Òåîðåìà 7.6 Îáðàç ìåðû Ëåáåãà ïðè îòîáðàæåíèè Σ : Hermn(K) → Rn
ðàâåí

dΦ(λ) =
πn(n−1)d/2

Γn(n−1)/2(d/2)
·

∏
26j6n

∏
16α6j−1, 16p6j

|λ(j−1)α − λjp|d/2−1
∏

26j6n−1

∏
16α<β6j

(λjβ − λjα)d−2
×

×
∏

16p<q6n

(λnq − λnp)
∏

16j6n

∏

16α6j

dλjα.

Ìàòðèöà X íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λpj . Îäíàêî
ìîæíî ââåñòè íåäîñòàþùèå êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ek ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà

êàæäîé ìàòðèöû [X ]p ïîïàðíî ðàçëè÷íû (ýòî âûïîëíåíî âñþäó çà èñêëþ-

÷åíèåì ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè 1 + d). �àññìîòðèì íàáîð åäèíè÷-

íûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ vpj ∈ Kp, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λpj .
Îòíîðìèðóåì èõ óñëîâèåì

〈vpj , e1〉 > 0.

Äàëåå ââåäåì íàáîð ÷èñåë

upj :=
〈vpj , ep+1〉
|〈vpj , ep+1〉|

∈ K.

Ïî îïðåäåëåíèþ, |upj| = 1. Ò.å., ìû ïîëó÷àåì òî÷êó ñ�åðû Sd−1. Â ñëó÷àå

K = R ìû èìååì íóëüìåðíóþ ñ�åðó upj = ±1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó-

÷àåì îïðåäåëåííîå ïî÷òè âñþäó (çà èñêëþ÷åíèåì íàáîðà ïîäìíîãîîáðàçèé

êîðàçìåðíîñòè d è 1 + d) îòîáðàæåíèå

Σ̃ : Hermn(K)→Rn ×
(
Sd−1

)(n−1)(n−2)/2
.

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 7.7 Îòîáðàæåíèå Σ̃ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ï.â.

Îáðàç ìåðû Ëåáåãà ïðè îòîáðàæåíèè Σ̃ åñòü ïðîèçâåäåíèå ìåðû dΦ(λ) è
ðàâíîìåðíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà ïðîèçâåäåíèè ñ�åð.

Ñì. [2℄.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1℄ Ìåòà Ì.Ë. Ñëó÷àéíûå ìàòðèöû. ÌÖÍÌÎ, 2012.

[2℄ Íåðåòèí Þ. À. Òðåóãîëüíèêè �åëåÿ è íåìàòðè÷íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

ìàòðè÷íûõ áåòà-èíòåãðàëîâ. Ìàòåì. ñá., 194:4 (2003), 49-74

[3℄ Âåéëü �. Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû, èõ èíâàðèàíòû è ïðåäñòàâëåíèÿ. Ì:

ÈË, 1947.

8 Ñèììåòðèè ãàóññîâîé ìåðû

8.1. �àóññîâà ìåðà. �àññìîòðèì ïðÿìóþ R ñ ãàóññîâîé ìåðîé

(2π)−1/2e−x
2/2 dx

(ìåðà âñåé ïðÿìîé ðàâíà 1). �àññìîòðèì ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñàìîãî íà ñåáÿ,

(R∞, µ) :=

(
R,

1√
2π
e−x

2/2 dx

)
×
(
R,

1√
2π
e−x

2/2 dx

)
× . . .

Òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê x = (x1, x2, . . . ).
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ A ⊂ R∞ íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèì, åñëè îíî

èìååò âèä

A = A1 × · · · ×Ak × R× R× . . .
Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà ìåðà µ(A) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìåð ìíî-

æåñòâ Aj . Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷åòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìåð, öèëèíäðè÷åñêèå

ìíîæåñòâà ïîðîæäàþò σ-àëãåáðó âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé, åñëè îíà çàâèñèò ëèøü îò ïåð-

âûõ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, f(x) = f(x1, . . . , xk). Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ

�óíêöèé ìû èìååì

∫

R∞

f(x1, . . . , xk) dµ(x) =
1

(2π)k/2

∫

Rk

f(x1, . . . , xk) e
−(x2

1+···+x2
k)/2 dx1 . . . dxk.
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Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïðîñòûå ðàâåíñòâà

1√
2π

∫ ∞

−∞
x2ke−x

2/2 dx = (2n− 1)!! (8.1)

1√
2π

∫ ∞

−∞
ezxe−x

2/2 dx = ez
2/2, ãäå z ∈ C; (8.2)

∫

R∞

f1(x1) f2(x2) . . . fn(xn) dµ(x) =

n∏

j=1

1√
2π

∫ ∞

−∞
fj(x) e

−x2/2 dx. (8.3)

Çàäà÷à. Âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è

óáåäèòåñü, ÷òî �óíêöèè âèäà f1(x1), f2(x2), . . . íåçàâèñèìû. ♦

8.2. Íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ïîëíîé ìåðû.

Çàäà÷à. Ìåðà ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà 0.

Â ÷àñòíîñòè, ðàâíà 0 ìåðà ïðîñòðàíñòâà ℓ2. ♦

Ïðåäëîæåíèå 8.1 Ïóñòü λk > 0,
∑
λk <∞. Òîãäà ðÿä

∑
λkx

2
k ñõîäèòñÿ

ïî÷òè âñþäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèìåíÿåì òåîðåìó Áåïïî Ëåâè î ìîíîòîííîé

ñõîäèìîñòè. �

Ìû âèäèì, ÷òî ìåðà ñîñðåäîòî÷åíà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, êîòîðûå íå

î÷åíü áûñòðî ðàñòóò.

Òåîðåìà 8.2 Äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Rn âûïîëíåíî

lim sup
k

|xk|√
2 lnk

= 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì áóäåò íóæíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (¾ëåììà

Áîðåëÿ�Êàíòåëëè¿).

Òåîðåìà 8.3 Ïóñòü (X, ξ) � ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Ïóñòü
A1, A2, . . . � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà ñîäåð-

æèòñÿ â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ìíîæåñòâ Aj , ðàâíà íóëþ, åñëè
∑
ξ(Aj) <∞,

è åäèíèöå, åñëè

∑
ξ(Aj) =∞.

Ñì., íàïðèìåð, [6, VI.10℄.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.2. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

∞∑

k=1

∫ ∞

(1+ε)
√
2 lnk

e−x
2/2 dx <∞,

∞∑

k=1

∫ ∞

(1−ε)
√
2 ln k

e−x
2/2 dx =∞. (8.4)

Îöåíèì

J(u) :=

∫ ∞

u

e−x
2/2 dx = −

∫ ∞

u

1

x
e−x

2/2 d(e−x
2/2) =

= − 1

x
e−x

2/2
∣∣∣
∞

u
−
∫ ∞

u

1

x2
e−x

2/2 dx.



8 Ñèììåòðèè ãàóññîâîé ìåðû 129

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìåíüøå, ÷åì u−2J(u). Ñëåäîâàòåëüíî,

J(u) =
1

u
e−u

2/2
(
1 +O(u−2)

)
ïðè u→∞.

Ïîýòîìó

∫ ∞

(1±ε)
√
2 ln k

e−x
2/2 dx ∼ 1

(1 ± ε)
√
2 lnk

e−(1±ε)
2(2 lnk)/2 =

=
1

(1± ε)
√
2 ln k

k−(1±ε)
2

Òåïåðü óòâåðæäåíèÿ (8.4) ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèäíûìè. �

8.3. Ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû.

Òåîðåìà 8.4 Ïóñòü

∑ |aj |2 <∞. Òîãäà ðÿä

∑
ajxj

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå aj - íåíóëåâûå, òî âñþäó îí ñõîäèòüñÿ íå ìîæåò,

ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî, âûáèðàÿ xj ïîäõîäÿùèì îáðàçîì, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òîáû ñëàãàåìûå ñòðåìèëèñü ê ∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñõîäèìîñòü ðÿäà â ñìûñëå L2
î÷åâèäíà. Ôóíêöèè xj

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó è

∑ |aj|2 <∞ � ýòî ïðîñòî óñëîâèå

ñõîäèìîñòè ðÿäà ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå.

Ñõîäèìîñòü ðÿäà ïî÷òè âñþäó ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû Êîëìîãîðîâà�

Õèí÷èíà.

Òåîðåìà 8.5 Ïóñòü ξj ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ñ íóëåâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Ïóñòü ðÿä äèñïåðñèé

ñõîäèòñÿ,

∑
j Dξj <∞. Òîãäà ðÿä

∑
ξj ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Ñì. [6, �IV.2℄.

Äàëåå çàìåòèì , ÷òî äëÿ z = (z1, z2, . . . ) ∈ ℓ2 îïðåäåëåíà �óíêöèÿ

θz(x) = exp
(∑

zjxj

)
.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà, ïðè÷åì,

∫
exp
(∑

zjxj

)
dµ(x) = exp

(
1
2

∑
z2j

)
. (8.5)

8.4. Ñäâèãè. Òåîðåìà Êàìåðîíà�Ìàðòèíà.
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Òåîðåìà 8.6 Ïóñòü b = (b1, b2, . . . ) ∈ ℓ2, bj ∈ R. Òîãäà ñäâèã Tb : x 7→ x+ b
ïåðåâîäèò ìåðó µ â ýêâèâàëåíòíóþ åé ìåðó, ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà�

Íèêîäèìà ðàâíà

γ(x, b) = exp
(
−
∑

bjxj − 1
2

∑
b2j
)
. (8.6)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé î êâàçèèíâàðèàíòîñòè ìåð ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó (êîòîðóþ îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíå-

íèÿ).

Ëåììà 8.7 Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ξ. Ïóñòü
σ-àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà X ïîðîæäåíà íåêîòîðûì ïîëóêîëüöîì Σ. Ïóñòü
g : X 7→ X � èçìåðèìîå îòðàæåíèå, à ψ � íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ,

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî A ∈ Σ âûïîëíåíî

ξ(A) =

∫

A

ψ(x) dξ(x).

Òîãäà g îñòàâëÿåò ìåðó êâàçèèíâàðèàíòíîé, à ψ � ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà�

Íèêîäèìà g.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ γ(x, b)
ïîëîæèòåëüíà, èíòåãðèðóåìà, ïðè÷åì åå èíòåãðàë ðàâåí 1. Íàì äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A âûïîëíåíî

∫

A

γ(x, b) dµ(x) = µ(TbA) =

∫

b+A

dµ(x).

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ,

à äëÿ íèõ ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â òàâòîëîãèþ. �

Çàìåòèì, ÷òî R∞ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, à ìåðà µ îêàçûâàåòñÿ êâà-
çèèíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïëîòíîé ïîäãðóïïû. Åùå çàìåòèì, ÷òî âûðà-

æåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé �àäîíà�Íèêîäèìà ïîëó÷àåòñÿ �îðìàëüíûì ñîêðà-

ùåíèåì �îðìàëüíî áåññìûñëåííîãî âûðàæåíèÿ

e−
∑

(xj+bj)
2/2
∏
d(xj + bj)

e−
∑
x2
j
/2 ∏ dxj

.

8.5. Âðàùåíèÿ. Òåîðåìà È.Ñèãàëà. Ïóñòü S � áåñêîíå÷íàÿ îðòîãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïðèìåíèì åå ê âåêòîðó-ñòîëáöó x ∈ R∞,

Sx :=



s11 s12 . . .
s21 s22 . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.






x1
x2
.

.

.


 =



s11x1 + s12x2 + . . .
s21x1 + s22x2 + . . .

.

.

.


 .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî α âûïîëíåíî

∑
j s

2
αj = 1, ïîýòîìó, â ñèëó òåîðå-

ìû 8.4 ðÿäû â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó, ò.å. äëÿ �èêñèðîâàííîé

ìàòðèöû S îïðåäåëåíî ïî÷òè âñþäó îòîáðàæåíèå x 7→ Sx èç R∞ â R∞.
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Òåîðåìà 8.8 a) Ïðåîáðàçîâàíèå x 7→ Sx ñîõðàíÿåò ìåðó µ.

b) Ïóñòü S1, S2 � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈
R∞ âûïîëíåíî

(S1S2)x = S1(S2x).

Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî åñòü â [5℄. Â ýòèõ çàïèñêàõ ìû ïðåäïî÷òåì îá-

õîäíîé ïóòü.

Ïðåäëîæåíèå 8.9 Ïóñòü X � ëåáåãîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñ íåïðåðûâ-

íîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν.

a) Ïóñòü U � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð â âåùåñòâåííîì L2(X), ïåðåâî-
äÿùèé íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè â íåîòðèöàòåëüíûå, à �óíêöèþ f(x) =
1 â ñåáÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå S : X → X, ïåðåâîäÿùåå ìåðó

ν â ñåáÿ, òàêîå, ÷òî

Uf(x) = f(Sx).

b) Åñëè ìû îïóñòèì óñëîâèå U1 = 1, òî ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå

S : X 7→ X, îñòàâëÿþùåå ìåðó êâàçèèíâàðèàíòíîé, òàêîå, ÷òî

Uf(x) = f(Sx)S′(x)1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. a) �àññìîòðèì ìíîæåñòâî K �óíê-

öèé h(x), òàêèõ, ÷òî 0 6 h(x) 6 1. Îïåðàòîð U ïåðåâîäèò ýòî ìíîæåñòâî â

ñåáÿ, ïîñêîëüêó è h, è 1− h äîëæíû ïåðåõîäèòü â íåîòðèöàòåëüíûå �óíê-

öèè. Ìíîæåñòâî K êîìïàêòíî â ñëàáîé òîïîëîãèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-

ñòâà. Êðàéíèå òî÷êè K � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè χA èçìåðèìûõ

ìíîæåñòâA ⊂ X (ìíîæåñòâîA îïðåäåëåíî ñâîåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíê-

öèåé χA(x) ∈ L2
ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü). Òàêèì îáðàçîì

UχA = χB

(ðàçóìååòåñÿ, A è B îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü). Â

ñèëó óíèòàðíîñòè U , ìû èìååì

ν(B) = ‖χB‖2 = ‖χB‖2 = ν(A).

Îáîçíà÷èì B = σ(A).

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ σ ñîãëàñîâàíà ñ ïåðåñå÷åíèåì ìíî-

æåñòâ, σ(A1 ∩ A2) = σ(A1) ∩ σ(A2), à òàêæå 
 îáúåäèíåíèåì è âçÿòèåì

ðàçíîñòè. ♦

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ îïåðàöèÿ èíäóöèðóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåìX →
X , ñîõðàíÿþùèì ìåðó, ñì., íàïðèìåð, [Bog℄, òåîðåìà 9.5.1.

b) Ïîëîæèì ψ := U1. Îòîæäåñòâèì X ñ îòðåçêîì [0, 1]. Ïîëîæèì

q(x) =

∫ x

0

ψ2(t) dt.
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Òîãäà óíèòàðíûé îïåðàòîð

V f(x) = f(q(x)) q′(x)1/2

ïåðåâîäèò 1 â ψ, à, ñëåäîâàòåëüíî, V −1U ïåðåâîäèò 1 â 1. Ìû ñâåëè óòâåð-

æäåíèå b) ê óòâåðæäåíèþ a).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ofin(∞) ãðóïïó �èíèòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö S,
ò.å. îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö òàêèõ, ÷òî S − 1 èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. �ðóïïó O(∞) âñåõ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìû

ñíàáäèì ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé (òîãäà ãðóïïà Ofin(∞) ïëîòíà â

O(∞)).
Äàëåå çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö S èç Ofin(∞) óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.8

î÷åâèäíî.

Ëåììà 8.10 Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ofin(∞) â L2(R∞) ïðîäîëæàåòñÿ ïî

íåïðåðûâíîñòè äî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû O(∞).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó �óíêöèé

θz ∈ L2(R∞):

θz(x) = exp(
∑

zjxj), ãäå z ∈ ℓ2(C). (8.7)

Ýòà ñèñòåìà òîòàëüíà â L2(R∞). Êðîìå òîãî,

〈θz , θu〉 = exp
(∑

zjuj +
1
2

∑
z2j +

1
2

∑
u2j

)
.

Äëÿ S ∈ O(∞) ìû èìååì

〈θzS , θuS〉 = 〈θz, θu〉.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð R(S) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ z âû-

ïîëíåíî

R(S)θz = θzS .

Çàäà÷à. a) Óáåäèòåñü â ïðàâèëüíîñòè ïîñëåäíåé ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè.

b) Ïîêàæèòå, ÷òî R(S) ñëàáî íåïðåðûâíî çàâèñèò îò S. ♦

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.8. Äëÿ �èíèòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàò-

ðèö S ïðåîáðàçîâàíèÿ

R(S)f(xt) = f(Sxt)

ïåðåâîäÿò ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè â ïîëîæèòåëüíûå, à 1 â 1. Â ñèëó ñëàáîé

íåïðåðûâíîñòè, ýòî âûïîëíåíî è äëÿ S ∈ O(∞). Ïîýòîìó R(S) èíäóöèðó-
åòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

x 7→ τ(x) =
(
τ1(x1, x2, . . . ), τ2(x1, x2, . . . ), . . .

)
,

ñîõðàíÿþùèì ìåðó. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ìåðû íåîáõîäèìî, ÷òîáû τj áûëè íåçà-
âèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ãàóññîâûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-

ìè. Â ÷àñòíîñòè, îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â L2(R∞). Òàê
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êàê íàøå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò �óíêöèè θz â θzS , äëÿ ëþáîãî z ∈ ℓ2
äëÿ ïî÷òè âñåõ x âûïîëíåíî

zτ(x)t = (zS)xt èëè

∑

j

zjτj(x) =
∑

k

(∑

j

zjsjk

)
xk

�àñêðûòèå ñêîáîê è ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñõîäèìî-

ñòè ïî÷òè âñþäó çäåñü ïîòðåáîâàëè áû îáîñíîâàíèÿ. Îäíàêî, ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü ýòî ðàâåíñòâî êàê ðàâåíñòâî â L2
. Òàê êàê xk � îðòîíîðìè-

ðîâàííàÿ ñèñòåìà â L2(R∞), S � îãðàíè÷åííàÿ ìàòðèöà, à z ∈ ℓ2, ìû ìîæåì

èçìåíèòü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ

∑

k

(∑

j

zjsjk

)
xk =

∑

j

zj

(∑

k

sjkxk

)

Ñëåäîâàòåëüíî,

zτ(x)t = z(Sxt),

è ýòî L2
-ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ z. Ïîëàãàÿ z = (1, 0, . . . ), ìû ïîëó-

÷àåì τ1(x) =
∑

j s1jxj . �

8.6. Äèàãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òåîðåìà 8.11 Ïóñòü λk > −1,
∑
λ2k <∞. Òîãäà ìåðà µ êâàçèèíâàðèàíò-

íà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé

(x1, x2, . . . ) 7→
(
(1 + λ1)x1, (1 + λ2)x2, . . .

)
,

ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà�Íèêîäèìà ðàâíà

∞∏

k=1

exp
{
− 1

2 (λ
2
k + 2λk)x

2
k

}
(1 + λk). (8.8)

Çàìå÷àíèå. Ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà�Íèêîäèìà ñîâïàäàåò ñ �îðìàëüíî

âû÷èñëåííûì îòíîøåíèåì

∏
e−(1+λk)

2x2
k/2
∏
d(1 + λk)xk∏

e−x
2
k
/2dxk

. (8.9)

Íî ñèòóàöèÿ ìåíåå áåçîáèäíà, ÷åì êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Íàïðèìåð,

ïåðåïèøåì (8.8) â âèäå

∞∏

k=1

exp
{
− 1

2 (λ
2
k + 2λk)x

2
k

} ∞∏

k=1

(1 + λk).

Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè âûðàæåíèÿ

∏
(1+λk) íåîáõîäèìî óñëîâèå

∑
λj <∞,

ýòî óñëîâèå áîëåå îãðàíè÷èòåëüíî, ÷åì

∑
λ2j <∞. ♦
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (8.8) ñõîäèòñÿ

ïî÷òè âñþäó. Ýòî òîæå ñàìîå, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó ðÿäà èç ëîãà-

ðè�ìîâ ∑

k

(
− 1

2 (λ
2
k + 2λk)x

2
k + ln(1 + λk)

)
.

Èìåÿ â âèäó òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ln(1 + λk), ìû çàïèøåì

ln(1 + λk) = λk − γk.
Âåëè÷èíà γk ïîëîæèòåëüíà, è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ λk îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
êàê γk 6 λ2k. Íàø ðÿä ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∑

k

(
− 1

2λ
2
kx

2
k − λk(x2k − 1)− γkx2k

)
.

Ýòî âûðàæåíèå åñòü ñóììà òðåõ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ïåðâûé è òðåòèé ðÿä

ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó àáñîëþòíî ïî òåîðåìå Áåïïî Ëåâè. Äàëåå, (x2k −
1) � îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëå-

âûì ñðåäíèì. Ïîýòîìó ðÿä

∑
λk(x

2
k − 1) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ïî òåîðåìå

Êîëìîãîðîâà�Õèí÷èíà. Ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ïî÷òè âñþäó äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì k-ûé ìíîæèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ (8.8) ÷åðåç Φk. Ïî ïîñòðîå-

íèþ,

1√
2π

∫

R

Φk(x) e
−x2/2 dx =

1√
2π

∫

R

e−(1+λk)
2x2/2(1 + λk)

e−x2/2
e−x

2/2 dx =

=
1√
2π

∫

R

e−(1+λk)
2x2/2 d(1 + λk)x =

1√
2π

∫

R

e−x
2/2 dx = 1.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ R âûïîëíåíî

1√
2π

∫

(1+λk)A

Φk(x) e
−x2/2 dx =

1√
2π

∫

A

e−x
2/2 dx. (8.10)

Ëåììà 8.12 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∏n
k=1 Φk(xk) ñõîäèòñÿ â ñìûñëå L

1(R∞).

Âûâîä òåîðåìû èç ëåììû 8.12.Â ñèëó ëåììû, èíòåãðàë îò

∏∞
k=1 Φk(xk)

ðàâåí 1. �àâåí 1 è èíòåãðàë

∏∞
k=m+1 Φk(xk) ïî ïðîñòðàíñòâó R∞ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé (xm, xm+1, . . . ).
Ïóñòü A1, . . . , Am ⊂ R � èçìåðèìûå ìíîæåñòâà. Â ñèëó (8.10),

µ((1 + λ1)A1 × · · · × (1 + λm)Am)

m∏

k=1

∫

Ak

Φk(xk) dxk ==

=

∫

A1×···×Am

m∏

k=1

Φk(xk)e
− 1

2

∑
x2
k dx1 . . . dxk · 1 =

=

∫

A1×···×Am×R×R×...

m∏

k=1

Φk(xk)

∞∏

k=m+1

Φk(xk) dµ.
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Òåïåðü ìû ìîæåì ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 8.7. �

Ëåììà 8.12 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 8.13 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∏n
k=1 Φk(xk) ñõîäèòñÿ â ñìûñëå L

2(R∞).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.13.Ìû ïîêàæåì (¾â ëîá¿), ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé �óíäàìåíòàëüíà â L2(R∞). Âû÷èñëèì

‖
n∏

k=1

Φk(xk)−
n+m∏

k=1

Φk(xk)‖2 =

= (2π)−
n+m

2

∫

Rn+m

n∏

k=1

Φk(xk)
2

{
n+m∏

k=n+1

Φk(xk)− 1

}2

e−
∑n+m

k=1 x2
k/2

n+m∏

k=1

dxk =

= (2π)−
n
2

∫

Rn

n∏

k=1

Φk(xk)
2e−

∑
n
k=1 x

2
k/2

n∏

k=1

dxk×

× (2π)−
m
2

∫

Rm

(
n+m∏

k=n+1

Φk(xk)
2 − 1

)
e−

∑n+m
k=n+1 x

2
k/2

n+m∏

k=n+1

dxk, (8.11)

ïîñëå ðàñêðûòèÿ áîëüøèõ �èãóðíûõ ñêîáîê ìû èñïîëüçîâàëè (8.10). Îáî-

çíà÷èì

Ik :=
1√
2π

∫
Φk(xk)

2e−xk
2/2 dxk

Âûðàæåíèå (8.11) òîãäà çàïèñûâàåòñÿ êàê

n∏

k=1

Ik ·
(

n+m∏

k=n+1

Ik − 1

)
. (8.12)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ik � ãàóññîâñêèé èíòåãðàë, îí ðàâåí

Ik =
(1 + λk)

2

√
1 + 4λk + λ2k

= 1 +O(λk)
2

Â ñèëó ýòîé àñèìïòîòèêè, ïåðâûé ìíîæèòåëü (8.12) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë

ïðè n → ∞. Âûðàæåíèå

∏n+m
k=n+1 Ik ÿâëÿåòñÿ õâîñòîì ñõîäÿùåãîñÿ ïðîèç-

âåäåíèÿ, à ïîýòîìó ñòðåìèòñÿ ê 1. Ïîýòîìó (8.11) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

n→∞. �

8.7. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç GLO(H) ãðóïïó
îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé A âåùåñòâåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà H , ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

A = U(1 + T ),

ãäå U � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, à T � îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà.

Çàäà÷à. Óáåäèòåñü, ÷òî ýòî ãðóïïà. ♦
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Ëåììà 8.14 Ëþáîé ýëåìåíò A ãðóïïû GLO(ℓ2) ïðåäñòàâèì â âèäå A =
V1(1 + Λ)V2, ãäå V1, V2 îðòîãîíàëüíû, à Λ � äèàãîíàëüíàÿ ãèëüáåðò-øìè-

äòîâñêàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè > −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A ∈
GLO(ℓ2), A = UP , ãäå P ñàìîñîïðÿæåí è ïîëîæèòåëåí, à U îðòîãîíàëåí.

Òîãäà

P 2 = P ∗P = (1 + T ∗)U∗U(1 + T ) = (1 + T ∗)(1 + T ) = 1 + T ∗ + T + T ∗T

Îïåðàòîð T ∗ + T + T ∗T ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðò-øìèäòîâñêèì. Ïðèâåäåì åãî ê

äèàãîíàëüíîìó âèäó T ∗ + T + T ∗T =WDW−1. Òîãäà P = U
√
1 +DW−1, à

A = VW
√
1 +DW−1. �

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì òàêóþ òåîðåìó (îíà îáû÷íî íàçûâàåòñÿ

òåîðåìîé Ôåëüäìàíà��àåêà).

Òåîðåìà 8.15 �ðóïïà GLO(ℓ2) äåéñòâóåò íà L2(R∞) ïðåîáðàçîâàíèÿìè
x 7→ Ax, îñòàâëÿþùèìè ìåðó µ êâàçèèíâàðèàíòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàçëàãàåì A êàê â ëåììå, A = V1(1 + Λ)V2 è

ðàññìàòðèâàåì êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé

x 7→ V2x 7→ (1 + Λ)V2x 7→ V1(1 + Λ)V2x.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå îñòàâëÿåò ìåðó êâàçèèíâàðèàíò-

íîé. Íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïî÷òè ëþáîãî âåêòîðà x ∈ R∞ âûïîë-

íåíî

V1
(
(1 + Λ)(V2x)

)
=
(
V1(1 + Λ)V2

)
x. (8.13)

Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà èìåþò ñìûñë ï.â. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, xj ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà L2(R∞). Òîãäà âñå
ðÿäû, âîçíèêàþùèå â âû÷èñëåíèÿõ (8.13) ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìè-

ñÿ â ñìûñëå L2
è ìû èõ ìîæåì ïåðåãðóïïèðîâûâàòü �

Çàìå÷àíèå.Ïðîèçâîäíóþ �àäîíà�Íèêîäèìà ïðåîáðàçîâàíèÿA = U(1+
T ), ãäå T �ÿäåðíûé, ìîæíî ïîëó÷èòü ñïîìîùüþ �îðìàëüíîé ìàíèïóëÿöèè

e−〈Ax,Ax〉/2 d(Ax)

e−x2/2 dx
=
e−〈U(1+T )x,U(1+T )x〉/2 d

(
U(1 + T )x

)

e−x2/2 dx
=

= e−
〈
(T+T∗+T∗T )x,x

〉
/2| det

(
U(1 + T )

)
|.

Ïóñòü îïåðàòîð T ÿäåðíûé, òîãäà ìíîæèòåëè ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ èìå-

þò ñìûñë. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâûé ìíîæèòåëü � ýòî �óíêöèÿ, ëå-

æàùàÿ â L1(R∞) (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ �îðìó〈
(T +T ∗+T ∗T )x, x

〉
ê ãëàâíûì îñÿì è ïðîèíòåãðèðîâàòü åå). Äàëåå, íàïîì-

íèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö âèäà 1+H , ãäå H � ÿäåðíàÿ, îïðåäåëèòåëü det(1+H)
êîððåêòíî îïðåäåëåí. Ìû ïîëàãàåì

| det
(
U(1 + T )

)
| =

√
det
(
(1 + T )∗(1 + T )

)
. (8.14)



8 Ñèììåòðèè ãàóññîâîé ìåðû 137

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èìååò ñìûñë òîëüêî ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ. Çíàê îïðåäå-

ëèòåëÿ â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à. �àññìîòðèì ãðóïïó îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ â ℓ2, ïðåäñòàâèìûõ
â âèäå U(1+T ), ãäå T � ÿäåðíûé îïåðàòîð. Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ | det(·)|,
îïðåäåëåííàÿ �îðìóëîé (8.14), óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

| det(A)| · | det(B)| = | det(AB)|. ♦

8.8. Íåèñïðàâèìîñòü äåéñòâèÿ. Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî íàøè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ áûëè îïðåäåëåíû ïî÷òè âñþäó, ïî÷òè âñþäó áûëè âûïîëíåíû

è ðàâåíñòâà (AB)x = A(Bx). Íàçîâåì äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå

ñ ìåðîé (X, ξ) ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè ìåðó, èíäèâèäóàëüíûì,

åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ x 7→ gx ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ, îïðåäåëå-

íû äëÿ âñåõ x ∈ X è ðàâåíñòâî g1(g2x) = (g1g2)x âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàøå äåéñòâèå ãðóïïû O(∞) íå ìîæåò áûòü èñïðàâëåíî
è ïðåâðàùåíî â èíäèâèäóàëüíîå äåéñòâèå. Áîëåå òîãî, åñòü òàêàÿ òåîðåìà

[3℄.

Òåîðåìà 8.16 a) �ðóïïà O(∞) âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö íå èìååò

íåòðèâèàëüíûõ èíäèâèäóàëüíûõ äåéñòâèé íà ëåáåãîâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

ñ ìåðîé.

b) �àññìîòðèì ãðóïïó O2(∞) îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà 1 + T ,
ãäå T � îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà. �ðóïïà O2(∞) íå èìååò íåòðèâè-

àëüíûõ èíäèâèäóàëüíûõ äåéñòâèé íà ëåáåãîâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé.

Ñëåäñòâèå 8.17 Ïîëíàÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ óíèòàðíàÿ è ïîëíàÿ áåñêîíå÷-

íîìåðíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà, à òàêæå ãðóïïà Ams ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé (ñì. ï.5.8) íå èìåþò íåòðèâèàëüíûõ èíäèâèäóàëü-

íûõ äåéñòâèé íà ëåáåãîâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé.

Â ñàìîì äåëå, ýòè ãðóïïû ñîäåðæàò ïîäãðóïïû, èçîìîð�íûå O(∞).
Íå èìååò èíäèâèäóàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ äåéñòâèé è ãðóïïà èçìåðèìûõ

îòîáðàæåíèé îòðåçêà â îêðóæíîñòü R/2πZ.

8.9. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. �àññìîòðèì àáñòðàêòíîå ãèëü-

áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H , ðàññìîòðèì áàçèñ ej è ïðîñòðàíñòâî (̃H, ej) (ñè-
ãàëîâñêîå ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà H), ñîñòîÿùåå èç �îðìàëüíûõ âûðà-

æåíèé

∑
xjej, ãäå xj ∈ R ïðîèçâîëüíû. Ýòî ïðîñòðàíñòâî �àêòè÷åñêè ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì R∞, ââåäåì íà íåì ìåðó, êàê è âûøå. Ôîðìàëüíî

ïðîñòðàíñòâî (̃H, ej) çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Îäíàêî, äâà ïðîñòðàíñòâà

(̃H, ej), (̃H, e′j) ñ ìåðîé êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íû, èçîìîð�èçì îòîæäåñòâ-

ëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâîäÿùèé îäèí áàçèñ â äðóãîé.

Ò.å., ìû ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé H̃ .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êîíêðåòíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ H ñè-

ãàëîâñêèå ðàñøèðåíèÿ H̃ äîïóñêàþò ïðîçðà÷íûå îïèñàíèÿ. Ñíà÷àëà íàïîì-

íèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå �àêòû èç àíàëèçà.
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Çàäà÷à. a) Ïóñòü χ � îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ íà îêðóæíîñòè S1 = R/2πZ.
Ïîêàæèòå, ÷òî åå êîý��èöèåíòû Ôóðüå

cn =
1

2π

∫

S1

χ(ϕ) e−inϕ dϕ

èìåþò íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò, ò.å., ñóùåñòâóåò k, òàêîå, ÷òî
cn = O(nk) ïðè n→ ±∞.

b) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà ðÿä χ(ϕ) =∑
cne
−inϕ

ñõîäèòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé.


) Ïîêàæèòå òàêæå, ÷òî ýòè äâå îïåðàöèè âçàèìíî îáðàòíû. ♦

Íàïîìíèì, ÷òî â ñâÿçè ñ ýòèì ââîäèòñÿ øêàëà ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Hs(S1), ãäå s ∈ R. Ïðîñòðàíñòâî Hs(S1) ñîñòîèò èç �óíêöèé, ó êîòîðûõ

êîý��èöèåíòû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∑
c2n(1 + n2)s <∞.

Ïðè s > 0 ýëåìåíòû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ íàñòîÿùèìè �óíêöèÿìè, à

ïðè s < 0 � îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî Hn
, ãäå n ∈ N ñîñòîèò

èç �óíêöèé, n-íàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ ëåæèò â L2
. À n-íàÿ ïðîèçâîäíàÿ

�óíêöèè èç L2
ëåæèò â H−n.

Áåëûé øóì. �àññìîòðèì âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî L2[0, π] íà îòðåçêå.
Ñèãàëîâñêîå ðàñøèðåíèå (â äàííîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ áåëûì øóìîì)

ñîñòîèò èç ðÿäîâ ∑

n>0

cn sinnϕ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn ýòà ñóììà íå èìååò ñìûñëà. Íî â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.1, ðÿä

∑
c2n(1 + n2)−1/2−ε

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà L̃2[0, π]. Âûáðàñûâàÿ ìíîæåñòâî ìåðû íîëü, ìû

ìîæåì ïîëîæèòü, ÷òî òî÷êè ñèãàëîâñêîãî ðàñøèðåíèÿ � îáîáùåííûå �óíê-

öèè ñîáîëåâñêîãî êëàññà H−1/2−ε.

Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå (ìåðà Âèíåðà). Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåí-

íûõ �óíêöèé W íà îòðåçêå [0, 1], òàêèõ, ÷òî

∫ 1

0

f ′(x)2 dx <∞, f(0) = 0. (8.15)

Ââåäåì â íåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈f1, f2〉 =
∫ 1

0

f ′1(x) f
′
2(x) dx. (8.16)
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k/2n (k + 1)/2n

0.5/2n/2

�èñ. 7: Ýëåìåíò îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â H1[0, 1].

Ìåðîé Âèíåðà íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ãàóññîâà ìåðà íà W̃ . Â êà÷åñòâå

îðòîíîðìàëüíîãî áàçèñà â W ìîæíî âçÿòü ñèñòåìó

1√
2πn

sin(2πnx).

Çàäà÷à. a) Ïðîñòðàíñòâî W̃ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ñîáîëåâñêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì H1/2−ε
. Îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ

d
dx êîððåêòíî îïðåäåëåí

êàê îòîáðàæåíèå W̃ → L̃2
è ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé.

b) Ïîëüçóÿñü óïîìÿíóòûì áàçèñîì, ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ �èêñèðîâàííîãî

x0 äëÿ ïî÷òè âñåõ f ∈ W̃ îïðåäåëåíî çíà÷åíèå â òî÷êå f(x0). ♦

Äàëüíåéøèé ðîçûãðûø ýòîãî ïîäõîäà åñòü â [5℄, �4. Ìû, äëÿ ðàçíîîáðà-

çèÿ, îáñóäèì äðóãîé ïóòü. Íàïîìíèì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé

ñèñòåìû Õààðà. �àçîáüåì îòðåçîê [0, 1] íà 2n ðàâíûõ êóñêîâ
[
a
2n ,

a+1
2n

]
. �àñ-

ñìîòðèì �óíêöèþ χ, êîòîðàÿ íà ëåâîé ïîëîâèíêå ýòîãî îòðåçêà ðàâíà 2n/2,
íà ïðàâîé ïîëîâèíêå ðàâíà −2n/2, à âíå îòðåçêà ðàâíà 0 (â èòîãå L2

-íîðìà χ
ðàâíà 1). Ñèñòåìà Õààðà � ýòî íàáîð âñåõ òàêèõ �óíêöèé ïî âñåì óðîâíÿì

n > 0 è âñåì îòðåçêàì

[
a
2n ,

a+1
2n

]
. Ýòîò íàáîð �óíêöèé îáðàçóåò îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ â L2[0, 1]. Çàíóìåðóåì �óíêöèè Õààðà, ïåðåáèðàÿ ñëåâà

íàïðàâî îòðåçêè óðîâíåé n = 0, 1, 2, 3, . . . .
Ïåðâîîáðàçíûå Sk(x) îò �óíêöèé Õààðà îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â W . �ðà�èêè ýòèõ �óíêöèé èçîáðàæåíû íà �èñ. 7.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî W̃ êàê ïðîñòðàíñòâî ñóìì ðÿäîâ

∑
ckSk(x),

ãäå ck � íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ïåðåìåííûå ðàñïðåäåëåííûå ñ ïëîòíîñòüþ

e−t
2/2

, ò.å., c = (c1, c2, . . . ) � òî÷êà íàøåãî ïðîñòðàíñòâà R∞

Òåîðåìà 8.18 Ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà W̃ ÿâëÿþòñÿ íåïðå-

ðûâíûìè �óíêöèÿìè.

Â ñèëó òåîðåìû 8.2, ìû ìîæåì ïîëîæèòü |ck| 6 C
√
ln k. Òåîðåìà 8.18

ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 8.19 Ïóñòü |ck| 6 C
√
ln k. Òîãäà ðÿä

∑
ckSk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �àññìîòðèì ñóììó

Fn(x) =

2n+1−1∑

k=2n

ckSk(x)
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(ñóììèðîâàíèå âçÿòî ïî âñåì �óíêöèÿì Sk óðîâíÿ n). Íîñèòåëè ñëàãàåìûõ
íå ïåðåêðûâàþòñÿ, ïîýòîìó íà êàæäîì îòðåçêå [a2−n, (a+1)2−n] ñóììà ðàâ-
íà ckSk(x), ãäå Sk(x) � áàçèñíàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó îòðåçêó.
Â ÷àñòíîñòè,

max |Fn(x)| = 2−n/2−1 max
2n6k62n+1−1

|ck|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ck ðàñòåò ïðèìåðíî êàê

√
2 ln k. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä∑

n Fn(x) èìååò ñõîäÿùóþñÿ ìàæîðàíòó. �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü êîíñòàíòû C1, C2, òàêèå, ÷òî äëÿ ïî÷òè

êàæäîãî ýëåìåíòà W̃ äëÿ âñåõ x1 x2 ∈ [0, 1] âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå
ã¼ëüäåðîâîñòè

|f(x1)−f(x2)| 6 |x1−x2|1/2
(
C1+C2

∣∣ln |x1−x2|
∣∣). ♦

Òåîðèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ èçëàãàåòñÿ âî ìíîãèõ êíèãàõ, ìû æå íà

ýòîì ìåñòå îñòàíîâèìñÿ.

8.10. Ïðèìåðû äåéñòâèé ãðóïï íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ ãàóññîâîé

ìåðîé. Ïóñòü G = Diff[0, 1] � ãðóïïà ãðóïïà C∞-äè��åîìîð�èçìîâ îòðåç-
êà [0, 1], ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ.

�ðóïïà G äåéñòâóåò îðòîãîíàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âåùåñòâåííîãî

ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1] ïî �îðìóëå

T0(q)f(x) = f(q(x)) q′(x)1/2,

ãäå q ∈ G. Ïîýòîìó îíà äåéñòâóåò íà áåëîì øóìå L̃2
ïðåîáðàçîâàíèÿìè,

ñîõðàíÿþùèìè ìåðó.

Áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî W �óíêöèé ñ f ′ ∈
L2[0, 1] èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Îïåðåäåëèì â íåì äåéñòâèå òîé æå ãðóïïû

G, çàäàííîå �îðìóëîé

T1(q)f(x) = f(q(x)) q′(x)−1/2. (8.17)

Òåîðåìà 8.20 Îïåðàòîðû T1(q) ñîäåðæàòñÿ â ãðóïïå GLO(W ). Ñëåäîâà-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ T1(q) îñòàâëÿþò ìåðó Âèíåðà êâàçèèíâàðèàíòíîé.

Çàäà÷à. Îïåðàòîð A ñîäåðæèòñÿ â GLO(H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A∗A − 1 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì �èëüáåðòà�Øìèäòà (ðàññìîòðèòå ïîëÿðíîå

ðàçëîæåíèå A). ♦

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Ìû ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð T1(q)
∗T1(q)−1

ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì (�àêòè÷åñêè, äîêàçàòåëüñòâî äàåò êëàññØàòòåíà L1/2+ε).
Âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó,

J(f1, f2) :=
〈
(T1(q)

∗T1(q)− 1)f1, f2
〉
W

=
〈
T1(q)f1, T1(q)f2

〉
W
− 〈f1, f2〉W =

=

∫ 1

0

[
f1(q(x)) q

′(x)−1/2
]′
·
[
f2(q(x)) q

′(x)−1/2
]′
dx−

∫ 1

0

f ′1(x) f
′
2(x) dx.
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Ïîñëå âûïîëíåíèÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå ïîëó÷èòñÿ ÷å-

òûðå ñëàãàåìûõ. Îäíî èç íèõ èìååò âèä

∫ 1

0

f ′1(q(x)) f
′
2(q(x))q

′(x) dx =

∫ 1

0

f ′1(y) f
′
2(y) dy.

Çäåñü ìû ñäåëàëè çàìåíó

y = q(x), x = r(y),

ãäå r(y) � îáðàòíàÿ �óíêöèÿ. Ýòî ñëàãàåìîå ñîêðàùàåòñÿ. Òðè äðóãèõ ñëà-
ãàåìûõ äàäóò íàì

J(f1, f2) =

∫ 1

0

(
f ′1(q(x)) f2(q(x)) + f1(q(x))f

′
2(q(x))

)
q′(x) ·

(
−1

2

q′′(x)

q′(x)2

)
dx+

+

∫ 1

0

f1(q(x))f2(q(x)) ·
1

4

q′′(x)2

q′(x)3
dx.

Ïåðâûé èíòåãðàë ìû áåðåì ïî ÷àñòÿì è ïîëó÷àåì,

J(f1, f2) =
f1(1)f2(1)q

′′(1)

2q′(1)2
+

1

2

∫ 1

0

f1(q(x)) f2(q(x))Sq(x) q
′(x)−1 dx, (8.18)

ãäå Sq(x) � ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà,

Sq(x) =
q′′′(x)

q′(x)
− 3q′′(x)2

q′(x)2
.

Äàëåå ìû ïåðåõîäèì ê ïåðåìåííîé y = q(x). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñâîéñòâî

êîöèêëà äëÿ ïðîèçâîäíîé Øâàðöà,

S(τ ◦ σ) = (Sτ ◦ σ) · (σ′)2 + Sσ.

Â ýòîì ðàâåíñòâå ìû ïîëîæèì σ = q, τ = r. Ò.ê. r(q(x)) = x, â ëåâîé ÷àñòè
ìû ïîëó÷àåì íîëü. Ïîýòîìó (8.18) ïðèíèìàåò âèä

J(f1, f2) = −
r(1)′′

2r′(1)′2
f1(1)f2(1)−

1

2

∫ 1

0

f1(y) f2(y)Sr(y) dy.

Ìû çàìå÷àåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà �îðìà

ðàíãà 1. Äàëåå, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

H(f1, f2) :=

∫ 1

0

f1(y) f2(y) dy

ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé â W , åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì áàçèñå

îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1/n2
. Îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ãëàäêóþ �óíê-

öèþ Sr(y) îãðàíè÷åí â W , à ïîýòîìó è �îðìà J(f1, f2) ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé.

�
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Çàäà÷à. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Y �óíêöèé íà [0, 1], óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ f(0) = f ′(0) = 0 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈f1, f2〉 =
∫ 1

0

f ′′1 (x) f
′′
2 (x) dx.

�àññìîòðèì åãî ñèãàëîâñêîå ðàñøèðåíèå

36 Ỹ . Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ

T2(q)f(x) = f(q(x)) q′(x)−5/2

ëåæàò â ãðóïïå GLO(Y ). ♦

Çàäà÷à. �àññìîòðèì n-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Ýòî ñèãàëîâñêîå
ðàñøèðåíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H �óíêöèé [0, 1] → Rn, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ (8.15), ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (8.16). Ïóñòü g - ãëàä-
êàÿ �óíêöèÿ èç [0, 1] â îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïóO(n). Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð

A(g)f(x) = g(x)f(x)

ëåæèò â ãðóïïå GLO(H). ♦

Ñì. òàêæå âûøå ïï.5.19, 5.24.

Âåðíåìñÿ ê îáùèì ðàññìîòðåíèÿì ãàóññîâûõ ìåð.

8.11. Ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2
íà ïðÿìîé

ïî ãàóññîâîé ìåðå e−x
2/2dx. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà Hk(x) �

ýòî ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷åííûå îðòîãîíàëèçàöèåé �ðàììà�Øìèäòà èç ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè 1, x, x2, . . . . Ìû íå áóäåì çäåñü íàïîìèíàòü áîëüøåãî, ëèøü

îòìåòèì �îðìóëó ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Hk(x),

∑

k=0

zk

k!
Hk(x) = exp

(√
2xz − z2

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà Hk îðòîãîíàëüíà, íî íå îðòîíîðìèðîâàíà,

‖Hk‖2 = k!

Ïóñòü k := (k1, k2, . . . ) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ

÷èñåë, ïðè÷åì kj = 0 ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Ïîëîæèì

Hk(x) :=

∞∏

j=1

Hkj (xj)

(�àêòè÷åñêè ýòî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íî, ò.ê. H0(x) = 1).

Ïðåäëîæåíèå 8.21 Ôóíêöèè Hk(x) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðî-

ñòðàíñòâå L2(R∞), ïðè÷åì

‖Hk‖2 = k! :=
∏

kj !

36

Èíûìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèÿ, ñêîðîñòü êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâ-

ñêîé.
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Îðòîãîíàëüíîñòü è �îðìóëà äëÿ íîðìû çäåñü î÷åâèäíû. Ìíîãî÷ëåíû

çàâèñÿùèå ëèøü îò ïåðâûõ n ïåðåìåííûõ, îáðàçóþò áàçèñ â L2(Rn, e−x
2/2),

à îáúåäèíåíèå òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïëîòíî â L2(R∞). Ýòî âëå÷åò ïîëíîòó
ñèñòåìû Hk. �.

Ïóñòü z = (z1, z2, . . . ) � ýëåìåíò êîìïëåêñíîãî ℓ2. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

Ψz(x) = e
√
2xzt−zzt = exp

(√
2
∑

xjzj −
∑

z2j

)
. (8.19)

Ýòà �óíêöèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì Ýðìèòà

Ψz(x) =
∑

k

zk

k!
Hk. (8.20)

Ýòî ðÿä ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå, è îí ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî

〈Ψz,Ψu〉L2(R∞) = ezu
t

. (8.21)

8.12. �îëîìîð�íûå ðÿäû. �àññìîòðèì êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C ñ

ãàóññîâîé ìåðîé

1
πe
−|ξ|2dξ dξ. �àññìîòðèì ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñ ìåðîé íà ñåáÿ, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç C∞.
Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì ìû íå ïîëó÷àåì íîâîãî îáúåêòà, C ≃ R×R,

à C∞ � ïåðåîáîçíà÷åííîå ïðîñòðàíñòâî R∞ (èëè C∞ ).

Ïóñòü k = (k1, k2, . . . ) � òàêîå æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. �àññìîò-

ðèì �óíêöèè

ξk :=
∏

ξ
kj
j .

Ïðåäëîæåíèå 8.22 Ôóíêöèè zk îáðàçóþò (íåïîëíóþ) îðòîãîíàëüíóþ ñè-

ñòåìó â L2(R∞), ïðè÷åì

‖ξk‖2 =
∏

kj !

Äîêàçàòåëüñòâî.

〈ξk, ξl〉 =
∏

j

1

π

∫

C

ξ
kj
j ξ

lj
j e
−|ξj|2 dξj dξj

(�àêòè÷åñêè ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íî). Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1

π

∫

C

ξkξ
l
e−|ξ|

2

dξ dξ =
1

π

∫ ∞

0

∫ 2π

0

rk+l+1ei(k−l)ϕe−r
2

dϕdr,

è äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèå î÷åâèäíî. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F∞ ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(C∞), ïîðîæäåííîå îðòîãî-
íàëüíîé ñèñòåìîé ξk, ò.å. ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðÿäîâ

F (ξ) =
∑

ckξ
k, ãäå

∑
k! |ck|2 <∞. (8.22)
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Çàäà÷à (ñì. [Ner2, �4.1℄) �àññìîòðèì òàêîé æå îáúåêò Fn, òîëüêî âìåñòî
C∞ ðàññìîòðèì Cn. Ïîêàæèòå, ÷òî Fn � ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîð�-

íûõ �óíêöèé íà Cn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∫

Cn

|f(ξ)|2e−|ξ|2 dξ dξ <∞. ♦

�àññìîòðèì â F∞ ñèñòåìó �óíêöèé

Φz(ξ) = eξz = exp
(∑

ξjzj

)
=
∑

k

zk

k!
ξk. (8.23)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

〈Φz ,Φu〉 = euz.

Òåîðåìà 8.23 Ïóñòü u ∈ ℓ2. Òîãäà ðÿä F , çàäàííûé �îðìóëîé (8.22), ò.å.,
∑

k

cku
k

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â òî÷êå ξ = u. Áîëåå òîãî,

F (u) = 〈F,Φu〉L2(C∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈F,Φu〉, èñïîëü-
çóÿ ðàçëîæåíèå ýòèõ �óíêöèé ïî áàçèñó ξk,

〈F,Φu〉 = 〈
∑

ckξ
k,
∑

k

uk

k!
ξk〉 =

∑

k

ck
uk

k!
〈ξk, ξk, 〉 =

∑

k

cku
k.

�ÿä ýòîò ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïî ïîñòðîåíèþ (òàê êàê ýòîò ðÿä äàåò ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì øàðå

â ℓ2. ♦

Èòàê, êàæäîé �óíêöèè ïðîñòðàíñòâà F∞ ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå

ãîëîìîð�íóþ�óíêöèþ íà ïðîñòðàíñòâå ℓ2. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî �óíê-
öèé íàçûâàåòñÿ áîçîííûì ïðîñòðàíñòâîì Ôîêà, ñì. [Ner1, �VI.1℄. Ýòîò îáú-

åêò óæå íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè íàñòîÿùèõ çàïèñîê (âïðî÷åì, îí �àêòè÷å-

ñêè èäåíòè÷åí ïðîñòðàíñòâó F∞).
Çàìå÷àíèå. Õî÷åòñÿ ñêàçàòü, ÷òî ìû îãðàíè÷èëè �óíêöèþ íà C∞ íà

ℓ2. Íî �îðìàëüíî ýòî íåïðàâèëüíî, ïîòîìó ÷òî F (ξ) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ
äî ïî÷òè âñþäó, à ℓ2 èìååò ìåðó íóëü â C∞. ♦

8.13. Ïðåîáðàçîâàíèå Ñèãàëà�Áàðãìàíà. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ââåëè

â L2(R∞) ñèñòåìó �óíêöèé Ψz, à â F∞ - ñèñòåìó �óíêöèé Φz, ñì. (8.19),
(8.23). Îáå ñèñòåìû íóìåðóþòñÿ ïàðàìåòðîì z ∈ ℓ2.
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Òåîðåìà 8.24 a) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàðíûé îïåðàòîð (ïðå-

îáðàçîâàíèå Ñèãàëà�Áàðãìàíà)

S : L2(R∞)→ F∞,

òàêîé, ÷òî

SΨz = Φz äëÿ âñåõ z.

b) Îïåðàòîð S ïåðåâîäèò ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà Hk â îäíî÷ëåíû ξk.


) Îïåðàòîð S êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì îðòîãîíàëüíîé ãðóïïûO(∞).

Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò â C∞ óìíîæåíèåì îðòîãîíàëüíîé ìàò-

ðèöû íà ñòîëáåö ξ ∈ C∞. Êîððåêòíîñòü ýòîé îïåðàöèè íå íóæíî îòäåëüíî

äîêàçûâàòü, ò.ê. C∞ ≃ R2∞
, â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò ãðóïïà O(2∞),

à O(∞) � åå ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáå ñèñòåìû Ψz, Φz òîòàëüíû. Ïðè ýòîì

〈Ψz,Ψu〉 = euz = 〈Φz,Φu〉.

Ýòî âëå÷åò óòâåðæäåíèå a).

Ìû òàêæå ìîæåì ðàññìîòðåòü óíèòàðíûé îïåðàòîð S ′, îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì

S ′Hk = ξk.

Òîãäà â ñèëó ðàçëîæåíèé (8.19), (8.23), ìû èìååì S ′Ψz = Φz. Ìû ïîëó÷àåì

òîò æå îïåðàòîð. �

Îáúÿñíèì, êàê ïîëó÷èòü ãîëîìîð�íóþ �óíêöèþ F èç f ∈ L2(R∞). Â
ñèëó óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà S,

F (z) = 〈F,Φz〉F∞
= 〈f,Ψz〉L2(R∞)

ò.å., ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ �îðìóëîé

F (z) =

∫

R∞

f(x) exp
(√

2xz − z2
)
dµ(x).

Êîãäà-òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ââîäèëîñü Èðâèíãîì Ñèãàëîì äëÿ ïîòðåá-

íîñòåé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, íî îíî îêàçàëîñü âàæíûì è ñîäåðæàòåëüíûì

îáúåêòîì â êîíå÷íîìåðíîì (è â îäíîìåðíîì) ñëó÷àå òîæå. Î êîíå÷íîìåð-

íîì ñëó÷àå, ñì. [Ner2, Ch. 4℄.

8.14. �àçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû â L2(R∞).
�àññìîòðèì â F∞ ïîäïðîñòðàíñòâî Fk∞, ïîðîæäåííîå âñåìè îäíî÷ëåíàìè

ñòåïåíè n. Ïî ïîñòðîåíèþ,

F∞ = ⊕∞k=0Fk∞. (8.24)

Äàëåå, î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà ñîõðàíÿåò ïîäïðîñòðàíñòâàFk∞.
Ýòè ¾ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k¿ ÿâëÿþòñÿ ñèììåò-
ðè÷åñêèìè ñòåïåíÿìè Skℓ2 ïðîñòðàíñòâà ℓ

2
(ìû ðàññìàòðèâàåì òåíçîðíóþ
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ñòåïåíü ℓ⊗k2 è áåðåì â íåé ýëåìåíòû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòà-

íîâîê ñîìíîæèòåëåé).

Íî ïðåîáðàçîâàíèå Ñèãàëà�Áàðãìàíà îòîæäåñòâëÿåò L2(R∞) ñ F∞. Ïî-
ýòîìó àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå íà O(∞)-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

èìååò ìåñòî è äëÿ L2(R∞),

L2(R∞) ≃ ⊕∞k=0Wk,

ñëàãàåìîå Wk íàòÿíóòî íà ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà Hl(x) ñ
∑
lj = k.

Äàäèì äðóãîå îïèñàíèå òåõ æå ïðÿìûõ ñëàãàåìûõWk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Pk ⊂ L2(R∞) çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âñåìè îäíî÷ëåíàìè∏
j x

mj

j ñòåïåíè k. Ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà, ïî-ïðåæíåìó, O(∞)-èíâàðèàíòíû,
íî îíè íå îðòîãîíàëüíû.

Ëåììà 8.25 Ïîäïðîñòðàíñòâî Pk ñîäåðæèò Pk−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, ìû èìååì ñõîäèìîñòü

ïî ìåðå

1

N
(x21 + · · ·+ x2N )→ 1.

Íàì íóæíà L2
-ñõîäèìîñòü, îíà òîæå åñòü. Âòîðîé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà ðàâåí

H2(x) = 2(x2 − 1). Ïîýòîìó

1

N
(x21 + · · ·+ x2N )− 1 =

1

2N

N∑

k=1

H2(xk).

Ñëàãàåìûå ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó êâàä-

ðàò åå L2
-íîðìû ðàâåí (2N)−2N‖H2‖2. Ýòî âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì P2 ⊃ P0.

Òåïåðü âîçüìåì îäíî÷ëåí q(x) =
∏m
j=1 x

αj

j . Òîãäà

q(x) ·
(

1

N

m+N∑

m+1

x2j − 1

)
.

ñòðåìèòñÿ ê q(x) ïî òåì æå ïðè÷èíàì. �

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äâå �èëüòðàöèè

P0 ⊂ P2 ⊂ P4 ⊂ . . . , P1 ⊂ P3 ⊂ P5 ⊂ . . . ,

îäíà � â ïðîñòðàíñòâå ÷åòíûõ �óíêöèé (f(x) = f(−x)), äðóãàÿ � â ïðî-

ñòðàíñòâå íå÷åòíûõ �óíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 8.26 Ïðÿìîå ñëàãàåìîå Wk ñîâïàäàåò ñ îðòîãîíàëüíûì

äîïîëíåíèåì äî Pk−2 â Pk.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷åòíîãî k =
2m. Ëþáîé ÷åòíûé îäíî÷ëåí (ñóììàðíîé) ñòåïåíè 2p ðàçëàãàåòñÿ ïî ÷åò-

íûì ìíîãî÷ëåíàì Ýðìèòà (ñóììàðíîé) ñòåïåíè 6 2m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

⊕mj=0W2j ⊂ Pm.
Â ñèëó ëåììû, ÷åòíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6 2m ñîäåðæèòñÿ â P2m. Ïî-

ýòîìó ⊕pj=0W2j ⊃ P2m. Òàêèì îáðàçîì,

⊕mj=0W2j = P2m.

Ýòî âëå÷åò æåëàåìîå óòâåðæäåíèå. �

8.15. Ýðãîäè÷íîñòü äåéñòâèé. ÏóñòüM � ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñò-

íîé ìåðîé µ, ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íàM ñîõðàíÿþùèìè ìåðó ïðåîáðà-

çîâàíèÿìè. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷íûì, åñëè â M íåò èíâàðèàíòíûõ

èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ìåðû, îòëè÷íîé îò 0 è 1.

�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå ãðóïïû â L2(M). Òîãäà ýðãîäè÷-
íîñòü ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ëþáàÿ G-èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ â L2(M) ïî-
ñòîÿííà ï.â.

Òåîðåìà 8.27 (È.Ñèãàë) Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò îðòîãîíàëüíûìè îïå-

ðàòîðàìè â âåùåñòâåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ñîîòâåòñòâó-

þùåå äåéñòâèå G â ñèãàëîâñêîì ðàñøèðåíèè H̃ ýðãîäè÷íî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà G íå èìååò êîíå÷íîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

â H.

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü ãðóïïà G = Z ïîðîæäåíà îäíèì îïåðàòîðîì A. Òîãäà
ýðãîäè÷íîñòü åå äåéñòâèÿ ðàâíîñèëüíà îòñóòñòâèþ ó îïåðàòîðà A äèñêðåò-

íîãî ñïåêòðà.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó. Ïóñòü ñíà÷àëà V � êîíå÷íîìåðíîå èíâàðè-

àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïóñòü W � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå äî V . Âûáå-
ðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H òàê, ÷òî ïåðâûå p áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ
ñîäåðæàòñÿ â V , à âñå îñòàëüíûå â W . Òîãäà öèëèíäð x21 + · · · + x2p 6 1

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì â R∞ = H̃ .

Ïóñòü òåïåðü â H íåò êîíå÷íîìåðíûõ G-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî â òåíçîðíûõ ñòåïåíÿõ H⊗k íåò G-èíâàðèàíòíûõ
âåêòîðîâ.

Ëåììà 8.28 Ïóñòü ρ1, ρ2 � óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â áåñêî-

íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ V1, V2. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå ρ1⊗ ρ2 ãðóïïû G
èìååò íåíóëåâîé G�èíâàðèàíòíûé âåêòîð, òî â V1 è â V2 åñòü êîíå÷íî-

ìåðíûå ïîäïðåäñòàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì V1 ⊗ V2 ñ ïðîñòðàíñòâîì ãèëüáåðò-

øìèäòîâñêèõ îïåðàòîðîâ V ′1 → V2, ñì. (6.13). Èíâàðèàíòíîìó âåêòîðó ñîîò-
âåòñòâóåò ñïëåòàþùèé îïåðàòîð, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç T . Òîãäà TT ∗ � ñïëå-
òàþùèé îïåðàòîð â V2. Ïóñòü λ � íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òîãäà

ker(TT ∗−λ) � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðåäñòàâëåíèå (ñì. âûøå îáñóæäåíèå ëåì-
ìû Øóðà). �.
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Ëåììà 8.29 Ïóñòü ρ1, ρ2 � óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â áåñ-

êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ V1, V2. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå ρ1 ⊗ ρ2 ñîäåð-

æèò êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðåäñòàâëåíèå, òî êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðåäñòàâëå-

íèÿ åñòü â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ V1, V2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W � êîíå÷íîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â V1 ⊗ V2. �àññìîòðèì äâîéñòâåííîå äåéñòâèå ãðóïïû G â W ′.
Òîãäà W ′ ⊗W ñîäåðæèò èíâàðèàíòíûé âåêòîð, ïðè èçîìîð�èçìå (6.13) îí

ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó W →W .

Ïîýòîìó (V1 ⊗ V2)⊗W ′ ñîäåðæèò èíâàðèàíòíûé âåêòîð. Îñòàëîñü ïðè-
ìåíèòü ïðåäûäóùóþ ëåììó ê òîìó æå òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ñ ïåðå-

ñòàâëåííûìè ìíîæèòåëÿìè, (V1 ⊗W ′)⊗ V2 è (V2 ⊗W ′)⊗ V1. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èòàê, åñëè â H íå áûëî êîíå÷íîìåðíûõ

ïîäïðåäñòàâëåíèé, òî èõ íåò è â òåíçîðíûõ ñòåïåíÿõ H , à, ñëåäîâàòåëüíî,

íåò è â ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíÿõ. Â ÷àñòíîñòè íåò è èíâàðèàíòíûõ âåêòî-

ðîâ. �
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9 Ìåðû Ïóàññîíà

9.1. Îïðåäåëåíèå. �àññìîòðèì ëåáåãîâñêîå ïðîñòðàíñòâî M ñ íåïðåðûâ-

íîé ìàðîíå÷íîé èëè σ-êîíå÷íîé ìåðîé µ. Ñåé÷àñ ìû ââåäåì âåðîÿòíîñòíóþ

ìåðó ν = νM íà ïðîñòðàíñòâå Ω(M) êîíå÷íûõ èëè ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà M (òàêèå ïîäìíîæåñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü êîí�èãóðàöèÿìè).

Ïóñòü A ⊂ M�èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Ωk(A) ìíîæåñòâî âñåõ ω ∈ Ω, òàêèõ, ÷òî ω ∩A ñîäåðæèò ðîâíî k òî÷åê.
Ïîëîæèì, ÷òî

ν (Ωk(A)) =
µ(A)ke−µ(A)

k!
. (9.1)
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Îòìåòèì, ÷òî

∑∞
k=0 ν (Ωk(A)) = 1, à ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â A

ïîïàäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê, ðàâíà íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè M èìååò

êîíå÷íóþ ìåðó, òî êîí�èãóðàöèÿ ω êîíå÷íà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïðàâàÿ ÷àñòü (9.1) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè �èêñèðîâàííîì k ïðè

ν(A)→ ∞. Ïîýòîìó, åñëè ìåðà M áåñêîíå÷íà, òî ìíîæåñòâî Ω ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ 1 áåñêîíå÷íî.

Ïóñòü äàëåå A1, . . . , An ⊂ M � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà

êîíå÷íîé ìåðû. Òîãäà ìû ïîëîæèì, ÷òî ñîáûòèÿ Ωkj (Aj) íåçàâèñèìû. Èíû-
ìè ñëîâàìè,

ν
(⋂

j

Ωkj (Aj)
)
=
∏

j

ν
(
Ωkj (Aj)

)
.

Ýòî çàâåðøàåò îïðåäåëåíèå ìåðû ν.

Çàäà÷à. Ïóñòü M ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà,

M = M1 ∪ M2. Êîí�èãóðàöèè ω ∈ M ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó

êîí�èãóðàöèé ω1 = ω ∩M1, ω2 = ω ∩M2. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå

óñòàíàâëèâàåò èçîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâ

Ω(M) ≃ Ω(M1)× Ω(M2). ♦

9.2. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ.Ïóñòü ñíà÷àëà ïðîñòðàíñòâîM èìå-

åò êîíå÷íóþ ìåðó. Òîãäà

Ω(M) =

∞⋃

k=0

Ωk(M).

Êàæäîå èç ìíîæåñòâ Ωk(M) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

�àññìîòðèì k-êðàòíîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Mk =M × · · · ×M , è ñíàáäèì

åãî ìåðîé

e−µ(M)

k!
µ× · · · × µ.

Ìû ïîëó÷èëè ìåðó íà óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðàõ (x1, . . . , xk) èç k ýëåìåíòîâ

M . Çàáûâàÿ ïîðÿäîê, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå Mk → Ωk(M) è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìåðó íà Ωk(M). �àññìàòðèâàÿ äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
Ωk(M), ìû ïîëó÷àåì ìåðó ν = νM íà Ω(M).

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìåðà îáëàäàåò æåëàåìûìè ñâîé-

ñòâàìè. ♦

Ïóñòü òåïåðü ìåðà íà M áåñêîíå÷íà. �àññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîé ìåðû M1 ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂
. . . , èñ÷åðïûâàþùóþ M . �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ω(Mj+1) → Ω(Mj), êî-
òîðîå êîíå÷íîìó ïîäìíîæåñòâó ω ⊂ Mj+1 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïîäìíî-

æåñòâî ω ∩ Mj . Â ñèëó çàäà÷è, îáðàç ìåðû νMj+1 ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè

ñîâïàäàåò ñ νMj
. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïðîåêòèâíóþ öåïî÷êó îòîá-

ðàæåíèé ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé

. . .←− Ω(Mj−1)←− Ω(Mj)←− Ω(Mj+1)←− . . .
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è áåðåì åå ïðîåêòèâíûé ïðåäåë. Åñëè ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì

Mj, òî ðàâåíñòâî (9.1) ìû ïîëó÷àåì àâòîìàòè÷åñêè.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî (9.1) âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ìíîæåñòâ A ⊂M . ♦

9.3. Ôîðìóëà Êýìïáåëëà.

Òåîðåìà 9.1 Ïóñòü h ∈ L1(M). Òîãäà ïðîèçâåäåíèå

Φh(ω) =
∏

xj∈ω
(1 + h(xj))

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè ï.â. ω ∈ Ω(M) è

∫

Ω(M)

Φh(ω) dνM (ω) = exp
{∫

M

h(x) dµ(x)
}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ñíà÷àëà ìåðà ïðîñòðàíñòâàM êîíå÷íà. Òî-

ãäà

∫

ω∈Ωk(M)

∏

xj∈ω
(1 + h(xj)) dν(ω) =

e−µ(M)

k!

∫

Mk

k∏

j=1

(1 + h(xk))
∏

dµ(xk) =

=
e−µ(M)

k!

(∫

M

(1 + h(x)) dµ(x)

)k
=
e−µ(M)

k!

(
µ(M) +

∫

M

h(x) dµ(x)

)k

Äàëåå ñóììèðóåì ïî k,

∑

k

∫

Ωk(M)

= e−µ(M) exp

(
µ(M) +

∫

M

h(x) dµ(x)

)
.

2) Ïóñòü òåïåðü h(x) > 0. Âîçüìåì âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó èçìåðèìûõ

ìíîæåñòâ M1 ⊂ M2 ⊂ . . . êîíå÷íîé ìåðû, èñ÷åðïûâàþùóþ M . Òîãäà ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

Φp(ω) =
∏

xj∈ω∩Mp

(1 + h(xj))

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå èíòåãðàëû

∫

Ω(M)

Φp(ω) dνM (ω) = exp
{∫

Mp

h(x) dµ(x)
)
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè, ìû ïîëó÷àåì æåëàåìîå óòâåð-

æäåíèå.

3) Åñëè −1 6 h(x) < 0, òî, ðàññóæäàÿ òî÷íî òàê æå, ìû ìîæåì ïðèìå-

íèòü òåîðåìó î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè ê óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Φp(ω).
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4) Â îáùåì ñëó÷àå ìû ðàçáèâàåì M íà òðè ìíîæåñòâà, M−−, M−, M+,

ãäå

h(x) < −1, −1 6 h(x) < 0, h(x) > 0.

Ïðîèçâåäåíèÿ

Φ−(ω) =
∏

xj∈M−

(1 + h(xj)), Φ+(ω) =
∏

xj∈M+

(1 + h(xj))

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, à àíàëîãè÷íîå ïðîèçâåäåíèå Φ−− ïî M−− êîíå÷íî.

Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå Φh ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïî÷òè âñþäó, ïðè÷åì â ñèëó

íåçàâèñèìîñòè

∫

ω∈Ω(M)

Φ(ω) dν(ω) =

=

∫

ω∈Ω(M−−)

Φ−−(ω) dν(ω) ·
∫

ω∈Ω(M−)

Φ−(ω) dν(ω) ·
∫

ω∈Ω(M+)

Φ+(ω) dν(ω),

à âñå òðè ñîìíîæèòåëÿ óæå âû÷èñëåíû. �

Çàäà÷à. Âûâåäèòå �îðìóëó Êýìïáåëëà ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

a) ÏóñòüM ïðåäñòàâëåíî â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿM =M1

∐
M2.

Ïóñòü h1, h2 � îãðàíè÷åíèÿ �óíêöèè h íà M1, M2. Òîãäà

∫

M

Φh dνM =

∫

M1

Φh1 dνM1 ·
∫

M2

Φh2 dνM2 .

b) Åñëè ìåðà M êîíå÷íà, à h ïîñòîÿííà, òî óòâåðæäåíèå âåðíî.


) Ïóñòü M ïðîèçâîëüíî, à h ïðèíèìàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷å-

íèé (è ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîé ìåðû). Òîãäà

�îðìóëà âåðíà.

d) Âûâåäèòå îáùóþ �îðìóëó ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. �

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå

∫

Ω(M)

∑

xj∈ω
h(xj) dν(ω),

∫

Ω(M)

∑

xi, xj , xk ∈ ω
ïîïàðíî ðàçëè÷íû

h(xi)h(xj)h(xk) dν(ω)

∫

Ω(M)

(∑

xj∈ω
h2(xj)

)
·
(∑

xj∈ω
h3(xj)

)
dν(ω).

9.4. Äåéñòâèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü ìåðà M áåñêîíå÷íà

�àññìîòðèì ãðóïïó Gms(M), ñîñòîÿùóþ èç ïðåîáðàçîâàíèé M , ïåðåâîäÿ-

ùèõ ìåðó µ â êâàçèèíâàðèàíòíóþ ìåðó. Âîçüìåì â íåé ïîäãðóïïó G, ñî-
ñòîÿùóþ èç ïðåîáðàçîâàíèé g, ó êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà�Íèêîäèìà

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(g′(x) − 1) ∈ L1(M).
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Çàäà÷à. Óáåäèòåñü, ÷òî G � ãðóïïà. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

σ(g) =

∫

M

(g′(x)− 1) dµ(x) = lim
j→∞

(µ(gMj)− µ(Mj)),

ãäåMj � èñ÷åðïûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ ãîìî-

ìîð�èçìîì èç G â àääèòèâíóþ ãðóïïó R. ♦

Òåîðåìà 9.2 Ïóñòü g ∈ G. Òîãäà îòîáðàæåíèå Sg : ω 7→ gω èç Ω(M) â
ñåáÿ îñòàâëÿåò ìåðó ν êâàçèèíâàðèàíòíîé, ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà�

Íèêîäèìà ðàâíà

Sg(ω)
′ = e−σ(g)

∏

xj∈ω
g′(xj).

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîé ìåðû A1, . . . , Am è ëþáûõ k1, . . . , km
âûïîëíåíî

∫
⋂

j
Ωkj

(Aj)
kj

Sg(ω)
′ dν(ω) =

∏

j

µ(gAj)e
−µ(gAj)

kj !
= ν

(⋂

j

Ωkj (gAj)
)
.

Èíòåãðèðîâàíèå �àêòè÷åñêè âåäåòñÿ ïî

Ωk1(A1)× · · · × Ωkm(Am)× Ω (M \ ∪Aj) ,

à ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé

∏

i:xi∈ω∩Aj

g′(xi) äëÿ êàæäîãî j,
∏

i:xi∈ω∩A\∪Mj

g′(xi) è e−σ(g)

Ïîýòîìó èíòåãðàë ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

∏

j

e−µ(Aj)

kj !

(∫

Aj

g′(x) dµ(x)

)kj
×

∫

Ω(M\∪Aj)

∏

i:xi∈(ω∩M\∪Aj)

g′(xi) dνM\∪Aj
×

× e−σ(g) =
∏

j

e−µ(Aj)µ(gAj)
kj

kj !
×

× exp
(∫

M\∪Aj

(g′(x)− 1) dµ(x)
)
× exp

(
−
∫

M

(g′(x)− 1) dµ(x)
)
,

è ýòî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñîâïàäàåò ñ æåëàåìûì ðåçóëüòàòîì.

9.5. Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà Ôîêà. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ �óíê-

öèé âèäà Φh ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ, ïîòîìó ÷òî

ΦhΦf = Φh+f+hf .
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Ïåðåíîðìèðóåì �óíêöèè Φh. Ïóñòü h ∈ L1(M) ∩ L2(M). Îïðåäåëèì �óíê-

öèþ

Φ̃(ω) = exp

(
−
∫

M

h(x) dµ(x)

)
· Φh(ω).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

〈
Φ̃h, Φ̃f

〉
= exp

(∫

M

h(x)f(x) dµ(x)
)
. (9.2)

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå h 7→ Φ̃h ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðå-

ðûâíîãî âëîæåíèÿ L2(M)→ L2(Ω(M)). ♦

Òåïåðü, ñðàâíèâàÿ ýòó �îðìóëó ñ �îðìóëàìè (8.19) è (8.23), ìû âèäèì,

÷òî íàøå ïðîñòðàíñòâî L2(Ω(M)) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ L2
íà ñèãàëîâñêîì ðàñ-

øèðåíèè ïðîñòðàíñòâà L2(M) è ñ ïðîñòðàíñòâîì Ôîêà. Ïîëó÷àþòñÿ èíòå-

ðåñíûé áåñêîíå÷íîìåðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîðû, êîòîðûé íå î÷åíü èçó-

÷åí.

Çàäà÷à. �àññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G íà âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå

L2(M) à��èííûìè èçîìåòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

T (g)f(x) = f(g(x))g′(x)1/2 + g′(x)1/2 − 1

(óáåäèòåñü, ÷òî ýòî â ñàìîì äåëå äåéñòâèå). Ïîýòîìó íàøà ãðóïïà äåéñòâóåò

è â L2
íà ñèãàëîñêîì ðàñøèðåíèè L̃2(M). Ïîêàæèòå, ÷òî íàøå ñîîòâåòñòâèå

ñïëåòàåò äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïðåäñòàâëåíèåì G â L2(M).
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10 Âèðòóàëüíûå ïåðåñòàíîâêè

10.1. Ïðîåêöèÿ Sn → Sn−1. �àññìîòðèì ãðóïïó Sn âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç

n ýëåìåíòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Υnn−1 : Sn → Sn−1.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 8. �àññìîòðèì, äëÿ ïðèìåðà ïîäñòàíîâêè

1 2 3 4 5 6 7 8
3 7 4 1 6 3 5 8

1 2 3 4 5 6 7 8
7 3 6 1 8 2 5 4
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Âû÷åðêíåì èç íèõ öè�ðó 8. Ïîëó÷èì

1 2 3 4 5 6 7
3 7 4 1 6 3 5

1 2 3 4 5 6 7
7 3 6 1 2 5 4

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè ýëåìåíò ãðóïïû S7. Âî âòîðîì ñëó÷àå ó 5

íåò îáðàçà, à ó 4 íåò ïðîîáðàçà. Ïîýòîìó ìû ïîëîæèì, ÷òî 5 ïåðåõîäèò â 4,

1 2 3 4 5 6 7
7 3 6 1 4 2 5

Îáùåå ïðàâèëî ÿñíî èç ýòîãî ïðèìåðà. Ïóñòü σ ∈ Sn. Ïóñòü σi = j:
a) åñëè i, j < n, òî ìû ïîëàãàåì Υi = j.
b) åñëè σi = n è i < n, òî ìû ïîëàãàåì Υi = σn.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç Sn−1 èìååò ðîâíî n ïðîîá-

ðàçîâ. ♦

Ñëåäñòâèå 10.1 Îáðàç ðàâíîìåðíîé ìåðû íà Sn ïðè îòîáðàæåíèè Υ ñîâ-

ïàäàåò ñ ðàâíîìåðíîé ìåðîé íà Sn−1.

Êîíå÷íî, íàøå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì. Îäíàêî îíî

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó âåñüìà æåñòêîìó óñëîâèþ ýêâèâàðèàíòíîñòè.

Çàäà÷à. Ïóñòü σ ∈ Sn, τ1, τ2 ∈ Sn−1. Òîãäà

Υ(τ1στ
−1
2 ) = τ1Υ(σ)τ−12 . ♦

10.2. Äðóãîå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Υ. Ïðîåêòèâíûå ñèñòå-
ìû ìåð. Íàøå îòîáðàæåíèå ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ðàñ-

êëàäûâàåì ïîäñòàíîâêó σ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ è âû÷åðêè-

âàåì n èç çàïèñè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ïðèìåð. Â ðàçîáðàííîì âûøå ïðèìåðå ìû èìååì ðàçëîæåíèÿ

(134)(2756)(8) (17584)(236).

Ìû âû÷åðêèâàåì 8 è ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî

(134)(2756) (1754)(236)

Îòìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå îäíîýëåìåíòíûé öèêë èñ÷åç, âî âòîðîì ñëó-

÷àå ÷èñëî öèêëîâ îñòàëîñü òåì æå. ♦

Äëÿ ïîäñòàíîâêè σ îáîçíà÷èì ÷åðåç {σ} ÷èñëî åå öèêëîâ.
Òåïåðü �èêñèðóåì t > 0 è ââåäåì ìåðó µnt íà Sn ïîëîæèâ, ÷òî âåñ ïåðå-

ñòàíîâêè σ ðàâåí

t{σ}

t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)
.

Òåîðåìà 10.2 Ìåðà µnt ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé. Îáðàç ìåðû µn+1
t ïðè

îòîáðàæåíèè Υ ñîâïàäàåò ñ µnt .
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîîáðàç ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn. Òî÷êà τ
ïðîîáðàçà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì τ(n+1). Åñëè τ(n+1) 6 n, òî {τ} = {σ}
è òàêèõ òî÷åê n. Åñëè τ(n + 1) = n + 1, òî {τ} = {σ} + 1. Òàêèì îáðàçîì,

ìåðà ïðîîáðàçà ðàâíà

n · t{σ}
t(t+ 1) . . . (t+ n)

+
t · t{σ}

t(t+ 1) . . . (t+ n)
=

t{σ}

t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)
,

ò.å. ðàâíà ìåðå òî÷êè σ. �

10.3. Âèðòóàëüíûå ïåðåñòàíîâêè. �àññìîòðèì öåïî÷êó îòîáðàæåíèé

· · · Υ←− Sn Υ←− Sn+1
Υ←− . . .

Äëÿ ëþáîãî n îáðàç ìåðû µn+1
t ñîâïàäàåò ñ µnt . Îáîçíà÷èì îáðàòíûé ïðåäåë

ýòîé öåïî÷êè ÷åðåç S. Ïî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà îá îáðàòíûõ ïðåäåëàõ, íà

S îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µt, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n îáðàç µt ïðè
åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè S→ Sn ñîâïàäàåò ñ µnt .

Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà S ìû áóäåì íàçûâàòü âèðòóàëüíûìè ïåðåñòà-

íîâêàìè. Ýòî íå ïåðåñòàíîâêè êàêîãî-ëèáî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, îäíàêî

òî÷êà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íûõ ïåðåñòà-

íîâîê

σm ∈ Sm, ïðè÷åì Υσn = σn−1.

(íèæå áóäåò ïîñòðîåíà áîëåå ïðîçðà÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâàS). Óìíî-

æåíèÿ íà S òîæå íåò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S∞ ãðóïïó âñåõ ïåðåñòàíîâîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñ êî-

íå÷íûì íîñèòåëåì. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòà ãðóïïà äåéñòâóåò íà S ëåâûìè

è ïðàâûìè óìíîæåíèÿìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü τ ∈ S∞. Ïóñòü íà ñàìîì äåëå τ ñîäåðæèòñÿ â ïîä-
ãðóïïå Sk. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m > k îïðåäåëåí ëåâûé ñäâèã σ 7→ τσ íà

ãðóïïå Sm. Ïðè ýòîì Υ(τσ) = τΥ(σ), à ïîýòîìó îïðåäåëåíî è ïðåîáðàçîâà-
íèå ïðåäåëüíîãî îáúåêòà.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå ñäâèãè.

Ïîâòîðèì îïðåäåëåíèå íåìíîãî äðóãèìè ñëîâàìè. Âîçüìåì òî÷êó èç S,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σm ∈ Sm, òàêóþ, ÷òî Υσm = σm−1. Äàëåå ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τσm ∈ Sm. Ìû èìååì Υ(τσm) = τσm−1 ïðè

m > k + 1. Òàêèì îáðàçîì, íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàäàåò æåëàåìûì

ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàíèÿ, íî íà÷èíàåòñÿ îíà ñ m = k. Íà ìåíüøèå íîìåðà

îíà ïðîäîëæàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ.

10.4. Îòñòóïëåíèå. Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Υ ÷åðåç ïðîèçâå-

äåíèÿ òðàíñïîçèöèé.

Ïðåäëîæåíèå 10.3 Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé

σ = (i1j1) . . . (ikjk), (10.1)

ãäå

j1 < j2 < · · · < jk è im < jm äëÿ âñåõ m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ ∈ Sn. Åñëè σ−1n = α < n, òî ìû ïèøåì

σ =
[
σ · (αn)

]
· (αn). Òîãäà σ · (αn) ∈ Sn−1, è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü åå ðàçëîæåí-

íîé ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Åñëè æå σ−1n = n, òî ñàìà σ ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòîì Sn−1. �

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå Υ : Sn → Sn−1 êàê îòîá-

ðàæåíèå, ¾ñòèðàþùåå¿ ìíîæèòåëü (αn) â ðàçëîæåíèè (10.1), åñëè òàêîâîé

ìíîæèòåëü åñòü (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû íå äåëàåì ñ ðàçëîæåíèåì íè÷åãî).

10.5. Îïèñàíèå îáðàòíîãî ïðåäåëà. Òåïåðü ìû îïèøåì ìîäåëü ìíî-

æåñòâà S (÷óòü íèæå îíà áóäåò óñîâåðøåíñòâîâàíà).

Ñíà÷àëà ââåäåì îïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.

Íå�îðìàëüíî, ýòî ìíîæåñòâî, ãäå òî÷êè èäóò ïî êðóãó. Òåïåðü �îðìàëüíî.

�àññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ îêðóæíîñòü. Äëÿ ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê îêðóæíîñòè ìîæíî ñêàçàòü, ðàñïîëîæåíû îíè

ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïóñòü W � àáñòðàêòíîå

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ïóñòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íûõ òî÷åê W ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà, ¾ðàñïîëîæåííûõ ïî ÷àñî-

âîé ñòðåëêå¿ è ¾ðàñïîëîæåííûõ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿. Ìû ñêàæåì, ÷òî

ýòî öèêëè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå, åñëè W ìîæåò áûòü âëîæåíî â îêðóæíîñòü

òàê, ÷òî òðîéêè, ðàñïîëîæåííûå ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè¿, ïåðåéäóò â òðîéêè,

ðàñïîëîæåííûå ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿, è íàîáîðîò. Â ïðèíöèïå, ìîæíî

ïðèäóìàòü àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå, íî íàì îíî áóäåò íå íóæíî.

Çàäà÷à. �ðóïïà Sn íàõîäèòñÿ â åñòåñòâåííîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñî-

îòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà {1, . . . , n} íà ïîäìíî-
æåñòâà, íà êîòîðûõ ââåäåí öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê. ♦

Ìû îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Σ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ èëè êîíå÷-

íûõ ðàçáèåíèé N íà ïîäìíîæåñòâà Ni, ïðè ýòîì íà êàæäîì ïîäìíîæåñòâå

(íàçîâåì èõ êâàçèöèêëàìè) ââåäåíî öèêëè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå.

Äëÿ êàæäîãî n îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Σ → Sn. À èìåííî áåðåì óïî-

ìÿíóòîå âûøå ðàçáèåíèå è çàáûâàåì âñå ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè > n. Ïî-
ëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} íà öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûå

ìíîæåñòâà, à ýòî óæå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ýëåìåíòîì Sn.

Çàäà÷à. a) Óáåäèòåñü, ÷òî ìíîæåñòâî Σ â ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïðîåê-

òèâíûì ïðåäåëîì ìíîæåñòâ Sn.

b) Îïèøèòå ëåâîå è ïðàâîå äåéñòâèå S∞ â ýòèõ òåðìèíàõ. ♦

Ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòî ìíîæåñòâîì, à ïðîñòðàíñòâîì

ñ ìåðîé. Ïîëó÷åííûé îáúåêò ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû

¾ðàçûãðûâàåì¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σm ∈ Sm ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàíà ïîäñòàíîâêà σm, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ öèêëîâ èìååòñÿ m
ïðîìåæóòêîâ. �àâíîâåðîÿòíî, ñ âåðîÿòíîñòÿìè

1
t+m ìû âñòàâëÿåì m + 1 â

îäèí èç ïðîìåæóòêîâ â öèêëàõ. Ñ âåðîÿòíîñòüþ

t
t+m ìû îðãàíèçóåì íîâûé

öèêë, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà m+ 1.

Çàäà÷à. Óáåäèòåñü, ÷òî ÷èñëî êâàçèöèêëîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñ÷åòíî.

Óáåäèòåñü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 êàæäûé êâàçèöèêë êàê öèêëè÷åñêè óïî-
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ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî óñòðîåí êàê Q/Z (ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ

ëþáûõ x, z ∈ Ni ñóùåñòâóåò y, òàêîé, ÷òî x, y, z èäóò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå).
♦

Âåðíû è áîëåå ñèëüíûå âûñêàçûâàíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ ÷òî ó êàæäîãî êâà-

çèöèêëà ïî÷òè íàâåðíîå åñòü äëèíà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë íîðìè-

ðîâàííûõ äëèí öèêëîâ Sn, è áîëåå òîãî, ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè êâàçè-

öèêëà ïîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîå ðàññòîÿíèå. Ìû ñåé÷àñ óòî÷íèì íàøó êîí-

ñòðóêöèþ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

10.6. ¾Ìíîãîëþäíûé ðåñòîðàí¿. Ôèêñèðóåì t > 0. Ñåé÷àñ ìû îïè-

øåì íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Äèðåêòîð ðåñòîðàíà îðãàíèçóåò óñòàíîâêó ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà îðèåí-

òèðîâàííûõ êðóãëûõ ñòîëîâ ñ îáùåé äëèíîé ïåðèìåòðîâ 1. Äëèíû ñòîëîâ

îí âûáèðàåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó (¾ðàñïðåäåëåíèå

Ïóàññíà�Äèðèõëå¿). Áåðåòñÿ ïîëóïðÿìàÿ x > 0 ñ ìåðîé te−x/x. �àçûãðû-
âàåòñÿ ïóàññîíîâàÿ êîí�èãóðàöèÿ (ñì. �9) íà ïîëóïðÿìîé, îáîçíà÷èì åå

ýëåìåíòû ÷åðåç x1, x2, . . . . Â êà÷åñòâå äëèí ñòîëîâ áåðóòñÿ ÷èñëà xj/
∑
i xi,

ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 1.

Äàëåå â ðåñòîðàí ïî î÷åðåäè ïðèõîäÿò ïîñåòèòåëè ñ íîìåðàìè íà ñïèíå

è ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñàäÿòñÿ çà ñòîëû (ò.å. ìû ðàâíîìåðíî êèäàåì òî÷êè

íà îêðóæíîñòè). Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðîíóìåðîâàí-

íûõ ëþäåé, ñèäÿùèõ çà ñòîëàìè. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ýòè òî÷êè îêðóæíîñòè

áóäóò ðàçëè÷íû, à ïîýòîìó ìû ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå N íà ñ÷åòíîå ÷èñëî êâà-

çèöèêëîâ.

Íà ìíîæåñòâå âñåõ òàêèõ îáúåêòîâ (íàáîð ñòîëîâ ïëþñ ðàññàäêà ïîñåòè-

òåëåé) ïî ïîñòðîåíèþ åñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Íàçîâåì ýòî ïðîñòðàíñòâî

ìíîãîëþäíûì ðåñòîðàíîì.

Òåîðåìà 10.4 Ïîëó÷åííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàåò ñ S.

Ñì. [3℄.

10.7. Äåéñòâèå ãðóïïû S∞ × S∞. Îíî áûëî îïðåäåëåíî âûøå. Îïè-
øåì åãî íà ÿçûêå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî êàæäûé ïî-

ñåòèòåëü ðåñòîðàíà ñîñòîèò èç ëåâîé è ïðàâîé ïîëîâèíû, êîòîðûå ìîæíî

îòäåëÿòü äðóã îò äðóãà. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ñòîëû ÿâëÿþòñÿ îêðóæíî-

ñòÿìè (à íå êðóãàìè, ÷òî íåñêîëüêî ïðîòèâîðå÷èò àíàëîãèè ñ òðàïåçîé, íî

ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ñìûñëó ñòîëû � èìåííî îêðóæíîñòè). Ïóñòü τ ∈ S∞, à
s - òî÷êà ðåñòîðàíà. Îïðåäåëèì òî÷êó τs. Ïóñòü τ �àêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ
â Sn. Ìû íàõîäèì âñåõ ïîñåòèòåëåé ðåñòîðàíà ñ íîìåðàìè 6 n è ðàçäåëÿåì
êàæäîãî èç íèõ íà ëåâóþ è ïðàâóþ ïîëîâèíó è â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå

ðàçðåçàåì ñòîë. Òåïåðü ìû èìååì íàáîð êðóãëûõ ñòîëîâ, à òàêæå íàáîð èç

n ñåãìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ ïîëóïîñåòèòåëÿ è êîí÷àåò-

ñÿ ïîëóïîñåòèòåëåì, ïðè÷åì ñåãìåíòû îðèåíòèðîâàíû. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî

j 6 n ìû ïðèêëåèâàåì ïðàâûé êîíåö îòðåçêà ñ ïîëóïîñåòèòåëåì j ñ ëåâûì
êîíöîì îòðåçêà ñ ïîëóïîñåòèòåëåì τj. Ïðèñâàèâàåì òî÷êå ñêëåéêè íîìåð j.
Â èòîãå ìû îïÿòü ïîëó÷àåì íàáîð êðóãëûõ ñòîëîâ.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 158

Ýòà îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåò äåéñòâèå ãðóïïû S∞ íà S ëåâûìè óìíîæåíè-

ÿìè.

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ îïåðàöèåé, ââåäåííîé

âûøå.

b) Îïèøèòå â òåõ æå òåðìèíàõ ïðàâîå äåéñòâèå. ♦

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ÷èñëî ñòîëîâ â s è τs ñ÷åòíî, îíî â ðåçóëüòàòå
ïåðåêëåéêè ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèå. Ïóñòü s ∈ S. �àññìîòðèì âñå ñòîëû, íà

êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïîñåòèòåëü ñ íîìåðîì 6 n. Îáîçíà÷èì
÷èñëî òàêèõ ñòîëîâ ÷åðåç an(s). Îïðåäåëèì ÷èñëî c(τ, s) ∈ Z êàê

c(τ, s) = an(τs) − an(s), åñëè τ ∈ Sn.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà-Íèêîäèìà ïðåîáðàçîâàíèÿ

s 7→ τs ðàâíà tc(τ,s). ♦

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äåéñòâèå ãðóïïû S∞ × S∞ íà S ïðåîáðà-

çîâàíèÿìè, îñòàâëÿþùèìè ìåðó êâàçèèíâàðèàíòíîé.

10.8. Áèñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S∞ ïîëíóþ ãðóï-

ïó ïåðåñòàíîâîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ñíàáæåííóþ òîïîëîãèåé êàê â ï. 5.9.

�ðóïïà S∞ äåéñòâóåò íà ìíîãîëþäíîì ðåñòîðàíå ïåðåñòàíîâêàìè íîìåðîâ

ïîñåòèòåëåé. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ìåðó.

Ïîýòîìó íà íàøåì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò áèñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà,

ââåäåííàÿ â ï.5.10.

Â [1℄ áûëî ïîñòðîåíî ÿâíîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ áè-

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå L2(S).
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11 Âèðòóàëüíûå óíèòàðíûå ìàòðèöû

11.1. Îòîáðàæåíèå Υ äëÿ óíèòàðíûõ ãðóïï. �àññìîòðèì òåïåðü ãðóï-

ïó U(n+m). Ìû áóäåì çàïèñûâàòü åå ýëåìåíòû êàê áëî÷íûå ìàòðèöû ðàç-

ìåðà n+m. �àññìîòðèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå èç U(n+m) â ïðîñòðàíñòâî
ìàòðèö ïîðÿäêà n, îïðåäëåííîå ïî÷òè âñþäó:

Υn+mn

(
α β
γ δ

)
= α− β(1 + δ)−1γ. (11.1)

Òåîðåìà 11.1 a) Åñëè g ∈ U(n+m), òî Υn+mn g ∈ U(n).

b) Åñëè h1, h2 ∈ U(n), òî

Υn+mn (h1gh2) = h1Υ
n+m
n (g)h2.


) Îáðàç ìåðû Õààðà íà U(n+m) ïðè îòîáðàæåíèè Υn+mn ñîâïàäàåò ñ

ìåðîé Õààðà íà U(n).

d) ΥqrΥ
p
q = Υpr

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ìû çàïèñûâàåì óðàâíåíèå

(
q
−x

)
=

(
α β
γ δ

)(
p
x

)
,

ãäå p, q ∈ Cn, à x ∈ Cm. Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

q = αp+ βx;

−x = γp+ δx.

Èñêëþ÷àÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ x, ìû ïîëó÷àåì x = −(1 + δ)−1γp. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

q =
(
α− β(1 + δ)−1γ)p

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî p ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü x, à ïîòîì q.

Òåïåðü âñïîìèíàåì, ÷òî

(
α β
γ δ

)
óíèòàðíà, à ïîòîìó

‖q‖2 + ‖ − x‖2 = ‖p‖2 + ‖x‖2

èëè ‖q‖2 = ‖p‖2, ÷òî è îçíà÷àåò óíèòàðíîñòü ìàòðèöû α− β(1 + δ)−1α.
Óòâåðæäåíèå b) î÷åâèäíî. Â ñèëó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, îáðàç ìåðû Õà-

àðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ìåðîé, à ïîòîìó îí ñîâïàäàåò ñ ìåðîé Õààðà.

Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 
). Óòâåðæäåíèå d âûòåêàåò èç êîíñòðóêöèè
ñëåäóþùåãî ïóíêòà. �

11.2. Îòîáðàæåíèå Υ è ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè. �àññìîòðèì ïðåîá-

ðàçîâàíèå Êýëè

r = C(g) = 1− g
1 + g

= 1 + 2(1 + g)−1.

Êàê ìû âèäåëè â �4, îíî ïåðåâîäèò óíèòàðíûå ìàòðèöû â àíòèýðìèòîâû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [r]n ëåâûé âåðõíèé n× n óãîëîê ìàòðèöû r.
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Òåîðåìà 11.2 Äëÿ g ∈ U(n+m) âûïîëíåíî

[C(g)]n = C(Υn+mn (g)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì òðþê Ôðîáåíèóñà äëÿ îáðàùåíèÿ áëî÷-

íûõ ìàòðèö. Ìû ðàçëàãàåì ìàòðèöó â ïðîèçâåäåíèå áëî÷íî âåðõíåòðåóãîëü-

íîé, áëî÷íî äèàãîíàëüíîé, áëî÷íî íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèö:

(
a b
c d

)
=

(
1 bd−1

0 1

)(
a− bd−1c 0

0 d

)(
1 0

d−1c 1

)

(âîïðîñ: êàê ýòî ñäåëàòü, íå çíàÿ çàðàíåå îòâåòà?). Êàæäûé ñîìíîæèòåëü

ëåãêî îáðàùàåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì

(
a b
c c

)−1
=

(
1 0

−d−1c 1

)(
(a− bd−1c)−1 0

0 d−1

)(
1 −bd−1
0 1

)
=

=

(
(a− bd−1c)−1 . . .

. . . . . .

)
.

Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè äëÿ g =

(
a b
c c

)
,

−
(
1 0
0 1

)
+2

[(
1 0
0 1

)
+

(
α β
γ δ

)]−1
=

(
−1 + 2(1 + α− β(1 + δ)−1γ)−1 . . .

. . . . . .

)
,

Ìû ïîëó÷èëè æåëàåìóþ �îðìóëó. �

11.3. Òðåòüå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Υ. �àññìîòðèì åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî Cn ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì en, ÷åðåç Ck ìû îáîçíà÷èì ïîä-

ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ïåðâûå k áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Ìû ñêàæåì, ÷òî îòðàæåíèå

37

� ýòî óíèòàðíûé îïåðàòîð, ó êîòîðîãî ðîâ-

íî îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî îòëè÷íî îò 1. Ëþáîå îòðàæåíèå èìååò âèä

S[v, eiϕ]x = x+ (eiϕ − 1)〈x, v〉, ãäå 〈v, v〉 = 1, 0 < ϕ < 2π.

Çàäà÷à. Ïóñòü x, y � ðàçëè÷íûå åäèíè÷íûå âåêòîðû. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå îòðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå x â y. ♦

Òàêèì îáðàçîì, îòðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçîì âåêòîðà

en, à ìíîæåñòâî âñåõ îòðàæåíèé ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñî ñ�åðîé

S2n−1
, èç êîòîðîé âûáðîøåíà òî÷êà en. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk ìíîæåñòâî

âñåõ îòðàæåíèé, ó êîòîðûõ v ∈ Ck.

Òåîðåìà 11.3 Ïî÷òè ëþáîé ýëåìåíò g ãðóïïû U(n) åäèíñòâåííûì îáðà-

çîì ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

g = S1S2 . . . Sn, ãäå Sj ∈ Lj .
37

Ýòîò ñòðàííîâàòûé òåðìèí îáùåïðèíÿò. Çàìåòèì, ÷òî ¾îòðàæåíèÿ¿ â C1
� ýòî â

òî÷íîñòè ïîâîðîòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü gen = y. Â îáùåì ïîëîæåíèè en 6= y. Áåðåì
åäèíñòâåííîå îòðàæåíèå Sn, ïåðåâîäÿùåå en â y è ïîëàãàåì g′ := gS−1n .

Òåïåðü g′en = en, à ïîòîìó g
′ ∈ U(n− 1). È ò.ä. �

Çàìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè îïðåäåëåííóþ ïî÷òè âñþäó (íî

íå âñþäó!) áèåêöèþ

U(n) ≃ S1 × S3 × · · · × S2n−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåðå Õààðà íà U(n) ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ðàâíîìåð-
íûõ ìåð íà ñ�åðàõ.

Òåîðåìà 11.4 Ñòèðàíèå ïîñëåäíåãî ìíîæèòåëÿ â ïðîèçâåäåíèè

g = S1S2 . . . Sn

ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ

g 7→
(
Υnn−1(g) 0

0 −1

)
.

Çàìå÷àíèå. Âûãëÿäÿùèé íåýñòåòè÷íî ìèíóñ óáèðàåòñÿ, åñëè ÷óòü-÷óòü

ïîøåâåëèòü �îðìóëó äëÿ Υ, à èìåííî ïîëîæèòü Υ(g) = a+b(1−d)−1. Â âû-

áðàííîì íàìè âàðèàíòå îòîáðàæåíèå íå èìååò îñîáåííîñòåé â îêðåñòíîñòè

åäèíèöû (à òàêæå ïåðåâîäèò SO(n+m) â SO(n)). ♦

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

rk

[
g−1

(
Υnn−1(g) 0

0 −1

)
− 1

]
= 1.

�àâíîñèëüíî, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî ðàíã ñëåäóþùåé ìàòðèöû ðàâåí

1:

(
α β
γ δ

)
−
(
α− β(1 + δ)−1γ 0

0 −1

)
=

(
β(1 + δ)−1γ β

γ 1 + δ

)
=

=

(
β

1 + δ

)(
(1 + δ)−1 0

0 (1 + δ)−1

)(
β (1 + δ)

)

Ìû ïîëó÷èëè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû-ñòîëáöà, ñêàëÿðíîé ìàòðèöû è ìàòðèöû-

ñòðîêè, ïîýòîìó ðàíã ðàâåí 1. �

11.4. Îáðàòíûé ïðåäåë. Òåïåðü ìû èìååì öåïî÷êó îòîáðàæåíèé

. . .←− U(n− 1)←− U(n)←− U(n+ 1)←− . . . , (11.2)

ñîãëàñîâàííóþ ñ ìåðàìè Õààðà, è ìû ìîæåì âçÿòü îáðàòíûé ïðåäåë U ýòîé

öåïî÷êè, íà íåì êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåí ìåðà � îáðàòíûé ïðåäåë ìåð Õààðà.

a) Êàê è â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû, çäåñü îïðåäåëåíî ëåâîå è

ïðàâîå äåéñòâèÿ ãðóïïû U(∞) �èíèòíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö, à âìåñòå �

ýòî äåéñòâèå ãðóïïû U(∞)×U(∞). Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ìåðó.
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b) Äàëåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèå äèàãîíàëè diagU(∞) ïðîäîë-
æàåòñÿ ïî ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè äî äåéñòâèÿ ïîëíîé óíèòàðíîé ãðóïïû.


) Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèå ãðóïïû, ñîñòîÿùåé èç ïàð óíè-

òàðíûõ ìàòðèö (g1, g2), òàêèõ, ÷òî g1g
−1
2 �èíèòíà. Ýòî óñëîâèå ìîæíî îñëà-

áèòü äî: g1g
−1
2 − 1 � ÿäåðíûé îïåðàòîð.

d) Äåéñòâèå U(∞) ×U(∞) íå ÿâëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíûì, ñì. ï.8.8.

e) Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïï ìû èìåëè ÿâíîå è äîâîëüíî ïðî-

çðà÷íîå îïèñàíèå îáðàòíîãî ïðåäåëà. Â íàøåì ñëó÷àå òàêèõ îïèñàíèé íå

èçâåñòíî. Êîíå÷íî, íàøå ïðîñòðàíñòâî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñ÷åòíûì ïðî-

èçâåäåíèåì ñ�åð

∏∞
j=1 S

2j−1
, íî íå âèäíî, êàê ïèñàòü äåéñòâèå ãðóïïû â

ýòîé ìîäåëè. ×òî åñòü òî÷êà ïðåäåëà (11.2), íå ÿñíî, çàòî äåéñòâèå ãðóïïû

íà êàæäîì ýòàæå ïîíÿòíî. Ìû ìîæåì ñòðîèòü îáðàòíûé ïðåäåë, ñòàðòóÿ ñ

öåïî÷êè ïðîñòðàíñòâ àíòè-ýðìèòîâûõ ìàòðèö,

. . .←− AHermn ←− AHermn+1 ←− . . . ,

íà n-íîì øàãó ìû áåðåì ìåðó (1 + TT ∗)−n dT (ñì. �4). Ïðåäåëüíàÿ ìåðà,

êîíå÷íî, ðåàëèçóåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ àíòèýðìèòîâûõ ìàòðèö.

Ôîðìóëà äëÿ äåéñòâèÿ äóáëÿ, êàê ìû âèäåëè â Ïðåäëîæåíèè 4.8, îêàçûâà-

åòñÿ íåñëîæíîé. Îäíàêî íåïîíÿòíî, ñîîòâåòñòâóþò ëè ýòè ìàòðèöû êàêèì-

ëèáî îïåðàòîðàì.

11.5. Ìåðû Õóà. Òåïåðü âîçüìåì �óíêöèþ íà U(n), çàäàâàåìóþ �îð-

ìóëîé

ϕnλ,µ(g) = det(1 + g)λ det(1 + g−1)µ := lim
t→1−0

det
[
(1 + tg)λ

]
· det

[
(1 + tg−1)λ

]
,

ãäå λ, µ � êîïëåêñíûå ïàðàìåòðû, Re(λ + µ) > −1. Â �îðìóëå êîìïëåêñ-

íîå ÷èñëî âîçâîäèòñÿ â êîìïëåêñíóþ ñòåïåíü, ïîýòîìó ìû äîëæíû áûëè

óòî÷íèòü, ÷òî ýòî çíà÷èò. Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåííîå âûðàæåíèå (1 + tg)λ ðàç-
ëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà îáû÷íûì îáðàçîì, à äàëüøå ìû óæå ìîæåì áðàòü

îïðåäåëèòåëü è ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó.

�àññìîòðèì ìåðó (çàðÿä) ϕλ,µ(g) dσn(g), ãäå dσn(g) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà
Õààðà. Åñëè µ = λ, òî ýòà ìåðà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.

Òåîðåìà 11.5 a) Îáðàç çàðÿäà ϕnλ,µ(g) dσn(g) ïðè îòáðàæåíèè Υnn−1 ðàâåí

Γ(n)Γ(λ+ µ+ n)

Γ(λ+ n)Γ(µ+ n)
· ϕn−1λ,µ dσn−1.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

∫

U(n)

det(1 + g)λ det(1 + g−1)µ dσn(g) =
n∏

k=1

Γ(k)Γ(λ + µ+ k)

Γ(λ+ k)Γ(µ+ k)
.



11 Âèðòóàëüíûå óíèòàðíûå ìàòðèöû 163

Ëåììà 11.6 Îáîçíà÷èì ÷åðåç D êðóã |z| 6 1 íà C. �àññìîòðèì îòîáðà-

æåíèå U(n)→ U(n− 1)×D, çàäàííîå �îðìóëîé

g 7→ (Υnn−1g, gnn).

Îáðàç ìåðû Õààðà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ðàâåí

dσn−1(g) · π−1(n− 1)(1− |z|2)n−2 dz dz. (11.3)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Âî-ïåðâûõ, íàøå îòîáðàæåíèå êîììóòèðóåò

ñ ëåâûìè è ïðàâûìè óìíîæåíèÿìè íà ýëåìåíòû ãðóïïû U(n − 1), ïîýòîìó
îáðàç ìåðû èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî òàêèõ óìíîæåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

îí èìååò âèä

dσn−1(g) · h(z) dz dz.
Íàì íóæíî âû÷èñëèòü �óíêöèþ h(z). Îíà ðàâíà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà gnn. ×òîáû íàéòè åå, ìû áåðåì îòîáðàæåíèå U(n) →
S2n−1

, çàäàííîå �îðìóëîé

g 7→ genn = (g1n, . . . , gnn).

Îáðàç ìåðû Õààðà, î÷åâèäíî, áóäåò ðàâíîìåðíîé ìåðîé íà ñ�åðå. Òàêèì îá-

ðàçîì, îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû ó âåêòîðîâ

ëåæàùèõ íà ñ�åðå S2n−1 ⊂ Cn. Ìû îñòàâëÿåì ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �àçëîæèì îòîáðàæåíèå Υ â ïðîèçâåäåíèå

îòîáðàæåíèé U(n)→ U(n− 1)×D → U(n).
Ñíà÷àëà ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîçîéäåò ñ íàøèì çàðÿäîì ïðè ïåðâîì îòîáðà-

æåíèè. Ìû ïðèìåíÿåì ê det(1+g) �îðìóëó (4.5) äëÿ îïðåäåëèòåëÿ áëî÷íîé
ìàòðèöû,

det

[(
1 0
0 1

)
+

(
α β
γ δ

)]
=

= (1 + δ) det(1 + α− β(1 + δ)−1γ) = (1 + δ) det
(
1 + Υnn−1(g)

)
.

Ïîýòîìó îáðàç ìåðû det(1+g)λ det(1+g−1)µ dσn(g) ïðè îòîáðàæåíèè (11.3)
ðàâåí

det
(
1 + h)λ det

(
1 + h

)µ
dσn−1(h)×
× π−1(n− 1)(1 + z)λ(1 + z)µ(1− |z|2)n−2 dz dz.

Ìû âèäèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìåðà íà U(n − 1) × D ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå ìåð. Òåïåðü íàì íóæíî ñïðîåêòèðîâàòü ýòó ìåðó íà ïåðâûé

ñîìíîæèòåëü, ÷òî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà

π−1(n− 1)

∫

|z|<1

(1 + z)λ(1 + z)µ(1− |z|2)n−2 dz dz,
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÷òî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì óïðàæíåíèåì ïî ìàòàíó. �

Òåïåðü ìû ñíîâà ìîæåì ðàññìîòðåòü öåïî÷êó (11.2) óíèòàðíûõ ãðóïï è

åå îáðàòíûé ïðåäåë. Òàì ñíîâà äåéñòâóåò ãðóïïà U(∞)×U(∞) è åå ïîïîë-
íåíèå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîñòðàíñòâî L2
íà ýòîé ãðóïïå ÿâíî ðàçëîæåíî, õîòÿ

è ñàì îáúåêò è ýòî ðàçëîæåíèå, âèäèìî, îñòàþòñÿ íåäîïîíÿòûìè. Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ ñ îáðàòíûìè ïðåäåëàìè åñòü äëÿ âñåõ

10 ñåðèé êîìïàêòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (íî ðàçëîæåíèÿ L2
íå

èçâåñòíî).
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12 Çàìûêàíèÿ äåéñòâèé

12.1. Ïîëèìîð�èçìû.Íàïîìíèì, ÷òî ëåáåãîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé,

ýòî ïðîñòðàíñòâî, èçîìîð�íîå îáúåäèíåíèþ ïðîìåæóòêà [a, b] è êîíå÷íîãî

èëè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, èìåþùèõ íåíóëåâóþ ìåðó (ñì. [Bog, �9.4℄).

Ïðîñòðàíñòâî ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç ïðîìåæóòêà èëè ëèøü èç íàáîðà

òî÷åê. Ñòîèò èìåòü â âèäó, ÷òî ïî÷òè âñå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé, âñòðå÷àþ-

ùèåñÿ â àíàëèçå, ÿâëÿþòñÿ ëåáåãîâñêèìè.

Ïóñòü (M,µ), (N, ν) � ëåáåãîâñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé
(óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà íèõ �èêñèðîâàíû áîðåëåâñêèå ñòðóêòóðû), è òîãäà

íà íèõ). Ïîëèìîð�èìçì (M,µ) # (N, ν) � ýòî ìåðà σ íà ïðîèçâåäåíèè

M ×N , òàêàÿ, ÷òî

1) îáðàç σ ïðè ïðîåêöèè M ×N →M ñîâïàäàåò ñ µ;

2) îáðàç σ ïðè ïðîåêöèè M ×N → N ñîâïàäàåò ñ ν.
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Ïðèìåðû. a) Ïóñòü ψ : M → N � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ìåðó µ â

ìåðó ν. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψ̃ :M →M×N , çàäàííîå �îðìóëîé m 7→
(m,ψ(m)). Îáðàç ìåðû µ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ ïîëèìîð�èçìîì

(ýòà ìåðà ñîñðåäîòî÷åíà íà ãðà�èêå îòîáðàæåíèÿ ψ).

b) Àíàëîãè÷íî, îòîáðàæåíèå N →M , ïåðåâîäÿùåå ν â µ, òîæå ÿâëÿåòñÿ
ïîëèìîð�èçìîì.


) Ïðîèçâåäåíèå ìåð µ× ν � ïîëèìîð�èçì.
d) Ïóñòü s(m,n) � íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ íà M ×N , óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèÿì

∫

M

s(m,n) dµ(m) = 1,

∫

M

s(m,n) dν(n) = 1.

Òîãäà ìåðà s(m,n) dσ(m,n) ÿâëÿåòñÿ ïîëèìîð�èçìîì. Ìû áóäåì íàçûâàòü

òàêèå ïîëèìîð�èçìû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè.

e) Ïóñòü σ ∈ Pol(M,N) � ïîëèìîð�èçì. Òà æå ìåðà ìîæåò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ êàê ïîëèìîð�èçì N # M . Ìû ñêàæåì, ÷òî ýòî ñîïðÿæåííûé

ïîëèìîð�èçì, è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç σ∗. ♦

12.2. Ìàðêîâñêèå îïåðàòîðû. Ìàðêîâñêèé îïåðàòîð T : L2(M,µ) →
L2(N, ν) � ýòî îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâàì:

1) T ïåðåâîäèò íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè â íåîòðèöàòåëüíûå;

2) T ïåðåâîäèò åäèíè÷íóþ �óíêöèþ â åäèíè÷íóþ, T ∗ òîæå ïåðåâîäèò
åäèíè÷íóþ �óíêöèþ â åäèíè÷íóþ.

Òåîðåìà 12.1 Ïîëèìîð�èçìû è ìàðêîâñêèå îïåðàòîðû íàõîäÿòñÿ â åñòå-

ñòâåííîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåíèå ìàðêîâñêîãî îïåðàòîðà ïî ïîëèìîð�èç-

ìó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç IA èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ ìíîæåñòâà A (òî åñòü

�óíêöèþ, ðàâíóþ åäèíèöå íà ìíîæåñòâå A è íóëþ âíå íåãî). �àññìîòðèì

ïîëèìîð�èçì σ :M # N . �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîëóòîðàëèíåéíóþ �îð-

ìó íà L2(M,µ)× L2(N, ν):

B(f, g) =

∫

M×N
f(m)g(n) dσ(m,n).

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,

|B(f, g)| 6
(∫

M

|f(m)|2 dσ(m,n)
)1/2(∫

N

|g(n)|2 dσ(m,n)
)1/2

=

=
(∫

M

|f(m)|2 dµ(m)
)1/2(∫

N

|g(n)|2 dν(n)
)1/2

= ‖f‖L2(M) · ‖g‖L2(N)

(12.1)
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(ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ïîëèìîð�èçìà). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

îïåðàòîð T : L2(M)→ L2(N) ñ íîðìîé 6 1, òàêîé, ÷òî

B(f, g) = 〈Tf, g〉L2(N)

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî T � ìàðêîâñêèé îïåðàòîð.

Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ f , g ìû èìååì B(f, g) > 0. Åñëè áû Tf áûëà áû

îòðèöàòåëüíà íà ìíîæåñòâå C íåíóëåâîé ìåðû, òî ìû èìåëè áû B(f, IC) <
0, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Äàëåå, åñëè

B(1, g) =

∫

M×N
g(n) dσ(m,n) =

∫

N

g(n) dν(n) = 〈1, g〉L2(N),

à ïîýòîìó T ïåðåâîäèò 1 â 1.

Ïîñòðîåíèå ïîëèìîð�èçìà ïî ìàðêîâñêîìó îïåðàòîðó. Ïóñòü T � ìàð-

êîâñêèé îïåðàòîð. Îïðåäåëèì ìåðó σ íà M ×N ïî �îðìóëå

σ(A×B) = 〈TIA, IB〉L2(N), ãäå A ⊂, B ⊂ N.

Ìû ïîëó÷èëè ìåðó íà ïîëóêîëüöå, è íóæíî �îðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî

ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè. Çäåñü ìîæíî èçáåæàòü óíûëûõ ðàññóæäåíèé ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Äëÿ êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü

íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Äàëåå ìû ðåàëèçóåì M è N êàê ïðîåêòèâíûå ïðå-

äåëû êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ,

M = lim
←−
Mj , N = lim

←−
Nj .

(íàïðèìåð, áåðåì îòðåçîê [0, 1], äåëèì åãî íà2j ðàâíûõ ÷àñòåé è îòîáðàæàåì
íà ìíîæåñòâî èõ 2j òî÷åê). Îïåðàòîð T îïðåäåëÿåò ïîëèìîð�èçìû σij :
Mi → Nj , à ìû äàëåå ñòðîèì σ êàê îáðàòíûé ïðåäåë

σ := lim
←−

σij . �

Îáîçíà÷èì ìàðêîâñêèé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèìîð�èçìó σ,
÷åðåç T (σ).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ïîëèìîð�èçìà σ ∈ Pol(M,N),
çàäàâàåìîãî �óíêöèåé s, ìû ïîëó÷àåì îáû÷íûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

T (σ)f(n) =

∫

M

s(m,n)f(m) dµ(m).

Ïðåäëîæåíèå 12.2 Íîðìà ëþáîãî ìàðêîâñêîãî îïåðàòîðà ðàâíà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà (12.1). �

12.3. Ñõîäèìîñòü ïîëèìîð�èçìîâ. Ïóñòü σj , σ ∈ Pol(M,N) � ïîëè-
ìîð�èçìû. Ìû ñêàæåì, ÷òî σj ñõîäèòñÿ ê σ, åñëè äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ

ïîäìíîæåñòâ A ⊂M , B ⊂ N ìû èìååì ñõîäèìîñòü

σj(A×B)→ σ(A×B). (12.2)
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Ïðåäëîæåíèå 12.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σj ñõîäèòñÿ ê σ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà T (σj) ñõîäèòñÿ ê T (σ) ñëàáî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü (12.2) ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè

〈Tj(σj) IA, IB〉 → 〈Tj(σ) IA, IB〉,

à ýòî ðàâíîñèëüíî ñëàáîé ñõîäèìîñòè T (σj)→ T (σ). �

Ñëåäñòâèå 12.4 Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîëèìîð�èçìîâ M → N êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìàðêîâñêèõ

îïåðàòîðîâ ñëàáî êîìïàêòíî. Ïóñòü Tj � ìàðêîâñêèå îïåðàòîðû. Ò.ê. ‖Tj‖ =
1, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Tj ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Äîñòàòî÷íî ÿñíî, ÷òî åå ïðåäåë � ìàðêîâñêèé îïåðàòîð. �

Çàäà÷à. a) Ïîêàæèòå, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ïîëèìîð�èçìû ïëîò-

íû â ìíîæåñòâå âñåõ ïîëèìîð�èçìîâ Pol(M,N).

b) Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâàM 
 íåïðåðûâíîé ìåðîé ãðóïïà

Ams(M) ïëîòíà â ïîëóãðóïïå Pol(M,M). ♦

12.4. Îïðåäåëåíèå ïîëèìîð�èçìîâ â òåðìèíàõ óñëîâíûõ ìåð.

Ïóñòü σ :M # N � ïîëèìîð�èçì. Òîãäà ïî òåîðåìå �îõëèíà íà ìíîæåñòâàõ

M × n ⊂ M × N îïðåäåëåíû óñëîâíûå ìåðû σ{n}, îíè îïðåäåëÿþòñÿ èç

ñâîéñòâà: äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî

38

ïîäìíîæåñòâà V ⊂W âûïîëíåíî

σ(V ) =

∫

N

σ{n}
(
V ∩ (M × a)

)
dν(n)

èëè äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé �óíêöèè h
∫

M×N
h(m,n) dσ(m,n) =

∫

N

∫

M

h(m,n) dσ{n}(m) dν(n).

Ìû áåðåì h(m,n) = f(m)g(n) è ïîëó÷àåì

T (σ)f(n) =

∫

M

f(m) dσ{n}(m)

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ïîëèìîð�èçì ðàçìàçûâàþùèì îòîá-

ðàæåíèåì, îí ïåðåâîäèò òî÷êè n ∈ N â ìåðû σ{n} íà M .

12.5. Óìíîæåíèå ïîëèìîð�èçìîâ. ßñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàðêîâ-

ñêèõ îïåðàòîðîâ � ìàðêîâñêèé îïåðàòîð. Ïîýòîìó îïðåäåëåíî è ïðîèçâåäå-

íèå ïîëèìîð�èçìîâ

σ : (M,µ) # (N, ν), τ : (N, ν) # (K,κ).

Ôîðìóëó

T (στ) = T (τ)T (σ)

38

Èçìåðèìîñòü ìîæíî ïîíèìàòü â ëþáîì èç äâóõ ñìûñëîâ � èçìåðèìîñòü îòíîñèòåëüíî

σ èëè èçìåðèìîñòü ïî Áîðåëþ.
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ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå îïåðàòî-

ðîâ ñ íîðìîé 6 1 ðàçäåëüíî ñëàáî íåïðåðûâíî, òî è ïðîçâåäåíèå ïîëèìîð-

�èçìîâ ðàçäåëüíî íåïðåðûâíî.

Çàäà÷à. a) Ïóñòü ϕ :M → N , ψ : N → K � îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå

ìåðó (êàê â ïåðâîì ïðèìåðå ï.12.1). Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïîëèìîð-

�èçìîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ îòîáðàæåíèé, ψ̃ϕ = ψ̃ϕ̃.

b) Ïóñòü ïîëèìîð�èçìû σ ∈ Pol(M,N), τ ∈ Pol(N,K) aáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíû è çàäàþòñÿ �óíêöèÿìè s(m,n), t(n, k). Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ïîëèìîð-
�èçìîâ àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèè

u(m, k) =

∫

N

s(m,n) t(m, k) dν(n). ♦

Ýòà çàäà÷à äàåò ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèìîð�èçìîâ. Â

ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ïîëèìîð�èçìîâ ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ïî-

íÿòíîé �îðìóëîé, à äàëüøå îíî ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûíîñòè.

Åñòü áîëåå ïðÿìîé ñïîñîá îïðåäåëÿòü ïðîèçâåäåíèå ïîëèìîð�èçìîâ. Ïóñòü

σ ∈ Pol(M,N), τ ∈ Pol(N,K). Òîãäà ñèñòåìà óñëîâíûõ ìåð, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïîëèìîð�èçìó τσ, çàäàåòñÿ �îðìóëîé

(τσ)(k)(m) =

∫

N

σ(n)(m) dτ (k)(n).

Ôîðìóëà ýòà âïîëíå íàãëÿäíà è îòâå÷àåò èäåå ïåðåìíîæåíèÿ ðàçìàçûâàþ-

ùèõ îòîáðàæåíèé.

12.6. Çàìûêàíèÿ äåéñòâèé. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ïðîñòðàí-

ñòâå (M,µ) 
 êîíå÷íîé ìåðîé ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè ìåðó. �àñ-
ñìîòðèì îáðàç ãðóïïû G â Ams(M) è çàìêíåì åãî â ïîëóãðóïïå Pol(M,M)
âñåõ ïîëèìîð�èçìîâ. Çàìûêàíèå äîëæíî áûòü êîìïàêòíî (â ñèëó êîìïàêò-

íîñòè ïîëóãðóïïû ïîëèìîð�èçìîâ) è äîëæíî áûòü ïîëóãðóïïîé (â ñèëó

ðàçäåëüíîé íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ â Pol(M,M)).
Ñîîòâåòñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î ÿâíîì îïèñàíèè òàêèõ çàìûêàíèé

äëÿ êîíêðåòíûõ äåéñòâèé. Îí ìíîãî îáñóæäàëñÿ äëÿ ãðóïï Z è R, äëÿ ãðóïï
Ëè îí íå î÷åíü èíòåðåñåí, à äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï çäåñü èçâåñòíî íå

ìíîãî. Ìû ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð (Íåëüñîí, [3℄) íà ýòó òåìó.

12.7. Ïðèìåð: îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà è ãàóññîâû ìåðû. �àññìîò-

ðèì äåéñòâèå îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(∞) íà ïðîñòðàíñòâå R∞ ñ ãàóññîâîé

ìåðîé, îïèñàííîå â �8.

Òåîðåìà 12.5 a) Çàìûêàíèå ãðóïïû O(∞) â ïîëóãðóïïå ïîëèìîð�èçìîâ

èçîìîð�íî ïîëóãðóïïå B âñåõ îïåðàòîðîâ â âåùåñòâåííîì ℓ2 
 íîðìîé 6 1.

b) Òî÷êîé çàìûêàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöå T ∈ B, ÿâëÿåòñÿ
ãàóññîâà ìåðà íà R∞ × R∞ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé

39

exp
{
−1

2

(
ξ η

)( 1 T
T t 1

)(
ξt

ηt

)}
. (12.3)

39

Èìååòñÿ â âèäó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìåðû, ïîäðîáíåé ñì. â äîêàçàòåëüñòâå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âìåñòî çàìûêàíèÿ â ïîëèìîð�èçìàõ ìû ìîæåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü ñëàáîå çàìûêàíèå ãðóïïû O(∞) â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ â

L2(R∞). Êàê ìû âèäåëè â ï.8.14, ïðåäñòàâëåíèå â L2(R∞) ðàçëàãàåòñÿ â

ïðÿìóþ ñóììó ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé ïðîñòðàíñòâà ℓ2.
Çàìûêàíèå ãðóïïû O(∞) â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ â ℓ2 ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

ãðóïïîé B. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ Uj ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê T , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé SkUj ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê SkT . Ïîýòîìó èñêîìîå ñëàáîå çàìûêàíèå ãðóïïû O(∞) ñîâïàäà-
åò ñ B.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R∞fin ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ (ξ1, ξ2, . . . ), ãäå ξj ∈ R è

ξj = 0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ j. Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà íà R∞×R∞. Ìû îïðåäåëèì åå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ξ[µ; ξ, η]
êàê �óíêöèþ íà R∞fin × R∞fin, çàäàííóþ �îðìóëîé

ξ[σ; ξ, η] =

∫

R∞×R∞

ei(ξx
t+ηyt) dσ(x, y) = 〈T [σ]eiξxt

, eiηy
t〉L2(R∞).

Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè îïðåäåëåíû äëÿ ïîëèìîð�èç-

ìîâ, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ïîëèìîð�èçìîâ âëå÷åò ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé.

�àññìîòðèì ïîëèìîð�èçì σU , çàäàâàåìûé îðòîãîíàëüíûì îïåðàòîðîì

U . Îí ñîñðåäîòî÷åí íà ãðà�èêå îòîáðàæåíèÿ U : R∞ → R∞, à åãî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíà

ξ[σU ; ξ, η] =

∫

R∞×R∞

ei(ξx+ηy) dσU (x, y) =

∫

R∞

ei(ξx
t+ηUxt) dµ(x) =

= exp
{
−1

2
(ξ + ηU)(ξ + ηU)t

}
= exp

{
−1

2
(ξξt + ηηt − ηUξt − ξU tη

}
=

= exp
{
−1

2

(
ξ η

)( 1 U
U t 1

)(
ξt

ηt

)}
. (12.4)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Uj 
õîäèòñÿ ñëàáî ê T , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(12.4) ñõîäèòñÿ ê (12.3). �

12.8. Çàäà÷à î çàìûêàíèè äåéñòâèé ñ êâàçèèíâàðèàíòíîé ìå-

ðîé. Äåéñòâèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï, ñîõðàíÿþùèõ âåðîÿòíîñòíóþ ìå-

ðó, èçâåñòíî ñðàâíèòåëüíî íåìíîãî. Â ýòîì ñìûñëå áîëåå èíòåðåñíà çàäà÷à

î äåéñòâèÿõ ñ êâàçèèíâàðèàíòíîé ìåðîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R× ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïîëóãðóïïó ïîëîæèòåëüíûõ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t êîîðäèíàòó íà R×.
Ïóñòü (M,µ), (N, ν) � ëåáåãîâñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè.
Ìû ñêàæåì, ÷òî R×-ïîëèìîð�èçì (M,µ) # (N, ν) � ýòî ìåðà σ íàM ×N×
R×, òàêàÿ, ÷òî

1. Ïðîåêöèÿ σ íà M ñîâïàäàåò ñ µ;

2. Ïðîåêöèÿ t · σ íà M ñîâïàäàåò ñ ν.
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Ïðèìåð. Ïóñòü M = N � îòðåçîê [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà µ, ïóñòü q �

îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ìåðó â ýêâèâàëåíòíóþ ìåðó. Ïóñòü q′(m) � ïðî-
èçâîäíàÿ �àäîíà�Íèêîäèìà. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå M → M ×M × R×,
çàäàííîå �îðìóëîé

m 7→ (m, q(m), q′(m)).

Òîãäà îáðàç µ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ R× � ïîëèìîð�èçìîì. ♦

Ïðèìåð. �àññìîòðèì �óíêöèþ

(m,n) 7→ um,n

íàM×N ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëóãðóïïå êîíå÷íûõ ìåð íà R×. Ïî ýòèì äàííûì

ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìåðó íà M ×N × R×,

σ(A×B × C) =
∫

A

∫

B

∫

C

dum,n(t) dν(n) dµ(m).

Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà: äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ

A ⊂M , B ⊂ N

µ(A) =

∫

A

∫

N

∫

R×

dum,n(t) dν(n) dµ(m);

ν(B) =

∫

B

∫

M

∫

R×

t · dum,n(t) dµ(m) dν(n).

Òîãäà σ ÿâëÿåòñÿ R×-ïîëèìîð�èçìîì. Òàêèå ïîëèìîð�èçìû ìû íàçîâåì

àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè. ♦

Íå�îðìàëüíî, R×-ïîëèìîð�èçì � ýòî ¾îòîáðàæåíèå¿, êîòîðîå ¾ðàçìà-

çûâàåò¿ òî÷êè ïî ïðîñòðàíñòâó ñ ìåðîé, ïðè÷åì ðàçìàçûâàåòñÿ òàêæå ïðî-

èçâîäíàÿ �àäîíà�Íèêîäèìà.

Òåïåðü íàì íóæíî îïðåäåëèòü óìíîæåíèå. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñõîäè-

ìîñòü. �àññìîòðèì R×-ïîëèìîð�èçì σ. Ïóñòü A ⊂M , B ⊂M � èçìåðèìûå

ïîäìíîæåñòâà. Îãðàíè÷èì ìåðó σ íà A×B×R× è ñïðîåêòèðóåì åå íà R×.
Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìåðó ÷åðåç σ[A×B].

Ìû ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R×-ïîëèìîð�èçìîâ σj ñõîäèòñÿ ê
σ, åñëè äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ A ⊂ M , B ⊂ M èìåþò ìåñòî

ñëàáûå ñõîäèìîñòè ìåð íà R×:

σj [A×B]→ σ[A×B], t · σj [A×B]→ t · σ[A× B].

�àçóìååòñÿ, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ïîëèìîð�èçìû ïëîòíû âî âñåõ ïîëè-

ìîð�èçìàõ.

Óìíîæåíèå ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ R×-ïîëè-
ìîð�èçìîâ. Ïóñòü ïîëèìîð�èçìû M # N , N # K îïðåäåëÿþòñÿ �óíêöè-

ÿìè um,n, vn,k. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ïîëèìîð�èçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé

w(m, k) =

∫

N

um,n ∗ vn,k dν(n),

ãäå ∗ îáîçíà÷àåò ñâåðòêó ìåð íà R×.
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Òåîðåìà 12.6 Ýòî ïðîèçâåäåíèå äîïóñêàåò ðàçäåëüíî íåïðåðûâíîå ïðî-

äîëæåíèå íà ïðîèçâîëüíûå ïîëèìîð�èçìû.

Åñëè áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îñòàâëÿ-

þùèìè ìåðó êâàçèèíâàðèàíòíîé, òî âñòàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè çàìûêàíèÿ

ãðóïïû â ïîëóãðóïïå ïîëèìîð�èçìîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòîò âîïðîñ ðå-

øåí ëèøü äëÿ ãðóïï ñèììåòðèé ãàóññîâûõ è ïóàññîíîâñêèõ ìåð, [5℄, [4℄.
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Äîáàâëåíèå. Ëåáåãîâñêèå ïðîñòðàíñòâà

Çäåñü ñîáðàíû íåêîòîðûå �àêòû òåîðèè ìåðû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàç-

íûõ ìåñòàõ ýòèõ çàìåòîê.

Ä.1. Òåîðåìà îá èçîìîð�èçìå. Ìû ñêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ ìå-

ðîé ïîëíî ïî Ëåáåãó, åñëè ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâ ìåðû íîëü èçìåðèìû

(è òåì ñàìûì èìåþò ìåðó íîëü). Ïîíÿòíî, ÷òî èç ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ

ìåðîé àâòîìàòè÷åñêè èçãîòîâëÿåòñÿ ïîëíîå ïî Ëåáåãó ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü (M,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé (µ(M) = 1), ïîëíîå
ïî Ëåáåãó. Ïîëîæèì, ÷òî σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èìååò ñ÷åòíóþ

áàçó, è ÷òî ìåðà ëþáîé òî÷êè ðàâíà íóëþ. Òîãäà (M,µ) èçîìîð�íî40 îò-
ðåçêó [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà (ñì. [Hal, �41℄, [Bog, òåîðåìà 9.3.4℄), ýòà òåîðåìà

40

Ïîä ¾èçîìîð�èçìîì¿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ áèåêòèâíîå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû

íóëü îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ìåðó.
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â ðàçíûõ êíèãàõ ïðèïèñûâàåòñÿ Êàðàòåîäîðè, Øïèëüðàéíó, Õàëìîøó��îí

Íåéìàíó, 1938-1942.

Çàäà÷à. a) Ïóñòü Z2 � äâîåòî÷èå, ïðè÷åì ìåðà êàæäîé òî÷êè ðàâíà

1/2. �àññìîòðèì ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå Z∞2 ïðîñòðàíñòâà Z2 ñàìîãî íà ñå-

áÿ. Êàæäîé òî÷êå a = (a1, a2, . . . ) ∈ Z∞2 ìû ïîñòàâèì òî÷êó îòðåçêà [0, 1] ñ
äâîè÷íîé çàïèñüþ 0, a1a2 . . . . Ïîêàæèòå, ÷òî ìû ïîëó÷èëè áèåêöèþ ñ òî÷-

íîñòüþ äî ï.â., ïåðåâîäÿùóþ ìåðó íà Z∞2 â ìåðó Ëåáåãà íà [0, 1].

b) Òàê êàê Z∞2 × Z∞2 → Z∞2 , ìû ïîëó÷àåì èçîìîð�èçì îòðåçêà [0, 1]
è êâàäðàòà [0, 1]2 êàê ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Îíè òàêæå èçîìîð�íû êóáàì

[0, 1]N ëþáîé ðàçìåðíîñòè, â òîì ÷èñëå [0, 1]∞.


) Ïóñòü íà äâîåòî÷èè Z2 ìåðà ñ âåñàìè òî÷åê p, 1 − p. Ïîêàæèòå, ÷òî
ïðè ðàçíûõ p ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé Z∞2 èçîìîð�íû. ♦

Ä.2. Ëåáåãîâñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî ëåáåãîâñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî � ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, ýêâèâàëåíòíîå îáúåäèíå-

íèþ ïðîìåæóòêà è êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî íàáîðà òî÷åê (¾àòîìîâ¿), èìå-

þùèõ íåíóëåâóþ ìåðó.

Ïî÷òè âñå ïðîñòðàíñòâà, âñòðå÷àþùèåñÿ â àíàëèçå è òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòè, ÿâëÿþòñÿ ëåáåãîâñêèìè (õîòÿ ðóêîâîäñòâà ïî �óíêöèîíàëüíîìó àíàëè-

çó ïðåäëàãàþò á�îëüøóþ îáùíîñòü, ñì. [RS1℄, [Bog℄). Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîò-

ðèì ïðîèçâîëüíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è âåðîÿòíîñò-

íóþ ìåðó, îïðåäåëåííóþ íà åãî áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå. Ïîïîëíèì σ-àëãåáðó,
ïîëîæèâ, ÷òî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâ ìåðû íîëü èìåþò ìåðó íîëü. Òîãäà

ïîëó÷èòñÿ ëåáåãîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé.

Ñì. [1℄, [Hal℄, [Bog, �9.4℄, [61℄.

Ä.3. Àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå �îõëèíà. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

ñ ìåðîé (M,µ). Ïóñòü Bj ⊂ M � ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.

Íàçîâåì åãî áàçîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ M ñó-

ùåñòâåò ìíîæåñòâî Bn, ñîäåðæàùåå îäíó èç ýòèõ òî÷åê è íå ñîäåðæàùåå

äðóãóþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B
[0]
j ñàìî ìíîæåñòâî Bj , à ÷åðåç B

[1]
j � äîïîë-

íåíèå äî íåãî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = (ω1, ω2, . . . ) èç

íóëåé è åäèíèö ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ∩∞j=1B
[ωj ]
j . Ñêàæåì, ÷òî M ïîëíî

ïî îòíîøåíèþ ê áàçå Bj , åñëè âñå òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ íåïóñòû. Ñêàæåì, ÷òî
M ïîëíî (mod, 0) îòíîñèòåëüíî áàçû Bj , åñëè M ìîæíî âëîæèòü â íåêîòî-

ðîå ïðîñòðàíñòâî M̃ , ïîëíîå îòíîñèòåëüíî áàçû B̃j , òàê, ÷òî M̃ \M èìååò

ìåðó íîëü, à Bj = B̃j ∩M .

Ëåáåãîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ïî �îõëèíó � ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, êîòî-

ðîå ïîëíî (mod0) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñ÷åòíîé áàçû. Ñîãëàñíî [1℄, òàêèå
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ëåáåãîâñêèìè â ñìûñëå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Ä.4. Îáðàòíûå (ïðîåêòèâíûå) ïðåäåëû ìíîæåñòâ. Ïóñòü X1, X2,

. . . �ìíîæåñòâà. Ïóñòü ψj : Xj → Xj−1 � öåïî÷êà îòîáðàæåíèé,

. . .
ψk←−− Xk

ψk+1←−−− Xk+1
ψk+2←−−− Xk+2

ψk+3←−−− . . .

Îáðàòíûì ïðåäåëîì ñèñòåìû ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X è íàáîð
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îòîáðàæåíèé πj : X → Xj , òàêèå, ÷òî ψj◦πj = ψj−1, ïðè÷åì äëÿ ëþáîé ïàðû

x, y ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ X íàéäåòñÿ íîìåð j, ïðè êîòîðîì ψj(x) 6= ψj(y).
Îáðàòíûé ïðåäåë ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì ïðÿ-

ìîå ïðîèçâåäåíèå X1×X2 ×X3 . . . . Ìíîæåñòâî X ðåàëèçóåòñÿ êàê ïîäìíî-

æåñòâî â ýòîì ïðîèçâåäåíèå, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x1 ∈ X1,

x2 ∈ X2, . . . , òàêèõ, ÷òî ψjxj = xj−1 äëÿ âñåõ j. Îòîáðàæåíèå πj ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå j-ûé ÷ëåí xj .

Îáðàòíûé ïðåäåë åäèíñòâåíåí â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè X ′ �äðóãîé
îáðàòíûé ïðåäåë, à ψ′j : X ′ → Xj ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè, òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå θ : X → X ′, òàêîå, ÷òî ψj = ψ′jθ.

Ä.5. Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà. Òåïåðü îïðåäåëèì îáðàòíûé ïðåäåë ëå-

áåãîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü (Mj , µj) � ëåáåãîâñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ âå-

ðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè, ïóñòü ψj : Mj → Mj−1 � îòîáðàæåíèÿ, òàêèå, ÷òî

îáðàç êàæäîé ìåðû µj ïðè îòîáðàæåíèè ψj ñîâïàäàåò ñ µj−1. Ïóñòü M �

ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâMj . Òîãäà íàM êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåíà

ìåðà µ, òàêàÿ, ÷òî îáðàç µ ïðè êàæäîì îòîáðàæåíèè πj ñîâïàäàåò ñ µj . Ôàê-
òè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ j è âñåõ èçìåðèìûõ Aj ⊂M ïðîîáðàçû

π−1j (A) ⊂M èçìåðèìû è µ(π−1j (A)) = µ(A). Äàëåå ìû áåðåì σ-àëãåáðó, ïî-
ðîæäåííóþ âñåìè òàêèìè ìíîæåñòâàìè, ïîïîëíèì åå ïî Ëåáåãó. Ýòî äàåò

σ-àëãåáðó ïðîñòðàíñòâàM, ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò ëåáåãîâñêèì
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Çàäà÷à. Îòîáðàæåíèå ψj : Mj → Mj−1 èíäóöèðóåò èçîìåòðè÷íîå âëî-
æåíèå ψ∗j : L2(Mj−1)→ L2(Mj). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì öåïî÷êó âëî-

æåíèé

. . .
ψ∗

j−1−−−→ L2(Mj)
ψ∗

j−−→ L2(Mj+1)
ψ∗

j+1−−−→ L2(Mj+2)
ψ∗

j+2−−−→ . . .

Ïîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïëîòíî â L2(M). ♦

Ä.6. Òåîðåìà �îõëèíà îá óñëîâíûõ ìåðàõ. Ïóñòü (M,µ), (N, ν) �
ëåáåãîâñêèå ïðîñòðàíñòâà, ψ : M → N � îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî îáðàç ìå-

ðû µ ðàâåí ìåðå ν. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn ïðîîáðàç òî÷êè n ∈ N , òåì ñàìûì

ó íàñ ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàM íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-

ñòâà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåíà ñèñòåìà óñëîâíûõ ìåð, íà

ìíîæåñòâàõMn. À èìåííî, íà ïî÷òè êàæäîì (â ñìûñëå ìåðû ν) ïîäìíîæå-
ñòâåMn îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µn, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî

ïîäìíîæåñòâà A ⊂ M ïåðåñå÷åíèÿ A ∩Mn ⊂ Mn èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî
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Ñóùåñòâîâàíèå ìåðû µ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âåðñèé òåîðåìû Êîëìîãîðîâà î ïðîåêòèâ-

íûõ ñèñòåìàõ ìåð. Â îáû÷íîé �îðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû â ó÷åáíèêàõ (ñì., íàïðèìåð,

Øèðÿåâà èëè [Bog, �7.7℄), áåðóòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ M1 × · · · ×Mj ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ïðîåêöèè j-îãî ïðîèçâåäåíèÿ íà (j − 1)-oe. Ïóñòü Mk � ïðî-

åêòèâíàÿ ñèñòåìà ëåáåãîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êàê âûøå, îáîçíà÷èì ψj1 := ψi+1 ◦ · · · ◦ψj �

ïðîåêöèè Mj →Mi. Îïðåäåëèì ìåðó µ̃j íà êàæäîì ìíîæåñòâå M1 × · · · ×Mj êàê îáðàç

ìåðû µj ïðè îòîáðàæåíèè Mj →M1 × · · · ×Mj , çàäàííîì �îðìóëîé

x 7→ (ψj1(x), ψj2(x), . . . , x).

Äàëåå ïðèìåíÿåì îáû÷íóþ òåîðåìó Êîëìîãîðîâà ê ñèñòåìå ìåð µ̃j .
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µn äëÿ ïî÷òè âñåõ n è

µ(A) =

∫

A

µn(A ∩Mn) dν(n).

�àâíîñèëüíî, äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè íà M åå îãðàíè÷åíèÿ íà

ïî÷òè âñå ìíîæåñòâà Mn ÿâëÿþòñÿ µn-èçìåðèìûìè è

∫

M

f(m) dµ(m) =

∫

N

∫

Mn

f(m) dµn(m) dν(n).

Çàäà÷à. Ïóñòü h : [0, 1] → R � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Êàêîé áóäåò

îáðàç ν ìåðû Ëåáåãà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè? Îïèøèòå óñëîâíûå ìåðû. ♦

Ñì. [1℄, [Bog, �9.4, �10.8℄. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòà òåîðèÿ èìååò òàêæå

áîðåëåâñêóþ âåðñèþ, ñì. ññûëêó [61℄ ê �5.
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